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กิตติกรรมประกาศ 

วิทยานิพนธฉบับน้ี สําเร็จลุลวงไปไดดวยความชวยเหลืออยางดียิ่งของ รศ.ดร.
วิบูลย แสงวีระพันธุศิริ อาจารยที่ปรึกษาวิทยานิพนธ ซึ่งทานไดกรุณาสละเวลาอันมีคาของทาน
เพ่ือใหคําแนะนําปรึกษาและขอคิดเห็นตาง ๆ ในการวิจัยครั้งน้ี พรอมทั้งจัดหาทุน และอุปกรณที่ใช
ในการทําวิทยานิพนธนี้มาใหโดยตลอด ขอขอบคุณบัณฑิตวิทยาลัยที่ไดใหทุนอุดหนุนการวิจัย 
ขอขอบคุณ คุณกรรมมันต  ชูประเสริฐ ที่ใหคําแนะนําในการใชงานโปรแกรมsolid work ขอขอบคุณ 
คุณกฤษณะ อุตมัง และ คุณพงศกร เพชรพันธศรี ที่ใหคําแนะนําในการประดิษฐโปรแกรม
คอมพิวเตอร และขอขอบคุณ เพ่ือนนักศึกษา รุนพี่ รุนนอง ทั้งในระดับปริญญาเอก และปริญญาโท 
ที่ไดรวมกันใหขอคิดเห็น และขอเสนอแนะตางๆ พรอมทั้งยังไดใหกําลังใจที่ดีๆ แกกันเสมอมา  

 
สุดทายนี้ วิทยานิพนธและงานวิจัยนี้คงจะไมมีทางประสบผลสําเร็จลงได ถาหาก

ขาดความชวยเหลือจากบิดามารดาในทุกๆ ดาน ไมวาจะเปนทางดานเงินทุน ขอคิดเห็นตางๆ 
รวมทั้งกําลังใจและความหวงใยที่อบอุนยิ่งท่ีมีใหแกผูเขียนเสมอมา ในโอกาสนี้ผูวิจัยจึงใครขอกรอบ
ขอบพระคุณบิดา-มารดา ที่ไดอบรมเลี้ยงดู ใหกําลังใจและใหการสนับสนุนในทุกๆ สิ่งใหแกผูเขียน
จนสามารถสําเร็จการศึกษาลงไดดวยดี  
 



สารบัญ 
 

หนา 

บทคัดยอภาษาไทย 
บทคัดยอภาษาอังกฤษ 
กิตติกรรมประกาศ 
สารบัญ 
สารบัญตาราง 
สารบัญภาพ 
 
บทที่ 
1 บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสาํคัญของวิทยานิพนธ 
1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
1.4 ประโยชนที่ไดรับ 
1.5 ขั้นตอนการดําเนินงานวิทยานิพนธ 

2 ทฤษฎีพ้ืนฐานและแนวคดิพื้นฐานที่เกีย่วของกับแขนกล 7 แกน 
2.1 แนวคิดในการเลือกตําแหนงแกนที่ 7 (redundant axis)  
2.2 ทฤษฎีพ้ืนฐานที่เกี่ยวของกับแขนกล 7 แกน 

ก การวิเคราะหฟอรเวิรสคิเนแมติกส (forward kinematics)  
ข การวิเคราะหอินเวิรสคิเนแมติกส (inverse kinematics)  
ค การวิเคราะหความสัมพันธเชิงความเรว็ 
ง การวิเคราะห singularity 
จ การวิเคราะหสมการการเคลื่อนที ่
ฉ การวิเคราะหเมตริกซความเฉื่อยของแขนกล 

3 วิธีดําเนินการวิจัย 
3.1 การวิเคราะหทางคิเนแมติกส 

3.1.1 การวิเคราะห direct kinematic หรือ การวิเคราะห 
ฟอรเวิรสคิเนแมติกส 

3.1.2 การวิเคราะหอินเวิรสคิเนแมติกส 
3.1.3 การวิเคราะหความสัมพันธเชิงความเรว็ 

3.2 การวิเคราะห singularity 
3.3 การวิเคราะหสมการการเคลื่อนที ่

ง 
จ 
ฉ 
ช 
ฌ 
ญ 

 
 
 

 
 
 

 
1 
1 
2 
2 
3 
3 
5 
5 
10 
10 
11 
11 
15 
16 
18 
21 
21 
 

21 
24 
28 
33 
35 



 ซ 

บทที่ 
4 การทดลอง 

4.1 การทดสอบสมการโดยใช อินเวิรสคิเนแมติกสในการควบคุมแขนกล 
4.1.1 ทดสอบที่ระนาบ θ =0 เรเดียน  
4.1.2 ทดสอบที่ระนาบ θ = 2π  เรเดียน  
4.1.3 ทดสอบที่ระนาบ θ = 3π  เรเดียน  
4.1.4 ทดสอบที่ระนาบ θ = 6π  เรเดียน  

4.2 การทดสอบสมการโดยใชสมการความเร็วในการควบคุมแขนกล 
4.2.1 ทดสอบที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
4.2.2 ทดสอบที่ระนาบ θ = 2π  เรเดียน 
4.2.3 ทดสอบที่ระนาบ θ = 3π  เรเดียน 
4.2.4 ทดสอบที่ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 

4.3 การทดสอบสมการโดยใชสมการการเคลื่อนที่ในการควบคุมแขนกล 
4.3.1 ทดสอบความถูกตองของโครงสรางของสมการการเคลือ่นที่ 
4.3.2 ทดสอบโดยแทนคาตางๆลงในสมการการเคลื่อนที ่

5 บทสรุป 
5.1 สรุปผลการวิจัย 
5.2 ขอเสนอแนะ 

รายการอางอิง 
ภาคผนวก 

ภาคผนวก ก อุปกรณที่ใชในวิทยานิพนธ 
ภาคผนวก ข พารามิเตอรตางๆที่สําคัญของหุนยนตแขนกล PA10-7C 

ประวตัิผูเขยีนวิทยานิพนธ 
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สารบัญตาราง 
 

ตาราง  
3.1   พารามิเตอรของ Denavit-Hartenberg สําหรับแขนกล PA10-7C   
ข.1   จุดศูนยถวงของแขนกลแตละแกน (cg.) ในหนวย เมตร และมวลของ แขน

กลแตละแกนในหนวย กิโลกรัม 
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สารบัญภาพ 
 

ภาพประกอบ  
2.1 แขน 6 แกนแบบมาตรฐาน 
2.2 ตําแหนงที่เกดิ singularity ของแขนกล 6 แกน โดย 

(ก) จุด singularity ที่เกิดในตําแหนงที่ขอมือมีตําแหนงตรงกันกับ
หัวไหลเกิดที่ตําแหนงที่เคลื่อนที่บนเสน”--“ 

(ข) จุด singularity ที่เกิดในตําแหนงที่ขอศอกวางตัวเหยียดตรงเกิดที่
เม่ือมุมของขอตอที่4 (L4) วางตัว 0 เรเดียน 

(ค) จุด singularity ที่เกิดในตําแหนงที่ขอมือวางตัวเหยียดตรงเกิดที่
เม่ือมุมของขอตอที่6 (L6) วางตัว 0 เรเดียน 

2.3 แขนกลที่เพ่ิมขอตอไวที่ตําแหนงเหนือขอตอที่ 2 นับจากพื้น บนแขนกล 6 
แกน 

2.4 การเคลื่อนที่แขนกลรอบแกนระหวางหัวไหล-ขอมือ 
2.5 การหลีกเลี่ยงการเคลื่อนที่ผานตําแหนง singularity ที่ขอมือ 
2.6 การตั้งแกนเพิ่มอีก 1 แกน ที่ตําแหนงขอศอก 
2.7 ตําแหนงการซอนทับกันของแกนถึง 3 แกน คือตําแหนงที่แกนที่ขอศอก

วางตัว 0 องศา และ 90 องศา ตามลําดับ และตําแหนงขอมือเหยียดตรง 
2.8 การตั้งแกนเพิ่มที่จุดขอมือ 
2.9 การติดแกนบนขอตอ และ รายละเอียดของพารามิเตอรตางๆแบบ Denavit-

Hartenberg convention 
2.10 การกําหนดคาเวกเตอรตางๆสําหรับการหาเมตริกซจาโคเบียน 
2.11 การรูปแบบการหมุนแกนแบบ ZYZ Euler angles 
2.12 ความสัมพันธของการหมุนเชิงเรขาคณิต กับ การหมุนแบบ ZYZ Euler 

angles 
2.13 เวกเตอรตํ าแหน งของแกนต างๆที่ จะ นําไปใช ในการคํ านวณดวย    

Lagrange 
3.1 การตั้งแกนตางๆลงบนแขนกล PA10-7C 
3.2 ลักษณะแกนของเวกเตอร N O A 
3.3 แขนกลในรูปแบบสัญลักษณเวกเตอร 
3.4 ตําแหนงตางๆบนแขนกล โดยกําหนดให ตําแหนงหัวไหล 
4.1 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space 

ระหวางคาที่กําหนดไดจากสมการพาราเมตริกซกับคาที่คํานวณหาไดจาก
สมการอินเวิรสคิเนแมติกสที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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ภาพประกอบ 
4.2 คามุมทั้ง 7 แกนที่ไดจากการนําคาใน cartesian space ของปลายแขนที่ 

เคลื่อนที่แบบวงกลมไปคํานวณในสมการอินเวิรสคิเนแมติกส ที่ระนาบ θ =0 
เรเดียน 

4.3 การผลทดสอบการจําลองการทํางานในโปรแกรม Solidwork Cosmos 
Motion ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 

4.5 คามุมทั้ง 7 แกนจากการสงคาทรานสฟอรมเมชันเมตริกซของปลายแขนกล 
Phantom ไปยังสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของ PA10-7C เปรียบเทียบกับคา
มุมทั้ง 7 ที่ไดจากการเคลื่อนที่จริงของ PA10-7C ผานโปรแกรม visual c++ 
ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 

4.6 เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom เทียบกับ PA10-7C โดยเสน “--“ 
แสดงเสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom และ “.” แสดงเสนทางการ
เคลื่อนที่ของ PA10-7C ในลักษณะ freeform ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 

4.7 เปรียบเทียบการเรียงตัวของตําแหนงปลายแขนระหวางแขนกล PA10-7C 
กับแขนกล Phantom โดยเปนการคํานวณมุมออยเลอรในรูปแบบ ZYZ ที่
ระนาบ θ =0 เรเดียน 

4.8 เปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวาง
คาที่กําหนดไดจากสมการพาราเมตริกซกับคาที่คํานวณหาไดจากสมการอิน
เวิรสคิเนแมติกสที่ระนาบθ = 2π  เรเดียน 

4.9 คามุมทั้ง 7 แกนที่ไดจากการนําคาใน cartesian space ของปลายแขนที่
เคลื่อนที่แบบวงกลมไปคํานวณในสมการอินเวิรสคิเนแมติกสที่ระนาบθ  
= 2π  เรเดียน 

4.10 ผลทดสอบการจําลองการทํางานในโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion ที่
ระนาบ θ = 2π  เรเดียน 

4.11 คามุมทั้ง 7 แกน จากการสงคาทรานสฟอรมเมชันเมตริกซของปลายแขนกล 
Phantom ไปยังสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของ PA10-7C เปรียบเทียบกับคา
มุมทั้ง 7 ที่ไดจากการเคลื่อนที่จริงของ PA10-7C ผานโปรแกรม visual c++ 
ที่ระนาบ θ = 2π  เรเดียน 

4.12 เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom เทียบกับ PA10-7C โดยเสน “--“ 
แสดงเสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom และ “.” แสดงเสนทางการ
เคลื่อนที่ของ PA10-7C ในลักษณะ freeform ที่ระนาบ θ = 2π  เรเดียน 

4.13 การเปรียบเทียบการเรียงตัวของตําแหนงปลายแขนระหวางแขนกล PA10-
7C กับแขนกล Phantom โดยเปนการคํานวณมุมออยเลอรในรูปแบบ ZYZ 
ที่ระนาบ θ = 2π  เรเดียน 
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ภาพประกอบ 
4.14 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 

ระหวางคาที่กําหนดไดจากสมการพาราเมตริกซกับคาที่คํานวณหาไดจาก
สมการอินเวิรสคิเนแมติกสที่ระนาบ θ = 3π  เรเดียน 

4.15 คามุมทั้ง 7 แกนที่ไดจากการนําคาใน cartesian space ของปลายแขนที่
เคลื่อนที่แบบวงกลมไปคํานวณในสมการอินเวิรสคิเนแมติกส ที่ระนาบ 
θ = 3π  เรเดียน 

4.16 การผลทดสอบการจําลองการทํางานในโปรแกรม Solidwork Cosmos 
Motion ที่ระนาบ θ = 3π  เรเดียน 

4.17 คามุมทั้ง 7 แกน จากการสงคาทรานสฟอรมเมชันเมตริกซของปลายแขนกล 
Phantom ไปยังสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของ PA10-7C เปรียบเทียบกับคา
มุมทั้ง 7 ที่ไดจากการเคลื่อนที่จริงของ PA10-7C ผานโปรแกรม visual c++ 
ที่ระนาบ θ = 3π  เรเดียน 

4.18 เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom เทียบกับ PA10-7C โดยเสน “--“ 
แสดงเสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom และ “.” แสดงเสนทางการ
เคลื่อนที่ของ PA10-7C ในลักษณะ freeform ที่ระนาบ θ = 3π  เรเดียน 

4.19 การเปรียบเทียบการเรียงตัวของตําแหนงปลายแขนระหวางแขนกล PA10-
7C กับแขนกล Phantom โดยเปนการคํานวณมุมออยเลอรในรูปแบบ ZYZ 
ที่ระนาบ θ = 3π  เรเดียน 

4.20 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดไดจากสมการพาราเมตริกซกับคาที่คํานวณหาไดจาก
สมการอินเวิรสคิเนแมติกสที่ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 

4.21 คามุมทั้ง 7 แกนที่ไดจากการนําคาใน cartesian space ของปลายแขนที่
เ คลื่ อนที่ แบบวงกลมไปคํ านวณในสมการอิน เวิ ร สคิ เนแมติกส  ที่
ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 

4.22 ผลทดสอบการจําลองการทํางานในโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion ที่
ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 

4.23 คามุมทั้ง 7 แกน จากการสงคาทรานสฟอรมเมชันเมตริกซ ของปลายแขนกล 
Phantomไปยังสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของ PA10-7C เปรียบเทียบกับคา
มุมทั้ง 7 ที่ไดจากการเคลื่อนที่จริงของ PA10-7C ผานโปรแกรม visual c++ 
ที่ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 

4.24 เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom เทียบกับ PA10-7C โดยเสน “--“ 
แสดงเสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom และ “.” แสดงเสนทางการ
เคลื่อนที่ของ PA10-7C ในลักษณะ freeform ที่ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 
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4.25 การเปรียบเทียบการเรียงตัวของตําแหนงปลายแขนระหวางแขนกล PA10-

7C กับแขนกล Phantom โดยเปนการคํานวณมุมออยเลอรในรูปแบบ ZYZ 
ที่ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 

4.26 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 

4.27 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาได
จากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 

4.28 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 

4.29 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาได
จากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 

4.30 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 
มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที ที่
ระนาบ θ =0 เรเดียน 

4.31 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 
มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่
คํานวณหาไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 

4.32 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร 
ที่ความเร็วเชิงมุมของเสนรัศมี ใน  cartesian space 0.2π  เรเ ดียนตอ
วินาที ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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4.33 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 

ระหวางคาที่กําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วเชิงมุมของเสนรัศมีใน cartesian space 0.2π  เรเดียนตอวินาทีกับ
ค า ที่ คํ า น วณห า ไ ด จ า ก ส ม ก า ร ค ว า ม สั ม พั น ธ เ ชิ ง ค ว า ม เ ร็ ว ที่
ระนาบ θ =0 เรเดียน 

4.34 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตางๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ = 2π  
เรเดียน 

4.35 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาได
จากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 2π  เรเดียน 

4.36 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ ของแขนกล PA10-7C โดยสงคา
ค ว าม เ ร็ ว เ ชิ ง มุ ม ใน  joint space ที่ ข อ ต อต า ง  ๆ  ซึ่ ง ไ ด จ ากสมกา ร
ความสัมพันธเชิงความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 
200 มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่
ระนาบ θ  = 2π  เรเดียน 

4.37 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาได
จากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 2π  เรเดียน 

4.38 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 
มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที ที่
ระนาบ θ = 2π  เรเดียน 

4.39 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 
มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่
คํ า น ว ณ ห า ไ ด จ า ก ส ม ก า ร ค ว า ม สั ม พั น ธ เ ชิ ง ค ว า ม เ ร็ ว ที่
ระนาบ θ = 2π  เรเดียน 
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4.40 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว

เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร 
ที่ความเร็วเชิงมุมของเสนรัศมี ใน  cartesian space 0.2π  เรเ ดียนตอ
วินาที ที่ระนาบ θ = 2π  เรเดียน 

4.41 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วเชิงมุมของเสนรัศมีใน cartesian space 0.2π  เรเดียนตอ
วินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่
ระนาบ θ = 2π  เรเดียน 

4.42 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตางๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ = 3π  
เรเดียน 

4.43 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาได
จากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ  = 3π  เรเดียน 

4.44 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ  = 3π  
เรเดียน 

4.45 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาได
จากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 3π  เรเดียน 

4.46 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 
มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที ที่
ระนาบ θ  = 3π  เรเดียน 
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4.47 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 

ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 
มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่
คํ า น ว ณ ห า ไ ด จ า ก ส ม ก า ร ค ว า ม สั ม พั น ธ เ ชิ ง ค ว า ม เ ร็ ว ที่
ระนาบ θ = 3π  เรเดียน 

4.48 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร 
ที่ความเร็วเชิงมุมของเสนรัศมีใน cartesian space 0.2π  เรเดียนตอวินาทีที่
ระนาบ θ = 3π  เรเดียน 

4.49 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร ที่
ความเร็ ว เชิ ง มุมของเสนรัศมี ใน  Cartesian space 0.2π  เ ร เดียนตอ
วินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่
ระนาบ θ = 3π  เรเดียน 

4.50 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ ของแขนกล PA10-7C โดยสงคา
ค ว าม เ ร็ ว เ ชิ ง มุ ม ใน  joint space ที่ ข อ ต อต า ง  ๆ  ซึ่ ง ไ ด จ ากสมกา ร
ความสัมพันธเชิงความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 
200 มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่
ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 

4.51 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาได
จากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ  = 6π  เรเดียน 

4.52 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบθ  = 6π  
เรเดียน 

4.53 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาได
จากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ  = 6π  เรเดียน 

หนา 

 

 
 
 
 

68 
 
 
 
 

68 
 
 
 
 

69 
 
 
 
 

69 
 
 
 

70 
 
 
 
 

70 
 
 
 

71 



 ด 

ภาพประกอบ 
4.54 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว

เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 
มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที ที่
ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 

4.55 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 
มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่
คํ า น ว ณ ห า ไ ด จ า ก ส ม ก า ร ค ว า ม สั ม พั น ธ เ ชิ ง ค ว า ม เ ร็ ว ที่
ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 

4.56 การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็ว
เชิงมุมใน joint space ที่ขอตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว โดยกําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร 
ที่ความเร็วเชิงมุมของเสนรัศมีใน cartesian space 0.2π  เรเดียนตอวินาทีที่
ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 

4.57 การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด  cartesian space 
ระหวางคาที่กําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร ที่
ความเร็วเชิงมุมของเสนรัศมีใน cartesian space 0.2π  เรเดียนตอ
วินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่
ระนาบ θ = 6π  เรเดียน 

4.58 คามุม ความเร็วเชิงมุม และความเรงเชิงมุมที่ใชในการทดสอบความเสถียร
ของสมการการเคลื่อนที่ 

4.59 คาแรงบิดของทั้ง 6 แกนที่ไดจากสมการการเคลื่อนที่โดยการแทนคามุม 
ความเร็ว และความเรงในสมการ (4.3.1)  

ก.1 แขนกลของบริษัท Mitsubishi heavy industrial,Ltd. รุน PA10-7C 
ก.2 ชุดควบคุม(robot control unit) ของกับแขนกล  PA10-7C รุน  PA10-7C-

CNT 
ก.3 Motion control CPU Board รุน MHI-D7281 
ก.4 DIO board รุน PIO-32/32L 
ก.5 หุน Phantom Omni 
ข.1 ระยะขนาดของหุนยนตแขนกล PA10-7C 
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บทที่  1 
บทนํา 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของวทิยานิพนธ 

เปนเวลานานแลวที่มนุษยพยายามที่จะประดิษฐนวัตกรรมใหมๆ เพ่ือที่จะ
นํามาใชงานแทนแรงงานมนุษยเพ่ือวัตถุประสงคหลายอยาง จากแนวคิดขางตนน้ี จึงมีการสราง
เครื่องจักรที่สามารถทํางานคลายคนหรือหุนยนตมาใชแทนแรงงานมนุษย เนื่องดวยศักยภาพ
ทั้งในดานกําลัง ความอดทน ความแมนยําในการทํางาน ความสามารถทํางานในสภาพแวดลอม
ที่ไมเหมาะกับคน และความสามารถในการทํางานตาง ๆ ตามโปรแกรมที่ใชในการสั่งงาน 
เพ่ือใหหุนยนตสามารถทํางานแทนมนุษยไดดีขึ้นเรื่อยๆ แตเดิมหุนยนตจะทํางานที่มีลักษณะ
เปนแบบซํ้าเดิมที่ไดรับการสอนมา เชน งานยกและวางของ (pick and place) ภายหลัง
ความสามารถในการโปรแกรมไดทําใหหุนยนตมีความยืดหยุนในการทํางานมากขึ้น โดยการ
พัฒนาไดมุงไปทั้งในดานการออกแบบกลไกทาง (mechanics) และเพื่อใหหุนยนตสามารถ
เขาถึงพื้นที่การทํางานไดในตําแหนงและทิศทางที่ตองการไดในทุกทิศทุกทาง ดังนั้นหุนยนต
แบบ 5 แกน เชน หุน Yasukawa Motoman L-3 และหุนยนต 6 แกน เชน PUMA จึงเปนที่นิยม
ใชในการกระบวนการผลิตและใชงานในภาคอุตสาหกรรมมาก  

ปจจุบันการใชงานหุนยนตมีความหลากหลายและผู ใช มีความตองการ
ความสามารถในการเขาถึงตําแหนงที่ตองการ (Workspace หรือ working area) มากขึ้น 
โดยเฉพาะเมื่อมีสิ่งกีดขวางเขามาขวางทางเคลื่อนที่ ดังนั้น ดวยขอจํากัดของหุนยนตแบบ 5 
แกนและ 6 แกน ซึ่งเปนที่นิยมใชกันในอุตสาหกรรมจึงไมเหมาะกับการใชงานเทาไรนัก ไดมี
งานวิจัยหลายๆ เร่ืองที่พยายามจะออกแบบหุนยนตเพ่ือใหมีความสามารถในการหลีกเลี่ยงและ
แกปญหาเหลานี้ คือ 

1. เพ่ิมความสามารถในการจัดการการเคลื่อนที่ผานจุด singularity เนื่องจาก
มีความสามารถในการเลือกลักษณะการเคลื่อนที่ของแขนกลไดหลากหลาย 

2. หลกีเลี่ยงการเคลื่อนที่ชนกันเองของแขนกลหรือหลีกเลี่ยงการชนกับสิ่งกีด
ขวาง (collision avoidance) 

3. ออกแบบกลไกทางกลที่ เ อ้ือประโยชน ในการใช งานและควบคุม 
(enhancement of mechanical advantage) 

4. ออกแบบเพื่อใหสามารถเคลื่อนที่ดีมากขึ้น (manipulability enhancement) 
คือ มีความสามารถในการเคลื่อนจุดตอแตละจุดตอไดหลากหลายมากขึ้น 
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5. ออกแบบเพื่อใหเพ่ิมสมรรถนะในการทํางาน (subtask performance)  

จากเหตุผลดังกลาวขางตน จึงไดมีการวิจัย[6] และพัฒนาหุนยนตเพ่ือลดปญหา
ดังกลาว โดยแนวคิดที่มีการนําเสนอและคอนขางมีผูใหความสนใจคือการออกแบบหุนยนตใหมี
จุดตอมากกวา 6 จุดตอหรือที่เรียกวา redundant robot เชน การเพิ่มแกนพเิศษขึ้นมาเปนแกน
ที่ 7 (redundant axis) เพ่ือเพ่ิมความยืดหยุนในการเขาถึงจุดที่ตองการหรือเขาไปในจุดที่เปน 
Singularity ไดดีขึ้น 

เน่ืองจากเริ่มมีผูสนใจศึกษาการนําแขนกลที่มีจุดตอมากกวา 6 หรือ redundant 
robot มาใชมากขึ้น ดังนั้นจึงมีความสําคัญอยางยิ่งที่จะตองพัฒนาองคความรูในดานนี้ใหมากขึ้น
เพ่ือใหสามารถนําแขนกลนี้ไปประยุกตใชในงานอุตสาหกรรมขั้นสูงและงานวิจัยอ่ืน ๆ ตอไป 
เชน นําไปใชกับระบบ visual tracking moving target หรือ การนําไปประยุกตกับระบบ force 
sensor และ อ่ืน ๆ อีกมากมาย 

วิทยานิพนธนี้จึงทําการศึกษาระบบ คิเนแมติกส และ ไดนามิกส ของแขน
หุนยนตประเภท redundant robot โดยจะครอบคลุมการหาสมการฟอรเวิรสคิเนแมติกส อิน
เวิรสคิเนแมติกส จาโคเบียน และ สมการการเคลื่อนที่ของหุนยนต เพ่ือหาพารามิเตอรที่
จําเปน เชน คาโมเมนตความเฉื่อยของแตละจุดตอ น้ําหนักของแตละจุดตอ เปนตน เพ่ือไป
ประยุกตใชตองานวิจัยขั้นสูงในอนาคตตอไป โดยจะใชหุนยนตแขนกล Mitsubishi heavy 
industries ltd. รุน PA10-7C ในงานวิจัย 

1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 

เพ่ือหาสมการทางดาน คิเนแมติกส และ ไดนามิกส และพารามิเตอรที่จําเปน 
เชน คาโมเมนตความเฉื่อยของแตละจุดตอ น้ําหนักของแตละจุดตอที่เกี่ยวของตอการควบคุม
การทํางานของหุนยนตประเภท redundant robot โดยใชแขนกลตนแบบคือ PA10-7C เพ่ือให
สามารถที่จะนําแขนกลนี้ไปประยุกตใชในงานวิจัยขั้นสูงอ่ืนๆ ตอไป 

1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 

1. หาสมการการเคลื่อนที่ของหุนยนตประกอบดวย 

ก. การวิเคราะหสมการฟอรเวิรสคิเนแมติกส (forword kinematics) 

ข. การวิเคราะหสมการอินเวิรสคิเนแมติกส (inverse kinematics) 

ค. การวิเคราะหสมการความสัมพันธเชิงความเร็วระหวางตัวแปร 
joint coordinate และตัวแปร cartesian coordinate หรือการหาสมการจาโคเบียน (jacobian) 
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ง. การวิเคราะหหาสมการการเคลื่อนที ่(dynamic model) 

2. ทดลองการเคลื่อนที่ของแขนกลดวยการจําลองการเคลื่อนที่ (simulation) 
เพ่ือตรวจสอบสมการและคาพารามิเตอรตาง ๆ ที่หาสามารถควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนกลได
จริง 

3. ทดสอบการทํางานกับแขนกล  PA10-7C โดยทํ าการทดลองสร าง
โปรแกรมควบคุมการเคลื่อนที่จริงจากสมการคิเนแมติกสและไดนามิกสที่หาได กับแขนกล 
PA10-7C โดยใชภาษาซีพลัสพลัส (C++) และโปรแกรมบนระบบปฏิบัติการวินโดวสดวย 
Microsoft® Visual C++ 

1.4 ประโยชนที่ไดรับ 

1. ไดวิธีการในการวิเคราะหหาสมการทางดาน คิเนแมติกส และ ไดนามิกส 
ของแขนกลประเภท redundant  

2. สามารถตรวจสอบการใชงานจริงกับแขนกล redundant เพ่ือแสดงถึง
ประสิทธิภาพในการใชงานจริง โดยใชแขนกล PA10-7C  

3. สามารถแสดงใหเห็นถึงความสามารถและความหลากหลายในการเขาถึง
พ้ืนที่ที่จํากัดซึ่งแขนกลแบบ 6 จุดตอทําไมได เชน การเคลื่อนที่ผานจุด singularity การเคลื่อนที่
ผานสิ่งกีดขวาง เปนตน 

4. เปนพ้ืนฐานความรูในการวิจัยขั้นสูงและการพัฒนาเพื่อนําไปใชกับแขนกล
แบบ redundant โดยใชแขนกล PA10-7C เปนมาตรฐาน เชน การนําไปใชกับระบบ visual 
tracking moving target โดยพัฒนานําระบบการมองเห็นมาใชรวมกับแขนกล PA10-7C 

1.5 ข้ันตอนการดําเนินงานวทิยานิพนธ 

การดําเนินงานวิทยานิพนธแบงออกเปน 7 ขั้นตอนหลักคือ 

1. ศึกษาลักษณะเฉพาะ  (property) ต างๆของแขนกล  PA10-7C เชน 
ความสามารถในการควบคุมแขนกลดังกลาวผาน controller ที่มีมาวาสามารถควบคุมไดมาก
นอยเพียงใด และ สามารถที่จะควบคุมแขนกลไดดวยโปรแกรม Visual C++ ไดอยางไรเพียงใด 

2. ศึกษาทฤษฎีเกี่ยวกับการหาสมการเพื่อควบคุมแขนกลแบบ redundant 
และนํามาประยุกตกับแขนกลแบบ 7 แกน 
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3. หาสมการฟอรเวิรสคิเนแมติกส อินเวิรสคิเนแมติกส จาโคเบียน และ 
สมการการเคลื่อนที่ของแขนกลแบบ redundant robot เพ่ือใชในการควบคุมการเคลื่อนที่ของ
แขนกล PA10-7C  

4. วิเคราะหหาคาพารามิเตอร (parameters) ที่จําเปนโดยใชโปรแกรม CAD 
ไดแก โปรแกรม Catia เชนหาคา มวล และ moment of inertia 

5. จําลองการเคลื่อนที่ดวยคอมพิวเตอรและใชโปรแกรม Matlab/Simulink 
รวมกับ Matlab robotic toolbox  

6. ทดสอบการทํางานจริง โดยทําการทดลองสรางโปรแกรมควบคุมการ
เคลื่อนที่จริงจากสมการคิเนแมติกสและไดนามิกสที่หาได กับแขนกล PA10-7C โดยใช
ภาษาซีพลัสพลัส (C++) และโปรแกรมบนระบบปฏิบัติการวินโดวสดวย Microsoft® Visual C++ 
และ ปรับปรุงแกไขโปรแกรม 

7. สรุปผลการวิจัยและพิมพวิทยานิพนธฉบับสมบูรณ 
 



บทที่  2 
ทฤษฎีพื้นฐานและแนวคิดพืน้ฐานที่เก่ียวของกับแขนกล 7 แกน 

2.1 แนวคิดในการเลือกตําแหนงแกนที่ 7 (redundant axis)[1] 

  ไดมีการพิจารณาตําแหนงของจุดตอที่ 7 (redundant axis) ลงบนแขนกล 6 
แกนแบบมาตรฐานดังรูปที่ 2.1 คือ แบบจุดตอหมุน (revolute joint) ทั้ง 6 จุดตอโดยไดมีการ
ทดลองหาตําแหนงที่เหมาะสมในลักษณะตางๆ โดยวิเคราะหสิ่งที่จําเปนตอการเคลื่อนที่ 4 
สิ่ง ดังนี้  

1. ตองสามารถกําจัดการกับตําแหนงที่จะทําใหเกิดการศูนยเสียความสามารถ
ในการเคลื่อนที่ของจุดตอบางจุดตอเนื่องจากเมื่อแขนกลเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงดังกลาวสมการ
ที่ ใชในการควบคุมแขนกล เชน สมการอินเวิรสคิ เนแมติกส สมการความสัมพันธเชิง
ความเร็ว ไมสามารถหาคาความสัมพันธที่ตําแหนงนั้นได ซึ่งจะทําใหเกิดตําแหนงที่ผลลัพธของ
สมการเกิด infinite solution  หรือที่เรียกวาการเกิดตําแหนง singularity ดังแสดงในรูปที่ 2.1
ภายในบริเวณที่ทํางาน (internal workspace singularity) ซึ่งเปนเรื่องที่ตองการมากเปนอันดับ
ตนๆ ของการเพิ่มแกนที่ 7 ซึ่งหมายถึง singularity ที่เกิดขึ้นภายในตําแหนง หัวไหล และ 
ขอมือ ของแขนกล ดังรูปที่ 2.3 สวนจุด singularity ภายนอกที่เกิดขึ้นที่ตําแหนงขอศอกไม
สําคัญมากนักเนื่องจากในการเคลื่อนที่ของแขนกลนั้นการเกิด singularity ที่จุดนี้มักจะเกิด
ภายนอก workspace ของแขนกลเสมอ 

2. จุดตอที่เพ่ิมขึ้นมาตองทําใหแขนกลเคลื่อนที่ในพ้ืนท่ีทํางานไดมากที่สุดคือ
ตองลดการเคลื่อนที่ชนกันหรือขวางทางการเคลื่อนที่กันเอง 

3. เม่ือเพ่ิมจุดตอที่ 7 ขึ้นมาแลวจะตองไมทําใหการหาสมการทางคิเนแมติกส 
ไมยุงยากมากนัก 

4. จุดตอที่เพ่ิมเขาไปตองสามารถสรางไดจริง   

สัญลักษณของตัวแปรที่ใชในวิทยานิพนธนี้ จะใชเหมือนกับที่งานวิจัยสวนใหญ
นิยมใชกลาวคือ ในกรณีของเมทริกซจะใชเปนตัวอักษรใหญชุดแบบอักษรหนา ตัวแปรเวกเตอร
จะใชเปนตัวอักษรเล็กชุดแบบอักษรหนา สําหรับตัวแปรสเกลารจะใชเปนตัวอักษรเล็กชุดแบบ 
อักษรปกติ เชน , , tA p  จะเปนสัญลักษณแสดงตัวแปรเมทริกซ เวกเตอรและสเกลารตามลําดับ 
ยกเวนในกรณีที่มีการนิยามไวโดยเฉพาะตรงหัวขอน้ัน 

สัญลักษณของจุดตอตางๆแสดงดังนี้ 
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     แสดงสัญลักษณของแกนอางอิงฐาน 

 แสดงสัญลักษณของจุดตอแบบจุดตอหมุนบนแขนกล 

และ Li แทนจุดตอที่ i  

ซึ่งลักษณะการวางตําแหนงของจุดตอที่เจ็ดที่เพ่ิมขึ้นนี้ไดมีการทดลองไวหลาย
รูปแบบโดยมีรูปแบบที่นาสนใจ 3 แบบ ดังนี้ 

1. แบบตั้งแกนหมุนทั้ง 3 แกนไวที่จุดหัวไหล (spherical shoulder joint) โดย
เพ่ิมจุดตอจากแขนกลมาตรฐาน 6 แกน ดังรูปที่ 2.1 เปน 7 จุดตอดังรูปที่ 2.3 การตั้งแกนใน
ลักษณะนี้มีความเปนไปไดที่จะหาลักษณะการเคลื่อนที่ที่จะหลีกเลี่ยงการเกิด singularity ได 
และการตั้งแกนในลักษณะนี้จะงายตอการหาสมการการเคลื่อนที่ โดยจะใชการสรางจุดตอขึ้นมา 
ดังรูปที่ 2.4 เปนลักษณะหนึ่งของการเคลื่อนที่รอบแกนระหวางหัวไหลกับขอมือ 

 

รูปที ่2.1: แขนกล 6 จุดตอแบบมาตรฐาน 
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รูปที่ 2.2: ตําแหนงที่เกิด singularity ของแขนกล 6 จุดตอ โดย (ก) จุด singularity ที่เกิดใน

ตําแหนงที่ขอมือมีตําแหนงตรงกันกับหัวไหลเกิดที่ตําแหนงที่เคลื่อนที่บนเสน”--“ (ข) 
จุด singularity ที่เกิดในตําแหนงที่ขอศอกวางตัวเหยยีดตรงเกิดที่เม่ือมุมของจุดตอที่
4 (L4) วางตัว 0 เรเดียน (ค) จุด singularity ที่เกิดในตําแหนงที่ขอมือวางตัวเหยียด
ตรงเกิดที่เม่ือมุมของจุดตอที่6 (L6) วางตัว 0 เรเดียน 

 

รูปที ่2.3: แขนกลที่เพ่ิมจุดตอไวทีต่ําแหนงเหนือจุดตอที่ 2 นับจากพื้น บนแขนกล 6 แกน 

จากรูปที่ 2.4 จะเห็นวาสามารถหลีกเลี่ยงการเกิด singularity ที่จุดหัวไหล คือ 
จะเห็นไดวาสามารถเลือกเสนทางการเคลื่อนที่ไดหลากหลายโดยใชการเปลี่ยนคามุม θ  ได 
และจากรูปที่ 2.5 จะเห็นวาสามารถที่จะแกการเกิด singularity ที่จุดขอมือได คือ เม่ือแขนกล
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เคลื่อนที่ถึงจุดที่ขอมือเหยียดตรงสามารถปรับเปลี่ยนการเคลื่อนที่เพ่ือหลีกเลี่ยงกรณีดังกลาว 
ไดและยังไมทําใหเสียพื้นที่ทํางาน (workspace) 

 

θ

 

รูปที ่2.4: การเคลื่อนที่แขนกลรอบแกนระหวางหัวไหล-ขอมือ 

 

 

รูปที ่2.5: การหลีกเลี่ยงการเคลื่อนที่ผานตําแหนง singularity ที่ขอมือ 

2. แบบตั้งแกนไวที่ขอศอก 2 แกน (2 DOF Elbow) ลักษณะการตั้งแกนแบบ
ที่ 2 นี้ เปนการเพิ่มจุดตออีก 1 จุดตอที่ตําแหนงขอศอก ดังรูปที่ 2.6 
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รูปที ่2.6: การตั้งแกนเพิ่มอีก 1 จุดตอที่ตําแหนงขอศอก 

จะสังเกตเห็นวาการตั้งแกนในลักษณะนี้มีลักษณะการเคลื่อนที่ไดเหมือนกับ
การตั้งแกนแบบแรก จึงมีความสามารถในการลดและหลีกเลี่ยงการเคลื่อนที่ผาน singularity ได
ในลักษณะเดียวกัน ไมเพียงเทานั้น ในลักษณะ singularity ที่ตําแหนงที่แกนที่ขอศอกวางตัว 0 

เรเดียน และ 2
π  เรเดียน ตามลําดับ ที่ตําแหนงนี้ถาขอมือวางตัวเหยียดตรงดวยแลว ดังรูปที่ 

2.7 จะทําใหเกิดการเสียการเคลื่อนที่ไปเพราะจะเกิดการทับกันของแกนถึง 3 แกน ซึ่งการตั้ง
แกนลักษณะนี้สามารถแกปญหานี้ไดโดยที่การตั้งแกนในลักษณะแรกนั้นไมสามารถแกปญหาน้ี
ได 

แตเม่ือวิเคราะหทางดานเครื่องกลแลว การตั้งแกนในลักษณะนี้เปนการ
ออกแบบที่ไมดีนัก กลาวคือ ขอแรก การติดจุดตอในลักษณะนี้ยากตอการออกแบบใหสมดุลและ
ดูไมเกะกะการเคลื่อนที่ และอีกขอก็คือมวลของมอเตอรจากจุดตอที่เพ่ิมขึ้นมาน้ันอยูหางจาก
แกนอางอิงมากกวาแบบแรกทําใหความเฉื่อยในการเคลื่อนที่แยกวาการตั้งแกนแบบแรก
พอสมควร 

 

รูปที่  2.7: ตํ าแหน งการซอนทับกันของแกนถึ ง  3 แกน  คือตํ าแหน งที่ แกนที่ ข อศอก

วางตัว 0 เรเดียน และ 2
π  องศา ตามลําดับ และตําแหนงขอมือเหยียดตรง 
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3. แบบตั้งแกนที่ขอมือ 4 แกน (4 DOF Wrist) คือการเพิ่มจุดตอที่ 7 ไวที่
ตําแหนงขอมือ ดังรูปที่ 2.8 ซึ่งการตั้งแกนลักษณะนี้ก็จะทําใหเกิดปญหาในลักษณะเดียวกันกับ
การตั้งแกนในแบบที่ 2 คือ มวลของมอเตอรที่เพ่ิมเขาไปนั้นอยูที่ตําแหนงขอมือ ซึ่งไกลจาก
จุดอางอิง 0 มาก จึงจะเปนผลใหคาโมเมนตความเฉ่ือยแกนสวนขอมือมีผลใหเกิดความ
คลาดเคลื่อนในการเคลื่อนที่สูงขึ้น 

 

รูปที ่2.8: การตั้งจุดตอเพ่ิมที่จุดขอมือ 

จากการตั้งแกนทั้ง 3 แบบจะเห็นวา แบบแรกจะดีที่สุดในสิ่งที่ตองการทั้ง 4 ขอ
ขางตนดังนั้นในปจจุบันจึงเริ่มมีหุนแขนกลที่มีการตั้งแกนในลักษณะนี้ใชกันมากขึ้น เชน หุน
แขนกล PA10-7C ซึ่งเปนหุนที่จะนํามาใชในการวิเคราะหทั้งในเรื่องคิเนแมติกส และ ไดนามิกซ 
เพ่ือเปนองคความรูพ้ืนฐานที่จําเปนตอสําหรับการตอยอดในงานวิจัยอ่ืนๆ ในอนาคตตอไป 

2.2 ทฤษฎีพื้นฐานที่เก่ียวของกับแขนกล 7 แกน 

ก. การวิเคราะหฟอรเวิรสคเินแมติกส (forward kinematics)[2] 

การกําหนดพารามิเตอรของ Denavit-Hartenberg ที่บงบอกถึงความสัมพันธ
ระหวางแกน iz  และ แกน ix  ที่ติดบนแขนกล ตามรูปที่ 2.9 ดังนี้ 

ia  แทนระยะระหวางแกน 1i−z  และ แกน iz  โดยคิดทิศตามแกน ix  

iα  แทนขนาดของระหวางแกน 1i−z  และ แกน iz  โดยคิดทิศตามกฎมือขวา
ตามแกน ix  

il  แทนระยะระหวางแกน 1i−x  และ แกน ix  โดยคิดทิศตามแกน 1i−z  
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iθ  แทนขนาดของระหวางแกน 1i−x  และ แกน ix  โดยคิดทิศตามกฎมือขวา
ตามแกน 1i−z  

 

รูปที่ 2.9: การติดแกนบนจุดตอ และ รายละเอียดของพารามิเตอรตางๆแบบ Denavit-
Hartenberg convention 

การตั้งแกนบนแขนตางๆ แบบ Denavit-Hartenberg convention ซึ่งเปน
วิธีการตั้งแกนที่เปนที่นิยม ดังนี้ 

ลักษณะการตั้งแกนและการหาคาพาลามิเตอรตางๆสามารถหาได ดังรูปที่ 2.8 

แกน 1i−z  ใหตั้งทิศตามแกนหมุนของแขนที่ i  โดย ติดตรงตําแหนงจุดตอ
ระหวางแขน 1i −  กับ i  

แกน ix  ใหตั้งตามแกนที่ตั้งฉากระหวางแกน 1i−z  และ แกน iz  

แกน y  ใหตั้งโดยยึดตามกฎมือขวาและแกน x  และแกน z ที่ไดมาขางตน 

โดย ทรานสฟอรมเมชันเมทริกซ (transformation matrix) ของ coordinate 
frame ที่ 1i −  เทียบกับ coordinate frame ที่ i  ของแขนที่ i  เปนดังนี้ 

1

0
0 0 0 1

i i i i i i i

i i i i i i ii
i

i i i

c s c s s a c
s c c c s a s

s c l

θ θ α θ α θ
θ θ α θ α θ

α α
−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A    (2.1) 

(เม่ือ 1,2,3,4,5,6,7i = ) 
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โดยกําหนดให cθ  คือ รูปยอของ ( )cos θ , sθ คือ รูปยอของ ( )sin θ และ 
1,2,3...i =  แทนลําดับของจุดตอ 

ข. การวิเคราะหอินเวิรสคิเนแมติกส (inverse kinematics) 

การหาสมการทางคณิตศาสตรทางอินเวิรสคิเนแมติกสของแขนกลที่มีแกน
มากกวา 6 แกนนั้นโดยปกติจะเปนการคํานวณและใชความรูทาง quadratic optimization [5] 
ในการคํานวณเพื่อนําสมการเหลานั้นมาควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนกล แตในปจจุบันไดมีวิธีที่
เปนที่ยอมรับและมีการใชอยางแพรหลายในการหาสมการทางอินเวิรสคิเนแมติกสเพ่ือใหได
สมการโดยตรง[1],[7] โดยใชวิธีการกําหนดแกนขึ้นระหวางสวนหัวไหล และ ขอมือ ตามรูปที่ 
2.3 และคํานวณสมการอินเวิรสคิเนแมติกสใหสามารถควบคุมหุนและมุมการหมุนรอบแกนใหม
นี้ได เพ่ือที่จะสามารถนําความสามารถในการหมุนรอบแกนใดๆน้ี มาใชเปนประโยชนในการ
เคลื่อนที่ผานสิ่งกีดขวาง และ ผานตําแหนงที่จะเกิด singularity ได โดยรายละเอียดในการ
คํานวณจะกลาวอยางละเอียดไวใน บทที่ 3 

ค. การวิเคราะหความสัมพนัธเชิงความเร็ว 

การหาเมทริกซจาโคเบียน ( jacobian matrix) ซึ่งเปนเมทริกซที่แสดง
ความสัมพันธเชิงความเร็วระหวางการเคลื่อนที่ใน cartesian space และ joint space สามารถ
หาไดโดยการหาอนุพันธอันดับหนึ่งของความสัมพันธเชิงตําแหนง ดังนี้ 

=X Jθ&&     (2.2) 

โดย  X&  คือ ความเร็วของปลายแขนกล  

  θ&  คือ ความเร็วของการเคลื่อนที่ของแกนตางๆในแขนกล 

  J  คือ เมทริกซ จาโคเบียน 

โดยคาเมทริกซจาโคเบียนหาได ดังนี้ 

จากการวิเคราะหฟอรเวิรสคิเนแมติกสเราจะไดความสัมพันธของตําแหนงและ
มุมการหมุนของปลายแขนในรูปของมุมของแกนตางๆ 

1 1 1

1

( ,..., )
.
.
.

( ,..., )

n

n n n

x f

x f

θ θ

θ θ

=⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪

=⎪⎩
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คา เมทริกซจาโคเบียน สามารถหาไดจาก [3] 

1 1

1

1

1

( ,..., )
n

n

n n

n

x x

x x

θ θ
θ θ

θ θ

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

J

L

M O M

L

 

หรือหาโดยการใช geometric technique [2] 

จะได สมการจาโคเบียนสําหรับจุดตอที่เปนแบบจุดตอหมุน ดังนี้ 

1

1

1 1

1

( )

P Pn

O On

Pi i i

Oi i

j j

j j

j
j

− −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

× −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

J

z p p
z

L

     (2.3) 

 

รูปที ่2.10: การกําหนดคาเวกเตอรตางๆสําหรับการหาเมทริกซจาโคเบียน 

แกน 1i−z  คือ column ที่ 3 ของเมทริกซการหมุน (rotation matrix) 0
1i−R  , 

ดังนี้ 

0 2
1 1 1 1 1 0( ) ( )i

i i iq q−
− − −=z R R zK    (2.4) 

โดยที่ [ ]0 0 0 1 T=z  
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p  คือ  คา  3 พจนแรกของ  column ที่  4 ของเมทริกซการยายตํ าแหนง 
หรือ ทรานสฟอรมเมชันเมทริกซ (transformation matrix) 0

nA  ดังนี้ 

0 1
1 1 0( ) ( )n

n nq q−=p A A pK     (2.5) 

โดยที่ [ ]0 0 0 0 1 T=p  

1i−p  คือ คา 3 พจนแรกของ column ที่ 4 ของทรานสฟอรมเมทริกซ 0
1i−A  ดังนี้ 

0 2
1 1 1 1 1 0( ) ( )n

i n iq q−
− − −=p A A pK     (2.6) 

การคํานวณเมทริกซจาโคเบียนดวย geometric technique นั้นจะเปนการเทียบ
ความเร็วของปลายแขนกับเฟรมอางอิง 0 (reference frame) ในรูปแบบฟงชันกของเวกเตอรซึ่ง
เม่ือจะนําไปใชจริงนั้น คาที่จะกําหนดใหในการเคลื่อนที่โดยปกติจะใชลักษณะการกําหนด
ทิศทางของมุมหมุนของปลายแขนดวย Euler angle โดยในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชการหมุน
แบบ ZYZ Euler angles[2] ดังรูปที่ 2.11 ซึ่งจะไดความสัมพันธของการหมุนตามลําดับการ
หมุน ดังนี้ 

 

รูปที่ 2.11: การรูปแบบการหมุนแกนแบบ ZYZ Euler angles 

เริ่มจากการหมุนรอบแกน z ดวยความเร็ว ϕ&  จะไดความสัมพันธเชิงเรขาคณิต 

(Geometric) ดังนี้ [ ]0 0 1
T T

x y zω ω ω ϕ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ &  

แลวหมุนรอบแกน 'y  ดวยความเร็ว ϑ&  จะไดความสัมพันธเชิงเรขาคณิต ดังน้ี 

0
T T

x y z s cϕ ϕω ω ω ϑ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦⎣ ⎦
&  
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และหมุนรอบแกน "z  ดวยความเร็ว ψ&  จะไดความสัมพันธเชิงเรขาคณิต ดังน้ี 
T T

x y z c s s s cϕ ϑ ϕ ϑ ϑω ω ω ψ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎣ ⎦ &  

เพราะฉะนั้น จะไดความสัมพันธในรูปของ Euler angle คือ 

0
0 ( )
1 0

s c s
c s s

c

ϕ ϕ ϑ

ϕ ϕ ϑ

ϑ

φ
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ω φ T φ& &  

และสามารถเปลี่ยนเมทริกซจาโคเบียนจากความสัมพันธเชิงเรขาคณิต เปน 
ZYZ Euler angle ดังรูปที่ 2.12 ได ดังนี้ 

 

รูปที ่2.12: ความสัมพันธของการหมุนเชิงเรขาคณิต กับ การหมุนแบบ ZYZ Euler angles 

ในการนําไปใชในการหาความสัมพันธเชิงความเร็วสําหรับหุนยนตแขนกลปกติ
จะใหความสัมพันธตามสมการ(2.2) ซึ่งจะเห็นวาถาตองการจะหาคาความเร็วใน joint space 
จําเปนตองทําการอินเวิรสจาโคเบียน ซึ่งจะไมมีปญหาเนื่องจากเมทริกซจาโคเบียนที่ไดจะเปน
เมทริกซจัตุรัส แตสําหรับหุนยนตแขนกลลักษณะ redundant นั้นจะเห็นวาเมทริกซจาโคเบียน
จะไมเปนเมทริกซจัตุรัส ดังนั้นจําเปนตองมีการนํา pseudo-inverse[2] มาใชในการอินเวิรส  
เมทริกซจาโคเบียนซึ่งจะไดในรูปของ 

†=q J v&      (2.7) 

โดยที่ 

† 1( )T T −=J J JJ         (2.8)  

ง. วิเคราะห singularity 
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การเกิด singularity จะเกิดเม่ือเคลื่อนที่แขนกลไปยังตําแหนงบางตําแหนงแลว
ทําใหเกิดการศูนยเสียความสามารถในการเคลื่อนที่ของหุนยนต 

vJθ )(1 θ−=&      (2.9) 

จากสมการที่ 2.9 การเกิดจุด singularity เกิดเม่ือเคลื่อนที่ไปในบางตําแหนง 
หรือ บางมุม แลวทําใหสมการดังกลาวไมสามารถหาอินเวิรสกลับจากความเร็วใน cartesian 
space กลับมาเปนความเร็วใน joint space ได กลาวคือ สมการจะสามารถหาความสัมพันธเชิง
ความเร็วระหวางปลายแขนกลและความเร็วของจุดตอตางๆ ได ก็ตอเม่ือเมทริกซจาโคเบียนเปน
เมทริกซ full-rank ถาเมทริกซจาโคเบียนไมใชเมทริกซดังกลาวจะทําใหเกิด singularity ขึ้น
ดังนั้นจึงหาจุดที่ทําใหเกิดตําแหนง singularity ไดจาก 

det[( )] 0=J  

การที่เราตองหลีกเลี่ยงการเกิด singularity นั้น เน่ืองจากเมื่อมีการเคลื่อนที่ผาน
ไปยังตําแหนงที่เกิด singularity นั้นมีผลใหเกิด 

1. ที่จุด singularity มีผลใหความสามารถในการเคลื่อนที่ของแกนหมุนบาง
แกนเสียไป ซึ่งมีผลทําใหตําแหนงและมุมหมุนที่ตองการที่ปลายแขนกลไมสามารถเคลื่อนที่ได
ในบางมุม 

2. เม่ือเกิดการเคลื่อนที่ไปยังตําแหนง singularity อาจทําใหไมสามารถ
คํานวณหาสมการอินเวิรสคิเนแมติกส ได หรืออาจคํานวณไดคําตอบที่เปนคาอนันต 

3. ที่ตําแหนง singularity เม่ือควบคุมใหแขนกลเคลื่อนที่ดวยความเร็วเพียง
เล็กนอย อาจมีผลใหแขนกลเคลื่อนที่ดวยความเร็วที่สูงมากเกินความตองการมาก 

โดยทั่วไปเราจะแบงการเกิด singularity ออกเปน 2 ลักษณะ คือ 

1. boundary singularity คือตําแหนง singularity ท่ีเกิดที่ตําแหนงเกิน
จากขอบเขตการเคลื่อนที่ (boundary) ถามีการควบคุมใหแขนกลเคลื่อนไปยังตําแหนงดังกลาว 
จะทําใหแขนกลอาจเคลื่อนที่ผิดปกติจากที่ตองการ ซึ่งจําเปนอยางยิ่งที่ตองหลีกเลี่ยงการ
เคลื่อนที่ไปยังตําแหนงนี้ 

2. internal singularity หรือการเกิด singularity ที่เกิดขึ้นภายในขอบเขต
การเคลื่อนที่ (workspace) การเกิด singularity ลักษณะนี้จะตางจากแบบแรกคือ สามารถจะ
เกิดที่ตําแหนงใดก็ไดภายในขอบเขตการเคลื่อนที่ ดังน้ันการเกิด singularity ลักษณะนี้จึงเปน
ปญหาที่สําคัญที่มีความจําเปนตองทราบใหไดวาที่การเคลื่อนที่ในลักษณะใดจะทําใหเกิด 
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singularity ในลักษณะนี้ เพ่ือที่จะสามารถวางแผนการเคลื่อนที่ใหไมผานจุดที่จะทําใหเกิด
ปญหาดังกลาวได 

และจากสมการอินเวิรสคิเนแมติกสที่หามาติดในรูปของθ  ทําใหสามารถใชมุม
ดังกลาวในการหลบเลี่ยงปญหา singularity ได 

จ. การวิเคราะหสมการการเคลื่อนที ่

การควบคุมแรงสามารถควบคุมไดดวยกัน 2 วิธี คือการควบคุมแรงแบบ 
indirect force control และการควบคุมแรงแบบ direct force control นอกจากนั้นในตัวของแรง
ก็ตองการตั้งเปาหมายของการควบคุมได 2 แบบ คือแบบ regulation และแบบ tracking ในสอง
แบบจะเห็นวา สมการไดนามิกสของแขนกลมีสวนสําคัญในการควบคุมแรงดังกลาว ดังน้ันจึงมี
ความจําเปนที่จะตองทําการวิเคราะหสมการไดนามิกส หรือ สมการการเคลื่อนที่เพ่ือที่จะเปน
พ้ืนฐานที่จะนําไปใชในการควบคุมแขนกลลักษณะนี้  

โดยหนึ่งในวิธีที่เปนที่นิยมใชในการวิเคราะหสมการการเคลื่อนที่ คือ วิธีการ
ของ Lagrange [2] โดยสมการการเคลื่อนที่ของแขนกลสามารถเขียนในรูป 

1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i ij j ijk k j i
j j k

b q q h q q q g qξ
= = =

= + +∑ ∑∑&& & &    (2.10) 

โดยที่ 
1
2

ij jk
ijk

k i

b b
h

q q
∂ ∂

= −
∂ ∂

    (2.11) 
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1

1
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(q)jg(q)jg

p
g

p
g

Uq

(mj)
pi

T
0

(lj)
pi

T
0

mjT
0

ljT
0    (2.12) 

และ 

( )∑
=

+++=
n

i

miT
mi

i
mimi

(mi)T(mi)
p

(mi)T
pmi

(li)T
i

i
lii

(li)T(li)
p

(li)T
pli mm

1

)(
0000 JRIRJJJJRIRJJJB(q)  (2.13) 

เม่ือ ijb  คือ สมาชิก element ที ่i สดมภที่ j ของเมทริกซ ( )qB  
 ig  คือ ทอรคเนือ่งจากแรงโนมถวงของโลก (gravity torque) กระทําตอแกน i  

สําหรับจุดตอที่เปนจุดตอหมุนจะสามารถหาคา 

1
)(

0

11
)( )(

−

−−

=

−×=

j
li
j

jlij
li

Pj

zJ

ppzJ
    (2.14) 
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โดยแกน 1i−z  คือ column ที่ 3 ของเมทริกซการหมุน 0
1i−R  , ดังนี้ 

0 2
1 1 1 1 1 0( ) ( )i

i i iq q−
− − −=z R R zK     (2.15) 

โดยที่ [ ]0 0 0 1 T=z  

p  คือ คา 3 พจนแรกของ column ที่4ของทรานสฟอรเมชันเมทริกซ 0
nA  ดังนี้ 

0 1
1 1 0( ) ( )n

n nq q−=p A A pK    (2.16) 

โดยที่ [ ]0 0 0 0 1 T=p  

1i−p  คือ คา 3 พจนแรกของcolumn ที่ 4 ของทรานสฟอรมเมชันเมทริกซ 0
1i−A  

ดังนี้ 

0 2
1 1 1 1 1 0( ) ( )n

i n iq q−
− − −=p A A pK     (2.17) 

และใหยึดเวกเตอร pและ 1i−p  ตามรูปที่ 2.13 

 

รูปที ่2.13: เวกเตอรตําแหนงของแกนตางๆที่จะนําไปใชในการคํานวณดวย Lagrange 

เมทริกซความเฉื่อยขึ้นอยูกับโครงสรางทางคิเนแมติกส (kinematic structure) 
ของแขนกลและคุณสมบัติเชิงมวล (mass property) ของแตละแขน การปรับเปลี่ยนโครงสราง
ทางจลนศาสตรและคุณสมบัติเชิงมวลของแขนจะทําใหเมทริกซความเฉื่อยเปลี่ยนแปลงไป ซึ่ง
สามารถหาดังนี้ 

ฉ. การวิเคราะหเมทริกซความเฉื่อยของแขนกล 

เมทริกซความเฉื่อยของวัตถุเกร็ง (rigid body) หน่ึงๆเทียบกับเฟรม (frame) 
{A} จะสามารถเขียนในรูปเมทริกซซึ่งมีมิติ 3x3 ไดดังนี้ 
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    (2.18) 

เม่ือ ρ     คือ ความหนาแนนของวัตถุเกร็ง 
 V      คือ ปริมาตรของวัตถเุกร็ง 

x,y,z คื อ  ร ะ ย ะ ต ามแกน  x, y แล ะ  z บน พิ กั ด ค า ร ที เ ชี ย น  (cartesian 
coordinates) 

การหาเมทริกซความเฉื่อยของวัตถุสามารถหาไดจากสมการของพลังงาน
จลน โดยที่พลังงานจลนของวัตถุเปนผลจากการเคลื่อนที่โดยทางขนาน (translation) ของจุด
ศูนยกลางมวล และการเคลื่อนที่โดยการหมุน (rotation) รอบจุดศูนยกลางมวล ถา vi แทน
ความเร็วของการเคลื่อนที่โดยการเลื่อนทางขนาน และ iϖ แทน ความเร็วเชิงมุมของการหมุน 
พลังงานจลนของแขน (link) ที่ i สามารถเขียนไดเปน 

ii
T
ii

T
iii Ivvmk ϖϖ

2
1

2
1

+=  

เม่ือ mi และ Ii แทนมวล และ เมทริกซความเฉื่อยของแขนที่ i ตามลําดับ 

ผลรวมของพลังงานจลนจากแตละแขน เม่ือเทียบกับแกนเดียวกันจะเปน
พลังงานจลนของแขนกลทั้งระบบ และสามารถเขียนใหสมการของพลังงานจลน นิยามบนพิกัด
ของจุดตอ (joint coordinates) ไดในรูป 

θθ && Hk T

2
1

=  

โดยที่ H คือ เมทริกซความเฉื่อยของแขนกลซึ่งนิยามบนพิกัดของจุดตอ มีมิติ n n×  

และ ( )ncol θθθ &&& ,...,1=  คือ เวกเตอรความเร็วของจุดตอบนพิกัดของจุดตอ 
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หากตองการนิยามเมทริกซความเฉื่อยบนพิกัดนัยทั่วไป  (generalized 
coordinates) ซึ่งเปนพิกัดที่วัดมุมของจุดตอโดยเทียบกับแกนระดับ [6] สมการพลังงานจลนจะ
เขียนไดในรูป 

qGqk T &&
2
1

=  

เม่ือ ),...,(q 1 nqqcol &&& =  คือ เวกเตอรความเร็วของจุดตอบนพิกัดนัยทั่วไป 
 HRRG T=  คือ เมทริกซความเฉื่อยของแขนกลซึ่งนิยามบนพิกัดนัยทั่วไป 

และ R คือ เมทริกซผกผันของเมทริกซจาโคเบียน ที่แปลงพิกัดของจุดตอใหเปนพิกัดนัยทั่วไป 

และเม่ือสามารถหาเมทริกซความเฉื่อยของแขนกลก็จะสามารถนําไปแทนคาใน
สมการการเคลื่อนที่ (2.10) ทําใหสามารถหาสมการการเคลื่อนที่ได 
 



บทที่  3 
การหาสมการที่จําเปนสําหรับการควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตแบบ 

redundant 

หุนแขนกลที่ใชในงานวิจัยคือหุนยนตแขนกล Mitsubishi heavy industries, 
Ltd. รุน PA10-7C ถูกออกแบบตัวควบคุมใหสามารถที่จะโปรแกรมลักษณะเฉพาะของการ
เคลื่อนที่จากสมการตางๆ เปนลักษณะ open architecture โดยใชภาษาซีพลัสพลัส (C++) ทํา
ใหมีความยืดหยุนในการใชงานสูงและที่สําคัญ แขนกล PA10-7C ยังมีแกนเพิ่มมาอีก1แกนคือ
แกนที่ 7 (redundant axis) เพ่ิมมาในตําแหนงที่ดีที่สุดจากการวิเคราะหไวกอนหนานี้ ดังน้ัน
งานวิจัยน้ีจะทําการหาคาสมการตางๆ สําหรับแขนกล PA10-7C หรือแขนกลที่มีลักษณะ
โครงสรางแบบเดียวกัน ในดานของ คิเนแมติกส และ ไดนามิกส โดยจะเปนในลักษณะการ
ประยุกตการคิดสมการของแขนกลแบบ 6 แกน [4] มาใช 

3.1 การวิเคราะหทางคิเนแมติกส 

3.1.1 การวิเคราะห direct kinematic หรือ การวิเคราะหฟอรเวิรสคิ
เนแมติกส  

เร่ิมจากการตั้งแกนลงบนแขนกล PA10-7C โดยจะทําการตั้งแกนในลักษณะ 
zero-offset robot เพ่ือใหงายตอการคํานวณในหัวขอถัดไป ซึ่งจะไดลักษณะการตั้งแกนบนแขน
กล PA10-7C ดังรูปที่ 3.1 

1θ

2θ
3θ

4θ

5θ

6θ

7θ

 

รูปที ่3.1: การตั้งแกนตางๆลงบนแขนกล PA10-7C 
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จากการตั้งแกนในรูที่ 3.1 สามารถกําหนดพารามิเตอรตางๆในตาราง Denavit-
Hartenberg ไดดังตารางที่ 3.1 

ตารางที ่3.1 พารามิเตอรของ Denavit-Hartenberg สําหรับแขนกล PA10-7C 

Link ia  iα  id  iθ  

1 0 / 2π−  0 1θ  

2 0 / 2π  0 2θ  

3 0 / 2π−  3l  3θ  

4 0 / 2π  0 4θ  

5 0 / 2π−  5l  5θ  

6 0 / 2π  0 6θ  

7 0 0 0 7θ  

และจากสมการ (2.1) พารามิเตอรของ Denavit-Hartenberg จะได ทรานส
ฟอรมเมชันเมทริกซ ของแตละแกน ดังนี้ 

1 1

1 10
1

1

0 0
0 0

0 1 0
0 0 0 1

c s
s c

l

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A  

2 2

2 21
2

0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

c s
s c
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A  

3 3

3 32
3

3

0 0
0 0

0 1 0
0 0 0 1

c s
s c

l

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A  

4 4

4 43
4

0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

c s
s c
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A  



 23 

5 5

5 54
5

5

0 0
0 0

0 1 0
0 0 0 1

c s
s c

l

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A  

6 6

6 65
6

0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

c s
s c
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A  

7 7

7 76
7

7

0 0
0 0

0 0 0
0 0 0 1

c s
s c

l

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A  

และจากทรานสฟอรมเมชันเมทริกซ ขางตน สามารถหาทรานสฟอรมเมชัน 
เมทริกซ ของ เฟรมอางอิง ที่ 7 เม่ือเทียบกับเฟรมอางอิงที่ 0 ของแขนกลได ดังนี้คือ 

0 0 1 2 3 4 5 6
7 1 2 3 4 5 6 7=A A A A A A A A  

0
7

0 0 0 1

x x x x

y y y y

z z z z

n o a p
n o a p
n o a p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A  

โดยที่   N O A คือ  unit vector ของแกน  orientation ของ  tip โดยที่  N คือ 
เวกเตอร X7 , O คือ เวกเตอร Y7 , A คือ เวกเตอร Z7 ที่ตองการเทียบกับ แกนอางอิง 0 (base 
reference) เชน nx คือ unit vector ของ vector ( xn ⋅ ) ดังรูปที่ 3.2  

 
 

 
รูปที ่3.2: ลักษณะแกนของเวกเตอร N O A 

เพราะฉะนั้น จะไดคาทรานสฟอรมเมชันเมทริกซ จากแกนที่ 7 เทียบกับ เฟรม
อางอิงที่ 0 ดังสมการที่ โดยที่ 
nx = ((((c1c2c3-s1s3)c4-c1s2s4)c5+(-c1c2s3-s1c3)s5)c6+(-(c1c2c3-s1s3)s4-c1s2c4)s6)c7+(-((c1c2c3-

s1s3)c4-c1s2s4)s5+(-c1c2s3-s1c3)c5)s7 
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ny = ((((s1c2c3+c1s3)c4-s1s2s4)c5+(-s1c2s3+c1c3)s5)c6+(-(s1c2c3+c1s3)s4-s1s2c4)s6)c7+(-
((s1c2c3+c1s3)c4-s1s2s4)s5+(-s1c2s3+c1c3)c5)s7 

nz = (((-s2c3c4-c2s4)c5+s2s3s5)c6+(s2c3s4-c2c4)s6)c7+(-(-s2c3c4-c2s4)s5+s2s3c5)s7 
ox = -((((c1c2c3-s1s3)c4-c1s2s4)c5+(-c1c2s3-s1c3)s5)c6+(-(c1c2c3-s1s3)s4-c1s2c4)s6)s7+(-((c1c2c3-

s1s3)c4-c1s2s4)s5+(-c1c2s3-s1c3)c5)c7 
oy = -((((s1c2c3+c1s3)c4-s1s2s4)c5+(-s1c2s3+c1c3)s5)c6+(-(s1c2c3+c1s3)s4-s1s2c4)s6)s7+(-

((s1c2c3+c1s3)c4-s1s2s4)s5+(-s1c2s3+c1c3)c5)c7 
oz = -(((-s2c3c4-c2s4)c5+s2s3s5)c6+(s2c3s4-c2c4)s6)s7+(-(-s2c3c4-c2s4)s5+s2s3c5)c7 
ax = (((c1c2c3-s1s3)c4-c1s2s4)c5+(-c1c2s3-s1c3)s5)s6-(-(c1c2c3-s1s3)s4-c1s2c4)c6 
ay = (((s1c2c3+c1s3)c4-s1s2s4)c5+(-s1c2s3+c1c3)s5)s6-(-(s1c2c3+c1s3)s4-s1s2c4)c6 
az = ((-s2c3c4-c2s4)c5+s2s3s5)s6-(s2c3s4-c2c4)c6 
px = ((c1c2c3-s1s3)s4+c1s2c4)l5+c1s2l3 
py = ((s1c2c3+c1s3)s4+s1s2c4)l5+s1s2l3 
pz = (-s2c3s4+c2c4)l5+c2l3 

และจะได เมทริกซตําแหนง p  (position matrix) และ  เมทริกซการหมุน 
R (rotation matrix) คือ 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

z

y

x

p
p
p

p  และ 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

zzz

yyy

xxx

aon
aon
aon

R  

  ซึ่งตําแหนงนี้คือตําแหนงทรานสฟอรมเมชันเมทริกซของจุดที่ตองการใหแขน
กลเคลื่อนที่ไป 

3.1.2 การวิเคราะหอินเวิรสคิเนแมติกส[1],[7] 

ขั้นตอนการหาสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของแขนกล 7 แกน ไดทําการ
ประยุกตการหาสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของแขนกล 6 แกน ซึ่งมีลักษณะการหาไดหลายวิธี 
เชน การหาสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของหุน PUMA-560 [3] ซึ่งเปนที่นิยมใช แตเน่ืองจากวิธี
ดังกลาวยากที่จะประยุกตมาใชในการหาสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของแขนกล 7 แกน ดังน้ัน
สมการอินเวิรสคิเนแมติกสของงานวิจัยนี้จึงเปนลกัษณะการประยุกตการหาอินเวิรสคิเนแมติกส
ของแขนกล 6 แกน ของ [4]  

โดยกําหนดให sp คือ เวกเตอร จากพื้น ถึง หัวไหล (shoulder) โดย
ตําแหนงตางๆตามรูปที่ 3.4 ให sp แทนตําแหนงหัวไหลของแขนกล ep แทนตําแหนงขอศอก
ของแขนกล และ wp แทนตําแหนงขอมือของแขนกล 
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ข้ันที่ 1 : หาตําแหนงของขอมือ (wrist) ของแขนกลกอน โดยกําหนดตําแหนง 
p  (position) และ เมทริกซการหมุน R  (rotation matrix) ที่ตองการของปลายแขน ตําแหนง
ของข อ มื อของแขนกล wp จะหาได  ดั งนี้  (จาก  รู ปที่  3.3 และ  3.4)  โดยกํ าหนด ให
เครื่องหมาย (‘) คือตําแหนงที่ 0θ =  

 
รูปที ่3.3: แขนกลในรูปแบบสัญลักษณเวกเตอร 

 

 
รูปที ่3.4: ตําแหนงหัวไหล( sp ) ขอศอก( ep ) ขอมือ( wp ) และ ปลายแขน( hp ) 
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จากรูปที่ 3.3 และ 3.4 จะได  
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โดย 7
hp คือ เวกเตอรจากตําแหนงขอมือ ถึง ปลายแขนกล โดยยึดตาม 

Coordinate Frameของจุดตอที่ 7  

ข้ันที่ 2: หามุมของจุดตอ 4 จุดตอ แรก โดยลักษณะการคํานวณจะคลายกับ
การหา แขนกล 6 แกน [4] โดยจะคํานวณดังนี้ 

ข้ันที่ 2.1 : กลาวคือ ในขั้นน้ีจะกําหนดให 03 =θ  กอน ก็จะเหลือแกน
ที่จะพิจารณาใหเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงที่ตองการเพียง 3 แกนแรกเทานั้น ดังนี้ 

ตําแหนงหัวไหล  ( sp ) , ตําแหนงขอศอก  ( ep ) , ตําแหนงขอมือ
( wp ) และ ปลายแขน ( hp ) จะได 

( )1 ' Atan 2 ,wy wxp pθ =  

และจะได 
22 2

3 5
4

3 5
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2

wl l
l l

θ
+ −

=
p

 

โดยใหเครื่องหมาย ( ‘ ) คือตําแหนงที่ 0=θ ตามรูป 3.3 

wp สามารถหาในเทอมของ coordinate frame ที่ 1ไดจากเมทริกซการหมุน 
ของ 6 แกนแรก จากสมการฟอรเวิรสคิเนแมติกสที่หามาขางตน คือ 
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ดังนั้น มุมการหมุนของ '
2θ ไดจาก 
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ข้ันที่ 2.2 : หาตําแหนงของขอศอกโดยหมุนจุดขอศอกรอบแกน
เวกเตอร wp เปนมุมθ  โดยหาตําแหนงของขอศอก โดยยึดให 0=θ กอน ได 
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θθ
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c
ss
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l
l

e AAp  

กําหนดให 
w

w
p

pn =  และจากการแกสมการตําแหนงของขอศอก โดยใช  Rodrigues 

rotation formula จะได 
( )(1 )e e e ec c sθ θ θ′ ′ ′= ⋅ − + + ×p n n p p n p  

ข้ันที่ 2.3 : หามุมการหมุนของ 2 แกนแรก ได ดังนี้: 
( )
( )ezeyex

exey

ppp

pp

−+=

=

,2Atan

,2Atan
22

2

1

θ

θ
 

ข้ันที่ 2.4 : หามุมการหมุน 3θ โดยพิจารณาตําแหนงของขอมือ ที่จะ
เกิดขึ้นถา 03 =θ  หาไดจาก 4

43
4

2
3

1
2

0
15

' zAAAAlpew =  ซึ่งในความเปนจริงจุดขอมือจะวางตัว
อยูที่ตําแหนง ewew ppp −=  ดังนั้นจะได 

( )ewewewew pppp ⋅′×′= ,2Atan3θ  

ข้ันที่ 3 : หาตําแหนงของมือ (hand) ที่ตองการ การคํานวณจะคลายกับการ
คํานวณในแขนกล 6 แกน [4] ตางกันคือมีการเพิ่มแกนหมุนที่ 3 เขามา ดังนี้  

4 0 0
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 ซึ่ง 0
4R หาไดจากคามุม ทั้ง 4 คาที่ไดจาก ขั้นตอนที ่2 คือ  

0 0 1 2 3
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=
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⎡ ⎤
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⎢ ⎥
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ข้ันที่ 4 : หา มุมการหมุน ( 7654 ,,, θθθθ ) ที่ขอมือ ดังนี้ 
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จาก 
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ดังนั้นจะได 
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และจาก  4 5 4 0
5 6 7 7( )T=R R R R  จากความสัมพันธของตําแหนงที่  13 และ  23 ของเมทริกซ

ทั้ง 2 ขางตน จะได 
( )13235 ,2Atan ww=θ  

และในลักษณะเดียวกันสามารถหาคา 6θ และ 7θ ไดจากความสัมพันธของ 
5 6 4 4
6 7 5 7( )T=R R R R  ดังนี้ 
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11 5 21 5 12 5 22 5 13 5 23 5
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R R

R R

 

จะไดความสัมพันธของตําแหนงที่ (1,3) และ (2,3) ของเมทริกซทั้ง 2 ขางตน ดังนี้ 

( )666

336

5235136

,2Atan θθθ
θ

θθθ

cs
wc

swcws

=
=

+=
 

และจากความสัมพันธของตําแหนงที่ (3,1) และ (3,2) ของเมตริกทั้ง 2 ขางตน ดังนี้ 

( )777

5225127

5215117

,2Atan θθθ
θθθ
θθθ

cs
cwswc
cwsws

=
+−=
+−=

 

ซึ่งจากการแกสมการขางตนทําใหสามารถหาความสัมพันธของการเคลื่อนที่
จากในรูปของตําแหนง และ ทิศทางที่ตองการ หรือ ทรานสฟอรมเมชันเมทริกซมาเปนลักษณะ
ของมุมที่ตองเคลื่อนที่ของแกนทั้ง 7 แกน ในเทอมของ θ  ซึ่งจะมีประโยชนในการใชเปนตัวแปร
เพ่ือควบคุมการเคลื่อนที่ผานจุด singularity ตอไป 

 



 29 

3.1.3 การวิเคราะหความสัมพนัธเชิงความเร็ว 

จากสมการที่ (2.3) จะได geometric jacobian โดยหาไดจาก สมการที่ (2.4) 
และ สมการฟอรเวิรสคิเนแมติกส จะได 
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และจาก สมการที่(2.6) จะได 

[ ]0 0 0 0 1 T=p  
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ดังนั้น จากสมการ (2.3) จะได 
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และเม่ือนําคาที่ไดขางตนมาใสในสมการ (2.3) ได 
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และ 
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วิเคราะห ความสัมพันธระหวาง geometric jacobian และ analytical jacobian จะไดดังนี้ 

จาก 

=X Jθ&&  

จะได 
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และ จาก 
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ดังนั้น จะได 

[ ]
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

TT

x y z

TT

x y z O

x y z ω ω ω θ θ θ θ θ θ θ

ω ω ω θ θ θ θ θ θ θ

⎡ ⎤⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

J

J

& & & & & & && & &

& & & & & & &
 

เทียบกับลักษณะการหมุนแบบ ZYZ Euler angle จะได 
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ดังนั้น จะได 
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3.2 การวิเคราะห singularity 

การวิเคราะห singularity สําหรับโครงสรางที่ไมซับซอนมากนัก การวิเคราะห
โดยใช เมทริกซ จาโคเบียน เปนอีกวิธีที่เปนที่นิยม โดยมีขั้นตอนดังนี้ 

สําหรับแขนกลที่ มีลักษณะโครงสรางแบบแขนกล PA10-7C นั้นจากการ
คํานวณสมการอินเวิรสคิเนแมติกส จะเห็นวาสามารถแบงปญหาของ singularity ออกเปน 2 
สวน คือ  

1. singularity ที่เกิดจากแขนกลสวนที่เคลื่อนที่ใหไดตําแหนง คือ แขนกล 4-
จุดตอ แรก ตามที่ไดแบงการคํานวณออกเปน 2 สวน เพ่ือใชในการคํานวณคาอินเวิรสคิเนแม
ติกส และอีกสวน คือ 

2. singularity ที่ เกิดกับสวนที่ ใชในการเคลื่อนที่ใหไดเมทริกซการหมุน 
(rotation matrix) ตามที่ตองการ หรือสวนของขอมือ คือ แขนกล 3 จุดตอถัดมานั่นเอง 

ดังนั้นจะทําการแบงวิเคราะห เมทริกซจาโคเบียน เปน 

11 12

21 22

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

J J
J

J J
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จากการตั้งแกนในแบบของ PA10-7C ทําให J12 =0  

11 22 21 12

11 22

det( ) det( )det( ) det( )det( )
det( )det( )

= −
=

J J J J J
J J

 

จากการวิเคราะห จาโคเบียน และ อินเวิรสคิเนแมติกส จะได singularity 
ภายในอยู 3 ตําแหนง คือ 

1. จาก singularity แบงออกเปน 2 สวนขางตน ดังน้ัน singularity ที่เกิด
จากแขนกลสวนที่เคลื่อนที่ใหไดตําแหนงจะเกิด เม่ือ 

det(J11)=0 

   ซึ่ ง  เมทริกซ  J11 เปน  เมทริกซ  ขนาด  [3x4] ซึ่ งไมสามมารถหา 
determinant ได จากการวิเคราะห เมทริกซ ดังกลาวจะสามารถหา determinant ไดก็ตอเม่ือ
เมทริกซ ดังกลาวเปน เมทริกซ จัตุรัส det(J11)=0 จึงจําเปนตองใชความสัมพันธของ pseudo 
inverse มาชวยในการวิเคราะห กลาวคือ det(J11) จะหาคาไดเม่ือ pseudo inverse [2]ของ J11 
สามารถหาคาได จาก 
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จะเห็นวา †
11 0=J  จะเกิดได จาก สมการ เกิดเมื่อ 11 0T =J  หรือ 1

11 11( ) 0T − =J J ดังน้ันจึง
พิจารณาที่ 1

11 11( ) 0T − =J J  ซึ่งก็คือ 11 11det( ) 0T =J J  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 11 4 3 5 3 3 2 5 3 2 3 5 4 2 5 2 3 5 4

2 2 2 2 2 2
5 2 3 4 2 3 5 2 3 4 2 4 5 5 3 2 4
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= − + − − + +
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J J
 

จะเห็นวา 11 11det( ) 0T =J J  เม่ือ 4 0s =  ดังนั้นจะเกิด singularity ที่ตําแหนงนี้
เม่ือ 4θ =0 และ 4θ π= ±  

2. singularity ที่เกิดกับสวนที่ใชในการเคลื่อนที่ใหไดมุมหมุนตามที่ตองการ 
หรือสวนของขอมือจะเกิด เม่ือ 

det(J22)=0 

จากสมการที่ จะได 

( )22 6det 0s= − =J  



 35 

ดังนั้นจะเกิด singularity เม่ือ 6θ =0 และ 6θ π= ±  

จากรูปที่ 3.1 พบจะสังเกตเห็นวาที่ตําแหนง 6θ =0 และ 6θ π= ±  เปนตําแหนง
ที่แกน 4z และแกน 6z ซอนทับกัน ซึ่งทําใหความสามารถในการเคลื่อนที่ในสวนขอมือเสียไป 

3. และ singularity อีกตําแหนงเกิดขึ้นเม่ือ 

0, 0wx wy≠ ≠p p  

จากสมการอินเวรสคิเนแมติกสจะเห็นวาตําแหนงดังกลาวจะทําใหคา '
2 0θ =  

ซึ่งจะทําใหคา pe เปนคาคงที่ จึงทําใหไมสามารถหาคา 1 2,θ θ ได หรือจะทําใหสมการที่ เกิด 
infinite solution ได 

3.3 การวิเคราะหหาสมการการเคลื่อนที ่

จากสมการ (2.15) เม่ือนํามาวิเคราะหในแขนกล PA10-7C จะได 
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และ จากสมการ(2.16) จะได 
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  ดังนั้นจากสมการที่ (2.14) จะได ( )il
pJ  และ ( )il

OJ  และจากภาคผนวก (ข) จะได
คา น้ําหนักและตําแหนงจุดศูนยกลางของแตละแกน ทําใหเราสามารถคํานวณคา โมเมนตความ
เฉื่อยไดจากสมการ (2.18) 

จากสมการที่ (2.13) โดยจากพารามิเตอรตางๆเปนคารวมของมอเตอรและแขน
กลของแตละแกนไวแลว จึงลดรูปสมการที่ (2.13) ได 
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โดยที่ 1,2,...,7i =  
ทําการคํานวณจะได 
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จากสมการการเคลื่อนที ่(2.10) 
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j j k

b q q h q q q g qξ
= = =

= + +∑ ∑∑&& & &        (3.2)       

 โดยที่ , , 1, 2,...,7i j k =  
และ จากสมการที่ (3.1), (3.2) โดยสมมติวามอเตอรของแตละจุดตอไมมีแรง

เสียดทาน จะได 

1 1 1

n n n

i ij j ijk k j i
j j k

b q h q q gτ
= = =

= + +∑ ∑∑&& & &  โดยที่ , , 1, 2,...,7i j k =                    (3.3) 

สามารถเขียนสมการของการเคลื่อนที่ของแขนกลไดในรูปแบบของสมการปริภูมิส
เตต (state space equation) ไดดังนี้ 

            ( ) ( ) ( ),q q q q= + +τ B q C q G&& &&                              (3.4) 
 

เม่ือ ( )qB       คือ เมทรกิซของมวลของแขนกลนั้นซ่ึงมีขนาด n n×  
       ( ),q qC &    คือ เวกเตอรของแรงที่หันเหเขาสูศูนยกลาง (centripetal) และอิทธิพลของ
แรงโคริออริส (Coriolis force) ซึ่งมีขนาด 1n×  
       ( )qG       คือ เวกเตอรของแรงโนมถวงของโลก (gravitational) ซึ่งมีขนาด 1n×  

 
 

 
 



บทที่  4 
การทดลอง 

ในบทนี้เปนการทดลองสมการที่ทําการคํานวณได เพ่ือทดสอบความถูกตอง
ของสมการที่หาได จะทําการทดสอบสมการโดยจะทําการทดลองดวยการจําลองการ
เคลื่อนที่ และการสงคาจริงไปยังแขนกล PA10-7C  

อุปกรณที่ใชในการทดลอง ไดแก 

1. แขนกลของบริษัท Mitsubishi heavy industrial, Ltd. รุน PA10-7C ซึ่งเปน
แขนกล 7 แกน 

2. ชุดควบคุม (robot control unit) ของแขนกล PA10-7C รุน PA10-7C-CNT 
ของบริษัท Mitsubishi heavy industrial, Ltd. พรอมสายสัญญาณ 1 ชุด 

3. Motion control CPU Board รุ น  MHI-D7281 ข อ ง บ ริ ษั ท  Mitsubishi 
heavy industrial,Ltd. 

4. DIO board รุน PIO-32/32L ของบริษัท CONTEC 

5. เครื่องคอมพิวเตอรเวิรกสเตชันยี่หอ HP รุน XW6200 ใชหนวยประมวลผล
กลาง xeon ความเร็ว 3.40 GHz มีหนวยความจําขนาด 1 GB 1 เครื่อง 

6. โ ป ร แ ก ร ม  SolidWorks2007 SP0.0 cosmos with plug in motion2007  
ของบริษัท SolidWorks Corporation, Matlab ของบริษัท The MathWorks, Inc. และ Visual 
c++ .net ของบริษัท Microsoft Corporation 

7. แขนกล PhantomOmni ของบริษัท SensAble Technologies, Inc.,  

โดยสามารถดูภาพอุปกรณทั้งหมดไดจากภาคผนวก ก 

การทดลองที่กลาวถึงจะแบงเปน 3 สวนหลัก คือ 

1. การทดสอบสมการโดยใชสมการอินเวิรสคิเนแมติกส ในการควบคุมแขนกล 

2. การทดสอบสมการโดยใชสมการจาโคเบียน (jacobian) ในการควบคุมแขน
กล 

3. การทดสอบสมการโดยใชสมการการเคลื่อนที่ในการควบคุมแขนกล 
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โดยในแตละการทดสอบจะแบงการทดลองออกเปน 4 การทดลอง คือ 
ปรับเปลี่ยนคามุมหมุนของแกนอิสระที่เพ่ิมขึ้น โดยจะใชคาการทดลองที่ 0,θ = ,6

π
3

π  และ

ที่ 2
π เรเดียน เพ่ือทดลองวาสมการสามารถใชไดในทุกกรณี และในแตละมุมที่กําหนด จะ

ออกแบบการเคลื่อนที่ในลักษณะตางๆ คือ การเคลื่อนที่เปน วงกลม เสนทางการเคลื่อนที่ไดมา
จากการวาดลักษณะการเคลื่อนที่ในโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion แลวสงคาตําแหนง
และมุมหมุนที่ตองการที่เวลาตางๆ และ ในลักษณะอิสระ โดยเสนทางการเคลื่อนที่จะนํามาจาก
การใชหุน Phantom Omni เคลื่อนที่แลวสงคาตําแหนงและมุมหมุนที่ตองการที่เวลาตางๆ เพ่ือ
นําไปใชในการทดสอบวาเสนทางที่สงไปใหกับสมการที่ไดจากบทที่ 3 นั้นถูกตองแมนยําโดยจะ
ใชวิธีการทดลอง ดังนี้ 

1. กําหนดจุดที่ตองการใหแขนกล PA10-7C เคลื่อนที่ไปในเวลาใดๆ 

2. สงคาจุดที่ตองการในลักษณะทรานสฟอรมเมทริกซไปคํานวณการเคลื่อนที่
จากลักษณะของ cartesian space ไปยัง joint space ดวยสมการทั้ง 3 ขางตน 

3. ทดลองจําลองการเคลื่อนที่ดวยโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion โดย
ใชขอมูล 3D solid model ที่สรางขึ้นสําหรับแขนกล PA10-7C 

4. ทดลองสงคาดังกลาวไปยังแขนกล PA10-7C 

5. เปรียบเทียบคาความคลาดเคลื่อนเพ่ือตัวบอกความถูกตองของสมการ 

โดยกําหนดใหระนาบ θ  ตางๆที่ทําการทดลองในบทนี้ ถาไมมีการกําหนด
เพ่ิมเติมไวใหยึดการกําหนดใหเปนไปตามมุม θ  ดังแสดงไวในรูปที่ 3.3  

4.1 การทดสอบสมการโดยใช สมการอินเวิรสคิเนแมติกส ในการควบคุมแขนกล 

ทดสอบที่ระนาบตางๆที่กําหนดไว คือ ที่ระนาบทํามุม 0,θ = ,6
π

3
π  และ 

2
π เรเดียน โดยจะทดลองที่เสนทางการเคลื่อนที่ 2 ลักษณะ คือ  

1. ทําการทดสอบกับเสนทางเคลื่อนที่ที่ปลายแขนหุนยนตเปนวงกลมรัศมี 
200 มิลลิเมตร  

2. ทําการทดสอบกับเสนทางการเคลื่อนที่ปลายแขนหุนยนตที่เปนลักษณะ
รูปแบบอิสระ (freeform) โดยจะใชแขนกล Phantom เปนตัวสรางเสนทางการเคลื่อนที่และสงคา
ไปคํานวณมุมที่จุดตอแตละจุดตอของแขนหุนยนตโดยใชสมการอินเวิรสคิเนแมติกสที่หามาได 
ของ PA10-7C แลวจึงสงคาไปยังแขนกล PA10-7C เพ่ือตรวจสอบการเคลื่อนที่ที่ปลายแขน 
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4.1.1 ทดสอบที ่ระนาบ θ = 0 เรเดียน  

1. เสนทางเคลื่อนที่ที่เปนวงกลมที่ปลายแขนหุนยนต โดยเสนทางนี้หา
ไดจากสมการวงกลมที่อยูในรูปของสมการพาราเมทริกซ แลวแปลงมาเพื่อหาตําแหนงใน 
cartesian space ในแตละแกน (x, y, z) คาตําแหนงใน cartesian space ดังกลาวนี้จะถูก
นําไปใชสําหรับการเปรียบเทียบความถูกตองของสมการอินเวิรสคิเนแมติกส ที่หามาได โดยการ
นําคาทางเดินที่เปนวงกลมใน cartesian space นี้ไปแทนคาในสมการ อินเวิรสคิเนแมติกส  
เพ่ือคํานวณหาคามุมในระบบพิกัด joint space ที่จุดตอตาง ๆ ตองเคลื่อนที่เพ่ือใหปลายแขนมี
การเคลี่อนที่เปนวงกลม รูปที่ 4.2 เปนคามุมที่จุดตอตาง ๆ ที่คํานวณหาไดจากสมการ อิน
เวิรสคิเนแมติกส ที่หาได ในกรณีของระนาบ θ = 0 เรเดียน จากคามุมที่จุดตอน้ีของตอใน joint 
space ที่คํานวณหาไดนี้นําไปใสในโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion โดยใชขอมูล 3D 
solid model ที่สรางขึ้นสําหรับแขนกล  PA10-7C เ พ่ือคํานวนหาตําแหนงปลายแขนใน 
cartesian Space ค าตํ าแหน งปลายแขนในแนวแกน  x, y, และ  z ที่ ได จากโปรแกรม 
Solidwork Cosmos Motion นี้จะถูกนําไปเปรียบเทียบกับตําแหนงที่ไดจากสมการพารา     
เมทริกซ ผลที่ไดดังแสดงในรูปที่ 4.1 จากรูปที่ 4.1 จะเห็นวาคาทั้งสองนั้นมีคาใกลเคียงกันมาก
จนเกือบทับกันทั้ง 3 แกน สวนรูปที่ 4.3 เปนรูปแสดงการเคลื่อนที่ของปลายแขนหุนยนตของ
ขอมูล 3D solid model ในโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion  
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รูปที่ 4.1: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesians space ระหวางคาที่
กําหนดไดจากสมการพาราเมทริกซกับคาที่คํานวณหาไดจากสมการอินเวิรสคิเนแม
ติกสที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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รูปที่ 4.2: คามุมทั้ง 7 แกนที่ไดจากการนําคาใน cartesians space ของปลายแขนที่ เคลื่อนที่
แบบวงกลมไปคํานวณในสมการอินเวิรสคิเนแมติกส ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 

 

รูปที ่4.3: การผลทดสอบการจําลองการทํางานในโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion ที่
ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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2. ทดสอบดวยแขนกล Phantom Omni โดยแขนกล Phantom Omni นี้
เปนแขนชนิด 6 องศาอิสระ เราจะใชแขนกล Phantom Omni นี้เพ่ือสรางวิถีการเคลื่อนที่แบบ
อิสระ (freeform path) โดยการเคลื่อนที่แขนกล Phantom ในลักษณะอิสระ (freeform) แขนกล 
Phantom Omni นี้จะบันทึกคาทั้งตําแหนง (position) และการเรียงตัว (Orientation) โดยเก็บใน
รูปแบบของทรานสฟอรมเมทริกซ จากเมทริกซการหมุน (rotation matrix) หรือเมทริกซการ
หมุน ที่วัดมาไดนี้สามารถนําไปคํานวณหามุมออยเลอร (Euler angle) ในระบบ ZYZ ได การ
ทดลองนี้จะทําการเก็บคาตามเสนทางการเคลื่อนที่ปลายขนของแขนกล Phantom แบบอิสระ
ทุกๆ 10 ms ในรูปของทรานสฟอรมเมชันเมทริกซจากนั้นคาตําแหนงใน cartesians space ที่
ไดจากทรานสฟอรมเมชันเมทริกซนี้จะใชสําหรับการเปรียบเทียบความถูกตองของสมการอิน
เวิรสคิเนแมติกส ที่หามาได โดยนําคาเสนทางการเคลื่อนที่ในรูปของทรานสฟอรมเมชันเมท
ริกซ ในแตละเวลาสุม (Sampling time) ที่ 10ms ไปแทนคาในสมการอินเวิรสคิเนแมติกสเพ่ือ
คํานวณหาคามุมการเคลื่อนที่ของจุดตอของแขนกล PA10-7C ในพิกัด joint space ที่ตอง
เคลื่อนที่เพ่ือใหไดเสนทางการเคลื่อนที่ของปลายแขนเปนไปตามแบบการเคลื่อนที่ของแขนกล 
Phantom  

ในการงานวิจัยน้ี ไดพัฒนาโปรแกรมที่ใชในเชื่อมตอระหวางแขนหุนยนต 
PA10-7C กับเคร่ืองคอมพิวเตอรที่ใชในการควบคุม โดยใชภาษา visual C++ โดยโปรแกรมนี้
จะสงคาคําสั่งการเคลื่อนที่เชิงมุมของจุดตอของแขนหุนยนต PA10-7C ที่คํานวณไดจากสมการ
อินเวิรสคิเนแมติกสโดยใชทรานสฟอรมเมชันเมทริกซที่ไดจากแขนกล Phantom เม่ือแขน
หุนยนต PA10-7C ไดรับคําสั่งดังกลาวแลวจุดตอตาง ๆ ก็จะเคลื่อนที่ตามคําสั่งนั้นในแบบ real-
time ในขณะเดียวกันก็จะบันทึกมุมที่จุดตอตาง ๆ ทั้ง 7 จุดตอของแขนหุนยนต PA10-7C 
เคลื่อนที่จริง คามุมที่จุดตอเคลื่อนที่จริงที่วัดไดนี้จะถูกนําไปเปรียบกับคามุมจุดตอที่คํานวณได
จากสมการอินเวิรสคิเนแมติกสโดยใชคาจากทรานสฟอรมเมชันเมทริกสที่วัดจากปลายแขนของ
แขนกล Phantom ดังตัวอยางแสดงไวในรูปที่ 4.5 ในกรณีของระนาบ θ = 0 เรเดียน จาก
รู ป  4.5 นี้ จ ะ เ ห็ น ไ ด ว า ค า ทั้ ง ส อ ง ชุ ด นั้ น มี ก า ร เ ลื่ อ ม กั น บ า ง อั น เ น่ื อ ง จ า กมี เ ว ล า
หนวง (delay time) ในระหวางการสงคําสั่งการเคลื่อนที่กับการเคลื่อนที่จริงของแขนกล PA10-
7C สวนในกรณีของแขนกล Phantom จะมีเวลาหนวงนอยกวามาก รูปที่ 4.6 เปนรูปที่แสดงการ
เป รียบเทียบค าตํ าแหน งปลายแขนของหุนยนต  PA10-7C กับแขนกล  Phantom ใน
พิกัด cartesian space จะเห็นวาผลกระทบเนื่องจากเวลาหนวงนั้นทําใหตําแหนงปลายแขน
ระหวางแขนกล PA10-7C กับแขนกล Phantom มีการคลาดเคลื่อนอยูบาง รูป 4.7 เปนรูปแสดง
การเปรียบเทียบการเรียงตัวของตําแหนงปลายแขนระหวางแขนกล PA10-7C กับแขนกล 
Phantom โดยเปนการคํานวณมุมออยเลอรในรูปแบบ ZYZ จากสมการอินเวิรสคิเนแมติกส จะ
เห็นวามีคาใกลเคียงกันมาก สวนของการผิดพลาดก็เน่ืองมาจากเวลาหนวงดังที่กลาวมาแลว
นั่นเอง    
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รูปที่ 4.5: คามุมทั้ง 7 แกน จากการสงคาทรานสฟอรมเมชันเมทริกซของปลายแขนกล 
Phantom ไปยังสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของ PA10-7C เปรียบเทียบกับคามุม
ทั้ ง  7 ที่ ได จากการ เคลื่ อนที่ จ ริ งของ  PA10-7C ผ านโปรแกรม  visual c++ ที่
ระนาบ θ =0 เรเดียน 

 

รูปที่ 4.6: เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom เทียบกับ PA10-7C โดยเสน “--“ แสดง
เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom และ “.” แสดงเสนทางการเคลื่อนที่ของ 
PA10-7C ในลักษณะ freeform ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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รูปที่ 4.7: เปรียบเทียบการเรียงตัวของตําแหนงปลายแขนระหวางแขนกล PA10-7C กับแขนกล 
Phantom โดยเปนการคํานวณมุมออยเลอรในรูปแบบ ZYZ ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 

การทดสอบความถูกตองของสมการอินเวิรสคิเนแมติกสที่ระนาบ θ  อ่ืน 
สามารถทําไดในทํานองเดียวกันกับในกรณีของ θ  = 0 เรเดียน ผลจากทดสอบดังจะกลาวใน
หัวขอ 4.1.2 สําหรับกรณี θ = 2

π  เรเดียน หัวขอ 4.1.3 สําหรับกรณี θ = 3
π  เรเดียน และ

หัวขอ 4.1.4 สําหรับกรณี θ = 6
π เรเดียน 

4.1.2 ทดสอบที่ระนาบ θ  = 2
π  เรเดยีน  

1 ทดสอบที่เสนทางการเคลื่อนที่ในลักษณะวงกลมเสนผานศูนยกลาง 
200 มิลลิเมตร ทําการทดลองเชนเดียวกบัการทดลองในหัวขอ 4.1.1 โดยเปลี่ยนคาระนาบ θ  
เปน 2

π เรเดียน ไดผลดังนี้ คือ 
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รูปที่ 4.8: เปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่กําหนด
ไดจากสมการพาราเมทริกซกับคาที่คํานวณหาไดจากสมการอินเวิรสคิเนแมติกสที่
ระนาบ θ = 2

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.9: คามุมทั้ง 7 แกนที่ไดจากการนําคาใน cartesians space ของปลายแขนที่เคลื่อนที่
แบบวงกลมไปคํานวณในสมการอินเวิรสคิเนแมติกส ที่ระนาบ θ  = 2

π  เรเดียน 
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รูปที ่4.10: ผลทดสอบการจําลองการทํางานในโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion ที่ระนาบ 
θ = 2

π  เรเดียน 

2. ทดสอบดวยแขนกล Phantom Omni และทําการทดลองเชนเดียวกับ
การทดลองในหัวขอ 4.1.1 โดยเปลี่ยนคาระนาบ θ  เปน 2

π เรเดียน 
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รูปที่ 4.11: คามุมทั้ง 7 แกน จากการสงคาทรานสฟอรมเมชันเมทริกซของปลายแขนกล 
Phantom ไปยังสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของ PA10-7C เปรียบเทียบกับคามุม
ทั้ ง  7 ที่ ไดจากการเคลื่อนที่ จ ริงของ  PA10-7C ผานโปรแกรม  visual c++ ที่
ระนาบ θ = 2

π เรเดียน 
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รูปที่ 4.12: เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom เทียบกับ PA10-7C โดยเสน “--“ แสดง
เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom และ “.” แสดงเสนทางการเคลื่อนที่ของ 
PA10-7C ในลักษณะ freeform ที่ระนาบ θ = 2

π เรเดียน 
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รูปที่ 4.13: การเปรียบเทียบการเรียงตัวของตําแหนงปลายแขนระหวางแขนกล PA10-7C กับ
แขนกล  Phantom โดย เป นกา รคํ านวณมุมออย เลอร ใ น รู ปแบบ  ZYZ ที่
ระนาบ θ = 2

π เรเดียน 
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4.1.3 ทดสอบที่ระนาบ θ = 3
π  เรเดยีน  

1 เสนทางการเคลื่อนที่ ในลักษณะวงกลมเสนผานศูนยกลาง 200 
มิลลิเมตร และทําการทดลองในลักษณะเดียวกับการทดลองในหัวขอ 4.1.1 โดยเปลี่ยนคา
ระนาบ θ  เปน 3

π เรเดียนจะได  
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รูปที่ 4.14: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กําหนดไดจากสมการพาราเมทริกซกับคาที่คํานวณหาไดจากสมการอินเวิรสคิเนแม
ติกสที่ระนาบ θ = 3

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.15: คามุมทั้ง 7 แกนที่ไดจากการนําคาใน cartesian space ของปลายแขนที่เคลื่อนที่
แบบวงกลมไปคํานวณในสมการอินเวิรสคิเนแมติกส ที่ระนาบ θ = 3

π  เรเดียน 
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รูปที ่4.16: การผลทดสอบการจําลองการทํางานในโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion ที่
ระนาบ θ = 3

π  เรเดียน 

2. ทดสอบดวยแขนกล Phantom Omni ในลักษณะการเคลื่อนที่แบบ
อิสระและทําการทดลองในลกัษณะเดียวกบัการทดลองในหัวขอ 4.1.1 โดยเปลี่ยนคาระนาบ θ  
เปน 3

π เรเดียนจะได 
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รูปที่ 4.17: คามุมทั้ง 7 แกน จากการสงคาทรานสฟอรมเมชันเมทริกซของปลายแขนกล 
Phantom ไปยังสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของ PA10-7C เปรียบเทียบกับคามุม
ทั้ ง  7 ที่ ไดจากการเคลื่อนที่ จ ริงของ  PA10-7C ผานโปรแกรม  visual c++ ที่
ระนาบ θ = 3

π เรเดียน 
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รูปที่ 4.18: เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom เทียบกับ PA10-7C โดยเสน “--“ แสดง
เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom และ “.” แสดงเสนทางการเคลื่อนที่ของ 
PA10-7C ในลักษณะ freeform ที่ระนาบ θ = 3

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.19: เปนรูปแสดงการเปรียบเทียบการเรียงตัวของตําแหนงปลายแขนระหวางแขนกล 
PA10-7C กับแขนกล Phantom โดยเปนการคํานวณมุมออยเลอรในรูปแบบ ZYZ ที่
ระนาบ θ = 3

π  เรเดียน 
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4.1.4 ทดสอบที่ระนาบ θ = 6
π เรเดียน 

1 เสนทางการเคลื่อนที่ ในลักษณะวงกลมเสนผานศูนยกลาง 200 
มิลลิเมตร และทําการทดลองในลักษณะเดียวกับการทดลองในหัวขอ 4.1.1 โดยเปลี่ยนคา
ระนาบ θ  เปน 6

π เรเดียนจะได  
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รูปที ่4.20: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กําหนดไดจากสมการพาราเมทริกซกับคาที่คํานวณหาไดจากสมการอินเวิรสคิเนแม
ติกสที่ระนาบ θ = 6

π เรเดียน 
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รูปที่ 4.21: คามุมทั้ง 7 แกนที่ไดจากการนําคาใน cartesian space ของปลายแขนที่เคลื่อนที่
แบบวงกลมไปคํานวณในสมการอินเวิรสคิเนแมติกส ที่ระนาบ θ = 6

π เรเดียน 
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รูปที ่4.22: การผลทดสอบการจําลองการทํางานในโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion ที่
ระนาบ θ = 6

π เรเดียน 

2. ทดสอบดวยแขนกล Phantom Omni ในลักษณะการเคลื่อนที่แบบ
อิสระ และทําการทดลองในลักษณะเดียวกับการทดลองในหัวขอ 4.1.1 โดยเปลี่ยนคาระนาบ θ  
เปน 6

π เรเดียนจะได 
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รูปที่ 4.23: คามุมทั้ง 7 แกน จากการสงคาทรานสฟอรมเมชันเมทริกซ ของปลายแขนกล 
Phantom ไปยังสมการอินเวิรสคิเนแมติกสของ PA10-7C เปรียบเทียบกับคามุม
ทั้ ง  7 ที่ ไดจากการเคลื่อนที่ จ ริงของ  PA10-7C ผานโปรแกรม  visual c++ ที่
ระนาบ θ = 6

π เรเดียน 
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รูปที่ 4.24: เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom เทียบกับ PA10-7C โดยเสน “--“ แสดง
เสนทางการเคลื่อนที่ของแขนกล Phantom และ “.” แสดงเสนทางการเคลื่อนที่ของ 
PA10-7C ในลักษณะ freeform ที่ระนาบ θ = 6

π  เรเดียน 
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รูปที ่4.25: การเปรียบเทียบการเรียงตวัของตําแหนงปลายแขนระหวางแขนกล PA10-7C กับ
แขนกล Phantom โดยเปนการคํานวณมุมออยเลอรในรูปแบบ ZYZ ที่
ระนาบ θ = 6

π เรเดียน 
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จากผลการทดลองการเคลื่อนที่ในทุกระนาบโดยเคลื่อนที่เปนวงกลมรัศมี 200 
มิลลิเมตร บนระนาบ YZ ดังรูปที่ 4.1, 4.2 และ 4.3 แสดงการเคลื่อนที่ที่ระนาบ θ = 0 เรเดียน, 
รูปที่ 4.8, 4.9 และ 4.10 แสดงการเคลื่อนที่ที่ระนาบ θ = 2

π  เรเดียน, รูปที่ 4.14, 4.15 และ 

4.16 แสดงการเคลื่อนที่ที่ระนาบ θ = 3
π  เรเดียน และ รูปที่ 4.20, 4.21 และ 4.22 แสดงการ

เคลื่อนที่ที่ระนาบ θ = 6
π  เรเดียน ซึ่งผลลัพธที่มุม θ  ตาง ๆ กันจะมีลักษณะคลายกัน ซึ่ง

อธิบายไวในหัวขอ 4.1.1 และสรุปไดวาสมการอินเวิรสคิเนแมติกสที่หามาไดสามารถใชเพ่ือ
คํานวณหาคามุมการเคลื่อนที่ของจุดตอของแขนกล PA10-7C ในพิกัด joint space ที่ตองการ
เพ่ือใหไดเสนทางการเคลื่อนที่ของปลายแขนเปนไปตามเสนทางการเคลื่อนที่ที่กําหนดแสดงให
เห็นวาสมการอินเวิรสคิเนแมติกสที่ใชในการควบคุมน้ันมีความถูกตองแมนยํา 

เม่ือทําการทดลองดวยการเคลื่อนที่ในลักษณะอิสระ (freeform) โดยใชแขนกล 
Phantom ในการเคลื่อนที่ตามที่ตองการและสงคาไปทําการคํานวณดวยสมการอินเวิรสคิเนแม
ติกส จะไดคาการเคลื่อนที่ที่ตองการของแตละจุดตอ และสงคาที่ไดไปทําการทดสอบการ
เคลื่อนที่จริงกับแขนกล PA10-7C ในทุกระนาบการทดลอง โดยผลลัพธแสดงในรูปที่ 4.5, 4.6 
และ 4.7 เปนผลการทดลองที่ระนาบ θ = 0 เรเดียน, รูปที่ 4.11, 4.12 และ 4.13 เปนผลการ
ทดลองที่ระนาบ θ = 2

π  เรเดียน, รูปที่ 4.17, 4.18 และ 4.19 เปนผลการทดลองที่ระนาบ θ = 

3
π  เรเดียน และ รูปที่ 4.23, 4.24 และ 4.25 ซึ่งเปนผลการทดลองที่ระนาบ θ = 6

π  เรเดียน 

ซึ่งจะไดผลการทดลองในลักษณะเดียวกัน และไดอธิบายไวในหัวขอ 4.1.1 กลาวคือสมการอิน
เวิรสคิเนแมติกสที่หามาไดสามารถใชเพ่ือคํานวณหาคามุมการเคลื่อนที่ของจุดตอของแขนกล 
PA10-7C ในพิกัด joint space ที่ตองการเพื่อใหไดเสนทางการเคลื่อนที่ของปลายแขนเปนไป
ตามเสนทางการเคลื่อนที่ที่กําหนดในลักษณะอิสระได โดยมีจุดที่นาสนใจคือ จะเห็นไดวา
เสนทางการเคลื่อนที่ที่ ซึ่งสรางไดจากแขนกล Phantom และสงไปทําการทดลองกับแขนกล 
PA10-7C จะมีเวลาหนวงในการสงคากลับนอยกวามาก เม่ือเทียบกับเสนทางการเคลื่อนที่จริงที่
ไดจากการสงคากลับของแขนกล PA10-7C ซึ่งผลกระทบเนื่องจากเวลาหนวงน้ันทําใหตําแหนง
ปลายแขนและการเรียงตัวของตําแหนงปลายแขนระหวางแขนกล PA10-7C กับแขนกล 
Phantom มีการเลื่อมกันอยูบาง โดยการเรียงตัวจะใชมุมออยเลอรในรูปแบบ ZYZ ซึ่งการ
ผิดพลาดนี้ก็เน่ืองมาจากเวลาหนวงดังที่กลาวมาแลวนั่นเอง 

4.2 การทดสอบสมการโดยใชสมการความเร็วในการควบคุมแขนกล 

งานวิจัยนี้จะทําการทดสอบเสนทางการเคลื่อนที่ใน 4 ลักษณะคือ 1) เสนทาง
การเคลื่อนที่ในลักษณะเสนตรงเปนระยะ 200 มิลลิเมตรตามแนวแกน Y ดวยความเร็ว 20 
มิลลิเมตรตอวินาที 2) เสนตรงตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตรดวยความเร็ว 20 มิลลิเมตร
ตอวินาที 3) เสนเอียงทํามุม 45 องศากับแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ตามแนวแกน Y และ Z 
ดวยความเร็ว 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที และ 4) วงกลม รัศมี 150 mm. บนระนาบ YZ ดวย
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ความเร็ ว เชิ ง มุมของเสนรัศ มี  0.2π  เ ร เ ดียนตอวินาที  โดยจะกํ าหนดค าความเร็ ว
ใน cartesian space ที่ตองการเพื่อใชในการคํานวณหาคาความเร็วของแตละแกนของหุนยนต
ใน joint space จากสมการจาโคเบียนที่หาได คาความเร็วของแตละจุดตอใน joint space ที่
คํานวณไดนี้ จะใชเปนคาตัวแปรที่นําไปทําการจําลองสงคาที่ไดไปทําการจําลองการเคลื่อนที่
ดวยโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion แลวนําเสนทางที่เคลื่อนที่ไดจากการจําลองการ
เคลื่อนที่มาทําการเปรียบเทียบกับเสนทางการเคลื่อนที่ที่ไดจากเสนทางการเคลื่อนที่ที่
กําหนด และนํามาแสดงผล ทําการทดสอบที่ คาระนาบ θ  ตางๆ กัน 

4.2.1 ทดสอบที่ระนาบ θ = 0 เรเดียน  

ทดสอบโดยการใชเสนทางการเคลื่อนที่ในลักษณะเสนตรงเปนระยะ 200 
มิลลิเมตรตามแนวแกน Y ดวยความเร็วคงที่ 20 มิลลิเมตรตอวินาทีโดยจะกําหนดคาความเร็ว
ใน cartesian space ที่ตองการลงในแตละแกน (X, Y, Z) ในกรณีนี้มีเฉพาะในแนวแกน Y นําคา
นี้ไปใชในโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion โดยใชขอมูล 3D solid model ที่สรางขึ้น
สําหรับแขนกล  PA10-7C เ พ่ือคํานวณหาตําแหนงปลายแขนใน cartesian Space หรือ 
cartesian space แนวแกน X, Y, และ Z (ในกรณีนี้มีเฉพาะในแนวแกน Y) ดังแสดงในรูป
ที่ 4.27 และสงคาความเร็วใน cartesian space ที่ตองการในแตละแกน (X, Y, Z) โดยจะให
เคลื่อนดวยความเร็วคงที่ 20 มิลลิเมตรตอวินาทีดังกลาวลงไปยังสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็วเพื่อคํานวณหาคาความเร็วเชิงมุมใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ตองเคลื่อนที่เพ่ือให
ปลายแขนมีการเคลื่อนที่ เปนเสนตรงเปนระยะ  200 มิลลิ เมตรตามแนวแกน  Y ดวย
ความเร็ว 20 มิลลิเมตรตอวินาทีตามตองการ สงคาความเร็วเชิงมุมใน joint space ที่จุดตอ
ตาง  ๆ  ที่ ไดจากสมการความสัมพันธ เชิงความเร็วไปทดลองจําลองการเคลื่อนที่ ใน
โปรแกรม Solidwork Cosmos Motion ดังแสดงในรูปที่ 4.26 แลวนําเสนทางการเคลื่อนที่ที่ได
จากการจําลองการเคลื่อนที่ คํานวณหาตําแหนงปลายแขนใน cartesian Space นําคาตําแหนง
ปลายแขนในแนวแกน X, Y, และ Z นี้ไปเปรียบเทียบกับตําแหนงที่ไดจากการจําลองการ
เคลื่อนที่กอนหนานี้ ผลที่ไดแสดงในรูปที่ 4.27 จะเห็นวาคาทั้งสองนั้นมีคาใกลเคียงกันมากจน
เกือบทับกันทั้ง 3 แกน  

จากนั้นทําการทดสอบในลักษณะเดียวกับขางตนโดยทดลองเปลี่ยนเสนทางการ
เคลื่อนที่ในหลายๆการเคลื่อนที่ตามที่ไดออกแบบไวขางตน เพ่ือทดสอบความถูกตองของ
สมการความสัมพันธเชิงความเร็ว รูปที่ 4.28-4.29 แสดงผลลัพธสําหรับกรณีเสนทางการ
เคลื่อนที่ที่ปลายแขนเปนเสนตรงตามแนวแกน z เปนระยะทาง 200 มิลลิเมตรดวยความเร็ว 20 
มิลลิเมตรตอวินาทีในทํานองเดียวกัน รูปที่ 4.30-4.31 สําหรับเสนเอียง ระยะ 200 มิลลิเมตร 
ตามแนวแกน Y และ Z ดวยความเร็ว 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที และรูปที่ 4.32-4.33 สําหรับ
ทาง เดิ นที่ เ ป นวงกลมรั ศมี  150 mm. บนระนาบ  YZ ด วยความ เ ร็ ว เชิ ง มุมของ เส น
รัศมี 0.2π  เรเดียนตอวินาที ซึ่งผลลัพธก็มีลักษณะเชนเดียวกัน โดยมีคาใกลเคียงกันมาก 
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รูปที่ 4.26: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian 
space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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รูปที่ 4.27: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กํ า หนด ให เ ค ลื่ อ นที่ ต ามแนวแกน  Y ร ะย ะ  200 มิ ล ลิ เ มต ร  ที่ ค ว าม เ ร็ ว
ใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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รูปที่ 4.28: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian 
space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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รูปที่ 4.29: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กํ า หนด ให เ ค ลื่ อ นที่ ต ามแนวแกน  Z ร ะย ะ  200 มิ ล ลิ เ มต ร  ที่ ค ว าม เ ร็ ว
ใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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รูปที่ 4.30: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็ว
ใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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รูปที่ 4.31: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็ว
ใน cartesian space 28.28มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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รูปที่ 4.32: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร ที่ความเร็วความเร็ว
เชิงมุมของเสนรัศมีใน cartesian space0.2π เรเดียนตอวินาทีที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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รูปที่ 4.33: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ  YZ รัศมี  150 มิลลิ เมตร ที่ความเร็ว
ใน cartesian space 0.2π เรเดียนตอวินาทีกับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ =0 เรเดียน 
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ผลการทดลองขางตนเปนการทดลองที่ระนาบ θ = 0 โดยมีรูปแบบการเคลื่อนที่
หลากหลายดังกลาวแลว จะเห็นวาจากกราฟแสดงการเปรียบเทียบตําแหนงในพิกัด cartesian 
space ระหวางคาตําแหนงของการเคลื่อนที่ซึ่งกําหนดให เม่ือเทียบกับตําแหนงการเคลื่อนที่ซึ่ง
ไดจากการกําหนดคาความเร็วของจุดตอแตละจุดตอใน joint space ซึ่งไดมาจากการกําหนด
ตําแหนงการเคลื่อนที่และความเร็วที่ตองการใน cartesian space ไปในสมการความสัมพันธเชิง
ความเร็วน้ัน มีคาใกลเคียงกันมากจนเกือบทับกันทั้ง 3 แกนสามารถสรุปไดวาสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วหรือสมการจาโคเบียนที่หามาไดนั้นสามารถใชในการควบคุมแขนกล
บนระนาบ θ =0 เรเดียนได 

เพ่ือแสดงใหเห็นวาสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่หามาไดถูกตองจริงและ
สามารถใชไดในทุกการเคลื่อนที่ในทุกๆระนาบ θ  จะทําการทดสอบในลักษณะเดียวกับขางตน
โดยการทดลองเปลี่ยนคาระนาบของการเคลื่อนที่ θ  ในหลายๆระนาบเพื่อทดสอบความถูกตอง
ของสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่หามาได และแสดงผลการทดลองในหัวขอถัดไป คือ ใน
หัวขอ 4.2.2 – 4.2.4 สําหรับกรณีระนาบ θ เทากับ 2

π ,  3
π  และ 6

π เรเดียน ตามลําดับ 

4.2.2 ทดสอบที่ระนาบ θ =  2
π เรเดยีน 

ทําการทดลองในลักษณะเดียวกับการทดลองในหัวขอ 4.2.1 โดยเปลี่ยนคา
ระนาบ θ  เปน 2

π เรเดียนจะได 

z z
x y

 

รูปที่ 4.34: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตางๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian 
space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ = 2

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.35: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กํ า หนด ให เ ค ลื่ อ นที่ ต ามแนวแกน  Y ร ะย ะ  200 มิ ล ลิ เ มต ร  ที่ ค ว าม เ ร็ ว
ใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 2

π  เรเดียน 

z z
x y

 

รูปที่ 4.36: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian 
space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ  = 2

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.37: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กํ า หนด ให เ ค ลื่ อ นที่ ต ามแนวแกน  Z ร ะย ะ  200 มิ ล ลิ เ มต ร  ที่ ค ว าม เ ร็ ว
ใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 2

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.38: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็ว
ใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ = 2

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.39: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็ว
ใน cartesian space 28.28มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 2

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.40: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร ที่ความเร็วเชิงมุม
ของเสนรัศมีใน Cartesian space0.2π  เรเดียนตอวินาทีที่ระนาบ θ = 2

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.41: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กํ าหนดการเคลื่ อนที่ วงกลมในระนาบ  YZ รัศ มี  150 มิลลิ เมตร  ที่ความเร็ ว
ใน cartesian space 0.2π เรเดียนตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 2

π  เรเดียน 

4.2.3 ทดสอบที่ระนาบ θ = 3
π เรเดยีน 

ทําการทดลองในลักษณะเดียวกับการทดลองในหัวขอ 4.2.1 โดยเปลี่ยนคา
ระนาบ θ  เปน 3

π เรเดียนจะได  

 

รูปที่ 4.42: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตางๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian 
space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ = 3

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.43: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กํ า หนด ให เ ค ลื่ อ นที่ ต ามแนวแกน  Y ร ะย ะ  200 มิ ล ลิ เ มต ร  ที่ ค ว าม เ ร็ ว
ใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ  = 3

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.44: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian 
space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ  = 3

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.45: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กํ า หนด ให เ ค ลื่ อ นที่ ต ามแนวแกน  Z ร ะย ะ  200 มิ ล ลิ เ มต ร  ที่ ค ว าม เ ร็ ว
ใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 3

π  เรเดียน 

z
y

z

x

 

รูปที่ 4.46: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็ว
ใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ  = 3

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.47: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็ว
ใน cartesian space 28.28มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 3

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.48: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร ที่ความเร็วเชิงมุม
ของเสนรัศมีใน cartesian space 0.2π  เรเดียนตอวินาทีที่ระนาบ θ = 3

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.49: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลานแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กํ าหนดการเคลื่ อนที่ วงกลมในระนาบ  YZ รัศ มี  150 มิลลิ เมตร  ที่ความเร็ ว
ใน cartesian space 0.2π  เรเดียนตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 3

π  เรเดียน 

4.2.4 ทดสอบที ่θ = 6
π เรเดียน  

ทําการทดลองในลักษณะเดียวกับการทดลองในหัวขอ 4.2.1 โดยเปลี่ยนคา
ระนาบ θ  เปน 6

π เรเดียนจะได 
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y
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x
 

รูปที่ 4.50: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian 
space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ = 6

π  เรเดียน 



 70 

-200
-100

0
100
200
300
400
500
600
700

0

0.
6

1.
2

1.
8

2.
4 3

3.
6

4.
2

4.
8

5.
4 6

6.
6

7.
2

7.
8

8.
4 9

9.
6

time(sec)

di
st

an
ce

(m
m

.)
X(input)

Y(input)

Z(input)

X(output)

Y(output)

Z(output)

 

รูปที่ 4.51: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กํ า หนด ให เ ค ลื่ อ นที่ ต ามแนวแกน  Y ร ะย ะ  200 มิ ล ลิ เ มต ร  ที่ ค ว าม เ ร็ ว
ใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ  = 6

π  เรเดียน 

z
y

z
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รูปที่ 4.52: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็วใน cartesian 
space 20 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ  = 6

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.53: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กํ า หนด ให เ ค ลื่ อ นที่ ต ามแนวแกน  Z ร ะย ะ  200 มิ ล ลิ เ มต ร  ที่ ค ว าม เ ร็ ว
ใน cartesian space 20 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ  = 6

π  เรเดียน 

z
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z
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รูปที่ 4.54: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็ว
ใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที ที่ระนาบ θ = 6

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.55: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กําหนดใหเคลื่อนที่ตามแนวแกน Y และแกน Z ระยะ 200 มิลลิเมตร ที่ความเร็ว
ใน cartesian space 28.28 มิลลิเมตรตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 6

π  เรเดียน 

zy z

x

 

รูปที่ 4.56: การทดลองการจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกล PA10-7C โดยสงคาความเร็วเชิงมุม
ใน joint space ที่จุดตอตาง ๆ ซึ่งไดจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว โดย
กําหนดการเคลื่อนที่วงกลมในระนาบ YZ รัศมี 150 มิลลิเมตร ที่ความเร็วเชิงมุม
ของเสนรัศมีใน cartesian space 0.2π เรเดียนตอวินาทีที่ระนาบ θ = 6

π  เรเดียน 
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รูปที่ 4.57: การเปรียบเทียบตําแหนงของปลายแขนกลในพิกัด cartesian space ระหวางคาที่
กํ าหนดการเคลื่ อนที่ วงกลมในระนาบ  YZ รัศ มี  150 มิลลิ เมตร  ที่ความเร็ ว
ใน cartesian space 0.2π  เรเดียนตอวินาที กับคาที่คํานวณหาไดจากสมการ
ความสัมพันธเชิงความเร็วที่ระนาบ θ = 6

π  เรเดียน 

จากการทดลองจําลองการเคลื่อนที่ ทั้ง 4 การทดลองในทุกระนาบการทดลองที่
กําหนดไป คือ ที่ θ = 0 เรเดียน ดังรูปที่ 4.26, 4.28, 4.30 และ4.32, ที่ θ = 2

π  เรเดียน ดังรูป

ที่ 4.34, 4.36, 4.38 และ 4.40, ที่ θ = 3
π  เรเดียน ดังรูปที่ 4.42, 4.44, 4.46 และ4.48 และ

ที่ θ = 6
π  เรเดียน ดังรูปที่ 4.50, 4.52, 4.54 และ4.56 และทําการแสดงการทดลองเปนกราฟ

ดังแสดงในรูปที่4.27, 4.29, 4.31, 4.33, 4.35, 4.37, 4.39, 4.41, 4.43, 4.45, 4.47, 4.49, 4.51, 
4.53, 4.55 และรูปที่ 4.57 ซึ่งเปนการแสดงการเปรียบเทียบระหวางตําแหนงการเคลื่อนที่ที่
กําหนดกับตําแหนงการเคลื่อนที่ที่ไดมาจากสมการความสัมพันธเชิงความเร็ว จะเห็นวากราฟ
แสดงตําแหนงการเคลื่อนที่ที่กําหนดและกราฟที่แสดงการเคลื่อนที่ที่ไดจากการการจําลองการ
เคลื่อนที่ โดยใชคาความเร็วในการเคลื่อนที่ของแตละจุดตอใน joint space ที่ไดจากการคํานวณ
จากสมการความสัมพันธเชิงความเร็วออกมานั้นใกลเคียงกันจบเกือบจะทับกันพอดี แสดงให
เห็นวาสมการความสัมพันธเชิงความเร็วที่หามาไดนี้สามารถนําไปใชในการควบคุมการเคลื่อนที่
ของแขนหุนยนตได หรือสรุปไดวา สมการความสัมพันธเชิงความเร็ว ที่ทําการคํานวณหรือหา
มานั้นมีความถูกตองแมนยําเพียงพอ 
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4.3 การทดสอบสมการโดยใชสมการการเคลื่อนที่ในการควบคุมแขนกล 

จากสมการการเคลื่อนที่ที่ไดพัฒนาขึ้นตามรายละเอียดในบทที่ 3 ในหัวขอ 3.3 
ซึ่งมีความซับซอนมาก งานวิจัยน้ีไดพัฒนาโปรแกรมจากสมการที่ (3.3) โดยมีรายละเอียดของ
สมการยอยอ่ืนที่จําเปนที่กลาวไวในหัวขอ 3.3 สมการการเคลี่อนที่สามารถเขียนไดดังนี้ คือ 

6 6 6

1 1 1
i ij j ijk k j i

j j k

b q h q q gτ
= = =

= + +∑ ∑∑&& & & โดยที่ 1,2,...,6i =        (4.3.1) 

และโปรแกรมนี้จะใชในการจําลองการเคลื่อนที่โดยกําหนดการเคลี่อนที่อางอิงให ดังหัวขอถัดไป 

4.3.1 ทดสอบความถูกตองของโครงสรางของสมการการเคลื่อนที่ 

การทดสอบความถูกตองของสมการพลศาสตรของแขนกลนั้นสามารถพิจารณา
ไดหลายสวน เชนความผิดผลาดจากคาพารามิเตอรของตัวแขน เชน ความยาวแขน จุดตอตาง 
ๆ หรือคาความแมนยําของเทอมตาง ๆ ที่ประกอบอยูในสมการพลศาสตรของแขนกลที่หามาได 
คาความผิดผลาดหรือไมแนนอนน้ีเรียกวา parametric uncertainties นอกจากคาความผิดผลาด
นี้แลวก็อาจจะมีคาความผิดผลาดอันเนื่องมาจากตัวระบบซึ่งหมายถึงระดับหรือ order ของระบบ
หรือเรียกวา unstructured uncertainties หรือ unmodeled dynamics ซึ่งคาความผิดนี้สามารถ
ลดไดโดยใชตัวควบคุมแบบ robust control หรือแบบ adaptive control แตการควบคุมทั้งสอง
แบบน้ีจําเปนจะตองมีคุณสมบัติหน่ึงที่ใชสําหรับการประกันความเสถียรภาพของตัวควบคุมน่ัน
คือ Skew Symmetric Matrix ของความสัมพันธของเมทริกซ N(q,q)&  ซึ่งจะมีความสัมพันธ
ดังนี้ 

N(q,q) = B(q) - 2C(q,q)&& &  

ความสัมพันธนี้จะมีประโยชนมากในการออกแบบตัวควบคุมแบบ Robust และตัวควบคุมแบบ 
Adaptive และเน่ืองจากวาไมสามารถหาสมการพลศาสตรของระบบไดแมนยําถูกตองรอย
เปอรเซนต ดังนั้น จําเปนตองหาแบบจําลองที่มีโครงสรางถูกตองและสามารถใชในระบบควบคุม
ขั้นสูงตอไป จึงตองแนใจวาโครงสรางของสมการพลศาสตรที่หามาไดมีเมทริกซ N(q,q)&  ที่มี
ลักษณะเปน Skew-Symmetric 

ซึ่งเม่ือเทียบพจนกับสมการ (3.3) จะสามารถหา เมทริกซ N(q,q)& ไดจาก 

1
2

n
jk ik

ij ij ij k
k i j

b bn b c q
q q−

⎛ ⎞∂ ∂
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑& &                               (4.3.2) 

โดยสมการที่ (4.3.2) จะได เมทริกซ N(q,q)&  จากนั้นทดสอบความเปน Skew-
Symmetry จาก  
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ij jin n= −  

ทดสอบผานโปรแกรม Matlab v2007b  

จากการวิเคราะหผานโปรแกรมดังกลาวขางตนไดผลคือ สมการการเคลื่อนที่ที่
ไดจาก (3.3) โดยแทนคาพารามิเตอรตางๆของหุนยนตแขนกล PA10-7C จากภาคผนวก (ข) 
เปนเมทริกซที่มีคุณสมบัติความเปน Skew-Symmetry ทําใหทราบวาสมการการเคลื่อนที่มี
โครงสรางที่ถูกตอง 

4.3.2 ทดสอบโดยแทนคาพารามิเตอรตางๆลงในสมการการเคลื่อนที่   

ในหัวขอน้ี จะทดสอบดูแนวโนมการทํางานของสมการการเคลื่อนที่สมการที่ 
(4.3.1) และตรวจสอบความมีเสถียรภาพของสมการโดยวิธีการจําลองการเคลื่อนที่ โดยจะ
กําหนดคาเสนทางเดินอางอิง (reference path) ของจุดตอตางๆ โดยจะทดสอบกับสมการการ
เ ค ลื่ อ น ที่ สํ า ห รั บ แ ข น ก ล  6 แ กน  กํ า ห น ด ใ ห จุ ด ต อ ที่  3 ยั ง ไ ม มี ก า ร เ ค ลื่ อ น ที่  มี
angular velocity profile เปนแบบคางหมูดังแสดงในรูปที่ 4.58 ข โดยกําหนดในสวนของ
ความเร็วเชิงมุมคงที่เทากับ 0.5 เรเดียนตอวินาที และความเรงเชิงมุมเทากับความหนวงมีคา
เทากับ 0.8 เรเดียนตอวินาที2 ดังแสดงในรูปที่ 4.58ค จาก velocity profile นี้สามารถนําไปใช
คํานวณหา position profile ของจุดตอตางๆ ไดตามรูปที่ 4.58 ก  จากคาการเคลื่อนที่อางอิงที่
แสดงในรูปที่ 4.58 นี้ กับคาพารามิเตอรของตัวแขนหุนยนต เราสามารถนําไปแทนในสมการ
ที่  (4.3.1) และหาแกสมการเพื่อคาแรงบิดทั้ ง 7 จุดตอไดจากสมการนี้  ดังแสดงในรูป
ที่ 4.59 ผลลัพธจากการคํานวณหาคาแรงบิดที่แตละจุดตอน้ี จะเห็นวามีความเสถียร และแรงบิด
ที่ไดก็มีลักษณะไปในทางเดียวกับความเรงอางอิงตามรูป 4.58 ค กลาวคือมีชวงที่แรงบิด
เพ่ิมขึ้น แรงบิดคงที่และแรงบิดลดลง ซึ่งทําใหพอจะม่ันใจในระดับหนึ่งวาสมการพลศาสตรของ
แขนหุนยนตที่หามาไดนี้หรือสมการที่ (4.3.1) มีความถูกตองในระดับหน่ึง ซึ่งในความเปนจริง
แลวคุณสมบัติ Skew Symmetric matrix ในหัวขอ 4.3.1 นั้นมีความสําคัญมากกวา เน่ืองจากจะ
มีบทบาทมากสําหรับการออกแบบระบบควบคุมขั้นสูงตอไป 
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รูป 4.58: คามุม ความเร็วเชิงมุม และความเรงเชิงมุมที่ใชในการทดสอบความเสถียรของสมการ
การเคลื่อนที่ 

เม่ือทําการสงคาตางๆที่กําหนดลงในสมการ 4.3.1 จะไดคาแรงบิดของแตละ
แกนแสดงในรูปที่ 4.59 
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รูปที ่4.59: คาแรงบิดของทั้ง 6 แกนที่ไดจากสมการการเคลื่อนที่โดยการแทนคามุม ความเร็ว 
และความเรงในสมการ (4.3.1) 



บทที่  5 
สรุปผลการวิจัย และขอเสนอแนะ 

5.1 สรุปผลการวจิัย 

วิทยานิพนธฉบับน้ีเปนงานวิจัยเพ่ือหาสมการที่มีความสําคัญสําหรับการนําไป
พัฒนาใชในการควบคุมแขนกล 7 แกน ที่มีลักษณะการตั้งแกนในรูปแบบเดียวกับหุนยนตแขน
กล PA10-7C ทั้งโดยการควบคุมผานทางคิเนแมติกส และ ทางไดนามิกส โดยในสวนของการ
ควบคุมผานทางคเินแมติกส สามารถควบคุมไดผานสมการอินเวิรสคิเนแมติกส และ สมการเชิง
ความเร็ว และการควบคุมทางดานไดนามิกสสามารถควบคุมผานสมการการเคลื่อนที่ที่หามาได 
ซึ่งทั้งหมดที่กลาวมานั้นไดทําการวิเคราะห คํานวณ ทดสอบจําลองการเคลื่อนที่ และทําการ
เขียนโปรแกรมในการควบคุมแขนกล PA10-7C อยางงาย เพ่ือใหเปนแนวทางในการนําสมการ
ตางๆที่ไดทดลองไวไปใชงานตอไป โดยไดทําการวิเคราะหทั้งหมดในวิทยานิพนธฉบับน้ี
สามารถสรุปได ดังนี้ 

1. ไดหาสมการการเคลื่อนที่ของหุนยนตประเภท redundant robot ที่มี
ลักษณะโครงสรางเชนเดียวกับแขนกล PA10-7C การวิเคราะหสมการทั้งหมดประกอบดวย 

ก. สมการฟอรเวิรสคิเนแมติกส  

ข. สมการอินเวิรสคิเนแมติกส  

ค. สมการความสัมพันธเชิงความเร็วระหวางตัวแปรจุดตอ และตัวแปร 
cartesian coordinate หรือการหาสมการจาโคเบียน  

ง. สมการการเคลื่อนที่  

ซึ่งจากผลการทดลองแสดงใหเห็นวาชุดสมการดังกลาวสามารถนําไปใชไดจริง
และไดทําการวิเคราะหตําแหนง singularity ไวเพ่ือใหผูที่สนใจตองการนําไปใชในการควบคุม
แขนกลลักษณะดังกลาวสามารถควบคุมแขนกลและสามารถเลือกเสนทางการเคลื่อนที่เพ่ือให
สามารถเคลื่อนที่หลีกเลี่ยงการตําแหนงที่ผานจุดที่จะเกิด singularity โดยใชความสามารถของ 
redundant axis ที่มีเพ่ิมอยูในหุนยนตแขนกล PA10-7C ได 

2. ไดทําการจําลองการเคลื่อนที่ผานโปรแกรม Solidwork Cosmos Motion 
โดยใชขอมูล 3D solid model ที่สรางขึ้นสําหรับแขนกล PA10-7C เพ่ือสามารถวิเคราะหและ
ตรวจสอบการใชงานกอนทดสอบจริงกับแขนกล PA10-7C และเพื่อแสดงถงึประสิทธิภาพในการ
ใชงานจริงกับหุนยนตแขนกลประเภท redundant robot 
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3. ไดทําโปรแกรมทดสอบเบื้องตนผานระบบปฏิบัติการวินโดวสดวย 
Microsoft® Visual C++ อยางงาย เพ่ือควบคุมหุนยนตแขนกล PA10-7C ใหเคลื่อนที่ตาม
เสนทางที่ตองการ เชน เพ่ือเลือกเสนทางการเคลื่อนที่ใหหลีกเลี่ยงตําแหนงที่จะทําใหเกิด 
singularity ได 

5.2 ขอเสนอแนะ 

ขอจํากัดของงานวิทยานิพนธนี้มีหลายประการ เชน ในการวิเคราะหการ
เคลื่อนที่ผานสมการตางๆที่หามาไดของหุนยนตที่มีจุดตอมากกวา 6 จุดตอหรือที่เรียกวาแขน
หุนยนตแบบ redundant robot โดยมีลักษณะโครงสรางเชนเดียวกับแขนกล PA10-7C ซึ่งมีจุด
ตอทั้งหมด 7 จุดตอ ซึ่งมีผลใหสมการตางๆที่ใชในการควบคุมหุนยนตแขนกลลักษณะน้ีมีความ
ยาวและซับซอนมาก โดยเฉพาะในสวนของการวิเคราะหสมการอินเวิรสคิเนแมติกส และ 
สมการไดนามิกสนั้น เม่ือพิจารณาจากสมการที่คํานวณไดจะเห็นวาเปน เมทริกซ ที่มีขนาดใหญ 
ดังนั้นสําหรับการนําไปใชในการควบคุมในลักษณะ real-time จะเปนปญหา จึงมีความ
จําเปนตองใชคอมพิวเตอรที่มีหนวยประมวลผลกลางที่มีความเร็วสูงเพื่อการคํานวณการ
เคลื่อนที่ใหทันในแตละเวลาซุม (sampling time) และ เน่ืองจากระบบปฏิบัติการวินโดวสเอ็กซพี
ที่ใชในงานวิทยานิพนธนี้เปนระบบปฏิบัติการที่ไมมีความแนนอนในเรื่องของเวลาการคํานวณ 
หากเปนการนําไปใชงานซึ่งเร่ืองของตําแหนงของเวลาเปนสิ่งที่จําเปน อาจจะตองมีการ
เปลี่ยนไปใชระบบปฏิบัติการที่มีคุณสมบัติดานการจัดการเวลาจริง (real-time OS) 

การสงคําสั่งในการควบคุมแรงของแตละจุดตอของหุนยนตแขนกล PA10-7C 
ไมสามารถทําการควบคุมโดยตรงไดผานกลองควบคุม (controller) และบอรดควบคุมการ
เคลื่อนที่ (motion control CPU board) ที่ทางบริษัท MHI ใหมา จึงจําเปนตองใชบอรดควบคุม 
อ่ืน เชน Arcnet card ซึ่งมีลักษณะการสงขอมูลไปยังกลองควบคุมที่ยุงยาก จําเปนตองมี
โปรแกรมเพื่อควบคุมตัวบอรดควบคุม อีกที ซึ่งตองใชความรูในการเขียนโปรแกรมในระดับสูง 
งานวิจัยน้ีจึงแสดงผลในลักษณะการเช็คความถูกตองของโครงสรางของสมการการเคลื่อนที่แทน 
ดังนั้นผูที่ตองการนําหุนยนตแขนกล PA10-7Cไปประยุกตในการควบคุมแรงดวยจําเปนอยางยิ่ง
ที่ตองออกแบบและพัฒนาโปรแกรมใหสามารถใชตัวบอรดควบคุมอ่ืนๆ เชน Arcnet card เพ่ือ
ใชตอยอดในการควบคุมแขนกลในสวนของการควบคุมแรงตอไป 

ทฤษฎีและขั้นตอนวิธีที่ระบุไวในงานวิทยานิพนธนี้สามารถนําไปประยุกตใชได
ทันทีเพ่ือเปนพ้ืนฐานความรูในการวิจัยขั้นสูงและการพัฒนาเพื่อนําไปใชกับแขนกลแบบ 
redundant โดยใชแขนกล  PA10-7C เปนมาตรฐาน  เชน  การนําไปใชกับระบบ  Visual 
tracking moving target โดยพัฒนานําระบบการมองเห็นมาใชรวมกับแขนกล PA10-7Cตอไป 
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ศึกษาแนวทางในการควบคุมแขนกลเพื่อใหสามารถเคลื่อนที่ไปยังตําแหนง 
singularity แลวหุนยนตแขนกลยังสามารถเคลื่อนที่ไปตามเสนทางที่ตองการได ซึ่งแนวทางการ
ควบคุมแขนกลเพื่อผานตําแหนง singularity ก็ยังคงเปนสิ่งที่นาสนใจในการวิจัยตอไป 
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ภาคผนวก ก 

 
อุปกรณที่ใชในวิทยานิพนธ 

 

อุปกรณที่ใชประกอบดวยอุปกรณหลักๆ ดังตอไปน้ี 

1. แขนกลของบริษัท Mitsubishi heavy industrial,Ltd. รุน PA10-7C ซึ่งเปน
แขนกล 7 แกน 

 

รูปที ่ก.1: แขนกลของบริษทั Mitsubishi heavy industrial,Ltd. รุน PA10-7C 

2. ชุดควบคุม (robot control unit) ของแขนกล PA10-7C รุน PA10-7C-CNT 
ของบริษัท Mitsubishi heavy industrial,Ltd. พรอมสายสันญาณ 1 ชุด 



 85

 

 
รูปที ่ก.2: ชุดควบคุม (robot control unit) ของกับแขนกล PA10-7C รุน PA10-7C-CNT 

3. motion control CPU board รุ น  MHI-D7281 ข อ ง บ ริ ษั ท  Mitsubishi 
heavy industrial,Ltd. 

 

รูปที ่ก.3: motion control CPU board รุน MHI-D7281 
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4. DIO board รุน PIO-32/32L ของบริษัท CONTEC 

 

รูปที ่ก.4: DIO board รุน PIO-32/32L 

5. หุน PhantomOmni ของบริษัท SensAble Technologies, Inc.,  

 

รูปที ่ก.5: หุน Phantom Omni 
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ภาคผนวก ข 

พารามิเตอรตางๆที่สําคญัของหุนยนตแขนกล PA10-7C[11] 

1. จุดศูนยถวงของแขนกลแตละแกน(cg.) และมวลของแขนกลแตละแกน 

ระยะตามแกน x y z mass 

Links 1 0 0 -0.010 9.22 

Links 2 0 -0.200 0 4.51 

Links 3 0 0 -0.035 5.64 

Links 4 0 -0.115 0 2.04 

Links 5 0 0 -0.084 2.61 

Links 6 0 -0.042 0 2.07 

Links 7 0 0 0.022 1.05 

ตารางที ่ข.1: จุดศูนยถวงของแขนกลแตละแกน (cg.) ในหนวย เมตร โดยเทียบกบัแกนของแต
ละขอตอ และมวลของแขนกลแตละแกนในหนวย กิโลกรัม 

2. โมเมนตความเฉื่อยของแขนกลแตละแกน (Moment of Inertia) 

0.122706 0 0 0.055035 0 0
1 0 0.122706 0 , 2 0 0.055035 0

0 0 0.550564 0 0 0.018144

0.008124 0 0 0.008124 0 0
3 0 0.008124 0 , 4 0 0.008124 0

0 0 0.00572413 0 0 0.00572413

0.00
5

link link

link link

link

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

LLL

LL

2546007 0 0 0.002977 0 0
0 0.002546007 0 , 6 0 0.002977 0
0 0 0.002747347 0 0 0.001141

0.0005294 0 0
7 0 0.0005294 0

0 0 0.0004

link

link

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

โดยคาโมเมนตความเฉื่อยมีหนวยเปน กิโลกรัม.เมตร2 ( 2kg m⋅ ) 
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3. ระยะของแขนกล 

 

รูปที ่ข.1: ระยะขนาดของหุนยนตแขนกล PA10-7C 
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