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ความถี่กําลังในศีรษะมนุษยดวยวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา. (STUDY OF THE 
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เตชะอํานาจ, 85 หนา. ISBN 974-53-1116-2.

วทิยานพินธนีน้าํเสนอการคาํนวณกระแสไฟฟาเหนีย่วนาํความถีก่าํลงัในศรีษะมนษุยดวย
วธิผีลตางสบืเนือ่งโดเมนเวลา เพือ่ศึกษาลักษณะของกระแสไฟฟาและความแมนยาํในการคาํนวณ.  
การคาํนวณทาํบนแบบจาํลองอยางงายและแบบจาํลองศรีษะมนษุย.  แบบจาํลองอยางงายทีใ่ชได
แกทรงกระบอกและทรงกลมทั้งแบบชั้นเดียวและสองชั้นที่มีจุดศูนยกลางรวมหรือตางกัน.  
วิทยานิพนธนี้ไดสรางแบบจําลองศีรษะมนุษยจากฐานขอมูลทางกายวิภาคศาสตร โดยมีความ
ละเอยีด 4 มลิลิเมตร.

การคํานวณไดทําที่ความถี่สูงแลวปรับคาคําตอบมาที่ความถี่กําลัง เพื่อลดเวลาในการ
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สูงที่บริเวณขอบของแบบจําลอง และการใชวิธีประมาณคานอกชวงแบบเชิงเสนในบริเวณนี้
สามารถลดความคลาดเคลื่อนไดดีกับแบบจําลองเนื้อเดียวเทานั้น.  สําหรับกรณีที่แยที่สุดใน
แบบจําลองอยางงาย ความคลาดเคลื่อนมีคาเฉลี่ยและคาสูงสุดเทากับ 9% และ 90% ตาม
ลําดับ.  ในศีรษะมนุษยที่ไดรับสนามแมเหล็ก 1/377 A/m ความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ในสมองมีขนาดสูงสุดประมาณ 6.58 nA/m2 ณ บริเวณขอบ.  บริเวณที่มีความหนาแนนกระแส
ไฟฟาเหนี่ยวนําสูงคือ กลามเนื้อตรงสวนขอบของศีรษะมนุษยและลําคอ โดยมีขนาดประมาณ 6
ถึง 26 nA/m2.
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This thesis presents the calculation of the power-frequency induced current in 
the human head by the finite difference time domain method to study the induced 
current characteristics and the calculation accuracy.  The calculation has been carried 
out for simple models and a human head model.  The simple models used here are 
single- and two-layer, concentric or eccentric, cylinders and spheres.  A 4-mm 
resolution head model has been constructed from anatomy database.

To reduce the calculation time, the calculation has been done at a high 
frequency, and the results were then scaled to the power frequency.  When the 
frequency is higher than 2 MHz, it affects the calculation accuracy.  A conductivity 
smaller than 0.5 S/m is not suitable for applying the frequency scaling.  The calculation 
error is high at the edge of the models and using linear extrapolation at the edge 
reduces the error well only for the homogeneous models.  For the worst case of the 
simple models, the average and maximum errors are 9% and 90%, respectively.  In the 
human head model under a magnetic field of 1/377 A/m, the maximum current density, 
approximately 6.58 nA/m2, is located at the edge of the brain.  Organs having large 
induced current density, about 6 to 26 nA/m2, are the muscles at the edges of the head 
and neck.
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บทที่ 1

บทนํา

ปจจุบันไดมีความวิตกเกี่ยวกับผลของสนามแมเหล็กไฟฟาความถี่กําลัง (50 หรือ 60 เฮิรตซ) 
ตอสุขภาพของมนุษยมากขึ้น.  จากความวิตกนี้ โครงการ, ขอแนะนํา (Guide Lines) และ      
มาตรฐานตางๆ ที่เกี่ยวของ[1-4] ไดถูกกอต้ังหรือกําหนดขึ้น เพื่อศึกษาผลของสนาม หรือกําหนด
ขีดจํากัดของสนาม.
        คาขีดจํากัดของสนามถูกกําหนดโดยคาความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจากสนาม
นั้นๆ.  การหาความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําภายในรางกายมนุษยโดยทั่วไป สามารถทําได
2 วิธีคือ การวิเคราะหจากหุนมนุษย (Mannequin) และการคํานวณดวยวิธีเชิงตัวเลข (Numerical 
Method).  การวิเคราะหจากหุนมนุษยใชเครื่องมือวัดกระแสไฟฟาจากหุนมนุษยโดยตรง โดยมี  
ขอจํากัดที่การหาเครื่องมือวัดที่เหมาะสมและความคลายคลึงของหุนมนุษยกับรางกายมนุษยยัง
ไมดีพอ. วิธีเชิงตัวเลขแบงเปน 2 วิธีคือ วิธีแบงขอบเขตและวิธีแบงบริเวณ.  วิธีแบงขอบเขตเชน วิธี
ชิ้นประกอบขอบเขต (Boundary Element Method) และวิธีประจุพื้นผิว (Surface Charge 
Method) มีความแมนยําในการคํานวณและสามารถใชกับบริเวณผิวโคงไดไมยาก แตมีขอจํากัดที่
จํานวนเอลิเมนตหรือความละเอียดในการคํานวณ.  วิธีแบงบริเวณเชน วิธีผลตางสืบเนื่องโดเมน
เวลา (Finite Difference Time Domain Method: FDTD Method), วิธีผลตางสืบเนื่อง            
ศักยสเกลาร (Finite Difference Scalar Potential Method) และวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite 
Element Method) มีขอจํากัดสําหรับปญหาที่ตองใชเอลิเมนตหรือกริดจํานวนมากเชนกัน แตมี
ความเหมาะสมตอการคํานวณบริเวณที่มีตัวกลางหลายชนิด โดยในทั่วไปจะแบงบริเวณออกเปน
กริดทําใหมีรูปทรงขอบเขตเปนขั้นบันได.

ในอดีตที่ผานมา ไดมีการศึกษาเปนจํานวนมากถึงสนามไฟฟาและกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
เนื่องจากสนามแมเหล็กไฟฟาในรางกายมนุษย.

Kaune et al.[5] วัดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในหุนมนุษยเนื้อเดียว (ภายในบรรจุน้ําเกลือ) 
เนื่องจากสนามไฟฟาความถี่ 60 เฮิรทซ และทําการวัดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองครึ่ง
ทรงกลมภายในบรรจุน้ําเกลือซ่ึงไดผลการวัดใกลเคียงกับสมการคําตอบเชิงวิเคราะหในป ค.ศ. 
1985.

Miller[6] สรางหัววัดเล็กๆ (Miniaturized Probe) วัดสนามไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง
หนูที่มีขนาดเทากับหนูจริงและหุนมนุษยที่มีขนาด 1/4 เทาของมนุษยจริง เมื่อไดรับสนามแมเหล็ก
ความถี่ 60  เฮิรทซ ในป ค.ศ. 1991.
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Hart[7] ใชวิธีอิมพิแดนซ (Impedance Method) หาสนามไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง

มนุษยเนื้อเดียวและแบบจําลองหนู เมื่อไดรับสนามแมเหล็กความถี่ 60 เฮิรทซ โดยเปรียบเทียบ
คาที่คํานวณไดกับคาที่วัดไดจากหุนมนุษยในป ค.ศ. 1992.

Stuchly et al.[8] ใชวิธีอิมพิแดนซหาสนามไฟฟาเหนี่ยวนําและกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําใน
แบบจําลองเซลลลูกบาศกที่มีคุณสมบัติทางไฟฟาเหมือนกับเนื้อเยื่อของมนุษย เมื่อไดรับสนาม  
แมเหล็กความถี่ต่ําในป ค.ศ. 1994.

Stuchly et al.[9] ใชวิธีอิมพิแดนซหาสนามไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองมนุษยที่มีความ
ละเอียดรางกาย 1.3 เซนติเมตรและความละเอียดศีรษะ 0.665 เซนติเมตร เมื่อไดรับสนาม        
แมเหล็กความถี่  60  เฮิรทซ ในป ค.ศ. 1996.

Gandhi[10] ใชวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาพรอมทั้งวิธีการปรับมาตราความถี่และวิธี   
อิมพิแดนซ หากระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองมนุษยที่มีความละเอียด 1.31 เซนติเมตร เมื่อ
ไดรับสนามแมเหล็กความถี่ 60 เฮิรทซในป ค.ศ. 1992.

Dawson et al.[11] ใชวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาและวิธีผลตางสืบเนื่องศักยสเกลาร หา
สนามไฟฟาเหนี่ยวนําและกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองทรงกลม เมื่อไดรับสนามแมเหล็ก
ความถี่  60  เฮิรทซ และเทียบผลการคํานวณกับสมการคําตอบเชิงวิเคราะหในป ค.ศ. 1996.

Dawson et al.[12] หาสนามไฟฟาเหนี่ยวนําและกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง
มนุษย เมื่อไดรับสนามแมเหล็กความถี่ต่ํา  โดยใชวิธีผลตางสืบเนื่องศักยสเกลารแทนวิธี             
ผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาและวิธีอิมพิแดนซ เมื่อแบบจําลองมนุษยมีความละเอียดสูงขึ้นในป 
ค.ศ. 1997.

Dimbylow[13] ใชวิธีผลตางสืบเน่ืองศักยสเกลารและวิธีอิมพิแดนซ หาสนามไฟฟา    
เหนี่ยวนําในแบบจําลองมนุษยที่มีความละเอียดถึง 2 มิลลิเมตร เมื่อไดรับสนามแมเหล็กความถี่ 
50  เฮิรทซ ถึง 10 เมกกะเฮิรตซ ในป ค.ศ. 1998.

Furse et al.[14] ใชวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาพรอมทั้งวิธีการปรับมาตราความถี่ หา
กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองมนุษยที่มีความละเอียด 6 มิลลิเมตร เมื่อไดรับสนามแมเหล็ก
ความถี่ 60  เฮริตซในป ค.ศ. 1998.

สําหรับงานวิจัยที่ไดกลาวมาในเบื้องตน การหากระแสเหนี่ยวนําโดยการวัดจากหุนมนุษย
หรือแบบจําลองจริงนั้น มีขอจํากัดอยูที่ความแมนยําของการวัดและความไมสมบูรณของหุนมนุษย
ในการจําลองความซับซอนของรางกายมนุษย.  การคํานวณหากระแสเหนี่ยวนําโดยวิธีเชิงตัวเลข
นั้น วิธีอิมพิแดนซมีหลักการและขั้นตอนการคํานวณที่ไมซับซอนแตมีความแมนยําต่ํา วิธีผลตาง
สืบเนื่องโดเมนเวลาและวิธีผลตางสืบเนื่องศักยสเกลารเปนวิธีที่นิยมใชในปจจุบันและไดมีการ
เปรียบเทียบความแมนยํากับสมการคําตอบเชิงวิเคราะห.  อยางไรก็ดีผลการคํานวณความ      
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หนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจาก 2 วิธีนี้ มีความแตกตางจากผลที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีชิ้น
ประกอบขอบเขตที่ใชแบบจําลองผิวโคง[15, 16] อยูมาก.  ทั้งนี้อาจเปนผลเนื่องจากผิวของรูปทรง
ในวิธีทั้ง 2 นั้นเปนลักษณะขั้นบันได และในกรณีของวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลายังมีผลของการ
ใชวิธีการปรับมาตราความถี่และวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณอีกดวย.

1.1 วัตถุประสงค
วิทยานิพนธนี้ศึกษาเบื้องตนถึงการใชวิธี FDTD ในการคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟา

เหนี่ยวนําในแบบจําลองศีรษะมนุษย. วิธีนี้สามารถคํานวณที่ความละเอียดและความซับซอนของ
แบบจําลองสูงๆ ได ทําใหเหมาะสําหรับการคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบ
จําลองที่มีความละเอียดสูงขึ้นตอไป.  ข้ันตนของวิทยานิพนธนี้ ไดศึกษาถึงความแมนยําของผล
การคํานวณในแบบจําลองพื้นฐาน โดยเทียบกับสมการคําตอบเชิงวิเคราะหหรือผลการคํานวณ
ดวยวิธีแบงขอบเขต (ซึ่งในวิทยานิพนธนี้ใชวิธีชิ้นประกอบขอบเขต).  จากนั้นไดทดลองคํานวณกับ
แบบจําลองศีรษะมนุษยที่ความละเอียดสูงขึ้น.

แบบจําลองศีรษะมนุษยความละเอียดสูงที่ใช ไดสรางจากขอมูลของ Visible Human 
Project (VHP)[17] ซึ่งแสดงรายละเอียดของอวัยวะภายในรางกายมนุษยโดยมีความละเอียดสูง
สุด 1/3 มิลลิเมตร.

ผลการศึกษาเบื้องตนนี้จะเปนองคความรูพื้นฐานตอไปสําหรับการใชวิธีผลตางสืบเนื่อง    
โดเมนเวลาในการคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองที่ใกลเคียงกับราง
กายมนุษยยิ่งขึ้น หรือในกรณีของสนามแมเหล็กไฟฟาความถี่สูง.

1.2 ขอบเขตของวิทยานิพนธ
1) ศึกษาวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาในการคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา

ที่เกิดจากสนามแมเหล็กความถี่กําลัง 50 เฮิรตซ.
2) เปรียบเทียบความแมนยําในการคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําดวยวิธี

ผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาเทียบกับสมการคําตอบเชิงวิเคราะหหรือผลการคํานวณดวย
วิธีชิ้นประกอบขอบเขต โดยใชแบบจําลองพื้นฐานคือ ทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น, 
ทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม และทรงกระบอกและ      
ทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน.

3) ทดลองคํานวณความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองศีรษะมนุษยอยาง
ละเอียดโดยมีระยะระหวางกริดประมาณ 3-4 มิลลิเมตร.
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1.3 เนื้อหาของวิทยานิพนธ
เนื้อหาของวิทยานิพนธในแตละบทมีดังนี้.
บทที่ 2 กลาวถึง วิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา และความคลาดเคลื่อนเชิงตัวเลขที่อาจเกิด

ขึ้นได.
บทที่ 3 กลาวถึง เทคนิคและวิธีตางๆ ที่นํามาประยุกตใชไดแก วิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอน

สมบูรณ, วิธีการแบงขอบเขตสนามรวมและสนามกระเจิง และวิธีปรับมาตราความถี่.
บทที่ 4 กลาวถึง การสรางแบบจําลองศีรษะมนุษยจาก VHP.
บทที่ 5 กลาวถึง ผลการศึกษาความแมนยําในแบบจําลองพื้นฐานทั้งทรงกระบอกและ    

ทรงกลม.
บทที่ 6 กลาวถึง ผลการคํานวณในแบบจําลองศีรษะมนุษยแบบละเอียด.
บทที่ 7 กลาวถึง ขอสรุปและขอเสนอแนะของวิทยานิพนธนี้.



บทที่ 2

วิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา

วิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาเปนวิธีเชิงตัวเลขที่ใชหาคําตอบของสมการแมกซเวลลในรูป
อนุพันธบนกริดหรือจุดที่วางเรียงตัวอยางเปนระเบียบในบริเวณที่พิจารณา. ยี (Yee) ไดเสนอขั้น
ตอนวิธีสําหรับสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาอยางมีประสิทธิ์ภาพในป ค.ศ. 1966[18].  หลัก
การของวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาสามารถอธิบายไดดังตอไปนี้.

2.1 สมการแมกซเวลล
สมการแมกซเวลลของสนามแมเหล็กไฟฟาในรูปอนุพันธสามารถเขียนไดดังนี้.

                                                          DH J
t

∂
∂

∇ × = + (2.1)

                                                           BE
t

∂
∂

∇ × = − (2.2)
                                                             D = ρ∇ ⋅ (2.3)
                                                             0B =∇ ⋅ (2.4)

โดย E  คือความเขมสนามไฟฟา(V/m),
H  คือความเขมสนามแมเหล็ก(A/m),
D  คือความหนาแนนของฟลักซไฟฟา(C/m2),
B  คือความหนาแนนของฟลักซแมเหล็ก(T),
J  คือความหนาแนนกระแสไฟฟา(A/m2) และ
ρ  คือความหนาแนนประจุไฟฟาเชิงปริมาตร(C/m3).

เมื่อตัวกลางเปนแบบเชิงเสน, ไอโซทรอปก และ ไมกระจายตามความถี่  เราสามารถเขียนความ
สัมพันธระหวาง E กับD , H กับ B  และ J กับ E  ไดดังนี้

                                                        D = Eε (2.5)
                                                        B = Hµ (2.6)
                                                        J = Eσ (2.7)
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โดย ε  คือสภาพยอม(F/m), µ  คือความซาบซึมได(H/m) และ σ  คือสภาพนํา(S/m).

นําสมการที่ (2.5), (2.6) และ (2.7) แทนในสมการที่ (2.1) และ (2.2) พรอมทั้งเขียนเคิรล
ของ E และH ในรูปสวนประกอบของเวกเตอรไดดังนี้

                                               1 HΕ H yx z= Ext y z

∂∂ ∂
σ

∂ ε ∂ ∂
− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

(2.8)

                                               1Ε H Hy x z= Eyt z x

∂ ∂ ∂
σ

∂ ε ∂ ∂
− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

(2.9)

                                               1 H HΕ y xz = Ezt x y

∂ ∂∂
σ

∂ ε ∂ ∂
− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

(2.10)

                                                   1 EΗ Eyx z=
t z y

∂∂ ∂

∂ µ ∂ ∂
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

(2.11)

                                                   1Η EEy xz=
t x z

∂ ∂∂

∂ µ ∂ ∂
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

(2.12)

                                                   1 EEΗ yxz =
t y x

∂∂∂

∂ µ ∂ ∂
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

(2.13)

โดยมีดรรชนีลางระบุองคประกอบของพิกัด ( )x, y,z .

2.2 ขั้นตอนวิธีของยี
ยีไดสรางสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาจากสมการที่ (2.8) ถึง (2.13) โดยขั้นตอนวิธี

ของยีมีลักษณะดังนี้[19].
1) การคํานวณหาทั้งสนามแมเหล็กและสนามไฟฟาตามตําแหนงและเวลาโดยใช

สมการเชิงอนุพันธของแมกซเวลลแทนการใชสมการคลื่นหาสนามแมเหล็กหรือ
สนามไฟฟาเพียงอยางเดียว.

2) ตําแหนงของเวกเตอรสนามไฟฟาและเวกเตอรสนามแมเหล็กในบริเวณสามมิติที่
พิจารณา มีตําแหนงสลับกันดังรูปที่ 2.1 โดย (i, j, k) คือ พิกัดตําแหนงอางอิงตาม
แนวแกน x, y และ z ตามลําดับ.

3) การคํานวณแบงเปน 2 กลุม คือ กลุมของเวกเตอรสนามไฟฟาและกลุมของ    
เวกเตอรสนามแมเหล็ก โดยคํานวณสลับกันตามลําดับข้ันเวลา  เชน ที่เวลา 

0t = คํานวณหา E , Ex y และ Ez   ที่เวลา 0.5t = t∆  คํานวณหา H , Hx y และ
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H z  ที่เวลา 1.0t = t∆ คํานวณหา E , Ex y และ Ez   ที่เวลา 1.5t = t∆  คํานวณหา 
H , Hx y และ H z  เปนตน(เมื่อ t∆ คือเวลาระหวางชวงเวลาที่อยูติดกัน).

รูปที่ 2.1 ตําแหนงเวกเตอรสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กบนหนึ่งหนวยเซลลของยี.

2.3 สมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา
กําหนดสัญลักษณแทนคา U  ที่ตําแหนงและเวลาตางๆ ดวย

                                           ( )
n

U i x, j y,k z,n t = U i, j,k∆ ∆ ∆ ∆ (2.14)

โดย U  คือสนามไฟฟาหรือสนามแมเหล็ก,
( )i, j, k  คือพิกัดตามแนวแกน x, y และ z ตามลําดับ,

x, y, z∆ ∆ ∆  คือระยะระหวางกริดตามแนวแกน x, y และ z ตามลําดับ และ
n  คือลําดับข้ันเวลา.

อนุพันธของ U  เชิงตําแหนงตามแนวแกน x คํานวณจากนิพจนผลตางตัวกลาง(Central-
Difference Expressions)

                                    1/2 1/2( )

n n
U Ui+ , j,k i , j,kU i x, j y,k z,n t =x x

∂
∂

− −
∆ ∆ ∆ ∆

∆
. (2.15)

อนุพันธของ U  เชิงตําแหนงตามแนวแกน y และ z คํานวณจากนิพจนผลตางตัวกลางในลักษณะ
เดียวกัน.

Hx

z

y
x

Ez

( )i, j,k

H y

H y

H y

Hz

Hz
Hz

Hx

Hx

Ey

Ex
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นอกจากนี้ อนุพันธของU เชิงเวลาก็เขียนไดเปน

                                     
1/2 1/2

( )

n+ n
U Ui, j,k i, j,kU i x, j y,k z,n t =t t

∂
∂

−
−

∆ ∆ ∆ ∆
∆

. (2.16)

สมการที่ (2.8) ถึง (2.13) นํามาสรางเปนสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาได โดยใช      
สมการที่ (2.14) ถึง (2.16) ดังนี้.  จากสมการที่ (2.8) เมื่ออางอิงรูปที่ 2.1 และพิจารณา 

1/2 1/2E (i, j + ,k + ,n)x  สามารถเขียนแทนดวยนิพจนผลตางตัวกลางเชิงตําแหนงและเวลาไดเปน

           

1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2

1 1/2 1/2 1/2 1 1/2

1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2

n+ nE Ex xi, j+ ,k+ i, j+ ,k+ =
t

n nn n H HH H y yz zi, j+ ,k+ i, j,k+ i, j+ ,k+ i, j+ ,k1 -
y z

i, j+ ,k+ n Exi, j+ ,k+ i, j+ ,k+

ε
σ

−−

∆
⎡ ⎤−−⎢ ⎥
⎢ ⎥⋅ ∆ ∆⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

. (2.17)

เนื่องจากเราไมสามารถหาคาของ 1/2 1/2
n

Ex i, j+ ,k+  (ที่เวลา n  วิธีของยีจะเก็บคา H )จึงประมาณ
คาสนามไฟฟาให

                    
1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2 2

n+ n
E + Ex xn i, j+ ,k+ i, j+ ,k+E =x i, j+ ,k+

−

. (2.18)

เมื่อนําสมการที่  (2.18)  แทนในสมการที่  (2.17)  พรอมทั้งจัดรูปสมการใหม     เราสามารถเขียน
1/2 1/2

n
Ex i, j+ ,k+  ไดดังนี้

          

( )

( )

( )

1/2 1/21
21/2 1/21/2 1/2

1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1/21

2 1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/21
2 1/2

t i, j+ ,k+

n+ ni, j+ ,k+E = Ex xi, j+ ,k+ i, j+ ,k+t i, j+ ,k++
i, j+ ,k+

t

i, j+ ,k+                                 +
t i, j+ ,k++

i, j+ ,k

σ

ε

σ

ε

ε

σ

ε

∆
−

−
∆

∆

∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1/2 1/2

1/2 1 1/2
1/2

n nH Hz zi, j+ ,k+ i, j,k+
y

n nH Hy yi, j+ ,k+ i, j+ ,k  
z+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

∆
⋅

−
−

∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

(2.19)
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ดวยวิธีการเดียวกัน สมการที่ (2.9) ถึง (2.13) เขียนในรูปสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาไดดังนี้

( )

( )

( )

1/2 1 1/21
21/2 1/21/2 1 1/2

1/2 1 1/2 1/2 1 1/21/2 1 1/21
2 1/2 1 1/2

1/2 1 1/2

1/21

t i , j+ ,k+

n+ ni , j+ ,k+E = Ey yi , j+ ,k+ i , j+ ,k+t i , j+ ,k++
i , j+ ,k+

t

i , j+ ,k+                                    +
t i , j+

σ

ε

σ

ε

ε

σ

∆ −
−

−−
− −∆ −

−

∆

−
∆ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1/2 1 1 1/2 1

1 1/2 1 1/2 1 1 1/2
2 1/2 1 1/2

n n
H Hx xi , j+ ,k+ i , j+ ,k

z
n n

+ ,k+ H Hz zi, j+ ,k+ i , j+ ,k+  
i , j+ ,k+ x

−

ε

− −

∆⋅
− −

−
− ∆

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

(2.20)

( )

( )

( )

1/2 1/2 11
21/2 1/21/2 1/2 1

1/2 1/2 1 1/2 1/2 1
1/2 1/2 11

2 1/2 1/2 1

1/2 1/2 1

1/21

t i , j+ ,k+

n+ ni , j+ ,k+E = Ez zi , j+ ,k+ i , j+ ,k+t i , j+ ,k++
i , j+ ,k+

t

i , j+ ,k+                                    +
t i , j+

σ

ε

σ

ε

ε

σ

∆ −
−

−−
− −∆ −

−

∆

−
∆ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1/2 1 1 1/2 1

1/2 1 1/2 1 1 1/2 1
2 1/2 1/2 1

n n
H Hy yi, j+ ,k+ i , j+ ,k+

x
n n+ ,k+ H Hx xi , j+ ,k+ i , j,k+  

i , j+ ,k+ yε

−
−

∆⋅
−− −

−
− ∆

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(2.21)

     

1
1/2 1 1 1/2 1 1

1/2 1/2
1/2 1 3/2 1/2 1 1/2

1/2 1/21/2 1 1 1/2 3/2 1 1/2 1/2 1

                                  

n+ n
H = Hx xi , j+ ,k+ i , j+ ,k+

n+ n+
E Ey yi , j+ ,k+ i , j+ ,k+

t z    +
n+ n+i , j+ ,k+ E Ez zi , j+ ,k+ i , j+ ,k+  

y

µ

− −

−
− −

∆ ∆⋅
− −− −

−
∆

⎛
⎜

⎛ ⎞ ⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎝

⎞
⎟
⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎠

(2.22)
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1
1/2 1 1/2 1

1/2 1/2
1/2 1/2 1 1/2 1/2 1

1/2 1/2
1/2 1 1/2 3/2 1/2 1/2

n+ n
H = Hy yi, j+ ,k+ i, j+ ,k+

n+ n+
E Ez zi+ , j+ ,k+ i , j+ ,k+

t x                               +
n+ n+

i, j+ ,k+ E Ex xi, j+ ,k+ i, j+ ,k+  
z

µ

− −
∆ ∆⋅

−
−

∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(2.23)

      

1
1 1/2 1 1/2

1/2 1/2
3/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2
1 1/2

1/2 1 1/2 1/2 1 1/2

n+ n
H = Hz zi, j+ ,k+ i, j+ ,k+

n+ n+
E Ex xi, j+ ,k+ i, j+ ,k+

yt
                               + n+ n+

i, j+ ,k+ E Ey yi+ , j+ ,k+ i , j+ ,k+  
x

µ

−

∆∆
⋅

−
−

−
∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

.

(2.24)
สมการที่ (2.19) ถึง (2.24) คือสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาของสมการแมกซเวลลตาม      
ขั้นตอนวิธีของยี (โดยแสดงเปนตัวอยางเฉพาะบางตําแหนง)   เมื่อตัวกลางเปนแบบเชิงเสน,        
ไอโซทรอปก และ ไมกระจายตามความถี่.

2.4 การกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข(Numerical Dispersive)
การคํานวณเชิงตัวเลขสามารถทําใหเกิดการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข.  การกระจาย

ทางความถี่เชิงตัวเลขเปนปรากฏการณที่คลื่นแมเหล็กไฟฟาซึ่งคาํนวณจากวิธีเชิงตัวเลขมีความเร็ว
เฟสเชิงตัวเลขตางจากความเปนจริงทางกายภาพและอาจมีการลดทอนของคลื่นเชิงตัวเลขเกิดขึ้น.  
การกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขเกี่ยวของกับความยาวคลื่น, ทิศทางการเคลื่อนที่ของคลื่น และ 
ระยะระหวางกริด ดังจะอธิบายในหัวขอตอไปนี้.

2.4.1 กรณีคลื่นสเกลาร 1 มิติ
พิจารณาสมการคลื่นสเกลาร 1 มิติ

                                                           
2 2

2
2 2
U U

= c
t x

∂ ∂

∂ ∂
(2.25)

ซึ่งมี c  เปนความเร็วเฟสของคลื่น(m/s).
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สมการผลตางสืบเนื่องของสมการที่ (2.25) ที่ตําแหนงพิกัด i  และลําดับข้ันเวลา n  เขียนไดเปน

                             21 2 11 1( ) 22( )

n n nU U +Un+ n nii+ iU = c∆t + U Ui i ix

− −− −
∆

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. (2.26)

กําหนดใหคลื่นที่พิจารณาเปนคลื่นรูปไซนดังสมการ

                            { }exp ( ) exp [ ( ) ]

exp exp ( )

nU = n t ki x  = n t k + k i xre imi
       = k i x n t k i xim re

ω ω

ω

⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∆ − ∆ ∆ − ∆

∆ ⋅ ∆ − ∆

j j j

j
(2.27)

โดย j  คือ -1 , ω  คือความเร็วเชิงมุม(rad/s) และ
k  คือคาของจํานวนคลื่น (Wave Number) ที่ไดจากการคํานวณดวยวิธีเชิงตัวเลขซึ่งเรียก
วาจํานวนคลื่นเชิงตัวเลข (Numerical Wave Number) โดยเปนเลขเชิงซอน, k = k kre im+ j

เมื่อ kre  คือสวนจริง และ kim  คือสวนจินตภาพ.

สําหรับการคํานวณเชิงตัวเลข จํานวนคลื่นเชิงตัวเลขตางจากจํานวนคลื่นทางกายภาพ.  จํานวน
คลื่นเชิงตัวเลขสามารถเรียกอีกชื่อวาเวกเตอรคลื่นเชิงตัวเลข (Numerical Wavevector) ซึ่งมีทิศ
ตามการเคลื่อนที่ของคลื่น.

เมื่อแทนสมการที่ (2.27) ในสมการที่ (2.26) และจัดรูปสมการไดความสัมพันธระหวาง k

กับ ω  ดังนี้

                                       [ ]
2

1
arccos 1 cos 1

x
k = + ( t)

x c t
ω

∆
∆ −

∆ ∆

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
(2.28)

สมการที่ (2.28) คือความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข (Numerical Dispersion 
Relation).  ถานิยามตัวประกอบเสถียรภาพเชิงตัวเลข (Numerical Stability Factor) เปน
                                                                    c t

S =
x

∆

∆
(2.29)

และนิยามความละเอียดของการชักตัวอยางกริด (Grid Sampling Resolution) เปน

                                                                    N =
x

λ
λ ∆

(2.30)
โดย λ  คือความยาวคลื่น(m)
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แลวแทนในสมการที่ (2.28) จะไดความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขในพจนของ S

และ Nλ  ดังนี้

                                            
2

1 1 2
arccos 1 cos 1

πS
k = +

x S Nλ
−

∆

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

. (2.31)

2.4.2 กรณี 2 มิติและ 3 มิติ
การกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขในกรณี 2 มิติและ 3 มิติมีลักษณะเหมือนกับในกรณี 1 

มิติ แตมีทิศทางการเคลื่อนที่ของคลื่นเขามาเกี่ยวของดวย.  ความสัมพันธการกระจายทางความถี่
เชิงตัวเลข 2 มิติ   พิจารณาจากกรณีแบบแผนคลื่นทีเอ็ม (TM mode) ดังตอไปนี้.  กําหนดใหคลื่น
ที่พิจารณาเปนคลื่นรูปไซนซึ่งมีคาที่พิกัด ( )i x, j y∆ ∆  ณ เวลา n t∆  เปน

                
exp ( )

exp ( ) exp ( )

n
E = E n t k i x k j yx yz zoi, j

            = E k i x+k j y n t k i x k j yx,im y,im x,re y,rezo

ω

ω

⎡ ⎤
⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∆ − ∆ − ∆

∆ ∆ ⋅ ∆ − ∆ − ∆

j

j
(2.32)

               
exp ( )

exp ( ) exp ( )

n
H = H n t k i x k j yx yx xoi, j

             = H k i x+k j y n t k i x k j yx,im y,im x,re y,rexo

ω

ω

⎡ ⎤
⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∆ − ∆ − ∆

∆ ∆ ⋅ ∆ − ∆ − ∆

j

j
(2.33)

              
exp ( ∆ ∆ ∆ )

exp ( ∆ ∆ ) exp ( ∆ ∆ ∆ )

n
H = H n t k i x k j yx yy yoi, j

             = H k i x+k j y n t k i x k j yx,im y,im x,re y,reyo

ω

ω

⎡ ⎤
⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− −

⋅ − −

j

j
(2.34)

โดย kx  และ ky  คือสวนประกอบของเวกเตอรคลื่นเชิงตัวเลขตามแนวแกน x และ y ตามลําดับ.

จากสมการที่ (2.21) ถึง (2.23) กําหนดสภาพนํา = 0σ  เมื่อพิจารณาเฉพาะ E ,  Hz x  และ 
H y  ตามแนวแกน x และ y เราสามารถเขียนสมการเหลานี้ใหมไดเปน
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1/2 1 1/2

1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1 1/2

n n
H Hy yi, j+ i , j+

n+ n t xE = E +z zi , j+ i , j+ n ni , j+ H Hx xi , j+ i , j  
y

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
−

− ∆ ∆⋅− − − −− −
−

∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(2.35)

       
1/2 1/2

∆1 1/2 3/2 1/2 1/2
1/2 1 1/2 1

1/2 1

n+ n+E Ez ztn+ n i , j+ i , j+H = Hx xi , j+ i , j+ y
i , j+µ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−− −− ⋅− − ∆
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(2.36)

         
1/2 1/21 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2
1/2

n+ n+E En+ n z zt i+ , j+ i , j+H = H +y yi, j+ i, j+ x
i, j+µ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−∆ −⋅
∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(2.37)

สมการที่ (2.35) ถึง (2.37) คือสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา 2 มิติแบบแผนทีเอ็ม.
แทนสมการที่ (2.32) ถึง (2.34) ลงในสมการที่ (2.35) ถึง (2.37) และจัดสมการใหมได

                                                sin 2

sin 2

(k y/ )tE yzoH =xo y ( t/ )µ ω

∆∆
⋅

∆ ∆
(2.38)

                                                sin 2

sin 2

tE (k x/ )zo xH =yo x ( t/ )µ ω

∆ ∆
− ⋅

∆ ∆
(2.39)

                         sin sin sin
2 2 2

k y HH k xt t y yoxo xE =zo y x

ω

ε

∆ ∆∆ ∆
−

∆ ∆

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

(2.40)

แทนสมการที่ (2.38) และ (2.39) ในสมการที่ (2.40) และจัดรูปสมการได

                      
222

sin sin sin
2 2 2

k yk x1 t 1 1 yx= +
c t x y

ω ∆∆∆

∆ ∆ ∆

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. (2.41)

สมการที่ (2.41) คือความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขในกรณี 2 มิติ.  สําหรับกรณี 3 
มิติมีความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขคลายกับสมการที่ (2.41) ดังนี้
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22 22

sin sin sin sin
2 2 2 2

k yk x1 t 1 1 1 k zyx z= + +
c t x y z

ω ∆∆∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. (2.42)

ถากําหนดให x y z∆ = ∆ = ∆ = ∆  สมการที่ (2.41) และ (2.42) สามารถเขียนใหอยูในพจน
ของ S  และ Nλ  ได

                             cos sin2 2 2sin sin sin2 2 2

1 S k k
= +

NS

π φ φ

λ

∆ ⋅ ∆ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

(2.43)

และ

          sin cos sin sin cos2 2 2 2sin sin sin sin2 2 2 2

1 S k k k
= + +

NS

π θ φ θ φ θ

λ

∆ ⋅ ∆ ⋅ ∆ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

(2.44)

ตามลําดับ โดย θ  และ φ  คือทิศการคลื่นที่ของคลื่นตามระบบพิกัดทรงกลม r( , θ, φ) .

จากที่กลาวมาขางตน เราพบวาความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขเกี่ยวของกับ 
k .  หัวขอตอไปจะกลาวถึงผลของคา k  ตอปรากฏการณการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข.

2.4.3 จํานวนคลื่นเชิงตัวเลขกับปรากฏการณการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข
กรณี 1 มิติ
พิจารณาสมการที่ (2.31) ที่คา S  คงที่คาหนึ่ง Nλ  มีโอกาสทําให k  เปนจํานวนจริงหรือ

จํานวนเชิงซอนได.  สมการที่ (2.27) แสดงวาถา kim  ไมเทากับศูนย แอมพลิจูดของคลื่นจากผล
การคํานวณจะผิดเพี้ยนไปจากคลื่นจริงแบบฟงกชันเลขชี้กําลัง.

จากนิยามความเร็วเฟสเชิงตัวเลข

                                                                v =p kre

ω (2.45)

โดย v p  คือความเร็วเฟสเชิงตัวเลข(m/s)
ไดแสดง kre  มีความสัมพันธกับ v p   ดังนั้นการกําหนด Nλ  จึงสงผลตอ v p ดวย.
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กรณี 2 มิติ
เพื่อใหงายตอความเขาใจ การอธิบายในที่นี้เปนกรณี 2 มิติและทิศการเคลื่อนที่ของคลื่นคือ 

φ  เทากับ 0  และ 45 .  สําหรับกรณีมุมอ่ืนๆ และ กรณี 3 มิติสามารถพิจารณาไดในลักษณะ
คลายกัน.

กรณี φ  เทากับ 0  เราสามารถจัดสมการที่ (2.43) ใหแสดงคา k  ไดเปน
                                                      ( )2

arcsink = ζ
∆

(2.46)

โดย sin
1 S

=
S N

π
ζ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

ดังนั้น k  เปนจํานวนจริงเมื่อ 1ζ ≤  หรือ 
arcsin( )

S
N

S

π
λ ≥ .

เมื่อ 
arcsin( )

S
N

S

π
λ ≥  เราสามารถเขียนสมการของ kre , kim  และ v p  ได

                                                         ( ) ;
2

arcsin

0

k =re

k =im

ζ
∆ (2.47)

                                                 
( )arcsin

v = = cp k Nre

ω π

ζλ
. (2.48)

เนื่องจาก kim  ในสมการที่ (2.47) เทากับศูนย ดังนั้นจึงไมมีความผิดเพี้ยนของแอมพลิจูดจากผล
การคํานวณ.
เมื่อ 

arcsin( )

S
N

S

π
λ <  คา 1ζ >  และ ( )arcsin ζ เปนเลขเชิงซอน.  ฟงกชันอารกไซนที่เปนคา

เชิงซอนสามารถเขียนไดเปน

                                              ( ) { }2arcsin ln 1= + -ζ ζ ζ−j j (2.49)

และแทนสมการที่ (2.49) ในสมการที่ (2.46) พรอมทั้งจัดรูปแบบสมการใหมได

                                              2 2ln 1k = +π ζ ζ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −
∆ ∆

j . (2.50)
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คา kre , kim  และ v p  จึงแสดงไดดังสมการเหลานี้

                                k =re
π
∆

;                   2 2ln 1k = +im ζ ζ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −
∆

. (2.51)

                                                 2
v = = = cp k ( ) Nr

ω ω

π/ λ∆
. (2.52)

เนื่องจาก kim  จากสมการที่ (2.51) ไมเทากับศูนย ดังนั้นแอมพลิจูดของคลื่นที่คํานวณไดจะเกิด
การผิดเพี้ยนไปจากคลื่นจริงแบบฟงกชันเลขชี้กําลังตามพจน exp k i x+k j yx,im y,im⎡ ⎤

⎣ ⎦∆ ∆  ในสมการ
ที่ (2.32) ถึง (2.34) ดังนี้

               
( ) ( )

( )

( )

exp exp cos sin

2exp exp 2ln 1

exp                                               

k i x+k j y = k i +k jx,im y,im im im

                                         = k i = +  iim

= - i

φ φ

ζ ζ

α

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

∆ ∆ ∆ ∆

∆ − −

∆

(2.53)

โดย ∆α  คือคาคงตัวลดทอนเลขชี้กําลังตอกริด.

กรณี φ  เทากับ 45 เราสามารถจัดสมการที่ (2.43) ใหแสดงคา k  ไดเปน

                                                          ( )2 2
arcsink = ζ

∆
(2.54)

โดย sin
2

1 S
=

S N

π
ζ

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

ดังนั้น k  เปนจํานวนจริงเมื่อ 1ζ ≤  หรือ 
2arcsin( )

S
N

S

π
≥λ .

เมื่อ 
2arcsin( )

S
N

S

π
≥λ  เราสามารถเขียนสมการของ kre , kim  และ v p  ได

                                          ( )2 2
arcsink =re ζ

∆
;              0k =im (2.55)

                                              
( )2 arcsin

v = = cp k N  re

ω π

ζλ
(2.56)
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เนื่องจาก kim  ในสมการที่ (2.55) เทากับศูนย ดังนั้นจึงไมมีความผิดเพี้ยนของแอมพลิจูดจากผล
การคํานวณ.

เมื่อ 
2

<
arcsin( )

S
N

S

π
λ  คา > 1ζ  และ ( )arcsin ζ เปนเลขเชิงซอน. จากสมการที่ (2.49) และ 

(2.54) เราสามารถเขียนสมการของ k  ดังนี้

                                                     { }2 2 2ln 1k =  +  ζ ζ− −
∆

j j . (2.57)

คา kre , kim  และ v p  จึงแสดงไดดังสมการตอไปนี้

                                2k =re
π

∆
;                2 2 2ln 1k = +im ζ ζ− −

∆
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (2.58)

                                                   2

2
v = = = cp k ( / ) Nre

ω ω

π λ∆
. (2.59)

เนื่องจาก kim  จากสมการที่ (2.58) ไมเทากับศูนย ดังนั้นแอมพลิจูดของคลื่นที่คํานวณไดจะเกิด
การผิดเพี้ยนไปจากคลื่นจริงแบบฟงกชันเลขชี้กําลังตามพจน exp k i x+k j yx,im y,im⎡ ⎤

⎣ ⎦∆ ∆  ในสมการ
ที่ (2.32) ถึง (2.34) ดังนี้

  
( ) ( )

( )

exp exp cos sin

2 2exp ( )2ln 1 exp 2 2ln 1

exp

k i x+k j y = k i +k jx,im y,im im im

                                          = i+ j + = + i

                                          = i

φ φ

ζ ζ ζ ζ

α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∆ ∆ ∆ ∆

− − − −

− ∆

. (2.60)

จากที่กลาวมาในหัวขอนี้ การมีสวนจินตภาพของจํานวนคลื่นเชิงตัวเลขมีผลตอความผิด
เพี้ยนของแอมพลิจูดของคลื่นที่คํานวณได และสวนจริงมีผลตอความคลาดเคลื่อนของความเร็ว
เฟสเชิงตัวเลข. จํานวนคลื่นเชิงตัวเลขจะมีสวนจินตภาพหรือไมและสวนจริงจะมีผลตอความคลาด
เคลื่อนของความเร็วเฟสเชิงตัวเลขเทาใด ข้ึนอยูกับการกําหนด Nλ , S  และ ทิศทางการเคลื่อนที่
ของคลื่น.   ในการคํานวณเชิงตัวเลข  เมื่อมีการกําหนด Nλ  ที่มากพอ  ความผิดเพี้ยนของ      
แอมพลิจูดจะไมเกิด และความคลาดเคลื่อนของความเร็วเฟสเชิงตัวเลขก็นอยลง.  สวนทายนี้จะ
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ยกกรณีศึกษาที่แสดงความสัมพันธของความเร็วเฟสเชิงตัวเลขและการลดทอนของแอมพลิจูดกับ 
Nλ  เพื่อความเขาใจปรากฏการณการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขไดดีขึ้น.

กรณีศึกษา
กรณีศึกษาเปนปญหา 2 มิติของคลื่นที่เคลื่อนที่ดวยมุม φ  เทากับ 0  และ 45 .  การ

พิจารณาปญหาจะแบงเปนพิจารณาความเร็วเฟสเชิงตัวเลขและพิจารณาความผิดเพี้ยนของ   
แอมพลิจูด เมื่อแปรผันคา Nλ .  ผลการพิจารณามีดังตอไปนี้.

ความเร็วเฟสเชิงตัวเลขซึ่งเทียบบรรทัดฐานกับ c  เมื่อแปรผันคา Nλ  แสดงในรูปที่ 2.2.  
การแปรผันคา Nλ  จะเริ่มต้ังแตคาต่ําสุด N ,minλ  ซึ่งพิจารณาจากทฤษฎี Nyquist จนถึงคา Nλ

ที่ตองการคือ 10.0.  สําหรับปญหานี้กําหนดพารามิเตอร S  เทากับ 0.5 และ 1/ 2  ดังนั้นคา 
N ,minλ จึงเทากับ 1 และ 1.414 ตามลําดับ.  จากรูปที่ 2.2 คา Nλ  ณ จุดต่ําสุดของกราฟแตละ
เสนคือคาต่ําสุดที่ยังทําให k  เปนจํานวนจริงอยู (หรือเรียกวา N transitionλ, ).  รูปที่ 2.2 แสดงวา 
N transitionλ,  ที่ S  เทากับ 0.5 มีคามากกวา N transitionλ,  ที่ S  เทากับ  1/ 2  เมื่อ φ  มีคาเทา
กัน และ N transitionλ,  ที่ φ  เทากับ 45  มีคานอยกวา N transitionλ,  ที่ φ  เทากับ  0  เมื่อ S  มี
คาเทากัน. นอกจากนี้ รูปที่ 2.2 ยังแสดงความเร็วเฟสเชิงตัวเลขของกราฟแตละเสนในชวง 
[ N ,minλ , N transitionλ, ) มีคาเพิ่มข้ึนเมื่อ Nλ  ลดลงและมีคาสูงกวา c  ที่ N ,minλ  ยกเวนกรณี S

เทากับ 1/ 2  และ φ  เทากับ 45  ซึ่งกราฟมีลักษณะเปนเสนตรงตลอด. สําหรับชวง
[ N transitionλ, ,10.0] ความเร็วเฟสเชิงตัวเลขมีคาเขาใกล c  มากขึ้นเมื่อ Nλ  เพิ่มข้ึน.  จากรูปที่ 
2.2 สรุปไดวาการกําหนด S  และมุม φ  มีผลตอ N transitionλ, .  เมื่อคา Nλ  สูงขึ้น ความเร็วเฟส
ก็จะเขาใกล c  ยิ่งขึ้น หรือพิจารณาไดจากรูปที่ 2.3 ซึ่งแสดงความคลาดเคลื่อนของความเร็วเฟส
เชิงตัวเลขลดลงเมื่อ Nλ  เพิ่มข้ึน โดยพิจารณาในชวง [ N transitionλ, ,100.0].  สําหรับกรณี S

เทากับ 1/ 2  และ φ  เทากับ 45  ไมแสดงในรูปที่ 2.3  เนื่องจากความคลาดเคลื่อนมีคาต่ํามาก
(นอยกวา 10-14).

ผลการพิจารณาความผิดเพี้ยนของแอมพลิจูดแสดงจากคาคงตัวลดทอนเลขชี้กําลังตอ
กริด. รูปที่ 2.4 แสดงความสัมพันธระหวางคาคงตัวลดทอนเลขชี้กําลังตอกริด เมื่อแปรผันคา Nλ

ในชวง [ N ,minλ ,4.0).  การลดทอนตอกริดมีมากขึ้นเมื่อ Nλ  ลดลง แตเมื่อ Nλ  ไมนอยกวา 
N transitionλ,  การลดทอนจะไมเกิดขึ้น. นอกจากนี้ การกําหนด S  และมุม φ  ก็มีผลตอการลด
ทอนดวย. สําหรับกรณี S  เทากับ 1/ 2  และ φ  เทากับ 45  ไมไดแสดงในรูปเพราะไมเกิด
ปรากฏการณการลดทอน.
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รูปที่ 2.2 ความสัมพันธระหวางความเร็วเฟสเชิงตัวเลขเทียบบรรทัดฐานกับ c  กับ Nλ

รูปที่ 2.3 ความสัมพันธระหวางเปอรเซ็นตความคลาดเคลื่อนของความเร็วเฟสเชิงตัวเลข กับ Nλ
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รูปที่ 2.4 ความสัมพันธระหวางคาคงตัวลดทอนเลขชี้กําลังตอกริด กับ Nλ

จากขางตนสรุปไดวา การเกิดปรากฏการณการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลขเกี่ยวของกับ 
k  ซึ่งมีความสัมพันธกับ S , φ  และ Nλ  ตามสมการความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัว
เลขในสมการที่ (2.31), (2.43) และ (2.44) สําหรับกรณี 1, 2 และ 3 มิติตามลําดับ.  การกําหนด
คา S  มีผลตอความคลาดเคลื่อนของความเร็วเฟสเชิงตัวเลขและการลดทอนของแอมพลิจูดจาก
คลื่นที่คํานวณได แตถาเพิ่ม Nλ  มากขึ้นความคลาดเคลื่อนและการลดทอนนี้ก็จะลดลง. กรณี
ศึกษาแสดงการกําหนด S  เทากับ 1/ 2  และ φ  เทากับ 45° ไมไดเกิดความคลาดเคลื่อนของ
ความเร็วเฟสเชิงตัวเลขและการลดทอนของแอมพลิจูด หรือไมเกิดการกระจายทางความถี่เชิงตัว
เลข.  กรณีที่ S  เทากับ 1/ 2   นี้เปนการกําหนด S  ที่คาขีดจํากัดเสถียรภาพคูรันตสําหรับ 2 มิติ 
ซึ่งจะไดอธิบายในขอหัวเสถียรภาพ (ซึ่งเกี่ยวของกับ S ) ตอไป.

2.5 เสถียรภาพเชิงตัวเลข(Numerical Stability)
หัวขอนี้จะพิจารณาเสถียรภาพเชิงตัวเลข.  การขาดเสถียรภาพเชิงตัวเลขในที่นี้คือ การที่

แอมพลิจูดของคลื่นเชิงตัวเลขเพิ่มข้ึนตามเวลาอยางไมมีที่สิ้นสุด.  เสถียรภาพเชิงตัวเลขสัมพันธ
กับ t∆  โดยการคํานวณจะมีเสถียรภาพก็ตอเมื่อ t∆  มีคาอยูภายในขอบเขตที่กําหนด.  การหา
ขอบเขตของ t∆  ทําโดยการวิเคราะหความถี่เชิงซอน.  ข้ันตอนการวิเคราะหความถี่เชิงซอนมีดังนี้.  
ใหคลื่นที่พิจารณาเปนคลื่นไซน และกําหนดความถี่เชิงมุมเปนเลขเชิงซอน, = +  re imω ω ωj  เมื่อ 
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reω  คือสวนจริง และ imω  คือสวนจินตภาพ  เราสามารถเขียนสมการคลื่น 3 มิติที่พิกัดตําแหนง 

i, j  และ k  ลําดับข้ันเวลา n  ไดดังนี้

                         { }
( )

exp ( )

exp exp ( )

n
U = U +  n t k i x k j y k k zre im x y zoi, j,k

           = U n t n t k i x k j y k k zim re x y zo

ω ω

ω ω

⎡ ⎤
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎣ ⎦

∆ − ∆ − ∆ − ∆

− ∆ ⋅ ∆ − ∆ − ∆ − ∆

j j

j
(2.61)

โดย U  คือเวกเตอรสนามไฟฟาหรือเวกเตอรสนามแมเหล็ก.

จากความสัมพันธการกระจายทางความถี่เชิงตัวเลข 3 มิติในสมการที่ (2.42) เมื่อพิจารณาความถี่
เชิงมุมเปนคาเชิงซอน เราสามารถเขียนสมการใหมไดเปน

       
22 22

1 1 1 1
sin sin sin sin

2 2 2 2

k yk xt k zyx z= + +
c t x y z

ω ∆∆∆ ∆

∆ ∆ ∆ ∆

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. (2.62)

หรือ

                                                            ( )2
arcsin=

t
ω ξ

∆
(2.63)

โดย
( ) ( ) ( )

1 1 12 2 2sin sin sin2 2 22 2 2

k yk x k zyx z= c t + +
x y z

ξ
∆∆ ∆

∆
∆ ∆ ∆

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.

จากสมการที่ (2.63) เมื่อ k  เปนจํานวนจริงพบวา

                                    
( ) ( ) ( )

1 1 1
0 2 2 2c t + + upper bound

x y z
ξ ξ≤ ≤ ∆ ≡

∆ ∆ ∆
(2.64)

โดย ดรรชนีลาง upper bound  ระบุขอบเขตบน.

จากที่กลาวมาขางตน สมการที่ (2.61) แสดงวา แอมพลิจูดของคลื่นเชิงตัวเลขจะเพิ่มข้ึนถา 
0imω <  หรือลดลงถา 0imω > .  แอมพลิจูดจะคงที่ตลอดเวลาเมื่อ 0imω = .  สมการที่ (2.63) 

แสดงวา 0imω ≠  ก็ตอเมื่อ  1ξ > .  ดังนั้นการคํานวณเชิงตัวเลขมีโอกาสที่ 0imω ≠  ไดหรือไม ขึ้น
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อยูกับ upper boundξ  ในสมการที่ (2.64) วามีคามากกวา 1 ไดหรือไม.  จากสมการที่ (2.64) เรา
สามารถแบงการพิจารณาออกเปน 2 ชวงคือ ชวงเสถียรภาพและชวงไมเสถียรภาพดังนี้.

ชวงเสถียรภาพ
ชวงนี้เปนชวงที่ 1ξ0 ≤ ≤ .  โดยในชวงนี้ เมื่อพิจารณาจากสมการที่ (2.63) คา 0imω =  ดัง

นั้นแอมพลิจูดจึงคงที่ตลอดเวลา.
ชวงไมเสถียรภาพ
ชวงนี้เปนชวงที่ upper boundξ ξ1 < ≤ โดยในชวงนี้ เมื่อพิจารณาจากสมการที่ (2.63) คา 
0imω ≠  ดังนั้นแอมพลิจูดจึงขาดเสถียรภาพ.  กรณีจะเกิดขึ้นเมื่อ

                                   
( ) ( ) ( )

1 1 1
12 2 2= c t + + >upper bound

x y z
ξ ∆

∆ ∆ ∆
. (2.65)

จากสมการที่ (2.65) เงื่อนไขของ t∆  ที่ทําให 1upper boundξ >  คือ

                                          

( ) ( ) ( )

1
31 1 1

2 2 2

t > tmax- D
c + +

x y z

∆ ≡ ∆

∆ ∆ ∆

(2.66)

โดย 3tmax- D∆  คือคา t∆  สูงสุดที่จะไมทําใหเกิดภาวะไมเสถียรภาพเชิงตัวเลขอยางแนนอนใน
กรณี 3 มิติ.

สําหรับกรณีที่ x y z∆ = ∆ = ∆ = ∆  สมการที่ (2.66) สามารถเขียนไดเปน

                                        

( ) ( ) ( )

1
31 1 1 3

2 2 2

t > = tmax- Dc
c + +

∆
∆ ≡ ∆

∆ ∆ ∆

. (2.67)

สําหรับกรณี 2 มิติ และ 1 มิติคือ
                                                     22

t > tmax- Dc

∆
∆ ≡ ∆ (2.68)

                                                    1t > tmax- Dc

∆
∆ ≡ ∆ (2.69)
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จากสมการที่ (2.67) ถึง (2.69) เราสามารถเขียนสมการในรูปของขีดจํากัดเสถียรภาพคูรันต 
(Courant Stability Limit) ซึ่งการคํานวณจะมีเสถียรภาพเชิงตัวเลขก็ตอเมื่อจํานวนคูรันต ( S ) ไม
มากกวาขีดจํากัดเสถียรภาพคูรันต.
กรณี 3 มิติ
                                                           1

=3 3
Smax- D (2.70)

กรณี 2 มิติ
                                                          1

2 2
S =max- D (2.71)

กรณี 1 มิติ
                                                          1

= 11 1
Smax- D = (2.72)

จากที่กลาวมาในหัวขอนี้ การคํานวณอาจเกิดภาวะไมเสถียรภาพได ถากําหนด t∆  และ S

ไมเหมาะสม.  การคํานวณใหอยูภายใตภาวะเสถียรภาพไดนั้น t∆  และ S  ตองอยูภายในขอบเขต
คาขีดจํากัด.



บทที่ 3

เทคนิคที่ใชในการคํานวณ

วิทยานิพนธนี้ไดประยุกตใชเทคนิคตางๆ กับการคํานวณดวยวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลา 
เพื่อลดหนวยความจําของคอมพิวเตอรและเวลาในการคํานวณ.  เทคนิคตางๆ นี้ไดแก วิธีชั้น      
ตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ, วิธีการแบงสนามรวมและสนามกระเจิง (Total-Field/Scattered-
Field: TF/SF) และวิธีการปรับมาตราความถี่.  รายละเอียดในแตละวิธีมีดังตอไปนี้.

3.1 วิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ
วิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณเปนวิธีหนึ่งที่สรางเงื่อนไขขอบเขตการดูดซึม 

(Absorbing Boundary Conditions: ABCs) เพื่อใหสามารถจําลองบริเวณเปดดวยบริเวณปดได
อยางมีประสิทธิภาพ.  ประโยชนของวิธีนี้สามารถลดหนวยความจําคอมพิวเตอรในการคํานวณ 
และสามารถกําจัดคลื่นสะทอนจากขอบเขต โดยเฉพาะเมื่อคํานวณเปนเวลานานๆ.  หลักการของ
วิธีนี้คือ การเพิ่มชั้นตัวกลางชนิดหนึ่งรอบขอบเขตของบริเวณปดที่จะแทนดวยบริเวณเปด.  คุณ
สมบัติของตัวกลางนี้ทําใหคลื่นที่สะทอนจากตัวกลางนี้มีนอยมากและคลื่นที่เคลื่อนที่เขาไปในตัว
กลางนี้ถูกลดทอนขนาดลงจนเกือบเปนศูนย ดังนั้นคลื่นในบริเวณปดของปญหาจะมีพฤติกรรม
เสมือนอยูในบริเวณเปดที่มีขนาดอนันต.

หัวขอนี้ไดอธิบายถึงการพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตการดูดซึมในกรณี 1 มิติดวยหลักการอยาง
งายและในกรณี 2 มิติและ 3 มิติดวยวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ.

3.1.1 เงื่อนไขขอบเขตการดูดซึมใน 1 มิติ
การคํานวณสนามใน 1 มิติคือการหาสนาม ณ ตําแหนงตางๆ จากการคํานวณโดยใชคา

สนามในตําแหนงขางเคียงทั้ง 2 ขาง.  ปญหาจากการหาสนามที่ตําแหนงขอบของบริเวณปดคือ 
เราไมสามารถรูคาสนามในตําแหนงขางเคียงขางใดขางหนึ่งได เนื่องจากหนวยความจํา
คอมพิวเตอรจะเกบ็คาสนามภายในขอบเขตของบริเวณปดเทานั้น.  หลักการจําลองบริเวณเปดใน 
1 มิติคือ การกําหนดใหคาสนามที่ขอบของบริเวณปด ณ เวลา n t∆  มีคาเทากับคาสนามที่อยู
ตําแหนงถัดจากขอบของบริเวณปดเขาไปขางในอีก 1 กริดเมื่อเวลา ( )n n t′− ∆  โดย n′  คือจํานวน
ลําดับข้ันเวลาที่คลื่นใชในการเคลื่อนที่เปนระยะทางได 1 กริด[20].
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ตัวอยางเชน การพิจารณาการเคลื่อนที่ตามแนวแกน x ของคลื่นแมเหล็กไฟฟาในอากาศ.  

เมื่อกําหนด S =0.5 เราสามารถหาระยะทางที่คลื่นเคลื่อนที่ภายในเวลา ∆t  ไดจากสมการนิยาม
ตัวประกอบเสถียรภาพในบทที่ 2 ดังนี้

                                           0 0
0

0.5 x
distance = c t = c = 0.5 x

c

∆
× ∆ ⋅ ∆ (3.1)

โดย distance  คือระยะทางที่คลื่นเคลื่อนที่,
0c  คือความเร็วของคลื่นในอากาศ(m/s).

สมการที่ (3.1) แสดงคลื่นสามารถเคลื่อนที่ได 0.5∆x  ภายในเวลา ∆t  หรือ 1 กริดภายในเวลา 2
ลําดับข้ันเวลา.  จากหลักการจําลองบริเวณเปดใน 1 มิติตามที่กลาวขางตน E  ที่ขอบของบริเวณ
ปดสามารถหาไดจากสมการ

                                                 
2 2

; 0 1 1
n n n n

E = E    E = Eedge edge
− −

− (3.2)

โดย 0
n

E  และ n
E edge  คือสนามที่ขอบดานซายและดานขวาของบริเวณปดตามลําดับ.

3.1.2 วิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณใน 2 มิติ
หัวขอนี้อธิบายวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณในกรณี 2 มิติ.  เพื่อใหงายตอความเขา

ใจวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ  หัวขอนี้จึงอธิบายกรณี 2 มิติอยางละเอียดกอน ตอจาก
นั้นจึงขยายไปสูกรณี 3 มิติในหัวขอถัดไป.

พิจารณาสมการที่ (2.10) ถึง (2.12) เปนแบบแผนทีเอ็ม 2 มิติ. จากนั้นแปลงสมการใหอยู
ในรูปโดเมนความถี่ พรอมเพิ่มคาคงตัวแอนไอโซโทรปกไมจริง (Fictitious Anisotropic 
Constants) เพื่อแทนการเพิ่มชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ[21] ไดสมการ

                                      1
( ) ( )

H Hy xE x y = Ez F F zz z x y

∂ ∂∗ ∗ω ε ε σ
ε ∂ ∂

⋅ ⋅ − −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

j (3.3)

                                    1
( ) ( )

ΕzH x y =x F Fx x y

∂∗ ∗ω µ µ
µ ∂

⋅ ⋅ −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

j (3.4)

                                   1
( ) ( )

ΕzH x y =y F Fy y x

∂∗ ∗ω µ µ
µ ∂

⋅ ⋅
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

j (3.5)
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โดย F
∗ε  และ F

∗µ  คือคาคงตัวแอนไอโซโทรปกไมจริงและมีดรรชนีลาง x , y  และ z  ระบุสวน
ประกอบในระบบพิกัดคารทีเซียน,
ε , µ  และ σ  คือสภาพยอม(F/m), ความซาบซึมได(H/m) และ สภาพนํา(S/m) ของแบบ
จําลองและบริเวณปดรอบแบบจําลองตามลําดับ.

คา F
∗ε  และ F

∗µ  คือสภาพยอมสัมพัทธและความซาบซึมไดสัมพัทธตามลําดับ ของชั้นตัวกลางไร
คลื่นสะทอนสมบูรณซึ่งในที่นี้กําหนดเปนตัวกลางที่นําไฟฟา.

การกําหนดใหคลื่นที่มาตกกระทบชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณไมใหเกิดการสะทอน
กลับนั้น สามารถพิจารณาไดจากคาสัมประสิทธิ์การสะทอน ( Γ ) และอิมพิแดนซอินทรินซิก 
(Intrinsic Impedence).  สําหรับคลื่นที่เคลื่อนที่เขาไปในชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณจะลด
ทอนไดก็ตอเมื่อ F

∗ε  มีสวนจินตภาพ.  คา F
∗ε  ที่พิจารณาจึงเปนคาเชิงซอนหรือสภาพยอมสัมพัทธ

เชิงซอน.  รูปแบบของ F
∗ε  และ F

∗µ  ในชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณกําหนดเปนคาเชิงซอน
ดังสมการ[20, 22]

                                          ( )
( ) ( )       

0

mEzm = m  F Fz z,re
σ∗ε ε

ωε
− j (3.6)

เมื่อ m = x  หรือ y

                                         
( )

( ) ( )   
0

mHnm = m       F Fn n,re

σ∗µ µ
ωµ

− j (3.7)

เมื่อ m = x  หรือ y ; n = x  หรือ y  โดย m n≠

โดย Fre
ε  และ Fre

µ  เปนสวนจริง,

Eσ  และ Hσ  เปนสวนจินตภาพ และมีดรรชนีลาง x , y  และ z  ระบุสวนประกอบใน
ระบบพิกัดคารทีเซียน,

0ε  และ 0µ  คือสภาพยอมของอากาศ(F/m), ความซาบซึมไดของอากาศ(H/m) ตามลําดับ.

ชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณจะเกิดขึ้นไดก็ตอเมื่อ F
∗ε  และ F

∗µ  เปนไปตามเงื่อนไขดังนี้[20, 
23].

1) คาอิมพิแดนซอินทรินซิกจากบริเวณปญหา ( 0η ) ถึงชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอน
สมบูรณ ( pmlη ) มีคาเทากัน (ภาวะนี้ Γ = 0  หรือคลื่นไมเกิดการสะทอน) ดังสมการ



27

                                               0 0= = 0
0 0

F
pml

F

∗µ µµ
η η∗ε εε

=⋅ (3.8)

นั่นคือ

                                                               = 1F

F

∗µ
∗ε

. (3.9)

2) คา F
∗ε  และ F

∗µ  ในทิศที่ตั้งฉากกับขอบเขตตองเปนสวนกลับของคา F
∗ε  และ F

∗µ

ในทิศอื่นๆ ตามลําดับดังสมการ

                                            1
( ) ( )

( )
= x = xF Fy zxFx

∗ ∗ε ε∗ε
(3.10)

                                            1
( ) ( )

( )
= y = yF Fx zyFy

∗ ∗ε ε∗ε
(3.11)

                                            1
( ) ( )

( )
= x = xF Fy zxFx

∗ ∗µ µ∗µ
(3.12)

                                            1
( ) ( )

( )
= y = yF Fx zyFy

∗ ∗µ µ∗µ
. (3.13)

จากสมการที่ (3.6) และ (3.7) ไดมีการกําหนดคาของพจนบางพจนไวดังนี้[20, 22].

                                          ( ) ( ) 1m = m =F Fz,re n,re
ε µ (3.14)

                                             
( )( ) ( )

0 0 0
nz

mm mHE F= =
σσ σ

ε µ ε
. (3.15)

จากสมการที่ (3.14) และ (3.15) เมื่อแทนในสมการที่ (3.6) และ (3.7) จะทําใหเงื่อนไขขอที่ 1 เปน
จริงตามสมการที่ (3.9).

จากสมการที่ (3.3) ถึง (3.5) เมื่อแทนคา F
∗ε  และ F

∗µ  เขาไปโดยใชสมการที่ (3.6), (3.7), 
(3.14) และ(3.15) และเงื่อนไขขอที่ 2 จะไดสมการที่รวมการประยุกตวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอน
สมบูรณไดดังนี้

                          ( ) ( ) 11 1
0 0

Hx y Hy xF FE = Ez zx y
∂σ σ ∂

ω σ
ωε ωε ε ∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ − ⋅ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

j j j (3.16)
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1

( ) ( ) 11 1
0 0

x y EF F zH =x y
σ σ ∂ω −
ωε ωε µ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⋅ − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
j j j (3.17)

                      
1

( ) ( ) 11 1
0 0

x y EF F zH =y x
σ σ ∂ω

ωε ωε µ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

j j j . (3.18)

ในทางปฏิบัติ เราจะประมาณคา ( )xFσ  และ ( )yFσ  จากสมการ[20, 22]

                                                           Xn( ) 2 0( )
i

i =F t
ε

σ
⋅

∆
(3.19)

โดย i  คือพิกัดตําแหนง x  และ y ,
Xn  คือพารามิเตอรชวย ซึ่ง

                                                 
3

Xn( ) 0.333
pml

i
i =

l

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(3.20)

เมื่อ 1, 2, ..., pml i = l

โดย  pmll  คือจํานวนกริดในชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ.

สมการที่ (3.19) และ (3.20) แสดงวาคา 0=Fσ  ที่บริเวณนอกชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ 
ดังนั้น ( )xFσ  และ ( )yFσ  จึงไมมีผล ณ บริเวณนี้.  เมื่อคลื่นเคลื่อนที่เขาสูชั้นตัวกลางไรคลื่น
สะทอนสมบูรณ Fσ  หรือสวนจินตภาพของ F

∗ε  และ F
∗µ  จะมีขนาดเพิ่มข้ึนตามระยะความลึกที่

คลื่นเคลื่อนที่เขาไป จึงทําใหมีการลดทอนของคลื่นเพิ่มข้ึนในช้ันตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ.
เราสามารถสรางสมการที่ (3.16) ถึง (3.18) เปนสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาได เมื่อ

เปลี่ยนรูปสมการใหอยูในรูปโดเมนเวลาและพิจารณาเหมือนกับหัวขอ 2.3 ในบทที่ 2.

3.1.3 วิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณใน 3 มิติ
กรณี 3 มิติมีความคลายคลึงกับกรณี 2 มิติ โดยมีขั้นตอนดังตอไปนี้.
พิจารณาสมการที่ (2.8) ถึง (2.13) โดยแปลงสมการเหลานี้ใหอยูในรูปโดเมนความถี่ พรอม

เพิ่มคาคงตัวแอนไอโซโทรปกไมจริงเพื่อแทนการเพิ่มชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ[21] ได  
สมการ

                           1
( ) ( ) ( )

HH yzE x y z = Ex xF F Fx x x y z

∂∂∗ ∗ ∗ω ε ε ε σ
ε ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ − −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

j (3.21)
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                          1
( ) ( ) ( )

H Hx zE x y z = Ey yF F Fy y y z x

∂ ∂∗ ∗ ∗ω ε ε ε σ
ε ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ − −
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

j (3.22)

                           1
( ) ( ) ( )

H Hy xE x y z = Ez zF F Fz z z x y

∂ ∂∗ ∗ ∗ω ε ε ε σ
ε ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ − −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

j (3.23)

                         1
( ) ( ) ( )

E Ey zH x y z =x F F Fx x x z y

∂ ∂∗ ∗ ∗ω µ µ µ
µ ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

j (3.24)

                        1
( ) ( ) ( )

EE xzH x y z =y F F Fy y y x z

∂∂∗ ∗ ∗ω µ µ µ
µ ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ −
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

j (3.25)

                         1
( ) ( ) ( )

EE yxH x y z =z F F Fz z z y x

∂∂∗ ∗ ∗ω µ µ µ
µ ∂ ∂

⋅ ⋅ ⋅ −
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

j . (3.26)

สําหรับรูปแบบของ F
∗ε  และ F

∗µ  ในชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณกําหนดเปนคาเชิงซอนดัง
สมการ[20, 22]

                                             ( )
( ) ( )       

0

mEnm = m  F Fn n,re
σ∗ε ε

ωε
− j (3.27)

                                            
( )

( ) ( )   
0

mHnm = m       F Fn n,re

σ∗µ µ
ωµ

− j (3.28)

เมื่อ m = x, y  หรือ z ; n = x, y  หรือ z  โดย m n≠ .

ชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณจะเกิดขึ้นไดก็ตอเมื่อ F
∗ε  และ F

∗µ  เปนไปตามเงื่อนไข
เดียวกันกับกรณี 2 มิติคือ

1) คาอิมพิแดนซอินทรินซิกจากบริเวณปญหา ( 0η ) ถึงชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอน
สมบูรณ ( pmlη ) มีคาเทากันดังสมการที่ (3.8) และ (3.9),

2) คา F
∗ε  และ F

∗µ  ในทิศที่ตั้งฉากกับขอบเขตตองเปนสวนกลับของคา F
∗ε  และ F

∗µ

ในทิศอื่นๆ ตามลําดับดังสมการที่ (3.10) ถึง (3.13) และ

                                                  1
( ) ( )

( ) x
= z = zF FyzFz

∗ ∗ε ε∗ε
(3.29)

                                                  1
( ) ( )

( ) x
= z = zF FyzFz

∗ ∗µ µ∗µ
. (3.30)

สมการที่ (3.27) และ (3.28) ไดมีการกําหนดคาของพจนบางพจนไวเหมือนกับกรณี 2 มิติดัง     
สมการที่ (3.14) และ (3.15) เพื่อทําใหเงื่อนไขขอที่ 1 เปนจริงตามสมการที่ (3.9).  เมื่อแทนคา F

∗ε
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และ F

∗µ  เขาไปในสมการที่ (3.21) ถึง (3.26) โดยใชสมการที่ (3.27), (3.28), (3.14) และ(3.15) 
และเงื่อนไขขอที่ 2 จะไดสมการที่รวมการประยุกตวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณไดดังนี้

        
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

-
Hx y z H yF F F zE = Ex xy z

∂σ σ σ ∂ω σ
ωε ωε ωε ε ∂ ∂

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤
⋅ − ⋅ − ⋅ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

j j j j (3.31)

        
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

x y z H HxF F F zE = Ey yz x
σ σ σ ∂ ∂ω σ
ωε ωε ωε ε ∂ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤⋅ − ⋅ − ⋅ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

j j j j (3.32)

        
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

Hx y z Hy xF F FE = Ez zx y
∂σ σ σ ∂

ω σ
ωε ωε ωε ε ∂ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤

⋅ − ⋅ − ⋅ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
j j j j (3.33)

       
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

Ex y z EyF F F zH =x z y
∂σ σ σ ∂ω

ωε ωε ωε µ ∂ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤

⋅ − ⋅ − ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
j j j j (3.34)

       
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

x y z EE xF F F zH =y x z
σ σ σ ∂∂ω

ωε ωε ωε µ ∂ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤⋅ − ⋅ − ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

j j j j (3.35)

       
1

( ) ( ) ( ) 11 1 1
0 0 0

Ex y z E yxF F FH =z y x
∂σ σ σ ∂

ω
ωε ωε ωε µ ∂ ∂

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤

⋅ − ⋅ − ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
j j j j . (3.36)

ในทางปฏิบัติ เราสามารถประมาณคา ( )xFσ , ( )yFσ  และ ( )zFσ  จากสมการสมการที่ (3.19) 
และ (3.20) เมื่อ i  ในสมการคือพิกัดตําแหนง x , y  และ z .

3.2 วิธีการแบงสนามรวมและสนามกระเจิง
วิทยานิพนธนี้พิจารณาปญหาจากแหลงกําเนิดคลื่นระนาบ โดยใชวิธีการแบงสนามรวม

(Total Field) และสนามกระเจิง (Scattered Field) เพื่อใหการทํางานของวิธีชั้นตัวกลางไรคลื่น
สะทอนสมบูรณมีประสิทธิภาพยิ่งขึ้น.  วิธีนี้แยกวิเคราะหสนามกระเจิงออกจากสนามรวมโดยให
สนามรวมเกิดจากสนามตกกระทบ (Incident Field) รวมกับสนามกระเจิง

                                                   E = E + Escatinctotal (3.37)
                                                  H = H + Hscatinctotal (3.38)

โดยมี ดรรชนีลาง total,  inc  และ scat  ระบุวาเปนสนามรวม, สนามตกกระทบ และสนามกระเจิง 
ตามลําดับ.
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จากสมการที่ (3.37) และ (3.38) เมื่อสนามตกกระทบเปนสนามที่ถูกกําหนดขึ้นและทราบคาใน
ทุกๆ กริดและทุกๆ ชวงเวลา สนามกระเจิงสามารถหาไดจากการนําสนามรวมลบดวยสนามตก
กระทบ.

รูปที่ 3.1 แสดงตัวอยางการแบงบริเวณปดของปญหาดวยวิธีการแบงสนามรวมและสนาม
กระเจิง

รูปที่ 3.1 ขอบเขตของสนามรวม (TF), สนามกระเจิง (SF), วัตถุ,
 ชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ (PML) และตําแหนงของแหลงกําเนิดสนามตกกระทบ

ในบริเวณปดของปญหา

จากรูปที่ 3.1 กําหนดใหพื้นที่สี่เหลี่ยมทั้งหมดคือบริเวณปดที่จํากัดของปญหา.  วัตถุที่สนใจ
อยูภายในบริเวณสนามรวม โดยถัดจากสนามรวมคือบริเวณสนามกระเจิง. ชั้นตัวกลางไรคลื่น
สะทอนสมบูรณอยูที่ขอบของบริเวณปดเพื่อจําลองเปนบริเวณเปด. เนื่องจากขอบเขตของสนาม
กระเจิงอยูติดกับชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณ ดังนั้นปริมาณของสนามกอนเขาสูชั้นตัวกลาง
ไรคลื่นสะทอนสมบูรณจึงลดลง.  เมื่อปริมาณสนามที่เขาสูชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณลดลง 
การทํางานของชั้นตัวกลางไรคลื่นสะทอนสมบูรณก็มีประสิทธิภาพยิ่งขึ้น.

3.2.1 ความสัมพันธระหวางสนามรวมและสนามกระเจิงที่บริเวณรอยตอ
สนามแมเหล็กและสนามไฟฟาในสมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาตามขั้นตอนวิธีของยี 

ตองเปนสนามที่สอดคลองกัน (สนามรวมเหมือนกันหรือสนามกระเจิงเหมือนกัน) ทั้งหมดเทานั้น.  
เนื่องจากในการคํานวณมีการแบงบริเวณปญหาออกเปนบริเวณสนามรวมและบริเวณสนาม

TF

PML

SF object

Incident wavesource



32
กระเจิง  ดังนั้นที่บริเวณรอยตอระหวาง 2 บริเวณนี้ สนามที่นํามาใชในการคํานวณจะไมสอดคลอง
กันทั้งหมด.  การคํานวณจึงตองพิจารณาความสัมพันธระหวางสนามรวมและสนามกระเจิง ณ 
บริเวณรอยตอ.

กรณี 1 มิติ
การพิจารณาคลื่นในกรณี 1 มิติไมยุงยาก เนื่องจากบริเวณของปญหาเปนเสนตรง.  หลัก

การคือ เมื่อเรากําลังหาสนามไฟฟาที่ตําแหนง i  ใหใชสนามแมเหล็กที่สอดคลองกัน ณ ตําแหนง 
+1/2i  และ 1/2i -  ในการคํานวณ. ถาสนามแมเหล็ก ณ ตําแหนง +1/2i  หรือ 1/2i -  ไมเปนสนาม
ที่สอดคลองกันกับสนามไฟฟาที่ตําแหนง i  ก็ตองหาคาสนามแมเหล็ก ณ ตําแหนง +1/2i  หรือ 

1/2i -  ที่สอดคลองกันกับสนามไฟฟาที่ตําแหนง i  ดวยสมการที่ (3.38).  กรณีหาสนามแมเหล็กก็
ใชหลักการและการพิจารณาที่คลายกัน โดยใชสมการที่ (3.37) หาคาสนามไฟฟาในแบบที่
ตองการ.  สังเกตวาในสมการที่ (3.37) และ (3.38) สนามตกกระทบเปนคาที่เราทราบ เนื่องจาก
เปนสนามจากแหลงกําเนิดที่กําหนดขึ้นมา.

กรณี 2 มิติ
ใน 2 มิติ การพิจารณามีความยุงยากเพิ่มข้ึนจากกรณี 1 มิติ.  วิทยานิพนธนี้แสดงความ

สัมพันธระหวางสนามในกรณีแบบแผนทีเอ็ม 2 มิติอยางละเอียดเพื่อที่จะขยายไปสูกรณี 3 มิติตอ
ไป.

รูปที่ 3.2 แสดงตําแหนงเวกเตอรของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กตามแบบแผนทีเอ็ม 2
มิติ.  ที่ขอบเขตของบริเวณสนามรวม เราพิจารณาความสัมพันธระหวางสนามโดยแบงเปน 4 กรณี
ตามขอบดานลาง, ดานบน, ดานซาย และดานขวา. ในที่นี้จะแสดงตัวอยางการพิจารณาความ
สัมพันธระหวางสนามเฉพาะตามขอบดานลาง ดังตอไปนี้.

กรณีขอบดานลาง. สมการผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาแบบแผนทีเอ็ม 2 มิติในสมการที่ 
(2.35) ถึง (2.37) ในบทที่ 2 ถูกนํามาพิจารณาอีกครั้ง โดยกําหนดพิกัดตําแหนงเปน ( )i, j  ใดๆ 
ตามรูปที่ 3.2 ดังนี้

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
n n n nH H H Hy y x xn+ n i+ , j i , j i , j+ i , jtE = E + -z zi , j i , j i, j x yε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −− − −∆ ⋅
∆ ∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(3.39)
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รูปที่ 3.2 ตําแหนงเวกเตอรสนามแมเหล็กและเวกเตอรสนามไฟฟา
ตามแบบแผนทีเอ็ม 2 มิติ

                
1/2 1/2

1 1/2 1/2
n+ n+

E Ez ztn+ n i , j+ i , jH = Hx xi , j i , j µ yi , j

−∆ −
− ⋅

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(3.40)

                  
1/2 1/2

1 1/2 1/2
n+ n+

E En+ n z zt i+ , j i , jH = H +y yi , j i , j xi , jµ

−∆ −
⋅

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (3.41)

เมื่อพิจารณาสมการที่ (3.39) และรูปที่ 3.2  Hxที่พิกัดตําแหนงตามแนวแกนตั้งและแนว
แกนนอนเทากับ 1/20j -  และ ,...,0 1i i  ตามลําดับเปนสนามกระเจิง ขณะที่สนามที่เหลือในสมการ
เปนสนามรวมหมด.  เราสามารถแปลง Hx  จากสนามกระเจิงเปนสนามรวมโดยการใชสมการที่ 
(3.38) และคาสนามตกกระทบ ณ พิกัดตําแหนงนั้น.  สมการที่ (3.39) ที่ขอบดานลางนี้สามารถ
เขียนใหมไดเปน

H y

Hx

1j

Ez ขอบเขตของ TF

TF

SF

0i 1i0
1
2

i - 1
1
2

i +

0j

0
1-
2

j

1
1
2

j +
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1/2 1/2

1/2 1/2

1/21/2 1/2

n n
H Hy yi+ , j i , j

n+ n xtE = E +z zi , j i , j n ni , j nH H +Hx x,incx i , ji , j+ i , j
y

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
−

− ∆∆ ⋅
− − −

−
∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.42)

เมื่อพิจารณาสมการที่ (3.40) และรูปที่ 3.2  Ez ที่พิกัดตําแหนงตามแนวแกนตั้งและแนว
แกนนอนเทากับ 0j  และ 0 1i ,...,i  ตามลําดับเปนสนามรวม ขณะที่สนามที่เหลือในสมการเปน
สนามกระเจิงหมด.  เราสามารถแปลง Ez  จากสนามรวมเปนสนามกระเจิงดวยการใชสมการที่ 
(3.37) และสนามตกกระทบ ณ พิกัดตําแหนงนั้น.  สมการที่ (3.40) ที่ขอบดานลางนี้สามารถเขียน
ใหมไดเปน

          
1/21/2 1/2

1/2 1/21/21

n+n+ n+
E E Ez zz,inci , j+ i , ji , j+tn+ n

H = Hx xi , j i , j yi , jµ

− − −∆
− ⋅

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.43)

สําหรับการหา H y  ที่บริเวณรอยตอขอบเขตของ TF ดานลางในรูปที่ 3.2 สามารถใชสมการ
ที่ (3.41) โดยไมตองปรับรูปสมการ.

กรณีขอบดานบน. เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.39) การหา Ez  ที่พิกัด
ตําแหนง 1 0 1j = j ;  i = i ,...,i  สามารถเขียนใหมไดเปน

        
1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/21/2

n n
H Hy yi+ , j i , j

n+ n xtE = E +z zi , j i , j nni , j nH +H Hx x,inc xi , j+ i , ji , j+
y

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
−

− ∆∆ ⋅
− −

−
∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.44)

เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.40)  การหา Hx  ที่พิกัดตําแหนง 
1/21 0 1j = j + ;  i = i ,...,i  สามารถเขียนใหมไดเปน

           
1/21/2 1/2

1/2 1/2 1/21

n+n+ n+
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สําหรับการหา H y  ที่บริเวณรอยตอขอบเขตของ TF ดานบนในรูปที่ 3.2 สามารถใชสมการ

ที่ (3.41) โดยไมตองปรับรูปสมการ.
กรณีขอบดานซาย. เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.39) การหา Ez  ที่พิกัด

ตําแหนง 0 0 1i = i ;  j = j ,..., j   สามารถเขียนใหมไดเปน

        
1/2 1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

nn n
H H + Hy y y,inci+ , j i , j i , j

n+ n- t xE = E +z zi , j i , j n ni , j H Hx xi , j+ i , j
y

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
− −

∆ ∆⋅

− −
−

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.46)

สําหรับการหา Hx  ที่บริเวณรอยตอขอบเขตของ TF ดานซายในรูปที่ 3.2 สามารถใชสมการ
ที่ (3.40) โดยไมตองปรับรูปสมการ.

เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.41)  การหา H y  ที่พิกัดตําแหนง 
1/20 0 1i = i - ;  j = j ,..., j   สามารถเขียนใหมไดเปน
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กรณีขอบดานขวา. เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.39) การหา Ez  ที่พิกัด
ตําแหนง  1 0 1i = i ;  j = j ,..., j  สามารถเขียนใหมไดเปน

          
1/2 1/21/2

1/2 1/2

1/2 1/2

nn n
H + H Hy yy,inci+ , j i , ji + , j

n+ n t xE = E +z zi , j i , j n ni , j H Hx xi , j+ i , j
y

ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
−

− ∆ ∆⋅

− −
−

∆

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.48)

สําหรับการหา Hx  ที่บริเวณรอยตอขอบเขตของ TF ดานขวาในรูปที่ 3.2 สามารถใชสมการ
ที่ (3.40) โดยไมตองปรับรูปสมการ.

เมื่อพิจารณารูปที่ 3.2  สําหรับสมการที่ (3.41)  การหา H y  ที่พิกัดตําแหนง 
1/21 0 1i = i + ;  j = j ,..., j   สามารถเขียนใหมไดเปน
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H = H +y yi , j i , j xi , jµ
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สําหรับการพิจารณากรณีแบบแผนทีอี (TE Mode) 2 มิติสามารถพิจารณาไดในลักษณะคลายกัน.

กรณี 3 มิติ
กรณี 3 มิติคลายกับกรณี 2 มิติ เพียงแตมีความซับซอนขึ้นตามจํานวนขอบเขตรอยตอ

ระหวางบริเวณสนามรวมและบริเวณสนามกระเจิงที่มากขึ้น.  กําหนดตําแหนงขอบเขตของบริเวณ
สนามรวมและสวนประกอบของสนามไฟฟาดังรูปที่ 3.3. สวนประกอบของสนามไฟฟาและของ
สนามแมเหล็กในตําแหนงอื่นๆ เปนไปตามรูปที่ 2.1 ของบทที่ 2.  ความสัมพันธของสนามแบงเปน
กรณีของดานรอยตอขอบเขตดังตอไปนี้[19].

รูปที่ 3.3 ตําแหนงขอบเขตของบริเวณสนามรวมและสวนประกอบของสนามไฟฟา
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. (3.70)
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ขอบเขตดานหนา ณ พิกัด 1 1

1 0 1 0 12 2
i = i ;  j = j ,..., j ;  k = k + ,...,k⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

                          1/2 1/2 1/21 1
11 1 1

2 1

nt H y,incn+ n+ i , j,k i + , j,kE = E +z z ti , j,k i , j,k xi , j,k+
i , j,k

ε
σ

ε

⎛ ⎞
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⎜ ⎟⎜ ⎟
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                     1/2 1/2 1
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ขอบเขตดานหนา ณ พิกัด 1 1 1
1 0 1 0 12 2 2

i = i + ;  j = j ,..., j ;  k = k + ,...,k⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

                     1/2 1/2
1

1/2 1/21 1 1/21

nEn+ n+ z,inct i , j,kH = H +y y xi + , j,k i + , j,k i + , j,kµ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∆
⋅

∆

⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎩ ⎭ ⎝ ⎠

. (3.73)

ในสมการที่ (3.50) ถึง (3.73) ทางดานขวามือ     สนาม , , , ,E E E H Hx y z x y  และ Hz  หาไดจาก
สมการที่ (2.19) ถึง (2.24) ตามลําดับ สวนสนามตกกระทบ E , E , E , H , Hx,inc y,inc z,inc x,inc y,inc

และ  Hz,inc  ในทุกๆ พิกัดตําแหนงและทุกๆ ลําดับข้ันเวลาเปนสนามที่รูคา (ในสมการ ลําดับข้ัน
ทางเวลาระหวางสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กไมไดแสดงอยางมีความเกี่ยวเนื่องกัน).

3.3 วิธีการปรับมาตราความถี่
การใชวิธีผลตางสืบเนื่องโดเมนเวลาคํานวณสนามแมเหล็กไฟฟาความถี่ต่ําโดยตรง ใชเวลา

ในการคํานวณนาน โดยเฉพาะเมื่อแบบจําลองมีความละเอียดสูงๆ.  การคํานวณจึงไมสามารถ
กระทําไดโดยตรงกับสนามแมเหล็กไฟฟาที่มีความถี่ 50 เฮิรตซ เนื่องจากเวลาที่ใชมากเกินกวาที่จะ
ทําไดในทางปฏิบัติ.  สําหรับการคํานวณในทางปฏิบัติ วิทยานิพนธนี้ไดคํานวณหาสนามไฟฟา
เหนี่ยวนําที่ความถี่สูงกอน แลวจึงปรับคาสนามไฟฟาเหนี่ยวนํามายังความถี่ต่ําดวยวิธีการปรับ
มาตราความถี่.

วิธีการปรับมาตราความถี่อาศัยภาวะสนามคลายสถิต (Quasi-Static Field) โดยวิธีนี้
สามารถใชไดเมื่อขนาดของแบบจําลองที่ศึกษาเล็กกวาความยาวคลื่นอยางนอย 10 เทา และ
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สภาพนํา σ  สภาพยอม ε  ของแบบจําลองเปนไปตามเงื่อนไข + 0σ ωε ωεj [10, 14].  จาก
ภาวะดังกลาว สนามไฟฟาภายในอากาศจะตั้งฉากกับแบบจําลอง ดังนั้นสนามไฟฟาภายในแบบ
จําลองสามารถหาไดจากเงื่อนไขขอบเขตของสนามไฟฟาที่ผิวของแบบจําลองดังนี้.

                                            ( )0n E = + n Eair modelωε σ ωε⋅ ⋅j j (3.74)

โดย n  คือเวกเตอรหนึ่งหนวยที่ตั้งฉากกับผิวของแบบจําลอง และ
ω  คือความเร็วเชิงมุม(rad/s) เมื่อ
 ดรรชนีลาง model  และ air  ระบุภายในแบบจําลองและภายในอากาศตามลําดับ.

จากสมการที่ (3.74) เราสามารถนํามาหาความสัมพันธระหวางสนามที่ความถี่ต่ําและสนาม
ที่ความถี่สูงไดเปน

                                 
l h h h l h( + ) fl h hE = E Emodel model modelh l l l h lf( + )

ω σ ω ε σ
σω σ ω ε

≈
j

j
(3.75)

โดย f  คือความถี่(Hz) เมื่อ
ดรรชนีบน l  และ h  ระบุความถี่ต่ําและสูง ตามลําดับ.

ในทางปฏิบัติไดกําหนดใหพิจารณาคา σ  ที่ความถี่สูงเทากับคา σ  ที่ความถี่ต่ํา และคา rε  ใน
แบบจําลองมีคาเทากับ 1 เนื่องจาก σ ωε  จึงไมสงผลกระทบตอการคํานวณ.  สมการที่ (3.75) 
สามารถเขียนใหมได

                                                       lfl hE = Emodel modelhf
. (3.76)

สมการที่ (3.76) แสดงความสัมพันธระหวางสนามความถี่ต่ําและสนามความถี่สูงเปนไป
ตามสัดสวนของความถี่สูงที่ใชคํานวณและความถี่ต่ําที่พิจารณา.



บทที่ 4

แบบจําลองศีรษะมนุษย

บทนี้กลาวถึงขอมูลและแบบจําลองของศีรษะมนุษยที่ใชในการคํานวณ.  เนื้อหาสวนแรก
กลาวถึงที่มาและรายละเอียดของขอมูล ตอจากนั้นจะเปนการสรางแบบจําลองในการคํานวณ.

4.1 ขอมูลของศีรษะมนุษย
ขอมูลของศีรษะมนุษยประกอบดวยขอมูลทางกายวิภาคศาสตรและขอมูลคุณสมบัติทาง

ไฟฟาของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษย.

4.1.1 แหลงที่มาของขอมูล
วิทยานิพนธนี้ใชขอมูลทางกายวิภาคศาสตรจาก Visible Human Project (VHP) ของ 

National Library Medicine (NLM) ประเทศสหรัฐอเมริกา[17].  สําหรับขอมูลคุณสมบัติทาง     
ไฟฟาของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษย วิทยานิพนธนี้ใชขอมูลจากสถาบันฟสิกสประยุกต 
(Institute for Applied Physics) ของสภาวิจัยแหงชาติอิตาลี (Italian National Research 
Council)[24].

4.1.2 รายละเอียดของขอมูล
ขอมูลทางกายวิภาคศาสตรที่ไดจาก VHP ของ NLM เปนของศีรษะมนุษยเพศหญิงที่มีราย

ละเอียดสมบูรณและความละเอียดทางกายวิภาคสูง.  ลักษณะของขอมูลเปนภาพสี และแสดง
ภาคตัดขวางตามแนวระดับที่ความละเอียดระหวางภาคตัดขวางเทากับ 1/3 มิลลิเมตร.  ตัวอยาง
ภาคตัดขวางบางภาพแสดงในรูปที่ 4.1.  สําหรับชื่ออวัยวะตางๆ ในภาพทั้งหมดไดรับขอมูลจาก
แพทยและเว็บไซตของคณะแพทยศาสตร มหาวิทยาลัยฟลอริดา[25].

ขอมูลของคุณสมบัติทางไฟฟาของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษยที่ไดจากเอกสารอางอิง[24]
ประกอบดวยสภาพนํา(S/m), สภาพยอมสัมพัทธ และแทนเจนตการสูญเสีย ตั่งแตความถี่ 10 Hz 
ถึง 100 GHz.  คุณสมบัตทิางไฟฟาของแบบจําลองที่ใชในการคํานวณ ไดแกสภาพนําและสภาพ
ยอมสัมพัทธ.  สําหรับการคํานวณในวิทยานิพนธนี้ เราไดกําหนดใหสภาพยอมสัมพัทธเทากับ 1
ทั้งหมด เนื่องจาก σ ωε  จึงไมสงผลกระทบตอการคํานวณ (ในหัวขอที่ 3.3 ของบทที่ 3). ดังนั้น
คุณสมบัติทางไฟฟาของแบบจําลองในการคํานวณใชเฉพาะสภาพนํา.
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วิทยานิพนธนี้ใชอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษยทั้งหมด 43 อวัยวะ โดยสภาพนําของอวัยวะ

เหลานี้ที่ความถี่ 50 เฮิรตซ แสดงในตารางที่ 4.1.

4.2 การสรางแบบจําลองในการคํานวณ
การสรางแบบจําลองเพื่อนําไปคํานวณจะแบงเปนการทําฐานขอมูลจากขอมูลในหัวขอ 4.1 

และการนําฐานขอมูลมาสรางแบบจําลองศีรษะในการคํานวณดวยวิธี FDTD.

4.2.1 การทําฐานขอมูลของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษย
การทําฐานขอมูลคือการนําขอมูลของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษยของภาพแตละภาค     

ตัดขวาง (จากหัวขอ 4.1.2) มาทําเปนรหัสตัวเลข และเก็บในรูปแบบของไฟลคอมพิวเตอร.  ขั้น
ตอนการทําฐานขอมูลประกอบดวย

1) กําหนดจุดในภาพภาคตัดขวางแตละภาพ โดยจุดแตละจุดมีระยะหางตามแนว
กวางและแนวยาวของภาพเทากับ 2 มิลลิเมตร,

2) กําหนดตัวเลขในจุดแตละจุดเปนตัวแทนชื่อและคาคุณสมบัติทางไฟฟาของ
อวัยวะที่อยู ณ จุดนั้น และ

3) ใชความละเอียดของระยะหางระหวางภาคตัดขวางเทากับ 2 มิลลิเมตร โดยจะมี
จํานวนภาพของภาคตัดขวางที่ใชทั้งหมดเทากับ 126 ภาพ.

รูปที่ 4.1 ภาพภาคตัดขวางของศีรษะมนุษยจาก VHP (แสดงแบบสเกลสีเทา)
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ตารางที่ 4.1 สภาพนําของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษย(ที่ความถี่ 50 เฮิรตซ)[24]

ชื่ออวัยวะ σ  (S/m)
กลุมอากาศ : ชองชั้นเนื้อเยื่อหุมสมอง, ชองขางสมอง, ชองรูพรุน,
โพรงขากรรไกร, ชองรูหู และ frontalsinus

0

กลุมหลอดเลือด : หลอดเลือดดํารูปคันธนู, หลอดเลือดดําในสมอง
และหลอดเลือดแดง

0.2611

กระดูกฟองน้ํา 0.0807

กลุมเปลือกกระดูก : เพดานปาก, กระดูกสันหลัง, กระดูกแกม และ
กระดูกขากรรไกร

0.02005

กลุมสมองสวนสีเทา : caudate nucleus, thalamus และputamen 0.07526

สมองสวนสีขาว 0.05327

กลุมกระดูกออน : กระดูกออนตอมไทรอยด และกระดูกออนครอม
กลองเสียง

0.1714

สมองนอย 0.09526

เยื่อหุมสมองดูรา 0.5027

เปลือกตาชั้นนอก 0.5027

ไขมัน 0.01955

กลุมตอม : ตอมใตสมองพิทุอิทารี 0.08273

แกวตา 0.3214

กลุมกลามเนื้อ : กลามเนื้อขมับ และกลามเนื้อรอบตา 0.2333

หลอดอาหาร 0.5214

กลุมผิวหนัง : เนื้อเยื่อ, เนื้อเยื่อเมมเบรนหุมกระดูก, เนื้อเยื่อใตผิวหนัง,
หู และผนังและอุงรูจมูก

0.0004272

ไขสันหลัง 0.0247

ลิ้น 0.2714

ฟน 0.02005

หลอดลม 0.3005

ของเหลวคลายวุน 1.5

เสนประสาท : เสนประสาทตา 0.0274
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เมื่อเรานําฐานขอมูลของแตละภาคตัดขวางมาซอนกันตามแนวดิ่ง จะไดฐานขอมูลศีรษะมนุษย 3
มิติซึ่งมีลักษณะเปนกริดเรียงกันตามระบบพิกัดคารทีเซียนที่ความละเอียด 2 2 2× × มิลลิเมตร.

รูปที่ 4.2 แสดงตัวอยางฐานขอมูลของภาคตัดขวางหนึ่ง โดยกําหนดสัญลักษณแทน
อวัยวะดังนี้ 0 คืออากาศ, 1 คือผิวหนัง(skin), 2 คือกระดูกชั้นนอก(cortex of skull), 3 คือเนื้อเยื่อ
เมมเบรนหุมกระดูก(periosteum), 4 คือเนื้อเยื่อใตผิวหนัง(subcutaneous tissue), 5 คือโพรง
(sinus), 6 คือสมองสวนสีเทา(gray matter), 7 คือสมองสวนสีขาว(white matter), 8 คือชวงชั้นใต
เยื่อหุมสมอง(subarachnoid space), 9 คือกระดูกชั้นกลาง(medulla of skull) และ i คือเยื่อหุม
สมองชั้นดูรา(dura matter).

รูปที่ 4.2 ตัวอยางฐานขอมูลของภาคตัดขวาง

เมื่อนําฐานขอมูลในรูปที่ 4.2 มาแสดงดวยภาพสเกลสีเทา พรอมทั้งเปรียบเทียบกับภาพจริงไดดัง
รูปที่ 4.3.
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(ก) ภาพสเกลสีเทาจากฐานขอมูลในภาคตัดขวางของรูปที่ 4.2

(ข) ภาพภาคตัดขวางจริงสําหรับรูปที่ 4.3 (ก)

รูปที่ 4.3 ภาพสเกลสีเทาจากฐานขอมูลและภาพจริงในภาคตัดขวางหนึ่ง
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สําหรับกรณีที่จํานวนและความซับซอนของอวัยวะมีมากขึ้นเชนภาพภาคตัดขวางในรูปที่ 4.1 ภาพ
สเกลสีเทาจากฐานขอมูลในรูปที่ 4.1 แสดงไดดังรูปที่ 4.4.

รูปที่ 4.4 ภาพสเกลสีเทาจากฐานขอมูลของภาคตัดขวางในรูปที่ 4.1

เนื่องจากฐานขอมูลที่สรางขึ้นมีความละเอียดนอยกวาขอมูลจริงทางกายภาพ ดังนั้นภาพสเกล    
สีเทาจากฐานขอมูลของแบบจําลองศีรษะมนุษยจึงมีความคลาดเคลื่อนอยูบางเมื่อเปรียบเทียบกับ
ภาพของศีรษะมนุษยจริง.

4.2.2 การสรางแบบจําลองศีรษะมนุษยในการคํานวณดวยวิธี FDTD
การนําฐานขอมูลมาสรางเปนแบบจําลองเพื่อใชคํานวณสามารถทําได 2 วิธีคือ วิธีการนํา

ฐานขอมูลเขาไปคํานวณโดยตรง และวิธีการเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูล
กอนนําไปคํานวณ.
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วิธีการนําฐานขอมูลเขาไปคํานวณโดยตรง

วิธีนี้เปนการกําหนดตําแหนงที่สนใจ (ตําแหนงที่ตองการหาสนาม) บนจุดซึ่งไดกําหนดรหัส
ตัวเลขของฐานขอมูลไว.  เนื่องจากในการคํานวณดวยวิธี FDTD ตามขั้นตอนวิธีของยี ตําแหนง
สนามอยูเยื้องกันตามรูปที่ 2.1 ในบทที่ 2 ดังนั้นระยะหางระหวางตําแหนงของสนามชนิดเดียวกัน
หรือ ∆  มีขนาดเปน 2 เทาของความละเอียดของฐานขอมูล.  วิทยานิพนธนี้ใชฐานขอมูลที่ความ
ละเอียด 2 มิลลิเมตร (ตามหัวขอ 4.2.1) ทําให ∆  ในการคํานวณมีขนาด 4 มิลลิเมตรตามรูปที่ 4.5
โดยจุดตัดของเสนตารางคือตําแหนงของรหัสตัวเลขในฐานขอมูล (เพื่อใหงายตอความเขาใจ จึง
แสดงเฉพาะสนามไฟฟาในรูป 2 มิติ).  สังเกตวา ความละเอียดของขอมูลที่นํามาใชจากฐานขอมูล
มีขนาด 4 มิลลิเมตร.

รูปที่ 4.5 ตําแหนงสนามไฟฟาในฐานขอมูลศีรษะมนุษย

วิธีการเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ ในฐานขอมูล
เนื่องจากการนําฐานขอมูลเขาไปคํานวณโดยตรง ขอมูลที่นํามาใชจากฐานขอมูลมีความ

ละเอียดที่หยาบขึ้นตามขนาด ∆  ซึ่งมีขนาดเปน 2 เทาของความละเอียดของฐานขอมูล (ดังที่
กลาวมาแลวดานบน).  วิทยานิพนธนี้ไดทดลองเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ ในฐานขอมูล 
เพื่อใหขอมูลที่จะนํามาใชจากฐานขอมูลมีความละเอียดมากขึ้น (เทากับความละเอียดของฐาน  
ขอมูลที่มีอยู). วิธีนี้กําหนดคาสภาพนําที่จุดบนกริด โดยเฉลี่ยคาสภาพนําของจุดยอย (จากฐาน
ขอมูล) บนกรดิโดยรอบจุดที่เราสนใจ.

วิทยานิพนธนี้ทดลองกําหนด ∆  เทากับ 4 มิลลิเมตร โดยใชคาเฉลี่ยจากจุดยอย 8 จุดโดย
รอบตามลําดับ เมื่อกริดของจุดยอยเหลานี้อยูตําแหนงในลักษณะดังรูปที่ 4.6 และ 4.7 สําหรับ

Ex Ex

Ex Ex

Ex Ex

Ey Ey Ey

Ey Ey Ey

2 mm ∆=4 mm

∆=4 mm

2 mm
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ภาพ 2 และ 3 มิติตามลําดับ.  จากรูปที่ 4.6 ขอมูลที่ใชจากฐานขอมูล (หรือขอมูลที่นํามาเฉลี่ย) มี
ความละเอียด 2 มิลลิเมตร ขณะที่การนําฐานขอมูลมาใชโดยตรงตามรูปที่ 4.5 ขอมูลที่ใชจากฐาน
ขอมูลมีความละเอียด 4 มิลลิเมตร.

หลักการเฉลี่ยคาสามารถพิจารณาไดจากรูปที่ 4.7 คือ การกําหนดใหจุดที่สนใจเปนตัวแทน
ของบริเวณลูกบาศกใหญ.  ลูกบาศกใหญประกอบดวยลูกบาศกยอยทั้งหมด 8 ลูก โดยกําหนดจดุ
ยอยแตละจุดที่อยู ณ จุดศูนยกลางของลูกบาศกยอยแตละลูก เปนตัวแทนของบริเวณลูกบาศก
ยอยเหลานั้น.  ขอมูล (สภาพนํา) ในจุดยอยแตละจุดไดจากฐานขอมูลซึ่งมีความละเอียดเทากับ 2
มิลลิเมตร.

รูปที่ 4.6 ตําแหนงจุดสนใจและจุดยอยที่ใชเฉลี่ยในกรณี ∆  เทากับ 4 มิลลิเมตร(2 มิติ)

รูปที่ 4.7 ตําแหนงจุดสนใจและจุดยอยที่ใชเฉลี่ยในกรณี ∆  เทากับ 4 มิลลิเมตร(3 มิติ)

จุดที่สนใจ
จุดยอยโดยรอบ

x

y

z

จุดยอยโดยรอบของจุดที่สนใจตรงกลาง
จุดยอยโดยรอบของจุดที่สนใจดานขวาจุดยอยโดยรอบของจุดที่สนใจดานซาย
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จุดที่สนใจ
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y
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บทที่ 5

ผลการคํานวณในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม

บทนี้กลาวถึงผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz ดวยวิธีผลตางสืบเนื่อง
โดเมนเวลา ภายในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม.  แบบจําลองที่ใชเปนแบบจําลองอยาง
งายไดแกทรงกระบอก 1 ชั้น, ทรงกลม 1 ชั้น, ทรงกระบอกซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม,     
ทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม, ทรงกระบอกซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน และ
ทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน.  การพิจารณาความแมนยํา ทําโดยเทียบผลการ
คํานวณกับผลเฉลยแมนตรงและกับผลการคํานวณดวยวิธีชิ้นประกอบขอบเขต.

5.1 ลักษณะของสนามที่แบบจําลองไดรับและขั้นตอนการคํานวณ
แบบจําลองไดรับสนามแมเหล็ก Hz  ขนาด 1/377 A/m, ความถี่ 50 Hz.  ข้ันตอนการ

คํานวณคือ ปอนสนามแมเหล็กไฟฟา Ey และ Hz  ซึ่งเคลื่อนที่ตามทิศ +X  และ สนามแมเหล็ก   
ไฟฟา Ey− และ Hz  ซึ่งเคลื่อนที่ตามทิศ X−  เขาสูแบบจําลอง.  จากกรณีนี้ ภายในแบบจําลองจะ
เกิดสนามไฟฟาเหนี่ยวนํา INDE  จากสนามแมเหล็กภายนอกขนาด 2Hz  เทานั้น.  เนื่องจาก 

INDE  มีความถี่ต่ํา ดังนั้นการเหนี่ยวนําสนามแมเหล็กจาก INDE  จึงไมถูกพิจารณา.  ความ     
หนาแนนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา INDJ  คํานวณไดจาก
                                                           IND INDJ Eσ= . (5.1)

วิทยานิพนธนี้ไดคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําที่ความถี่ 6 MHz, 10 MHz และ 20 MHz
จากนั้นจึงปรับคาคําตอบมาที่ 50 Hz ดวยวิธีปรับมาตราความถี่.

5.2 แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น
5.2.1 ลักษณะของแบบจําลอง

แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซึ่งมีจุดศูนยกลางอยูที่ (0,0,0) วางอยูในอากาศภาย
ใตสนามแมเหล็ก Hz  ดังรูปที่ 5.1.

รายละเอียดของแบบจําลองประกอบดวย
- รัศมี R เทากับ 15 cm,
- สภาพยอมสัมพัทธเทากับ 1.0 และ
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- สภาพนํา sphσ  ของทรงกระบอกและทรงกลมมีคาเทากับ 0.01, 0.05, 0.25, 

0.75, 1.25 และ 1.5 S/m.
การคํานวณทําในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งกริดมีระยะหางกัน 3 cm.

รูปที่ 5.1 แบบจําลองทรงกระบอกหรือทรงกลม 1 ชั้นภายใตสนามแมเหล็ก Hz

5.2.2 คาคําตอบจากผลเฉลยแมนตรง
สนามไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่กําลังซึ่งเกิดจากสนามแมเหล็กที่เปลี่ยนแปลงตามเวลาเปนไป

ตามกฎของฟาราเดย.  สนามไฟฟาเหนี่ยวนํามีทิศทางขนานกับและเปนฟงกชันที่ขึ้นอยูกับระนาบ
ที่ตั้งฉากกับสนามแมเหล็กที่ไดรับ.  ผลเฉลยแมนตรงของขนาดสนามไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบ
ของแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้นซึ่งตั้งฉากกับสนามแมเหล็กที่ไดรับคือ
                                                     INDE fBrπ= (5.2)

โดย f  คือความถี่ของสนามแมเหล็ก(Hz)
B  คือขนาดของสนามแมเหล็ก(T)
r  คือระยะหางตามแนวรัศมีของวงกลม(m).

สมการที่ (5.2) แสดงวาขนาดสนามไฟฟาเหนี่ยวนํา INDE  แปรผันตามอัตราการเปลี่ยน
แปลงตามเวลาหรือความถี่ของสนามแมเหล็ก, ขนาดของสนามแมเหล็ก และ ตําแหนงหรือระยะ
หางตามแนวรัศมี โดยสนามไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดเพิ่มข้ึนตามแนวรัศมีของวงกลม.  นอกจากนี้ 
ลักษณะของสนามไฟฟาเหนี่ยวนํายังแตกตางกันไปตามลักษณะของระนาบที่ตั้งฉากกับสนาม   
แมเหล็กที่ไดรับของแบบจําลอง.  เนื่องจากระนาบซึ่งตั้งฉากกับสนามแมเหล็กที่ไดรับของทั้ง     

sphσ

R

1.0rε =

1.0rε = , 0 σ = S/m
อากาศ

สนามแมเหล็ก Hz

x

y

z
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ทรงกระบอกและทรงกลมมีลักษณะเหมือนกัน ดังนั้นสนามไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง        
ทรงกระบอกและทรงกลมจึงมีลักษณะเหมือนกัน.

สําหรับแบบจําลองซึ่งมี 0σ ≠   สนามไฟฟาเหนี่ยวนํานี้ยังทําใหเกิดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา 
INDJ  ตามสมการที่ (5.1) เคลื่อนที่ในทิศทางเดียวกับสนามไฟฟาเหนี่ยวนํา.

5.2.3 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง
การคํานวณในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น ไดทิศทางและขนาดของกระแส

ไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0 ของทรงกระบอกและของทรงกลมดังรูปที่ 5.2 เมื่อ
กําหนด sphσ =1.5 S/m และคํานวณที่ความถี่ 6 MHz.

รูปที่ 5.2 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0
ของทรงกระบอกหรือทรงกลม 1 ชั้นเมื่อ 1.5σ = S/m และคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

รูปที่ 5.2 แสดงวากระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดเพิ่มข้ึนตามแนวรัศมีตามผลเฉลยแมนตรง.  ทิศ
ทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําอยูในแนวเสนรอบวงของวงกลมโดยมีจุดศูนยกลางอยูที่จุดศูนย
กลางของวงกลม.

รูปที่ 5.3 แสดงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ ในรูปที่ 5.2 เทียบกับผล
เฉลยแมนตรง เมื่อกําหนด 1.25σ = , 1.5 S/m และ คํานวณที่ความถี่ 6 MHz.  จากรูปที่ 5.3 ขนาด
ของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเปนฟงกชันเชิงเสนตามแนวรัศมีและขึ้นอยูกับ σ .

a a’
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ก. ทรงกระบอก 1 ชั้น ข. ทรงกลม 1 ชั้น

รูปที่ 5.3 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ ในรูปที่ 5.2 เทียบกับผลเฉลยแมนตรง
เมื่อกําหนด 1.25σ = , 1.5 S/m และ คํานวณที่ความถี่ 6 MHz

5.2.4 ความคลาดเคลื่อนของผลการคํานวณ
ผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําถูกนํามาหาความคลาดเคลื่อน โดยการเปรียบเทียบ

กับผลเฉลยแมนตรง.  นอกจากนี้ วิทยานิพนธนี้ไดทดลองประมาณคากระแสไฟฟาเหนี่ยวนําที่กริด
บริเวณรอยตอระหวางผิวของแบบจําลองกับอากาศซึ่งเปนบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนสูง โดยใช
วิธีประมาณคานอกชวงแบบเชิงเสน เนื่องจากการกระจายของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเปนฟงกชัน
เชิงเสน.  รูปที่ 5.4 และ 5.5 แสดงความคลาดเคลื่อนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจาํลอง  
ทรงกระบอกและทรงกลมตามลําดับ เมื่อเปรียบเทียบระหวางกรณีไมใชวิธีประมาณคานอกชวงกับ
กรณีใชวิธีประมาณคานอกชวง.

จากรูปที่ 5.4 และ 5.5 เราเห็นไดวาความคลาดเคลื่อนสามารถลดลงอยางชัดเจน เมื่อใชวิธี
ประมาณคาในกรณีนี้.  ความคลาดเคลื่อนมีแนวโนมลดลงตามคาสภาพนําที่ลดลง แตเมื่อคา
สภาพนําลดลงจนถึงคาหนึ่ง ความคลาดเคลื่อนจะกลับเพิ่มข้ึนอยางรวดเร็ว โดยเฉพาะที่คาสภาพ
นําต่ําๆ ความคลาดเคลื่อนจะมีคาสูง เนื่องจากสภาพเงื่อนไข [ + 0σ ωε ωεj  (ในหัวขอ 4.3 ของ
บทที่ 4)] ในการคํานวณไมเปนจริง.

จากรูปที่ 5.5 เราเห็นไดวาในชวงของสภาพนําที่ยังไมสูญเสียสภาพเงื่อนไขการคํานวณ เมื่อ
ความถี่ที่ใชในการคํานวณมีขนาดสูงขึ้น ความคลาดเคลื่อนก็มีขนาดเพิ่มข้ึนดวย เนื่องจากผลของ
ปรากฏการณทางผิว [ที่ความถี่ 2 MHz และ 1.5σ = S/m  คาความลึกผิว ( 29.05δ = cm) มีคาใกล
เคียงกับความยาวของเสนผาศูนยกลางของแบบจําลอง (2R = 30 cm)].  นอกจากนี้ อัตราการ
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เปลี่ยนแปลงความคลาดเคลื่อนมีขนาดสูงขึ้น (ความชันของเสนกราฟมากขึ้น) และวิธีการ
ประมาณคาชวยลดความคลาดเคลื่อนไดนอยลง เมื่อความถี่ที่ใชคํานวณมีขนาดสูงขึ้น.

ก. คาเฉลี่ย ข. คาสูงสุด

รูปที่ 5.4 ความคลาดเคลื่อนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในทรงกระบอก 1 ชั้น
เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

ก. คาเฉลี่ย ข. คาสูงสุด

รูปที่ 5.5 ความคลาดเคลื่อนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในทรงกลม 1 ชั้น
เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6, 10 และ 20 MHz

เมื่อ
          ;            และ           คือคํานวณที่ความถี่ 6, 10 และ 20 MHz โดยไมใชวิธีประมาณคา และ
          ;            และ           คือคํานวณที่ความถี่ 6, 10 และ 20 MHz โดยใชวิธีประมาณคา.
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5.3 แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม
5.3.1 ลักษณะของแบบจําลอง

แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซึ่งจุดศูนยกลางอยูที่ (0,0,0) มีรัศมีดานในเทากับ R1

และรัศมีดานนอกเทากับ R2 วางอยูในอากาศภายใตสนามแมเหล็ก Hz  ดังรูปที่ 5.6.
รายละเอียดของแบบจําลองประกอบดวย

- R1= 8 cm และ R2= 16 cm,
- สภาพยอมสัมพัทธเทากับ 1.0,
- สภาพนําของวงกลมใน sph,inσ = 1.0 S/m และ
- สภาพนําของวงกลมนอก sph,outσ =1.5 S/m.

การคํานวณทําในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งกริดมีระยะหางกัน 2 cm.

รูปที่ 5.6 แบบจําลองทรงกระบอกหรือทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม
 ภายใตสนามแมเหล็ก Hz

5.3.2 คาคําตอบจากผลเฉลยแมนตรง
สําหรับกรณีแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม ทิศทาง

ของสนามไฟฟาเหนี่ยวนําที่บริเวณรอยตอระหวางวงกลมมีทิศขนานกับรอยตอ.  เมื่อพิจารณารวม
กับเงื่อนไขขอบเขต จะไดวาสนามไฟฟาเหนี่ยวนําที่บริเวณรอยตอมีความตอเนื่อง.  ดังนั้นผลเฉลย
แมนตรงของขนาดสนามไฟฟาเหนียวนําในกรณีนี้จึงเหมือนกับในกรณีแบบจําลอง 1 ชั้นตาม    
สมการที่ 5.2.  สําหรับกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณีนี้ มีขนาดตางจากในกรณีแบบจาํลอง 1 ชั้น
ตาม sph,inσ  และ sph,outσ .

1.0rε = , 0 σ = S/m
อากาศ

สนามแมเหล็ก Hz

sph,outσ

R1

sph,inσ

R2

x

y

z
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5.3.3 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง

การคํานวณในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม ไดทิศ
ทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0 ของทรงกระบอกและของ
ทรงกลมดังรูปที่ 5.7 เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz.

รูปที่ 5.7 แสดงวาทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณีนี้เหมือนกับในกรณีทรงกระบอก
และทรงกลม 1 ชั้น แตมีการเปลี่ยนแปลงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําอยางฉับพลันที่รอยตอ 
เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงคาสภาพนําจาก sph,inσ  เปน sph,outσ .

รูปที่ 5.7 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0
ของทรงกระบอกหรือทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวมเมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

รูปที่ 5.8 แสดงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ ในรูปที่ 5.7 เทียบกับผล
เฉลยแมนตรง.  จากรูปที่ 5.8 แสดงใหเห็นการเปลี่ยนแปลงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําอยาง
ฉับพลันที่รอยตออยางชัดเจน.  สังเกตวา เมื่อเปรียบเทียบรูปที่ 5.3 (กรณีแบบจําลอง 1 ชั้น) กับรูป
ที่ 5.8 (กรณีแบบจําลองซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม) พบวาที่ระยะหางตามแนวรศัมีเดียวกัน 
อัตราสวนของขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําระหวางในรูปที่ 5.3 กับในรูปที่ 5.8 เทากับอัตราสวน
ของสภาพนําระหวางในรูปที่ 5.3 กับในรูปที่ 5.8.

a a’
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รูปที่ 5.8 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําของทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนย
กลางรวม ตามแนวเสน a-a’ ในรูปที่ 5.7 เทียบกับผลเฉลยแมนตรง เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

เนื่องจากขนาดสนามไฟฟาเหนี่ยวนําของทั้ง 2 กรณีนี้มีขนาดเทากันตามผลเฉลยแมนตรง ดังนั้น
ขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําของทั้ง 2 กรณีนี้จึงตางกันตามสภาพนําของแตละกรณี.  ในกรณีแบบ
จําลองซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําขึ้นอยูกับทั้งตําแหนงตาม
แนวรัศมีและสภาพนําเชนเดียวกับในกรณีแบบจําลอง 1 ชั้น.

5.3.4 ความคลาดเคลื่อนของผลการคํานวณ
ผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําถูกนํามาหาความคลาดเคลื่อน โดยการเปรียบเทียบ

กับผลเฉลยแมนตรง.  นอกจากนี้ วิทยานิพนธนี้ไดทดลองประมาณคานอกชวงกับกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําที่กริดบริเวณรอยตอระหวางวงกลมในและวงกลมนอก และบริเวณรอยตอระหวางผิว   
วงกลมนอกกับอากาศซึ่งเปนบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนสูง. วิธีการประมาณคานอกชวงเปน
แบบเชิงเสนเชนเดียวกับในหัวขอ 5.2.4.

กรณีแบบจําลองทรงกระบอก เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz ถาไมใชวิธีประมาณคานอกชวง 
ความคลาดเคลื่อนมีคาเฉลี่ยเทากับ 4.816 % และคาสูงสุดเทากับ 15.445 %.  สําหรับกรณีที่ใช
วิธีประมาณคานอกชวง ความคลาดเคลื่อนมีคาเฉลี่ยเทากับ 4.323 % และคาสูงสุดเทากับ 6.765 
%.

กรณีแบบจําลองทรงกลม ความคลาดเคลื่อนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเมื่อเปรียบเทียบ
ระหวางกรณีไมใชวิธีประมาณคานอกชวงกับกรณีใชวิธีประมาณคานอกชวง แสดงเปนฟงกชันของ
ความถี่ในรูปที่ 5.9.
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จากรูปที่ 5.9 เราเห็นไดวาเมื่อความถี่สูงขึ้น ความคลาดเคลื่อนมีขนาดเพิ่มข้ึนซึ่งเปนไปใน

ลักษณะเดียวกันกับกรณีของทรงกลม 1 ชั้น.  คาความคลาดเคลื่อนในทรงกระบอกและในรูปที่ 5.9 
แสดงใหเห็นวา วิธีประมาณคานอกชวงไมสามารถชวยลดความคลาดเคลื่อนไดอยางชัดเจนใน
กรณีนี้. ดังนั้นวิธีประมาณคานอกชวงไมสามารถลดความคลาดเคลื่อนในกรณีของทรงกระบอก
และทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวมไดดีเทากบักรณีของทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น 
เนื่องจากความซับซอนของแบบจําลองที่เพิ่มข้ึน.

ก. คาเฉลี่ย ข. คาสูงสุด

รูปที่ 5.9 ความคลาดเคลื่อนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ในทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6, 10 และ 20 MHz

5.4 แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน
5.4.1 ลักษณะของแบบจําลอง

แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมประกอบดวยวงกลมในรัศมี R1 และวงกลมนอกรัศมี 
R2 วางอยูในอากาศภายใตสนามแมเหล็ก Hz  เหมือนกับกรณีแบบจําลองซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนย
กลางรวม โดยจุดศูนยกลางของวงกลมในอยูเยื้องจากจุดศูนยกลางของวงกลมนอกไปทางแกน x 
เทากับ 4 cm  ดังรูปที่ 5.10.

รายละเอียดของแบบจําลองประกอบดวย
- สภาพนําของวงกลมใน sph,inσ  มีคาเทากับ 0.5 หรือ 2.0 S/m และ
- สภาพนําของวงกลมนอก sph,outσ  มีคาเทากับ 1.0 S/m.

การคํานวณทําในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งกริดมีระยะหางกัน 2 cm.
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รูปที่ 5.10 แบบจําลองทรงกระบอกหรือทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน
ภายใตสนามแมเหล็ก Hz

5.4.2 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลอง
การคํานวณในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน ได

ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0 ของทรงกระบอกและ
ของทรงกลม เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz ดังรูปที่ 5.11 เมื่อกําหนดให sph,inσ = 0.5 หรือ 2.0 
S/m และ sph,outσ = 1.0 S/m.

ก. กรณี 0.5sph,inσ = S/m, 1.0sph,outσ = S/m

1.0rε = , 0 σ = S/m
อากาศ

สนามแมเหล็ก Hz

sph,outσ

sph,inσ

4 cmx

y

z

a ′a

b

′b
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ข. กรณี 2.0sph,inσ = S/m และ 1.0sph,outσ = S/m

รูปที่ 5.11 ทิศทางและขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําความถี่ 50 Hz บนระนาบ z=0
ของทรงกระบอกหรือทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

รูปที่ 5.11 แสดงใหเห็นถึงลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมมีความคลายคลึงกับ
กรณีแบบจําลอง 1 ชั้นและแบบจําลองซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม โดยขนาดของกระแส    
ไฟฟาเหนี่ยวนําแปรตามสภาพนําและขึ้นอยูกับตําแหนงบนแบบจําลอง.  แตเนื่องจากวงกลม    
ลูกในกับลูกนอกวางตัวแบบไมเปนลักษณะสมมาตร ดังนั้นทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจึงมี
แนวโนมไหลเขาสูบริเวณที่มีคาสภาพนําสูงกวา.

รูปที่ 5.12 และ 5.13 แสดงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ และ b-b’ ใน
รูปที่ 5.11 จากวิธี FDTD และจากวิธีชิ้นประกอบขอบเขต ในทรงกระบอกและทรงกลมตามลําดับ.
ภาพ (ก) ในรูปที่ 5.11 แสดงใหเห็นวากระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีแนวโนมไหลเขาสูบริเวณขอบ       
วงกลมนอกทางดาน a’ โดยจากภาพ (ก) ในรูปที่ 5.12 และ 5.13 เราเห็นไดอยางชัดเจนวากระแส  
ไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดสูงสุดที่บริเวณใกลกับจุด a’.

a ′a

b

′b
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ก. บนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 5.11(ก) ข. บนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 5.11(ข)

รูปที่ 5.12 ขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําของทรงกระบอกซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน
เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

ก. บนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 5.11(ก) ข. บนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 5.11(ข)

รูปที่ 5.13 ขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําของทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน
เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

โดย
            และ            คือบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ จากวิธี FDTD ตามลําดับ และ

และ            คือบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ จากวิธีชิ้นประกอบขอบเขต ตามลําดับ.
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ในทํานองเดียวกัน ภาพ (ข) ในรูปที่ 5.11 แสดงใหเห็นวากระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีแนวโนมไหลเขา
สูบริเวณขอบวงกลมในทางดาน a’ โดยจากภาพ (ข) ในรูปที่ 5.12 และ 5.13 เราเห็นไดอยางชัด
เจนวากระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดสูงสุดที่บริเวณขอบของวงกลมในทางดานจุด a’.

นอกจากนี้ รูปที่ 5.12 และ 5.13 ยังแสดงใหเห็นวาผลการคํานวณดวยวิธี FDTD มี
ความคลาดเคลื่อนจากผลการคํานวณดวยวิธีชิ้นประกอบขอบเขตที่ขอบของแบบจําลองหรือ
บริเวณผิวโคงเปนสวนใหญ.

5.4.3 ความคลาดเคลื่อนของผลการคํานวณ
ผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําถูกนํามาหาความคลาดเคลื่อน โดยการเปรียบเทียบ

กับผลการคํานวณดวยวิธีชิ้นประกอบขอบเขต.  สําหรับกรณีนี้ การใชวิธีประมาณคานอกชวงแบบ
เชิงเสนไมเหมาะสม เนื่องจากการกระจายของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําไมเปนแบบเชิงเสนดังแสดง
ในรูปที่ 5.12 และ 5.13.    ความคลาดเคลื่อนของความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําใน       
ทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน แสดงในตารางที่ 1 และ 2 ตามลําดับ.

ตารางที่ 5.1 ความคลาดเคลื่อนของความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในทรงกระบอกซอน 2
ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6 MHz

ความคลาดเคลื่อน (%)sph,inσ

(S/m)
sph,outσ

(S/m) คาเฉลี่ย คาสูงสุด
0.5 1.0 6.382 89.183
2.0 1.0 4.513 44.332

ตารางที่ 5.2 ความคลาดเคลื่อนของความหนาแนนกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในทรงกลมซอน 2 ชั้นที่
มีจุดศูนยกลางตางกัน เมื่อคํานวณที่ความถี่ 6, 10 และ 20 MHz.

ความคลาดเคลื่อน (%) เมื่อคํานวณที่ความถี่ตางๆ
6 MHz 10 MHz 20 MHz

sph,inσ

(S/m)
sph,outσ

(S/m)
คาเฉลี่ย คาสูงสุด คาเฉลี่ย คาสูงสุด คาเฉลี่ย คาสูงสุด

0.5 1.0 1.689 33.959 1.979 18.140 6.460 66.567

2.0 1.0 1.849 53.201 2.917 53.193 8.541 64.064
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จากตารางที่ 2 เราเห็นไดวาเมื่อความถี่สูงขึ้น ความคลาดเคลื่อนมีขนาดเพิ่มข้ึนซึ่งเปนไปใน

ลักษณะเดียวกันกับกรณีของทรงกลม 1 ชั้นและของทรงกลมซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม.   
ตารางที่ 1 และ 2 แสดงวาความคลาดเคลื่อนในกรณีนี้ มีคาสูงสุดเมื่อเทียบกับความคลาดเคลื่อน
ในกรณีของแบบจําลองอื่น เนื่องจากแบบจําลองในกรณีนี้มีความซับซอนมากที่สุด.  ในกรณีของ
แบบจําลองซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน คาเฉลี่ยและคาสูงสุดของความคลาดเคลื่อนมีคาสูง
ถึงประมาณ 9 % และ 90 % ตามลําดับ.  นอกจากนี้ เนื่องจากการกระจายของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําในแบบจําลองซึ่งมีความซับซอนนี้ไมเปนฟงกชันงายๆ อยางเชนฟงกชันเชิงเสน  ดังนั้น
การลดความคลาดเคลื่อนดวยวิธีประมาณคานอกชวงแบบเชิงเสนจึงไมสามารถทําได.

จากการคํานวณในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม  ลักษณะทิศทางของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําโดยรวมมีความคลายคลึงกัน.   ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองแตละ
รูปแบบมีความตางกันดังตอไปนี้.

เมื่อแบบจําลองเปนเนื้อเดียวหรือมีสภาพนําคาเดียว (กรณีของทรงกระบอกและ   
ทรงกลม 1 ชั้น) ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจะแปรตามระยะหางจากจุดศูนย
กลางตามแนวรัศมี.
เมื่อแบบจําลองเปนเนื้อผสมประกอบดวยตัวกลาง 2 ชนิดซึ่งมีสภาพนําตางกัน และมี
ลักษณะสมมาตรกับจุดพิกัด (0,0) (กรณีของทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้น
แบบจุดศูนยกลางรวมกัน) ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเหมือนกับในแบบ
จําลองเนื้อเดียว แตขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลันที่
บริเวณรอยตอของตัวกลางซึ่งมีสภาพนําตางกัน.
เมื่อแบบจําลองประกอบดวยตัวกลาง 2 ชนิดซึ่งมีสภาพนําตางกัน และมีลักษณะไม
สมมาตรกับจุดพิกัด (0,0) (กรณีของทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนย
กลางตางกัน) ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมมีความคลายคลึงกับในแบบ
จําลอง 1 ชั้นและในแบบจําลองซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม.  กระแสไฟฟา
เหนี่ยวนํามีแนวโนมไหลสูบริเวณที่มีคาสภาพนําสูงกวา.  ดังนั้นบริเวณที่มีคาสภาพ
นําสูงกวาจึงมีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงกวาบริเวณที่มีคาสภาพนําต่ํากวา.  
นอกจากนี้ ขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํายังขึ้นอยูกับตําแหนงบนแบบจําลอง โดย
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจะตางกันตามตําแหนงบนแบบจําลอง แมเปน
บริเวณที่มีสภาพนําเดียวกัน.

ความคลาดเคลื่อนของผลการคํานวณเกี่ยวของกับผลของปรากฏการณทางผิว, สภาพ
เงื่อนไขการคํานวณที่ไมเปนจริง และความซับซอนของแบบจําลอง.  ในการคํานวณ การเลือก
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ความถี่ของสนามแมเหล็ก และ สภาพนําของแบบจําลองมีผลตอปจจัยที่เกี่ยวของกับความคลาด
เคลื่อนนี้.



บทที่ 6

ผลการคํานวณในแบบจําลองศีรษะมนุษย

บทนี้กลาวถึงผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองศีรษะมนุษย.  แบบ
จําลองศีรษะมนุษยถูกสรางโดยวิธีการนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรงและวิธีการ
เฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย.  สําหรับรายละเอียดของแบบ
จําลองศีรษะมนุษยไดกลาวไวในบทที่ 4.

6.1 ลกัษณะของสนามที่แบบจําลองไดรับและขั้นตอนการคํานวณ
แบบจําลองศีรษะมนุษยอยูในอากาศภายใตสนามแมเหล็ก Hz  ขนาด 1/377 A/m และ 

ความถี่ 50 Hz ดังรูปที่ 6.1.  ข้ันตอนการคํานวณเหมือนกับกรณีของแบบจําลองทรงกระบอกและ
ทรงกลมในหัวขอ 5.1 ของบทที่ 5.

รูปที่ 6.1 แบบจําลองศีรษะมนุษยภายใตสนามแมเหล็ก Hz

การคํานวณทําในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งกริดมีระยะหางกัน 4 และ 8 mm.  วิทยานิพนธนี้
ไดคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําที่ความถี่ 20 MHz จากนั้นจึงปรับคาคําตอบมาที่ 50 Hz ดวยวิธี
ปรับมาตราความถี่ เนื่องจากที่ความถี่ 6 และ 10 MHz เวลาคํานวณนานกวาที่ความถี่ 20 MHz ถึง
ประมาณ 3 และ 2 เทาตามลําดับ (การคํานวณที่ความถี่ 20 MHz โดยกริดมีระยะหางกัน 4 mm 
ใชเวลาในการคํานวณประมาณ 2 วัน 10 ชั่วโมง).

Hz
x

y z
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นอกจากที่ 20 MHz แลว  วิทยานิพนธนี้ไดลองคํานวณที่ความถี่ 10 MHz   เมื่อกริดมีระยะ

หางกัน 8 mm.  ผลการคํานวณพบวาลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําใกลเคียงกับผลการ
คํานวณที่ความถี่ 20 MHz.

6.2 ผลการคํานวณเมื่อนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยมาใชโดยตรง
6.2.1 การคํานวณเมื่อกริดมีระยะหางกัน 4 mm

ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบ xy ตัดผานบริเวณคิ้วในแบบจําลอง

ศีรษะมนุษย แสดงในรูปที่ 6.2 โดยคาสภาพนําของอวัยวะบนระนาบนี้ แสดงดวยสเกลสีในรูปที่ 
6.3.

รูปที่ 6.2 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบ xy
ผานบริเวณคิ้วของแบบจําลองศีรษะมนุษย เมื่อ ∆= 4 mm

จากรูปที่ 6.2 เราเห็นไดวาลักษณะทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมมีความคลายคลึงกับ
แบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลมทั้งแบบ 1 ชั้นและแบบซอน 2 ชั้น.  กระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามี
ขนาดสูงในบริเวณที่มีคาสภาพนําสูง ดังนั้นกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีแนวโนมไหลเขาสูบริเวณที่มี
คาสภาพนําสูง (สังเกตไดชัดเจนจากบริเวณดานขางของสวนหนาในรูปที่ 6.2).

a a’

b

b’ x

y

Hz
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รูปที่ 6.3 สเกลสีแสดงคาสภาพนําของอวัยวะบนระนาบตามแนวระดับ xy ในรูปที่ 6.2
[หมายเหตุ  สําหรับแถบสีที่ 0.65σ =  S/m ถูกปรับมาจาก 1.5σ =  S/m (ตําแหนงของตา)]

นอกจากนี้ ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํายังขึ้นอยูกับตําแหนงบนแบบจําลอง โดยใน
บริเวณที่มีคาสภาพนําเดียวกัน ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีคาสูงสุดที่แนวขอบของบริเวณ
นั้น.  รูปที่ 6.4 แสดงขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.2.  จาก
รูปที่ 6.4 เราเห็นไดอยางชัดเจนวาบริเวณที่มีคาสภาพนําเดียวกันเชน สมอง (ชวงตําแหนงตาม
แนวแกน x หรือ y จาก 7 ถึง 18 cm) กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนว a-a’ และ b-b’ มีขนาดใกล
เคียงกันตามตําแหนง และมีคาสูงสุดที่ขอบของบริเวณสมอง.  สําหรับชวงขอบของแนวเสน a-a’ 
และ b-b’ กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําของ 2 เสนนี้มีขนาดตางกันตามสภาพนําของอวัยวะที่ตางกัน.  
เมื่อพิจารณารูปที่ 6.3 กับแนวเสน a-a’ ลักษณะสภาพนําตามแนวเสน a-a’ เกือบจะสมมาตรกัน 
ดังนั้นขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ จึงเกือบจะสมมาตรกัน ในขณะที่ตาม
แนวเสน b-b’ ลักษณะของทั้งสภาพนําและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําไมสมมาตรอยาง    
ชัดเจน.

x(cm)

y(cm)

σ (S/m)
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รูปที่ 6.4 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.2

ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษย
เนื่องจากความสนใจสวนใหญของการศึกษากระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในรางกายมนุษยอยูที่

อวัยวะซึ่งมีความสําคัญเชนสมองและหัวใจ ดังนั้นในหัวขอนี้จึงไดแสดงลักษณะของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําภายในสมองของมนุษย.  จากผลการคํานวณ ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมอง
มนุษยมีคาสูงสุดเทากับ 6.5780 nA/m2 โดยมีคาเฉลี่ยเทากับ 1.643 nA/m2.    ขนาดของกระแส
ไฟฟาเหนี่ยวนํารูปคลื่นไซนที่กระตุนเนื้อเยื่อหัวใจและประสาทอยางรุนแรงและฉับพลันมีคา
ประมาณ 1450 mA/m2[26].  สําหรับขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําที่ไมเปนอันตรายตอรางกาย
มีคาไมเกิน 10 mA/m2 (ขนาดสูงสุดของกระแสไฟฟาที่ปรากฏในรางกายโดยธรรมชาติ).

ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองบนระนาบตามแนวระดับ xy ที่เกิด
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุด แสดงในรูปที่ 6.5.  จากรูปที่ 6.5 เราเห็นไดวาลักษณะของ
กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมในสมองเหมือนกับในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม       
เนื้อเดียวหรือ 1 ชั้น ยกเวนบริเวณขอบสมองซึ่งมีลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําเปลี่ยนแปลง
ไปตามรูปรางของขอบสมองหรือสภาพนําของอวัยวะที่อยูขางเคียง.  กระแสไฟฟาเหนี่ยวนาํใน
สมองมีขนาดเพิ่มข้ึนตามระยะหางจากจุดศูนยกลางของระนาบ โดยมีคาสูงสุดที่บริเวณขอบของ
สมอง.
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รูปที่ 6.5 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษย
บนระนาบ xy ที่เกิดขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุดเมื่อ ∆= 4 mm

ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.5 (หรือแนวเสนซึ่ง
ผานตําแหนงที่มีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุด) แสดงในรูปที่ 6.6.

รูปที่ 6.6 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.5

x

y
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รูปที่ 6.6 แสดงวากระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองตามแนวเสน a-a’ และ b-b’ สวนใหญมีคา
ประมาณ 1-3 nA/m2.  ที่บริเวณขอบสมองทางดาน a’ และ b’ กระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดสูง
กวาบริเวณอื่นอยางเดนชัด เนื่องมาจากรูปรางของขอบสมองและสภาพนําของอวัยวะขางเคียงซึ่ง
มีผลตอทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา.  สําหรับขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบน
ระนาบตามแนวระดับและแนวดิ่งที่เกิดขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุดแสดงในรูปที่ 6.7 
(ตําแหนงชองวางบริเวณกลางสมองคือ เยื่อหุมสมองดูรา).

ก. บนระนาบตามแนวดิ่ง yz ข. บนระนาบตามแนวดิ่ง xz

ค. บนระนาบตามแนวระดับ xy

รูปที่ 6.7 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษย
บนระนาบที่เกิดขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุด เมื่อ ∆= 4 mm
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จากภาพบนระนาบตามแนวระดับในรูปที่ 6.7 เมื่อพิจารณาขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตาม
ระยะหางจากจุดศูนยกลาง (หรือพิจารณาสมองมีลักษณะคลายทรงกลม) พรอมกับภาพบน
ระนาบตามแนวดิ่งในรูปเดียวกัน เราเห็นไดวาบริเวณแกนสมองมีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ต่ําสุด โดยมีขนาดประมาณ 0-0.73 nA/m2.  ที่บริเวณขางเคียงกับแกนสมองขนาดของกระแส    
ไฟฟาเหนี่ยวนําจะมีขนาดสูงขึ้น โดยมีขนาดประมาณ 0.74-1.46 nA/m2 และประมาณ 1.47-2.92 
nA/m2 ในบริเวณที่ถัดออกมาอีก.  สําหรับบริเวณขอบของสมองมีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
สูงเมื่อเทียบกับบริเวณอื่น โดยสวนใหญมีขนาดประมาณ 2.93-4.39 nA/m2 ขณะที่บางตําแหนงมี
ขนาดสูงถึงประมาณ 5.12-6.58 nA/m2.

ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมในศีรษะมนุษย
หัวขอนี้กลาวถึงภาพรวมของขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในศีรษะมนุษย.  ขนาดของกระแส

ไฟฟาเหนี่ยวนําในศีรษะมนุษยบนระนาบแสดงในรูปที่ 6.8.  จากรูปที่ 6.8 กระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามี
ขนาดต่ําที่บริเวณแกนกลางของศีรษะมนุษย และมีขนาดเพิ่มข้ึนตามระยะหางจากแกนกลางของ
ศีรษะมนุษย.

นอกจากขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจะขึ้นอยูกับระยะหางจากแกนกลางของศีรษะ
มนุษย  สภาพนําก็มีผลตอขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําดวย.  รูปที่ 6.8 บนระนาบตามแนวดิ่ง 
xz และ yz แสดงใหเห็นวาที่บริเวณขอบสมอง (แถบสีเหลืองดานบน) และกลามเนื้อบริเวณลําคอ 
(แถบสีเขียวดานลาง) แมจะมีระยะหางจากแกนกลางของศีรษะมนุษยเทากัน แตขนาดของกระแส
ไฟฟาเหนี่ยวนําในกลามเนื้อบริเวณลําคอสูงกวาในบริเวณขอบสมอง เนื่องจากคาสภาพนําของ
กลามเนื้อ (0.2333 S/m) สูงกวาของสมอง (0.07526 S/m).  บริเวณที่มีขนาดของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําสูงคือ กลามเนื้อบริเวณขอบของกะโหลกและของลําคอ (บริเวณแถบสีเขียวเขมถึงแถบสี
ชมพูออน) เนื่องจากอวัยวะที่บริเวณเหลานี้มีคาสภาพนําสูงและอยูที่ขอบของศีรษะมนุษย (หรือมี
ระยะหางจากแกนกลางของศีรษะมนุษยมาก) นอกจากนี้ อวัยวะที่มีคาสภาพนําสูงมากเชนดวงตา 
ก็มีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงเชนกัน แมตําแหนงจะไมอยูที่บริเวณขอบของศีรษะมนุษย.  
สําหรับบริเวณที่มีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําต่ําคือ บริเวณแกนกลางของศีรษะมนุษย และ
อวัยวะที่มีคาสภาพนําต่ํามากแมตําแหนงจะไมอยูในบริเวณแกนกลางของศีรษะมนุษยก็ตาม เชน
บริเวณโพรงอากาศ.
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ก. บนระนาบตามแนวดิ่ง yz ข. บนระนาบตามแนวดิ่ง xz

ค. บนระนาบตามแนวระดับ xy

รูปที่ 6.8 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ในศีรษะมนุษยบนระนาบตามแนวระดับและแนวดิ่ง เมื่อ ∆= 4 mm

6.2.2 การคํานวณเมื่อกริดมีระยะหางกัน 8 mm
วิทยานิพนธนี้ไดทําการคํานวณเมื่อกริดมีระยะหางกัน 8 mm (∆= 8 mm) เพื่อเทียบกับ

กรณีที่กริดมีระยะหางกัน 4 mm (∆= 4 mm).  สําหรับผลการคํานวณที่ ∆= 8 mm ทิศทางและ
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบเดียวกันกับรูปที่ 6.2 ดังรูปที่ 6.9.
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เมื่อเปรียบเทียบระหวางรูปที่ 6.2 กับ 6.9 เราเห็นไดวา ความคลาดเคลื่อนจากขนาดซึ่งสูง

ผิดปกติของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณี ∆= 4 mm ต่ํากวาในกรณี ∆= 8 mm นอกจากนี้ แนว
ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณี ∆= 4 mm ก็ดีกวา.  แมผลการคํานวณในกรณี ∆= 4 
mm ดีกวาในกรณี ∆= 8 mm แตก็ใชจํานวนกริดและลําดับข้ันเวลาในการคํานวณมากขึ้น 23 และ  
2 เทาตามลําดับดวย.

รูปที่ 6.9 ทิศทางและขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบ xy
ผานบริเวณคิ้วของแบบจําลองศีรษะมนุษย เมื่อ ∆= 8 mm

ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.9 (กรณี ∆= 8 mm )
เทียบกับในรูปที่ 6.2 (กรณี ∆= 4 mm) แสดงในรูปที่ 6.10.  จากรูปที่ 6.10 เราเห็นไดอยางชัดเจน
วา ชวงกึ่งกลางของแนวเสน a-a’ และ b-b’ หรือชวงสมองของศีรษะมนุษย กระแสไฟฟาเหนี่ยวใน
กรณี ∆= 4 mm มีขนาดใกลเคียงกับกรณี ∆= 8 mm  เนื่องจากบริเวณนี้มีสภาพนําเดียวกันหรือ
เปนเนื้อเดียวกันในบริเวณกวาง (พิจารณาไดจากรูปที่ 6.3) ดังนั้นการเปลี่ยนขนาดระยะหางของ 
กริดจึงไมสงผลอยางเดนชัด.  ในทางตรงกันขาม ที่บริเวณขอบของแนวเสน a-a’ และ b-b’ หรือ
บริเวณขอบของศีรษะมนุษย กระแสไฟฟาเหนี่ยวจากกรณีทั้ง 2 กรณีนี้มีขนาดตางกันอยางชัดเจน 
เนื่องจากอวัยวะในบริเวณนี้มีขอบเขตที่แคบ ดังนั้นการเปลี่ยนขนาดระยะหางของกริดจึงมีผลตอ
การคํานวณ.
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ก. บนแนวเสน a-a’ ข. บนแนวเสน b-b’

รูปที่ 6.10 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ และ b-b’
ในกรณี ∆= 4 mm เทียบกับกรณี ∆= 8 mm

6.3 ผลการคํานวณในแบบจําลองศีรษะมนุษยซ่ึงถูกสรางโดยวิธีการเฉลี่ยคาสภาพนํา
ของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย

วิทยานิพนธนี้ไดลองคํานวณกับแบบจําลองศีรษะมนุษยซึ่งถูกสรางโดยวิธีการเฉลี่ยคา
สภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย เพื่อเปรียบเทียบกับผลการคํานวณจากวิธี
การนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรง.  การคํานวณนี้ทําในระบบพิกัดคารทีเซียน
ซึ่งกริดมีระยะหางกัน 4 mm.  ผลการคํานวณไดทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบน
ระนาบเดียวกันกับรูปที่ 6.2 ดังรูปที่ 6.11.

จากรูปที่ 6.11 เมื่อเปรียบเทียบกับรูปที่ 6.2 เราเห็นไดวา ความคลาดเคลื่อนจากขนาดซึ่งสูง
ผิดปกติของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณีเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะ
มนุษย ต่ํากวา ในกรณีการนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรง  นอกจากนี้ แนวทิศ
ทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในกรณีเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะ
มนุษยก็ดีกวา.  ในทางตรงกันขาม แนวทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบริเวณขอบของแบบ
จําลองในกรณีเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษยกลับใหผลที่แยกวา
ในกรณีการนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรง.
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รูปที่ 6.11 ทิศทางและขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนระนาบ xy ผานบริเวณคิ้ว
ของแบบจําลองศีรษะมนุษย(สรางโดยวิธีการเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ

จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย) เมื่อ ∆= 4 mm

ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบนแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในรูปที่ 6.11 เทียบกับในรูปที่ 
6.2 แสดงในรูปที่ 6.12.  จากรูปที่ 6.12 เราเห็นไดอยางชัดเจนวาชวงกึ่งกลางของแนวเสน a-a’ 
และ b-b’ (ชวงตําแหนงตามแนวแกน x หรือ y จาก 8 ถึง 19 cm โดยประมาณ)  กระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําจาก 2 กรณีนี้มีขนาดใกลเคียงกัน  ในขณะที่ตําแหนงในชวงขอบของแนวเสน a-a’ และ 
b-b’ กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําจาก 2 กรณีนี้ มีขนาดแตกตางกันตามสภาพนําในแบบจําลองของแต
ละกรณีที่ไมเทากัน.  ดังนั้นความสนใจในการใชวิธีการสรางแบบจําลองทั้ง 2 วิธีนี้จึงอยูที่บริเวณ 
(ซึ่งเปนเนื้อเดียวกัน) หรืออวัยวะที่มีขอบเขตนอย (เมื่อเทียบกับระยะหางระหวางกริด) เนื่องจาก
คาสภาพนําในบริเวณหรืออวัยวะดังกลาวนี้มีคาไมเทากันจากการใชวิธีสรางแบบจําลองซึ่งตางกัน
ของ 2 วิธีนี้.
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ก. บนแนวเสน a-a’ ข. บนแนวเสน b-b’

รูปที่ 6.12 ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําตามแนวเสน a-a’ และ b-b’ ในกรณีวิธีการนํา
ฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรง (6.2) เทียบกับ ในกรณีวิธีเฉลี่ยคาสภาพนํา

ของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย (6.11)

สําหรับขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษยกรณีที่แบบจําลองมี ∆=8 mm และ
สรางจากวิธีการนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรงมีคาสูงสุดเทากับ 7.913 nA/m2

และคาเฉลี่ยเทากับ 1.654 nA/m2.  สําหรับกรณีที่แบบจําลองมี ∆=4 mm และสรางจากวิธีเฉลี่ย
คาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษย ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําใน
สมองมนุษยมีคาสูงสุดเทากับ 5.035 nA/m2 และมีคาเฉลี่ยเทากับ 1.667 nA/m2.

เมื่อเปรียบเทียบขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษยกรณีที่แบบจําลองสราง
จากวิธีการนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยเขาไปคํานวณโดยตรงทั้ง∆=4 และ 8 mm กับกรณีที่แบบ
จําลองสรางจากวิธีเฉลี่ยคาสภาพนําของอวัยวะตางๆ จากฐานขอมูลศีรษะมนุษยเมื่อ ∆=4 mm
เราพบวาคาเฉลี่ยของขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในทุกกรณีมีคาใกลเคียงโดยประมาณ 1.65 
nA/m2.  เนื่องจากสมองเปนบริเวณเนื้อเดียวกันที่มีขนาดกวาง (โดยสมองมีความยาวประมาณ 13 
cm เมื่อเทียบกับระยะหางระหวางกริดซึ่งมีขนาดแค 4 และ 8 mm) ดังนั้นขนาดของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําบริเวณภายในสมองและคาเฉลี่ยของขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองจากทุกกรณี
จึงมีคาไมตางกันอยางชัดเจน.  สําหรับบริเวณผิวขอบโดยรอบของสมอง ขนาดของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําในแตละกรณีจะแตกตางกัน เนื่องจากคาสภาพนําที่บริเวณดังกลาวของแบบจําลองมี
ความแตกตางกันตามแตละกรณี.  เมื่อพิจารณาคาสูงสุดของขนาดกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมอง 
(ซึ่งโดยปกติจะอยูที่ขอบของสมอง) คาสูงสุดนี้จึงมีขนาดตางกันตามแตละกรณี.



บทที่ 7

สรุป

วิทยานิพนธนี้ไดเสนอผลการคํานวณกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในศีรษะมนุษยดวยวิธี FDTD.  
การคํานวณแบงออกเปนในแบบจําลองอยางงายและในแบบจําลองศีรษะมนุษย.  แบบจําลอง
ศีรษะมนุษยสรางจากฐานขอมูลศีรษะมนุษย.  ฐานขอมูลศีรษะมนุษยคือ ขอมูลคุณสมบัติทาง   
ไฟฟาของอวัยวะตางๆ ในศีรษะมนุษย โดยมีลักษณะเปนกริดเรียงกันตามระบบพิกัดคารทีเซียนที่
ความละเอยีด 2 มิลลิเมตรและเก็บในรูปแบบของไฟลคอมพิวเตอร.

7.1 ผลการคํานวณในแบบจําลองอยางงาย
การคํานวณในแบบจําลองอยางงายทําเพื่อ ตรวจสอบความแมนยําของผลการคํานวณดวย

วิธี FDTD และศึกษาลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําภายในแบบจําลองรูปแบบตางๆ.  วิทยา
นิพนธนี้ไดคํานวณกับแบบจําลองทั้งทรงกระบอกและทรงกลม ซึ่งเปนการคํานวณใน 2 มิติและ 3 
มิติตามลําดับ.  รูปแบบของแบบจําลองที่ใชเปนแบบจําลองของศีรษะมนุษยอยางงายไดแก     
ทรงกระบอก 1 ชั้น, ทรงกลม 1 ชั้น, ทรงกระบอกซอน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม, ทรงกลมซอน 2
ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม, ทรงกระบอกซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน และทรงกลมซอน 2 ชั้น
ที่มีจุดศูนยกลางตางกัน.

ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีความแตกตางกันตามรูปแบบของแบบจําลอง.  รูป

แบบของแบบจําลองเกี่ยวของกับรูปรางและสภาพนําของตัวกลางภายในแบบจําลอง.  ทิศทางของ
กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมในแบบจําลองรูปแบบตางๆ มีความคลายคลึงกัน.

สําหรับทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําอยูในแนวเดียว
กันกับเสนรอบวง โดยมีจุดศูนยกลางอยูที่จุดศูนยกลางของวงกลม.  ขนาดของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําแปรตามระยะหางจากจุดศูนยกลางตามแนวรัศมี.

เมื่อทรงกระบอกและทรงกลมซอนกัน 2 ชั้นแบบจุดศูนยกลางรวม (ซึ่งประกอบดวยตัวกลาง 
2 ชนิด) ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํายังเหมือนกับในกรณีแบบจําลอง 1 ชั้น แตขนาดของ
กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําบริเวณรอยตอระหวางตัวกลางเปลี่ยนแปลงอยางฉับพลันเนื่องจากคา
สภาพนํา.
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ในกรณีที่ทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นมีจุดศูนยกลางตางกัน (ซึ่งประกอบดวยตัว

กลาง 2 ชนิด)  ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีแนวโนมไหลเขาสูตัวกลางที่มีคาสภาพนําสูง
กวา ทําใหความหนาแนนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดสูงขึ้นในตัวกลางนี้.  ตําแหนงที่มี
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงสุดจึงอยูที่บริเวณขอบของตัวกลางที่มีคาสภาพนําสูงกวา.

ความแมนยําของผลการคํานวณ
การพิจารณาความแมนยํา ทําโดยเทียบผลการคํานวณกับผลเฉลยแมนตรง และในกรณีที่

ไมทราบผลเฉลยแมนตรงไดเทียบผลการคํานวณกับผลการคํานวณดวยวิธีชิ้นประกอบขอบเขต.  
ความคลาดเคลื่อนในการคํานวณแบงออกเปนความคลาดเคลื่อนจากคาพารามิเตอรในการ
คํานวณ และ ความคลาดเคลื่อนจากรูปแบบซึ่งซับซอนของแบบจําลอง.  ความคลาดเคลื่อนจาก
คาพารามิเตอรในการคํานวณเกี่ยวของกับความถี่ของสนามที่ใชในการคํานวณและคาสภาพนํา
ของแบบจําลอง.  ความถี่ของสนามและคาสภาพนํามีผลตอปรากฏการณทางผิวและสภาพ    
เงื่อนไข [ + 0σ ωε ωεj  (ในหัวขอ 4.3 ของบทที่ 4)].

ความคลาดเคลื่อนจากรูปแบบซึ่งซับซอนของแบบจําลองทําใหผลการคํานวณขาดความ
แมนยํามากขึ้นเชน ตัวกลางในแบบจําลองมีจํานวนมากและขนาดเล็ก หรือรูปรางของตัวกลางใน
แบบจําลองมีความซับซอน.  จากการคํานวณในวิทยานิพนธนี้ ความคลาดเคลื่อนของแบบจําลอง
ที่ซับซอนมากที่สุด (กรณีทรงกระบอกและทรงกลมซอน 2 ชั้นที่มีจุดศูนยกลางตางกัน) มีคาเฉลี่ย
และคาสูงสุดสูงถึงประมาณ 9% และ 90% ตามลําดับ.  การใชวิธปีระมาณคานอกชวงแบบ      
เชิงเสนแกไขความคลาดเคลื่อนที่บริเวณขอบของแบบจําลอง (บริเวณที่มีความคลาดเคลื่อน      
สูงสุด) ซึ่งมีรูปรางเปนเสนโคง ทําใหไดผลที่ดีขึ้นอยางชัดเจนกับกรณีทรงกระบอกและทรงกลม 1
ชั้นเทานั้น.

7.2 ผลการคํานวณในแบบจําลองศีรษะมนุษย
แบบจําลองศีรษะมนุษยสรางจากฐานขอมูลศีรษะมนุษย โดยวิธีการนําฐานขอมูลเขาไป

คํานวณโดยตรง.  การคํานวณทําในระบบพิกัดคารทีเซียนซึ่งกริดมีระยะหางกัน 4 mm.

ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ลักษณะทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมในแบบจําลองศีรษะมนุษยมีความ

คลายคลึงกันกับในแบบจําลองทรงกระบอกและทรงกลม.  กระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีทิศทางไหลเขา
สูบริเวณที่มีคาสภาพนําสูงกวา ดังนั้นความหนาแนนของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในบริเวณที่มีคา
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สภาพนําสูงกวาจึงมีขนาดสูงกวาในบริเวณที่มีคาสภาพนําต่ํากวา.  ทิศทางของกระแสไฟฟา
เหนี่ยวนําสวนใหญมีความคลาดเคลื่อนสูงที่บริเวณขอบของแบบจําลอง.

ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํา
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในแบบจําลองศีรษะมนุษยขึ้นอยูกับทั้งสภาพนําและ

ตําแหนงบนแบบจําลอง.  กระแสไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดเพิ่มข้ึนตามระยะหางจากแกนกลางของ
ศีรษะมนุษย และภายในตัวกลางที่มีสภาพนําเดียวกัน พบวาขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําใน
แตละตัวกลางมีคาสูงสุดที่บริเวณขอบของตัวกลางนั้นๆ.  ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําแปร
ตามคาสภาพนํา เชนอวัยวะที่มีคาสภาพนําสูงมาก (เชนลูกตา) หรือตํ่ามาก (เชนโพรงอากาศ)  
ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําก็จะสูงหรือต่ําตามลําดับ ไมวาจะอยูบนตําแหนงใดของแบบ
จําลองก็ตาม.  อวัยวะที่มีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงไดแกกลามเนื้อบริเวณขอบของศีรษะ
และลําคอโดยมีขนาดตั้งแตประมาณ 6-27 nA/m2 เมื่อไดรับสนามแมเหล็ก 1/377 A/m  เนื่องจาก
อวัยวะดังกลาวมีคาสภาพนําสูงและอยูที่ตําแหนงบริเวณขอบของศีรษะมนุษย (ซึ่งหางจากแกน
กลางของศีรษะมนุษย).

กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมอง
หัวขอนี้กลาวถึงลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําในสมองมนุษยซึ่งเปนอวัยวะที่มีความ

สําคัญ.
ทิศทางของกระแสไฟฟาเหนี่ยวในสมองมนุษยมีลักษณะคลายคลึงกันกับในแบบจําลอง

ทรงกระบอกและทรงกลม 1 ชั้น (หรือแบบจําลองเนื้อเดียว) เวนแตบริเวณผิวขอบของสมอง เนื่อง
จากมีรูปรางและสภาพนํา (ของอวัยวะขางเคียง) ตางออกไป.  จากผลการคํานวณไดวา กระแส  
ไฟฟาเหนี่ยวนํามีขนาดสูงสุดเทากับ 6.58 nA/m2 เมื่อไดรับสนามแมเหล็กขนาด 1/377 A/m.  
สําหรับขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนํารูปคลื่นไซนที่กระตุนเนื้อเยื่อหัวใจและประสาท มีคา
ประมาณ 1450 mA/m2[26].  ขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสวนใหญมีคาประมาณ 1-3 
nA/m2.  สําหรับบริเวณขอบของสมองมีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงเมื่อเทียบกับสวนอื่น
ของสมอง โดยบริเวณนี้มีขนาดของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําสูงถึงประมาณ 5-6.5 nA/m2.

เปรียบเทียบผลการคํานวณเมื่อสรางแบบจําลองศีรษะมนุษยดวยวิธีตางๆ
วิทยานิพนธนี้ไดลองสรางแบบจําลองดวยวิธีนําคาเฉลี่ยของสภาพนําของอวัยวะตางๆ จาก

ฐานขอมูลศีรษะมนุษยมาใช เพื่อเปรียบเทียบกับวิธีนําฐานขอมูลศีรษะมนุษยมาใชโดยตรง.  
บริเวณที่สนใจจากการสรางแบบจําลองดวย 2 วิธีนี้คือ อวัยวะ (หรือบริเวณที่มีสภาพนําเดียวกัน) 
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ที่มีขอบเขตนอยเมื่อเทียบกับระยะหางระหวางกริด เนื่องจากคาสภาพนําของอวัยวะเหลานี้ที่ได
จาก 2 วิธีมีคาตางกัน.

การคํานวณกับแบบจําลองที่นําคาเฉลี่ยจากฐานขอมูลมาใช มีแนวโนมของความ       
คลาดเคลื่อนและลักษณะของกระแสไฟฟาเหนี่ยวนําโดยรวมดีกวาวิธีนําฐานขอมูลมาใชโดยตรง.  
การใชวิธีนําคาเฉลี่ยจากฐานขอมูลมาใชใหผลดีกวา เนื่องจากคาคุณสมบัติทางไฟฟา (σ ) ใน
บริเวณที่คํานวณกับในแบบจําลอง (ซึ่งแทนดวยกริด) มีความใกลเคียงกันมากขึ้น.

7.3 ขอเสนอแนะในการศึกษาตอไป
หัวขอนี้กลาวถึงการเสนอแนะในการคํานวณเพื่อการศึกษาตอไป.  หัวขอนี้แบงเปนการ

คํานวณเมื่อลดระยะหางระหวางกริด และ การลดความคลาดเคลื่อนที่บริเวณขอบเขตของแบบ
จําลอง.

การคํานวณเมื่อลดระยะหางระหวางกริด
การลดระยะหางระหวางกริดทําเพื่อเพิ่มความละเอียดในการคํานวณ.  บริเวณที่สนใจจาก

การเพิ่มความละเอียดดวยวิธีนี้คือ บริเวณที่เปนเนื้อเดียวกัน (หรือสภาพนําเดียวกัน) ซึ่งมีขอบเขต
นอยเมื่อเทียบกับระยะหางระหวางกริด เนื่องจากความละเอียดที่บริเวณนี้มีการเปลี่ยนแปลงมาก 
ดังนั้นผลการคํานวณจึงเปลี่ยนแปลงอยางชัดเจน.

วิทยานิพนธนี้ไดลองคํานวณในกรณีที่กริดมีระยะหางกัน 8 mm เทียบกับ 4 mm.  ผลการ
คํานวณในกรณีที่กริดมีระยะหางกัน 4 mm มีแนวโนมของความคลาดเคลื่อนและทิศทางของ
กระแสไฟฟาเหนี่ยวนําดีกวาในกรณี 8 mm.  สําหรับการลดระยะหางระหวางกริดแมจะใหผลการ
คํานวณที่ดีขึ้น แตตองใชจํานวนกริดและลําดับข้ันเวลาในการคํานวณมากขึ้น เชนถาลดระยะหาง
ระหวางกริดลงมาครึ่งหนึ่ง ตองใชจํานวนจุดและลําดับข้ันเวลาเพิ่มข้ึนถึง 23 และ 2 เทาตามลําดับ.

การลดความคลาดเคลื่อนที่บริเวณขอบเขตของแบบจําลอง
เนื่องจากวิธี FDTD โดยทั่วไปจะแบงบริเวณออกเปนกริดทําใหมีรูปทรงของขอบเขตเปน   

ขั้นบันได ดังนั้นจากผลการคํานวณที่ได พบวามีความคลาดเคลื่อนอยางเดนชัดที่บริเวณขอบเขต 
(ทั้งผิวขอบโดยรอบของศีรษะมนุษยซึ่งมีลักษณะเปนผิวโคงหรือแบบจําลองทรงกระบอกและ   
ทรงกลม).  การคํานวณดวยวิธี FDTD จึงควรคํานึงถึงการลดความคลาดเคลื่อนที่บริเวณขอบเขต
ทั้งจากการปรับปรุงที่วิธี FDTD หรือจากการปรับปรุงที่วิธีการสรางแบบจําลอง.  สําหรับ        
วิทยานิพนธนี้ไดลองใชวิธีเฉลี่ยคาสภาพนําและวิธีประมาณคานอกชวงแบบเชิงเสนที่บริเวณ
ขอบเขตของแบบจําลองซึ่งเปนวิธีที่งาย  ดังนั้นผลการคํานวณจึงอยูในระดับที่ดีข้ึนพอประมาณ.
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