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A problem in a reversibility of the one-dimensional Cellular Automata (CA) concerns 

about a less number of a transition rule of CA. Many researchers studied and focused on 
introducing a model with the reversible property for more complexity. Therefore, some classes of 
CA were proposed by adjust some feature of CA. Later, the CA with memory was introduced and 
could increase the number of the transition rules for the reversible CA. This CA model was 
applied in another computer fields such as cryptographic etc. The transition by a vector rules
(non-uniform CA) was illustrated for handle the least number of the transition rule and the vector 
rule could generate the large number of the transition rule. 

Thus, this thesis introduces the improved model and proposes an algorithm for verifying 
the reversibility property of CA. The alrithm could detect if the CA is reversible. From our result, 
the reversed CA can be construct if there exists. Furthermore, the necessary property of the 
reversible rule is included in the research. 
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������������� (reachable cellular automata) ��������1���&'���
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���q����	 ����.p	s� 0����� 1q��()���	���	�f�ก� �! ������กr��&��ก����'������p	
�������1��
��&�ก� � ������		������s

!�� (hybrid cellular automata) ���������1���&'���%���1���������� � 
��กกq�������กrก��� �! ���()�s

��ก��	��s��10�&กrก��� �! ����ก����&��&.",��
�����ก��
����f�������p	ก ������ �กrก��� �! ��
��กr��p�	���
��	��1q����.��'��	�ก��� �! ������กr
�������s��		������10�����f.q���,ก��� �! ��ก�
�����	�� �&��f��0����������� 

�����1���&'�" ������&�10����	
กr��ก��	����ก��� �! ��������		�������&������f
��	�ก�
���s0�&1q�����	�กr��กก� ��&��&	�� ��(o11"
�� �����'�������&'1��(��
(�"�����ก��
� �! ���%p�	��	�ก	������&������ก����กr��ก��	���	�������		����������������&��&
.��������f��ก����	�ก�
��� 	&ก��'������	�ก�������.������%��#��	�กr�&������f��	�ก�

����%p�	�&�10�����f�q��g*r&���ก ���(��������	p�� t � 	�( 
 

1.2 ��!"������# 

�%p�	�����	�ก	������&������ก������	
กr��ก��	���	�������		����������������&��&
.��������f��ก����	�ก�
���%��	���'���.������%��#��	�ก���ก��ก�,&ก����	�ก�
����	�กr
���ก �� 

 

1.3 ���%��������&���'�(# 

1) �0

	�ก	������&� �����ก������	
กr��ก��	���	�������		�������&��&
.��������f��ก����	�ก�
���������ก�
������		���������������s0�()��	
���
s

�	
�� ���'� 

2) .������%��#��	�กr�&������f��	�ก�
���	�110��'�	�� ก�
��p�	���
��	� �� 
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1.4 �*����ก��	+ก,������(�ก��-��%������ 

1) $�ก*������1���������������		������s

��	�ก�
��� 
2) ���.��0��(o+���	������1���&��&.����	�.�	�ก�
�����1���&����1 
3) ���.��0��.",�ก*,0�	�������		��������s

� ��t 
4) 		กs

	�ก	�����������	
กr��ก����	�ก�
��� 
5) %���1��	�ก	������&����		กs

��� 
6) ��"(!s0��&�
��&���������%�#� 

1.5 ���/&0�#�����-�1�2�3-4�� 

1) ���	�ก	������&������f����	
กrก��� �! ���&��&.��������f��ก����	�ก�
����	�
������		��������������� ����10�q���������f�q�กr���ก ���((�0�"ก������%p�	� �! ��
��	����t� 	�( 

2) ���.������%��#��	�ก����	�ก�
����	�กr�&������ก��� �! ��	��10�q����ก��%�1��,�f��
.",��
����	�ก����	�ก�
����()��(����0��ก��ก��'� 
 

1.6 6���������'��'#2�ก���&���'�(# 

� ��������	��������%�#��&'�����
ก���&%��%��()�
�.����������ก���������p�	����� 	�(�&' 
 Wongnin, W., Surarerks, A., 7Reversible Cellular Automata VerificationK. Proceeding 
of the 16th International Annual Symposium on Computational Science and Engineering: 
ANSCSE16, Chiang Mai, Thailand, May 23-25, 2012, Pages 305-310. 
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����� 2 

�L,M���������2&���%ก��&��4�� 

 
 ��
��&'10ก ��f���g*r&s0�����1���&��ก&�����	� ���10ก ��f���g*r&�&��ก&�����	��&��()�
%p'�����	������1���&' ����s
 �		ก�()����� �� (�0ก	
���� � ���&������ก ��f��������		��
���� (theory of cellular automata) � ���&��	�ก ��f��������		��������������� (one-
dimensional cellular automata) � ���&����ก ��f��������		������s

��	�ก�
��� 
(reversible cellular automata) � ���&��&�ก ��f��������		������s

��	�ก�
���������
�� ��.���1q� (reversible cellular automata with memory) � ���&����ก ��f��ก��� �! ������กr
��ก��	���q����
������		������ (vector rule transition of the cellular automata) s0� ���&��ก
ก ��f��������		������s

��	�ก�
����������&�����f����� (reversible cellular automata by 
reachable cells) 
 

2.1 %N������#��/����� (Theory of Cellular Automata) 

 		������(�0ก	
�������� ��.p	 { , , , , }X Y S f g  ��p�	 X .p	����	�	�ก��0�&��()����
�q�����, Y .p	 ����	�	�ก��0�&��()�!�%#�, S .p	�f��0/����, f .p	�o�ก�����	�!�%#���&�����
�()� :f X S Y× →  s0 g

 
.p	�o�ก�����	�ก��� �! �� ��&����� :g X S S× →  ������� ��(3 ..$.

1950-1960 ���s���� (Neumann) [1] ������	s��.��������		������ ����()��������
.,��$������&�(�0ก	
�(����������t�����p�	�� 	ก��	� ���()��0

 s� 0���
�(�&�
���p	�� ��()�		������s

1q�ก�� �����"ก����&��f��0��� 10��'�	�� ก�
����&�
�f��0(o11"
��s0����&�	�� �	
t�����&�ก� �����%p�	�
��� (neighborhood) ���������		��
����(�0ก	
�����&�� ����ก.p	 {D, K, N, f} ���� 
 D .p	 1q���������	�������		������ 
 K .p	 ����	��f��0��'�����&���������f�()��(��� 
 N .p	 ����	�����%p�	�
��� 
 f .p	 �o�ก������ก��� �! �� (��
��.��'���&�กกr��ก��� �! ��) 
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��'��&'s� 0���10� �! ���(�� �f��0��� %��	�tก�� 1��fp	���� �������		�������&ก���q����
s

���� 
 ������		���������f�ก�q��(��������ts����	���ก��.	�%����	�� �� � ก���q�
s

1q�	� (simulation), �����ก�����������
 (cryptography), ก��1��ก����(/�% (image 
processing), ก��.q���, (computation), ก��
&
	����	�� (data compression) �()����  
������		���������f�กs
 �(�0�/���������	�������		����������.p	 s
 �����ก*,0ก��
1����&������	���� �ก���	� �������(�&� 2.1, 2.2, 2.3 
 
 

        

��(�&� 2.1 ������		������s

��������� 

 
        
        
        
        
        
        

��(�&� 2.2 ������		������s

�	����� 

 

 
��(�&� 2.3 ������		������s

������� 



6 
 

 

2.2 %N������#��/����������+������ (One-Dimensional Cellular Automata) 

 ��ก�,&�	�������		�������&�fp	� ��()�%p'�����&��"�.p	������		��������������� 
������&�ก���� ��&�ก*,0�()������sf����sf���&�� �����(�&� 2.1 ����.p	 

1 2( , ,..., )t t t t
nS S S S=  

��p�	 S
i

t  .p	�f��0�	�����&� i �&���� t s010���� � St .p	�f��0(o11"
����'�����&���� t �������
�&��f��0�&�f��1�ก�f��0(o11"
�� (����()� t+1) �ก�����1�กก��� �! ��� 	� (local transition) �	�
����%p�	�
����%p�	����������&��f��0���  ��&������()� 

1
1 1( ,..., , , ..., )t t t t t t

i i i r i i i i rS f S S S S S+
− − + +=  

��p�	 f
i 
.p	 �o�ก����ก��� �! ��� 	� (local transition function) �	�����%p�	�
����	�����&� i s0 r

.p	��$�&�	�����%p�	�
��� ���s�������(�&� 2.4 
 

           

 

 

��(�&� 2.4 ����%p�	�
�����p�	��$�& r = 3 

 
10�������� �1q�����	�����%p�	�
����&������ก��� �! ��� 	���s� 0����&1q�����()� 2r+1 ���
���	� ������(�&� 2.4 10%�1��,�����%p�	�
���1q�����1����� 
 ��p�	�1�ก������		�������()��f��0s

1q�ก������ n ��� �q������	��&ก��กq����
��	�ก��	�����&�10�()�����%p�	�
�����������	���������"� s0����%p�	�
���������
�	��������"� �����&��#&กq�����&��()��&�����	�� �	���(s

 ��#&s�ก.p	 ก��กq�����������&�	�� 
�	ก�	
����	�������		�������()�. �.��&�. ���. ������ �� � กq������� 0t

kS = ��p�	 k < 1 
��p	 k > n ������กกq������p�	������ก*,0���ก ��10��&�ก� ��()�������		�������	
���
s

�� �&. � (Null boundary cellular automata) �������(�&� 2.5 s0	&ก��#&.p	ก��กq�������sf��	�
������		�������&�ก*,0�()��� ����.p	 0

t t
nS S=  s0 1 1

t t
nS S +=  ������&�ก� �������		��

����s

�	
 (Periodic boundary cellular automata) �����(�&� 2.6 ��p	��
�������1����&�ก� �
������		�������	
���s

�� (Cyclic boundary cellular automata) 
 

r r 
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i 0 0 
1S  2S  i 

nS  0 0 i 

��(�&� 2.5 ������		�������	
���s

�� �&. � 

 
 

i 
1nS −  nS  1S  2S  i nS  1S  2S  i 

��(�&� 2.6 ������		�������	
���s

�	
 

 
 ��(3 ..$.1986 ����s��� (Wolfram) [2] ������	������		����������&�s� 0���
�����f�()�����%&���	��f��0s

���q����	.p	 �0� ��p	 �1� �� ���'� �����&��&�ก� � 	&&������&
������		������ (elementary cellular automata) ����fp	���� ��()�������		�����������&��()�
%p'�����&��"� ����.p	����%p�	�
���10กq��������()�������	� �����������p	 s0���
�������p	��p		�110��&�ก� ��&����%p�	�
����()� r = 1 ��&���o�ก����ก��� �! ��� 	�����()� 
 

1
1 1( , , )t t t t

i i i i iS f S S S+
− +=  
 

 1�ก��(�&� 2.7 10�������� ���p�	�ก��ก�,&�&�����%p�	�
����()� �010� s������&��f��0f���(
10ก���()� �1� s0��p�	ก�,&����%p�	�
����()� �100� 10������ �0� �&��f��0f���( ��p�	 r �()�
��$�&�	�����%p�	�
��� �����'�1q����ก�,&��'�����	�ก���ก*,0�	�����%p�	�
���.p	  d = 
22r+1 �ก���	� ���� � ����%p�	�
����&��$�&�������� 10���1q����ก�,&�	��ก*,0�	�����%p�	�

�����'���� 23= 8 ก�,& 
 
 

1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 

 

1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 

��(�&� 2.7 ���	� ��ก��� �! ���	�������		������ 
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��(�&� 2.8 s����o�ก�����	�ก��� �! ������กr 53 

 
1�กกrก��� �! �������(�&� 2.8 10����� ���ก����%p�	�
�����'������&��ก��s

 �111�, 

�110�, �011� s0 �001� !�%#��&�����&������'� , �f��0f���(10����()� �0� s0��ก����%p�	�

�����'������&��ก��s

 �101�, �110�, �010� s0 �000� s��10���!�%#��()� �1� ��'��&'ก�������กr
ก��� �! ���	�������		�������ก��1�กก���q����"ก��,��	�ก�,&ก��� �! ����'�����	����
�%p�	�
�����'��������&��1�ก. ���ก�"� (111) �(1�f��ก�,&�	�����%p�	��&�
����&��&. ���	��&��"� 
(000) ���q���
 s��10���� �กrก��� �! ���	�������		�������&'�����f��&������()� 

(b1b2b3b4b5b6b7b8)2����&� b
i
∈{0, 1} 10�������� �ก��� �! ���	�����%p�	�
��������(�&� 2.8 

�����f�q�����&���()�กr����()� (00110101)2 ����.p	������	��	� 53 �����	� 1�������&�ก�ก*,0
ก��� �! �����ก ��� �กr 53 
 �����'� ������		��������������������&��()�%p'�����&��"� .p	 �&�	��f��0�&��()��(��� 
����.p	 �0� ��p	 �1� s0กq�����������%p�	�
���.p	 �()�������	� �����������p	 s0���
�������p	������&�ก� � 	&&������&������		�����������&1q����กrก��� �! ���&��()��(���
��'����1q���� 28 = 256 s

 �����1�กกr 0 �(1�f��กr 255 
 

2.3 %N������#��/��������&4��ก��3-4 (Reversible Cellular Automata) 

ก��� �! ���	�������		�������q�����f��0�&��()��f��0(o11"
�� tS  �(&����()�
�f��0f���( 1tS +  ��p�	���กrก��� �! �� R �q�����ก��ก��� �! �������� F

R 
�����()��o�ก�����&��&

����q�����.p	 tS  s0�&!�%#��()�  1tS +  ��'��&' ������		������10�����f��	�ก�
���ก�� 	��p�	 
f���"กt�f��0(o11"
�� tS  ����f�ก� �! ������กr R �(&����f��0�()��f��0f���( 1tS +  s��
������		�����������f�q�����f��0 1tS +  � �! ��ก�
.p��� , �f��0���� tS  �������กrก��
� �! �� R-1 

����.",��
���ก����	�ก�
����	�������		���������ก ���q����������
� ���ก
������		�����������f��	�ก�
���10���� � ��p�	���กr R ��ก��� �! ��sf������t�()�

����%p�	�
��� : 111      110      101      100      011      010      001      000                กr 
             ���!�%#� :  0           0         1          1          0          1          0          1      53 
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1q���� n ��'��	� s��10��	��&กrก��� �! �� R-1 �&��q�����ก��1�ก�f��0�"�����1�กก��� �! �� R
���� �! ���(����f��0���������������1q���� n ��'��	��� �ก�� 

���	� ���	�ก����	�ก�
����	�������		������ �� � ���������		������� �! ��
����กr 170 �()�1q���������'��	����������&� 2.1 sf�����	�!�%#��"�����1�กก��� �! ��
���ก ������()� 1100001101010010 s0��p�	�q�!�%#��"��������ก ��� �! ������กr 240 ����
1q���������'��	����p	�ก�����������&� 2.2 10�������� � กrก��� �! �� 240 �����f� �! ��
������		�����������	�ก�
�(�&��f��0��'������� ��"(���� �กrก��� �! �� 240 �()�กr
��	�ก�
����	�กr 170 

 

������&� 2.1 ก��� �! ��������		����������กr 170 

step0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 

step1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 
step2 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 
step3 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 
step4 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 
step5 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 

 

������&� 2.2 ก��� �! ��������		����������กr 240 

step0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 

step1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 
step2 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 
step3 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 
step4 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 
step5 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 

 
 1�ก.",��
����	�ก����	�ก�
����	�������		����������กr
��.� 1���&�����1���&��q�
.",��
������ก ���(����������ก�����������
 (cryptography) ������กก���q����.p	 ���กrก��
� �! ���()�ก"+s1��ก��s(���	.�����t��������	� s0���กr�&��()�.� ก����ก����	�ก�
���
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�	�������		���������ก��f	���������1q����.��'��	�ก�����������&��� �ก�� �����	.����&�f�ก
��������s��10���.�����
��	�s0�������q������ก������s0f	�����s

���� s� ��'��&'ก�����&
��	��	���p�	$�ก*�f��1q����.� �	�กr��ก���q����������		��������'���	�ก�
��� �����&�%&���ก
.� �� ���'� ����.p	 15 .� ก�
 85, 170 .� ก�
 240, 51 .� ก�
 51, 105 .� ก�
 105, 150 .� ก�
 150 s0 204 .� ก�
 
204 1���q����ก���������������ก*,0���ก ������� �()��&�s%� �����ก 
 

2.4  %N������#��/��������&4��ก��3-4/-&X04��1�&����2�� (Reversible Cellular Automata 

With Memory) 

��(3 ..$.1990 �	���& (Toffoli) [3] ������	s��.���	�������		������s


��	�ก�
����������� ��.���1q� ����.p	�f��0�	����f��1�ก�f��0(o11"
��10�� ��'�	�� ก�

�%&������&��f��0(o11"
���� ���'� s� �����	�%�1��,�����&��f��0ก 	��������� �����f��&�����
�()� 

1 1
1 1( ,..., , , , ,..., )t t t t t t t

i i i r i i i i i rS f S S S S S S+ −
− − + +=  

 
�����'� ������		������s

��	�ก�
����������� ��.���1q�(�0�/��&��()�%p'����

�&��"�10%�1��,��o�ก����ก��� �! �����%�1��,�����%p�	�
���.p	������	� ��������� ���
������� s0������	����f��0ก 	�����������f��0 ��&����� 

 
1 1

1 1( , , , )t t t t t
i i i i i iS f S S S S+ −

− +=  
 

����ก��กq����ก��� �! ������()����ก*,0���ก ��10��	����กrก��� �! ��1q�����	�
กr��(�0ก	
ก�������(�&� 2.9 �%p�	���.�	
."��(f��ก��%�1��,�����&��f��0ก 	��������� ����
.p	 ��ก���ก 	����� ( 1t

iS − ) �&. ��()� �1� ������กr R1��ก��� �! �� s0��p�	�&. ��()� �0� ������กr 
R2��ก��� �! �� ��������&�กกr���ก ��� �กr 236, 19 s0ก��� �! ���������	�ก�
ก��%&��s� 
��
กr��'�.� ����.p	������กr 19, 236 ��ก��� �! ����	�ก�
�����	� 
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t����%p�	�
���:          กr R1 
t+1 ���!�%#�:          1             1            1             0             1            1            0             0 236 

  

 
t����%p�	�
���:          กr R2 
t+1 ���!�%#�:          0             0            0             1             0            0            1             1 19 

��(�&� 2.9 ก��� �! ������กr 236, 19 

 
ก��� �! ������กrs

.� ���ก ���ก��1�กกr�&��()�กr�������� (complement) ����ก��s0ก��

�q������������f�p	กกr R1 ��tก�����&��&. � 0 ≤ R1≤ 255 s0.q���,��กr R2 ���1�ก 
R2 = 2d - R1- 1 

��p�	 d = 22r+1 

1�ก.",��
���ก����	�ก�
����������� ��.���1q��	�������		����������� 10����� �
�&กr�&������ก��� �! ���%p�	�����	�ก�
���1q������'���'� 256 .� �	�กr �����q�������t�����1��
������������ก�����������
 [5-6] ����q�.",��
������ก ���(������������กrก��� �! �� s0
f	���������กr�&��()�.� ก�� 

 

2.5 ก���1�61��-4�&กM%�ก%���#������%N������#��/����� (Vector Rule Transition of the 

Cellular Automata) 

��ก��� �! ���	�������		������s

�����(10���กrก��� �! ���&����ก�
�"ก�������
��&�กก��� �! �����ก ��� �������		������� �! ������กrs

���q����	 (uniform) s� ��กกr
ก��� �! ���	�������		�������()�s

�� ���q����	 (non-uniform) s��10��&�ก� ��()�กrก��
� �! ��s

��ก��	�� (vector rule) ��������.���� �s� 0�f��0�	������ 1q��()���	��&กrก��
� �! �������&��ก�� ��������f������������&' 

 

t-1 

t-1 
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��&�� 2.1 กr��ก��	�� R = <r1,r2,i,r
i
,i,r

n
> ��p�	 r

i 
.p	กr�&������ก��� �! ����� i �	�������

		������ s0f�� r1 = r2 = i = r
i
 = i = r

n
 10ก ������ ��()�������		������s

���q����	 

��&�� 2.2 กr�&����" (balance) .p	กr�&�(�0ก	
�(����1q�����	� �1� s01q�����	� �0� �&�
�� �ก������(s

ก��s���!s

s(�
����������	� �	ก���p	1�ก��'������&�ก� ��()� กr�&�
�� ���" (unbalance rule) 

1�ก����� 2.2 10����� �กr�&�s���!����(s(�
����������	�10�()�กr�&����"��p�	�&
(�0ก	
���� �1� 1q�����&���� s0 �0� 1q�����&������ �ก�� �ก���	� ���� � กr 15 ������&������(�	�
������	�.p	 00001111 10����� ��()�กr�&����" 
 

2.6 %N������#��/��������&4��ก��3-4/-&%N��#���%�4�!+�3-4 (Reversible Cellular automata by 

the Reachable Cell) 

��(3 ..$. 2004 s�� (Das) s0 ��ก����(Sikdar) [4] ����q����	.",�ก*,0��� �	�	&&
������&������		������ ����.p	�ก*,0�	�����&�����f������������q����	ก������ก��	��
��	�ก�
������ก������f������	�������������#&��ก�����1�	
ก������f������	����������#&ก��
����������������� (binary tree) ������������ ����������ก ��10��	��()���������������
��,�
(complete binary tree) �&�s1�ก�,&�	�!�%#�		ก����'���� ��'��&' ��ก���������ก ���()�s

���
�����
��,�s��10��"(���� ��()����s

����f����� s0��ก�()��ก*,0	p��t10��"(� ��()����
s

����f���� ��� 

������p�	กq�����������q�����s0!�%#��&����.�������&�
��s0���กrก��� �! ��s


��ก��	������ก��กq�����	
���s

�� �&. � s��10�����f1q�s�ก�ก*,0�	�������		��
��������()��	�s

 �ก���	� ���� � %�1��,���ก��	����ก��� �! �� <105, 177, 170, 75> 10���� �
�ก���ก*,0�	�ก��� �! ����'���������(�&� 2.10 
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0000 1101→   1000 0101→  
0001 1110→   1001 1010→  
0010 1000→   1010 0100→  
0011 1011→   1011 0111→  
0100 0001→   1100 1001→  
0101 0010→   1101 1010→  
0110 0000→   1110 1100→  
0111 0011→   1111 1111→  

��(�&� 2.10 ก��� �! ���	�������		����������.�������&�����กr <105, 177, 170, 75> 

 
������p�	��&�����ก��� �! ������กr <105, 177, 170, 75> 	�� ����(�	�ก����	�ก��� �! ����'� 16 

s

s0���������&�(��ก���s� 0�����	�ก���s������&�s(���1�ก������	��	�ก��

� �! ��s� 0����q������(�()����������
10�����ก*,0ก��� �! �������(�&� 2.11 

0

12

13

6

9

14

10

4

1

8

52

11

3 7
15

 

��(�&� 2.11 ก���s���ก��� �! ���	�กr <105, 177, 170, 75> 
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��(�&� 2.12 ก���s���ก��� �! ���	�กr <105, 177, 171, 75> 

 
 1�ก��(�&� 2.11 10����ก������ ��ก*,0�	�ก��� �! ���	�s� 0�f��0�����f� �! �����
��ก�
���&��f��0���������������1q������'��	�1q��������� 1��ก ������ �กr <105, 177, 170, 75>
�()�กrs

��	�ก�
���  �����"ก����()�����&�����f����� 1����&�ก� ��()�������		������s


����f����� (reachable cellular automata) ����.p	 �&��f��0��t 10�&�f��0ก 	��������	 s0��p�	
%�1��,�กr <105, 177, 171, 75> ����%�1��,����ก*,0��&��ก��1�ก��(�&� 2.12 10����� ��&
��
�f��0�� ���'��&������f� �! �������ก�
���&��f��������� (�f��0 3, 7, 11 s0 15) s0��
��
�f��0�� �&�f��0ก 	����� (�f��0 5 s0 13) 1��ก ������ �กr <105, 177, 171, 75> �()�กr�&�
��	�ก�
�� ���s0�����&�ก� ��()�������		������s

����f���� ��� (non-reachable cellular 
automata) 

��'��&'�����1�����ก ��������		�ก	�������ก����.q��	
�	�ก���()�กr�&������f����f��
���ก�
����f���� �����p�	���กr R = <r1, r2, r3, r4> 1���q����กr�&������ก���q����������		������
��	�ก�
�����'��&1q�����%�����'��(ก� �����	����p�	���1�ก.",��
����	�กr��ก��	�� s� ก��
��	�ก�
�	������1���&'�&��	��&�����&�ก����	�ก�
�� ���ก�
�������������ก��� �! ������ 
�%&��s� 	�$��.",��
����	�กr������ก��� �! �������ก�
�(�� �f��0�������� 
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����� 3 

ก��������ก��&4��ก��3-4���%N������#��/�������+������/-&X04ก���1�61��%�ก%���# 

 
��
��&'10ก ��f�� ก������	
ก����	�ก�
����	�������		���������������������

ก��� �! ����ก��	�� �����������1�กก��������o�ก����s0$�ก*�.",��
����	�ก������	
ก��
��	�ก�
����	�������		���������������������ก��� �! ����ก��	��%��	���'��q����	
	�ก	�������ก����กrก��� �! ���&��q����������		�����������f��	�ก�
��� ����(f��
�
ก��%���1���q�����	�	�ก	��������ก �� s0����&���	� ��(�0ก	
.��������1 

 

3.1 ก���1�61�����%�ก%���#������%N������#��/����� 

��&�� 3.1 ������		������������������� n �������q����	����%p�	�
������� N ��� 

��&������()� {D, K, S, N, F
R
} ��p�	  

D .p	 1q���������	�������		������ D =1, 

K .p	 ����	��f��0��'�����&���������f�()��(��� K = {0, 1}, 

S .p	 ����	����	�ก��0����.������ n 

N .p	 �����	�����%p�	�
��� {x
i-r

,i, x
i-1, xi

, x
i+1,i, x

i+r
} ��� r .p	��$�&�	�����%p�	�


���, 10����� � N = 2r+1 

s0 F
R 

.p	 �o�ก������ก��� �! ��  F
R
:S×N→S ��&������()� F

R
((x1x2ix

i
ix

n
), N) =  

( ) ( ) ( ) ( )
1 21 0 1 2 1 2 1 2 3 2 1 1 i 1 1x ... x x x x

i nr r r r r r r i r i i i r r n r n n n n rf x x x f x x x f x x x x f x x x x x− + − + − − + + − − − +… … … … … … … … …
���������������������������������������������

 n .��'� 

��p�	�1�ก�()�������		�������������q����	 �����'�10���� � r1 = r2 = i = r
i
 = i = r

n
 

����&� 
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ir
f (x

i-rix
i-1xi

x
i+1ixi+r

) = b
i, j

   

��p�	 
 

2 12 2
i r

r i r k
k

k i r

x j
+

+ + −

= −

− ⋅ =∑  

s0 

 

2 1
2 1

2
2

,
1

2
r

r j
i i j

j

r b
+

+ −

=

= ⋅∑   ��p�	 , {0,1}i jb ∈  

10�������� � 

2 120 2 1
r

ir
+

≤ ≤ −  

s01�ก 

ir
f (x

i-rix
i-1xi

x
i+1ixi+r

) = y
i
 

�����'�10���� � 

F
R
((x1x2ix

i
ix

n
), N) = y1y2iy

i
iy

n 
= Y 

��&�� 3.2 ������		������������������� n ������ ���q����	����%p�	�
������� N ���

� �! ������กr��ก��	�� R = <r1, r2,i, r
i
,i, r

n
> .p	������		�������&��&
������� ������กr

��&��ก����ก��� �! �� ����s� 0��������f��&������()� 

1 1 i( x )
ir i r i i i r if x x x x y− − + +… … =  

 

�L,M������ 3.1 	&&������&������		������������������� n ������ ���q����	����%p�	�
���
���������� (�������, ���ก��, ������) � �! ������กr��ก��	��  

R = <r1, r2,i,r
i
,i, r

n
> ��&������()� {D, K, S, N, F

R
} ��p�	 
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D .p	 1q���������	�������		������ D = 1, 

K .p	 ����	��f��0��'�����&���������f�()��(��� K = {0, 1}, 

S .p	 ����	����	�ก��0����.������ n 

N .p	 �����	�����%p�	�
��� {x
i-1, xi

, x
i+1} ��� r .p	��$�&�	�����%p�	�
���s0 r = 1, 

10����� � N = 2r+1= 3 

s0 F
R 

.p	 �o�ก������ก��� �! ��  F
R
: S ×N→Y ��&������()� F

R
((x1x2ix

i
ix

n
), 3) =  

( ) ( ) ( ) ( )
1 20 1 2 1 2 3 1 1 1 1i nr r r i i i r n n nf x x x f x x x f x x x f x x x− + − −… …  

����&� 

ir
f (x

i-1xi
x

i+1) = b
i,j
   

��p�	  

1
2 1 1

1

2 2
i

r i k
k

k i

x j
+

+ + −

= −

− ⋅ =∑  

s0�q����
�"ก i10���� � 

 

3
2 1

2
2

,
1

2
r j

i i j
j

r b
+ −

=

= ⋅∑   ��p�	 , {0,1}i jb ∈  

��p	�����f��&������()� 

,1 1 1

,2 1 1

,3 1 1

,4 1 1

1 1
,5 1 1

,6 1 1

,7 1 1

,8 1 1

; 111

; 110

; 101

; 100
( )

; 011

; 010

; 001

; 000

i

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

r i i i
i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

b x x x

b x x x

b x x x

b x x x
f x x x

b x x x

b x x x

b x x x

b x x x

− +

− +

− +

− +

− +
− +

− +

− +

− +

=


=
 =

 =

= 
=

 =

 =


=

   

10�������� � 
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            0 255ir≤ ≤     �q����
�"ก i 

s01�ก  

ir
f (x

i-1xi
x

i+1) = y
i
 

�����'�10���� � 

F
R
((x1x2ix

i
ix

n
), 3) = y1y2iy

i
iy

n 
= Y 

10�������� �กrก��� �! ��10�()����กq����� ���p�	����%p�	�
���	�� ����(��s��10���
!�%#���ก��� �! ���()�	0�� ���������f��&��กrก��� �! �� 1 2, ,..., ,...,i nR r r r r=< >  s(����
	�� ����(�	������. �.���1�����������(�&� 3.1 ���s� 0��ก.p	�ก*,0s� 0s

�	�����%p�	�

��� s0s� 0sf�.p	กrก��� �! ��s

��ก��	����&�����q���
 ���&��&' RMT (rule min term) .p	 
ก����&������%p�	�
������	�� ����(�	��������
�%p�	���� ��� 	ก��%�1��,� 

 

           ����%p�	�
��� : 111      110      101      100      011      010      001      000                กr 
RMT  : (7) (6)       (5)        (4)        (3)        (2)        (1)      (0) 
���!�%#�  :  b1,1  b1,2       b1,3             b1,4             b1,5             b1,6            b1,7         b1,8  (r1) 

 ���!�%#� :  b2,1          b2,2            b2,3             b2,4            b2,5             b2,6            b2,7          b2,8  (r2) 
      .      .   . .           .            .            .           .           .  . 
      .      .   . .           .            .            .           .           .  . 
      .      .   . .           .            .            .           .           .  . 
 ���!�%#� :  bn,1          bn,2          bn,3              bn,4            bn,5             bn,6              bn,7           bn,8              (rn) 

��(�&� 3.1 � �! ���	�กr��ก��	������.������ n 

 
 

���&1����� 3.1 กq����������	�ก��0��
�� X = 1101 s0กq�����o�ก����ก��� �! �� F
R
���� R = 

<15, 51, 204, 153> � �! �� X ���� F
R
  �()�1q�������.��'�  

 
��(����  ��&�������. �.���1����	�กr R �����(�&� 3.2 ����&' 
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           ����%p�	�
��� : 111      110      101      100      011      010      001      000                กr 
RMT  :  (7)  (6)       (5)        (4)       (3)        (2)       (1)       (0) 
���!�%#�  :    0       0          0           0          1           1         1         1  (15) 

 ���!�%#� :    0         0          1           1          0           0         1         1  (51) 
���!�%#� :    1         1          0           0          1           1         0         0             (204) 
���!�%#� :    1         0           0          1          1           0         0         1         (153) 

��(�&� 3.2 s����o�ก�����	�ก��� �! ������กr R = <15, 51, 204, 153> 

 
1�ก�����1���&'���กq�����	
����	�������		����������()��	
���s

�	
 

(periodic boundary condition) ��������.���� � 0 nx x=  s0 1 1nx x+ =  �����p�	������ �! ���������
�q����� X = 1101 ����.p	 10��	�%�1��,�����%p�	�
����&��"กt�q�s�� � ��p	�&���&�ก� �ก��� �! ��
� 	� ������p�	� �! ���()�1q���������'��	�10���!�%#�����&' 

��'��	��&� 1 : 1 2 3 4((1101),3) (111) (110) (101) (011) 0001,RF f f f f= =  

 ��'��	��&� 2 : 1 2 3 4((0001),3) (100) (000) (001) (010) 0100,RF f f f f= =  

 ��'��	��&� 3 : 1 2 3 4((0100),3) (000) (010) (100) (000) 1001,RF f f f f= =  

 ��'��	��&� 4 : 1 2 3 4((1001),3) (110) (100) (001) (011) 0101,RF f f f f= =  

      ��'��	��&� 5 : 1 2 3 4((0101),3) (101) (010) (101) (010) 0000,RF f f f f= =   

 1�ก���	� ���&� 3.1 10�������� �.�������	����	�ก��0��
���&��()�����q�������'���� (1101) 
10�&������ �ก�
.�������	�กr��ก��	��	����p�	���1�กก��� �! ��� 	��	�s� 0�q�s�� ����	 
����!�%#��	�s� 0��'��	�ก�10�&����.�������� �ก���������.p	�&�	�ก��0�q������&������ � 

5 ((1101),3) 0000RF =  

3.2 �"[��������2��%�\�������%N������#��/�����&4��ก��3-4 

1�กก�����กr��ก��	���q����
������		��������'����%
� ���ก��	���	�กr��'������f
�����กrก��� �! ������()�1q������ก��'�	�� ก�
����.�������	�������		������ �����p�	
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������		������������.������ n 10�q�������� �1q����กr�	�ก��� �! ���&' �()� 255n ����
� ����+ s��10�()�กr�&������f� �! ������%&�������&�� ��p	��&�ก� ��()�กrก��� �! ���&��� 
�����f��	�ก�
��� �����'�ก�����
f��.",��
����&�1q��()��q����
������		��������'�10�q����
���.��s�กกr�&��&.",��
�����ก����	�ก�
�� ���		ก��� 

 

���*���� 3.1 ������		��������������������� ���q����	����%p�	�
������������� ��� F
R

�()��o�ก����
�����	��"ก���	�ก��0��
��������� n ��p�	 n �()�1q�������� �����o�ก���� F
R
 �&

��ก��	�� R = <r1, r2,i, r
i
,i, r

n
> ��ก��� �! �� ��p�	 0 255ir≤ ≤ �q����
�"ก1q�������� i f���& r

i 

�()�กr�&��� ���" (unbalance rule) s��10fp	� �กr R = <r1, r2,i, r
i
,i, r

n
> �� �����f� �! �����

������		��������	�ก�
��� 

'���2�#  ���������		��������������������� ���q����	����%p�	�
��������������&กrก��
� �! ��  

R = <r1, r2,i,r
i
,i, r

n
>   �����()�กr�&��� ���"  

%�1��,�����&� i ����f�ก� �! ������กr r
i
 

��� d
i 
�()��f��0f���(�	�����&� i �����	�.�	�ก�
1q���� k ก�,&�	�ก���ก������%p�	�
���  

10���� �    
    d

i
 = 0/1 s0 k > 4 

�����'�10�&1q�����f��0�	����(o11"
���()�  
32nk −⋅  

�&��&�f��0f���(	�� ����(  
1 2 1 1... ...i i i nS y y y d y y− +=  

10����� �1q�����f��0f����ก�&��"��&������f�()��(���.p	 12n−  
s01�ก 

  3 12 2n nk − −⋅ >  ��p�	 k > 4 
10���� �1q�����f��0f���(��'��&��	�ก� �1q�����	��f��0(o11"
���&�10� ��(  
�����'�
���f��0�� S �&1q�����f��0ก 	�������กก� �������f��0  
10���� � ������		�������&'�&ก��� �! ���&��� �()��o�ก����s

������ 	�����1����"(���� �
������		�������&��&ก��� �! ������กr�&��� ���"�()�������		�������&��� �����f
��	�ก�
��� 
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 10�������� ���p�	���������	�ก���()�กrs

���"s0�� ���"10�q������������f
%�1��,��	�กrก��� �! ���&��� �����f��	�ก�
�������&��p�	�&กr�&�� �! ��
���q�s�� ��	�
��ก��	���&��� ���" ��'��&'1�ก1q����กr�	�s� 0�q�s�� ������f�()��(�����'����.p	 
0 255ir≤ ≤ ����.p	�&1q���� 255 กrs� 10%
� �กr�&����"�&1q������ �ก�
 8

4 70n
kC C= = กr

�� ���'��&��&���#�7����()�กr�q����
������		��������	�ก�
��� 
 

3.3 ��ก����+�X�ก��������กM������%N������#��/�����&4��ก��3-4 

1�ก���	� ���&� 3.1 �q�����ก��.q�f��� �กrก��� �! ��s

��ก��	�����ก �������f�q����
������		������� �! ����	�ก�
�����p	��  ����f����ก� ���	�ก�
���s�� 10��	������� �กr�&�
�����ก��� �! ���%p�	����ก���ก*,0���ก ��.p	กr�� 

�L,M������ 3.2 (o+����ก������	
.��������f��ก����	�ก�
����	�������		������
��������������� ���q����	����%p�	�
��������������()�(o+���&������f��.q��	
��� 

'���2�# ก��%���1���g*r&
��������10%���1������ก�����		�ก	�������ก����กr��ก��� �! ��
��	�ก�
��� (F

R

-1) ��p�	กq����กrก��� �! �� F
R 

�	�������		��������������������� ���q����	
����%p�	�
������������� ����&' 

 

 

 

 

 

 

 

	�ก	������&� 3.1: 	�ก	�����ก��� �! ��� 	��	�������		������ (f
r
) 

input rule r (when r is the given decimal value from 0 to 255) 
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 Neighborhood x1x2x3 

output bit-string y 

begin  

01: Convert r to be the bit-string and put in the r[8] 

02: for i = 1 to 3 do 

03:  RMT←RMT  +  x
i
⋅ 23-i 

04: enddo 

05: y = r[8 - RMT] 

end 

 

 1�ก	�ก	������&� 3.1 10����� �ก��� �! ��� 	�10�&����q�����(�0ก	
����กr r ��p�	 r �()�
������������
s0�&. �	�� �0�� �� 0 f�� 255 s0����q������&��()�����%p�	�
���.p	 x1x2x3����&
!�%#�.p	 y �&ก���q���������(�&� 3.3 
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r[8] 

input :rule r (when r is the decimal value from 0 to 255) 

 Neighborhood x1x2x3 

 

 

 

b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8 

 

 

RMT = x1⋅2
2 + x2⋅2

1 + x3⋅2
0 

 

Return y = f
r
(x1x2x3) = b8-RMT 

��(�&� 3.3 ก���q�����	�ก��� �! ��� 	��	�������		������ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x1 x2 x3 
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	�ก	������&� 3.2: 	�ก	�����ก��� �! ���������กr��ก��	���	�������		������ (F
R
) 

input R = <r1, r2,i, r
i
,i, r

n
> 

 Message X = x1x2ix
i
ix

n
 

output bit-string Y = y1y2iy
i
iy

n
 

begin  

01: for i = 1 to n do 

02:  if  i = 1 do 

03:   x
i-1←x

n
 

04:  else if i = n do 

05:   x
i+1←x1 

06:  y
i
←

ir
f (x

i-1xi
x

i+1) 

07: enddo 

08: let Y = y1y2iy
i
iy

n
 

end  

 

 1�ก	�ก	������&� 3.2 10����� �ก��� �! �����s

��ก��	���	�������		�������&���
�q�����(�0ก	
����กrก��� �! ��s

��ก��	�� R = <r1, r2,i, r

i
,i, r

n
> ��p�	s� 0 r

i
 �()��������

�����
s0�&. �	�� �0�� �� 0 f�� 255 s0����q������()����	�ก��0 X = x1x2ix
i
ix

n
 ��p�	 x

i
∈{0,1} 

�&!�%#��()����	�ก��0 Y = y1y2iy
i
iy

n
 �&�f�กกr R � �! �� ��p�	 y

i
∈{0,1} ��'��&'�����f	#�
��ก��

�q������������(�&� 3.4 
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input :R = <r1, r2,i, r
i
,i, r

n
>, X = x1x2ix

i
ix

n
 

 

1 1 2( )r nf x x x

1x 2x ix nx

1x 2xnx 1x 2x 3x 1ix − ix 1ix + nx1nx − 1nx +

2 1 2 3( )rf x x x 1 1( )
ir i i if x x x− + 1 1( )

nr n n nf x x x− +

1y 2y iy ny

(( ),3)RF X

 

��(�&� 3.4 s���ก��� �! ���������กr��ก��	���	�������		������ F
R
((X), 3) 
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	�ก	������&� 3.3: 	�ก	�������ก������	
กr�q����
������		������	�ก�
��� 

input 1 2, ,..., ,...,i nR r r r r=< >  

 Message x1x2ix
i
ix

n
 

output 1 1 1 1 1
1 2, ,... ,...,i nR r r r r− − − − −=< >  

begin 

01: for i = 1 to n do 

02:  for j = 1 to 8 do 

03:   [ ][ ]b i j d←  // set default value at the b table 

04:  enddo 

05: enddo 

06: for i =1 to n do 

07:  if r
i
 is the unbalance, return R is not reversible 

08:  for j = 0 to 7 do 

09:   for k = 0 to 2n do 

10:    if f
i

-1(three-bits binary representation of j) is unique x
i
, 

11:     then [ ][8 ] ib i j x− ←  

12:     otherwise R is not reversible 

13:   enddo 

14:  enddo 

15:  let 1 [ ][1], [ ][2], [ ][3], [ ][4], [ ][5], [ ][6], [ ][7], [ ][8])(i b i b i b i b i b i b i b i b ir CONCATENATE− ←  

16: enddo 

17: let 1 1 1 1
1 2, ,..., nR r r r− − − −=< >  

end 
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]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

1�ก	�ก	������&� 3.3 10����� �	�ก	�������ก������	
กr�q����
������		����
��	�ก�
����&����q�����(�0ก	
����กrก��� �! ��s

��ก��	�� R = <r1, r2,i, r

i
,i, r

n
> ��p�	s� 0 

r
i
 �()�������������
s0�&. �	�� �0�� �� 0 f�� 255 s0����q������&� �()����	�ก��0 X = 

x1x2ix
i
ix

n
 ��p�	 x

i
∈{0,1} ��กกr R �()�กr�&������f� �! �����������		��������	�ก�
��� 

	�ก	�����10.p�. �!�%#��()�กrก��� �! ��s

��ก��	�� R-1 = <r1
-1, r2

-1,i, r
i

-1,i, r
n

-1> s� ��ก
กr R �()�กr�&��� �����f� �! �����������		��������	�ก�
���10��&�ก� �กr���ก ���()�กr�&�
�� �����f��	�ก�
��� 

��'��&'����'�s�ก ���"��� �กrก��� �! �� R �()�กr�&������f� �! ��������		������
��	�ก�
��� 10���� ��&กrก��� �! �� R-1 = <r1

-1, r2
-1,i, r

i

-1,i, r
n

-1> �&������ก��� �! �������
��	�ก�
�	�กrก��� �! �� R = <r1, r2,i, r

i
,i, r

n
> ����10�	��'�. ����������q����
 r

i

-1 �()� d ���
��&��กr R-1 ���������&� 3.1 

������&� 3.1 ก����'�. ������������ก�
������&�10�()�กrก��� �! �� R-1 

PS 111 110 101 100 011 010 001 000 

r1
-1 

d d d d d d d d 

r2
-1 

d d d d d d d d 

         

r
i

-1 
d d d d d d d d 

         

r
n

-1 
d d d d d d d d 

 

��p�	%�1��,�ก��� �! ���&��ก����'�1�ก F
R
((X),N) = Y 10��������(�&� 3.5 

]
]



28 
 

 

... ...

Y

1y 2y iy ny

... ...

X

1x 2x ix nx

(( ), )RF X N

 
��(�&� 3.5 s���ก��� �! ������	�������		������ F

R
((X), N) 

 
10����� � �&1q����ก��� �! ���&��()��(�����'���� 2n s

 s0��p�	%�1��,���ก�����f� �! ��
��	�ก�
��� �ก*,0�	�����%p�	�
����&��q�s�� ���� i ��t�&�� �! ��10�()��(�����'����s(�
ก�,& (1�ก
�������	�กr���") ����&' 

 

 

 

��(�&� 3.6 s���1q������(s

�	�!�%#��&�� �! ����������%p�	�
��� (x
i-1xi

x
i+1) 

 

1�ก��(�&� 3.6 10����� �s� 0��(s

�	�����%p�	�
����������	�ก�
�&ก�,&�&��'q�ก��

�()�1q���� 32
2

8

n
n−= s

 s01�ก�������� R �()�กr�&������f��	�ก�
��� 10���� �ก��� �! ��

�	�����%p�	�
���s� 0s

��'�� ��(����&���&��ก�� ����.p	 x
i 
��ก�ก�����"ก��,��	�����%p�	�
���

1ix − ix 1ix +

1 11 1 01 0 01 1 10 1 00 0 10 0 000 11
32n− 32n− 32n− 32n− 32n− 32n− 32n− 32n−
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]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

]
 

� �! ���������	�ก�
�&�"����"������� �ก�
�(.�0��� 10��"(���� �กr R�� �����f� �! ��
s

��	�ก�
��� 

��'��&'10���� � b
i,8-j

 = x
i
 ��p�	 j .p	���������
�	�����%p�	�
��� s0��p�	ก�0�q���

�ก*,0��&��ก��10���� � r
i

-1 = (b
i,1bi,2bi,3bi,4bi,5bi,6bi,7bi,8)2 ���������&� 3.2 

������&� 3.2 s���กr��	�ก�
��� r
i

-1 ��p�	���
 b
i,j 

PS 111 110 101 100 011 010 001 000 

r1
-1 

d d d d d d d d 

r2
-1 

d d d d d d d d 

         

r
i

-1 
b

i,1 b
i,2 b

i,3 b
i,4 b

i,5 b
i,6 b

i,7 b
i,8 

         

r
n

-1 
d d d d d d d d 

 

s0�"�������p�	�q�1�.�
�"ก�q�s�� � ���10���� � 1 1 1 1 1
1 2, ,... ,...,i nR r r r r− − − − −=< > �����()�กr

�&������f�q����������		�������&�f�ก� �! ������กr��ก��	�� R � �! ����	�ก�
��� 

 

'���2�#��ก����+���� 3.1 �������� R = <r1, r2,i, r
i
,i, r

n
> s0���	�ก��0�	���
��

1 2... ...i nX x x x x=  ����f�ก� �! ������ F
R
 �q�������� �  

(( ),3)RF X Y=  

����  

1 2... ...i nY y y y y=  

%�1��,� y
i
 �q����
�"กt1q�������� i �q�������� �  

1 1( )
ir i i i if x x x y− + =  

]
]
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������p�	%�1��,�f��ก��� �! ���&��ก����'���'�����	� 1 1i i iy y y− + 10��	�� �! ���(��������&��ก������.p	 
x

i
�����ก�ก���ก*,0�&'��'� ���10��"(� �ก��� �! �� , �q�s�� ���'�10��	��()��(��� x

i
 s���q�. �

���ก ���(�ก�
�����กrก��� �! ���&�10�()�.q��	
 .p	  
1

,8i j ib x−
− =  

��p�	  

2 1 0
1 12 2 2i i ij y y y− += ⋅ + ⋅ + ⋅  

����&� 0 7j≤ ≤  

������p�	%�1��,��"กก�,&�	� x
i
 s��10�q������� 1

, 1i jb− + �������ก���()� .�
�"ก�q�s�� � ����.p	 1
ir
− s0

��p�	�q����ก*,0��&��ก���"กt i�()�1q���� n.��'� 10�q������� 1
ir
− .�
�"ก i ����.p	  

1 1 1 1 1
1 2, ,..., ,...,i nR r r r r− − − − −=< >  

s0��p�	�q�กr R-1�������ก��� �! �����!�%#� Y  ������&������ �  
1 (( ),3)

R
F Y− ��� 1 2... ...i nY y y y y=  �q����
�"กt1q����

���� i 

10�q�������� � 
 

1 1 1( )
i

i i i ir
f y y y x− − + =  

s0��&������ �  
1 1 2 1 2(( ... ... ),3) ... ...i n i nR

F y y y y x x x x− =  

����.p	  
1 (( ),3)

R
F Y X− =  

���&1����� 3.2 ������		�������&��&กrก��� �! ��.p	 <15, 51, 204, 153> �()�������		��
������	�ก�
�����p	��  

��(���� �����. �.���1����	�กr R = <15, 51, 204, 153> �����f������&���(�&� 3.2 s0��p�	��&��ก��
� �! ����'�����&��ก����'�10��������(�&� 3.7 ����&' 
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0000 1101→   1000 1100→  
0001 0100→   1001 0101→  
0010 1111→   1010 1110→  
0011 0110→   1011 0111→  
0100 1001→   1100 1000→  
0101 0000→   1101 0001→  
0110 1011→   1110 1010→  
0111 0010→   1111 0011→  

��(�&� 3.7 ก��� �! ���	����	�ก��0����&�����กr <15, 51, 204, 153> 

 
������p�	��&��ก��� �! ���	�������		����������กr <15, 51, 204, 153> ���	�� ����(�	�ก���

�	�ก��� �! ����'� 16 s

s0���������&�(��ก���s� 0�����	�ก���s������&�s(���1�ก

������	��	�ก��� �! ��s� 0����q������(�()����������
10�����ก*,0ก��� �! ���(���

�f��0f���(�����(�&� 3.8 

 

 

 

 

 

 

  

��(�&� 3.8 ก���s���ก��� �! ���	�กr <15, 51, 204, 153> ����(�	��������
 

 

��#&ก����ก����กr�&�10�����ก��� �s

��	�ก�
�&����&' 
%�1��,��q�s�� � i = 1  
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 ก�,&����%p�	�
��� 000 10�������� ��ก��ก�,&���ก ��.p	 

  0101 0000→  

  0111 0010→  

  10���� � 1,8 0b =  

 ก�,&����%p�	�
��� 001 10�������� ��ก��ก�,&���ก ��.p	 

  0001 0100→  

  0011 0110→  

  10���� � 1,7 0b =  

 ก�,&����%p�	�
��� 010 10�������� ��ก��ก�,&���ก ��.p	 

  1100 1000→  

  1110 1010→  

  10���� � 1,6 1b =  

 ก�,&����%p�	�
��� 011 10�������� ��ก��ก�,&���ก ��.p	 

  1000 1100→  

  1010 1110→  

  10���� � 1,5 1b =  

 ก�,&����%p�	�
��� 100 10�������� ��ก��ก�,&���ก ��.p	 

  1101 0001→  

  1111 0011→  
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  10���� � 1,4 1b =  

 ก�,&����%p�	�
��� 101 10�������� ��ก��ก�,&���ก ��.p	 

  1001 0101→  

  1011 0111→  

  10���� � 1,3 1b =  

 ก�,&����%p�	�
��� 110 10�������� ��ก��ก�,&���ก ��.p	 

  0100 1001→  

  0110 1011→  

  10���� � 1,2 0b =  

 ก�,&����%p�	�
��� 111 10�������� ��ก��ก�,&���ก ��.p	 

  0000 1101→  

  0010 1111→  

  10���� � 1,1 0b =  

�����'�10�q�������� � 1
1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 2 2( ) (00111100)r b b b b b b b b− = = =  60  �����	� 

����.p	 ��p�	%�1��,��&� i = 2, 3, 4 ���ก*,0��&��ก���&'10�q�������� � 

 1
2 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2 2( ) (00110011) 51r b b b b b b b b− = = =  

 1
3 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 2 2( ) (11001100) 204r b b b b b b b b− = = =  

 1
4 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6 4,7 4,8 2 2( ) (01010101) 85r b b b b b b b b− = = =  
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�����'� 10���� �������		�����������f��	�ก�
������� 
1 1 1 1

1 2, ,..., 60,51,204,85nR r r r− − − −=< >=< >  

 

���&1����� 3.3 กq����������	�ก��0�	���
�� Y = 0000 s0กq�����o�ก����ก��� �! �� F
R 

���� 
60,51,204,85R =< >  � �! �� X ���� F

R
  �()�1q�������.��'� 

��(����  ��&�������. �.���1����	�กr R �����(�&� 3.9 ����&' 

           ����%p�	�
��� : 111      110      101      100      011      010      001      000                กr 
RMT  :  (7)  (6)       (5)        (4)       (3)        (2)       (1)       (0) 
���!�%#�  :   0       0          1           1          1           1         0         0  (60) 

 ���!�%#� :   0         0          1           1          0           0         1         1  (51) 
���!�%#� :    1         1         0           0          1           1         0         0             (204) 
���!�%#� :    0         1          0          1          0           1         0         1                (85) 

��(�&� 3.9 s����o�ก�����	�ก��� �! ������กr R = <60, 51, 204, 85> 

 

�����p�	������ �! ����������q����� Y = 0000 ����.p	 10��	�%�1��,�����%p�	�
����&��"กt�q�s�� � 
��p	�&���&�ก� �ก��� �! ��� 	� ������p�	� �! ���()�1q���������'��	�10���!�%#�����&' 

��'��	��&� 1 : 1 2 3 4((0000),3) (000) (000) (000) (000) 0101,RF f f f f= =  

��'��	��&� 2 : 1 2 3 4((0101),3) (101) (010) (101) (010) 1001,RF f f f f= =  

��'��	��&� 3 :  1 2 3 4((1001),3) (110) (100) (001) (011) 0100,RF f f f f= =  

��'��	��&� 4 :  1 2 3 4((0100),3) (000) (010) (100) (000) 0001,RF f f f f= =  

��'��	��&� 5 :  1 2 3 4((0001),3) (100) (000) (001) (010) 1101RF f f f f= =   

�����'�10���� �  5 ((0000),3) 1101RF =  
1�ก���	� ���&� 3.1 10�������� � 5 ((1101),3) 0000RF = ��p�	 R = <15,51,204, 153>s0��p�	

������กrก��� �! ���&��()�กr��	�ก�
�	�กr�����������.p	 R = <60, 51, 204, 85>  �������ก��
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� �! ��!�%#��"����������	� ���&� 3.1 ����1q������'��	��&��� �ก������&�(��ก������	� ���&� 3.3 �q�
������� �  5 ((0000),3) 1101RF = ��������()�	�ก��0�&��()�����q�������'�s� ��� ��p	�&���&�ก� ��q����
������		�����������f��	�ก�
��� �	ก1�ก�&'��������f����ก����� ��ก*,0��ก����	�ก�

����	�������		����������()�ก����	�ก�
�����������������&' 
 5 ((1101),3) 0000RF = ��p�	 15,51,204,153R =< > (������	� ���&� 3.1) 

����.p	  1101 0001 0100 1001 0101 0000→ → → → →  

 5 ((0000),3) 1101RF = ��p�	 60,51,204,85R =< >  (������	� ���&� 3.3) 

  ����.p	 0000 0101 1001 0100 0001 1101→ → → → →  

 

���&1����� 3.4 ������		�������&��&กrก��� �! ��.p	 <240, 170, 225, 156> �()�������		��
������	�ก�
�����p	��  

��(���� �����. �.���1����	�กr <240, 170, 225, 156> �����f��&����������(�&� 3.10 
 
 

����%p�	�
��� : 111      110      101      100      011      010      001      000                กr 
RMT  :  (7)   (6)       (5)        (4)       (3)        (2)       (1)       (0) 
���!�%#�  :    1    1          1           1          0          0         0          0             (240) 

 ���!�%#� :    1         0           1          0          1           0         1         0             (170) 
���!�%#� :    1         1           1          0          0           0         0         1               (225) 
���!�%#� :    1         0           0          1          1           1         0         0              (156) 

��(�&� 3.10 s����o�ก�����	�ก��� �! ������กr <204, 170, 225, 156> 

 
1�ก�����. �.���1����	�กr <204, 170, 225, 156> 10����� �กrก��� �! ��(�0ก	
�(

����กr� 	�t�&����"�"ก�q�s�� � 1������� �����f���� ��()�กr�&������f� �! �������	�ก�
���
��p	��  ��#&ก����ก����กr�&�10�����ก��� �s

��	�ก�
�&����&' 
%�1��,��q�s�� � i = 1  
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ก�,&����%p�	�
��� 000 10�������� ��ก��ก�,&.p	 

  0000 0010→  

  1100 0000→  

 10�������� ��ก����	���s����&��q�s�� � i = 1 ����%p�	�
��� 000 10���� �กrก��� �! ��s



��ก��	�� <240, 170, 225, 156>�� �&กr�&������ก��� �! ����	�ก�
 1��fp	� ��� �()�������		��

������	�ก�
��� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

�ก����	���s�����ก��
� �! ����	�ก�
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����� 4 

��%�����#%N������#��/����� 

 
��p'	����
��&'10ก ��f��
����.��0���ก&���ก�
ก��� �! ��s

��ก��	����	�ก�
���

�q����
������		��������	�ก�
��� ����s
 �		ก�()��	�� �� (�0ก	
���� � ���&������
ก ��f��������		��������������������&��ก*,0�	�����%p�	�
���	�� ����(s

������ ���	�� 
����(s

�����( (generic form) ����.p	 1q�����	�ก��%�1��,�����%p�	�
����������	�110�� 
�� �ก�
1q�����	�ก��%�1��,�����������	�s� 0����f��0 ก �����	&ก��������.p	�()�
����%p�	�
��������� ������ � ���&��	�ก ��f��ก���(�&�
��&�
1q�����	�กrก��� �! ���	�
������		��������	�ก�
��� 

4.1 ก���1�61�����%�ก%���#������%N������#��/�����0��-%N��#%'^����4��3�1������ 

10����� �ก��� �! ��s� 0.��'��q����
������		��������'�10%�1��,�1�ก����%p�	�

����&���1�ก������	� ��������������s0���������������1q�����&��� �ก�� (��&�ก� �����
��$�& r) ����	�� ����(s

������ก����'��	����� s� ��
��ก�,&�	�������		������ก��
%�1��,�����%p�	�
����� 1q��()���	��()������(s

������� ���1q��������%p�	�
����������
	�110�� �� �ก�
1q������������� ������&�ก���� ��()�������		��������������%p�	�
����� 
������ ��'��&'��'�	�� ก�
ก��กq������$�&�	����������� (l) s0��$�&�	���������� (r) ����&' 

��&�� 4.1 ������		������������������� n�������q����	 ����%p�	�
����� ������ ��&�����
�()� {D, K, X, Y, N, F

R
} ��p�	  

D .p	 1q���������	�������		������ D =1, 

K .p	 ����	��f��0��'�����&���������f�()��(��� K = {0, 1}, 

S .p	 ����	����	�ก��0����.������ n 

N .p	 �����	�����%p�	�
��� {x
i-l

,i,x
i-1, x

i
, x

i+1,i,x
i+r

} ��� l .p	��$�&�	�����%p�	�


����������, r .p	��$�&�	�����%p�	�
���������, 
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10�������� �1q��������%p�	�
�����'����.p	 N =l+r+1 

s0�o�ก������ก��� �! ��  F
R
: S ×N→S �����f��&������()� F

R
((x1x2ix

i
ix

n
), N) =  

( ) ( ) ( ) ( )
1 21 0 1 2 1 2 1 2 3 2 1 1 i 1 1x ... x x x x

i nr l r r l r r i l i i i r r n l n n n n rf x x x f x x x f x x x x f x x x x x− + − + − − + + − − − +… … … … … … … … …
���������������������������������������������

 n .��'� 

����&� 

ir
f (x

i-lix
i-1xi

x
i+1ixi+r

) = b
i,j
  

��p�	  

12 2
i r

l r i r k
k

k i l

x j
+

+ + + −

= −

− ⋅ =∑  

s0  

 

1
1

2
2

,
1

2
l r

l r j
i i j

j

r b
+ +

+ + −

=

= ⋅∑   ��p�	 , {0,1}i jb ∈  

10�������� � 

120 2 1
l r

ir
+ +

≤ ≤ −  

s01�ก  

ir
f (x

i-lix
i-1xi

x
i+1ixi+r

) = y
i
 

�����'�10���� � 

F
R
((x1x2ix

i
ix

n
), N) = y1y2iy

i
iy

n
= Y 

 1�ก������&� 4.1 �������s����������� �ก��กq�������ก��%�1��,�����%p�	�
����	�

������		����������()�s

�� ������ ����.p	 ก���&�1q�����	�����%p�	�
����������s0

1q�����	������������ �� �ก����'�10�q����ก���q��((�0�"ก�����ก�
���	p��t�&.����p���" ���ก
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��'� �%��0�� ���1q�ก��	�� �&�ก��%�1��,�����%p�	�
����&��&.����������%&��	� ����&�� 	&ก��'����

� ������ก��.�����
��	���� �! ��������		������	����p�	���1�กก��.�����f��1q����s0

��(s

�	�����%p�	�
�����'�10�()��(�����ก 

 

4.2 ก��%���&�%��&�2��������กMก���1�61��������%N������#��/�����&4��ก��3-4 

1�ก.",��
����	�ก��� �! ����	�ก�
����	�������		�����������������'��ก����'�ก�

กr�%&��
��กr�� ���'� s01�กก��$�ก*�������		��������������������&�� ���&��"� .p	 	�������
�&������		�������������f�ก%���1��s��� ������f� �! ������.�����
��	����s� ก�����&��	1q�ก��
��p�	��	�1q����กr�&������ก��� �! �������'��&1q������	��ก���( 1������&ก��%�u��������� ��
�����	�������		����������(s

� ��t����&����ก �������
��&� 2 ���������f��"(1q����
�	�กrก��� �! ���q����
������		��������	�ก�
������������&� 4.1 ����&' 

 

������&� 4.1 ก���(�&�
��&�
1q����กrก��� �! ���q����
������		��������	�ก�
��� 

�����	�������		������ 
1q�����	�กr�&�� �! ����	�ก�
��� 

�	
���s

�� �&. � �	
���s

�	
 

	&&������&������		������ 2 6 

������		������s

��	�ก�
����������� ��.���1q� - 256 

������		���������ก��� �! ��s

��ก��	��
(����.���������) 

512 40,320 

������		���������ก��� �! ��s

��ก��	�� 
(����.�������&�) 

1,968 7,264 
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 1�กก��กq�������������		�������&กrก��� �! ��s

��ก��	����'��q�����&1q�����	�
กr��ก��ก��� �! ���()�1q������ก s� กr�&������f� �! �����������		��������	�ก�
���
��'������	�fp	� ��&�%&��� ��������� ���'� s� ��p�	��&�
ก�
���������&�! ������	�fp	� ��&1q������กก� �
	� ���&����q�.�+���������&� 4.1 ����1�กก����	���กr�&��&����.���������s0�&���������f�q�
���������
���� �ก���p	ก�ก*,0�	��	
����	�������		�������&!� 	1q�����	�กr�&����
��	�ก�
����� �ก�� ��'��&'กr�&����1�กก��.q���,��������f�q��(���� �! ��������		���������
1��� 
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����� 5 

��"�6�ก����2&����4�%������ 

5.1 ��"�6�ก����2& 

������		��������	�ก�
�������������� [1] ��'� �()��������.,��$������&������

.������1��	� �������� ����.",��
����	�ก���q������������&���&��� 	ก���()�1q������ก s� 
0����&ก���q����s

�f��01q�ก���&��q�����(%��	�ก��s

���� ก���&�.�������s0กr��
ก��� �! ��	� ��� ���	�	&&������&������		������ [2] (ก��%�1��,�����%p�	��%&�����
���	� ���������� ��������� s0ก�������กr1�ก���������	�����.������s(��� ���'�) 
s� �����f�������(s

��ก��� �! ���&���
��	���� �q���������1��� ��t����q��������ก ���(���
sก�(o+��s0(�0�"ก����������� ��t ����.",��
���ก����	�ก�
����	�������		���������f�ก
$�ก*�s0�q���(�0�"ก����������t�����1�� s� ��p�	�1�ก.",��
����&�1q��()����ก �������f�ก��
��'�ก�
������		�������&��&กr��ก��� �! ���&��&�ก*,0�&��h%�0�1�01���ก�ก���(��p		�1
ก ������ ��&กr�&������ก��� �! ����	�ก�
�����	��ก���( ����(o+��ก����กr�&������f� �! ��
��	�ก�
�������()�(o+���&������
.������1�%p�	�����������		�������&��&(�0���#�/�%��ก��'�  

�������1���&'(�0�"ก�����กrก��� �! �������� ���q����	�����&	�� �������1���	�s��s0
��ก���� [4] ����.p	ก�����������		������� �! ������กr��ก��	�� (s� 0���� �! ������กr�&�
s�ก� ��ก��) s��ก��� �! ������กr��&��ก���	��"ก���s0ก��กq�����	
���s

�	
����
���������&�� ���กก���%���.",�ก*,0�&��q����ก��� �! ���	�������		�������&.���
��ก�����ก��'�10�q����กr�&������f� �! ����	�ก�
�����'��&1q������ก��'�	&ก��'�ก��� �! ��
s� 0.��'�10�����f�%���.�����
��	�����&��ก��'�ก� ����� ��'��&' �%p�	sก�(o+���	�1q����กrก��
� �! �������&��&	�� ��	�����&����ก �����������'� �����1���&'1��������		�ก	�������ก�����1�	
กr
ก��� �! ��s

��ก��	����	�ก�
���������������(s��ก��กq����กrก��� �! ������()�s


��ก��	�������f�����กrก��� �! ���()�1q������ก 	�ก	������&����	��������#&ก������s01q�ก��
��� (branch and bound) (�0ก	
ก�
ก��%�1��,�f��.",��
����&�1q��()��q����
������		������
s��10�q�������
���� �กr�&����� �! ����
����()�กr�&������f� �! ����	�ก�
��� 

1�กก�����	�ก	��������	
กrก��� �! ����ก��	���"ก����&��&����.���������s0�&�
	�ก��0 ����������� �กr�&������f� �! ����	�ก�
�����'��&1q������ก��'�ก� �������ก 	&ก��'�ก��
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กq�����	
����	�������		������ก��&!� 	1q�����	�กr�� �ก�� ����.p	��p�	กq�������
�	
����()�s

�	
10�&1q����กr�&������f� �! ����	�ก�
�����กก� �ก��กq�����	
���s


�� �&. � ����ก��%��0� �ก��กq�����	
���s

����'��q����ก��%�1��,�����%p�	�
����&�	�� �	ก
�	
����	�������		������		ก����'��&. �������s

��'�	�� ก�
����&�	�� 	&ก�o�� ����� ��1�ก
ก��กq�����	
���s

�� �&. ��&�10กq�������ก��%�1��,�����%p�	�
����&�	�� �	ก�	
���
		ก���()�. ��%&��. ���&���� ���'� 

s��� �	�ก	������&������ก������	
กrก��� �! ��s

��	�ก�
���10�&	����ก�����
��
�	�����()����	ก���%�����&� s� ��ก	�ก	���������	
� �กr���()�กr�&��&.",��
�����ก��
� �! ����	�ก�
���s�� 	�ก	�����10.p�. ��	�กr�&��()�.� ��ก��� �! ����	�ก�
���ก�
.p��� ����
กr�&��()�.� ก����'�10�&.",��
�����ก��� �! ����	�ก�
�q����
���	�ก��0��t��1q������'��	��&�
�� �ก��ก�
ก��� �! ������กrก 	�����	&ก��'����������ก��� �! ��s

��	�ก�
ก�10����()��������
�����	�ก��� �! ������'����	&ก���� 

�������1���&�1q��()���	�	�$��.",��
����	�ก����	�ก�
����	�������		������s0
%
(o+���	�1q����กrก��� �! ���&���	��ก���(�����f�%���(�0���#�/�%ก���q������������#&�&�
������	�������1���&' �����&!�q����1q����กrก���&������f� �! ����	�ก�
����&.�����ก��� 
��������������ก�����������
�����f����������������ก������������	������&�ก"+s1�&������
ก����������s0ก"+s1�&������ก��f	������()�.�0��� 	&ก��'�ก���&�1q�����	�กr��ก��� �! ���&
�()�1q������ก �q����ก��f�ก�1��&������#&.����'���� (brute-force attack) 1���()��(�����ก  

 

5.2 �4�%�����������������2&X������ 

1�ก�����1���&'�()������1�����		�ก	������&������ก����กr��ก��	���	�������		��
��������������&��&.��������f��ก����	�ก�
��� %
� ���������f�q������1����ก��%�u��s0
(��
(�"���������	���� 	�(�&'��� 

1) ก��%�1��,�����%p�	�
�����ก��� �! ���	�s� 0����f��0	�110%�1��,����
�&��&��$�&�&���กก� �������� ����ก�������กr��ก��� �! ��ก�10�����&1q�����%�����ก��'� 
���f������&������ก����กr�&��&.",��
�����ก��� �! ����	�ก�
ก�10�������%�����'�
����(���� 	��10�q���������f�%���.�����
��	������ก������'� 

2) .",��
�����ก����	�ก�
����	�������		�������&�������	 ก�����กrก��� �! ��
������		��������ts�� ก��� �! ���������	�ก�
�����f�q�������ก��� �! ��
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กr�&��()�.� ก�������()�กr�&�s�ก� ��1�กกr�&����� �! ������'�s�ก����1q����ก��� �! ��
�&��� �ก������fp	� ��()���	1q�ก���&��q����
�����1���&' ���������1����	��.�	�110$�ก*�
s0�q�ก������(s

��ก��� �! ���&������f���1q�����	�ก��� �! ����	�ก�
�&��� 
�� �ก�� ��������.���� �	�110��	���.����q�%��#��	�1q����.��'��	�ก��� �! ����'�
.�  

3) 1q���������	�������		�������&!� 	����&�10�q��((�0�"ก����� ��p	ก ������ �
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