
 
 
 

ผลของสนามโนม้ถ่วงต่อการไหลของกระแสน ้าในมหาสมุทร 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นายเอกลกัษณ์ จนัเทร์มะ 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

วทิยานิพนธ์น้ีเป็นส่วนหน่ึงของการศึกษาตามหลกัสูตรปริญญาวทิยาศาสตรมหาบณัฑิต 
สาขาวชิาวทิยาศาสตร์ทางทะเล ภาควชิาวทิยาศาสตร์ทางทะเล  

คณะวทิยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั 
ปีการศึกษา  2553 

ลิขสิทธ์ิของจุฬาลงกรณ์มหาวทิยาลยั 



 
 
 

EFFECTS OF GRAVITATIONAL FIELD ON THE FLOW OF OCEAN CURRENT 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mr. Eakluck Chandrema 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

A Thesis Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 
for the Degree of Master of Science Program in Marine Science 

Department of Marine Science 
Faculty of Science 

Chulalongkorn University 
Academic Year 2010 

Copyright of Chulalongkorn University 





lonn'n~d Cutmhr : ~ n a o ~ m n u f ~ n ' ~ ~ i o n i ~ ~ n n u ~ ~ n ~ r ~ t ~ ~ i I u u n ~ n ~ n ~ .  

(EFFECTS OF GRAVITATIONAL FIELD ON THE FLOW OF OCEAN 

CURRENT) O .  BdnlninuiGnuh~n : w~.clr.dnluniTdqnr, 93 ~ $ 1 .  



# #5072584423 : MAJOR MARINE SCIENCE 

KEYWORDS : General Relativity/ Gravitational/ Ocean current 

EAKLUCK CHANDREMA : EFFECTS OF GRAVITATIONAL FIELD ON 

THE FLOW OF OCEAN CURRENT. ADVISOR : ASST.PROF.PRAMOT 

SOJISUPORN, Ph.D., 93 pp. 

This research studies the theoretical influence of the earth's gravitational and 

rotation to the change in space and time. The flow of the ocean current will be described 

using the general relativity theory instead of the Newton's laws of motion which is based 

on the NavierStokes equation in the Euclidean space. First, Kerr matrix is determined. The 

s q m  of the angular momentum of the earth's mass was found to be about which 

identified the Kerr matrix as slow Kerr. With slow Kerr, matrix tensor in the geodesic 

equation can be reduced to the Schwamchild matrix. The radius of the earth's 

Schwanschild was found to be about 9 x 10-'m which identified the gravitation field as 

weak field. Because the ocean current speed is many orders less than the speed of light, 

therefore, the geodesic equation can be reduced to the Newton's equation of motion. (or the 

NavierStokes equation) in non-Euclidean space. And when the Ricci tensor values were 

found to be approximately zero, then the NavierStokes equation in non-Euclidian space 

can be reduced to the Navier-Stokes equation in the Euclidean space. 

Therefore, the presence of the earth's gravitational and rotation do not have the 

effect on the fourdimensional space and time because the Earth's rotation is rather slow 

and the earth's of gravitational field is rather weak. 
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บทที ่1 
 

บทน า 
 

1.1 ความเป็นมาและความส าคัญของปัญหา 
 
แรงโน้มถ่วง (gravity) หรือ ความโน้มถ่วง (Gravitation) ในทางฟิสิกส์จดัเป็นหน่ึงในส่ี

แรงอนัตรกิริยาหลกัในธรรมชาติ (แรงแม่เหล็กไฟฟ้า, แรงนิวเคลียร์แบบเขม้ แรงนิวเคลียร์แบบ
อ่อน และแรงโนม้ถ่วง)  และแรงโนม้ถ่วงมีค่านอ้ยสุดในบรรดาแรงทั้ง 4 ชนิด     อยา่งไรก็ตามแรง
โนม้ถ่วงมีอิทธิพลต่อปรากฏการณ์ต่างๆบนโลกและชีวิตประจ าวนัมากมาย  เช่น การไหลของมวล
น ้ าในมหาสมุทร  การเกิดปรากฏการณ์น ้ าข้ึนน ้ าลงในแต่ละพื้นท่ี  การไหลเวียนของมวลอากาศ  
การเกิดพลาสม่าบริเวณขั้วโลกเหนือและขั้วโลกใต ้เป็นตน้  การศึกษาอิทธิพลแรงโน้มถ่วงเชิง
ทฤษฎีนั้นไดด้ าเนินการอย่างต่อเน่ืองตั้งแต่อดีตถึงปัจจุบนั  โดยอาศยัองค์ความรู้ทางคณิตศาสตร์
และฟิสิกส์ท่ีถูกพฒันาในแต่ละยคุสมยัเพื่อหาค าตอบจากสมมติฐานท่ีตั้งไว ้จนกระทัง่ในปัจจุบนัน้ี
การศึกษาอิทธิพลของความโน้มถ่วงแบ่งออกเป็น 2 ศาสตร์ คือ กลศาสตร์นิวตนั (Newton,1687) 
และทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไป (General relativity, 1916) โดยทั้ง 2 ศาสตร์มีแนวคิดและสมมติฐาน
การอธิบายความโนม้ถ่วงท่ีแตกต่างกนั ดว้ยสาเหตุจากการพฒันาองคค์วามรู้ทางคณิตศาสตร์อยา่ง
รวดเร็วตั้งแต่ศตวรรษท่ี 19  นั้นมีอิทธิพลต่อการพฒันาองคค์วามรู้สาขาฟิสิกส์ยคุใหม่ดว้ยเช่นกนั 

 
เดิมการศึกษาการไหลของมวลน ้าในมหาสมุทรภายใตอิ้ทธิพลของสนามโนม้ถ่วงของโลก

ในทางสมุทรศาสตร์นั้นอธิบายไดจ้ากสมการนาเวียร์-สโตกส์ (Navier-Stokes equation) ท่ีประยุกต์
จากกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั (Newton) ส าหรับของไหล (Newtonian fluid) ท่ีอธิบายการเคล่ือนท่ี
ของของไหลภายใตส้นามโนม้ถ่วงของโลกบนปริภูมิ 3 มิติ-เวลาแบบสัมบูรณ์ (absolute space and 
time)  บนพื้นฐานเรขาคณิตแบบยคูลิดเดียน (Euclidean geometry) เพื่อระบุต าแหน่งต่างๆของของ
ไหล   โดยไม่แสดงความสัมพนัธ์ของสนามโนม้ถ่วงท่ีมีผลต่อปริภูมิ 3 มิติ-เวลาของของไหล        

 
โดยพื้นฐานสมการนาเวียร์-สโตกส์ เป็นสมการอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้นและจดัเป็นสมการท่ี

ส าคญัท่ีสุดในทางคณิตศาสตร์เพราะไดถู้กประยุกตใ์ชอ้ย่างกวา้งขวางในหลากหลายสาขา แต่ใน
ปัจจุบนัการค านวณค าตอบของสมการดงักล่าวไม่สามารถใชร้ะบุฟังก์ชัน่ต าแหน่งท่ีแม่นย  าไดแ้ต่
สามารถอธิบายความเร็วของของไหลต่างๆไดใ้นรูปแบบ“ สนามความเร็ว ”หรือ“ สนามการไหล ”  
เป็นตวัอธิบายถึงความเร็วของของไหล ณ ต าแหน่งและเวลาท่ีก าหนด ดงันั้นค าตอบของสมการจึง
ถูกอธิบายในรูปของเส้นแนวโนม้ของต าแหน่งของอนุภาค จึงแตกต่างออกไปจากปรากฏการณ์ท่ีพบ

http://en.wikipedia.org/wiki/Millennium_Prize_Problems
http://en.wikipedia.org/wiki/Millennium_Prize_Problems
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%9B%E0%B8%A3%E0%B8%B4%E0%B8%A0%E0%B8%B9%E0%B8%A1%E0%B8%B4
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%A7%E0%B8%A5%E0%B8%B2
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%99%E0%B8%B8%E0%B8%A0%E0%B8%B2%E0%B8%84


2 
 
ได้ในกลศาสตร์ดั้ งเดิมซ่ึงท่ีมีค  าตอบท่ีแน่นอน จึงจ าเป็นต้องอาศยัการสร้างแบบจ าลองจาก
คอมพิวเตอร์ในการสร้างเสน้แนวโนม้แทนเพื่ออธิบายการเคล่ือนท่ีของของไหลในมหาสมุทรภายใต้
สนามโนม้ถ่วงบนปริภูมิ 3 มิติ-เวลาแบบสัมบูรณ์ 

 
ต่อมาในปี ค.ศ. 1916 อลัเบิร์ต ไอน์สไตน์ (Albert Einstein) ไดเ้สนอทฤษฎีสัมพทัธภาพ

ทัว่ไปเพื่ออธิบายการเคล่ือนท่ีของวตัถุภายใตส้นามต่างๆท่ีวตัถุไดรั้บจากสมการสนาม (Einstein 
field equations,1916) เป็นการแสดงความสัมพนัธ์ระหวา่งเทนเซอร์ ความเคน้-พลงังาน-โมเมนตมั 
(stress-energy-momentum tensor) หรืออิทธิพลสนามโน้มถ่วงใดๆท่ีมีผลต่อปริภูมิ 3 มิติ-เวลา 
(space-time) รอบแหล่งก าเนิดสนามนั้นและเป็นการอธิบายการเคล่ือนท่ีของวตัถุบนเรขาคณิตแบบ
ไรมานเน่ียน (Riemannian geometry) ซ่ึงเป็นเรขาคณิตผิวโคง้ ทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไปยงัแสดง
ความไม่สัมบูรณ์ของปริภูมิ 4 มิติท่ีเกิดข้ึนกบัวตัถุใดๆท่ีอยู่ภายใตอิ้ทธิพลสนามนั้น ดงันั้นจึงเป็น
การอธิบายการเคล่ือนท่ีของวตัถุท่ีแตกต่างจากแนวคิดของนิวตนั 

 
จากความแตกต่างของกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนัและทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไป จึงเป็นส่ิงท่ี

น่าสนใจและทา้ทายส าหรับผูว้จิยั รวมถึงองคค์วามรู้และขอ้มูลเก่ียวกบัการศึกษาอิทธิพลของสนาม
โน้มถ่วงและการหมุนของโลกต่อการไหลของกระแสน ้ าในมหาสมุทรโดยใช้ทฤษฎีสัมพทัธภาพ
ทัว่ไปในปัจจุบนัมีน้อยมาก ดงันั้นผูว้ิจยัจึงมีความสนใจท่ีจะศึกษาคน้ควา้หวัขอ้ดงักล่าวเพื่อเป็น
ฐานความรู้ของงานวจิยัในอนาคต  
 
1.2 วตัถุประสงค์ของการวจัิย 

 
เพื่อศึกษาและเขา้ใจถึงอิทธิพลสนามโนม้ถ่วงและการหมุนของโลกในเชิงทฤษฎีท่ีมีผลต่อ

การเปล่ียนแปลงปริภูมิ 3 มิติ-เวลาต่อการไหลของกระแสน ้าในมหาสมุทรจากสมการสนาม  
 
1.3 ขอบเขตของการวจัิย 
 

ศึกษาอิทธิพลสนามโนม้ถ่วงและการหมุนของโลกเชิงทฤษฎีจากทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไป
เพื่อการค านวณหาก าลงัสองของตวัด าเนินการ   เพื่อวิเคราะห์ความเปล่ียนแปลงของสมการ     
นาเวยีร์-สโตกส์  
 
 

http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%81%E0%B8%A5%E0%B8%A8%E0%B8%B2%E0%B8%AA%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B9%8C%E0%B8%94%E0%B8%B1%E0%B9%89%E0%B8%87%E0%B9%80%E0%B8%94%E0%B8%B4%E0%B8%A1
http://en.wikipedia.org/wiki/Streamlines,_streaklines,_and_pathlines
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1.4 ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับ 

 
ไดอ้งคค์วามรู้และขอ้มูลเพิ่มเติมเก่ียวกบัอิทธิพลสนามโน้มถ่วงและการหมุนของโลกท่ีมี

ผลต่อความไม่สัมบูรณ์ของปริภูมิ 3 มิติ-เวลาของมวลน ้าในมหาสมุทรจากสมการนาเวยีร์-สโตกส์ 
 

1.5 องค์ประกอบของวิทยานิพนธ์ 
 

การน าเสนองานวิจยัในวิทยานิพนธ์ฉบบัน้ี  ประกอบดว้ยเน้ือหาจ านวน 5 บท โดยเร่ิมตน้
บทท่ี 1 บทน า กล่าวถึงความเป็นมาและความส าคญัของปัญหา  วตัถุประสงคข์องการวิจยั  ขอบเขต
การศึกษาวจิยั  ประโยชน์ท่ีไดรั้บจากงานวจิยั  ส าหรับบทท่ี 2 นอกจากกล่าวถึงเอกสารและงานวิจยั
ท่ีเก่ียวขอ้งแลว้ ยงัแสดงให้เห็นถึงการวิวฒันาการทฤษฎีทางดา้นคณิตศาสตร์และฟิสิกส์เบ้ืองตน้
เพื่อให้เกิดความเขา้ใจไดง่้ายข้ึน  ในส่วนบทท่ี 3 กล่าวถึงทฤษฎีท่ีเก่ียวขอ้งกบัวิทยานิพนธ์ และวิธี
ด าเนินงานวิจยั  ส าหรับบทท่ี 4 ผลการค านวณ  และบทสุดทา้ยคือบทท่ี 5 เป็นบทท่ีสรุปผลการ
ค านวณทั้งหมดเพื่อเป็นแนวทางต่องานวิจยัในอนาคต 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

บทที ่2 
 

ทบทวนวรรณกรรม 
 

ในบทน้ีจะน าสนอผลการศึกษาเชิงทฤษฎีทั้งด้านคณิตศาสตร์และฟิสิกส์ท่ีเก่ียวข้องกับ
การศึกษาอิทธิพลของสนามโนม้ถ่วงและการหมุนของโลก ซ่ึงแบ่งออกได ้2 แบบ คือ 2.1) ฟิสิกส์
ยุคเก่า (Classical Physics) และ 2.2) ฟิสิกส์ยุคใหม่ (Modern Physics)  เพื่อให้ง่ายต่อการเขา้ใจ
ภาพรวมของการวิวฒันาการและความแตกต่างของทฤษฎีทั้ง 2 ก่อนถูกน าไปประยุกต์ใช้กบัการ
อธิบายการเคล่ือนท่ีของของไหล โดยมีรายละเอียดดงัน้ี  

 
2.1 ฟิสิกส์ยุคเก่า  

 
เซอร์ ไอแซค นิวตนั [1]  แสดงให้เห็นความสอดคลอ้งระหวา่งกฎความโนม้ถ่วงของนิวตนั

กบัการเคล่ือนท่ีของดาวเคราะห์ของเคปเลอร์ (Kepler's laws, คศ.1609 ถึง 1619) โดยความโนม้ถ่วง
ของนิวตนัแปรผนัตรงกับมวลและแปรผกผนักับระยะห่างก าลังสองจากกฎการเคล่ือนท่ีของ         
นิวตนัสามารถอธิบายการเคล่ือนท่ีของวตัถุต่างๆไดเ้ป็นอย่างดีหรือกล่าวไดว้่าวตัถุต่างๆล้วนอยู่
ภายใตก้ฎการเคล่ือนท่ีเดียวกนั  รวมทั้งสามารถอธิบายการเคล่ือนท่ีของดาวเคราะห์ต่างๆรอบดวง
อาทิตยเ์ป็นรูปวงกลม วงรี พาราโบลาและไฮเปอร์โบลาไดจ้ากกฎการเคล่ือนท่ีทั้ง 3 ขอ้  

   
ซ่ึงการค านวณหาสมการการเคล่ือนท่ีของวตัถุใดๆจากกฎการเคล่ือนท่ี 3 ขอ้ของนิวตนั  

ภายใตส้นามโนม้ถ่วงนั้น   หาไดจ้ากการเปล่ียนแปลงเวกเตอร์ต าแหน่งของวตัถุบนระบบโคออดิ
เนชัน่ (x, y, z) แบบเรขาคณิตของยคูลิด  เพื่อค านวณระยะทางระหวา่งจุดสองจุดในแนวเส้นตรง
โดยใชพ้ื้นฐานจากทฤษฎีบทปีทากอรัส (Pythagoras)  ดงันั้นการเปล่ียนแปลงเวกเตอร์ต าแหน่งจึง
ถูกสังเกตจากกรอบอา้งอิงของผูส้ังเกตเฉ่ือยบนปริภูมิ 3 มิติ-มิติเวลาแบบสัมบูรณ์ อยา่งไรก็ตามการ
คน้พบกฎการเคล่ือนท่ี 3 ขอ้ของนิวตนัจึงเป็นรากฐานส าคญัต่อวิชากลศาสตร์ดั้งเดิม (Classical 
Mechanics)  

 
คลาว ลูอิส เนเวียร์ และ จอร์ท การ์เบีย สโตกต์ [2] (Claude-Louis Navier and George 

Gabriel Stokes,1822) ศึกษาการเคล่ือนท่ีของของไหลและอธิบายไดจ้ากสมการนาเวียร์-สโตกส์  
โดยน าพื้นฐานเรขาคณิตแบบยูคลิดและกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนัเพื่ออธิบายกลศาสตร์ของของ
ไหลหรือเรียกวา่นิวโทเนียลฟลูอิด (Newtonian fluid) โดยก าหนดค่าความหนืดคงท่ีและค่าความ
หนาแน่นคงท่ีรวมกบัสมมติฐานเม่ือให้ ความเคน้ของของไหลคือผลรวมการกระจายตวัของความ

http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%81%E0%B8%8E%E0%B8%81%E0%B8%B2%E0%B8%A3%E0%B9%80%E0%B8%84%E0%B8%A5%E0%B8%B7%E0%B9%88%E0%B8%AD%E0%B8%99%E0%B8%97%E0%B8%B5%E0%B9%88%E0%B8%82%E0%B8%AD%E0%B8%87%E0%B8%94%E0%B8%B2%E0%B8%A7%E0%B9%80%E0%B8%84%E0%B8%A3%E0%B8%B2%E0%B8%B0%E0%B8%AB%E0%B9%8C
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%81%E0%B8%8E%E0%B8%81%E0%B8%B2%E0%B8%A3%E0%B9%80%E0%B8%84%E0%B8%A5%E0%B8%B7%E0%B9%88%E0%B8%AD%E0%B8%99%E0%B8%97%E0%B8%B5%E0%B9%88%E0%B8%82%E0%B8%AD%E0%B8%87%E0%B8%94%E0%B8%B2%E0%B8%A7%E0%B9%80%E0%B8%84%E0%B8%A3%E0%B8%B2%E0%B8%B0%E0%B8%AB%E0%B9%8C
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%A3%E0%B8%B0%E0%B8%A2%E0%B8%B0%E0%B8%97%E0%B8%B2%E0%B8%87
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%88%E0%B8%B8%E0%B8%94_%28%E0%B9%80%E0%B8%A3%E0%B8%82%E0%B8%B2%E0%B8%84%E0%B8%93%E0%B8%B4%E0%B8%95%29
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%AA%E0%B9%89%E0%B8%99%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B8%87
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%AA%E0%B9%89%E0%B8%99%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B8%87
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%97%E0%B8%A4%E0%B8%A9%E0%B8%8E%E0%B8%B5%E0%B8%9A%E0%B8%97%E0%B8%9E%E0%B8%B5%E0%B8%97%E0%B8%B2%E0%B9%82%E0%B8%81%E0%B8%A3%E0%B8%B1%E0%B8%AA
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หนืดและความดนั   แต่อยา่งไรก็ตามเน่ืองจากสมการเนเวยีร์–สโตกตเ์ป็นสมการอนุพนัธ์ไม่เชิงเส้น     
ดงันั้นค าตอบของสมการดงักล่าวจึงอธิบายการเคล่ือนท่ีของของไหลภายใตส้นามโนม้ถ่วงและการ
หมุนของโลกแบบ “ สนามความเร็ว ” และได้ถูกน ามาประยุกต์เพื่ออธิบายการเคล่ือนท่ีของ
กระแสน ้าในมหาสมุทรดา้นสมุทรศาสตร์ฟิสิกส์และสาขาอ่ืนๆ อีกมากมาย  
 

วลิเลียม โรวาน แฮมิลตนั [3] (William Rowan Hamilton, 1835) ศึกษาเส้นทางการเคล่ือนท่ี
ของวตัถุเชิงทฤษฎีจากตวัแปรปริมาณสเกลล่าร์ (scalar) คือ พลงังานจลน์และพลังงานศกัย์ใน      
เพื่อหาค าตอบจากสมมติฐานการเคล่ือนท่ีนอ้ยๆของวตัถุ  โดยถา้วตัถุจะเคล่ือนท่ีจากจุด A ไปยงัจุด 
B นั้น  “วถัตุจะเลือกเส้นทางท่ีมีค่านอ้ยท่ีสุด” หรือ  principle of least action 

 
หลกัการแอคชัน่ของแฮมิลตนั  เป็นอีกหลกัการท่ีถูกน ามาใชอ้ธิบายการเคล่ือนท่ีของวตัถุได้

เช่นเดียวกบักฏการเคล่ือนท่ีของนิวตนั โดยเฉพาะการพิสูจน์สมการจีโอเดสิก (Geodesic Equation)  
อยา่งไรก็ตามหลกัการแอคชัน่ของแฮมิลตนันอกจากถูกน ามาอธิบายดา้นกลศาสตร์แลว้ ยงัสามารถ
น ามาประยกุตใ์ชใ้นการศึกษาสาขาอ่ืนๆของฟิสิกส์  เช่น ทศันศาสตร์,สนามแม่เหล็กไฟฟ้า, ทฤษฏี
สัมพทัธภาพทัว่ไป, ควอนตมั อิเล็กโทไดนามิก (quantum electrodynamics) อ่ืนๆ 

 
จาโนส์ โบลไย, นิโคไล อิวาโนวชิ โลบาเชฟสก้ี และ คาร์ล ฟรีดริด เกาส์ [4] (Janos Bolyai, 

Nikolai Iwanowich Lobachecsky and Carl Friedrich Gauss) ไดศึ้กษาผลรวมของมุมทั้งสามของ
สามเหล่ียมมีค่าน้อยกว่า 2 มุมฉากเม่ืออยู่บนปริภูมิแบบไฮเพอร์โบลิก (Hyperbolic) การศึกษา
ดงักล่าวจดัเป็นเรขาคณิตแบบนอกระบบยคูลิด (non-Euclidian Geometry)   

 
จอร์ด แบร์นฮาร์ด รีมนัน์ (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1868) ไดเ้สนอเรขาคณิต

แบบใหม่เรียกว่าเรขาคณิตแบบรีมนัน์ (Riemannian Geometry) หรือเรขาคณิตอิลิปติก (Elliptic 
Geometry) จดัเป็นเรขาคณิตแบบนอกระบบยคูลิด  ซ่ึงเป็นเรขาคณิตท่ีไม่มีเส้นขนานโดยนิยามว่า   
“ ถา้ลากเส้นผา่นจุดท่ีไม่อยูบ่นเส้นท่ีก าหนดให้แลว้  จะไม่มีเส้นใดเลยท่ีไม่ตดักบัเส้นท่ีก าหนดให ้
”  ดงันั้นเม่ือศึกษาผลรวมของมุมทั้งสามของสามเหล่ียมบนเรขาคณิตแบบรีมนัน์พบวา่มีค่ามากกวา่ 
2 มุมฉาก 

 
 
 
 

http://en.wikipedia.org/wiki/Principle_of_least_action
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/f/fb/Georgfriedrichbernhardriemann.ogg
http://en.wikipedia.org/wiki/Riemannian_geometry
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เฟลิกซ์ ไคลน์ (Felix  Klien, 1871) แบ่งเรขาคณิตได ้3 แบบ คือ 
  1)   เรขาคณิตแบบ จาโนส์ โบลไย และนิโคไล อิวาโนวชิ โลบาเชฟสก้ี หรือ เรียกวา่   
        เรขาคณิตแบบไฮเพอร์โบลิก  

2)  เรขาคณิตแบบรีมนัน์ หรือ เรียกวา่ เรขาคณิตแบบอิลิปติก  
3)  เรขาคณิตแบบยคูลิด หรือ เรียกวา่ เรขาคณิตแบบพาราโบลิก 
 

ริชช่ี เคอร์บาสโท และ ลิววี่ ซิวิตา้ร์ [5] (Ricci-Curbastro and Levi-Civita,1900) ไดศึ้กษา
การเปล่ียนแปลงระบบกรอบอา้งอิงโดยพิจารณาองคป์ระกอบเมทริกเทนเซอร์  (metric tensor) จาก
รูปแบบพื้นฐานดั้งเดิม (first fundamental form) เม่ือถูกเปล่ียนจากระบบโคออดิเนชัน่ (x1, x2, x3, … 
,xn) หน่ึงไปสู่ระบบโคออดิเนชัน่อ่ืน (x’1, x’2, x’3, … ,x’n) และไดผ้ลการศึกษาคือรูปแบบพื้นฐานมี
ความอินแวเรียน์ (invariant) ภายใตก้ารแปลงระบบโคออดิเนชัน่  และสามารถอธิบายเรขาคณิตบน
ผวิโคง้จากเทนเซอร์ความโคง้ของริชช่ี (Ricci curvature tensor)  

 
2.2 ฟิสิกส์ยุคใหม่  
 

อลัเบิร์ต  ไอน์สไตน์ [6] ไดเ้สนอทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไปเพื่ออธิบายอิทธิพลของสนาม
โนม้ถ่วงต่อการเปล่ียนแปลงของปริภูมิ 3 มิติ-เวลา โดยใชส้มมติฐานจากหลกัการสมมูล (Principle 
of Equivalent) และคณิตศาสตร์เทนเซอร์   ในการอธิบายความสัมพนัธ์ระหว่างเทนเซอร์ ความ
เค้น-พลังงาน-โมเมนตมั (stress-energy-momentum tensor) ของสนามแรงใดๆท่ีมีผลต่อการ
เปล่ียนแปลงปริภูมิ 3 มิติ-เวลา รอบแหล่งก าเนิดสนามนั้นจากสมการสนาม    

  
นอกจากนั้นทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไปยงัแสดงความไม่สัมบูรณ์ของปริภูมิ 3 มิติ-เวลาท่ี

เกิดข้ึนเม่ือวตัถุท่ีอยูภ่ายใตส้นามนั้น   ดงันั้นจึงเป็นการอธิบายการเคล่ือนท่ีของวตัถุท่ีแตกต่างจาก
กฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั  
 

คาวล ์ชวอสชาย ์(Karl Schwarzschild, 1916) ศึกษาการเปล่ียนแปลงเรขาคณิตเชิงทฤษฎีของ
ปริภูมิ 3 มิติ-เวลารอบมวลทรงกลมสถิตจากสมการสนาม  ผลการค านวณพบวา่ปริภูมิ 3 มิติ-เวลา
บริเวณรอบมวลทรงกลมสถิต เกิดการเป ล่ียนแปลงเ ม่ือพิจารณาจากชวอสชาย์เมทริก 
(Schwarzschild metric)    
 
 

http://en.wikipedia.org/wiki/First_fundamental_form
http://en.wikipedia.org/wiki/Karl_Schwarzschild
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รอย แพททริก เคอร์ (Roy Patrick Kerr,1963) ศึกษาค าตอบแบบท่ี 1( first exact solution ) 
ของการเปล่ียนแปลงเรขาคณิตเชิงทฤษฎีของปริภูมิ 3 มิติ-เวลารอบมวลท่ีเกิดการหมุนจากสมการ
สนาม  ผลการค านวณพบว่าปริภูมิ 3 มิติ-เวลาบริเวณรอบมวลทรงกลมท่ีเกิดการหมุนเกิดการ
เปล่ียนแปลงเม่ือพิจารณาจากเคอร์เมทริก (Kerr metric)    

 
เอช ไอ เอ็ม ลิชเทนเนกเจอร์, เอฟ ครอนวาล์ว และ บี มาร์ชฮูน (H. I. M. Lichtenegger, F. 

Gronwald  and B. Mashhoon, 2000) ไดศึ้กษาความไม่เท่ากนัของเวลาภายใตอิ้ทธิพลสนามโน้ม
ถ่วงและการหมุนของโลกเชิงทฤษฎีจากเคอร์เมทริกและวิเคราะห์ขอ้มูลจากดาวเทียม LAGEOS   
ผลการศึกษาพบวา่การเวลาเดินไม่เท่ากนัประมาณ s710  ต่อการหมุนของโลก 1 รอบ    

    
ดาวเทียมภายใตโ้ครงการแกรวิต้ีพรอบ บี (Gravity Probe B,GP-B) ขององค์การนาซ่า 

(NASA) ปี ค.ศ. 2005 ไดเ้ก็บขอ้มูลเพื่อหาค าตอบการบิดโคง้ของปริภูมิ 3 มิติ-เวลาเน่ืองจากสนาม
โนม้ถ่วงและการหมุนของโลกเป็นเวลา 50 สัปดาห์  เร่ิมตั้งแต่เดือนกนัยายน ค.ศ. 2005 โดยวดัการ
เปล่ียนแปลงของแกนหมุนของไจโรสโคป (Gyroscope) ท่ีมีความแม่นย  าจ านวน 4  ช้ินของ
ดาวเทียม   ผลการทดลองดงักล่าวท าให้นักฟิสิกส์สามารถตรวจสอบผลกระทบของจีโอเดติก 
(Geodetic effect) ไดด้ว้ยความถูกตอ้งถึง 1% และจากผลการทดลองดงักล่าวไดย้ืนยนัปรากฏการณ์ 
Lense-Thirring effect  และการบิดโคง้ของปริภูมิ 3 มิติ-เวลารอบโลกเน่ืองจากสนามโนม้ถ่วงและ
การหมุนของโลกตามทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไป 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

บทที ่3 
  

ทฤษฎีทีเ่กี่ยวข้องและวธีิด าเนินงานวจัิย  
 

 การศึกษาวิจยัคร้ังน้ีเป็นการศึกษาในเชิงทฤษฎีโดยน าทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไปมาใช้
อธิบายการเคล่ือนท่ีของกระแสน ้ าในมหาสมุทรภายใต้สนามโน้มถ่วงและการหมุนของโลก      
ดงันั้นในหัวขอ้ 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 และ 3.6 จึงจ าเป็นตอ้งกล่าวถึงทฤษฎีทางคณิตศาสตร์และ
หลกัการทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไป  รวมทั้งสมการท่ีเก่ียวขอ้งกบัวิทยานิพนธ์เน่ืองจากเป็นส่วน
ส าคัญส าหรับการค านวณฟังก์ชั่นหรือพารามิเตอร์ต่างๆเพื่อการวิเคราะห์และแปลผลของ
ความหมาย  ส่วนหวัขอ้ 3.7 จะกล่าวถึงวธีิด าเนินงานวจิยั          
 

ดงัน้ีในบทน้ีเน้ือหาจึงถูกแบ่งออกเป็น 7 ส่วน  โดยเน้ือหาแต่ละส่วนมีความสอดคลอ้งกนั
เพื่อใหเ้กิดความเขา้ใจง่ายต่อการน าไปใชใ้นบทท่ี 4  
 
3.1 การแปลงระบบโคออดิเนด ( Transformation of coordinate ) 
 
            เม่ือก าหนดให้ระบบของผูส้ังเกตจากโคออดิเนด x0, x1, x2, x3 และระบบของผูส้ังเกตจาก    
โคออดิเนด  x0’, x1’, x2’, x3’ มีความสัมพนัธ์ซ่ึงกนัและกนั  ดงันั้นเราสามารถอธิบายระบบของผู ้
สังเกตโคออดิเนด  xµ’  ในเทอมของระบบของผูส้ังเกตโคออดิเนด  xµ  ไดจ้ากฟังกช์ัน่การแปลง   โค
ออดิเนชัน่ (coordinate transformation) ดงัน้ี 

  
X µ’= f  µ ( x0, x1, x2, x3 )    (3.1.1) 

 
ก าหนดให ้
 

              f µ (x0, x1, x2, x3) คือ ฟังกช์นัจ านวนจริงประกอบดว้ยตวัแปรอิสระของระบบโคออดิเนด xµ   
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และแสดงการค านวณจาโคเบียน (Jacobian) ของระบบไดด้งัน้ี 

 

 
 

รูป 3.1  รูปตวัอยา่งการแปลงระบบโคออดิเนดระบบโคออดิเนด 3 มิติแบบโคง้  
และโคออดิเนด 2 มิติแบบราบเรียบ 

(http://acko.net/blog/making-worlds-3-thats-no-moon) 
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                 (3.1.2) 
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หรืออธิบายระบบของผูส้ังเกตจากโคออดิเนชัน่ x µ  ในเทอมของระบบของผูส้ังเกตจากโค
ออดิเนด   x µ’  ไดจ้ากฟังกช์ัน่การแปลงระบบแบบผนักลบั ดงัน้ี 
 

X µ = gµ ( x0’, x1’, x2’, x3’)   (3.1.3) 
 

ก าหนดให้ 
 

gµ ( x0’, x1’, x2’, x3’)  คือ ฟังกช์นัจ านวนจริงประกอบดว้ยตวัแปรอิสระของระบบ 
                                 ของผูส้ังเกตจากโคออดิเนชัน่  xµ’  
 
ทุกๆจุดของปริภูมิแบบรีมนัน์นั้นสามารถก าหนดได้จากการพิจารณาอนุพนัธ์ dxµ ของ    

โคออดิเนด 4 มิติจากระบบของผูส้ังเกตจาก xµ และในระบบโคออดิเนด xµ’ พิจารณาจากอนุพนัธ์  
dxµ’ ของโคออดิเนด 4 มิติจากระบบของผูส้ังเกตจาก xµ’ ดงันั้นถา้การแปลงระบบโคออดิเนดของ 2  
ระบบ xµ และ xµ’ เป็นไปตามสมการ (3.1.1) และสมการ (3.1.3)  แลว้ระบบทั้ง 2 จะมีความสัมพนัธ์
ดงัน้ี 

 










 dx

x
fdx

x
xdx











''                      (3.1.4) 
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 dx

x
gdx

x
xdx









          (3.1.5) 

 
,  คือสัญลกัษณ์ของตวัแปรในระบบโคออดิเนดแทนด้วย 0, 1, 2, 3 หรือเรียกว่า 

Einstein summation และแสดงความสัมพนัธ์การแปลงระบบโคออดิเนดหน่ึงไปยงัระบบโคออดิ
เนดอ่ืน จึงได ้
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ก าหนดให้ 
 


  คือ ฟังกช์ัน่โครน็อกเกอร์ ( Kronecker delta)     

 

และเม่ือพิจารณา '



x
x




 ในรูปเมทริกซ์ ดงันั้น 



x
x


 '
 จึงเป็นอินเวิดเมทริกซ์และไดค้วามสัมพนัธ์

ของระบบทั้ง 2 แบบจาโคเบียน  ดงัน้ี 

1
'

'










x
x

x
x 

                (3.1.8) 

 
3.2 เมทริกเทนเซอร์ (Metric Tensor)  
 

เมทริกเทนเซอร์ ( )(xg
) เป็นฟังก์ชัน่ท่ีอธิบายลกัษณะปริภูมิ 3 มิติ-เวลาของระบบโค

ออดิเนดและการหาระยะทางก าลังสองระหว่างจุด 2 จุดบนปริภูมิ 3 มิติ-เวลาแบบรีมนัน์ 
(Riemannian spacetime) นั้นสามารถอธิบายในเทอมของเมทริกเทนเซอร์ไดจ้ากสมการผลต่าง
ก าลงัสอง  ไดด้งัน้ี 

 


 dxdxxgds )(2                                                 (3.2.1) 
 

และเม่ือพิจารณาระยะทางก าลงัสองระหวา่งจุด 2 จุดในปริภูมิ 3 มิติแบบยคูลิดบนพิกดั 
คาร์ทีเซ่ียน ไดส้มการดงัน้ี  ( x1= x , x2= y , x3= z ) 
 

2222 dzdydxds                             (3.2.2) 
 

หรือพิจารณาระยะทางก าลงัสองระหวา่งจุด 2 จุดบนปริภูมิ 4 มิติของมิลคลาวสก้ีแบบ
ราบเรียบบนพิกดัคาร์ทีเซียน ( x0= ct , x1= x , x2= y , x3= z )   ไดส้มการดงัน้ี 

  
222222 dzdydxdtcds                     (3.2.3) 
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ก าหนดให้ 
 

C   คือ  ความเร็วแสง  s
m8100.3   

 
จากสมการ (3.2.2) และ (3.2.3) อธิบายระยะทางก าลงัสองระหวา่งจุด 2 จุดบนปริภูมิของ

ยคูลิดเด่ียนและปริภูมิของมิลคลาวสก้ีแบบราบเรียบ   แตกต่างกบัสมการ (3.2.1) ท่ีอธิบายระยะทาง
ก าลงัสองระหวา่งจุด 2 จุด    โดยพิจารณาเมทริกเทนเซอร์ซ่ึงเป็นฟังก์ชัน่ของปริภูมิของระบบโค
ออดิเนดหรือเรียกวา่ปริภูมิของรีมนัน์  

      

           ความสัมพนัธ์ระหวา่งโคแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ (Covariant metric Tensor)  ( g  ) และ 
คอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ (contravariant metric tensor) )( g  สามารถเขียนไดด้งัน้ี 
 

g
g


 

                          (3.2.4) 
 
 ก าหนดให้ 
 

g     คือ ดีเทอมิแนนท ์(determinant) ของ  g  
            

   คือ โคแฟคเตอร์ (cofactor) ของ g  
 
จากสมการ (3.2.4) ไดค้วามสัมพนัธ์ระหวา่งโคแวเรียนและคอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์  

 

          




 gg                                            (3.2.5) 

 
3.3 จีโอเดสิก (Geodesic)  
 

เส้นท่ีสั้นท่ีสุดระหวา่งจุดสองจุดบนปริภูมิในทางเรขาคณิตเรียกวา่ เส้นจีโอเดสิก  โดยเส้น 
จีโอเดสิกนั้นข้ึนอยู่กบัลกัษณะเรขาคณิตของปริภูมิบนพื้นผิวระหว่างจุด 2 จุดและอธิบายไดจ้าก
สมการเชิงอนุพนัธ์หรือ เรียกวา่ สมการจีโอเดสิก (geodesic equation)    จากการพิจารณาระยะทาง
ระหวา่งจุด 2 จุดในกรณีของผิวทรงกลมนั้นไม่สามารถบอกระยะโดยใชเ้ส้นตรงได ้    ดงันั้นการ
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วดัระยะจะตอ้งพิจารณาตามแนวเส้นจีโอเดสิกท่ีอยูร่ะหวา่งจุด 2 จุด  หรือพิสูจน์โดยใชแ้คลคูลสั
ของการแปรผนั (variational  calculus) และหลกัการแอคชัน่ ดงัน้ี 

 
0  LdsI                           (3.3.1) 

 

ds
ds

dx
dsdx

Lx
x
LLds  





































)(               (3.3.2) 

 
 ก าหนดให้ 

L   คือ ลากรานจเ์จ่ียน  , 2
1

)(
ds
dx

ds
dxgL



  
 
จากสมการ (3.3.2) ในเทอมท่ี 2 เขียนใหม่ในรูปผลต่างอนุพนัธ์ 
 








 x

dsdx
L

ds
dx

dsdx
L

ds
d



























)()(                  (3.3.3) 

 
ก าหนดให้ 

 

ds
dx

ds
xd )()(  

  
 
แทนลงในสมการขา้งตน้และใชห้ลกัแคลคูลสัของการแปรผนัไดรู้ปแบบดงัน้ี 
 

0
)(


















  dsx

dsdx
L

ds
d

x
LLds 


                    (3.3.4) 

 
จากสมการ (3.3.4) จึงไดส้มการลากรานจ ์(Lagrange equation) 
 

0
)(


















 x

L
dsdx

L
ds
d

            (3.3.5) 
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การอธิบายสมการจีโอเดสิก  ท าไดโ้ดยใชล้ากรานจเ์จ่ียน ( L ) แทนลงในสมการลากา- 
-รานจ ์  ดงันั้นในเทอมแรกของสมการ (3.3.5) จึงได ้

 

ds
dxg

ds
dxg

ds
dx

ds
dxg

dsdx
L 
































 21

)(             (3.3.6) 

 
เม่ือพิจารณาจาการค านวณแอฟฟายพารามิเตอร์ (affine parameter)  ดงันั้นจึงก าหนดให ้
 


 dxdxgds 2

 
 

1
ds

dx
ds

dxg


  
 
ดงันั้นเทอมแรกของสมการ (3.3.6) จึงเขียนใหม่ได ้ดงัน้ี 
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)(                   (3.3.7) 

 
เทอม 2 ของสมการ (3.3.6) คือ 
 

ds
dx

ds
dx

x
g

ds
dx

ds
dx

x
g

ds
dx

ds
dxg

x
L 











 






























2
1

2
1

21

 

 
(3.3.8) 

 
รวมเทอมทั้งสองแทนลงในสมการลาการานจ์ (3.3.5)   
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                   (3.3.9) 
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จาก                
ds

dx
ds

dx
x
g

x
g

ds
x

ds
x

x
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2             (3.3.10) 

 
แทนลงในสมการ (3.3.9) จึงไดส้มการลาการานจ ์ส าหรับอธิบายสมการจีโอเดสิก ดงัน้ี 
 

02

2


ds

dx
ds

dx
ds

xdg






                (3.3.11) 
            

ก าหนดให้ 
 

 คือ สัญลกัษณ์คริสตอฟเฟลรูปแบบท่ี 1  (the Christoffel symbol of the first kind) 
            

เม่ือคูณ g ในสมการ (3.3.11)  จึงไดส้มการจีโอเดสิกรูปแบบปกติ (standard form) ดงัน้ี 
 

02

2


ds

dx
ds

dx
ds

xd 





           (3.3.12) 

 
 

ก าหนดให้ 
 


  คือ สัญลกัษณ์คริสตอฟเฟลรูปแบบท่ี 2 (the Christoffel symbol of the second kind) 
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     (3.3.13) 
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รูปท่ี 3.2  รูปตวัอยา่งแสดงเส้นจีโอเดสิกบนพื้นผวิทรงกลม 

(http://blogs.msdn.com/b/isaac/archive/2008/05/03/edges-on-the-globe.aspx) 
 

 สมการจีโอเดสิก (รูปท่ี 3.2) ถูกน ามาอธิบายการเคล่ือนท่ีของวตัถุภายใตส้นามโน้มถ่วง
ของโลกนั้นข้ึนอยูก่บัเมทริกเทนเซอร์  ซ่ึงแสดงให้เห็นความแตกต่างกนัของผูส้ังเกตใดๆเน่ืองจาก
อิทธิพลสนามโน้มถ่วงของโลก  ดงันั้นแนวคิดจึงแตกต่างจากกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนัท่ีไม่ได้
พิจารณาเมทริกเทนเซอร์แต่พิจารณาการเคล่ือนท่ีของวตัถุใดๆภายใตส้นามโน้มถ่วงของโลกนั้น
เกิดจากเวกเตอร์ของแรงโน้มถ่วงท่ีกระท ากบัวตัถุทั้ง 2 โดยขนาดของแรงโน้มถ่วงนั้นแปรผกผนั
กบัระยะทางก าลงัสองและวตัถุดงักล่าวไดเ้คล่ือนท่ีภายใตส้นามโน้มถ่วงบนปริภูมิ 3 มิติ-เวลาท่ี
สัมบูรณ์โดยใชย้คูลิดเด่ียนเมทริกเทนเซอร์ ในการพิจารณาค านวณหาระยะทางของวตัถุระหวา่งจุด
สองจุดในแนวเส้นตรงซ่ึงมีพื้นฐานจากทฤษฎีบทปีทากอรัส ดงันั้นกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนัจึง
เป็นการอธิบายการเคล่ือนท่ีของวตัถุใดๆบนปริภูมิ 3 มิติแบบเรขาคณิตของยคูลิดเด่ียน       

แต่อยา่งไรก็ตามสมการจีโอเดสิกนั้นสามารถลดรูปโดยอาศยัการประมาณทางคณิตศาสตร์
เพื่ออธิบายการเคล่ือนท่ีของวตุัเหมือนกบักฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั ไดเ้ช่นกนั        

 
3.4 เทนเซอร์ความโค้งของรีมันน์ (The Riemann Curvature Tensor)    
  

หวัขอ้น้ีเป็นแนวคิดทางคณิตศาสตร์ท่ีส าคญัในการอธิบายความโคง้ของปริภูมิ 3 มิติ-เวลา 
จากคณิตศาสตร์เทนเซอร์ หรือเรียกวา่ เทนเซอร์ความโคง้ (curvature tensor) ซ่ึงเทนเซอร์ความโคง้

http://blogs.msdn.com/b/isaac/archive/2008/05/03/edges-on-the-globe.aspx
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%A3%E0%B8%B0%E0%B8%A2%E0%B8%B0%E0%B8%97%E0%B8%B2%E0%B8%87
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%88%E0%B8%B8%E0%B8%94_%28%E0%B9%80%E0%B8%A3%E0%B8%82%E0%B8%B2%E0%B8%84%E0%B8%93%E0%B8%B4%E0%B8%95%29
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%88%E0%B8%B8%E0%B8%94_%28%E0%B9%80%E0%B8%A3%E0%B8%82%E0%B8%B2%E0%B8%84%E0%B8%93%E0%B8%B4%E0%B8%95%29
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%80%E0%B8%AA%E0%B9%89%E0%B8%99%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B8%87
http://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%97%E0%B8%A4%E0%B8%A9%E0%B8%8E%E0%B8%B5%E0%B8%9A%E0%B8%97%E0%B8%9E%E0%B8%B5%E0%B8%97%E0%B8%B2%E0%B9%82%E0%B8%81%E0%B8%A3%E0%B8%B1%E0%B8%AA
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ไม่ได้มีความส าคญัแค่ในทางคณิตศาสตร์เพื่ออธิบายเรขาคณิตแบบโค้งของปริภูมิ 3 มิติ-เวลา
เท่านั้น แต่ในฟังก์ชัน่องค์ประกอบของเทนเซอร์ความโคง้ยงัสามารถอธิบายลกัษณะทางกายภาพ
ของความโนม้ถ่วงท่ีส าคญัไดอ้ยา่งดี (รูปท่ี 3.3)    
 

 
 

รูปท่ี 3.3  รูปตวัอยา่งเวกเตอร์สนามเคล่ือนท่ีขนานคู่กบัผวิโคง้ตามเส้นทาง c 
(http://people.hofstra.edu/stefan_waner/diff_geom/Sec10.html) 

 
ซ่ึงสมการเทนเซอร์ความโคง้ข้ึนอยู่กบัตวัแปรคริสตอฟเฟลรูปแบบท่ี 2 )( 

 จึงอธิบาย
สมการดงัน้ี 

 

            



















 










xx
R            (3.4.1) 

 
 


R คือ เทนเซอร์ความโคง้ของรีมนัน์ และ 

R สามารถเปล่ียนรูปจากเทนเซอร์แรงค ์4 
เป็นริชช่ีเทนเซอร์แรงค ์2 ไดจ้ากขอ้ก าหนด ดงัน้ี 

 




 RRgR                    (3.4.2) 
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ดงันั้นจึงไดริ้ชช่ีเทนเซอร์ ดงัน้ี   
 





















 










xx
RR            (3.4.2) 

 
และค านวณปริมาณสเกลล่าความโคง้ของริชช่ี ( Ricci scalar curvature ) ไดจ้าก 
 

RRRggRg  





            (3.4.3) 
 

สมการ (3.4.4) เรียกวา่ เทนเซอร์ความโคง้ของไอน์สไตน์ (Einstein curvature  tensor) 
 

RgRG  2
1

        (3.4.4) 

 
 จากสมการ (3.4.1) , (3.4.2) และ (3.4.4)  ไม่ไดจ้  ากดัเฉพาะอธิบายความโคง้ของปริภูมิ 4 
มิติเพราะเทนเซอร์ความโคง้ของรีมนัน์ ( 

R ) สามารถอธิบายความโคง้ของปริภูมิ n มิติได ้ 
  
3.5 สมการสนาม (Einstein field equation) 
  

จากความเขา้ใจสนามโนม้ถ่วงของนิวตนัไดอ้ธิบายสนามโนม้ถ่วงในรูปของแรงโนม้ถ่วงท่ี
ถูกสังเกตจากผูส้ังเกตบนระบบอา้งอิงใดๆแบบยคูลิเด่ียน ซ่ึงขนาดของแรงโนม้ถ่วงมีค่าแปรผกผนั
กบัระยะทางก าลงัสอง จากแนวคิดดงักล่าวเม่ือมีผูส้ังเกตใดๆอยูภ่ายใตส้นามโนม้ถ่วงของโลกแต่มี
ต าแหน่งต่างกนัจะไดรั้บขนาดของแรงโนม้ถ่วงของโลกท่ีกระท าต่อผูส้ังเกตต่างกนั หรือกล่าวไดว้า่
ปริภูมิ 3 มิติ – เวลาของผูส้ังเกตใดๆไม่มีการเปล่ียนแปลงจึงถูกเรียกวา่ ปริภูมิ 3 มิติ-เวลาสัมบูรณ์      

 
เน่ืองจากกฎสนามโน้มถ่วงของนิวตนัไม่ได้พิจารณาอิทธิพลสนามโน้มถ่วงท่ีมีผลต่อ

ปริภูมิ 3 มิติ-เวลาของผูส้ังเกตใดๆ  และต่อมาไอน์สไตน์เสนอทฤษฎีสัมพทัธภาพกรณีพิเศษ 
(special relativity, 1905)  เพื่อแสดงให้เห็นถึงความแตกต่างของปริภูมิ 3 มิติ-เวลาระหวา่งกรอบ
อา้งอิง x0, x1, x2, x3 และกรอบอา้งอิง x0’, x1’, x2’, x3’ ท่ีเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็วคงท่ีสัมพทัธกนัและกนั     
อธิบายจากหลกัการแปลงระบบโคออดิเนด (หวัขอ้ 3.1) ท่ีมีสมบติัอินแวเรียน์ คือ การแปลงไม่
ข้ึนกบัระบบโคออดิเนดใดๆ    
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จากแนวคิดทฤษฎีสัมพทัธภาพกรณีพิเศษ  จึงเป็นจุดเร่ิมตน้ของทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไป 
โดยไอน์สไตน์อธิบายความสัมพนัธ์ของปริภูมิ 3 มิติ-เวลาของผูส้ังเกตใดๆท่ีอยู่ภายใตอิ้ทธิพล
สนามโน้มถ่วงของโลก โดยใชส้มมติฐานหลกัความสมมูล (equivalence principle) ดงัน้ี “เม่ือท า
การทดลองในกรอบอา้งอิงท่ีไม่ใช่กรอบอา้งอิงเฉ่ือยกรอบหน่ึง ซ่ึงมีความเร่งคงตวั (a) และท าการ
ทดลองในอีกกรอบหน่ึง ซ่ึงเป็น กรอบอา้งอิงเฉ่ือยท่ีอยูภ่ายใตอิ้ทธิพลของสนามโนม้ถ่วงคงตวั (g)    
การทดลองดงักล่าวน้ีไม่อาจบอกความแตกต่างของผลการทดลองของกรอบอา้งอิง ทั้งสองกรอบ
ดงักล่าวน้ีไดเ้ลย”  ดงันั้นเพื่ออธิบายการเคล่ือนท่ีดว้ยความเร่งคงตวั (a) ของกรอบอา้งอิง 1 นั้นให้
สอดคลอ้งกบัสมมติฐานดงักล่าวดงันั้นปริภูมิ 4 มิติของกรอบอา้งอิง 1 จึงจ าเป็นตอ้งสัมพนัธ์กบั
สนามโนม้ถ่วงโลก โดยพิจารณาจากหลกัแอคชัน่อินทีกรัล (Action integral)  ดงัน้ี 

 
0)2( 4   xdLRgI F          (3.5.1) 

 
 ก าหนดให้ 
 
 FL คือ ฟังกช์ัน่ลากรานเจ่ียนส าหรับสนามอ่ืนๆ 
   

4
8
c

G
   

  
 G    คือ  ค่าคงท่ีโนม้ถ่วง  211 )/(10674.6 kgmNG   
 
เม่ืออินทิเกรทเทอมแรกของสมการ (3.5.1) ได ้ ดงัน้ี 

 

  xdgRgRgxRdg 44 )
2
1( 

                  (3.5.2) 

 
และอินทิเกรทเทอมสองของสมการ (3.5.1) ได ้ ดงัน้ี 
 






































 xdg

g
Lg

xg
Lg

xdLg FF
F

4

,

4 )()( 





          (3.5.3) 
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จากสมการ (3.5.3) ก าหนดให ้พลงังาน-โมเมนตมัเทนเซอร์  คือ 
 














































,

)()(2
g

Lg
xg

Lg
g

T FF                (3.5.4) 

 
น าสมการ (3.5.4) แทนในสมการ (3.5.3) และเขียนใหม่ได ้
 

  xdgTgxdLg F
44

2
1 

                  (3.5.5) 

 
น าสมการ (3.5.2) และ (3.5.5) แทนลงในสมการ (3.5.1) ไดด้งัน้ี 
 

0)
2
1( 4   xdgTRgRgI 

             (3.5.6) 

 
จากสมการ (3.5.6) จึงไดส้มการสนามโนม้ถ่วง (Einstein gravitational field equations) ดงัน้ี 
 

 TRgRG 
2
1

                             (3.5.7) 

 
3.6  รูปแบบเมทริกเทนเซอร์ทีเ่กีย่วข้องกบัการศึกษา 
 

หัวขอ้น้ีจะกล่าวถึงเมทริกเทนเซอร์ท่ีเป็นค าตอบจากสมการสนาม (สมการ (3.5.7)) ใน
แบบต่างๆ และเก่ียวขอ้งกบัการศึกษา โดยแบ่งได ้3 หวัขอ้ยอ่ยดงัน้ี   
 
3.6.1 ชวอสชาย์ เมทริก  
 

คาวล ์ชวอสชาย ์ ศึกษาเชิงทฤษฎีของสนามสถิตท่ีถูกสร้างจากมวลทรงกลมสมมาตรสถิต
เพื่ออธิบายการเคล่ือนท่ีของวตัถุต่างๆภายใตส้นามดงักล่าว  ผลการศึกษาไดพ้บค าตอบและเขียนใน
รูปเส้นองคป์ระกอบ (line element) บนพิกดัทรงกลม ( t, r, θ , φ )  ไดด้งัน้ี  
 



21 
 

)sin(
1

)1( 2222
2

22222  ddr

r
r

drdtc
r
rdcds

s

s 



     (3.6.1.1) 

 
ก าหนดให้ 

 
          τ    คือ  พร๊อบเพอร์ทาม (proper time) เวลาของวตัถุท่ีมีการเคล่ือนท่ี 
          c    คือ  ความเร็วแสง 
          t     คือ  ระยะตามแนวพิกดัทิศทางของเวลา 

          r    คือ   ระยะตามแนวพิกดัทิศทางของรัศมี 
          θ    คือ  ระยะตามแนวพิกดัทิศทางของแลตติจูด 
          φ    คือ  ระยะตามแนวพิกดัทิศทางของ ลองติจูล 

          rs     คือ  รัศมีชวอสชาย ์มีค่าสัมพนัธ์กบัมวลของวตัถุ , 2
2

c
GMrs   

 
โคแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ ( g  ) และคอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ )( g ส าหรับ

สนามโนม้ถ่วงของทรงกลมสมมาตรสถิต  เป็นดงัน้ี 
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                (3.6.1.2) 

 

และคอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ )( g  ค  านวณไดจ้ากสมการ  (3.2.4)  
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00)1(0

000)1(





r
r

r
r

r
r

g s

s

             (3.6.1.3) 
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รูปท่ี 3.4  ภาพแบบจ าลองสนามสถิตท่ีถูกสร้างจากมวลทรงกลมสมมาตรสถิต   
(http://e-ducation.net/astronomy.htm) 

 
เส้นองคป์ระกอบจากสมการ (3.6.1.1) แสดงให้เห็นปริภูมิ 3 มิติ-เวลาถูกบิดโคง้ (รูป 3.4) 

เม่ือวตัถุเคล่ือนท่ีตามแนวทิศทางรัศมีและถ้าวตัถุเคล่ือนท่ีได้ระยะรัศมีเท่ากับรัศมีชวอสชาย ์
( srr  ) ปริภูมิ 3 มิติ-เวลาของวตัถุจะหาค่าไม่ไดห้รือเกิดจุดภาวะเอกฐาน (singularity) ท่ีถูกสร้าง
จากมวลทรงกลมสมมาตรสถิต       

 
3.6.2  เคอร์ เมทริก  
 
 รอย แพททริก เคอร์ ศึกษาเชิงทฤษฎีของสนามโน้มถ่วงท่ีถูกสร้างจากมวลทรงกลม
สมมาตรหมุนเพื่ออธิบายการเคล่ือนท่ีของวตัถุต่างๆภายใตส้นามดงักล่าว โดยศึกษาและหาค าตอบ
แม่นตรงแบบท่ี 1 (first exact solution) จากสมการเอิร์ล ผลการศึกษาไดพ้บค าตอบและเขียนในรูป
เส้นองคป์ระกอบบนพิกดัทรงกลม ( t, r, θ , φ )  ไดด้งัน้ี  
 

222
2

2
2

2 )1( 



ddrdtrrds s 


  

 









 cdtdrardrarar ss
2

2
22

2

22
22 sin2sin)sin(   

 
(3.6.2.1) 
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 ก าหนดให้ 
 

 2222 cosar      (3.6.2.2) 
 

2
2

2 2 a
c

GMrr     (3.6.2.3) 

 

Mc
Ja                     (3.6.2.4) 

 

a    คือ โมเมนตมัเชิงมุมต่อมวล  
 M    คือ   มวลของวตัถุหมุน 

 
3.7  สมการเนเวียร์–สโตกต์  
 

สมการเนเวยีร์–สโตกต ์เป็นสมการท่ีอธิบายของไหลท่ีเคล่ือนท่ีบนปริภูมิแบบยคูลิดซ่ึงถูก
ประยกุตม์าจากกฎการอนุรักษโ์มเมนตมัเชิงเส้นท่ีสัมพนัธ์กบัปริมาตรของไหล (differential control 
volume) ผลลพัธ์ของสมการน้ีสามารถเขียนไดใ้นแบบทัว่ไปคือสมการการเคล่ือนท่ีแบบโมเมนตมั
โคชี (Cauchy  momentum  equation of motion) โดยประยุกต์จากกฎขอ้ท่ี 2 นิวตนั  และสมการ    
เนเวยีร์–สโตกตเ์ขียนไดด้งัน้ี  

 

fpVV
t
V 





 )(                       (3.7.1) 

 

ก าหนดให้ 
 
 V    คือ ความเร็วของของไหลบนพิกดัใดๆ  
 ρ   คือ ความหนาแน่นของไหล 
 p    คือ สนามความดนั  
π    คือ เทนเซอร์ความเฉือน (stress tensor rank 2) 
  f    คือ แรงภายนอกท่ีมากระท าของไหล (body forces per unit volume)  

   คือ ตวัด าเนินการ (del operator) 
 

http://en.wikipedia.org/wiki/Tensor_field
http://en.wikipedia.org/wiki/Body_force
http://en.wikipedia.org/wiki/Del
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3.7  วธีิด าเนินงานวจัิย 
 
1) ศึกษารูปแบบและขอบเขตของเส้นองคป์ระกอบและเมทริกเทนเซอร์จากเคอร์เมทริก (หวัขอ้ 
3.6.2) เพื่อน ามาศึกษาการเปล่ียนแปลงของปริภูมิ 4 มิติของโลก 
 

222
2

2
2

2 )1( 



ddrdtrrds s 


  

 









 cdtdrardrarar ss
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2)      น าโคแวเรียนเมทริกเทนเซอร์จากเคอร์เมทริกค านวณคอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์   โดย
ค านวณไดจ้ากสมการ (3.2.1) และ (3.2.4) เพื่ออธิบายลกัษณะปริภูมิ 4 มิติรอบๆโลก 
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3)     น าโคแวเรียนเมทริกเทนเซอร์และคอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์จาก 2) มาค านวณคริสตอฟเฟล
รูปแบบท่ี 2 จากสมการ (3.3.13)    
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4)    น าผลค านวณโคแวเรียนเมทริกเทนเซอร์  คอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์  และคริสตอฟเฟล
รูปแบบท่ี 2 แทนในสมการจีโอเดสิก (3.3.12) เพื่อศกึษาการเคลื่อนทีข่องวตัถุ 
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5)   จากผลการค านวณจากขอ้ 1) ถึง 3) น ามาศึกษาสมการเนเวยีร์–สโตกตบ์นปริภูมิ 4 มิติแบบนอก
ระบบยคูลิด



 

บทที่ 4 
 

ผลการศึกษาการค านวณ 
 

4.1)   น าเคอร์เมทริกจากสมการ (3.6.2.1) (3.6.2.2) และ(3.6.2.3) เพื่อศึกษาความ
เปล่ียนแปลงฟังกช์ัน่เมทิกเทนเซอร์  จากอิทธิพลสนามโนม้ถ่วงและการหมุนของโลกบนพิกดัทรง
กลม ),,,( 3210   xxrxtx  โดยก าหนดให้ ),,,(   rt  เป็นกรอบอ้างอิงหมุนและ 

),,,( rt  เป็นกรอบอา้งอิงท่ีถูกตรึงในระบบ  ซ่ึงทั้ง 2 ระบบมีความสัมพทัธ์กนัดงัน้ี 
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แปลงระบบพิกดั  ),,,( rt   เป็น  ),,,(   rt   จึงไดส้มการ (4.1.1) 
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ค านวณโมเมนตมัเชิงมุมต่อมวลของโลกจากสมการ (3.6.2.4) 
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                                                   a 3.86 m                    

 
จากสมการ (3.6.2.2) (3.6.2.3) และ (3.6.2.1) เม่ือดึงตวัร่วม 2r  จดัรูปแบบใหม่ไดด้งัน้ี 
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เม่ือพิจารณาท่ีผวิของโลก mrR 6103.6   ดงันั้น 

 
 
           (4.1.5) 

 

ผลจากสมการ (4.1.5) มีค่านอ้ยมากหรือมีค่าประมาณเขา้ใกลศู้นย ์ )0( 2
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r
a เม่ือแทนลงในสมการ

(4.1.2) (4.1.3) และ (4.1.4) จึงไดค้่าดงัน้ี 
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จากสมการ (4.1.8) ไดส้มาชิกโคแวเรียนเมทริกเทนเซอร์  ดงัน้ี 
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สมาชิกโคแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ 
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4.2) ค านวณคอนทราแวเรียนเมทริกเทนไดจ้ากสมการ (4.1.9) และ (3.2.4) เพื่ออธิบาย

ลกัษณะปริภูมิ 4 มิติรอบๆโลก 
 
 
 
 
 



28 
 
ไดค้อนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ ดงัน้ี 
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เม่ือก าหนดให้ 
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สมาชิกคอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์  
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         4.3)   น าโคแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ และคอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ จาก 2) มาค านวณ 
คริสตอฟเฟลรูปแบบท่ี 2 จากสมการ (3.3.13)  (ภาคผนวก ก.)   
 
สรุปผลการค านวณ 
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4.4)    น าผลค านวณโคแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ คอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ และ 

คริสตอฟเฟลรูปแบบท่ี 2 แทนในสมการจีโอเดสิก (3.3.12) เพื่อศึกษาการเคล่ือนท่ีของวตัถุ 
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จากสมการจีโอเดสิกใชก้ฎลูกโซ่ (chain law) เทียบกบัตวัแปร   ไดด้งัน้ี 
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เม่ือก าหนดให ้  ข้ึนกบัตวัแปรทิศทางของเวลา ctx  0  และ 0  จึงได ้
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ความเร็วของแสงมีความเร็วคงท่ีดงันั้น 00 x และ cx 0 จากสมการ (4.4.2) แทนลงใน
สมการ (4.4.3) จึงไดส้มการจีโอเดสิกเทียบกบัเวลา ดงัน้ี 
 

0)1( 0  
 xxx

c
x kkk                                 (4.4.4) 

 
เม่ือ 3,2,1,0   และ 3,2,1k โดยท่ี   3210 ,,, xxrxctx  
 

 201
02

301
03

231
33

221
22

211
11

201
00

1 2)()()()( xxxxxxxxx            
              

 230
32

130
31

120
21

100
10

300
30

200
20

1

)2( xxxxxxxxxxxx
c
x





        

 

  0)()( 230
33

1

 x
c
x




                                                                                             

(4.4.5) 
 

 322
23

312
13

302
03

212
21

102
01

232
33

2 2)( xxxxxxxxxxxx                 
                                        

 230
32

130
31

120
21

100
10

300
30

200
20

2

)2( xxxxxxxxxxxx
c
x





        

 

  0)()( 230
33

2

 x
c
x




                                                                                             

(4.4.6) 
 

 213
12

323
23

313
13

103
01

203
02

3 2 xxxxxxxxxxx              
 

 230
32

130
31

120
21

100
10

300
30

200
20

3

)2( xxxxxxxxxxxx
c
x




         
 

  0)()( 230
33

3

 x
c
x




                                                                                          

(4.4.7) 
 



33 
 
          จากหัวข้อท่ี 4 .1  ผลการค านวณค่าโมเมนตมัเชิงมุมต่อมวลของโลกมีค่าประมาณ 

m86.3  และค่าก าลงัสองของโมเมนตมัเชิงมุมต่อมวลของโลกต่อรัศมีของโลก (บริเวณผิวโลก) 
มีค่าประมาณ 131075.3   เม่ือใชห้ลกัการประมาณทางคณิตศาสตร์จึงสามารถลดรูปเคอร์เมทริก 
(4.1.1) อยูใ่นรูป (4.1.8) และพิจารณาจากเทอมต่างๆ ไดด้งัน้ี 
          
                - ฟังก์ชั่นเมทริกเทนเซอร์ 00g เป็นฟังก์ชั่นท่ีข้ึนกับตวัแปรรัศมีและความเร็วเชิงมุม
สัมพทัธ์ของผูส้ังเกตุหมุน ),,,(   rt  และผูส้ังเกตุท่ีหยุดน่ิง ),,,( rt  จากฟังก์ชัน่ดงักล่าว
จึงใชอ้ธิบายการเปล่ียนแปลงปริภูมิภายใตอิ้ทธิพลสนามโนม้ถ่วงและการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์ตามแนว
ทิศทางเวลา   ผลการค านวณ 00g ท่ีบริเวณพื้นผิวโลกในเทอมท่ี 2 ( mr 6103.6   และมวลของ
โลก คือ kg241098.5  ) พบว่ามีค่าประมาณ 91042.1   หรือมีค่าเขา้ใกลศู้นย ์ส่วนเทอมท่ี 3 ถูก
น าไปใช้ค  านวณแรงหนีศูนยก์ลางในขั้นตอนต่อไป ดงันั้นจากผลการลดรูปทั้งหมดจึงไดฟั้งก์ชั่น 

00g ดงัน้ี  
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           - ฟังก์ชั่นเมทริกเทนเซอร์ 11g เป็นฟังก์ชั่นเพิ่มท่ีข้ึนกับตวัแปรรัศมีและเป็นฟังก์ชั่นท่ี
อธิบายการเปล่ียนแปลงปริภูมิภายใต้อิทธิพลสนามโน้มถ่วงตามแนวทิศทางของรัศมี ผลการ
ค านวณ 11g  ท่ีบริเวณพื้นผิวโลก ( mr 6103.6   และมวลของโลก คือ kg241098.5  ) พบวา่มี
ค่าประมาณ 1.00000000072  หรือมีค่าเขา้ใกล ้1 และเกิดจุดเอกฐานเม่ือค่ารัศมีมีค่าเท่ากบัรัศมีชวอส
ชาย ์  ดงันั้นจึงไดฟั้งกช์ัน่ 11g บริเวณผวิโลก ดงัน้ี 
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r
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  - ฟังกช์ัน่เมทริกเทนเซอร์ 22g และ 33g เป็นฟังก์ชัน่ท่ีอธิบายการเปล่ียนแปลงปริภูมิเม่ือ

อยูภ่ายใตส้นามโนม้ถ่วงและการหมุนของโลกตามแนวทิศทางของแลตติจูดและลองติจูดพบวา่ไม่มี
การเปล่ียนแปลงเม่ือถูกสังเกตุจากระบบ ),,,(   rt  และ ),,,( rt และไม่เปล่ียนแปลง         
ภายใตส้นามโนม้ถ่วงและการหมุนของโลก    จึงไดฟั้งกช์ัน่ metric tensor 22g และ 33g ดงัน้ี 
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33 sinrg   
 
           - ฟังก์ชัน่เมทริกเทนเซอร์ 02g และ 20g เป็นฟังก์ชั่นท่ีข้ึนกบัตวัแปรรัศมีและความเร็ว
เชิงมุมของโลก   ซ่ึงฟังก์ชัน่ดงักล่าวใชอ้ธิบายการเคล่ือนท่ีของระบบอา้งอิงท่ีเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์กบั
ระบบเฉ่ือยท่ีถูกสังเกตุจากระบบผูส้ังเกตุหมุน ),,,(   rt  และผูส้ังเกตุท่ีอยูน่ิ่ง ),,,( rt            
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           - ฟังก์ชั่นเมทริกเทนเซอร์ 03g และ 30g  เ ป็นฟังก์ชั่นท่ีแสดงความสัมพันธ์การ
เปล่ียนแปลงของปริภูมิภายใตส้นามโน้มถ่วงและการหมุนของโลกระหว่างทิศทางของลองติจูด
และเวลา หรือเรียกวา่ frame dragging ซ่ึงฟังก์ชัน่ดงักล่าวข้ึนกบัตวัแปรโมเมนตมัเชิงมุมต่อมวล
ของโลกและผกผนักบัรัศมี   ผลการค านวณ 03g  และ 30g ท่ีบริเวณผิวโลกพบว่ามีค่าประมาณ 

910 เม่ือใชห้ลกัการประมาณทางคณิตศาสตร์จึงไดฟั้งกช์ัน่ 03g และ 30g ดงัน้ี 
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จึงไดโ้คแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ ดงัน้ี 
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และคอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์   
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เม่ือก าหนดให้ 
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สมาชิกคอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์   
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เม่ือน าคอนทราแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ (4.4.8) และโคแวเรียนเมทริกเทนเซอร์ (4.4.9) มา
ค านวณคริสตอฟเฟลรูปแบบท่ี 2 และแทนในสมการจีโอเดสิกเทียบกบัเวลา  จึงได้สมการการ
เคล่ือนท่ีบนพิกดัทรงกลม ดงัน้ี 
 
เม่ือก าหนดให้ 
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(4.4.10) 

 
จดัรูปสมการการเคล่ือนท่ีตามแนวรัศมี (4.4.10) ใหม่ไดด้งัน้ี 
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(4.4.12) 

 

จดัรูปสมการการเคล่ือนท่ีตามแนว   (4.4.12) ใหม่ไดด้งัน้ี 
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(4.4.13) 

 









 31

2

2

2

22
3 )41)(1(2 xx

cc
r

r
r

r
x s 



  

 

        







 32

2

2

2

22

)41)(
sin

cos(2 xx
cc

r
r
rs 







 

 

            







 1210

2

2

2

3

)()4)(
2
1()2( xx

c
rxx

c
r

r
r

c
x s 






  

 
 



38 
 

                    0)(cossin)( 23
23








 
 x

c
r

c
x








                                                                     

 
(4.4.14) 

 
จดัรูปสมการการเคล่ือนท่ีตามแนว   (4.4.14) ใหม่ไดด้งัน้ี 
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(4.4.15) 

 
4.5) สมการเนเวยีร์–สโตกตบ์นปริภูมิ 3 มิติ-เวลาแบบนอกระบบยคูลิด [7] เร่ิมตน้ไดจ้าก 

1) องคป์ระกอบคอนทราแวเรียนของเทนเซอร์ความเครียด (stress tensor) (4.5.1)  2) องคป์ระกอบ
ของสมการการเคล่ือนท่ีของของไหล (4.5.2) และ  3) องคป์ระกอบของสมการความเร่งและการ
น าพาของของไหลของระบบ (4.5.3) ไดด้งัน้ี 
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เม่ือก าหนดให้ 
 
             p     คือ ฟังกช์ัน่สเกลล่าร์ของความดนั 
             νγ  คือ องคป์ระกอบเวกเตอร์ความเร็ว 
             μ    คือ ค่าสัมประสิทธ์ความหนืดของของไหล 
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Ffa 

1
                                             (4.5.2) 

 





 vv

dt
v

dt
dva 


                                    (4.5.3) 

 
เม่ือก าหนดให้ 
 
              a  คือ องคป์ระกอบเวกเตอร์ความเร่ง 
          f  คือ องคป์ระกอบเวกเตอร์แรงของวตัถุ 
 

แทน (4.5.1) ใน (4.5.2) และจดัรูปสมการ (4.5.2) และ (4.5.3) ใหม่ได ้
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(4.5.4) 
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เม่ือ                                              bmbm RR 

  
 
แทนค่าสมการขา้งตน้ในสมการ (4.5.4) ได ้
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(4.5.5) 

 
สมการ (4.5.5) คือสมการสมการเนเวียร์–สโตกตแ์บบบีบอดั (compressible) บนปริภูมิ 3 มิติ-เวลา
แบบนอกระบบยคูลิด และอธิบายเทอมต่างๆไดด้งัน้ี  ดา้นขวาของสมการในเทอมท่ี 2 อธิบายการ
น าพา (convection)  เทอมท่ี 3 คือเกรเดียนของฟังก์ชัน่ความดนั เทอมท่ี 5 คือเทอมของแรงท่ี
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สัมพนัธ์กบัความหนืด  เทอมท่ี 4 และเทอมท่ี 6 คือเทอมการบีบอดัอธิบายบนปริภูมิแบบนอกระบบ
ยคูลิด  ซ่ึง จากผลการค านวณริชช่ีเทนเซอร์แรงค ์2 (ภาคผนวก ข.)ไดผ้ลดงัน้ี 
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ผลการค านวณริชช่ีแรงค ์2 จากสมการ (4.5.6) ถึง (4.5.15) พบว่า 0bmR ดงันั้นสามารถลดรูป
สมการเนเวียร์–สโตกต์แบบบีบอดับนปริภูมิ 3 มิติ-เวลาแบบนอกระบบยูคลิด (4.5.5) บนพิกัด    
คาร์ทีเซียนไดด้งัน้ี 
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สมการ (4.5.16) คือสมการเนเวียร์–สโตกต์แบบบีบอดับนพิกดัคาร์ทีเซียนของปริภูมิ 3 มิติ-เวลา
แบบระบบยคูลิด  เม่ือใหเ้ง่ือนไข 0 v


 สมการดงักล่าวจงึลดรปูได ้(4.5.17) หรอืสมการเนเวียร์–

สโตกตแ์บบไม่บีบอดั (incompressible) บนพิกดัคาร์ทีเซียนของปริภูมิ 3 มิติ-เวลาแบบระบบยคูลิด  

               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

บทที่ 5 
 

สรุปผลการศึกษา  วจิารณ์ผลการศึกษา และข้อเสนอแนะ 
 
สรุปผลการศึกษาและวจิารณ์ผลการศึกษา 
 
           จากผลจากสมการจีโอเดสิกเทียบกบัเวลา (4.4.11), (4.4.13) และ (4.4.15) ใชอ้ธิบายระบบท่ีมี
ความเร่งเน่ืองจากสนามโน้มถ่วงและการหมุนสัมพทัธ์ของผูส้ังเกตุทั้ง 2 ระบบบนพิกดัทรงกลม
พบวา่การเปล่ียนแปลงของปริภูมิ 4 มิติ ก่อให้เกิด แรงหนีศูนยก์ลาง, แรงโนม้ถ่วง และแรงโคริโอ
ริสข้ึน  โดยแรงท่ีเกิดข้ึนเหล่าน้ีถูกอธิบายดว้ยแนวคิดท่ีแตกต่างกนัระหวา่งกลศาสตร์ยุคเก่า และ
ทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไป  
           

จากกลศาสตร์ยุคเก่า นิวตนัใชแ้นวความคิดระบบสัมบูรณ์ของผูส้ังเกตุข้ึนเพื่อใช้อธิบาย
ระบบอา้งอิงต่างๆ และเม่ือพิจารณาระบบสัมบูรณ์ท่ีมีความเร่งบนปริภูมิแบบราบเรียบจึงตอ้งพบกบั
ส่ิงท่ีเรียกวา่ “แรงเทียม” เช่น แรงหนีศูนยก์ลางและแรงโคริโอริส เป็นตน้ ซ่ึงแรงเทียมเหล่าน้ีไม่ได้
ข้ึนอยู่กบัคุณสมบติัของระบบกลศาสตร์ แต่เกิดข้ึนเม่ือระบบอา้งอิงสัมบูรณ์เคล่ือนท่ีสัมพทัธ์กบั
ระบบเฉ่ือย  จึงเป็นแนวคิดท่ีอธิบายกฎการเคล่ือนท่ีในรูปแบบอยา่งง่ายและเป็นธรรมชาติอยา่งมาก
โดยไม่พิจารณาการเปล่ียนแปลงของปริภูมิ 4 มิติเน่ืองจากสนามโนม้ถ่วงและการหมุนสัมพทัธ์ของ
ผูส้ังเกตุทั้ง 2 ระบบ  ดงันั้นเม่ือพิจารณาการเคล่ือนท่ีภายใตส้นามโน้มถ่วงและการหมุนสัมพทัธ์
ของผูส้ังเกตุทั้ง 2 ระบบบนพิกดัทรงกลมของกระแสน ้ าในมหาสมุทรท่ีบริเวณผิวโลกจากแนวคิด
กลศาสตร์ยคุเก่า จึงเป็นการอธิบายการเคล่ือนท่ีของกระแสน ้าในมหาสมุทรบนปริภูมิแบบราบเรียบ
ท่ีถูกสังเกตุจากระบบอา้งอิงสัมบูรณ์         
           

แต่อย่างไรก็ตามระบบสัมบูรณ์น้ีไม่มีความหมายในเชิงฟิสิกส์ยุคใหม่ เพราะจาก
แนวความคิดใหม่ทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไปอธิบายแรงเทียมว่าเกิดจากมวลของวตัถุเคล่ือนท่ีดว้ย
ความเร่งสัมพทัธ์กบัผูส้ังเกตุในระบบอา้งอิงไม่สัมบูรณ์หรือกล่าวไดว้า่แรงเทียมเป็นแรงโน้มถ่วง
แบบหน่ึงและความเร่งของวตัถุท าให้เกิด “สนามโน้มถ่วง” ข้ึนในระบบอา้งอิงไม่สัมบูรณ์หรือ
กล่าวได้ว่าอิทธิพลสนามโน้มถ่วงและการหมุนสัมพทัธ์ของผูส้ังเกตุทั้ ง 2 ระบบมีผลต่อการ
เปล่ียนแปลงปริภูมิ 4 มิติจึงท าให้ผูส้ังเกตุของทั้ง 2 ระบบอยู่ในระบบอ้างอิงไม่สัมบูรณ์ โดย
สามารถอธิบายความเร่งของวตัถุต่างๆไดจ้ากสมการจีโอเดสิก (4.4.4)     
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เม่ือพิจารณาการเคล่ือนท่ีภายใต้สนามโน้มถ่วงและการหมุนสัมพทัธ์ของผูส้ังเกตุทั้ง 2 
ระบบบนพิกดัทรงกลมของกระแสน ้ าในมหาสมุทรท่ีบริเวณผิวโลกจากทฤษฎีสัมพทัธภาพทัว่ไป
จากผลสมการจีโอเดสิกเทียบกบัเวลา (4.4.11), (4.4.13) และ (4.4.15) เม่ือพิจารณาเทอมของ
ความเร็วของกระแสน ้ าและความเร็วเชิงมุมบนผิวโลกมีความเร็วน้อยๆมากเม่ือเทียบกบัความเร็ว
แสง ),( ccv     เม่ือใช้การประมาณแบบโพส์-นิวโทเน่ียน (post-Newtonian) จึงได้
สมการจีโอเดสิกเทียบกบัเวลา ดงัน้ี     
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สมการจีโอเดสิกเทียบกบัเวลา (5.1), (5.2) และ (5.3)  พบวา่สามารถลดรูปสมการความเร่ง

ของพิกดัทรงกลมได้เหมือนกบัแนวคิดของกลศาสตร์ยุคเก่า เพราะสนามโน้มถ่วงของโลกเป็น
สนามแบบอ่อน (weak field, ( 1, 1100 gg ))  เน่ืองจากมวลของโลกมีค่าน้อยและเม่ือพิจารณาผล
การค านวณก าลงัสองของโมเมนตมัเชิงมุมต่อมวลต่อรัศมีของโลกท่ีมีค่าประมาณ 1310  หรือมีค่า
เขา้ใกลศู้นยจึ์งจดัเป็นการหมุนของเคอร์แบบช้า (slow Kerr)   รวมทั้งความเร็วของกระแสน ้ าและ
ความเร็วเชิงมุมบนผิวโลกมีความเร็วน้อยๆมากเม่ือเทียบกบัความเร็วแสง ),( ccv     
จึงท าใหอิ้ทธิพลของสนามโนม้ถ่วงและการหมุนของโลกมีผลต่อการเปล่ียนแปลงของปริภูมิ 4 มิติ
นอ้ยมาก  ดงันั้นจึงใหผ้ลลพัธ์ไม่ต่างกบัแนวคิดของกลศาสตร์ยุคเก่าและสามารถถูกน าไปประยุกต์
เพื่อใชอ้ธิบายการเคล่ือนท่ีของกระแสน ้าในมหาสมุทรท่ีบริเวณผวิโลกได ้   

 
เม่ือพิจารณาหวัขอ้ท่ี 4.5 จากสมการเนเวียร์–สโตกตแ์บบบีบอดับนปริภูมิ 3 มิติ-เวลาแบบ

นอกระบบยูคลิด   ผลการค านวณพบว่าค่าริชช่ีเทนเซอร์แรงค์ 2 มีค่าเขา้สู่ศูนยห์รือกล่าวได้ว่า
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อิทธิพลสนามโนม้ถ่วงและการหมุนของโลกมีผลต่อการเปล่ียนแปลงปริภูมิ 3 มิติ-เวลานอ้ยมากจึง
ท าใหส้มการดงักล่าวลดรูปเขา้สู่สมการเนเวียร์–สโตกตแ์บบบีบอดับนปริภูมิ 3 มิติ-เวลาแบบยคูลิด
ได ้ 
 
ข้อเสนอแนะ 
 

1)  เน่ืองจากสมการสนามเป็นสมการไม่เชิงเส้น   ดงันั้นจึงอาศยัหลกัการประมาณโดย
ก าหนดให้มวลน ้ าในมหาสมุทรมีค่าน้อยมากเม่ือเทียบกบัโลกเพื่อช่วยลดตวัแปรการเปล่ียนแปลง
ของเมทริกเทนเซอร์เน่ืองจากมวลน ้าในมหาสมุทรเพื่อใหง่้ายต่อการค านวณ    

2)  ความโคง้ของปริภูมิ 4 มิติเวลาของโลกนั้นมีผลต่อการเคล่ือนท่ีของวตัถุโดยอธิบายได้
จากสมการจีโอเดสิก   เพื่อง่ายต่อการค านวณจึงอาศยัหลกัการประมาณค่าแบบโพส์-นิวโทเน่ียน 
เพื่อลดเทอมต่างๆเพื่อให้สอดคลอ้งกบัสเกลของโลกจึงพบว่ามีค่าไม่แตกต่างกบักฎการเคล่ือนท่ี
ของนิวตนั   แต่อย่างไรก็ตามเม่ือพิจารณาวตัถุท่ีมีมวลและความเร็วเชิงมุมมากกว่าโลก เช่น ดวง
อาทิตย ์ ดาวนิวตรอน หลุมด า และอ่ืนๆ  จะพบว่าเกิดการเปล่ียนแปลงความโคง้ของปริภูมิ 4 มิติ
เวลา 

3)  ปริภูมิ 4 มิติเวลาแบบเคอร์ ท่ีไดถู้กน ามาใชอ้ธิบายการเปล่ียนแปลงของโลกนั้น ได้
พิจารณาตวัแปรดงัน้ี มวล ประจุ ความเร็วเชิงมุม ของโลก แต่จากการค านวณพบวา่ตวัแปรหลกัท่ีท า
ความโคง้ของปริภูมิ 4 มิติเวลาไดแ้ก่ มวลของโลก จึงท าให้ปริภูมิ 4 มิติเวลาแบบเคอร์ ลดรูปได้
ปริภูมิ 4 มิติเวลาแบบชวอสชาย ์
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