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�����  1 

��	
����

���� (Special relativity) 
 

���� �.	. 1905 �������� �������� ������������� ��!"��#$�""��	�  �����%�!
�ก '(%ก��"�	������))*�+,%��-./0',���1'�� ' (On the Electrodynamics of Moving Bodies) 
[29] L�(กM�N���� O N��ก��!"��#$�"+,ก�����L���ก�M�%�%�%M�ก�����1'�� '��%(�%�!��P%�,� '
��O,N!���Q�ก����!"��#�R�S�!M! �-��S+,ก��N(.���',��!�T�U�R�S�!M��!��-��(�!��� �M!�
���������������,���� L�(�%!N��ก��!"��#$�"+,ก�����L�+��ก���!!��V��� '%M� �!M%M�WT�
��,�ก�XS(TM��',N�1���1'�� '�Y�,������%(�%�!��P%�,� ' WT���,�ก��.ก��%��������P%+,R�,�����M�ก��
��! ����N����� ��!"��#$�""��	����N�ก���,R�%���+,��%�������1',+,���$T!���!�T�U�R�S
�%����!�T�U� L�(ก�M�%%M� �S(S��,R�S�%��XS+0O�(TMก��WT���,�ก�R�S�%��ก�����$T!�XS! �%�!
R�ก�M�,ก��+0O�(TMก��WT���,�ก� R�M���N�������!�Z����0ก��'%��R�S��ก�����,�!1'�%�!��P%+,
%��-.� '���1'�� '��(!�ก�!1'�� (�ก��������P%R�, ���� ��!"��#$�""��	�XS! �%�!�����,
ก��ก�	�������%��� [7-11, 17] 

���N������%M� ^"��	�_ ������ � O! � '!�X�กก��� '��S(.ก��N��ก��!"��#$�"�+��ก��ก��
��,�,� '��Q�ก����,�,�`1'(��M���O� L�(�M!����� �.	. 1915 �����������"�a������ ��!"��#
$�"��'%��L�(��S(.ก��N��ก��!"��#$�"�N��Y����ก���.กก����,�, [7-11, 17] 

กM�� '���XS	0ก��R�S����%�!�+���X�%�!N!�(N�1N��กก��+,���� ��!"��#$�"
"��	� ���X����Q���,����%�!�T�X�กR�S�+���X�%�!N!�(+,���	�"���M�, b /0',! �%�!�����ZR�S
�ก '(%+�,ก����1ON�� 'XS���ก�M�%�M�� ��,� O 

 
1.1 � !"ก$%& (Event) 

�����(�!%M� �N�.ก��U� �1 ��',� '�ก��+0O� U ���RN�M,N�0', � '�%��N�0', L�(!�ก���X
�N�.ก��U��M�, b � '�ก��+0O� %M��ก��+0O�� '�N�R�S� '�%���� ��'��1 �����,! ก����1ก�S����,�, 
L�(�S����,�,� '�M�,ก��XS�N��M�"�ก��R�S�%��+,�N�.ก��U��� (%ก���M�,ก�� ���N��������� 
��!"��#$�" ���XS�� (ก�S����,�,� O%M� ก����,�, [7-11, 17] 

 
1.2 ก$*�*+,*�, (Frames of reference) 

���%M� ก����,�, ! �%�!�ก '(%+�,ก��ก����,�ก�ก�����1'�� '+,%��-. L�(��ก��ก�M�%
%M�%��-.N�0',! ก�����1'�� '��'�N!�(�%�!%M����RN�M,+,%��-.��O��� (�ก��%��-.1'�ก����,��� '(��� 
��,��O� ���XS�!M��!��-�S�.���RN�M,+,%��-.N�0', b ���N�ก����!M��,�,-0,%��-.1'� ��'��1 

   



 

 
2

X.���,�, �กX�ก� O�����,��1กRก���,�,� '! ��	R�S��ก��%�!(�%��Rก���O� b �"1'�Y���ก��
�S�."�ก�����RN�M,+,%��-.  L�(���XS�� (ก�S��� '! X.���,�,R�S�S��"�ก��Rก�� O%M� �S��"�ก�� 
�กX�กก���S�.���RN�M,R��% ���(�,��,�S�.%M�%��-.(TM� '���RN�M,��O� b U �%������%( ��,��O����
��,! Y.���c�ก�� '! �.U�!�����N!1�ก��R�S��O,�%����,ก����SX��(TM U ���RN�M,�M�, b �"1'�Y�
X���%�� ���N��������� ��!"��#$�""��	� ���XS�Y�ก����,�,� '�� (ก%M� ^ก����,�,�`1'(_ 
[7, 10, 11, 17] 

 
1.3 ก$*�*+,*�,�34�*5 (Inertial frame) 

ก����,�,�`1'(�1ก����,�,� 'ก�ก�����1'�� '+,��%�����Q�X��, ��'�N!�(�%�!%M� ก��
��,�ก�ก�����1'�� '%��-.��ก����,�,�`1'(� O N�ก%��-.-Tกก�S�����%(R�,�.�#�� '! �M���Q�	T�(�XS
(�,�,���1'�� '��%(�%�!��P%�,��% ��'�N!�(�%�!%M� %��-.(TM$�(��ก����,�,�`1'(XS! ��ก�US 
��,� O 

• -��%��-.(TM��', !��กPXS(�,�,(TM��', 

• -��%��-.���1'�� ' !��XS(�,�,���1'�� '��%(�%�!��P%�,� ' 

�กX�ก� Oก����,�,� '���1'�� '��%(�%�!��P%�,��%�� (�ก��ก����,�,�`1'(XS-Tก�� (ก%M�
��Q�ก����,�,�`1'(��%( R�M���N���ก����,�,� '���1'�� '��%(�%�!��M,�!M�YMก����,�,�`1'( 
/0',����� (ก%M� ก����,�,�!M�`1'( (Non-inertial frame) [7, 9-11, 17] 

 
1.4 �		!�89:*,�;�<���	
����

���� 

��������������R�%���%M� ก�)e��ก����ก����,�,�`1'(��O,N!�XS��,! ��ก�US�N!1�ก��
N�1! W���M�ก��R�SR�,������,��%ก�	��%(�%�!��P%� '! +�����M�ก����!�!M%M�XS%��X�กก��
��,�,�� ���X0,��.��!!��V��+,��������ก��Q� 2 +���%(ก���1 

1. �!!��V��+�R�ก (N��ก��!"��#$�"(M�,"��	�)  ก���,)e��ก��(M!�N!1�ก�����.ก
ก����,�,�`1'( ��'��1 �!M! ก����,�,"��	��� b  

2. �!!��V��+�� '�, (�%�!�!MR����� '(�+,�%�!��P%R�,) ������P%+,R�,��
�.ZZ�ก�	��Q��M��,� '��ก� ( 83 10 /c m s= × ) /0',�!M+0O�(TMก��ก�����1'�� '+,
RN�M,ก������R�,��O� [7-11, 17] 

N��,X�ก� '"�X��U�%M��%�!��P%R�,��Q����!�U� '�!M��� '(�R��,��ก����,�,�.กก�� ���
�N������������������$T!� 3 !����%!�+��ก���%���%!ก����Q� ^���$T!��%��%ก�	 (spacetime)_ /0',



 

 
3

��Q����$T!� 4 !��� ��,��O� �����!��-����,���!�U��,�U��	�������(�!��Q� �%ก����-4 ���N���
ก��#���(ก��� '�%���%!�+��ก�����$T!� 3 !��� [8] 

 

1.5 ก$ $>5>�,?9@$��A	��BC*Bก� (spacetime distance) 

��1',X�ก���$T!��%��%ก�	��Q����$T!� 4 !��� L�(�%!�����$T!� 3 !��� �+��ก���%�� (1 !���) 

�!1'�����,ก���M,�ก-0,�N�.ก��U�N�0', b � '�ก��+0O� �����!��-�+ (������,� O 

���N����N�.ก��U�� ' 1 XSR����%(��Z��ก�U� 1E  

( )1 1 1 1 1, , ,E ct x y z=                                                                   (1.1) 

L�(� ' 1ct  R��,-0, �S(S��,� 'R�,������,-0,X.��ก���N�.ก��U�� ' 1 �1 �S(SNM�,X�กWT���,�ก�-0,
�N�.ก��U�� ' 1 

R�S���N����N�.ก��U�� ' 2 XSR����%(��Z��ก�U� 2E  

( )2 2 2 2 2, , ,E ct x y z=                                                                   (1.2) 

 �!1'�����������(0�N��ก� '%M�R�,������,��%(�%�!��P%�,� '�T,�.����ก$"R�S��Q���',� '
�ก '(%+�,ก��ก��%�� ��'��1 �+���!��-!,%M�-��XSN����!�U�,�$�" (invariant) � '%���S(SNM�,
�����$T!��%��%ก�	 /0',����� (ก%M� YM%,���$T!��%��%ก�	 (spacetime interval) /0',กP�1 
�S(S��,�����$T!��%��%ก�	 (spacetime distance) �SN%M�, 2 �N�.ก��U� XS�+ (���%( 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1S ct ct x x y y z z∆ = − − + − + − + −                         (1.3) 

��� '� OXS�Y� 1c =  /0',��Q�N�M%(#��!Y��� R�S!,���T�+,�."��#�����N���!��-�+ (�
�!ก��+��,����� ��,� O 

( )2 2 2 2 2 2S ds dt dx dy dz∆ → = − + + +                                              (1.4) 

��1',X�ก�M� 2ds  ��Q����!�U�,�$�" /0',L�(R��X��,R��%Y1'�� (ก+, 2ds  �1 
spacetime interval squared R�M��!N��ก��ก� ���!�ก�� (ก%M� �!���ก (metric)R�S���!�U� O
��!��-�+ (����T�+, �!���ก����/�� (metric tensor)��� ��,� O 

3
2

, 0

ds dx dxν ν
µν

µ ν

η
=

= ∑                                                    (1.5) 



 

 
4

R�S-���Y�+��ก�,��ก���%!+,�������� (Einstein summation convention) XS���%M� 

2ds dx dxν ν
µνη=                                                            (1.6) 

L�(� ' 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

µνη

− 
 
 =
 
 
 

                                                  (1.7) 

 ���N����!ก��� ' (1.4) ��'��1 

2 2 2 2 2ds dt dx dy dz= − + + +  

XS"�%M��!1'����+ (� 2 0ds =  XS���%M����������,��%(�%�!��P%R�, ��1',X�ก�%�!
R�ก�M�,�SN%M�,YM%,NM�,��Q�	T�(� R�S-�����������,��%(�%�!��P%��(ก%M�R�, ���XS��� 2 0ds <  
R�S-���%�!��P%!�กก%M�R�, ���XS��� 2 0ds >   

 

1.6 ก$B5F�, (Light cone) 

�!1'���! �!���กR��% �����!��-������+��U��+,���$T!��%��%ก�	��� ��'��1��!��-
N����%M����$T!��%��%ก�	! �%�!L��,,N�1R����� L�(���! ��(�!���N��� 2ds  ��,�M��� O 

2 0ds >   spacelike interval 

2 0ds =  lightlike (null) interval 

2 0ds <  timelike interval 

 

! �%�!N!�(�M��� O 



 

 
5

 

$�"� ' 1: $�"ก�%(R�,/0',R�M,ก�����Q� 3 �M%� �1 Time-like, Light-like R�S Space-like [8] 

 

• Space-like curve ( )2 0ds > ��Q�����%U� '! �%�!��P%!�กก%M�R�, 

• Light-like curve ( )2 0ds = ��Sก���%(X.�N�1���RN�M,� '! �%�!��P%��M�ก��R�,
��Sก�ก����Q��T���,ก�%(/0',R�M,ก��Q� 2 �M%� �1 ����R�S� �  

• Time-like curve ( )2 0ds < ��Q�����%U� '! �%�!��P%��(ก%M�R�, 
���!  3 �U��+���!��(�!+, 2ds  ก�M�%�%�%M�R�,XS������,��ก�%(R�,� '���!.! 45 

,	�ก��Rก�+,!������$T!� �!M! %��-.��� '��!��-������,ก�กก�%(R�,����กX�ก%��-.��O�XS
������,�����P%ก%M�R�, [8] 

 

1.7 ก$F@C,
�ก�K?9@$��A	��BC*Bก� 

1.7.1 ��	
����
F��กC��CL* (Galilean relativity) 
��!"��#$�"R��ก�����L ก�M�%%M� ^ก���,)e��ก��XS�N!1�ก�����N���WT���,�ก� 2 ��� '

���1'�� '��!"��#�ก����%(�%�!��P%�,� '_ /0',�%!-0,��ก�	�����+,��%�����%( ���XS-1%M��%��XS! 
�M���M�ก��R�S������%(����� '��M�ก�����N����.กbWT���,�ก� /0',����X�ก%M� �%����Q���',�!�T�U�
�!M�YM��Q���',��!"��#� R�M�!1'���"�X��U����� ��!"��#$�"+,�������� �%�!�!�T�U�+,�%��
XS��� '(���  

N��ก��!"��#$�"+,ก�����L ก�M�%-0,WT���,�ก� 2 �� /0',���1'�� '��!"��#�ก����%(
�%�!��P%�,� ' WT���,�ก�R�M�S��XS#���(ก���,)e��ก����ก����,�,+,��%�, L�(����XXS
�N�WT���,�ก���R�ก(TM��ก����,�, S  R�S�Y� "�ก�� ( , , , )t x y z WT���,�ก���� '�, (TM��ก��
��,�, 'S  R�S�Y� "�ก�� ( ', ', ', ')t x y z  L�(N��ก��!"��#$�"+,ก�����Lก�M�%%M�ก���,)e��ก��
XS�N!1�ก���!M%M�XS�Y�ก����,�,R����กP��! [7-11, 17] 
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1.7.2 ก$F@C,F��กC��CL* (Galilean transformation) 

���XS	0ก���%�!��!"��#���,�U��	������ '�Y1'!L(,�SN%M�,"�ก��+,ก����,�,�`1'(
R�M�Sก�� "�X��U�WT���,�ก��,����ก����,�, S R�S 'S  ��!������ ก��N���N�ก��
��,�, 'S  ���1'�� '��%(������P%     �� (�ก��ก����,�, S  ��!R�%Rก�     (�X!,%M�ก�� 
S  (TM��',) 

 

$�"� ' 2: $�"ก����,�, S  � '(TM��',R�Sก����,�, S′  � '���1'�� '��%(�%�!��P%       

[4, 7-9, 11, 17] 

X�ก$�"+��,���%�!��!"��#��SN%M�,"�ก�� ( ), , ,t x y z R�S ( )', ', ', 't x y z ��!��-N����X�ก 

 

(1.8) 

 

/0',����� (ก�%�!��!"��#���,ก�M�%%M� ^ก��R��,R��ก�����L_ 

 X�ก�%�!��!"��#���,ก�M�% ���XS����S(S��,� '��� '(�R��,�� ��,� O  

 

(1.9) 

 

���N�����!"��#$�"R��ก�����L ^�%����Q���',�!�T�U�_ ��'��1   

'

'

'

'

t t

x x vt

y y

z z

=

= +

=

=

v x

t t

x x v t

y y

z z

′∆ = ∆

′∆ = ∆ − ∆

′∆ = ∆

′∆ = ∆

v
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't t=                                                           (1.10) 

��,��O��%�!��P%R�M�S"�ก�� �1 

 

dx dx
v

dt dt
dy dy

dt dt
dz dz

dt dt

′
= −

′
=

′
=

                                                (1.11) 

N�1 

                                                                   
    (1.12) 

 
��O,N!�� O�1�%�!��P%��!"��#���!R�%Rก�    ,     R�S     ��!������ [7-11, 17] 
 

1.7.3 ก$F@C,F��C*�$9N& (Lorentz transformation) 
 ��1',X�กW�+,ก��� '������P%+,R�,�,� '���N����.กWT���,�ก�����N��%����Q���',��!"��#� 
R�S+0O�ก��WT���,�ก� L�(� ' "�ก��+,WT���,�ก���ก����,�,�`1'(�M�,b �!M�����!"��#�ก��WM��ก��
R��,R��ก�����L ก�M�� 

 �r����ก ��L�� ������/ (Hendrik Antoon Lorentz) ��ก)e��ก��Y�%���/� ������"�
�%�!��!"��#�� O ���X0,�� (ก�%�!��!"��#��SN%M�,"�ก�� ( ), , ,t x y z ก�� ( )', ', ,t x y z′ ′ � O%M� ^ก��R��,
R������/�_ 

 
$�"� ' 3: $�"ก����,�, S′  ���1'�� '����,        ��%(�%�!��P%     �� (�ก��ก����,�,ก��

��,�, S  [4, 7-9, 11, 17] 

'

'

'

x x

y y

z z

u u v

u u

u u

= +

=

=

x y z

vx+
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���N���WT���,�ก���ก����,�, S  /0',�Y�"�ก�� ( ), , ,t x y z R�SWT���,�ก���ก����,�, 'S

/0',ก����,���1'�� '��%(������P% v  ������	��, x+  �� (�ก��WT���,�ก���ก����,�, S  ก��
R��,����/� /0',�Y1'!�%�!��!"��#��SN%M�,"�ก�� ( ), , ,t x y z ก�� ( ), ', ', 't x y z′  ��!��-�+ (����
��Q� 

                                                                               

  (1.13) 

 

N�1�����!��-� 'XS�+ (�"�ก�� ( ), ', ', 't x y z′  ���T�+, ( ), , ,t x y z  �����Q� 

                                               

    (1.14) 

 

L�(� '��Z��ก�U�Rก!!� (γ ) �Y��+ (�R�� ��%��Sก�����/� (Lorentz factor) /0',��(�!L�( 

2

1

1
γ

β
=

−
                                                             (1.15) 

R�S��Z��ก�U� ����� ( β ) �Y�R���M� Rapidity /0',��Q������M%��SN%M�,������P%+,ก����,�, 
'S  ก��������P%R�,  

v

c
β =                                                                          (1.16) 

ก�������������	
������������������ 

 X�กก��R��,R������/� 

                                                             

   (1.17) 

 

( )

'
'

' '

'

'

x
t t

c

x x vt

y y

z z

β
γ

γ

 = + 
 

= +

=

=

( )

'

' '

'

'

x
t t

c

x x vt

y y

z z

β
γ

γ

 = − 
 

= −

=

=

( )

'
'

' '

'

'

x
t t

c

x x vt

y y

z z

β
γ

γ

 = + 
 

= +

=

=
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�����!��-R��,���%M� 

                   

  

 (1.18) 

       

L�("�X��U� 

( )

22

' ' '
'

11 '

x x
x

xx

u v dt u vdx
u

vuvudt
dt

cc

γ

γ

+ +
= = =

  ++ 
 

                                               (1.19) 

 
/0',�!ก�� (1.21) ��Q��%�!��P%��R�%Rก�  
������,�� (%ก�������!��-R��,���%M� 

                                                     

(1.20) 

 

ก��R��,� '�+ (�                     �N�(TM���T�  

                                                    

 

(1.21) 

 

����N������!��-�%!�%�!��P%���N���Rก��M�, b ������ ��!"��#$�"��� [7-11, 17] 

 

W�X�กก��R��,����/�����N����! ���กwก��U������Z�ก��+0O� /0',XSก�M�%�M�� ��,� O 

( ) ( )

2

''
' 1 '

'
' ' ' ' ' '

'

'

'

x

x

vudx
dt dt dt

c c

dx
dx dx vdt dt vdt u v dt

dt

dy dy

dz dz

β
γ γ

γ γ γ

  = + = +   
   

 = + = + = + 
 

=

=

2

2

' /

'
1

' /
'

1

y
y

x

z
z

x

udy
u

vudt
c

udz
u

vudt
c

γ

γ

= =
+

= =
+

2

2

2

'
'

'' 1

/'
'

'' 1

/'
'

'' 1

x
x

x

y
y

x

z
z

x

u vdx
u

vudt
c

udy
u

vudt
c

udz
u

vudt
c

γ

γ

−
= =

−

= =
−

= =
−

' , ' , 'x y zu u u , ,x y zu u u

x
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1.8 ��	
����
F Q,RB	
$+*	�
$�5, (Relativity of simultaneity) 
��!���� ��!"��#$�"R����%���N�1R��ก�����L �%����Q��%����!�T�U� N!�(�%�!

%M� �%��! �M���Q�(M�,�� (%N�1��M�ก��N!��!M%M�XS%����ก����,�,�`1'(�� ��,��O�ก��� '
�N�.ก��U��,�N�.ก��U��ก��+0O� U �%���� (%ก�� X0,! �%�!N!�(�N!1�ก�����N���WT���,�ก���
�.กb ก����,�,�`1'( 

 R�M���N�����!"��#$�""��	�/0',��!"��#�ก��ก��R��,����/� ����N����ก�M�%���%M� 
�N�.ก��U��,�N�.ก��U��� b � '�ก��+0O� U �%���� (%ก�� R�M��� ' b �M�,ก�������$T!��%��%ก�	
L�(WT���,�ก���N�0',XS�!M����ก�� U �%���� (%ก��/0',%��L�(WT���,�ก� ก��N�0',� '���1'�� '��%(
�%�!��P%�!'����!��!"��#�ก��WT���,�ก���R�ก ��,��O� ก��ก�M�%%M��N�.ก��U��,�N�.ก��U��ก��+0O�
� 'X.��%���� (%ก����O�! �%�!N!�(��!"��#�ก��WT���,�ก���M���O� WT���,�ก���ก�� กก��N�0',XS
�NP�%M��N�.ก��U���O,�,�ก��+0O�� '�%���M�,ก�� �M%�XS�M�,ก��!�ก��(�" (,��+0O�(TMก���S(S��,
+,�N�.ก��U���O,�, [7-9, 17] 

 

1.9 ก$54K**ก:*,�BC (Time dilation) 

-�����! ��c�ก��,��1�� '�N!1�ก���.ก��Sก�� L�(�N���1�N�0',(TMก��� '/0',-1��Q���%R��
WT���,�ก�� '(TMก��� ' �M%�WT���,�ก�� '���1'�� 'ก��N���N���Q���c�ก� ก��1�N�0',/0',���1'�� '����!
Rก�     ��%(������P%   

X�กก��R��,R������/�  

(1.22) 

��1',X�ก��c�ก�� '�Y�%����1�N�0',(TMก��� ' ' 0x∆ =  R�S 't tγ∆ = ∆  ! �%�!N!�(%M� WT�
��,�ก�� '(TMก����c�ก�� '(TMก��� 'XS��,�ก�%M���c�ก�� '���1'�� '����Y���,! �M���M�ก���TU��%( γ  

N�1                                                     

                (1.23) 

��'��1��ก�US+,ก��(1�ก+,�%�� R�MN�ก%��-.! �%�!��P%��(ก%M��%�!��P%R�,
!�กb �%��� '%�����! �M���M�ก�� [4, 7-11] 

2

'
'

v x
t t

c
γ

∆ ∆ = ∆ + 
 

2

2
' 1

t v
t t

cγ
∆

∆ = = − ∆

x v
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1.10 ก$ K:*,$>5>�, (Length contraction) 

-�����! %��-.�ก�P, �YM� �!��!�� L�(� '��N�0',%�,�%�(TMก��� 'R�S ก��N�0',���1'�� '��%(
�%�!��P%     ����	��,+,Rก�   

 �%�!(�%+,�!��!��� '%�����L�(WT���,�ก�� '���1'�� '�1 

'L Lγ∆ = ∆                                                                          (1.24) 

N�1 ���N���WT���,�ก�� '(TMก��� ' 

2

2

'
1 '

L v
L L

cγ
 ∆

∆ = = − ∆ 
 

                                                    (1.25) 

 XS"�%M�WT���,�ก�� '���1'�� 'XS��!��-%���%�!(�%�����(ก%M�WT���,�ก�� '(TMก��� ' R�MN�ก
������P%+,ก�����1'�� '��O�! �M���(ก%M��%�!��P%R�,!�ก b �%�!(�%� '%�����XS! �M���M�ก�� [7, 
9-11, 17] 

 N��,X�ก� '��������������������� ��!"��#$�""��	�/0',��Q�ก��"�X��U�ก�����1'�� '
+,%��-.$�(��ก����,�,� '�� (ก%M� ก����,�,�`1'( /0',��Q�ก����,�,� '�!M! �%�!��M,�+��!�
�ก '(%+�,$�(����!!��V��� '�����Z 2 ��Sก�� �1 �%�!�N!1�ก��+,ก�)e��ก����ก����,�,
�`1'(R�Sก���!MR����� '(�+,�%�!��P%R�, L�(WT���,�ก��!M%M�XS(TM���-��S��กP��!XS%��
�%�!��P%+,R�,�����M�ก�� ����N�������������%!�����$T!� 3 !����+��ก���%����Q����$T!��%��
%ก�	 4 !���  ก��O,(�,�ก '(%+�,ก��ก��R��,"�ก����'��1ก��R��,R������/�/0',"�%M��%��
��!��-R��W����!�-��S+,WT���,�ก� ����N�! ���กwก��U�� '�M����X�ก��+0O� �YM� ��!"��#$�"
RNM,�%�!"��!�"� (, ก��(1�ก+,�%�� ก��N���O�+,�S(S��, ��Q���� �กX�ก� O����   
�.	. 1915 ��������������������� ��!"��#$�"��'%��� '! �%�!��M,N�1กP�1R�,L��!-M%,�+��!�
�ก '(%+�, ��'��1��Q�ก��"�X��U�ก����,�,��'%��� '�!MX���"�S��,��Q�ก����,�,�`1'( ��,XS
ก�M�%�����M�� 

 

 

xv
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�����  2 

��	
����
������ (General relativity) 
 

������	
������� ��� ������������������������ !�"#�$%&��ก
���(� �)( 
��%�*��+� �� +��� + �)! ,��� ������ �-. �/ �.1. 1915 �)(ก#� 4 !� �- ����)! ,��� �������	
��
���1�. �/ �.1. 1905 67����8 ก����9�����:��&ก��*�!������:���(67����8 ก��������#�������#�4���
$��� !�"#���!����ก��(�!�� $�#������	
���������8 ก����9����. ก��*�!���������� )�� �- 97�
�����"ก%#��)!#� ������	
�����1���8 �# 4 7�����������	
������� [4, 5, 15] 

�������-���� �-�)!"?ก��!���7- �����.�!�	�*�(�!���@99������#��%�� $�#�4%@ก�AAB� �- ��#�)!
��%��� ������ก�ก����%��� ������ ���  � ����9�ก�%�� $�#�4%@ก�AAB�9&��%��� ���)!(�����@�����
�)(��#�7- ก�*ก����%��� ������C?!����ก� $ ��)4%�ก�����-��������� �- ��� $�!C?!����ก����� ���
ก,�%����%��� ���������	+ก�  �- ��99&��9�)ก����%��( $�%�����%�$%&�,�$4 #��)!�#��ก� 
�,�4��*�4�Dก���+4 7��E $�#C?!����ก���-����9&(��������ก��4@ � �-�4����ก����AF��ก�+����4��� ก�  
[4, 5, 7-11, 15, 17] 

�����������	
������� �-ก%#�"7���ก��4 7�������$� ���ก�$��� !�"#���� ���  �)(
.�!������������� D�� 	+$%&�� �6��+. ก���	�*�($��� !�"#� 67��$�)�.4!�4@ #�C?!����ก��Dก� 
�4��� ก� ��##�9&�(?# ���4�����%��� ���)!(�������@�����4�����# ก���������������	
�������9&
�4��� ก� �,�4��*C?!����ก��Dก�  $�!#�C?!����ก�$�#%&� ��%��� ���)!(�����#���������(*ก�*C?!
����ก�� ���  . �����������	
������� �- $��� !�"#���#�)!��8 $���(#��. ก�$��� !�"#����
 ��� ��ก�#��� $�#��8 C%9�กก����!�������
?���%��ก�1 [4, 5, 15] 

� ����9�ก����)!ก%#��!#�. ก���	�*�(�����������	
�������9&�!��.�!��������$%&
�� �6��+. ก���	�*�($��� !�"#�����#����*#���8 C%��9�กก����!���������
?���%��ก�1 
)�� �- ���97��!���,������!�.9�����$%&���4��(����� �6��+ $� ��A%)+$%&���
?���%�
�ก�1 )���#��� �- 

 

2.1 �� �!"#$ (Tensor) 

ก�������"D. �&**��ก�):�ก4 7����%��( ����8 ��ก�&**��ก�):�ก4 7�� �# ��&ก�*���
��"D����(?#. ��ก�):�ก �- 9&��%��( $�%����(#����9&17ก���)!9�ก�# ��&ก�*����� �6��+ �)(
��9����#��# ��&ก�* . �&**��ก�):�ก4 7��9&���������� 	+�(#����ก�*�# ��&ก�* �- . 
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��ก�&**��ก�)4 7�� �)( �� �6��+�� )�*1? (+ ���9&���(ก#� ��ก%��+ ��#  ϕ  �� �6��+�� )�*4 7�� 
���9&���(ก#� �ก����+ ��#  vα  $%&�� �6��+������.4!���� .9��� �� �6��+�� )�*��� ������(ก#� 
�� �6��+�����!  [13] 

 

2.2 (	 )*+,-$ (Manifold) 

 $� ��A%)+ ��� ���
?���������1����+���.�!*#�*�ก�,�$4 #������"D �)(���$� ��A%)+
�����"�������!��)!$%&�� �����%(� (topology) �)!. 4%�( E $** ��������,���R��� � *����
4 7�� $� ��A%)+9&�!����%�ก��&�4��� ก�* n

ℝ  . ���AF��ก�+ ���9&�?)"7�$� ��A%)+��������"4�
� D�� 	+�)! (differentiable manifold 4���*�����-����(ก#� smooth manifold) �)(���$� ��A%)+
�����"����)!#���8 �ก�14������
?�������!� $�#9&$* ��* � *����4 7�� (locally flat) �,�4��*
���(#���#�( E ���$� ��A%)+ ��� ��- C��%ก $%&��������,���R�,�4��*�����8 $� ��A%)+ก@���
9&�!���������8 ����4 7�� E �%�)ก����%��( $�%������- C� [8] 

 

2.3 �#)�2	)��,"�ก4 (Spacetime) 

 $ ��)���������
?���%��ก�1�������9�ก �ก����1����+���� $`�+��  + �����A�ก� 
(Hermann Minkowski) 67����8 $ ��)ก���������(��&4#���# ������
?����!�ก�*�%�9 �ก�)��8 
���
?���%��ก�1 4 ���� �)(9D)$�#%&9D)����ก�)�7- . ���
?���%��ก�1 ���9&���(ก#� �4�Dก���+ 
67����&ก�*)!( ���%�      1 ��$� �# ����%� $%&��ก 3 ��$� �# ������
?��  �ก9�ก �- ���
��A�ก��)!���( �!. *����������#� e�D�����ก��(ก�*���#��$%&�%� 67���!���9!�9&$�)�.4!
�#� �4@  �- ��8 C%��D�����)!9�กก���)%�����AF��ก�+ $%& �� �������,�.4!�� ����� #������"�� 
��
�4%#� �-$�ก�#��9�ก�������D! ��(�(#����- ���� $%& �*9�ก �-�� ���#���)(���� ���$%&�%��)(��
�� ��� 9&�#�( E �%�(��ก%�(��8 ���(�$�#��� $%&�����(�$�#ก��C��C�� ������#��$%&�%�
��#� �- ���9&(�����!67�������8 9��������#�7- ก�*����� ����� f [16] 

 �#���������� +��� +�!��ก����h ������������	
������� 67����$ ��)���#� �����!�
������
?���%��ก�1ก@��� ���� !�"#� ���97� ,�$ ��)���������
?���%��ก�1 4 ����������
��A�ก���.�! 

�,�4��*�����ก������
?���%��ก�1�����A�ก����?�$** )�� �- 
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2 2 2 2 2ds dt dx dy dz= − + + +        (2.1) 
��������"���( ��ก�� �-. �?������ �6��+ )�� �- 

2 ,a b
abds dx dxη=     (2.2) 

���9&.4! abη  $�  �����ก�����A�ก� 

  ( )

1 0 0 0

0 1 0 0
1, 1, 1, 1

0 0 1 0

0 0 0 1

ab diagη

− 
 + ≡ = − + + +
 +
 

+ 

  (2.3) 

  
�,�4��*�����ก�� ��+�ก���8 �����ก�� �6��+. �����������	
�����1�67����8 ���
?���%�

�ก�1$* ��* (flat spacetime) $�#�,�4��*. �����������	
������� 9&.�!��R%�ก��+��� abg  
[8, 17] 

9�ก4%�ก�,���R���#����� !�"#���8 C%��9�กก����!���������
?���%��ก�1 )�� �- 97�
ก%#��)!#������������	
������� �-��8 ��������������������"��4%�ก#��%$%&�%���� �,�.4!
�ก�)ก����!���������
?���%��ก�1$%&ก����!� �-�#�C%�#���! ���ก����%��� ������� D
������&
����-�$��$%&. ����� �-9&�*#� 

• ���
?���%��ก�1 (spacetime) ��8 $� ��A%)+$**%��� �+����������!���.  4 ���� 
(curved 4-dimensional Lorentzian manifold)  

• ���
?���%��ก�19&��!���������	��%����% �%����  $%& ���� ��� 4��� �� �6��+
�����! �%���� ����(?#�!��.   

• �������� 	+�&4#���� �6��+�����! �%����  $%&�����!���������
?���%��ก�1
�	�*�(�)!)!(��ก��� ������� +��� + (Einstein's field equations)  

• ก����%��� ���$**�:���( (inertial motion) 9&�ก�)�7- . �#� timelike ��� *�������ก��
��%��� ����������@ !�(ก#������@$��$%&�(?#. �
�� �%9����)��� (null geodesics) 
������
?���%��ก�1 [4, 5, 15] 

�����p� ��������������	
��������� 1 �!� ���(ก#� e4%�กก�����ก�����?% (Principal of 
Equivalence)f 67��ก%#��)!4%�(�?�$** �)(4%�กก�����ก�����?%���$**�)��4������$**���
�� +��� +ก%#��! ��.9���#� eก�AF��ก�+���?�$** (��������1����+) ��8 �(#���)�(ก� ���$�#%&
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9D). � ��$��� !�"#�������,����� $%&��8 ��# �)�(ก� ก�*. ก��*�!����������%��� ���)!(
�����#����,�����f [4, 5, 7, 15] 

 �,�4��*. �����������	
������� 4�ก����!��ก��4���ก�����.�!�,�4��*ก��*��(�(ก��
��!���������
?���%��ก�1 �)(��������!���������
?���%��ก�1ก@���$��� !�"#� �� ��� ���
9&.�!4%�กก��$�%�9�ก������	
�����1�����ก�)�7- �:��&. ก��*�:���()�� �-  

• gµν µνη →  ��� ก��$� �#������ก�� ��+�ก�)!(�����ก����� 

• µ µ∂ →∇  ��� ก�����( � D�� 	+�ก��.4!��8 � D�� 	+������( 6+ [8] 

 

2.4 �	ก#� 	:";�" $��< $ (Einstein's field equations) 

��ก���� +��� + 4��� ��ก��� ������� +��� + ��� ��ก��� �����$�)��������� 	+
�&4#�������!�������
?���%��ก�1$%&�%4������� ��ก���� +��� +��8 ��ก���� �6��+ 
67���(?#. �?� 

8G Tµν µνπ=                                                                   (2.4) 

�)(��� Gµν  ��� �� +��� +�� �6��+ ��8 ���������*#�*�ก"7����� !�"#� $%& Tµν  ����� �6��+
�%���� ���� ��� 67����8 ����������%���� 4����������ก#�.4!�ก�)$��� !�"#� [7, 15] 

 9�ก���ก%#�#� Gµν  ��� �� +��� +�� �6��+ ��8 ���������*#�*�ก"7����� !�"#� �- ��
�����9�ก��ก��  

1

2
G R g Rµν µν µν= −                                                                 (2.5) 

�)(��� Rµν ��� ��ก6��� �6��+ gµν  ��� �����ก�� �6��+ $%& R  ��� ��ก6���ก%��+  

�,�4��*��ก�� (2.5) 67���	�*�(�������� 	+����� +��� +�� �6��+. �?�$**��� ��ก6�
�� �6��+ �����ก�� �6��+ $%& ��ก6���ก%��+ �)(����������ก����)���#��� �- 

 4%�กก�����ก�����?% �������� 	+��9&�(?#. �?�����������(��� �6��+���� ��� 
�%����  Tαβ  ��!�ก�*�� �6��+. ������������  + 

 ������! 9�ก�������� 	+����(������ก�� �6��+ gαβ  ��!�ก�*�� �6��+���� ����%����  

Tαβ  
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g Tαβ αβ∝                                                                            (2.6) 

4�ก�������� 	+�����ก�� (2.6) "?ก�!�� � ����9�ก Tαβ  ���#���8 1? (+. �DRR�ก�1 �,�.4!���
�)!#� gαβ 9&���#���8 1? (+. �DRR�ก�167������� �������ก�� (2.6) ��8 ����#�)! 

)�� �-  ���97�������������� 	+.4!�(?#. �?� 

R Tαβ αβ∝                                                                             (2.7) 

�)(��� Rαβ  ��� ��ก6�������( 6+�� �6��+ 

 ����� ���������� 	+�����ก�� (2.7) �������8 ���)!����DRR�ก�1 � ����9�ก 0Rαβ =  
����,�$4 #�����(?#4#���ก%9�ก��"D. ��ก
�4������
?����8 ���
?��$* ��* $%&���#���#��8 1? (+ "!�
�����9��������,�$4 #����.ก%!ก�*�%. ��ก
� 

 9�ก4%�กก�����ก%#�#��%���� $%&���� ���9&�!����8 �����ก�� D��ก�+. ���
?�� 4 ���� 

$%!���9&�*#� 0
T

x

αβ

α

∂
=

∂
 �����ก�)�:���(���ก��*�!������!��"�� ����Dก E 9D)��� �(���

4%�กก�����ก�����?% 

)�� �-  0
R

x

β
α
α

∂
=

∂
 $%&������?9 +�)!#�  

1 1

2 2

R R R

x x x

β α
α α
β β β

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂
                                                              (2.8) 

�)(��� R Rα
α=  ��� �����!���ก%��+4�����ก6���ก%��+ 67����8 �����������#��%��( $�%� $%& R  ��

�#���8 �����#����� D�� 	+������( 6+�� )�*4 7������� �6��+��ก6�$**C�� 

1
0

2

R
R

x x
β β
α αβ αδ

∂ ∂ − = ∂ ∂ 
                                                           (2.9) 

����������(?#
�(. ��%@* 9&���(ก#� �� +��� +�� �6��+ $� )!( Gβ
α  

���.4!  G kTβ β
α α=  4��� 1

2
R R kTβ β β
α α αδ− =    �)(��� k  ��8 �#������ ��� 

4

8
k

c

π
=

G  

�)(��ก�� �- ���(ก#� ��ก��� ������� +��� +  
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��������"���( ��ก��� ������� +��� +.4!�(?#. �?�$**���������( 6+ ��� 
G kTαβ αβ=  4��� �?�$**����� �������( 6+  ��� G kTαβ αβ=  4��� �?�$**C�� ��� 
G kTβ β
α α=  [7] 

 9�กก������� +��� +�!��ก����h ������������	
�����1������8 ก����9����ก��
��%��� ��������"D�����9�����:��&ก��*�!������:���(�����#�������#���!����ก��(�!������8 ก��*
�!���������� �)(��9����. ���
?���%��ก�1 4 ���� �,�.4!�ก�)��8 �����������	
������� 67��
��8 ��������������������.�!�� �6��+. ก���	�*�(�����#�67��ก@���$��� !�"#� �� ��� �,�.4!
�*#�$ ��)4%�ก��������������	
���������� ก������%����,�.4!���
?���%��ก�1��!����)! 
��ก��-�$ ��) �-�,�.4!�ก�)��ก���������� #�� .9 ������(ก#� ��ก��� ������� +��� + 67����8 
��ก�����������,���R. ก��17ก��ก��9,�%�����)�)�. 9�ก��% )�����9&�)!ก%#�. *�"�)�� 
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�����  3 

���ก
�����
������� (Perfect fluid spheres) 

 

��ก��	
��������ก��������������������ก���������ก��	�������
�������
������ !"#���ก����ก�$����	�ก����#	����%�&'��(��ก�$������������� )�(���ก�����
�*�	��+�$,%"� -.�ก��-����$��/�!"/�0��������
������������� )�(	���1'���2��� -.�
���ก������*�	��+�$,���
��*� �� 3��,2��� 2��!�������(+4���+-��� �1�'ก�(��5�)�(��#
2��������24� �4�ก�� ��2���	��!��&,��� �� 3��,2��� 2��!������ก��	�ก��	������
���,	�1�,�
��*���	�ก�����2$'1��	1�, ก'���/� 3�#�	�ก����# ก'���/���/ �� -.�-��)(6�,	
�*���
ก����ก����!�7�������14��- [20-24, 28, 30, 32-34, 36, 37] 

 
)�(ก4���"#� ��1�����ก��2���*��(����ก�$�������
������# �����6���ก��	����

����� 3�#����
������# ��	��� 2"� ���ก������*�	��+�$, 3�#�����ก�$������#�����ก�4��14��-��/ 
 

3.1 ���ก
� (Sphere) 

��ก����ก����ก�$����������  �����5�*����
��������ก�$��
� !�� -.����ก�� 
)�(���ก����2���*��( -.� ��1%5��� ���2$'1  64� �+-�������+ก���ก����!"/���# 3 �'1' 
	
�*����� 2 �'1' 2"� ��ก�� ��ก��ก��/ ���ก��	��+�$,����(�*4����ก�5��+�(,ก���%���5ก B �5�
��!"/�C'���24� �4�ก�� 	�� [12, 26, 39] 

 
E�!��# 4: ��ก�$�������ก��	��+�$,�� 3 �'1' [12, 39] 
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 ��ก��!'���$���ก�$�������
���� ���(ก����ก����ก�$����ก�(E�!)�( ����
!'���$���	4�����ก�� -.�����*� �"#����ก����*�2"�		����#)� �ก5�(��ก����*��� B ��
��ก�$����2���14� �"#����#	����% -��#(��+-�4��1��E�6����#����53�#�%"� -.�	4��*��#����
ก���	1�,E���2���14� �"#��  �����/ 
 
3.2 ก
'(�)��*(+,)-./0�� 

��ก��ก�(E�!���		����#��2���14� �"#�� -��ก�����( 
- ก���	1�,����G� : ��ก��ก�(E�!���		����#���+-�4��2�1���4��� 

- ก���	1�,����*� : ��ก��%��ก�(E�!���		����#��2���14� �"#���� -��#(��+-�-1��

��ก�$����E�6�� 

�����/� ���ก�4������4� ก���	1�,����*� -.�	���(4�(���ก���	1�,E���14� �"#�� )�(
�5�������ก���	1�,��� ����*���4���2��� 2��1�/�H�กก��C'���ก�� �����/�������-��+-�4���-
1��E�6����#����51������(+4��	����%�(+4�'#� B ���)�(��4��2��� 2�� H"�� [1, 6] 

 

E�!��# 5: ���
��������*�3�#�	��%��2���14� �"#���� -��#(��+-�-1��E�6�� [35] 

 

3.3 ก
'(�)������
  

2"� �'6���#��ก��!�1'ก���ก�� 2�"#����#�������*�������# ก'���/� ก���	1�,����*�
����4���� -.�	��	4��2"�	%'1(��	1�,����*�3�#���ก������*����$���#*(5��'#� ��!���	1�,
����*���#��ก��ก�� 2�"#����#�������*� ��	1�,��/��� -.�	4��*��#����ก���	1�,E���14� �"#��3�#�
��ก�����
���������1%5)�(��4	�������+����������1�� �� -.�	4��*��#�����'6�JK	'ก	,��#
 ก�#(�����ก��25$	���1'�������*�������# ก'���/���1�������� [1, 6] 
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3.4 ����
 (Fluid) 

2"� 		����#��)� �ก5�(��ก����*��� B 	����% -��#(�-���+-�4��  2�"#���*��-1��
	E�!��#��4%+ก�
�ก��)�(E�6��*�"���' �$ ��#�2"� 		��3�#�	����%�*�������+-�4����4�4�����/��(+4
ก��E�6����#����5  

����*��6��'(��		����# -��#(��+-�4��*�"��*����(2��� 2�� H"��������*� -.�	%���
*��#����		��)�( -.������/� ��� *��  กL�3  *�"� ����G� [1, 6] 

	
�*���25$	���1'�������*���# ���
���!'���$����'�(��'!�&,��/  ����ก�4��%��	���1'
���-��ก����#��2��� ก�#(�������# ���
����6���ก��!'���$�2��� -.�����*�	��+�$, ��#�2"� ��
	4����� 2���*�"� ก���
�2������� ��	���1'��)3���-M 

 
3.4.1 3+(��/04 (Viscosity) 

����*��5ก6�'�(4����	���1'�(4��*��#�2"�   �"#�����1%5 2�"#����#C4��*�"� �"#�����*�C4��
��1%5��B ������ 	�(����ก���
�14���1%5)�(����*���/�B  	��  	���1'�������*���#1������
ก�� 2�"#����#�����1%5��/ ��(ก�4�  2���*�"� ����1������ก�� 2�"#����#��# ก'���ก����*���/
 ��(ก�4�  ��*�"�  *�"��� 	�(����E�(�� �����/� 2���*�"��������*�  2"� 24�2���1������
14�ก�� H"���� 	�(������# ก'���/������ *�� -.�C�����ก������+���*�4��)� �ก5� ��ก��
 -��#(�-��)� ��1����*�4��)� �ก5������� *��  [1, 6, 14] 

 
3.4.2 ก(�/8(3+(��9/ (Heat conduction) 

2"� -��กNก��$,��#!������2�������%4�( �E�(����1%5*��#�B *�"���*�4����1%5	��6'/���#
	��C�	ก�� )�(���'�������ก�� 2�"#����#���!������2���������ก��' �$��#���5$*E+�'	+��-(��
��' �$��#���5$*E+�'1#
�ก�4� )�(��#1��ก�����4��ก�� 2�"#����# [2, 3] 

 
3.4.3 ���=)>�?@��AB (Isotropy) 

2"� 2���	�#
� 	�����5ก�'���� ����#����ก2
��4� ��)3 (iso) �*�2���*��(%��  �4�ก�� 
*�"�  *�"��ก�� �����/�ก����	���1'��)3���-M	
�*��� �� 3��,2��� 2��!������2"� 2"�24����
��2,-��ก����	4���(��5�2"�24����2��������24���# �4�ก�� [31] 

 
	
�*���������'�(��'!�&,��/ -.�ก��!'���$����
������# ��(ก�4����ก������*�

	��+�$, ��#�2"� ��	4���������*���1�����25$	���1'���2���	��+�$, ��#�2"� ��25$	���1' 3 ��� 
�����/ 
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1. ��4��2���*�"� 

2. ��4�
�2������� 

3. ��	���1'��)3���-M 

25$	���1'��/� 3 �����/  �"#� ���
��-!'���$����+-����� �� 3��,2��� 2��!������ [38] ��
�
��*� �� 3��,2��� 2��!�������(+4���+-����� �1�'ก�(��5� ���14��-��/ 

 �"#�!'���$����+-�� �� 3��,2��� 2��!������ ก����4��2���*�"� *��(%�� 
0, , 1,2,3,ij i j i jΤ = ∀ = ≠  ��#�2"� 

 
E�!��# 6: ��2,-��ก����� �� 3��,2��� 2��!��������#��24� -.��+�(,	
�*���ก����4��2���*�"� [18] 

 
 �"#�!'���$����+-��  �� 3��,2��� 2��!������ ก����4�
�2������� *��(%�� 

0 0, 1,2,3j jΤ = ∀ =  ��#�2"� 

 
E�!��# 7: ��2,-��ก����� �� 3��,2��� 2��!��������#��24� -.��+�(,	
�*���ก����4�
�2������� [18] 

 
 �"#�!'���$����+-��  �� 3��,2��� 2��!������ ก����	���1'��)3���-M *��(%�� 

11 22 33Τ = Τ = Τ  ��#�2"� 
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E�!��# 8: ��2,-��ก����� �� 3��,2��� 2��!��������#��	���1'��)3���-M 2"� ��2,-��ก��

-�'E+�'��	4���(��5�����24� �4�ก�� [18] 
 

 �����/�  �� 3��,2��� 2��!������ ���+-��������ก������*�	��+�$, 2"� 
 

 
(3.1) 

  

)�(��# ρ  2"� 2���*���4� �� p  2"� 2������ 

 ��ก��ก��/ ��ก���&'��(2��� -.�����*� 6'�	��!��&E�!  ��ก
�*���*� Uµ  ��
2��� �G�-4 ���'(���*� U5V������ (dust) 3�#� -.�ก�54������5E�2��#�(+4�'#�*�"�����*�	��+�$,��#
��4����ก�3�#�ก����ก����*�4����5E�2��# -.�	4��-��ก�� �� ��	����% ��(� �� 3��,2���
 2��!������	
�*���U5V��������� �����/ [8] 

T U Uµν µ νρ=                                                              (3.2) 

*�"��+-����� �1�'ก 4×4 �����/ 
 
 

(3.3) 
 

 
*�ก ��!'���$��+-����� ( )p U Uµ νρ +   ��#�2"� 
 
 
 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

p
T

p

p

µν

ρ 
 
 =
 
 
 

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

ρ 
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(3.4) 

 

 

��!'���$� p µνη  2"� 
 
 
 

(3.5) 
 
 
 
�����/�  �������� �+-����#��-��� Tµν  (*�"� general det) [8] 2"� 

( )T p U U pµν µ ν µνρ η= + +                                                      (3.6) 
  

ก����ก��	���1'������ก������*�	��+�$, -.�	'#�	
�2�` !"#��6��������ก��-�� 
�����/� ก4����# ����!'���$������ก��-��������ก������*�	��+�$,  ������ก����#�����
 �"#�������ก�� -.����ก������*�	��+�$, )�( �"#�������ก�4������#����ก2���	��!��&,���
25$	���1'������ก������*�	��+�$,��	�ก��	���������,	�1�, �����#��ก�4��14��-��/ 

	�ก�����,	�1�,���+-�� 2"� 
8G Tµν µνπ=                                                                           (3.7) 

)�(��# Gµν  2"� ���,	�1�, �� 3��, ��  Tµν 2"�  �� 3��,!������)� ��1�� ( �� 3��,2��� 2��
!������) 

��ก��2
���$*�24� Gµν   ����	�ก��������,	�1�, �� 3��, �����/ 
1

2
G R g Rµν µν µν= −                                                                   (3.8) 

)�(��# Rµν  2"�  �� 3��,�'ก3�, gµν 2"�  �1�'ก �� 3��, �� R  2"� 	 ก���,��ก3� 
)�( �������'&�ก��2
���$ �����/   

!'���$� *�24� gµν ��ก 
2ds g dx dxµ ν

µν=                                                                       (3.9) 

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

pρ + 
 
 
 
 
 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

p

p

p

p

− 
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��ก��/��� ��(��*��(+4���+-���	�`��ก�$,2�'	��J JK� 2"� 
1

2

g g g
g

x x x
ρα ρβ αβµ µρ

αβ β α ρ

∂ ∂ ∂ 
Γ = + − ∂ ∂ ∂ 

                                             (3.10) 

*�24� �� 3��,�'ก3���ก 

R
x x

δ δ
βα δ λ δ λδα

αβ δλ βα βλ δαδ β

∂Γ ∂Γ
= − +Γ Γ −Γ Γ

∂ ∂
                                           (3.11) 

��*�24�	 ก���,�'ก3���ก 
R g Rαβ

αβ=                                                                    (3.12) 
�����/� �"#� ����24� �1�'ก �� 3��, �
��*�	����%*�24� �� 3��,�'ก3���	 ก���,�'ก3����

����
�����24���	�ก����# (3.3)  �������24����,	�1�, �� 3��,1����#1���ก�� 
 

 	
�*���ก����ก�����
������������� ก�#(�����ก�������	��!��&E�!��#��-��	4��
���ก���
�	�ก��	���������,	�1�,��	��������� )�(	�������
������������� 3�#�
���
������/�1����/2"� ���
������# ��(ก�4� ���ก������*�	��+�$, 3�#� -.�ก���
������#
!'���$���	4�����ก�� -.����ก�� ��!'���$���ก�$����ก�(E�!���ก�� -.�����*�3�#�
�� 6"#��)(�ก�� �� 3��,2��� 2��!������ ��ก��/� �"#�!'���$�	���1'���ก�� -.�����*�	��+�$, 
��#�2"� ��4��2���*�"� ��4�
�2������� ����	���1'��)3���-M �
��*� �� 3��,2��� 2��!��������
�+-�� �1�'ก -.� �1�'ก�(��5� 3�#�	���ก14�ก��2
���$�� �"#��
���	��!��&,ก��	�ก��
	���������,	�1�,�
��*� ก'�	�ก�� 6'���5!��&,3�#� -.�-��)(6�,��ก��	���������ก��-��
	
�*������ก������*�	��+�$, 

 

 

 

 

 



 

 

�����  4 

���	�
��������ก�������
����������ก����� ���!" 

 

��ก����ก	�
�	��������
��ก���������������������� !"�
�	�ก��#!��
��
��ก	�$%�� !"�ก��#!�� �&�'ก���
��ก��������������� ()* �&�'ก+���,-�
��).*��%������&'
���
��ก���������������&��#�/%')
�	�ก��#!��
��ก������������������ BVW 
(Boonserm, Visser, and Weinfurtner) ()*
� BVW �).��� ���
�	��
ก��#!������!#��
,'ก�)&B�� C  DB� ,'ก�)D/�����D�)� ,'ก�)��(�
��!E ,'ก�) D'���F/#�� ก���  !"�&.� ()*/'
*��',�-��F 
 ��G$,'G���� H,�$��!#��,'ก�)��(�
��!E ()*,'G����
�	��
��� BVW G�ก��F������
!�$*Iก&��D.G�'� ,�����ก	� �&�'ก+���,-�
� ก')��F� 

G�กก��
� ���).��� �������&'���
��ก���������������)��
��).ก�B�/���

� 3 ��
�B/���� 
� ����%/�� %.�,����������!#�����
��ก���������������
�
����. �&�'ก��� 
�
 ����%/�� %.�,���������ก	�$ !"� �&�'ก
#*��I�#�$%B����%/��)���%B� 
B�ก�� ����%�� 

rr θθ φφΤ = Τ = Τ                                                           (4.1) 
#�$G�ก��ก���������������&��
����!#��%�� 

8G Tµν µνπ=                                                           (4.2) 

����. ���).%/�����,��-����%B�������&�� 
� ����)���F 

ˆ ˆ ˆ ˆˆˆrrG G G
θθ φφ

= =                                                        (4.3) 

)����F�  ���� ��%���/���%B�������&�� 
� ����#&B�$&�/#�$�����G�)��!#����.��)%�.��
ก������&'���
��ก���������������G$
����. ก')��ก�� D'���I,��-� %�� ��ก��
� (4.7) #�$ 
(4.9) ����G$�).ก�B�/&B��! 

 
��ก��%���/���%B�������&�� 
� ��������G$��.��!#��&B��ก��&��,'ก�)
� ����ก	�  ��

G$,'G������!#�����,'ก�)���
��ก���������������()*
� Finch #�$ Skea �).ก�B�/�/./B� 
,'ก�)���
��ก���������������D.�).��,'ก�)D/�����D�)� !�$��� 55% �������D.�).��,'ก�)
��(�
��!E!�$��� 35% #�$�D.�).��,'ก�)���� C �ก!�$��� 10% �������������/'
*��',�-��F
G$��ก	����B/����,'ก�)��(�
��!E [20] 
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\�,
� 9: ��)�B/����,'ก�)&B�� C ���
��ก��������������� [20] 

 
�������%��/B� ^��(�
��!E_ ���*��� %I�����&'����
Iก
'�
���%B� 
B�ก��#�$ !"��'��$&B�

ก�� )����F��'*����ก	�$���,'ก�)��(�
��!E %�� %B����!�$�'
-'`���,'ก�)!�'\��'G$�%B� 
B�ก�� [20, 
21, 23, 24, 32] 

 
,'ก�)��(�
��!E ���ก	�$ �&�'ก)���F 

2 2 2 2 2 2
2 2

1
( ) { }

( ) ( )
ds r dt dr r d

r r
ζ

ζ
= − + + Ω

Β
                             (4.4) 

()*
� 2 2 2 2sind d dθ θ φΩ = +  
 

G�ก#�/%')ก��,�a��
�	��
ก��#!����� BVW [20] G$�)./B� ����,'G����%B����
 �&�'ก 
� ��������!#�����,'ก�)��(�
��!E
����. ��%���/���%B� ˆˆrrG  #�$ ˆ ˆG

θθ
 ��,'ก�)�F�).

%B�)���F  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2
ˆˆ ( ) ( ) 2 /rrG r r r r r r r rζ ζ ζ′ ′ ′= Β − Β + Β Β               (4.5) 

#�$ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2
ˆ ˆ ( ) ( ) /G r r r r r r r r r r r
θθ

ζ ζ ζ ζ′ ′′ ′ ′= − Β + Β Β − Β +Β Β (4.6) 
 

 ���� ���D.%I�����&'���
��ก��������������� ����%�� ˆ ˆˆˆrrG G
θθ

=   
����. ���).��ก��  

( )
( )

( ) ( )
( )

2

/

2

r r r r

r r

ζ
ζ

 ′ ′′ ′Β −Β  =
  Β
 

                                              (4.7) 
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ก����)��. ( ) exp( ( ) )r g r drζ = ∫   ��G$�).��ก��  

( ) ( )
( )

/
( )

2

r r r
g r

r

′′ ′Β −Β
= ±

Β
                                                   (4.8) 

���������� �*����B�).���ก��!#�������%�� 

( ) ( ) ( ) ( )2
2 0

r
r g r r

r

′Β′′Β − − Β =                                          (4.9) 

���� !"���ก�� D'� �ก,��-� D'� �.����)����� [20] 
 

���������ก��
��).  ��G$����!�D.��ก��,'��G��
�	��
���� !"�
�	�
� ก�*/ก��ก��#!��
���
��ก���������������()*G$,'G����/B�%B����B
��).G$*��%� !"�
��ก���������������
������B ����%�� +� H�*���B
��).G$*��%���)%�.��ก�� ������� ˆ ˆˆˆrrG G

θθ
=  ������B���� �� 

 
��กG�ก�FG�ก#�/%')ก��ก����) ( ) exp( ( ) )r g r drζ = ∫   �������� �*� ( )rζ  ��.�*�B��

��!#��  

( ) ( )
( )

/
exp

2

r r r

r

 ′′ ′Β −Β ± Β 
 

                                               (4.10) 

)����F� �������� �*� �&�'ก�).���ก��!#�������%�� 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2
2

/
exp 2

2
/

exp 2 { }
2 ( )

r r r
dr

r
r r r

ds dr dt dr r d
r r

 ′′ ′Β −Β 
 Β   ′′ ′Β −Β   = − ± + + Ω Β Β 

 

∫
∫

∓

(4.11) 
 ��G$���&'��.  

2 2 2 2 2 2
2 2

1
( ) { }

( ) ( )
ds r dt dr r d

r r
ζ

ζ
= − + + Ω

Β
 

 !"�&�/#
����
��ก���������������  �*�#
�)./* { }( ), ( )r rζ Β  
 

G�ก���/'G�*��� BVW [20] ,�/B� 
�	��
&B��!�F�%I�����&' ก�*/ก��ก��
 !��*�#!��%B���� �&�'ก G�ก �&�'ก&�F�&.� !"� �&�'ก���B���� �&�'ก���B
��).G$*��%� !"�
��ก��
��������������*�B ���� ��G �*ก�)./B� �%I�����&'ก��#!��G�ก
��ก���������������()*
�
+���,-�
��).G�กก��!�$*Iก&��D.
�	��
*��%������&'���
��ก��������������� G�ก��F�
,'G����+���,-� ������B
�	��
 )'��F��ก�����%��F�#�$ก��������
�	��
��!�$ก��ก�� [20] 
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4.1 ���	������ 1 (7th BVW or Buchdahl transformation (T7)) [20] 

 ก����)��. 0 0{ ( ), ( )}r rζ Β  #
�
��ก��������������� G$�)./B� 1
0 0{ ( ) , ( )}r rζ − Β  G$

*��%� !"�
��ก��������������� ����%�� 
2

2 2 2 2 20
2 2

0 0

( )1
{ }

( ) ( )

r
ds dt dr r d

r r

ζ
ζ

= − + + Ω
Β

                               (4.12) 

����%��ก��#!�� 
1

7 0 0 0 0:{ , } { , }ζ ζ −Τ Β Β֏                                             (4.13) 
������� 

ก����)��. 0 0{ ( ), ( )}r rζ Β  #
�
��ก��������������� 
 ��&.��ก��#�)�/B� 1

0 0{ ( ) , ( )}r rζ − Β  *��%� !"�
��ก��������������� 
G�ก��ก�� (4.7) G$�)./B� 

( )
( )

( ) ( )
( )

2

0 0 0

0 0

/

2

r r r r

r r

ζ
ζ

 ′ ′′ ′Β −Β  =
  Β
 

                                        (4.14) 

,'G����
��).���.�*��������ก�� )���F 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

22 2
1

00 01
0 0 1

0 0 0

:
rr r

r r
r r r

ζζ ζ
ζ ζ

ζ ζ ζ

−

−
−

 ′   ′ ′
    → → =         

                     (4.15) 

����%�� 1
0 0{ ( ) , ( )}r rζ − Β   !"�
��ก���������������                                                        � 

 
 ��กG�ก�F  ��G$�)./B� 7 7Τ Τ = Ι�  ()*
�  Ι  %��  �ก��ก	�� �����%I�����&'/B� �������
!�$*Iก&��D.ก�� �&�'ก�)#�./+���,-�
��).G$*��%� !"� �&�'ก )'�  �����G�ก 1 1

0 0( )ζ ζ− − = ����%�� 
 �����ก���D.
�	��

� 1 �F�� 2 %��F�  ��G$�).
��ก���������������
� !"�&�F�&.� )���F 

1 1 1
7 0 0 0 0 0 0 0 0:{ , } { , } {( ) , } { , }ζ ζ ζ ζ− − −Τ Β Β Β = Β֏ ֏           (4.16) 

 G�ก%I�����&'�F
����.  ��������#�B�%B���� ( )rζ  ����G�กก���D.
�	��

� 1 �F��ก�� 

n  %��F� ��ก !"� 2 ก�� %�� 1( ) ( )r rζ ζ −=  ������� n  
� !"�G���/�%� #�$ ( ) ( )r rζ ζ=

������� n  
� !"�G���/�%�B 
 G$,�/B���
�	��
#�ก !"�ก�� !��*�#!��%B���� ( )rζ  ()* !��*�G�ก ( )rζ  

 !"� 1( )rζ −  #�./
����. �&�'ก���B
��).��)%�.������&'���
��ก��������������� #&B�������

�	��
&B��� !"�ก��,'G����ก�� !��*�#!��%B���� ( )rΒ  ()*�������
�	��
�F  ���).
�'*��%B���� ( )rΖ  ��F��� ()* �������%B� ( )rΖ  �F�!%��ก�� ( )rΒ  G$
����. �&�'ก���B
��).
��)%�.��ก������&'���
��ก��������������� )��G$ก�B�/&B��!�F [20] 
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4.2 ���	������ 2 (8th BVW transformation (T8)) [20] 

 ก����)��. 0 0{ ( ), ( )}r rζ Β  #
�
��ก���������������  �'*�� 

0 2
0( )

rdr

r
σ ε
 

Ζ = + 
Β 
∫                                                       (4.17) 

�������
Iก%B� σ #�$ ε  G$�)./B� 0 0 0{ ( ), ( ) ( )}r r rζ Β Ζ  *��%� !"�
��ก���������������    
����%�� 

2 2 2 2 2 2
0 2 2 2

0 0 0

1
( ) { }

( ) ( ) ( )
ds r dt dr r d

r r r
ζ

ζ
= − + + Ω

Β Ζ
                  (4.18) 

����%��ก��#!�� 

8 0 0 0 0 0 0( , ) :{ , } { , ( )}σ ε ζ ζΤ Β Β Ζ Β֏                                  (4.19) 
������� 

ก����)��. 0 0{ ( ), ( )}r rζ Β  #
�
��ก��������������� 
���&'��. 0 1{ ( ), ( )}r rζ Β  ()*
� 1 0 0( ) ( ) ( )r r Z rΒ = Β   !"�
��ก��������������� 

 ��&.��ก����%B���� 0( )Z r  
�
����. 0 1{ ( ), ( )}r rζ Β  �����&'ก�� !"�
��ก��������������� 
G�ก��ก�� (4.7) G$�)./B� 

( ) ( ) ( ) ( )20
0 02 0

r
r g r r

r

′Β′′Β − − Β =  

,'G���� 

( ) ( )0 1 :r rΒ →Β  
����%�� 

( ) ( ) ( ) ( )21
1 12 0

r
r g r r

r

′Β′′Β − − Β =                              (4.20) 

 �����G�ก 1 0 0( ) ( ) ( )r r Z rΒ = Β  G$�)./B� 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )20 0
0 0 0 02 0

r Z r
r Z r g r r Z r

r

′Β  ′′Β − − Β =          (4.21) 

 
����%�� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0

20 0 0 0
0 0

2

2 0

r Z r r Z r r Z r

r Z r r Z r
g r r Z r

r r

 ′′ ′ ′ ′′Β + Β +Β  

′ ′Β Β
− − − Β =  

                 (4.22) 
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 ��������G�)ก�IB����B�). )���F 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

20
0 0 0

0
0 0 0 0

2

2 0

r
r g r r Z r

r

r
r Z r r Z r

r

 ′Β′′ Β − − Β
 
 

Β ′ ′ ′′+ Β − +Β = 
 

                             (4.23) 

 �����G�ก ( ) ( ) ( ) ( )20
0 02 0

r
r g r r

r

′Β′′Β − − Β =  )����F� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0 0 0 02 0

r
r Z r r Z r

r

Β ′ ′ ′′Β − +Β = 
 

                    (4.24) 

���� 

( )
( )

( )
( )

0 0

0
0

2 1Z r r

r rZ r

′′ ′− Β
= +

Β′
                                                (4.25) 

G�ก��F� �*� 
( )
( )

0

0

Z r

Z r

′′

′
 ��.�*�B����!��� 

( )0lnd Z r

dr

′
 G$�)./B� 

( ) ( )
( )

0 0

0

ln 2 1d Z r r

dr r r

′ ′− Β
= +

Β
                                           (4.26) 

 �����'�
' ก�& 
*� r  G$�). 

( ) ( )
( )
( )

( )

0
0

0

0

2

0

1
ln 2

2 ln ln ln

ln

r
Z r dr dr

r r

r r

r

r

ε

ε

′Β′ = − +
Β

= − Β + +

 
=  

 Β 

∫ ∫

                                   (4.27) 

 ���� ε  %�� ,����' &��� 
����%�� 

( )
( )0 2

0

r
Z r

r

ε′ =
Β

                                                     (4.28) 


��ก���'�
' ก�& 
*� r  �ก%��F� G$�). 

( )
( )0 2

0

r
Z r dr

r
ε σ= +

Β∫                                           (4.29) 
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)����F� 0 0 0{ ( ), ( ) ( )}r r rζ Β Ζ  !"�
��ก��������������� ()*
� 0 2
0( )

rdr

r
σ ε
 

Ζ = + 
Β 
∫    � 

 
 ��กG�ก�F 
�	��

� 2 *�������&'�'G,� ���*%/��/B� ������B
�	��

� 2 �F��G$��B
 ก')+� H�*���B ����%�� 

8 8 8Τ Τ Τ� ≜                                                             (4.30) 
&B��!�FG$ !"�ก��,'G����ก���D.
�	��

� 1 #�$ 2 !�$ก��ก�� ()* �'��G�ก�D.
�	�

�

� 1 กB��#�$&��)./*
�	��

� 2 �). !"� �
#
�ก 3 #�$ �'��G�ก�D.
�	��

� 2 กB��#�$
&��)./*
�	��

� 1 �). !"� �
#
�ก 4 [20] 

 
4.3 ��@��ก 3 ( )8 7Τ Τ�  [20] 

ก����)��. 0 0{ , }ζ Β  #
�
��ก���������������  �������
Iก%B� σ  #�$ ε  G$�)./B� 
1

0 0 0{ , }ζ − Β Ζ  *��%� !"�
��ก��������������� ()* 

0 2
0( )

rdr

r
σ ε
 

Ζ = + 
Β 
∫  

����%�� 
2

2 2 2 2 20
2 2 2

0 0 0

( )1
{ }

( ) ( ) ( )

r
ds dt dr r d

r r r

ζ
ζ

= − + + Ω
Β Ζ

                     (4.31) 

����%��ก��#!�� 
1 1

8 7 0 0 0 0 0 0 0 0:{ , } { , } { , ( )}ζ ζ ζ− −Τ Τ Β Β Β Ζ Β� ֏ ֏                (4.32) 
 

4.4 ��@��ก 4 ( )7 8Τ Τ�  [20] 

ก����)��. 0 0{ , }ζ Β  #
�
��ก���������������  �������
Iก%B� σ  #�$ ε  G$�)./B� 
1

0 0 0{ , }ζ − Β Ζ  *��%� !"�
��ก��������������� ()* 

0 2
0( )

rdr

r
σ ε
 

Ζ = + 
Β 
∫  

����%�� 
2

2 2 2 2 20
2 2 2

0 0 0

( )1
{ }

( ) ( ) ( )

r
ds dt dr r d

r r r

ζ
ζ

= − + + Ω
Β Ζ

 

����%��ก��#!�� 
1

7 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0:{ , } { , ( )} { , ( )}ζ ζ ζ −Τ Τ Β Β Ζ Β Β Ζ Β� ֏ ֏                (4.33) 
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 ��������.�#&ก&B���$�/B�� 8 7Τ Τ�  #�$ 7 8Τ Τ�  %�����)�������F�&����ก��#!�� 
#&B�*B����กc&�� +���,-��I)
.�*G$��.
��ก���������������&�/ )*/ก�� #�)�/B� 
�	��

� 1 
#�$
�	��

� 2 �����&'����
� ����%�� 

7 8 8 7Τ Τ Τ Τ� ≜ �                                                                 (4.34) 
 

 ����G�ก
� ���
�	��
ก��#!��#�$�
#
�ก#�./  ���).���
�	��
 ��B��F��
!�$*Iก&��D.ก��
��ก���������������#�./,'G����+���,-� ,�����%/�����,��-����
��ก��
������������� 
����. ��������G�)ก�IB����
��ก����������������). ()*,'G���� ���ก
 �&�'ก
����!#�����,'ก�)��(�
��!EG�ก&������� Kayll Lake [32] #�./�D.
�	��

� 1, 

�	��

� 2 #�$�
#
�ก 3 ( �����G�ก �
#
�ก 4 ��.+���,-� 
B�ก�� �
#
�ก 3) ()*��
��FG$
 ���ก H,�$ �&�'ก
��%I�����&'
��ก��������������� ����%�� ˆ ˆˆˆrrG G

θθ
=  #�./,'G����

 �&�'ก���B �).&����)���F 
 

&����
� 1: &�/�*B��ก��!�$*Iก&�
�	��

� 1 ก��
��ก�����������������,'ก�)��(�
��!E 
AB�� C�D��ก ���	������ 1  ������CD��� 

Minkowski 2 2 2 2 2ds dt dr r d= − + + Ω  Minkowski - 

S1 2 4 2 2 2 2ds r dt dr r d= − + + Ω  Nariai VI Nariai VI  ���� 
48α = , 

0A a= = ,

1D B b= = =  
K-O III 2 2 2 2 2 2 2(1 )ds A ar dt dr r d= − + + + Ω  Kuch5 XIII K-O III  ���� 1A = , 

1

2
a =  

Kuch5 XIII  ���� 
1a = − , 1C D= =  

N-P-V Ia 

2 2n< ≤  

1 1 1 12 2 2 22 2 2 2( ) ( )
x x n n

ds ar br Ar Br dt
+ − + − −= − + +

          1 1 2 2 2 22 2( ) { }
n n

Ar Br dr r d
+ − −+ + + Ω  

 ���� 22 4x n= −  

N-P-V Ia N-P-V Ia ( n =2)  ���� 
a A= , b B=  
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&����
� 1 (&B�): &�/�*B��ก��!�$*Iก&�
�	��

� 1 ก��
��ก�����������������,'ก�)��(�
��!E 
AB�� C�D��ก ���	������ 1 ������CD��� 

N-P-V Ib 

2n =  

1 1
2 2 2 22 2( ln ) ( )ds a b r Ar Br dt

−
−= − + +  

          
1 1

1 1
2 2 2 22 2( ) { }Ar Br dr r d

+ −
−+ + + Ω  

Kuch 71b N-P-V Ib  ���� 
1A a= = , 

0B b= =  
Kuch 71b   ���� 

1

2
s = − , 

1a b d= = = ,

0c =   
Nariai III 2

2 2

q
Ar B

ds dt
q

 +
= −  

 
  

          
2

2 2 2{ }
qk

Ar B
dr r d

q

 +
+ + Ω 
 

 ���� 1, 0k k≠ − ≠ #�$
2

2(1 )

2 1

k
q

k k

+
=

− −
 

Kuch5 IX Nariai III  ���� 
2A = − , 0B =   

Kuch5 IX  ���� 
3

2
s =  , 1A B= = , 

0C =  
Buch 2 2

2 2
2

(1 )

(1 )

f
ds dt

f

−
= −

+
 

            4 2 2 2(1 ) { }f dr r d+ + + Ω  

 ����
22 1

a
f

kr
=

+
 

Buch 2  ����!�$*Iก&�
�	�
�
#�./G�)��!()*
���/B� a  %�� a−  

 ���������!#�� �&�'ก��� Nariai VI, Kuch5 XIII, Kuch 71b #�$ Kuch5 IX ������)�
�).G�ก\�%+�/ก ก 
 

G$��� ก&�)./B�G�กก����ก	�
�	��

� 1 ��� BVW [20] 
����. ��,�/B�����G�ก
� ��
!�$*Iก&�
�	��

� 1 +���,-�
��).G$���ก	�$ 2 #�� %�� �).+���,-� !"� �&�'ก&�/ )'�#�$
+���,-� !"� �&�'ก&�/���B
����. ��������G�)ก�IB����
��ก�����������������ก !"� �&�'ก
��.���). (Seed metric) #�$  �&�'ก��.����B�). (Non-seed metric) )���'*��&B��!�F 

 �&�'ก��.���). (Seed metric) %��  �&�'ก
�!�$*Iก&��D.
�	��

� 1 #�./�). �&�'ก���B 
#�$  �&�'ก��.����B�). (Non-seed metric) %��  �&�'ก
�!�$*Iก&��D.
�	��

� 1 #�./�). �&�'ก
 )'� 
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,'G����#+�\�,)���F  
 
 
 
 

 
 
 
 
 

\�,
� 10: &�/�*B��  �&�'ก��.���). (Seed metric) 
 
 
 
 
 

\�,
� 11: &�/�*B��  �&�'ก��.����B�). (Non-seed metric) 
 

&����
� 2: &�/�*B��ก��!�$*Iก&�
�	��

� 2 ก��
��ก�����������������,'ก�)��(�
��!E 
AB�� C�D��ก ���	������ 2 ������CD��� 

Minkowski 2 2 2 2 2ds dt dr r d= − + + Ω  N-P-V Ia N-P-V Ia  ���� 

2n = , 
2

A a
ε

= = , 

B b σ= =  
S1 2 4 2 2 2 2ds r dt dr r d= − + + Ω  Nariai VI  S1   ���� 0σ = , 

6ε =  
Nariai VI  ���� 

48α = , 
1A a D= = = , 

0B b= =  
 

S1 

1Τ

 

Nariai VI 
1Τ

 

K-O III 

1Τ

 

Kuch5 XIII 
1Τ

 

N-P-V Ib 

1Τ

 

Kuch71 b 
1Τ

 

Nariai III 

1Τ

 

Kuch5 IX 
1Τ

 

Minkowski 

1Τ

 

N-P-V Ia Buch 2 

1Τ

 
1Τ
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&����
� 2 (&B�): &�/�*B��ก��!�$*Iก&�
�	��

� 2 ก��
��ก�����������������,'ก�)��(�
��!E 
AB�� C�D��ก ���	������ 2 ������CD��� 

K-O III 2 2 2 2 2 2 2(1 )ds A ar dt dr r d= − + + + Ω  K1 K1 %��  �&�'ก���B 

N-P-V Ia 

2 2n< ≤  

1 1 1 12 2 2 22 2 2 2( ) ( )
x x n n

ds ar br Ar Br dt
+ − + − −= − + +

          1 1 2 2 2 22 2( ) { }
n n

Ar Br dr r d
+ − −+ + + Ω  

 ���� 22 4x n= −  

N-P-V Ia 
 

+�G�ก%I�����&'�'G
,� #�$ +���,-� ����
!�$*Iก&�
�	��

� 
2 ก�� Minkowski 
#�./�). N-P-V Ia 

N-P-V Ib 

2n =  

1 1
2 2 2 22 2( ln ) ( )ds a b r Ar Br dt

−
−= − + +  

          
1 1

1 1
2 2 2 22 2( ) { }Ar Br dr r d

+ −
−+ + + Ω  

N-P-V Ia 
 

N-P-V Ib  ���� 
1a B= = , 

0A b σ= = = , 

ε ε=  
N-P-V Ia  ���� 

2n = , 1a B= = ,

0b A= =  
Nariai III 2

2 2

q
Ar B

ds dt
q

 +
= −  

 
  

          
2

2 2 2{ }
qk

Ar B
dr r d

q

 +
+ + Ω 
 

 ���� 1, 0k k≠ − ≠ #�$ 
2

2(1 )

2 1

k
q

k k

+
=

− −
 

Nariai VI Nariai III  ���� 
2A = − , 

0B σ= = , 6ε =  
Nariai VI 
 ���� 48α = , 

0A a= = , 

1B b D= = =   
Buch 2 2

2 2
2

(1 )

(1 )

f
ds dt

f

−
= −

+  
            

4 2 2 2(1 ) { }f dr r d+ + + Ω  
 ���� 

22 1

a
f

kr
=

+
 

K2 K2 %��  �&�'ก���B 

 ���������!#�� �&�'ก��� Nariai VI, K1 #�$ K2 ������)��).G�ก\�%+�/ก ก 
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&����
� 3: &�/�*B��ก��!�$*Iก&��
#
�ก 3 ก��
��ก�����������������,'ก�)��(�
��!E 
AB�� C�D��ก ��@��ก 3 ������CD��� 

Minkowski 2 2 2 2 2ds dt dr r d= − + + Ω  N-P-V Ia N-P-V Ia  ���� 2n = , 

2
A a

ε
= = , 

B b σ= =  
S1 2 4 2 2 2 2ds r dt dr r d= − + + Ω  Nariai VI S1   ���� 0σ = , 

6ε = , Nariai VI  ���� 
0B aα = = = , 

1A b D= = =  
K-O III 2 2 2 2 2 2 2(1 )ds A ar dt dr r d= − + + + Ω  K3 K3 %��  �&�'ก���B 

N-P-V Ia 

2 2n< ≤  

1 1 1 12 2 2 22 2 2 2( ) ( )
x x n n

ds ar br Ar Br dt
+ − + − −= − + +

          1 1 2 2 2 22 2( ) { }
n n

Ar Br dr r d
+ − −+ + + Ω  

 ���� 22 4x n= −  

N-P-V Ia +�G�กก��!�$*Iก&�

�	��

� 1 #�$ 2 
#�./*��%��). !"�       
N-P-V Ia 

N-P-V Ib 

2n =  

1 1
2 2 2 22 2( ln ) ( )ds a b r Ar Br dt

−
−= − + +  

          
1 1

1 1
2 2 2 22 2( ) { }Ar Br dr r d

+ −
−+ + + Ω  

Nariai VI N-P-V Ib  ���� 
1a B= = ,ε ε= ,

0b A σ= = =  , 
Nariai VI  ���� 

0A a= = ,
1B b D= = = ,

7α = , 2 2p = ,
3 2

2
q =  

Nariai III 2
2 2

q
Ar B

ds dt
q

 +
= −  

    

          

2
2 2 2{ }

qk
Ar B

dr r d
q

 +
+ + Ω 
   

 

 ����                       #�$ 
 

S1 Nariai III  ���� 
2A = − , 0B σ= = , 

6ε =  

 
 

1, 0k k≠ − ≠ 2

2(1 )

2 1

k
q

k k

+
=

− −
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&����
� 3 (&B�): &�/�*B��ก��!�$*Iก&��
#
�ก 3 ก��
��ก�����������������,'ก�)��(�
��!E 
AB�� C�D��ก ��@��ก 3 ������CD��� 

Buch 2 2
2 2

2

(1 )

(1 )

f
ds dt

f

−
= −

+  
            

4 2 2 2(1 ) { }f dr r d+ + + Ω  
 ���� 

22 1

a
f

kr
=

+
 

K2 K2 %��  �&�'ก���B 

 ���������!#�� �&�'ก��� Nariai VI, K2 #�$ K3 ������)��).G�ก\�%+�/ก ก 
 

�������
�	��

�G$ก�B�/&B��! !"�ก��,�a��G�ก
�	��
��� BVW [20] ()*
�
��!#�� �&�'ก��
�	��
��� BVW G$�*�B����!��� ( )rζ  #�$ ( )rΒ  #&B
�	��
���B
�G$
��� ���&B��!�F  ��G$G�)��!#����� �&�'ก��.�*�B����!��� ( )rΒ   
B���F� )���F 

 
4.5 ���	�����F (Modified Theorem) 
4.5.1 ���	������ 5 

 ,'G���� �&�'ก���
��ก��������������� 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2
2

/
exp 2

2
/

exp 2 { }
2 ( )

r r r
dr

r
r r r

ds dr dt dr r d
r r

 ′′ ′Β −Β 
 Β   ′′ ′Β −Β   = − ± + + Ω Β Β 

 

∫
∫

∓

 

)����F� ������� σ, ε #�$ ( )rΒ  �)C  ��G$�)./B�  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2
2

2
2

/
exp 2

2

/
exp 2

2
{ }

( )
( )

r r r
ds dr dt

r

r r r
dr

r

dr r d
rdr

r
r

σ ε

 ′′ ′Β −Β = −  Β 
 

 ′′ ′Β −Β ± Β 
 + + Ω

 
Β + Β 

∫

∫

∫

∓

                             (4.35) 

*��%� !"�
��ก��������������� 
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������� 

G�ก �&�'ก���
��ก��������������� %��  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2
2

/
exp 2

2
/

exp 2 { }
2 ( )

r r r
dr

r
r r r

ds dr dt dr r d
r r

 ′′ ′Β −Β 
 Β   ′′ ′Β −Β   = − ± + + Ω Β Β 

 

∫
∫

∓

()*
� 

( ) ( ) ( )
( )

/
exp

2

r r r
r dr

r
ζ

 ′′ ′Β −Β = ± Β 
 
∫                                                  (4.36) 

)����F� 

( ) ( ) ( )
( )

2 /
exp 2

2

r r r
r dr

r
ζ

 ′′ ′Β −Β = ± Β 
 
∫                                               (4.37) 

#�$ 

( )
( ) ( )

( )2

/1
exp 2

2

r r r
dr

rrζ

 ′′ ′Β −Β =  Β 
 
∫∓                                               (4.38) 

,'G���� �&�'ก
� ก')G�กก��!�$*Iก&��
#
�ก 3 ����%�� 
2

2 2 2 2 20
2 2 2

0 0 0

( )1
{ }

( ) ( ) ( )

r
ds dt dr r d

r r r

ζ
ζ

= − + + Ω
Β Ζ

 

()*
�  

0 2
0( )

rdr

r
σ ε
 

Ζ = + 
Β 
∫  

 
)����F�  ��G$�). �&�'ก���B )���F  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2
2

2
2

/
exp 2

2

/
exp 2

2
{ }

( )
( )

r r r
ds dr dt

r

r r r
dr

r

dr r d
rdr

r
r

σ ε

 ′′ ′Β −Β = −  Β 
 

 ′′ ′Β −Β ± Β 
 + + Ω

 
Β + Β 

∫

∫

∫

∓

 

 !"�
��ก��������������� ()*
� σ #�$ ε  !"�,����' &����) C  
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&����
� 4: &�/�*B��ก��!�$*Iก&�
�	��

� 5 ก��
��ก�����������������,'ก�)��(�
��!E 
( )rΒ  C�D��ก AB�� ���	������ 5 ������CD��� 

1 2 2 2 2 2ds dt dr r d= − + + Ω  Minkowski N-P-V Ia N-P-V Ia  ���� 2n = , 

2
A a

ε
= = , 

B b σ= =  
2r  { }2 2 2 2 2

4

1
ds dt dr r d

r
= − + + Ω

 

N-P-V Ia N-P-V Ia N-P-V Ia  ���� 2n = , 
1, 0A B a b= = = =

#�$+�G�กก��
!�$*Iก&��
#
�กก�� 
N-P-V Ia 

1

r
 2 6 2ds r dt= −  

          { }2 6 2 2 2r dr r d−+ + Ω  

Kuch 71b K4 Kuch 71b  ���� 0c = , 

1a b d s= = = =  
K4 %��  �&�'ก���B 

2

1

r
 2 4 2 2 2 2ds r dt dr r d= − + + Ω  S1 Nariai VI S1   ���� 0σ = , 

6ε = , Nariai VI  ���� 
0α = , 1D = , 
1A = , 0B = , 
0a = , 1b =  

 ���������!#�� �&�'ก��� Nariai VI #�$ K4 ������)��).G�ก\�%+�/ก ก 

G�ก��!#����� �&�'ก
��*�B����!��� ( )rΒ   
B���F� 
����. ���� ��,�a��
�	��
ก��
#!�����
��ก���������������G�ก#�/%')��� BVW G$,�/B� G�ก )'�
� ��&.��,'G����
�F�
%B���� ( )rζ  #�$ ( )rΒ  #&B
�	��
���B�F ��G$,'G���� H,�$%B���� ( )rΒ  ()*
� �&�'ก

���B
��).G$�*�B����!#����� ( )rΒ , σ #�$ ε  !"�,����' &����) C 
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�����  5 

��	
 (Conclusion) 

 

ก����ก	��
���ก�������������ก�������������� ��ก������ก������ �!�" ���
#$
%��#��&�'�'��"�ก ��()����ก�*%!�!�"$���+��,��"�#$������ก��"-�#�ก ���.� �����������&� ���
�����/��������0�)���&�/����������������#(�������1()�*$)�
���/���������$.��&� �/*�
���������ก�����1()���ก	��ก	2
 %,2�#� � /�
�����*3	4$�**$)�ก$)"����� /�
��()����ก
ก����ก	��$.��&�ก����ก	��ก$)"�ก��ก���� ���.���������&� �����ก	��ก	2
 ��� 5 ����ก����
��(��+��"*$)���6�ก�
*� ��� 7,*$)������"-����ก�������" *.��$. ������8  '��8�' �8 '��1����2���� 
/��#$� ����9�*$)%�*$) '#����6-����ก �.��
�"-���)���(��%�()��*$)�
��#��7��%��#��9����/��'��
�*��ก��#� ��ก���#-��$.���*�����'��8�' �8'����#������:-#� 3 #� � ��#����ก����� /�
��$"ก���:-#� 
4 #� ��$.��� <���:-#�������ก��= ��ก��ก�$.���"�'���������*3	4$�#1*>:�11���	/�
*3	4$
�#1*>:�1*)�'�0�)���&�*3	4$��������%2�  �$ก*.����'����������#ก�����#1*>:�1*$)#$�()���� 
<�#ก�����#���'��8�' �8= !�"�#ก���$.�����&��#ก��*$)#$%��#���%?��&��"���"�)���ก����ก	�
%��%�����*"���1�>8���#�$. 

 
5.1 ��������������  

�#1*>:�1��(�*3	4$�#1*>:�1���'��8�' �8��&�*3	4$*$)�ก����/��%��*3	4$
�#1*>:�1���ก�����!�����()�����ก��#$���:-#��#�-�28/�
�����#�-�28 !�"ก��������
"
*��
/�
�����
��.��"-�ก�6-����ก !�"�
#$%��#/ ก ���ก���ก6-����ก #$�7��
 ���ก� / ��"���'�ก9
 �#6-����ก *,ก%��
��� ����9����/��'���*��ก���#� 

���������������*3	4$�#1*>:�11���	��&�ก��ก����7��ก����
",ก 8��ก�#1*>
:�1����ก�ก�����������@1�
*$)�����$"ก��� ก�����������@()�" �*���.� !�"ก�����������$.#$�#� �
*$)��� ��ก� 7,�"-���)��
%��"-���)� ���'� ��(���ก� 7,�.��%�()��*$)ก9�
�%�()��*$)���"%��#��9�*$)%�*$) 
�)�%(�'#�#$%��#����#��ก$)"������)���� ��ก��ก�$.���"���,��## �A�����'��8�' �8��ก��&� 2 
������"ก� ���$. 

1. �## �A�����/�ก (��ก�#1*>:�1�"���1���	)  ก4*��GH��ก�8"��#��#(��ก���*,ก
ก�����������@()�" �)�%(� '#�#$ก����������1���	�� 5  

 



 

 
41 

2. �## �A�����*$)��� (%��#'#�/�����$)"����%��#��9�/��) � ����9����/����
�,??�ก����&�%��%�*$)��ก� ( 83 10 /c m s= × ) 0�)�'#���.��"-�ก�ก���%�()��*$)���
/����ก������/���.� 

��ก�#� ��$.���*������������ก��/���1�ก������:-#�������ก��*$)��ก���#�����ก	�ก��
/���/��ก�����!�*$)7(����������&���)��#�-�28 %(�#$%���*��ก� / ����#1*>:�11���	�$. ����

��ก	�ก��/���/�������08 !�"ก��/����$.7(��������#$%��'#��*��ก�!�"*$)#$����*$)��$"ก��� 
Lorentz factor *$)#$%�����%��#��9�/��#��ก$)"�������&� ���()�#%��#�#1�>8�
����� 2 1�ก� 
���.�6���กก��/��������08*��������#$���ก�ก��28���%?�ก����.� ���� �#1*>:�1/���%��#
1���#�1�$"� ก��"(���ก������� ก��������
"
*�� ��&� �� 

 
5.2 �������������"#
 

�����ก*$)'��8�' �8'����������#1*>:�11���	/��� ���'��1"�"�#*��ก����ก	�!�"*�����
*3	4$�#1*>:�1���'��ก�*,กก���������� ���.� ������'��������� <*3	4$�#1*>:�1*)�'�= 
0�)���&�*3	4$*$)��#��7���'��ก�ก����������*)�'��)�%(���#7��ก����������*$)#$%��#��������#�
�ก$)"����� 0�)�%��#�����$.ก9%(�/��!��#7����)���� 

*3	4$�#1*>:�1*)�'��������%2� ������,1�>8/�
�*��0��8��ก���>���"%��#!��#7��� 
/��������9����6-����ก *,ก%���#(��ก�'#�����%�()��*$)���"� ����9�%�*$)��(�#$%��#����#��ก$)"����� 
ก4���*3	4$�$.�
��#(��ก�������6-����ก *,ก%� ��*3	4$�#1*>:�1*)�'� /��!��#7���'#�'��
��&�/���"�����ก4/��!��#7��������� ��$ก ��'� / ���&�6���กก��!%��������:-#�������ก�� 

��ก��ก�$.'��8�' �8'����������#ก��*$)#$%��#�������/�
#$%��#���%?�"���"�)���
��*"���1�>8���#�$. �)�%(� �#ก��'��8�' �8 ��(� �#ก�����#���'��8�' �8 !�"��&��#ก�����#
*$)/���%��#�#1�>8�
�����%��#!%��������:-#�������ก��/�
#����(����� 0�)��"-����-�/��
����#ก���*��0��8 

 
5.3 ��%ก'�()%#*'���+�,- 

���������ก�������/����������������� ���'����(�ก���/��������*$)��$"ก��� <*��
ก�#���'���#�-�28= 7(���&�ก����
#�2�.�1(.�A�����/����������������� !�"������
�#� ����%��#��&�*��ก�#���'���#�-�28��#ก��#ก�����#���'��8�' �8*�����#$�#ก������
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 ������ก����ก	�ก���� �8���'��0�)�7(���&��������)����ก���� �8ก���%�()��*$) !�"
���'�� %(� ����0�)���#��7'��'��#$�-�����'#�/�������.��"-�ก�:���
*$)����, !�"�����#��7
1����2����'�����-�/������*��0��8%��#�%��1����� ��ก��ก*$)�����ก	�/��������*$)��&�
���'��/��� ���"����
��*$)�
1����2����'��*$)#$�#� �*$)��� '#�#$%��#��(� '#����%��#���� 
/�
#$�#� �'�!0*���S ��ก�#� �*$)ก�����$.��� ����
��$"ก���'�������$.��� <���'���#�-�28= 
/�
��()����ก��� ���ก�������/����������������� ������ก��������/���������.���&�*��
ก�#0�)�7(������&��-�/��*������%2� *$)1�'��*)�'�����ก	2
��������� 

��ก*$)'��ก����'���������
����#� ����%��#��&�*��ก�#���'���#�-�28�$.��#����ก��#ก��
���#���'��8�' �8!�"#$%��#�ก$)"���()��ก�����������*��0��8%��#�%��1�����*$)��&�
������
ก������#ก�����#���'��8�' �8 /�
��ก*$)������%��#��&����'���#�-�28  ��*�
�0��8%��#�%��1������
�"-����-�/������# ��ก*/"�#,#*����������#��7��%��#�#1�>8���
'��8�' �8�*��0��8��/ ��
��%8��
ก��'�� �)�%(� �
#$%���*��ก��)���� 

 
5.4 �/ 0��1�*�����%ก'�()%#*'���+�,-23��ก�4#)56��)
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��ก%��#�#1�>8�����%8��
ก�����'��8�' �8�*��0��8/ ��
 �*$)ก����'������
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�*��0��8/ ��
 �!�"*$)1�ก����*��ก�#���'���#�-�28�$.#$�"-����"1�ก����"ก� / �������
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�#��
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ก��������:-#��
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 ����*��ก� *�����#$�#ก��������,1�>8�ก����.� 
0�)��#ก��������,1�>8�$.�����#��7���-�/��'�����-���� ( )rζ  ��(� ( )rΒ   �#%��#
��#�
�#���ก��1����2�ก�������*3	4$�* /�
�#ก���$.���7(������&���ก���%? �1��
���
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( )rζ  /�
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%��#������*$)#����*3	4$�* ��ก�.�'�����*3	4$�*/�
�*/*�ก������$.#���
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�-�/�����1�ก�'�!0*���S �#()�������#���
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 �'�� ��ก��ก�$. �#()����ก 6���กก����
",ก 8*3	4$�**$) 1 1���� �����#��7
/���ก�,�#���*��ก�#���'���#�-�28��ก'����&� 2 ก�,�# ���$. �# ��ก�����'�� (Seed metric) %(� 
�# ��ก*$)��
",ก 8*3	4$�**$) 1 /���'���# ��ก��#� �����$กก�,�#%(� �# ��ก�����'#�'�� (Non-seed 
metric) %(� �# ��ก*$)��
",ก 8*3	4$�**$) 1 /���"�%�'���# ��ก ����# 

�������,�*��"�����*"���1�>8�$.��&�ก�������*3	4$�*��#�"����ก �#/��%����� BVW / �
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1����2�!�" ���"-����-�/����� �/�� 2  � %(� ( )rζ  /�
 ( )rΒ  !�"����
��$"� ( )rζ  ���
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������ก����
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−+ −

+ 
= −  

+ 

+ + + Ω
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2

q
α

= +  

Nariai VIII   
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) { }

2

2 2

22 2 2 2
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cos ln sin ln

a p r b p r
ds D dt

A q r B q r

Dr A q r B q r dr r d
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 +
= −   + 

+ + + Ω
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2

q
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2
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2 2 2 2 2 22 2

1 1

2 2
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Ar Br

−
−

−
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   + = − + + + Ω      + 
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A B r
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2
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1
1

1
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ds dt f dr r d

f

−
= − + + + Ω

+
 ����� 

22 1
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f
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=

+
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4 1 4
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+
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Burl II ( )
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3
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3

2
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a r
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Kuch71II 
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2 2 2
2

1 2 1 2 1
2 2 2 2 24 4 2

Ar Ar Ar
ds Ae Be dt Ce dr r d
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= − + + + Ω  
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2
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1
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2 2 2 2 22
8 42

s s
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s s
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ds ar dt dr r d

cr cdr d
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−
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Kuch5 I ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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1 22 4
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1

1
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0
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2
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k k

dt Be dr r d
ν
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−

∞

=

−

=

−
= − + − +
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+
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 × − − + + Ω + + + 

∑

∑

 

����� ( )1
3 2

2
δ = +  

Kuch5 IV 

{ }

4

2

2

2 4 2 4 4 2
2

2 2 2

3 2 3 1 2 1
; ; ; ;

4 2 4 22 2
Ar

Ar

A D A
ds r e CF r F r dt

r

Be dr r d

−
    − −

= − +            

+ + Ω

 

Kuch5 VIII { }2 22 2 2 2 2 2 22
coth

2
ar ar a

ds Ce dt De r A dr r d− −  
= − + − + + Ω  

 
 

Kuch5 IX 

( )
{ }

2

2

1
4 2 2 21 22 2

2 2 2 2 22
24

s s
s

s

r
ds Ar dt dr r d

Br C

− − −
−

= − + + Ω
−

 ����� 
1

2
s >  

Kuch5 XI 
( )

( )
( ){ }

2
2 2

2 2 2 2 2
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ds CF r dt D B F r dr r d

A

−
− 

= − + + + Ω  − 
 

����� ( ) ( ) 2 22
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1
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− 
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Kuch5 XII ( )
( )
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2

2
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2
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2 2 2
2

2 1
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2 1
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AF r
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+ + Ω  −    
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Kuch5 XIII 
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−

− −   = − − + + − + + Ω   
   

 

Kuch5 XV 
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����� ( )
2 22 21
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( )
( ) { }

2

2
2 4

1
2 2 2 22 2

1 1
2 2 2 22 2 2

2

2

A Br
F r

B

A Br
Ar Br F r

B

ds C B F r B r AB e dt

D B F r Br AB e dr r d

+−

+
+ −
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2 2 2
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r b d c
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 − + − 

+
+ − + +
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1. 	��$�����	��ก������ก��������������� (	
����� �2� Buch2) 
 
#-------------------------------------------------------- 
#Check Perfect Fluid Sphere 
#-------------------------------------------------------- 
#Example Buch2 
#-------------------------------------------------------- 
> restart; 
>  
#-------------------------------------------------------- 
#Data 
#-------------------------------------------------------- 
> a:=1; 
k:=1; 
sigma:=1; 
epsilon:=epsilon; 

 := a 1  

 := k 1  

 := σ 1  

 := ε ε  

> f:=a/(2*sqrt(1+k*r^2)); 

 := f
1

2  + 1 r2
 

> gtt:=(1-f)^2/(1+f)^2; 
grr:=(1+f)^4; 

 := gtt











 − 1
1

2  + 1 r2

2











 + 1
1

2  + 1 r2

2
 

 := grr 









 + 1
1

2  + 1 r2

4

 

> #------------------------------------------------------- 
> zeta0(r):=sqrt(gtt); 
ZB(r):=grr; 
B0(r):=sqrt(1/(zeta0(r)^2*ZB(r))); 

 := ( )ζ0 r











 − 1
1

2  + 1 r2

2











 + 1
1

2  + 1 r2

2
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 := ( )ZB r 









 + 1
1

2  + 1 r2

4

 

 := ( )B0 r
1











 − 1
1

2  + 1 r2

2










 + 1
1

2  + 1 r2

2
 

> metric := -
zeta0(r)^2*dt^2+(1/(zeta0(r)^2*B0(r)^2))*{dr^2+r^2*d*Omeg
a^2}; 

 := metric −  + 











 − 1
1

2  + 1 r2

2

dt2











 + 1
1

2  + 1 r2

2










 + 1
1

2  + 1 r2

4

{ } + dr2 r2 d Ω2  

#-------------------------------------------------------- 

#Check ODE 

#-------------------------------------------------------- 
>  
> CH:=((diff(zeta0(r), r))/zeta0(r))^2-(diff(B0(r), r, r)-
(diff(B0(r), r))/r)/(2*B0(r)); 

CH











 + 1
1

2  + 1 r2

4







 + 











 − 1
1

2  + 1 r2
r











 + 1
1

2  + 1 r2

2

( ) + 1 r2
( )/3 2











 − 1
1

2  + 1 r2

2

r











 + 1
1

2  + 1 r2

3

( ) + 1 r2
( 3

4 









 − 1
1

2  + 1 r2

4
 := 

r











 − 1
1

2  + 1 r2

3










 + 1
1

2  + 1 r2

2

( ) + 1 r2
( )/3 2

−





−







 − 

r











 − 1
1

2  + 1 r2

2










 + 1
1

2  + 1 r2

3

( ) + 1 r2
( )/3 2

 + 





2

4



















1











 − 1
1

2  + 1 r2

2










 + 1
1

2  + 1 r2

2

( )/3 2 











 + 
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3 r2

2 









 − 1
1

2  + 1 r2

4










 + 1
1

2  + 1 r2

2

( ) + 1 r2
3

2 r2











 − 1
1

2  + 1 r2

3










 + 1
1

2  + 1 r2

3

( ) + 1 r2
3

 − 

3 r2











 − 1
1

2  + 1 r2

3










 + 1
1

2  + 1 r2

2

( ) + 1 r2
( )/5 2

 + 

1











 − 1
1

2  + 1 r2

3










 + 1
1

2  + 1 r2

2

( ) + 1 r2
( )/3 2

 − 

3 r2

2 









 − 1
1

2  + 1 r2

2










 + 1
1

2  + 1 r2

4

( ) + 1 r2
3

 + 

3 r2











 − 1
1

2  + 1 r2

2










 + 1
1

2  + 1 r2

3

( ) + 1 r2
( )/5 2

 − 

1











 − 1
1

2  + 1 r2

2










 + 1
1

2  + 1 r2

3

( ) + 1 r2
( )/3 2

 + 2













1











 − 1
1

2  + 1 r2

2










 + 1
1

2  + 1 r2

2













 − 

r











 − 1
1

2  + 1 r2

3










 + 1
1

2  + 1 r2

2

( ) + 1 r2
( )/3 2

−

r











 − 1
1

2  + 1 r2

2










 + 1
1

2  + 1 r2

3

( ) + 1 r2
( )/3 2

 + 2














61 

 

1











 − 1
1

2  + 1 r2

2










 + 1
1

2  + 1 r2

2
r







2













1











 − 1
1

2  + 1 r2

2










 + 1
1

2  + 1 r2

2







 

> simplify(CH); 
0  

#-------------------------------------------------------- 
#END 
#-------------------------------------------------------- 
#Note:If CH=0,then this metric is perfect fluid sphere. 
#-------------------------------------------------------- 
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2. "�9�:ก	��;<=,���,- 1 ก
� ��	��ก������ก��������������� (	
����� �2� K-O III) 

 
#-------------------------------------------------------- 
# Apply Theorem 1 in K-O III 
#-------------------------------------------------------- 
> restart; 
>  
#-------------------------------------------------------- 
#Data 
#-------------------------------------------------------- 
> gtt:=A*(1+a*r^2)^2; 
grr:=1; 

 := gtt A ( ) + 1 a r2
2

 

 := grr 1  

> #------------------------------------------------------- 
> zeta0(r):=sqrt(gtt); 
ZB(r):=grr; 
B0(r):=sqrt(1/(zeta0(r)^2*ZB(r))); 

 := ( )ζ0 r A ( ) + 1 a r2
2

 

 := ( )ZB r 1  

 := ( )B0 r
1

A ( ) + 1 a r2
2

 

> metric := -
zeta0(r)^2*dt^2+(1/(zeta0(r)^2*B0(r)^2))*{dr^2+r^2*d*Omeg
a^2}; 

 := metric −  + A ( ) + 1 a r2
2

dt2 { } + dr2 r2 d Ω2  

 

#-------------------------------------------------------- 
#Theorem 1 
#-------------------------------------------------------- 
> zeta1(r):=1/zeta0(r); 
B1(r):=B0(r); 

 := ( )ζ1 r
1

A ( ) + 1 a r2
2

 

 := ( )B1 r
1

A ( ) + 1 a r2
2

 

#-------------------------------------------------------- 
#Check ODE 
#-------------------------------------------------------- 
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> CH1:=((diff(zeta1(r), r))/zeta1(r))^2-(diff(B1(r), r, 
r)-(diff(B1(r), r))/r)/(2*B1(r)); 

CH1
4 a2 r2

( ) + 1 a r2
2

 := 

−  + 
4 a2 r2











1

A ( ) + 1 a r2
2

( )/3 2

A2 ( ) + 1 a r2
6

12 a2 r2

1

A ( ) + 1 a r2
2

A ( ) + 1 a r2
4

2
1

A ( ) + 1 a r2
2

 −  

> simplify(CH1); 
0  

> metric1 := -
zeta1(r)^2*dt^2+(1/(zeta1(r)^2*B1(r)^2))*{dr^2+r^2*d*Omeg
a^2}; 

 := metric1 −  + 
dt2

A ( ) + 1 a r2
2

A2 ( ) + 1 a r2
4

{ } + dr2 r2 d Ω2  

#-------------------------------------------------------- 
#Theorem 1 (again) 
#-------------------------------------------------------- 
> zeta2(r):=1/zeta1(r); 
B2(r):=B1(r); 

 := ( )ζ2 r A ( ) + 1 a r2
2

 

 := ( )B2 r
1

A ( ) + 1 a r2
2

 

#-------------------------------------------------------- 
#Check ODE 
#-------------------------------------------------------- 
> CH2:=((diff(zeta2(r), r))/zeta2(r))^2-(diff(B2(r), r, 
r)-(diff(B2(r), r))/r)/(2*B2(r)); 

CH2
4 a2 r2

( ) + 1 a r2
2

 := 

−  + 
4 a2 r2











1

A ( ) + 1 a r2
2

( )/3 2

A2 ( ) + 1 a r2
6

12 a2 r2

1

A ( ) + 1 a r2
2

A ( ) + 1 a r2
4

2
1

A ( ) + 1 a r2
2

 −  

> simplify(CH2); 
0  
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> metric2 := -
zeta2(r)^2*dt^2+(1/(zeta2(r)^2*B2(r)^2))*{dr^2+r^2*d*Omeg
a^2}; 

 := metric2 −  + A ( ) + 1 a r2
2

dt2 { } + dr2 r2 d Ω2  

#-------------------------------------------------------- 
#End of Apply theorem 1 
#-------------------------------------------------------- 
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3. "�9�:ก	��;<=,���,- 2 ก
� ��	��ก������ก��������������� (	
����� �2� S1) 

 
#-------------------------------------------------------- 
# Apply Theorem 2 in S1 
#-------------------------------------------------------- 
> restart; 
>  
#-------------------------------------------------------- 
#Data 
#-------------------------------------------------------- 
> gtt:=r^4; 
grr:=1; 

 := gtt r4
 

 := grr 1  

#-------------------------------------------------------- 
> zeta0(r):=sqrt(gtt); 
ZB(r):=grr; 
B0(r):=sqrt(1/(zeta0(r)^2*ZB(r))); 

 := ( )ζ0 r r4  

 := ( )ZB r 1  

 := ( )B0 r
1

r4
 

> metric := -
zeta0(r)^2*dt^2+(1/(zeta0(r)^2*B0(r)^2))*{dr^2+r^2*d*Omeg
a^2}; 

 := metric −  + r4 dt2 { } + dr2 r2 d Ω2
 

 

#-------------------------------------------------------- 
#Theorem 2 
#-------------------------------------------------------- 
> Z0(r):=sigma+epsilon*int(r/B0(r)^2, r); 
zeta1(r):=zeta0(r); 
B1(r):=B0(r)*Z0(r); 

 := ( )Z0 r  + σ
ε r6

6  

 := ( )ζ1 r r4  

 := ( )B1 r
1

r4









 + σ

ε r6

6
 

#-------------------------------------------------------- 
#Check ODE 
#-------------------------------------------------------- 
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> CH1:=((diff(zeta1(r), r))/zeta1(r))^2-(diff(B1(r), r, 
r)-(diff(B1(r), r))/r)/(2*B1(r)); 

CH1
4

r2

4








 + σ

ε r6

6











1

r4

( )/3 2

r10

4 ε
1

r4

10








 + σ

ε r6

6

1

r4
r6

5
1

r4
ε r4−  −  +  + 







 −  := 

−  + 
2









 + σ

ε r6

6

1

r4
r5

1

r4
ε r5

r
 − 2

1

r4









 + σ

ε r6

6















  

> simplify(CH1); 
0  

> metric1 := -
zeta1(r)^2*dt^2+(1/(zeta1(r)^2*B1(r)^2))*{dr^2+r^2*d*Omeg
a^2}; 

 := metric1 −  + r4 dt2 { } + dr2 r2 d Ω2









 + σ

ε r6

6

2  

#-------------------------------------------------------- 
#Theorem 2 (again) 
#-------------------------------------------------------- 
> Z1(r):=sigma1+epsilon1*int(r/B1(r)^2, r); 
zeta2(r):=zeta1(r); 
B2(r):=B1(r)*Z1(r); 

 := ( )Z1 r  − σ1
6 ε1

ε ( ) + 6 σ ε r6
 

 := ( )ζ2 r r4  

 := ( )B2 r
1

r4









 + σ

ε r6

6








 − σ1

6 ε1

ε ( ) + 6 σ ε r6
 

 

 

#-------------------------------------------------------- 
#Check ODE 
#-------------------------------------------------------- 
> CH2:=((diff(zeta2(r), r))/zeta2(r))^2-(diff(B2(r), r, 
r)-(diff(B2(r), r))/r)/(2*B2(r)); 
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CH2
4

r2

4








 + σ

ε r6

6








 − σ1

6 ε1

ε ( ) + 6 σ ε r6











1

r4

( )/3 2

r10

4 ε 







 − σ1

6 ε1

ε ( ) + 6 σ ε r6

1

r4

−  − 







 −  := 

144








 + σ

ε r6

6
ε1

1

r4
( ) + 6 σ ε r6

2

10








 + σ

ε r6

6








 − σ1

6 ε1

ε ( ) + 6 σ ε r6

1

r4
r6

 −  + 

5
1

r4
ε r4 







 − σ1

6 ε1

ε ( ) + 6 σ ε r6

72
1

r4
ε r10 ε1

( ) + 6 σ ε r6
2

 +  + 

432
1

r4









 + σ

ε r6

6
ε1 r10 ε

( ) + 6 σ ε r6
3

180
1

r4









 + σ

ε r6

6
ε1 r4

( ) + 6 σ ε r6
2







 −  +  − 

2








 + σ

ε r6

6








 − σ1

6 ε1

ε ( ) + 6 σ ε r6

1

r4
r5

1

r4
ε r5 







 − σ1

6 ε1

ε ( ) + 6 σ ε r6
−  + 

36
1

r4









 + σ

ε r6

6
ε1 r5

( ) + 6 σ ε r6
2

 + r







/ 2
1

r4









 + σ

ε r6

6




















 − σ1

6 ε1

ε ( ) + 6 σ ε r6






 

> simplify(CH2); 
0  

> metric2 := -
zeta2(r)^2*dt^2+(1/(zeta2(r)^2*B2(r)^2))*{dr^2+r^2*d*Omeg
a^2}; 

 := metric2 −  + r4 dt2 { } + dr2 r2 d Ω2









 + σ

ε r6

6

2









 − σ1

6 ε1

ε ( ) + 6 σ ε r6

2
 

#-------------------------------------------------------- 
#End of Apply theorem 2 
#-------------------------------------------------------- 
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4. "�9�:ก	���D��ก ก
� ��	��ก������ก��������������� (	
����� �2� Minkowski) 
 
#-------------------------------------------------------- 
# Apply Corollary in Minkowski 
#-------------------------------------------------------- 
> restart; 
>  
#-------------------------------------------------------- 
#Data 
#-------------------------------------------------------- 
> gtt:=1; 
grr:=1; 

 := gtt 1  

 := grr 1  

#-------------------------------------------------------- 
> zeta0(r):=sqrt(gtt); 
ZB(r):=grr; 
B0(r):=sqrt(1/(zeta0(r)^2*ZB(r))); 

 := ( )ζ0 r 1  

 := ( )ZB r 1  

 := ( )B0 r 1  

> metric := -
zeta0(r)^2*dt^2+(1/(zeta0(r)^2*B0(r)^2))*{dr^2+r^2*d*Omeg
a^2}; 

 := metric −  + dt2 { } + dr2 r2 d Ω2
 

 

#-------------------------------------------------------- 
#Theorem 1 
#-------------------------------------------------------- 
> zeta1(r):=1/zeta0(r); 
B1(r):=B0(r); 

 := ( )ζ1 r 1  

 := ( )B1 r 1  

 

#-------------------------------------------------------- 
#Check ODE 
#-------------------------------------------------------- 
> CH1:=((diff(zeta1(r), r))/zeta1(r))^2-(diff(B1(r), r, 
r)-(diff(B1(r), r))/r)/(2*B1(r)); 

 := CH1 0  

> simplify(CH1); 
0  
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> metric1 := -
zeta1(r)^2*dt^2+(1/(zeta1(r)^2*B1(r)^2))*{dr^2+r^2*d*Omeg
a^2}; 

 := metric1 −  + dt2 { } + dr2 r2 d Ω2
 

#-------------------------------------------------------- 
#Theorem 2 
#-------------------------------------------------------- 
> Z1(r):=sigma1+epsilon1*int(r/B1(r)^2, r); 
zeta2(r):=zeta1(r); 
B2(r):=B1(r)*Z1(r); 

 := ( )Z1 r  + σ1
ε1 r2

2  

 := ( )ζ2 r 1  

 := ( )B2 r  + σ1
ε1 r2

2  

#-------------------------------------------------------- 
#Check ODE 
#-------------------------------------------------------- 
> CH2:=((diff(zeta2(r), r))/zeta2(r))^2-(diff(B2(r), r, 
r)-(diff(B2(r), r))/r)/(2*B2(r)); 

 := CH2 0  

> simplify(CH2); 
0  

> metric2 := -
zeta2(r)^2*dt^2+(1/(zeta2(r)^2*B2(r)^2))*{dr^2+r^2*d*Omeg
a^2}; 

 := metric2 −  + dt2 { } + dr2 r2 d Ω2









 + σ1

ε1 r2

2

2  

#-------------------------------------------------------- 
#End of Apply Corollary 
#--------------------------------------------------------  
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