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บทที่  1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ปจจุบันวงการคอมพิวเตอรเชิงเลขคณิต (computer arithmetic) เปนทฤษฎีทาง
คณิตศาสตรที่ใชเพ่ือออกแบบระบบแทนจํานวนและตัวดําเนินการทางเลขคณิตของเครื่องจักร 
ซึ่งมีความสําคัญตอระบบประมวลผลสัญญาณ (signal processing system) [1] ระบบแทน
จํานวนที่สําคัญๆมีหลายระบบจํานวน ไดแก ระบบเลขฐานสอง (binary number system) ระบบ
จํานวนเชิงซอน (complex number system) ระบบจํานวนซ้ําซอน (redundant number 
system) ฯลฯ แตละระบบจํานวนถูกนําไปใชประโยชนในแตละงานที่เหมาะสม ไดแก ระบบ
เลขฐานสองเปนระบบพ้ืนฐานที่ถูกนําไปใชเปนตัวดําเนินการบนวงจรและอิเล็กทรอนิกส ระบบ
จํานวนเชิงซอนถูกนําไปใชในการแทนคาในระบบที่ไมสามารถแทนคาไดดวยเพียงจํานวนจริง 
ซึ่งคาที่ไมอยูในระบบจํานวนจริงน้ันเรียกกวา จํานวนจินตภาพ (imaginary number) ตอมาไดมี
การปรับปรุงประสิทธิภาพการทํางานของระบบจํานวน ดวยการแปลงระบบเดิมเปนระบบ
จํานวนซ้ําซอน ดวยการเพิ่มตัวเลขแบบมีเครื่องหมาย (signed-digit) ระบบแทนจํานวนแบบมี
เครื่องหมายนี้ถูกนําเสนอครั้งแรกในป ค.ศ. 1961 โดยอเวเซียนีส (Avizienis) [2] ทําใหจํานวน
สามารถแสดงแทนไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ ชวยใหจํานวนตัวเลขที่ไมเปนศูนย (non-zero digit) 
ลดลง และชวยในการจํากัดการแพรกระจายของตัวทดที่เกิดขึ้นในระหวางการคํานวณ จึงสงผล
ใหความเร็วในการคํานวณเพิ่มขึ้น 

ในป ค.ศ. 1996 ดิมิทรอฟ (Dimitrov) และ จูเลี่ยน (Jullien) [3] ไดนําเสนอระบบ
จํานวนที่นาสนใจ ซึ่งใชชุดตัวเลขเดียวกันกับระบบเลขฐานสองที่เปนมาตรฐาน แตในระบบแทน
จํานวนแบบใหมนี้มีความซ้ําซอนสูงขึ้น และเก็บจํานวนตัวเลขที่ไมเปนศูนยนอย (sparseness) 
เรียกวา ระบบจํานวนฐานคู (double base number system: DBNS) โดยใชจํานวนเต็มสองและ
สามเปนฐานคู ซึ่งระบบนี้สามารถคํานวณไดดวยความเร็วสูงดวยการเก็บจํานวนตัวเลขที่ไมเปน
ศูนยนอยและการขจัดการแพรกระจายของตัวทดในการคํานวณ นอกจากน้ันมีงานวิจัยที่
เกี่ยวกับระบบจํานวนฐานคูในดานโปรแกรมประยุกตตางๆ เชน มีการใชแนวคิดของระบบ
จํานวนฐานคูเพ่ือลดความซับซอนของการคูณเชิงสเกลารในการเขารหัสลับแบบเสนโคงอิลลิ
ปติก (elliptic curve cryptography) [4] การใชเครื่องจักรของมัวรเปนเครื่องแปลงสัญญาณใน
การติดตั้งวงจรสําหรับการบวกบนจํานวนฐานคู [5] การเพิ่มประสิทธิภาพและสภาพความ
ทนทานของอารเรยที่ใชในการคํานวณเชิงดิจิทัลบนระบบจํานวนฐานคูโดยใชเซลลูลารออโตมา
ตา (cellular automata) [6] อยางไรก็ตามระบบจํานวนฐานคูไมสามารถแทนจํานวนเต็มลบได 
วิธีการที่นาสนใจในการแกปญหาดังกลาว ไดแก การใชตัวเลขแบบมีเครื่องหมาย เพ่ือใหระบบ
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จํานวนสามารถแทนจํานวนเต็มลบได แตในระบบจํานวนจะตองเพ่ิมขนาดของชุดตัวเลขจาก
เดิมคือหนึ่งบิตเปนสองบิตดวย วิธีการดังกลาวจึงไมมีประสิทธิภาพที่ดีเพียงพอ 

วิทยานิพนธนี้ จะทําการปรับปรุงระบบแทนจํานวนฐานคูโดยใชเลขฐานเปนจํานวน
เต็มลบ เพ่ือขยายใหระบบสามารถแทนจํานวนเต็มไดทุกจํานวน โดยใชขนาดของชุดตัวเลขเปน
หน่ึงบติ พรอมทั้งไดเสนอบทพิสูจนความสมบูรณ (completeness) ของระบบแทนจํานวนแบบ
ใหม นอกจากนั้นจะนําเสนออัลกอริทึมการแปลง (conversion algorithm) จากระบบจํานวนเลข
ตางๆ เปนจํานวนบนระบบแทนจํานวนฐานคูที่นําเสนอ รวมถึงการดําเนินการพื้นฐานทางเลข
คณิต (fundamental arithmetic operations) ไดแก การบวก การลบ และการคูณ โดยแสดงใน
รูปของกฎทางพีชคณิต (algebra rules) 
 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

เพ่ือสรางระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายเพื่อใหสามารถแทนจํานวนเต็ม
ไดทุกชนิด โดยไมตองเพ่ิมขนาดของชุดตัวเลข เสนออัลกอริทึมในการแปลงจํานวนตางๆเปน
จํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย พรอมทั้งเสนอตัวดําเนินการพื้นฐานเชิงเลข
คณิตรวมทั้งกฎทางพีชคณิตที่จําเปนสําหรับการดําเนินการทางเลขคณิต 
 
1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

1.3.1 เสนอระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครือ่งหมาย โดยใชพ้ืนที่เพียงบิตเดียวสําหรับ
ชุดตัวเลข 

1.3.2 เสนออัลกอริทึมในการแปลงจํานวนเลขฐานสิบเปนจํานวนบนระบบแทนจํานวนฐาน
คูแบบมีเครื่องหมาย 

1.3.3 เสนอตัวดําเนนิการพื้นฐานเชิงเลขคณิตบนระบบแทนจาํนวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมาย เฉพาะการบวก ลบ และคูณเทานั้น 

 
1.4 ข้ันตอนและวิธีดําเนินการวิจัย 

1.4.1 ศึกษาและทําความเขาใจงานวิจัยเกี่ยวกบัระบบจํานวนฐานคู 
1.4.2 วิเคราะหปญหาของงานวิจัย 
1.4.3 กําหนดขอบเขตงานวิจัย 
1.4.4 ออกแบบระบบแทนจํานวนฐานคูแบบใหม 
1.4.5 ออกแบบอัลกอริทึมในการแปลงจํานวนตางๆ ไปเปนจํานวนบนระบบใหม 
1.4.6 พิสูจนทฤษฎแีละอัลกอริทมึที่เกี่ยวของในงานวิจัยโดยใชกระบวนการทาง

คณิตศาสตร 
1.4.7 วิเคราะห สรปุผล และจัดทําวิทยานิพนธ 
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1.5 ประโยชนทีค่าดวาจะไดรบัจากการวิจยั 

1.5.1 ไดระบบแทนจํานวนฐานคูแบบใหมที่สามารถแทนจํานวนเต็มไดทกุจํานวน 
1.5.2 อัลกอริทึมการคํานวณทางคณิตศาสตรพ้ืนฐานไดแก การบวก ลบ และคูณ สําหรับ

ระบบแทนจํานวนฐานคูแบบใหม 
 
1.6 ผลงานทีต่ีพมิพจากวิทยานิพนธ 

สวนหนึ่งของวิทยานิพนธนี้ไดรับการตีพิมพเปนบทความทางวิชาการในหัวเรื่อง
ดังตอไปน้ี 

1.6.1 “An Extended Double Base Number System Using Different Digit Sets” โดย 
ศักดิ์ระพี  ลีลาธรรม และอรรถสิทธิ์  สุรฤกษ ในงานประชุมวชิาการ 10th National Computer 
Science and Engineering Conference (NCSEC2006) ณ มหาวิทยาลัยขอนแกน จ.ขอนแกน 
ประเทศไทย ระหวางวันที่ 25-27 ตุลาคม พ.ศ. 2549 

1.6.2 “An outline of double negative-base number system” โดย ศักดิ์ระพี  ลีลาธรรม 
และอรรถสิทธิ ์  สุรฤกษ  ในงานประชมุวิชาการ 11th Annual National Symposium on 
Computational Science and Engineering (ANSCSE11) ณ มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร
วิทยาเขตภูเกต็ จ.ภูเก็ต ประเทศไทย ระหวางวันที่ 28-30 มีนาคม พ.ศ.2550 

1.6.3 “A double negative-base number representation system and arithmetic 
operation” โดย ศักดิ์ระพี  ลีลาธรรม และอรรถสิทธิ ์  สุรฤกษ  ในงานประชุมวิชาการ 11th 
Panhellenic Conference on Informatics (PCI2007) ณ เมืองพาทราส ประเทศกรีซ ระหวาง
วันที่ 18-20 พฤษภาคม พ.ศ.2550 



 

 

บทที่ 2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เก่ียวของ 
 
2.1 ระบบจํานวนฐานคู (double base number system) 

ปจจุบันมีนักวิจัยจํานวนมากสนใจการพัฒนาใหหนวยประมวลผลทางคอมพิวเตอร
สามารถทํางานไดเร็วเพ่ิมขึ้น จึงมีงานวิจัยตางๆ ทางดานระบบจํานวนและการคํานวณทาง
คณิตศาสตรของหนวยประมวลผลเพื่อใหคอมพิวเตอรสามารถทํางานไดเร็วขึ้น ในป ค.ศ. 1996 
ดิมิทรอฟ และ จูเลี่ยน [7] ไดเสนอระบบจํานวนฐานคู ซึ่งมีความซ้ําซอนสูงและสามารถแสดงคา
จํานวนเต็มโดยใชตัวเลขที่ไมเปนศูนยจํานวนนอย ระบบจํานวนฐานคูประกอบดวยฐานสองและ
ฐานสาม สามารถเขียนแทนจํานวนเต็มไดในรูปผลรวมของกําลังของฐานสองคูณกับกําลังของ
ฐานสาม รูปแบบการแทนคาของจํานวนเต็ม x  ในระบบจํานวนฐานคูสามารถเขียนออกมาในรูป
ของ 

 }1,0{,32 ,
,

, ∈= ∑ ji
jalli

ji
ji ddx  (2.1) 

โดยที่คา i  และ j  มีคาเปนศูนยหรือจํานวนเต็มบวก (non-negative integers) และ jid ,  เปน
ชุดตัวเลข (digit set) ที่มีสมาชิกเปนศูนยและหนึ่ง จากสมการ (2.1) ถาคา j  มีคาเปนศูนย
เสมอแลวจะไดรูปแบบจํานวนฐานคู (double base number representation) เปนระบบจํานวน
เลขฐานสอง แตถาคา i  มีคาเปนศูนยเสมอแลวจะไดรูปแบบจํานวนฐานคูเปนระบบจํานวนเลข
ฐานสาม การแทนคาของจํานวนเต็มในระบบจํานวนฐานคูสามารถแสดงเปนตารางสองมิติได 
โดยที่คาของ i  และ j  เปนอิสระตอกัน โดยที่แตละแถวเปนเลขชี้กําลังของฐานสองและแตละ
คอลัมนเปนเลขชี้กําลังของฐานสาม ในแตละชองของตารางแทนคาดวยผลคูณของคายกกําลัง
ของฐานสองและคายกกําลังของฐานสามตามตําแหนงของเลขชี้กําลัง โดยแตละชองที่มีคาเปน
หน่ึงจะแทนชองนั้นดวยชองสีเทา (gray cell) เรียกวา แอ็กทิฟเซลล (active cell) สวนชองที่มี
คาเปนศูนย (zero digit) จะแทนชองนั้นดวยชองสีขาว (white cell) 
 

ตัวอยางที่ 2.1 แสดงตัวอยางของรูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม 54 

วิธีทํา การแสดงคาของจํานวนเต็ม 54 มีรูปแบบที่เปนไปไดหลายแบบ แสดงใหดูสองรูปแบบดัง
รูปที่ 2.1 
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รูปที ่2.1 การแทนจํานวนเต็ม 54 ของระบบจํานวนฐานคู 

  

จากตัวอยางที่กลาวมาแสดงใหเห็นไดวาระบบแทนจํานวนฐานคูเปนระบบจํานวน
ซ้ําซอน (redundant number system) และระบบแทนจํานวนฐานคูมีจํานวนตัวเลขหนึ่งหรือ
จํานวนแอ็กทิฟเซลลจํานวนเบาบาง จึงมีประสิทธิภาพตอความเร็วในการคํานวณของระบบ 
 
2.2 อัลกอริทึมในการหารูปแบบแทนจาํนวนฐานคูเชิงละโมบ (greedy algorithm) 

ในรูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม x  ของระบบจํานวนฐานคู หากมีปริมาณ
ของจํานวนตัวเลขหน่ึงหรือแอ็กทิฟเซลลนอยที่สุด แลวจะเรียกรูปแบบแทนจํานวนนั้นวา 
รูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบคาโนนิค (canonic DBNR:CDBNR) ดังรูปที่ 2.1 ตัวอยางรูปแบบ
แทนจํานวนเต็ม 54 ทางดานขวาเปนรูปแบบคาโนนิค ซึ่งขอดีของรูปแบบคาโนนิคคือชวยให
การคํานวณเร็วข้ึนเนื่องจากมีจํานวนแอ็กทิฟเซลลที่ใชในการคํานวณนอยที่สุด ถึงแมวาแตละ
จํานวนจะมีรูปแบบคาโนนิคไดมากกวาหนึ่งรูปแบบ แตทวาปญหาในการหารูปแบบแทนจํานวน
ฐานคูแบบคาโนนิคของจํานวนเต็มขนาดใหญๆ เปนปญหาที่แกไดยาก (NP-complete) [8, 9] 
ในป ค.ศ. 2005 กิลเบิรต (Gilbert) และ ปแอร (Pierre) [10] ไดเสนออัลกอริทึมในการสราง
รูปแบบแทนจํานวนฐานคูที่เปนคาโนนิคได แตวาการทํางานของอัลกอริทึมน้ันใชเวลาสูง
เน่ืองจากเปนการทํางานแบบกําหนดการพลวัต (dynamic programming) ถึงแมวาจะไมมี
วิธีการเหมาะสมในการหารูปแบบคาโนนิค แต ดิมิทรอฟ และ จูเลี่ยน ไดเสนออัลกอริทึมเชิง
ละโมบแบบงายๆ ที่ชวยในการสรางรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบใกลคาโนนิค (near canonic 
DBNR:NCDBNR) ดวยความซับซอนระดับลอการิทึม [11] โดยขั้นตอนเปนดังนี้ 
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อัลกอริทึมที่ 2.1 อัลกอริทึมในการหารูปแบบแทนจํานวนฐานคูเชิงละโมบ 
 
Input :  ( x ) จํานวนเต็มบวก 
Output :  (R ) ลําดับของเลขชี้กําลังในระบบแทนจํานวนแบบฐานคูของจํานวนเต็ม x  
begin 

 R  ← ∅ 
 while ( x  > 0) do 
  Find s  = ba32 , the largest number less than or equal to x  

  R  ← R  ∪ },{ ba  
  x  ← x  – s  
 enddo 
end 
 

ตัวอยางที่ 2.2 หารูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม 41 ทั้งรูปแบบคาโนนิคและแบบใกลคาโน
นิค 

วิธีทํา แสดงใหดูดังรูปที่ 2.2 

 
รูปที ่2.2 รูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม 41 ของระบบจํานวนฐานคู 

  

จากรูปที่ 2.2 แสดงใหเห็นไดวารูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็ม 41 ทาง
ดานซายเปนแบบคาโนนิคซึ่งมีแอ็กทิฟเซลลเพียงสองเซลลนั่นคือ 2530 และ 2032 แตรูปแบบ
แทนจํานวนทางดานขวาเปนรูปแบบที่หาดวยอัลกอริทึมเชิงละโมบ รูปแบบจํานวนที่ไดจะเปน
แบบใกลคาโนนิคซึ่งมีแอ็กทิฟเซลลสามเซลลนั่นคือ 2232 2230 และ 2030 เน่ืองดวยอัลกอริทึม
เชิงละโมบจะใหคาในรอบแรกเปน 2232 ซึ่งเปนคาที่มากที่สุดที่มีคาไมเกินจํานวนเต็ม 41 
รูปแบบแทนจํานวนจึงมีคาของ 2232 อยูดวย และนําคาผลตางของขอมูลนําเขา 41 กับคาที่หา

1 3 9 27 
1 

2 
4 

8 
16 

32 

1 3 9 27 
1 

2 
4 

8 
16 

32 

2530+2032 2030+2230+2232 
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ไดในรอบแรกคือ 2232 เปนคาเริ่มตนในการหาคาที่มากที่สุดที่ไมเกินคาผลตางที่หาไดในรอบ
ตอไป ตอจากนั้นอัลกอริทึมใหคา 2230 ในรอบที่สองและคา 2030 ในรอบที่สาม รูปแบบแทน
จํานวนจึงเปน 41 = 2232 + 2230 + 2030 

บทบาทที่สําคัญในการหารูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบใกลคาโนนิค คือ รูปแบบที่
ไมมีแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในแถวหรือคอลัมนเดียวกัน เพ่ือชวยใหรูปแบบแทนจํานวนมีการ
แทนจํานวนดวยเลขหนึ่งนอยลง รูปแบบดังกลาวมีนิยามดังตอไปน้ี 

นิยามที่ 2.1 รูปแบบแทนจํานวนแบบฐานคูซึ่งไมมีตัวเลขที่ไมเปนศูนยอยูติดกันนั้นถูกใหคํา
จํากัดความวาเปน รูปแบบแทนจํานวนฐานคูพรอมบวก (addition ready DBNR: ARDBNR) 

ลักษณะของรูปแบบแทนจํานวนฐานคูพรอมบวก สามารถคํานวณไดโดยการใชกฎ
ทางพีชคณิตสองกฎ เพ่ือลดการแทนแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในแถวหรือคอลัมนเดียวกัน ไดแก 
กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในคอลัมนเดียวกัน (column reduction) และกฎในการลด
แอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในแถวเดียวกัน (row reduction) เน่ืองดวยคาเชิงตัวเลข (numerical 
value) ของสองแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในแถวหรือคอลัมนเดียวกันน้ันมีคาเทากับคาเชิงตัวเลข
ของแอ็กทิฟเซลลตําแหนงใหมเพียงตัวเดียว จึงสามารถทําการลดสองแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกัน
นั้นได 

กฎทางพีชคณิตที่ 2.1 กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในคอลัมนเดียวกัน แสดงดังรูปที่ 
2.3 

 
รูปที ่2.3 แสดงกฎการลดแอ็กทิฟเซลลทีอ่ยูติดกันในคอลัมนเดียวกนัดวยกฎทางพีชคณิต 

1+1+ 32=32+32 jijiji  

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 
… 

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 
… 

2i3j + 2i+13j 2i3j+1 
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กฎทางพีชคณิตที่ 2.2 กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่อยูติดกันในแถวเดียวกัน  แสดงดังรูปที่ 2.4 

 
รูปที ่2.4 แสดงกฎการลดแอ็กทิฟเซลลทีอ่ยูติดกันในแถวเดียวกันดวยกฎทางพีชคณิต 

jijiji 32=32+32 2+1+  
 
2.3 การดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณติ (fundamental arithmetic operations) 

ระบบจํานวนฐานคูสามารถแสดงคาของจํานวนเต็มบวกได และมีคุณสมบัติการ
แทนตัวเลขหนึ่งในปริมาณนอย มีความซ้ําซอนสูง และสามารถจํากัดสายการทดในการคํานวณ
ได ซึ่งประหยัดพื้นที่ในการเก็บและมีความเร็วในการคํานวณสูงกวาระบบจํานวนทั่วๆ ไป 
นอกจากนั้น ดิมิทรอฟและจูเล่ียนไดเสนอการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตที่สําคัญสําหรับ
ระบบจํานวนฐานคูไดแก การบวก และ การคูณ 
 
2.3.1 การบวก (addition) 

การบวกของระบบจํานวนฐานคูสามารถทําไดดวยการซอนตารางสองตารางของตัว
ตั้งและตัวบวก ผลลัพธที่ไดจะเปนตารางใหมที่มีแอ็กทิฟเซลลรวมกันระหวางสองตาราง แตใน
การบวกกันของระบบแทนจํานวนฐานคูอาจเกิดการชนกัน (collision) ของตําแหนงเซลล
เดียวกัน จึงมีกฎทางพีชคณิตเพ่ือลดการชนกันของแอ็กทิฟเซลล ดวยเหตุผลเดียวกันกับการลด
แอ็กทิฟเซลลที่ติดกันในแถวหรือคอลัมนเดียวกัน คือ คาเชิงตัวเลขของแอ็คทิฟเซลลที่ชนกันมี
คาเทากับคาเชิงตัวเลขของแอ็กทิฟเซลลตัวใหมเพียงตําแหนงเดียว จึงสามารถทาํการลดการชน
กันของแอ็กทิฟเซลลได ตัวอยางกฎแสดงดังตอไปน้ี 

กฎทางพีชคณิตที่ 2.3 กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันในเซลลเดียวกัน โดยใหเซลลที่เกิด
การชนกันเปนชองตารางหมากรุกสีเทาดํา (checker board cell) แสดงดังรูปที่ 2.5 

2i3j + 2i3j+1 2i+23j 

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 

… 
2i+2 

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 

… 
2i+2 
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รูปที ่2.5 แสดงกฎการลดแอ็กทิฟเซลลทีช่นกันในเซลลเดียวกันดวยกฎทางพีชคณิต 

jijiji 32=32+32 1+  

ผลลัพธที่ไดจากการลดแอ็กทิฟเซลลที่ชนกัน จะถูกนําไปใชงานดวยกฎทาง
พีชคณิตตอ เพ่ือทําการลดแอ็กทีฟเซลลที่อยูติดกันในแถวเดียวกันหรือคอลัมนเดียวกันดวย ทํา
ใหคําตอบสุดทายที่ไดจากการบวกเปนรูปแบบพรอมบวก สงผลใหจํานวนการแทนของเลขหนึ่ง
ถูกลดจํานวนลง และงายตอการพรอมคํานวณตอในรอบถัดไป 
 

ตัวอยางที่ 2.3 หาผลบวกระหวางเลข 7 และ 37 ในระบบแทนจํานวนฐานคู 

วิธีทํา พิจารณาจํานวน 7 ถาใชอัลกอริทึมเชิงละโมบ จะไดรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบใกลคา
โนนิค คือ 7 = 6 + 1 = 2131 + 2030 และจํานวน 37 จะไดรูปแบบแทนจํานวนฐานคู คือ        
37 = 36 + 1 = 2030 + 2232 ซึ่งทั้งสองจํานวนนั้นอยูในรูปแบบพรอมบวกแลว เม่ือทําการบวก
กันจะไดผลดังนี้ 
 

  0011 32+32   →  7 

  2200 32+32  →  37 

  22000011 32+)32+32(+32  

  ⇓  จากกฎ 2.3: [2030 + 2030 = 2130] 

  220111 32+32+32  

  ⇓  จากกฎ 2.2: [2130 + 2131 = 2330] 

  2203 32+32  →  44 

 

คําตอบสุดทายที่ไดเปนคําตอบที่ถูกตองและอยูในรูปแบบพรอมบวกดวย เพ่ือให
เขาใจไดงาย จึงแสดงตัวอยางการบวก ดังรูปที่ 2.6  

2i3j + 2i3j 2i+13j 

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 

… 
2i+2 

… 3j 3j+1 … 
… 

2i 
2i+1 

… 
2i+2 
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รูปที ่2.6 แสดงผลบวกของจํานวนเต็ม 7 และ 44 ในระบบแทนจํานวนฐานคู 

  
2.3.2 การคูณ (multiplication) 

การดําเนินการคูณของระบบจํานวนฐานคูสามารถทําไดดวยการนําแอ็กทิฟเซลลใน
ตารางของคาตัวตั้งเลื่อน (shift) ตามตําแหนงแอ็กทิฟเซลลแตละตัวของตัวคูณในตาราง แลวนํา
ผลที่ไดทั้งหมดมารวมกันดวยวิธีเดียวกันกับกระบวนการบวก ซึ่งคําตอบสุดทายที่ไดจะตองอยู
ในรูปแบบพรอมบวกดวย 
 

ตัวอยางที่ 2.4 หาผลคูณระหวางเลข 5 และ 11 ในระบบแทนจํานวนฐานคู 

วิธีทํา พิจารณาจํานวน 5 จะใชรูปแบบแทนจํานวนฐานคู คือ 5 = 3 + 2 = 2031 + 2130 และ
จํานวน 11 จะใชรูปแบบแทนจํานวนฐานคู คือ 11 = 9 + 2 = 2032 + 2130 ซึ่งทั้งสองจํานวนนั้น
อยูในรูปแบบพรอมบวกแลว เม่ือทําการคูณจะไดดังนี้ 
 

  0110 32+32    →  5 

  0120 32+32   →  11 

  02211130 32+)32+32(+32  

  ⇓  จากกฎ 2.2: [2131 + 2132 = 2331] 

  021330 32+32+32  →  55 
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44 44 44 
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คําตอบสุดทายที่ไดเปนคําตอบที่ถูกตองและอยูในรูปแบบพรอมบวกดวย เพ่ือให
เขาใจไดงาย จึงแสดงตัวอยางการคูณ ดังรูปที่ 2.7 

 

 
รูปที่ 2.7 แสดงผลคูณของจํานวนเต็ม 5 และ 11 ในระบบแทนจํานวนฐานคู 

  

1 3 9 27 
1 
2 
4 
8 

1 3 9 27 
1 
2 
4 
8 

1 3 9 27 
1 
2 
4 
8 

1 3 9 27 
1 
2 
4 
8 

5 11 

55 55 



 

 

บทที่ 3 
 

ระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 
 

ระบบจํานวนฐานคูมีความซ้ําซอนในการแทนรูปแบบจํานวนเต็มบวกตางๆ และมี
การกระจายตัวของตัวเลขสูง จึงสงผลใหมีความเร็วในการคํานวณสูง โดยระบบจํานวนฐานคูใช
ฐานเปนเลข 2 และ 3 นอกจากนั้นยังมีคุณสมบัติของรูปแบบพรอมบวกหรือรูปแบบที่ไมมี
จํานวนสองจํานวนที่อยูติดกันในแถวเดียวกันและคอลัมนเดียวกัน ซึ่งสงผลใหตัวเลขลดนอยลง
และชวยลดโอกาสการเกิดการแพรกระจายของตัวทดใหนอยลง แตจํานวนเต็มทั้งหมดที่สามารถ
แทนไดดวยระบบจํานวนฐานคูนั้นเปนเพียงแคจํานวนเต็มบวกเทานั้น ดังน้ัน ประเด็นสําคัญใน
งานวิจัยที่ตองการทําคือการปรับปรุงและขยายระบบจํานวนฐานคูเดิมน้ันใหเปนระบบฐานคูที่
สามารถแทนจํานวนเต็มลบได วิธีการงายๆ ที่สามารถใชงานไดคือการใชตัวเลขแบบมี
เครื่องหมายเพิ่มเขาไปในชุดตัวเลข [12] ดังน้ันในแตละตําแหนงของระบบจํานวนฐานคูนั้นจะ
สามารถมีไดทั้งคาบวกและคาลบ แตจํานวนบิตในแตละตําแหนงของระบบจํานวนจะตองใชถึง
สองบิตเพ่ือเก็บชุดตัวเลข }1,1,0{  ซึ่งยังไมมีประสิทธิภาพที่ดีเพียงพอ ตอมามีรูปแบบแทน
จํานวนที่สามารถแทนจํานวนเต็มลบไดโดยที่ใชบิตเดียวในแตละตําแหนง ซึ่งใชชุดตัวเลขสอง
ชุดตัวเลขในการแทนจํานวนของระบบ [13] โดยใหชุดตัวเลขที่หน่ึงเปน }1,0{  และชุดตัวเลขที่
สองเปน }1,0{  ซึ่งแตละตําแหนงจะใชเพียงชุดตัวเลขเดียวทําใหไมเกินหน่ึงบิต แตการขยาย
ระบบเชนน้ีอาจมีความยุงยากในเรื่องการจัดการชุดตัวเลข 

จากที่กลาวมาขางตน เราจึงสนใจวิธีการที่ทําใหระบบแบบใหมสามารถแทนจํานวน
เต็มลบไดและใชพ้ืนที่เพียงแคบิตเดียวในแตละตําแหนงบนรูปแบบแทนจํานวน ดวยการ
ปรับเปลี่ยนเลขฐานคูจากจํานวนเต็มบวกใหเปนเลขฐานแบบมีเครื่องหมาย (signed-base) 
เพ่ือใหในบางตําแหนงของระบบจํานวนสามารถเกิดคาจํานวนเต็มลบได โดยใชพ้ืนที่เพียงบิต
เดียวเหมือนเดิมเพ่ือเก็บชุดตัวเลข }1,0{  ดังน้ันจุดประสงคหลักในงานวิจัยน้ี คือ การขยาย
ระบบจํานวนฐานคูเดิม เรียกวาระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย (double signed-base 
number system : DSBNS) ซึ่งระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายสามารถแทนจํานวนเต็ม
ไดทุกจํานวนเต็ม โดยใชฐานเปน -2 และ -3 และนอกจากนั้นยังมีขนาดของชุดตัวเลขเปน }1,0{  
ดวย พรอมทั้งไดเสนอบทพิสูจนความสมบูรณของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย การทํา
ใหเปนบรรทัดฐานเพื่อลดตัวเลขที่ไมเปนศูนยที่อยูชนกัน อัลกอริทึมในการแปลงจํานวนเต็ม
ตางๆ ไปเปนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย และการดําเนินการพื้นฐานทาง
คณิตศาสตรสําหรับระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย ไดแก การบวก การลบ และการคูณ 
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3.1 รูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย (double signed-base number 
representation) 

รูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย (double signed-base number 
representation : DSBNR) จะปรับเปลี่ยนเลขฐานจากระบบจํานวนฐานคูเดิมคือ 2 และ 3 เปน  
-2 และ -3 ตามลําดับ รูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายเปนดังนิยามตอไปน้ี 

นิยามที่ 3.1 ระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย (double signed-base number 
representation system) หมายถึง ระบบจํานวนที่มีฐาน 2_

1=β  และ 3_
2=β  และให jid ,  เปน

ชุดตัวเลข {0, 1} ซึ่งรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายของจํานวนเต็ม x  สามารถ
เขียนไดในรูปของ 

 }1,0{∈,)()( ,
,

21,∑ ji
jalli

ji
ji ddx ββ=  (3.1) 

โดยที่ i และ j มีคาเปนศูนยหรือจํานวนเต็มบวก 

ระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายมีความสามารถในการระบุเครื่องหมายใหกับ
ตําแหนงตางๆ ของรูปแบบแทนจํานวน ดังแสดงไดตามตารางที่ 3.1 ในระบบจํานวนฐานคูแบบ
มีเครื่องหมายนี้ระดับความซ้ําซอนของรูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มบวกจะลดลง แตจะไป
เพ่ิมระดับความซ้ําซอนของรูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มลบแทน ซึ่งเห็นไดชัดวาพ้ืนที่
ของตัวเลขในแตละตําแหนงในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นตองการเพียงแคบิต
เดียวเม่ือเทียบกับการใชตัวเลขแบบมีเครื่องหมายซึ่งตองใชถึงสองบิตสําหรับรูปแบบแทน
จํานวน 

ตารางที ่3.1 แสดงลักษณะเครื่องหมายของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

-2/-3 (-3)0 (-3)1 (-3)2 (-3)3 … 

(-2)0 + - + - … 

(-2)1 - + - + … 

(-2)2 + - + - … 

(-2)3 - + - + … 

: : : : : … 
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ตัวอยางที่ 3.1 แสดงคาจํานวนเต็ม 126 และ -126 ในระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมาย 

วิธีทํา สามารถแสดงคาจํานวนเต็มทั้งสองคาไดดังรูปที่ 3.1 

 
รูปที ่3.1 แสดงจํานวนเต็มบวก 126 และจํานวนเต็มลบ -126  

บนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

  
 
3.2 ความสมบูรณของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเคร่ืองหมาย (completeness) 

ในการศึกษาและวิจัยเกี่ยวกับรูปแบบแทนจํานวน สิ่งที่สําคัญยิ่งคือความสมบูรณ
ของระบบจํานวน ในสวนน้ีเราจะกลาวถึงบทพิสูจนความสมบูรณของระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมาย 

ทฤษฎีบทที่ 3.1 ทุกๆ จํานวนเต็มสามารถมีรูปแบบแทนจํานวนไดบนระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมาย 
 
พิสูจน เพ่ือทําการพิสูจนวาทุกๆ จํานวนเต็มสามารถแทนจํานวนไดบนระบบจํานวนฐานคูแบบ
มีเครื่องหมาย การพิสูจนจะแบงเปนสองกรณีใหญๆ คือ กรณีของจํานวนเต็มบวกและกรณีของ
จํานวนเต็มลบ 

กรณีที่ 1 รูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มบวก เราทําการพิสูจนดวยการเสนออัลกอริทึมการ
แปลงจํานวนเต็มบวก N  จากรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบด้ังเดิมไปเปนรูปแบบแทนจํานวน
ฐานคูแบบมีเครื่องหมาย โดยจํานวนเต็มบวก N  แสดงรูปแบบแทนจํานวนในรูปแบบดังตอไปน้ี 

 ∑
=

=
m

i

i
idN

0

0
0, )3()2(  (3.2) 

(-2)4(-3)2+(-2)1(-3)2=126 

1 -3 9 -27 
1 
-2 
4 

16 
-8 

1 -3 9 -27 
1 
-2 
4 

16 
-8 

(-2)2(-3)3+(-2)1(-3)2= -126 
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โดยที่ i  เปนจํานวนเต็มศูนยหรือจํานวนเต็มบวก และ }1,0{∈0,id  จํานวนเต็ม N  สามารถ
เขียนใหอยูในรูปของผลบวกของรูปแบบแทนจํานวนฐานคูสองตัวคือ YXN +=  

 ∑
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

−′=
2

0

02
0,2 )3()2(

m

i

i
idX , ∑

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

−
−′′=

2

1

012
0,12 )3()2(

m

i

i
idY  (3.3) 

โดยที่ 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=′

oddk

evenkd
d

k

k

:0

:0,

0, , 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=′′

oddkd

evenk
d

k

k

:

:0

0,

0,  

 

คาของ 0,2id ′  และ 0,12 −′′id  มีคาเพียงแค 0 หรือ 1 เทานั้น วัตถุประสงคหลักคือการปรับรูปแบบ
แทนจํานวนใหอยูในรูปของจํานวนเต็ม N  ในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย ซึ่งแสดงอยู
ในรูปของ 

 ∑∑
= =

−−=
m

i

ji
ji

n

j
eN

0
,

0
)3()2(  (3.4) 

ซึ่ง }1,0{∈, jie  จากสมการ (3.3) ถาคา Y  เปน 0 แลว N  สามารถแทนจํานวนในระบบใหมนี้
ได แตถาคา Y  ไมเปน 0 แลวจะตองทําการพิจารณาคา Y  ดังตอไปน้ี 

 ∑
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

−
−′′=

2

1

012
0,12 )3()2(

m

i

i
idY  

 )-(-YY =  

 )-)()2)(1()2)(1(( 01 YY +=  

 012
2

1
0,12

02
2

1
0,12 )3()2()3()2( −

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
−

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
− ∑∑ ′′−+′′= i

m

i
i

i

m

i
i ddY  (3.5) 

จากสมการ (3.3) และ (3.5) จะไดวา )(-- YXN =  พิจารณาคา N  ดังตอไปน้ี 

 012
2

1
0,12

02
2

1
0,12

02
2

0
0,2 )3()2()3()2()3()2( −

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
−

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
−

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=
∑∑∑ ′′−+′′+′= i

m

i
i

i

m

i
i

i

m

i
i dddN  
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 012
2

1
0,12

02
0,120,2

2

0

)3()2()3()2)(( −
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
−−

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
∑∑ ′′−+′′+′= i

m

i
i

i
ii

m

i

dddN  

 012
2

1
0,12

02
0,120,2

2

0

)3()2()3()2)(( −
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
−−

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

−′′+−′′+′= ∑∑ i

m

i
i

i
ii

m

i

dddN  

 
โดยที่ 0

0,
2

2
=′

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡md  ก็ตอเม่ือ 

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢=⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡

22
mm  และ 00,1 =′′−d   

คาของ )( 0,1-20,2 ii dd ′′+′  จะเปนสมาชิกของ {0, 1, 2} เน่ืองจากคาของ 0,2id ′  และ 0,1-2id ′′  มีคา
เปน 0 หรือ 1 ดังนั้นในการพิสูจนจะแบงเปนสองกรณียอย 
 
กรณีที่ 1.1 )( 0,1-20,2 ii dd ′′+′  = 0 หรือ 1 นั่นหมายความวารูปแบบแทนจํานวนของ N  สามารถ
แสดงใหอยูบนรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายได  ดังสมการ  (3.4) โดย
ที่ )′′+′(= 0,1-20,20,2 iii dde  และ 0,1-20,1-2 ′′= ii de  
 
กรณีที่ 1.2 )′′+′( 0,1-20,2 ii dd  = 2 นั่นหมายความวา 10,2 =′id  และ 10,1-2 =′′id  และสามารถใช
กฎทางพีชคณิตเพ่ือลดตัวเลขสองตัวที่อยูติดกันไดดังนี้ 

11201202 )3()2(1)3()2(1)3()2(1 −− ×=×+× iii  

ดังนั้นรูปแบบแทนจํานวนของ N  สามารถแสดงใหอยูบนรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายได ดังสมการ (3.4) โดยที่ 0=0,2ie  0,1-20,1-2 ′′= ii de  และ 1=1,1-2ie  
 

กรณีที่ 2 รูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มลบ เราทําการพิสูจนดวยวิธีการเดียวกับการพิสูจน
กรณีของจํานวนเต็มบวก โดยจํานวนเต็มลบ N  แสดงรูปแบบแทนจํานวนในรูปแบบดังตอไปน้ี 

 ∑
=

−=
m

i

i
idN

0

0
0, )3()2(  (3.6) 

เม่ือ i  เปนจํานวนเต็มศูนยหรือจํานวนเต็มบวก และ }1,0{∈0,id  จํานวนเต็ม N  สามารถ
เขียนใหอยูในรูปของผลบวกของรูปแบบแทนจํานวนฐานคูสองตัวคือ XYN −=  ไดดังนี้ 

 ∑
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

′=
2

0

02
0,2 )3()2(

m

i

i
idX , ∑

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

+
+ −′′=

2

1

012
0,12 )3()2(

m

i

i
idY  (3.7) 
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โดยที่ 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=′

oddk

evenkd
d

k

k

:0

:0,

0, , 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=′′

oddkd

evenk
d

k

k

:

:0

0,

0,  

 

จากสมการ (3.7) ถาคา X  เปน 0 แลว N  สามารถแทนจํานวนในระบบใหมนี้ได แตถาคา X  
ไมเปน 0 แลวจะตองทําการพิจารณาคา X  ไดดังนี้ 
 

 ∑
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

′−=−
2

0

02
0,2 )3()2(

m

i

i
idX  

 ))3()2()()2)(1()2)(1((
2

0

02
0,2

01 ∑
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

′+=−

m

i

i
idX  

 02
2

0
0,2

012
2

0
0,2 )3()2()3()2( i

m

i
i

i

m

i
i ddX −′′+−′=− ∑∑

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

+
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

 (3.8) 

จากสมการ (3.7) และ (3.8) จะไดวา )( XYN −+=  พิจารณาคา N  ดังตอไปน้ี 
 

 ∑ ∑∑
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

+
+

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

+
+ ′′−+′−+′′−=

2

1

02
2

0
0,2

012
0,12

2

1

012
0,12 )3()2()3()2()3()2(

m

i

i

m

i
i

i
i

m

i

i
i dddN  

 02
2

0
0,2

012
0,120,12

2

1
)3()2()3()2)(( i

m

i
i

i
ii

m

i
dddN ∑∑

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

+
++

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

′′−+′+′′−=  

 02
2

0
0,2

012
0,120,12

2

1
)3()2()3()2)(( i

m

i
i

i
ii

m

i
dddN −′′+−′+′′= ∑∑

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

=

+
++

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

 

โดยที่ 0
0,

2
2

=′
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡md  ก็ตอเม่ือ 

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢=⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡

22
mm  และ 00,1 =′′−d   

ในสวนของกระบวนการพิสจูนถัดมาสามารถทําไดเชนเดียวกันกับการพิสูจนในกรณีที่ 1  
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ตัวอยางที่ 3.2 กําหนดใหจํานวนเต็ม N  มีคา 24 บนระบบจํานวนฐานคูด้ังเดิม จงหาคา N  
บนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

วิธีทํา คา N  บนระบบจํานวนฐานคูดั้งเดิมสามารถเขียนใหอยูในรูปของ 

 03
0,3

04
0,4 )3()2()3()2( ddYXN ′′+−′=+=   

โดยที่ 10,4 =′d  และ 10,3 =′′d  ซึ่งในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายรูปแบบแทนจํานวน
ของ N  อยูในรูป 

 ∑∑
= =

−−
m

i

n

j

ji
jie

0 0
, )3()2(  

พิจารณาคา Y   

  03
0,3 )3()2(dY ′′=  

  ))3()2()()3()2()3()2(( 03
0,3

0001 dY ′′−−+−=  

  ))3()2(()3()2( 03
0,3

04
0,3 ddY ′′−+′′=  

ดังนั้น สามารถหาคา N  ไดดังตอไปน้ี 

  ))3()2(()3()2()3()2( 03
0,3

04
0,3

04
0,4 dddN ′′−+′′+−′=  

  ))3()2(())3()2)((( 03
0,3

04
0,30,4 −′′+−′′+′= dddN  

ถา 20,30,4 =′′+′ dd  แลวสามารถใชกฎทางพีชคณิต 

  130304 )3()2()3()2()3()2( =+  

เพราะฉะนั้นคา N  สามารถแทนจํานวนใหอยูในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายได โดยที ่
00,4 =e  0,30,3 de ′′=  และ 11,3 =e  

  
 
3.3 การแปลงจํานวนไปเปนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเคร่ืองหมาย 
(conversion algorithm) 

ในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย ระดับความซ้ําซอนของจํานวนเต็มบวกจะ
ถูกลดลงจากระบบจํานวนฐานคูดั้งเดิมใหเทาเทียมกับจํานวนเต็มลบ นั่นคือ ผลลัพธจากการ
แปลงจํานวนเต็มบวกไปเปนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายอาจจะมีจํานวนของตัวเลข
มากกวาระบบจํานวนฐานคูด้ังเดิมได ซึ่งวิธีการพิสูจนทฤษฎีบทที่ 3.1 เปนวิธีการแปลงจาก
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ระบบจํานวนฐานคูแบบด้ังเดิมไปเปนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย แตในสวนน้ีเรา
นําเสนออัลกอริทึมเชิงละโมบสําหรับการแปลงจํานวนตางๆ ไปเปนจํานวนบนระบบจํานวนฐาน
คูแบบมีเครื่องหมาย 

อัลกอริทึมที่ 3.1 อัลกอริทึมในการแปลงจํานวนไปเปนรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายเชิงละโมบ 
 
Input :  ( x ) จํานวนเต็ม 

Output :  (R ) ลําดับของเลขชี้กําลังในระบบแทนจํานวนแบบฐานคูแบบมีเครื่องหมายของ
จํานวนเต็ม x  

begin 

 R  ← ∅ 

 while ( x  ≠ 0) do 

  Find s  = ba )3-()2-( , the nearest number to x  

  R  ← R  ∪ },{ ba  

  x  ← x  – s  

 enddo 

end 
 
พิสูจน จากอัลกอริทึมเปนการทํางานแบบเวียนเกิด ดวยการหาคาที่ใกลเคียงกับจํานวนเต็มที่
เปนขอมูลนําเขามากที่สุดในแตละรอบ แลวหาผลตางระหวางคาที่หาไดกับจํานวนเต็มที่เปน
ขอมูลนําเขาเพื่อใชในการหาคาที่ใกลเคียงในรอบถัดๆ ไป คาผลตางที่ไดจะมีคาเขาใกล 0 
เร่ือยๆ และจะจบการทํางานเมื่อมีคาผลตางเปน 0 ซึ่งเห็นไดชัดวาผลลัพธที่ไดจากอัลกอริทึมมี
คาเทากับขอมูลนําเขาจํานวนเต็ม x  สวนความซับซอนเชิงเวลานั้น เนื่องจากตัวเลขในระบบ
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายอยูในรูปของ ji )3-()2-(  คาปริมาณของตัวเลขที่มากที่สุดนั้น
ถูกจํากัดอยูที่ x2log  ดังนั้นความซับซอนเชิงเวลาของอัลกอริทึมน้ีเปน )log(log xO  ■ 

ถึงแมวาอัลกอริทึมนี้จะมีการทํางานที่งายไมซับซอนและไดผลรวดเร็ว แตวา
อัลกอริทึมน้ีไมสามารถรับรองไดวาผลลัพธที่ไดจะอยูในรูปแบบคาโนนิคเสมอไป 
 
 
 



 

 

20 

ตัวอยางที่ 3.3 แปลงจํานวนเต็ม 15 ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายดวยอัลกอริทึมเชิงละโมบ 

วิธีทํา การทํางานรอบแรกของอัลกอริทึมเชิงละโมบจะทําการหาคาที่ใกลที่สุดของ 15 นั่นคือ   
(-2)4 (-3)0 จากนั้นหาผลตางของ 15 กับ (-2)4(-3)0 ไดเปน -1 แลวนําคา -1 ที่ไดไปหาคาที่ใกล
ที่สุดในรอบที่สองไดเปน (-2)1(-3)0 และผลตางของ -1 กับ (-2)1(-3)0 คือ 1 จากนั้นหาคาใกล
ที่สุดในรอบที่สามไดเปน (-2)0(-3)0 ซึ่งผลตางของ 1 กับ (-2)0(-3)0 เปน 0 อัลกอริทึมจึงจะจบ
การทํางานและใหคาผลลัพธที่ไดเปน 15 = (-2)4(-3)0 + (-2)1(-3)0 + (-2)0(-3)0 นั่นเอง สามารถ
แสดงไดดังตารางที่ 3.2 

ตารางที่ 3.2 แสดงการแปลงจํานวนเต็ม 15  
ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

iteration x (input) s (nearest number) sxx -= (difference) 
1 15 (-2)4(-3)0 -1 
2 -1 (-2)1(-3)0 1 
3 1 (-2)0(-3)0 0 

 

ตัวอยางที่ 3.4 แปลงจํานวนเต็ม -15 ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายดวยอัลกอริทึมเชิงละโมบ 

วิธีทํา การทํางานรอบแรกของอัลกอริทึมเชิงละโมบจะทําการหาคาที่ใกลที่สุดของ -15 นั่นคือ  
(-2)2 (-3)1 หาผลตางของ -15 กับ (-2)2(-3)1 ไดเปน -3 นําคา -3 ที่ไดไปหาคาที่ใกลที่สุดในรอบ
ถัดไปไดเปน (-2)0(-3)1 ซึ่งผลตางของ -3 กับ (-2)0(-3)1 คือ 0 อัลกอริทึมจึงจบการทํางานและให
คาผลลัพธที่ไดเปน -15 = (-2)2(-3)1 + (-2)0(-3)1 นั่นเอง สามารถแสดงไดดังตารางที่ 3.3 

ตารางที่ 3.3 แสดงการแปลงจํานวนเต็ม -15  
ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

iteration x (input) s (nearest number) sxx -= (difference) 
1 -15 (-2)2(-3)1 -3 
2 -3 (-2)0(-3)1 0 

จากตัวอยางที่ 3.3 การใชอัลกอริทึมเชิงละโมบในการแปลงจํานวนเต็ม 15 นั้นจะได
จํานวน 3 จํานวน แตรูปแบบคาโนนิคของจํานวนเต็ม 15 นั้นเปน 15 = (-2)0 (-3)2 + (-2)1(-3)1 
ซึ่งมีแค 2 จํานวน ในขณะที่จากตัวอยางที่ 3.4 แปลงจํานวนเต็ม -15 ดวยอัลกอริทึมเชิงละโมบ
ได -15 = (-2)2(-3)1 + (-2)0(-3)1 มี 2 จํานวน ซึ่งเปนรูปแบบคาโนนิคดวย ในการหารูปแบบคา
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โนนิคนั้นอาจตองใชเวลานานเนื่องจากจําเปนตองใชกระบวนการหาคําตอบที่ดีที่สุด (optimal 
solution) ถึงจะตอบไดวาใชจํานวนนอยที่สุด งานวิจัยนี้ไมไดสนใจในการหารูปแบบคาโนนิคบน
ระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 
 
3.4 การดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณติ (arithmetic operations) 

ในงานวิจัยเกี่ยวกับระบบแทนจํานวน สิ่งสําคัญที่ตองพิจารณาคือเรื่องการ
ดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตของระบบแทนจํานวน ในสวนของระบบจํานวนฐานคูแบบ
ด้ังเดิมน้ันสามารถแทนจํานวนไดแคจํานวนเต็มบวก ซึ่งการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตน้ัน
มีกระบวนการบวกและการคูณ แตในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นเปนระบบจํานวน
ที่สามารถแทนจํานวนเต็มบวกและจํานวนเต็มลบได ดังนั้นในงานวิจัยนี้ จึงนําเสนอการ
ดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตสําหรับระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายที่สําคัญ ไดแก การ
บวก การลบ และการคูณ 
 
3.4.1 การบวก (addition) 

การบวกของจํานวนสองจํานวนสามารถทําไดดวยการซอนตารางสองตารางระหวาง
ตัวตั้งและตัวบวกเหมือนกับระบบจํานวนฐานคูด้ังเดิม ผลลัพธที่ไดจะเปนตารางใหมที่มีแอ็กทิฟ
เซลลรวมกันระหวางสองตาราง ซึ่งในการบวกกันของระบบสามารถเกิดการชนกันของตําแหนง
เซลลเดียวกันได จึงมีกฎทางพีชคณิตสําหรับแปลงการชนกันของแอ็กทิฟเซลล ดังตอไปน้ี 

กฎทางพีชคณิตที่ 3.1 กฎในการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันในเซลลเดียวกัน โดยใหเซลลที่เกิด
การชนกันเปนชองตารางหมากรุกสีเทาดํา แสดงดังรูปที่ 3.2 

 

รูปที ่3.2 แสดงกฎการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันในเซลลเดียวกันดวยกฎทางพีชคณิต 
jijijiji )3-()2-()3-()2-()3-()2-()3-()2-( 21 ++ +=+  

(-2)i(-3)j + (-2)i(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

(-2)i+1(-3)j + (-2)i+2(-3)j 
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กฎทางพีชคณิตที่ 3.2 กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันในเซลลเดียวกันใหเปนศูนย แสดงดัง
รูปที่ 3.3 

 
รูปที ่3.3 แสดงกฎการลดแอ็กทิฟเซลลทีช่นกันในเซลลเดียวกันดวยกฎทางพีชคณิต 

0=)3-()2-(+)3-()2-(+)3-()2-( 1+ jijiji  

กฎทางพีชคณิตที่ 3.3 กฎในการลดแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันในเซลลเดียวกัน แสดงดังรูปที่ 3.4 

 
รูปที ่3.4 แสดงกฎการลดแอ็กทิฟเซลลทีช่นกันในเซลลเดียวกันดวยกฎทางพีชคณิต 

jijiji )3-()2-(=)3-()2-(2+)3-()2-(2 1+1+  

จากกฎทางพีชคณิตที่ 3.2 และ 3.3 เห็นไดชัดวาการบวกสามารถทําไดในสองเซลล
ที่ติดกันในคอลัมนเดียวกัน แตกฎทางพีชคณิตที่ 3.1 สามารถทําการบวกไดแตถาในสองเซลล
ถัดลงมาภายในคอลัมนเดียวกันเกิดมีแอ็กทิฟเซลลอ่ืนอยู จะสงผลใหสายการทดเกินหนึ่งขั้น 
ดังนั้นเราจึงเสนอกฎทางพีชคณิตอีกสองขอเพ่ือแกไขกรณีที่มีปญหาจากกฎทางพีชคณิตที่ 3.1 
 
 
 
 
 
 

2(-2)i(-3)j + 2(-2)i+1(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

(-2)i+1(-3)j 

(-2)i(-3)j + (-2)i(-3)j + (-2)i+1(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

0 
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กฎทางพีชคณิตที่ 3.4 กฎในการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่อยูในรูปของ 2(-2)i(-3)j + (-2)i+2(-3)j 
แสดงดังรูปที่ 3.5 

 

รูปที ่3.5 แสดงกฎการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่อยูในรูปของ 2(-2)i(-3)j + (-2)i+2(-3)j ดวยกฎทาง
พีชคณิต 1+1+2+ )3-()2-(=)3-()2-(+)3-()2-(2 jijiji  

กฎทางพีชคณิตที่ 3.5 กฎในการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่อยูในรูปของ 2(-2)i(-3)j + (-2)i+2(-3)j 
แสดงดังรูปที่ 3.6 

 

รูปที ่3.6 แสดงกฎการแปลงแอ็กทิฟเซลลที่อยูในรูปของ 2(-2)i(-3)j + 2(-2)i+2(-3)j ดวยกฎทาง
พีชคณิต 1+1+2+2+ )3-()2-(+)3-()2-(=)3-()2-(2+)3-()2-(2 jijijiji  

จากกฎทางพีชคณิตที่ 3.4 และ 3.5 จะทําการลดรูปของกรณีที่มีปญหาจากกฎทาง
พีชคณิตที่ 3.1 ได ซึ่งตัวทดที่เกิดขึ้นจะไมเกิดในแถวใหมของคอลัมนเดียวกัน แตจะเกิดแอ็กทิฟ
เซลลใหมในคอลัมนถัดไป ดังน้ันเราจะนําเสนอการบวกเชิงกําหนด โดยการบวกสามารถทําได
ดวยการซอนตารางสองตารางระหวางตัวตั้งและตัวบวกซึ่งเวลาที่ใชเปนคาคงท่ี แตผลลัพธที่ได
จะเปนตารางใหมที่อาจเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลอยู จึงตองทําการลดรูปดวยกฎทาง
พีชคณิต ทําการพิจารณาลดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลในคอลัมนเดียวกันเปนหลัก โดยแปลง
ใหเปนรูปแบบแทนจํานวนที่ไมเหลือการชนกันของแอ็กทิฟเซลล 

2(-2)i(-3)j + 2(-2)i+2(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

(-2)i+2(-3)j + (-2)i+1(-3)j+1 

2(-2)i(-3)j + (-2)i+2(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

(-2)i+1(-3)j+1 
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การลดรูปอันเน่ืองมาจากแอ็กทิฟเซลลชนกันเพ่ือใหรูปแบบแทนจํานวนอยูใน
รูปแบบที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชนกันได สามารถใชกฎทางพีชคณิตที่เสนอไปหากฎ โดยตัวทดที่
เกิดขึ้นจากการลดรูปน้ันเราจะนําไปเก็บในตารางใหมที่มีชื่อวาตารางตัวทด ดังบทตั้งที่ 3.1 

บทตั้งที่ 3.1 กําหนดให D คือ ตารางรูปแบบแทนจํานวนใดๆ ที่มีแอ็กทิฟเซลลชนกันในคอลัมน
เดียวกันบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย สามารถถูกแบงตารางออกเปนสองตาราง คือ 
ตารางจํานวนเหลือ (remaining table) R และ ตารางจํานวนทด (carry table) C ดวยกฎที่ลดการ
ชนกันของแอ็กทิฟเซลลในคอลัมนเดียวกันเพียงหากฎเทานั้น โดยที่ทั้งตารางจํานวนเหลือและ
ตารางจํานวนทด จะตองอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชนกัน 
 
พิสูจน จะทําการพิสูจนวา รูปแบบแทนจํานวนทั้งหมดที่เกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลนั้น
สามารถเขียนใหเห็นไดวาตารางจํานวนเหลือและตารางจํานวนทดตางก็ไมเกิดการชนกันของ
แอ็กทิฟเซลลและผลรวมของตารางจํานวนเหลือกับตารางจํานวนทดตองมีคาเทากับตาราง
รูปแบบแทนจํานวนของผลบวก ซึ่งรูปแบบแทนจํานวนที่เกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลใน
คอลัมนเดียวกันมีรูปแบบเปนไปไดอยู 3 กรณีหลักๆ ไดแก 

 
กรณีที่ 1 

  

  

  
รูปที่ 3.7 แสดงการแบงตารางกรณีเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลล 

เม่ือเซลลในแถวถัดไปในคอลัมนเดียวกนัไมแอ็กทิฟ 

 

D 

1.3 

R C 

จากกฎที่ 3.5 

D 

1.2 

R C 

จากกฎที่ 3.4 

D 

1.1 

R C 

จากกฎที่ 3.1 



 

 

25 

กรณีที่ 2 

  

  

  
รูปที่ 3.8 แสดงการแบงตารางกรณีเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลล 

เม่ือเซลลในแถวถัดไปในคอลัมนเดียวกนัแอ็กทิฟ 
 

กรณีที่ 3 

  

  

  
รูปที่ 3.9 แสดงการแบงตารางกรณีเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลล 
เม่ือเซลลในแถวถัดไปในคอลัมนเดียวกนัแอ็กทิฟและเกิดการชนกัน 

D 

3.3 

R C 

จากกฎที่ 3.5, 3.2 

D 

3.2 

R C 

จากกฎที่ 3.3 

D 

3.1 

R C 

จากกฎที่ 3.3 

D 

2.3 

R C 

จากกฎที่ 3.5 

D 

2.2 

R C 

จากกฎที่ 3.2 

D 

2.1 

R C 

จากกฎที่ 3.2 
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จากการพิสูจนเห็นไดชัดวา ทุกๆ กรณีที่เกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลสามารถแบงตารางเปน
ตารางจํานวนเหลือและตารางจํานวนทดไดโดยไมเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลและไดคา
ผลรวมทีถู่กตองโดยใชกฎทางพีชคณิตเพียงหากฎที่ไดนําเสนอ ■ 

จากบทตั้งที่ 3.1 เราสามารถเปลี่ยนรูปแบบแทนจํานวนที่ไดจากการบวกใหอยูใน
รูปที่ไมเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลไดดวยกฎทางพีชคณิตเพียงหากฎ ถารูปแบบแทน
จํานวนอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชนกันแลวการทดระหวางคอลัมนจะไมสามารถเกิดขึ้นอีก 
อยางไรก็ตามจากกรณีที่ 1.2 1.3 2.3 และ 3.3 มีการใชกฎทางพีชคณิตที่ 3.4 และ 3.5 ทําใหมี
ตัวทดระหวางคอลัมนเกิดขึ้นจากการลดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลในคอลัมน โดยทิศทางของ
ตัวทดเปนทิศทางการสงคาจากคอลัมนดานซายไปทางดานขวา นั่นแสดงวาในตารางจํานวนทด
นั้นจะไมมีการชนกันของแอ็กทิฟเซลลเกิดขึ้น นอกจากนี้ยังสรุปไดอีกวาจะไมมีแอ็กทิฟเซลล
ติดกัน หรือหางกันหน่ึงเซลลภายในคอลัมนเดียวกัน ดังนั้นเม่ือตารางจํานวนเหลือรวมกับตาราง
จํานวนทดแลวคาผลลัพธที่ไดยอมจะไมเกิดกรณีที่มีแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันอยูติดกันหรือหางกัน
หน่ึงเซลลภายในคอลัมนเดียวกันแนนอน แสดงวาผลลัพธที่ไดจากการรวมหลังจากแบงตาราง
แลวจะเกิดรูปแบบท่ีเปนไปไดเพียงแคสี่รูปแบบ คือ กรณีที่ 1.1 1.2 2.1 และ 2.2 ซึ่งทั้งสี่กรณีนี้
มีเพียงกรณีที่ 1.2 เทานั้นที่สามารถกอใหเกิดการทดไปยังคอลัมนถัดไปไดอีก เพราะมีการใชกฎ
ทางพีชคณิตที่ 3.4 จึงสรุปไดวามีเพียงกรณีที่ 1.2 กรณีเดียวที่อาจจะทําใหเกิดการทดตอเน่ือง
ไปเร่ือยๆ ภายในจํานวนจํากัดของคอลัมน ซึ่งเม่ือทําการลดรูปครบทุกคอลัมนแลวรูปแบบที่มี
การชนกันของแอ็กทิฟเซลลก็จะไมเกิดขึ้น 

กระบวนการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย สามารถทําไดดวยการ
ซอนตารางสองตารางระหวางตัวตั้งและตัวบวก และทําการลดรูปแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันดวยกฎ
เพียงหากฎ ดังทฤษฎีบทที่ 3.2 

ทฤษฎีบทที่ 3.2 กระบวนการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย สามารถทําได
ภายในเวลาเชิงเสนตามจํานวนคอลัมน ดวยอัลกอริทึมการบวก 
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อัลกอริทึมที่ 3.2 อัลกอริทึมการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 
Input :  ji

jalli
jixX )3-()2-(

,
,∑=  และ ji

jalli
jiyY )3-()2-(∑

,
,=  

Output :  ji

jalli
jizZ )3-()2-(∑

,
,=  ซึ่ง ji

jalli
jiji yxYXZ )3-()2-()(

,
,,∑ +=+=  

begin 

 YXZ +←  
 while (Z contains some collisions) do 

  )(, ZsplitCR ←  

  CRZ +←  
 enddo 
end 
 
พิสูจน ตองพิสูจนวา ผลลัพธจากการบวกนั้นใหคาที่ถูกตองและอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชน
กัน และสามารถทําไดภายในเวลาเชิงเสนตามจํานวนคอลัมน 
ผลลัพธจากการบวกนั้นเปนคาที่ถูกตองแลว แตจะเกิดรูปแบบที่มีแอ็กทิฟเซลลชนกนั จึงทําการ
ลดรูปดวยการแบงแยกตาราง ซึ่งผลลัพธที่ไดจากการแบงแยกตารางและเมื่อนํากลับมารวมกัน
แลวจะไดคาถูกตองตามบทตั้งที่ 3.1  
ผลลัพธสุดทายที่ไดจากการบวกจะเปนรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชนกันดวย เน่ืองจากตารางจํานวน
เหลือและตารางจํานวนทดเมื่อรวมกันแลวอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันน้ันอยูตดิกันหรือ
หางกันหนึ่งเซลลภายในคอลัมนเดียวกัน ซึ่งมีเพียงกรณีที่ 1.2 เพียงกรณีเดียวจากบทตั้งที่ 3.1 
ที่จะสงผลใหเกิดการทดตอเนื่องไปเร่ือยๆ ได แตจํานวนของรูปแบบแทนจํานวนมีคอลัมน
จํานวนจํากัด จึงสรุปไดวารูปแบบแทนจํานวนที่เปนผลลัพธสุดทายยอมไมเกิดรูปแบบที่มี
แอ็กทิฟเซลลชนกันแนนอน 
ในแตละขั้นตอนจะใชเวลาคงที่และมีจํานวนรอบสูงสุดไมเกิน n รอบ ซึ่ง n เปนจํานวนคอลัมน
ของรูปแบบแทนจํานวน ทําใหอัลกอริทึมการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายทําได
ภายในเวลาเชิงเสนตามจํานวนคอลัมน 

 ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.5 หาผลบวกระหวางเลข 98 และ 97 ในระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย
ดวยอัลกอริทึมการบวก 

วิธีทํา แสดงดังรูปที่ 3.10 
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รูปที ่3.10 แสดงผลบวกจํานวนเต็ม 98 และ 97 บนระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

  

1 -3 9 -27 -81 
1 

-2 
4 
-8 

1 -3 9 -27 -81 
1 

-2 
4 
-8 

98 97 

1 -3 9 -27 -81 
1 

-2 
4 
-8 

1 -3 9 -27 -81 
1 

-2 
4 
-8 

1 -3 9 -27 -81 
1 

-2 
4 
-8 

Iteration 1 

1 -3 9 -27 -81 
1 

-2 
4 
-8 

Iteration 2 

1 -3 9 -27 -81 
1 

-2 
4 
-8 

1 -3 9 -27 -81 
1 

-2 
4 
-8 

1 -3 9 -27 -81 
1 

-2 
4 
-8 

195 
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3.4.2 การลบ (subtraction) 

จากคุณสมบัติที่เพ่ิมขึ้นมาของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย คือสามารถ
แทนจํานวนเต็มลบได ชวยใหการลบจํานวนเต็มสามารถใชงานไดดวยวิธีการบวกกับตัวลบที่
เปลี่ยนเปนตัวตรงขามโดยเพิ่มเครื่องหมายลบเขาไป เราจึงเสนอกฎทางพีชคณิตในการแปลง
แอ็กทิฟเซลลเพ่ือหาตัวผกผันของการบวก ดังตอไปน้ี 

 
กฎทางพีชคณิตที่ 3.6 กฎในการแปลงแอ็กทิฟเซลลเพ่ือหาตัวผกผันของการบวก แสดงดังรูปที่ 
3.11 

 

รูปที ่3.11 แสดงกฎการแปลงแอ็กทิฟเซลลเพ่ือหาตวัผกผันของการบวก 
 

ทฤษฎีบทที่ 3.3 ตัวผกผันการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายสามารถหาไดโดย
กฎทางพีชคณิตที่ 3.6 ภายในเวลาไมเกินจํานวนคอลัมน  
 

พิสูจน ตองพิสูจนวา จากกฎทางพีชคณิตที่ 3.6 สามารถใชหาตัวผกผันการบวกภายในเวลาไม
เกินจํานวนคอลัมน เน่ืองจากการหาตัวผกผันการบวกสามารถทําไดดวยการเพิ่มแอ็กทิฟเซลล
ใหติดกับแอ็กทิฟเซลลทุกตัวที่มีอยูแลวในแถวถัดไปภายในคอลัมนเดียวกัน จะตองแสดงใหเห็น
เวลาในการทํางานขึ้นกับจํานวนคอลัมน เน่ืองจากไมมีการสงตัวทดระหวางคอลัมนเกิดขึ้น แต
ถาในการเพิ่มแอ็กทิฟเซลลที่อยูในแถวถดัลงไปในคอลัมนเดียวกันเกิดมีแอ็กทิฟเซลลอยูดวย จะ
ทําใหเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลใหมขึ้น เราสามารถลดรูปการชนกันของแอ็กทิฟเซลลที่
เกิดขึ้นไดดวยกฎเพียงหาขอ จากบทตั้งที่ 3.1 และหาผลรวมจากการลดแอ็กทิฟเซลลที่ชนกัน
ดวยทฤษฎีบทที่ 3.2 ซึ่งการทํางานสามารถทําไดภายในเวลาเชิงเสนตามจํานวนคอลัมน ดังน้ัน
จึงสรุปไดวาการหาตัวผกผนัการบวกนั้นสามารถทํางานไดภายในเวลาไมเกินจํานวนคอลัมน ■ 

a = (-2)i(-3)j 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

… (-3)j (-3)j+1 … 
… 

(-2)i 

… 
(-2)i+2 
(-2)i+1 

-a = (-2)i(-3)j + (-2)i+1(-3)j 
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จากทฤษฎีบทที่ 3.3 การหาตัวผกผันการบวกกฎทางพีชคณิตที่ 3.6 นั้น จะเพ่ิม
แอ็กทิฟเซลลเพ่ิมขึ้นมาในแถวถัดไปหนึ่งเซลล ดังนั้นถาเกิดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลก็
สามารถใชกฎการลดการชนกันของแอ็กทิฟเซลลที่ไดเสนอไปแลวได ซึ่งแสดงการหาตัวผกผัน
การบวกไดตามตัวอยางตอไปน้ี 
 
ตัวอยางที่ 3.6 หาตัวผกผันการคูณของจํานวนเตม็ 9 และ -9 

วิธีทํา แสดงดังรูปที่ 3.12 

 

รูปที ่3.12 แสดงการหาตัวผกผันการบวกของ 9 และ -9  
บนระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

ทฤษฎีบทที่ 3.4 กระบวนการลบบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย สามารถทําไดดวย
วิธีการเดียวกับการบวก โดยที่ตัวลบจะถูกแปลงรูปแบบแทนจํานวนเปนตัวผกผันการบวกกอน 
 
พิสูจน ตองพิสูจนวา ผลลัพธจากการลบนั้นใหคาที่ถูกตองและอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชน
กัน เน่ืองจากกระบวนการลบคือการบวกที่ตัวลบถูกแปลงรูปแบบแทนจํานวนเปนตัวผกผันการ

1 -3 9 -27 
1 

-2 
4 

1 -3 9 -27 
1 

-2 
4 

9 

-9 

1 -3 9 -27 
1 

-2 
4 

1 -3 9 -27 
1 

-2 
4 

-9 

1 -3 9 -27 
1 

-2 
4 

9 

[จากกฎที่ 3.6] [จากกฎที่ 3.6] 

[จากกฎที่ 3.2] 
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บวก ซึ่งการบวกนั้นไดพิสูจนไวแลววาไดผลลัพธที่ไดถูกตอง และดวยกฎการลดรูปหลังจากการ
บวกทําใหผลลัพธที่ไดอยูจึงอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลที่ชนกันดวย ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.7 หาผลลบระหวางเลข 45 และ 9 ในระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

วิธีทํา การทํางานเริ่มจากการหารูปแบบแทนจํานวนของ 45 และ 9 โดยใชอัลกอริทึมเชิงละโมบ
ในการแปลง จะได 45 = (-2)2(-3)2 + (-2)0(-3)2 และ 9 = (-2)0(-3)2 จากนั้นจึงเร่ิมกระบวนการ
ลบ แสดงดังรูปที่ 3.13 
 

 
รูปที ่3.13 แสดงผลลบของจํานวนเต็ม 45 และ 9  
บนระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

  
 
3.4.3 การคูณ (multiplication) 

การคูณของจํานวนสองจํานวนสามารถทําไดดวยวิธีเดียวกับระบบจํานวนฐานคู
ด้ังเดิม ดวยการนําแอ็กทิฟเซลลในตารางของคาตัวตั้งเลื่อนตามตําแหนงแอ็กทิฟเซลลแตละตัว
ของตัวคูณในตาราง แลวนําผลที่ไดมารวมกันดวยวิธีการบวก ซึ่งผลลัพธที่ไดจากการคูณจะตอง
อยูในรูปปกติดวย 
 

9 

1 -3 9 -27 
1 

-2 
4 

-9 

1 -3 9 -27 
1 

-2 
4 

1 -3 9 -27 
1 

-2 
4 

45 

1 -3 9 -27 
1 

-2 
4 

-9 

1 -3 9 -27 
1 

-2 
4 

1 -3 9 -27 
1 

-2 
4 

36 
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ทฤษฎีบทที่ 3.5 กระบวนการคูณบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย สามารถทําไดดวย
วิธีการนําแอ็กทิฟเซลลในตารางของคาตัวตั้งเลื่อนตามตําแหนงแอ็กทิฟเซลลแตละตัวของตวัคณู
ในตาราง แลวนําผลที่ไดทําการบวกดวยอัลกอริทึมการบวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมาย 
 
พิสูจน ตองพิสูจนวา ผลลัพธจากการคูณน้ันใหคาที่ถูกตองและอยูในรูปที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชน
กัน เน่ืองจากกระบวนการคูณใชหลักการเดียวกับระบบจํานวนฐานคูแบบด้ังเดิม ซึ่งใหผลลัพธที่
ถูกตอง เม่ือทําการเลื่อนคาตัวตั้งตามตัวคูณและทําการบวกแลว การลดรูปหลังการบวกจะให
ผลลัพธที่อยูในรปูที่ไมมีแอ็กทิฟเซลลชนกัน ■ 
 
ตัวอยางที่ 3.8 หาผลคูณระหวางเลข 7 และ -14 ในระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 

วิธีทํา เร่ิมจากการหารูปแบบแทนจํานวนของ 7 และ -14 โดยใชอัลกอริทึมเชิงละโมบในการ
แปลง จะได 7 = (-2)1(-3)1 + (-2)0(-3)0 และ -14 = (-2)2(-3)1 + (-2)1(-3)0 จากนั้นจึงเริ่ม
กระบวนการลบ แสดงดังรูปที่ 3.14 
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รูปที ่3.14 แสดงผลคูณของจํานวนเต็ม 7 และ -14 ในระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย 
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บทที่  4 
 

รูปแบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายทั่วไป 
 

จากที่ไดนําเสนอในบทที่ผานมา ระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นใชฐาน 

1β  เปน -2 และ 2β  เปน -3 เพ่ือขยายระบบจํานวนฐานคูเดิมใหสามารถแทนจํานวนแบบมี
เครื่องหมายไดและมีความสมบูรณในการแทนจํานวนเต็มทุกชนิด แตในกรณีที่มีความตองการ
ใชระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย โดยใชฐานเปนจํานวนเต็มอ่ืนๆ จะมีผลแตกตางออกไป 
ซึ่งในสวนน้ีจะนําเสนอรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายทั่วไป เพ่ือพิจารณาถึง
ผลกระทบตางๆ ที่เกิดขึ้น 
 
4.1 ความสมบูรณของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเคร่ืองหมายทั่วไป 

เดิมระบบจํานวนฐานคูมีความซ้ําซอนและการกระจายตัวเลขสูง ซึ่งมีฐานคูเปน 2 
และ 3 แตในระบบจํานวนฐานคูไมสามารถแทนจํานวนเต็มลบได ในงานวิจัยไดเสนอระบบ
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายเพื่อใหคาบางคาในระบบสามารถมีการแทนจํานวนเต็มลบได 
พรอมทั้งมีความสมบูรณในการแทนจํานวนเต็มทุกชนิด ในการพิจารณาฐานแบบมีเครื่องหมาย
นั้น ไมไดหมายความวาจะมีแค 21 −=β  และ 32 −=β  เทานั้น แตอาจมีกรณีอ่ืนๆ เชน 

21 −=β  และ 32 =β  หรือ 21 =β  และ 32 −=β  ซึ่งในกรณีที่ 21 =β  นั้นเห็นไดชัดวา
รูปแบบแทนจํานวนมีความสมบูรณดวยคุณสมบัติของเลขฐานสอง ดังน้ันเราจะพิจารณากรณีที่ 

21 −=β  และ 2β  เปนจํานวนเต็ม 

ทฤษฎีบทที่ 4.1 กําหนดให x เปนจํานวนเต็มใดๆ x สามารถแทนจํานวนไดบนระบบจํานวน
ฐานคูแบบมีเครื่องหมายที่มี 21 −=β  และ 2β  เปนจํานวนเต็ม 
 
พิสูจน เพ่ือทําการพิสูจนวาทุกๆ จํานวนเต็มสามารถแทนจํานวนไดบนระบบจํานวนฐานคูแบบ
มีเครื่องหมายทั่วไป การพิสูจนจะแบงเปนสองกรณีใหญๆ คือ กรณีของจํานวนเต็มบวกและ
กรณีของจํานวนเต็มลบ 
 

กรณีที่ 1 รูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มบวก เราทําการพิสจูนดวยการเสนออัลกอริทึมการ
แปลงจํานวนเต็มบวก N  จากรูปแบบแทนจํานวนฐานคูแบบด้ังเดิมไปเปนรูปแบบแทนจํานวน
ฐานคูแบบมีเครื่องหมาย โดยจํานวนเต็มบวก N  แสดงรูปแบบแทนจํานวนในรูปแบบดังตอไปน้ี 
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คาของ 0,2id ′  และ 0,12 −′′id  มีคาเพียงแค 0 หรือ 1 เทานั้น วัตถุประสงคหลักคือการปรับรูปแบบ
แทนจํานวนใหอยูในรูปของจํานวนเต็ม N  ในระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย ซึ่งแสดงอยู
ในรูปของ 
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ซึ่ง }1,0{∈, jie  ขั้นตอนการพิสูจนสามารถทําตามจากทฤษฎีบทที่ 3.1 คา N แสดงไดดังนี้ 

 0
2

12
2

1
0,12

0
2

2
0,120,2

2

0

)()2()()2)(( ββ −
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=
−−

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡

=

−′′+−′′+′= ∑∑ i

m

i
i

i
ii

m

i
dddN  

 

โดยที่ 0
0,

2
2

=′
⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡md  ก็ตอเม่ือ 

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢=⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡

22
mm  และ 00,1 =′′−d   

ดังนั้นรูปแบบแทนจํานวนของ N  ที่เปนจํานวนเต็มบวกสามารถแสดงใหอยูบนรูปแบบแทน
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายโดยฐาน 21 −=β  และฐาน 2β  ได ดังสมการ (4.3) 
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กรณีที่ 2 รูปแบบแทนจํานวนของจํานวนเต็มลบ เราทําการพิสูจนดวยวิธีการเดียวกับการพิสูจน
กรณีของจํานวนเต็มบวก 

คา N แสดงไดดังนี้ 
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ดังน้ันรูปแบบแทนจํานวนของ N  ที่เปนจํานวนเต็มลบสามารถแสดงใหอยูบนรูปแบบแทน
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายโดยฐาน 21 −=β  และฐาน 2β  ได ดังสมการ (4.3) 

  

จึงสรุปไดวาระบบแทนจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายใดๆ ที่มีฐาน 21 −=β  และ 

2β  สามารถแทนจํานวนเต็มไดทุกจํานวนเต็ม 
 
4.2 จํานวนแอ็กทิฟเซลลของจํานวนฐานคูแบบมีเคร่ืองหมาย 

นอกเหนือจากคุณสมบัติความซ้ําซอนสูงแลวความโดดเดนของระบบจํานวนฐานคู
อีกประการหนึ่งก็คือใชจํานวนตัวเลขนอยในการแทนคาจํานวนสูงๆ ได ซึ่งชวยใหการ
ดําเนินการทางเลขคณิตสามารถคํานวณไดรวดเร็ว ความซ้ําซอนระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายทั่วไปจะลดลงเมื่อขยายขนาดของ 2β  ใหมีคามากขึ้นแตวาระบบแทนจํานวนจะ
สามารถแสดงคาจํานวนที่ใหญๆ ไดมากขึ้นเชนกัน นั่นคือการใชฐานที่แตกตางกันยอมสงผลตอ
จํานวนตัวเลขที่ใชแทนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายดวย ในการเปรียบเทียบ
จํานวนตัวเลขที่ใชแทนจํานวนบนระบบจํานวนที่ใชฐานตางกันน้ัน จะทําการเปรียบเทียบในชวง
เดียวกัน เชน กําหนดใหระบบจํานวนฐานคู 2−  , aβ  และ 2−  , bβ  โดยที่ ba ββ <  แทน
จํานวนเต็มที่อยูในชวงจํานวนเต็มตั้งแต -n ถึง n ซึ่งขนาดของตารางรูปแบบแทนจํานวนฐานคู 

2−  , aβ  จะตองใชพ้ืนที่ขนาดใหญกวาตารางรูปแบบแทนจํานวนฐานคู 2−  , bβ  แสดงวา
จํานวนที่สามารถแทนไดดวยแอ็กทิฟเซลลเดียวของฐาน 2−  , aβ  จะมีมากกวาระบบจํานวน
ฐานคู 2−  , bβ  แนนอน และอีกประการหนึ่งจากชวงของจํานวนเต็ม -n ถึง n นั้น รูปแบบแทน
จํานวนเมื่อฐาน 2−  , aβ  จะมีโอกาสที่จะไดรูปแบบแทนจํานวนที่มีจํานวนแอ็กทิฟเซลลนอย
กวา เน่ืองจากมีจํานวนตัวเลขภายในชวง –n ถึง n ซึ่งเปนพหุคูณ (multiple) ของ j

a )(β  
มากกวา j

b )(β  ดังน้ันในการหารูปแบบจํานวนในชวงจํานวนเต็มที่จํากัดนั้น จํานวนของ
แอ็กทิฟเซลลจะมีโอกาสนอยกวาเมื่อใชขนาดของฐาน 2β  ที่เล็กกวา แตถาพิจารณาในขนาด
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ของตารางที่มีขนาด nm×  เทากัน รูปแบบแทนจํานวนที่มีขนาดของฐาน 2β  ที่ใหญกวา
สามารถแสดงคาจํานวนเต็มที่ใหญกวาได 



 

 

บทที่  5 
 

สรุปผลการวจิัยและขอเสนอแนะ 
 
5.1 สรุปผลการวจิัย 

ระบบจํานวนฐานคูมีคุณสมบัติที่สําคัญคือ มีความซ้ําซอนสูง ใชพ้ืนที่ในการเก็บ
ตัวเลขนอย และจํากัดการแพรกระจายของตัวทด สงผลใหความสามารถในการคํานวณเร็วกวา
ระบบจํานวนซ้ําซอน และมีตัวปฏิบัตกิารพื้นฐานทางเลขคณิตที่สําคัญคือ การบวก และการคูณ 
แตรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฐานคูนั้นไมสามารถแสดงจํานวนเต็มลบได การใช
ตัวเลขแบบมีเครื่องหมายเพิ่มเขาไปในชุดตัวเลขนั้นจะชวยเพ่ิมความสามารถในการแสดงคา
ของจํานวนเต็มลบได แตจําเปนตองเพิ่มขนาดของบิตเดิมจากหนึ่งบิตเปนสองบิตในแตละ
ตําแหนงบนระบบจํานวนดวย 

ในงานวิจัยนี้นําเสนอ การขยายรูปแบบแทนจํานวนของระบบจํานวนฐานคูโดยใช
ฐานคูแบบมีเครื่องหมาย เพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพแกรูปแบบแทนจํานวนใหสามารถแสดงคาของ
จํานวนเต็มไดทุกชนิด โดยที่จํานวนบิตในแตละตําแหนงบนระบบจํานวนนั้นใชเพียงแคหน่ึงบิต
ในแตละตําแหนงบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายจะมีทั้งเครื่องหมายบวกและ
เครื่องหมายลบในปริมาณอยางละครึ่งของตารางแทนจํานวน นั่นหมายความวาระบบจํานวน
ฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นจะถูกลดความสามารถในการแสดงของจํานวนเต็มบวกลงเพื่อเพ่ิม
ความสามารถในการแสดงของจํานวนเต็มลบใหมากขึ้น โดยที่ยังคงมีความสมบูรณในการแทน
จํานวนเต็มไดทุกตัวทั้งจํานวนเต็มบวกเดิมและจํานวนเต็มลบที่เพ่ิมขึ้นมาดวย ซึ่งมีบทพิสูจนใน
ทฤษฎีบทแลว นอกจากนั้นมีการนําเสนออัลกอริทึมเชิงละโมบสําหรับการแปลงจํานวนเต็ม
ตางๆ เปนจํานวนบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย ซึ่งมีความซับซอนเชิงเวลาเปน
ลอการิทึม เสนออัลกอริทึมการดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิตที่สําคัญ ไดแก การบวก การลบ 
และการคูณ และเสนอกฎทางพีชคณิตสําหรับการลดรูปของแอ็กทิฟเซลลตางๆ ที่ชวยในการ
บวกได ทําใหจํากัดการแพรกระจายของตัวทด ซึ่งบรรลุตามวัตถุประสงค เสนอกระบวนการ
บวกบนระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายเปนแบบเชิงกําหนด โดยมีจํานวนรอบสูงสุดในการ
ลดแอ็กทิฟเซลลที่ไมชนกันไมเกินจํานวนคอลัมน ในสวนสุดทายเปนการวิเคราะหถึงรูปแบบ
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายใดๆ โดยการพิจารณาถึงความสมบูรณในการแสดงคาของ
จํานวนเต็ม จํานวนแอ็กทิฟเซลลที่ใชในการแทนจํานวนเมื่อขนาดของฐาน 2β  มีขนาดใหญขึ้น 
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5.2 ปญหาและขอเสนอแนะ 

ในงานวิจัยเกี่ยวกับระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายยังมีปญหาที่ตองแกไดอีก
หลายๆ สวน เชน ระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นเปนระบบจํานวนที่มีความซ้ําซอนสูง
และมีคาในแตละตําแหนงเปนจํานวนเต็มบวกและจํานวนเต็มลบอยูรวมกัน ดังน้ันปญหาที่เห็น
ไดชัดคือ โอกาสในการเกิดรูปแบบซ้ําซอนศูนย ซึ่งจะสงผลใหการคํานวณในทางวงจรนั้นชาลง 
ในกฎทางพีชคณิตที่ไดเสนอไปนั้นสามารถกําจัดรูปแบบซํ้าซอนศูนยไดบางรูปแบบ แตในระบบ
แทนจํานวนนี้ยังมีรูปแบบที่ซ้ําซอนศูนยอีกหลายรูปแบบที่ยังไมไดสนใจ อีกปญหาของรปูแบบ
แสดงคาของระบบจํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย คือ การบงบอกใหสามารถเห็นไดชัดเจนวา
จํานวนเต็มที่แสดงบนระบบจํานวนนี้มีคาเปนจํานวนเต็มบวกหรือจํานวนเต็มลบ เน่ืองจากระบบ
จํานวนฐานคูแบบมีเครื่องหมายนั้นจะตองทําการคํานวณคาเลขหนึ่งที่เกิดขึ้นทั้งหมดในรูปแบบ
แทนจํานวนกอนถึงจะรูไดวาจํานวนนั้นมีคาเปนจํานวนเต็มบวกหรือจํานวนเต็มลบ และมีสวน
ของปญหาดั้งเดิมที่มาจากระบบจํานวนฐานคูคือ การเปรียบเทียบคาของจํานวนสองจํานวนซึ่ง
ทําไดยากอยู โดยการคํานวณจํานวนเลขหนึ่งที่เกิดขึ้นทั้งหมดของแตละจํานวนเพื่อเอาผลลัพธ
สุดทายที่ไดมาเปรียบเทียบกันระหวางสองจํานวน นอกจากนั้นระบบจํานวนฐานคูแบบมี
เครื่องหมายสามารถนํากระบวนการบวกไปพัฒนาเปนกระบวนการบวกแบบสายทอ เพ่ือให
สามารถนําผลลัพธที่หาไดจากสวนกอนหนาไปคํานวณตอไปไดอยางอิสระ 
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อภิธานศัพท 
 
สัญกรณทางคณิตศาสตร 
 
i   เลขดัชนีของแถว (row index) 
j   เลขดัชนีของคอลัมน (column index) 

jid ,  ดิจิตในตําแหนงแถวที่ i คอลัมนที่ j (digit in the ith row and jth 
column) 

ji

jalli
jid 32

,
,∑   รูปแบบแทนจาํนวนฐานคู (double base number representation) 

ji

jalli
jid )3()2(

,
, −−∑  รูปแบบแทนจาํนวนฐานคูแบบมีเครื่องหมาย (double signed-base 

number representation) 
D ตารางรูปแบบแทนจํานวนทีมี่แอ็กทิฟเซลลชนกัน (table 

representation containing some collision of active cells) 
R   ตารางจํานวนเหลือ (remaining table) 
C   ตารางจํานวนทด (carry table) 
-a   ตัวผกผันการบวกของ a (additive inverse of a) 
β    ฐาน (base) 

nm×    ขนาดของตารางแทนจํานวน (size of table representation) 

   เซลลไมแอ็กทิฟ ดิจิตศูนย (non-active cell, zero digit) 

   แอ็กทิฟเซลล ดิจิตที่ไมเปนศูนย (active cell, non-zero digit) 

   แอ็กทิฟเซลลที่มีการชนกัน (collision of active cells) 
 
 
ตัวยอ 
 
DBNS   double base number system 
DBNR   double base number representation 
DSBNS  double signed-base number system 
DSBNR  double signed-base number representation 
CDBNR  canonic double base number representation 
NCDBNR  near canonic double base number representation 
ARDBNR  addition ready double base number representation 
NP Complete  non-deterministic polynomial-time complete
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