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บทที่ 1  
บทน า 

 

1.1 ที่มาและความส าคัญของวิทยานิพนธ์ 

 ในการแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยการค านวณนั้นสามารถแก้ได้แต่เพียงปัญหาง่ายๆ และยังมี
ความยุ่งยากซับซ้อนมาก แต่การแก้สมการโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขนั้นสามารถท าได้ง่ายกว่ามาก ซึ่ง
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เองก็เป็นหนึ่งในระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ได้พัฒนามาอย่างต่อเนื่องเป็น
เวลานานและใช้กันอย่างแพร่หลายในด้านวิศวกรรม [1] เช่น การวิเคราะห์ความแข็งแรงของ
โครงสร้าง การวิเคราะห์การถ่ายเทความร้อน การวิเคราะห์การไหลของของไหล และการวิเคราะห์
ความเค้นเนื่องจากความร้อนในโครงสร้าง 

ปัญหาการน าร้อนเป็นปัญหาที่มีความง่ายเพราะมีตัวแปรไม่ทราบค่าเพียงตัวเดียว และยังมี
สมการเชิงอนุพันธ์เพียงสมการเดียว ท าให้สามารถหาผลเฉลยแม่นตรงได้ง่าย ซึ่งท าให้สามารถ
ตรวจสอบความแม่นย าของผลลัพธ์ ได้โดยง่าย เหมาะแก่การน ามาใช้ทดสอบวิธีวิเคราะห์ปัญหาแบบ
ใหม่ เพื่อศึกษาประสิทธิภาพของวิธีวิเคราะห์ปัญหาแบบใหม่  

ในงานวิจัยนี้จะท าการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อน 2 มิติ ใช้เอลิเมนต์สี่เหลี่ยม 
เนื่องจากเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมนั้นมีความแม่นย าของผลลัพธ์มากกว่าเอลิเมนต์แบบสามเหลี่ยม 
เพราะเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยม นั้นจะมีฟังก์ชันการกระจายภายในแบบเชิงเส้นคู่ (bilinear) ส่วนเอลิ
เมนต์แบบสามเหลี่ยมจะเป็นแผ่นเรียบ (flat plane)  เมื่อเปรียบเทียบเอลิเมนต์สี่เหลี่ยม 1 เอลิเมนต์
และเอลิเมนสามเหลี่ยม 2 เอลิเมนต์ ที่มีจ านวนจุดต่อเท่ากัน ซึ่งมีจ านวนสมการหรือตัวไม่รู้ค่าเท่ากัน 

 (ก) เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมหนึ่งเอลิเมนต์ (ข) เอลิเมนต์สามเหลี่ยมสองเอลิเมนต์ 

รูปที่ 1.1 เปรียบเทียบลักษณะการกระจายที่เกิดขึ้นจากการใช้เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมและเอลิเมนต์
สามเหลี่ยมเมื่อมีจุดต่อเท่ากัน 
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แต่เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมจะให้ลักษณะการกระจายของผลเฉลยที่โค้งมนซับซ้อนมากกว่าดังที่แสดงใน 
รูปที่ 1.1 

แต่ในการใช้เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมผืนผ้าอย่างเดียวนั้นก็มีข้อเสียคือ ไม่สามารถสร้างเอลิเมนต์ให้
เข้ากับรูปร่างของปัญหาเช่นผิวโค้ง ฉะนั้นจึงเป็นเหตุจ าเป็นที่จะต้องใช้เอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมด้านไม่
เท่า (quadrilateral element) เพ่ือให้สามารถสอดคล้องกับรูปทรงของปัญหาที่ซับซ้อนในสองมิติ 
แต่จะมีข้อด้อยในเรื่องที่จะต้องท าการอินทิเกรตเชิงตัวเลข (numerical integration) ด้วยวิธีเกาส์-
เลอร์จองด์ (Gauss–Legendre quadrature) ในการค านวณหาเมทริกซ์การน าความร้อนซึ่งท าให้
ต้องใช้เวลาในการค านวณที่มากกว่าเอลิเมนต์แบบสามเหลี่ยมที่สามารถท าการอินทิเกรตออกได้
ออกมาเป็นรูปแบบปิดของเมทริกซ์การน าความร้อน เพ่ือแก้ข้อเสียนี้จึงเป็นเหตุให้ท าการประยุกต์
หลักการของฟลักซ์ โดยสมมุติการกระจายตัวของฟลักซ์ให้อยู่ในรูปแบบเดียวกันกับตัวไม่ทราบค่าซึ่ง
สมมุติให้อยู่ในรูปแบบฟลักซ์เชิงเส้น (linear flux formulation) เพ่ือท าให้ได้เมทริกซ์การน าความ
ร้อนที่สามารถอินทิเกรตออกมาอยู่ในรูปแบบปิด จึงสามารถช่วยลดเวลาในการสร้างเมทริกซ์การน า
ความร้อน นอกจากนั้นในการวิเคราะห์ปัญหาทางไฟไนต์เอลิเมนต์นั้นเมื่อลักษณะการกระจายตัวของ
ผลลัพธ์มีการเปลี่ยนแปลงอย่างฉับพลันในการใช้เอลิเมนต์ที่มีขนาดใหญ่นั้นไม่สามารถรองรับการ
เปลี่ยนแปลงอย่างฉับพลันของผลลัพธ์ภายในเอลิเมนต์ได้ โดยปกติแล้วจะต้องแบ่งจ านวนเอลิเมนต์ให้
มากขึ้นเพ่ือลดขนาดเอลิเมนต์ลงเพ่ือให้การเปลี่ยนแปลงของผลลัพธ์นั้นค่อย ๆ เปลี่ยนภายใน 
เอลิเมนต์ ซึ่งการเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์เพ่ือให้ได้ผลลัพธ์ที่ดียิ่งขึ้นนั้นก็จ าเป็นต้องใช้หน่วยความจ าของ
คอมพิวเตอร์ที่มากขึ้นและเวลาที่ใช้ในการค านวณมากขึ้นด้วยตามล าดับ เพ่ือที่จะหลีกเลี่ยงการใช้
หน่วยความจ าที่มากเกินไปจึงเป็นสาเหตุให้เพ่ิมเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์ (adaptive meshing 
technique) มาประยุกต์ใช้กับการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อน เพ่ือเพ่ิมความแม่นย าของผลลัพธ์
ที่ค านวณได้ โดยที่ในบริเวณที่ผลลัพธ์มีการเปลี่ยนแปลงมากก็จะปรับขนาดเอลิเมนต์ให้เล็กลงใน
ขณะเดียวกันในส่วนที่ผลลัพธ์มีความเปลี่ยนแปลงน้อยกว่าก็จะสามารถปรับขนาดเอลิเมนต์ให้มีขนาด
ใหญ่กว่าได้จึงไม่จ าเป็นจะต้องค านวณด้วยเอลิเมนต์ที่มีขนาดเล็กตลอดทั้งขอบเขตการค านวณ จึงช่วย
ลดเวลาในการค านวณและหน่วยความจ าเครื่องคอมพิวเตอร์ที่ใช้ในการค านวณได้อีกดว้ย 

 

1.2 วัตถุประสงค์ของวิทยานิพนธ์ 

1.2.1 ศึกษาพฤติกรรมและทฤษฎีของปัญหาการถ่ายเทความร้อน  

1.2.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนโดยใช้  
เอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า  

1.2.3 ศึกษาและประยุกต์ใช้ฟลักซ์เชิงเส้นเพ่ือใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนใน
สองมิต ิ 

1.2.4 ประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบฟลักซ์เพ่ือน ามา
วิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อน 
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1.2.5 ศึกษาและประยุกต์เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์เพ่ือน ามาลดการใช้หน่วยความจ าและ
เพ่ิมความแม่นย าของผลลัพธ์ในการวิเคราะห์การน าความร้อนในสองมิติ 

1.2.6 ศึกษาการใช้งานโปรแกรม AUTOMESH-2D ในการแบ่งเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมและใช้ร่วมกับ
เทคนิคการปรับขนาด 

 

1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ์ 

1.3.1 วิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติ ที่สภาวะอยู่ตัว 

1.3.2 วิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนที่มีเงื่อนไขขอบเขตที่ก าหนดอุณหภูมิ หรือหุ้มฉนวน
เท่านั้น 

1.3.3 วิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนที่ไม่มีการถ่ายเทความร้อนในรูปแบบอ่ืน เช่น การพา
ความร้อน หรือการแผ่รังสี โดยภายในโดเมนของการค านวณนั้นจะมีเฉพาะการน าความ
ร้อนอย่างเดียวเท่านั้น 

 

1.4 ขั้นตอนการด าเนินงาน 

1.4.1 ศึกษาทฤษฎีที่เก่ียวข้องในการวิเคราะห์ปัญหาการน าร้อน 

1.4.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาการ
ถ่ายเทความร้อนสองมิติโดยใช้เอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าแบบฟลักซ์ 

1.4.3 ประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์เพ่ือใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนสองมิติ
โดยใช้เอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า ทั้งแบบทั่วไป และแบบฟลักซ ์

1.4.4 ตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่ประดิษฐ์ขึ้นกับปัญหาอย่างง่ายที่ทราบ
ผลเฉลยแม่นตรง 

1.4.5 ประยุกต์เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์กับโปรแกรมคอมพิวเตอร์ 

1.4.6 สรุปผล และจัดท ารายงาน 

 

1.5 ประโยชน์ที่ได้รับจากงานวิจัย 

1.5.1 มีความเข้าใจในการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติที่สภาวะอยู่ตัว 

1.5.2 มีความเข้าใจในระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อน 

1.5.3 สามารถประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ จากสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ที่สร้างขึ้นมาได้ 

1.5.4 เป็นแนวทางส าหรับการศึกษาและพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ต่อไปในอนาคต 

 



บทที่ 2  
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

 ปราโมทย์ เดชะอ าไพ [1] ได้ศึกษาและน าเสนอระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์อย่างละเอียด โดย
ที่น ามาใช้ในงานวิจัยนี้คือ การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์โดยระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง 
ฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า และการประยุกต์ระเบียบวิธีไฟไนต์  
เอลิเมนต์ส าหรับวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนในของแข็ง พร้อมทั้งประดิษฐ์โปรแกรม
คอมพิวเตอร์ (HEAT2D) ที่ใช้ส าหรับวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนในสองมิติ โดยใช้เอลิเมนต์
แบบสามเหลี่ยม และมีการเปรียบเทียบว่าเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมสี่จุด 1 เอลิเมนต์ นั้นให้ความแม่นย า
ของการกระจายตัวของผลลัพธ์ภายในเอลิเมนต์ที่ดีกว่าเอลิเมนต์สามเหลี่ยมสามจุดต่อ 2 เอลิเมนต์ 

 Pandey, A. K., Dechaumphai, P. and Wieting, A. R. [2] ประยุกต์ระเบียบวิธีไฟไนต์ 
เอลิเมนต์เข้ากับหลักการฟลักซ์ส าหรับปัญหาความเค้าเนื่องจากความร้อนที่เกิดขึ้นในโครงสร้างใน
สภาวะอยู่ตัวโดยก าหนดฟลักซ์ของเอลิเมนต์ให้อยู่ในลักษณะเชิงเส้นให้อยู่ในรูปแบบเดียวกับตัวแปร
ไม่ทราบค่าทั่วไป และใช้กับเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า ท าให้สามารถสร้างไฟไนต์เอลิเมนต์ให้
อยู่ในรูปแบบปิด (closed form) ซึ่งเพ่ิมความแม่นย าของผลลัพธ์และลดเวลาที่ใช้ในการสร้างไฟไนต์
เอลิเมนต์เมทริกซ์  

 Polesky, S. P. [3] ประยุกต์ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เข้ากับทฤษฎีลักซ์ส าหรับวิเคราะห์
ปัญหาการถ่ายเทความร้อนภายในโครงสร้างซึ่งมีการเปลี่ยนแปลงตามเวลาทั้งในแบบ 1 มิติ และแบบ
เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าใน 2 มิติ และเพ่ิมความแม่นย าของผลลัพธ์ข้นไปอีกขั้นด้วยการใช้  
เอลิเมนต์แบบไร้จุดต่อ ซึ่งสามารถให้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย าที่ใกล้เคียงกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์
แบบทั่วไปที่ใช้จุดต่อท่ีเท่ากัน  

 Dechaumphai, P. [4] น าเสนอการเพ่ิมความแม่นย าของผลลัพธ์จากระเบียบวิธีไฟไนต์ 
เอลิเมนต์แบบเอลิเมนต์สามเหลี่ยมสามจุดต่อโดยใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์ ส าหรับการ
วิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนในของแข็ง โดยเทคนิคการปรับขนาดนั้นน าผลลัพธ์จากการ
ค านวณในรอบแรกมาค านวณหาอนุพันธ์ล าดับที่สองของผลลัพธ์ และใช้หลักการการหาค่าความเค้น
ในแนวแกนหลัก (principal stress)  ในวิชากลศาสตร์ของแข็ง (solid mechanics) เพ่ือเลือกค่ามาก
ที่สุดที่จะน าไปค านวณหาขนาดเอลิเมนต์ในรอบต่อไปซึ่งในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของความชัน
ของผลลัพธ์มากก็จะปรับขนาดเอลิเมนต์ในบริเวณนั้นให้มีขนาดเล็ก และในบริเวณอ่ืนที่มี การ
เปลี่ยนแปลงของความชันของผลลัพธ์ที่น้อยกว่าก็จะปรับให้มีขนาดเอลิเมนต์ให้ใหญ่ และทดสอบกับ
ปัญหาที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธ์อย่างฉับพลันในแผ่นโลหะสี่เหลี่ยมที่มีผลเฉลยแม่นตรง ซึ่ง
ผลลัพธ์ที่ได้นั้นแสดงให้เห็นว่าการใช้เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์นี้มีค่าความคลาดเคลื่อนน้อยกว่า
เมื่อเปรียบเทียบกับการที่ไม่ใช้เทคนิคการปรับขนาดทั้ง ๆ ที่มีจ านวนจุดต่อน้อยกว่า 

 Dechaumphai, P. [5] ในครั้งนี้น าเสนอการใช้การประยุกต์หลักการฟลักซ์เข้ากับระเบียบวิธี
ไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อน 2 มิติในสภาวะไม่อยู่ตัว  แต่น าไปใช้กับ
เอลิเมนต์แบบสามเหลี่ยมสามจุดต่อ และยังเพ่ิมเทคนิคการปรับขนาดเข้าไปช่วยในการวิเคราะห์อีก
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ด้วยโดยน าไปวิเคราะห์ปัญหาแผ่นโลหะที่มีแหล่งก าเนิดความร้อนจากภายนอกที่เคลื่อนที่ด้วย
ความเร็วคงที่ โดยปัญหานี้มีผลเฉลยแม่นตรง และเปรียบเทียบผลลัพธ์ระหว่างการเทคนิคการปรับ
ขนาดกับการใช้เอลิเมนต์ที่มีรูปแบบคงที่ (uniform mesh) ตลอดทั้งโดเมน โดยผลลัพธ์ที่ได้พบว่า
เทคนิคการปรับขนาดช่วยเพ่ิมความแม่นย าของผลลัพธ์ และลดจ านวนจุดต่อที่ใช้ในการค านวณซึ่ง
เป็นผลให้ใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าแบบไม่มีเทคนิคการปรับขนาดมาก 

 Phongthanapanich, S., et al., [6] ได้น าเสนอการประยุกต์ฟลักการฟลักซ์กับระเบียบวิธี
ไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ใช้เอลิเมนต์ไร้จุดต่อแบบสามเหลี่ยมร่วมกับเทคนิคการปรับขนาดและน ามา
วิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อนทั้งในสภาวะอยู่ตัวและสภาวะไม่อยู่ตัวที่มีผลเฉลยแม่นตรง โดย
เปรียบเทียบความสามารถในการค านวณเทียบกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปที่ใช้เอลิเมนต์
สามเหลี่ยมสามจุดต่อ ซึ่งผลที่ได้คือ ประยุกต์ฟลักการฟลักซ์กับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ใช้เอลิ
เมนต์ไร้จุดต่อแบบสามเหลี่ยมนั้นมีค่าความคลาดเคลื่อนที่น้อยกว่าระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบ
ทั่วไปและเมื่อเพ่ิมการใช้เทคนิคการปรับขนาดเข้าไปเพ่ิมอีกนั้นก็พบว่าช่วยเพ่ิมความแม่นย าของ
ผลลัพธ์ขึ้นไปอีก ในขณะที่ลดการใช้ตัวแปรไม่ทราบค่าลงไปได้อย่างมากเมื่อเทียบกับระเบียบวิธีไฟ
ไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปที่ไม่มีเทคนิคการปรับขนาด 

 Phongthanapanich, S. and Dechaumphai, P. [7] ได้น าเสนอการประยุกต์ฟลักการ 
ฟลักซ์กับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ใช้เอลิเมนต์ไร้จุดต่อแบบสามเหลี่ยมร่วมกับเทคนิคการปรับ
ขนาดและน ามาวิเคราะห์ปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน และน าผลลัพธ์ที่ได้มาเปรียบเทียบกับ
การวิเคราะห์ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ใช้เอลิเมนต์แบบสามเหลี่ยมสามจุดต่อ โดยแสดงให้เห็น
การใช้เทคนิคการปรับขนาดนั้นให้ผลลัพธ์ลู่เข้าสู่ผลเฉลยแม่นตรงได้เร็วกว่าการเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์
โดยมีขนาดเท่ากันทั้งโดเมน และที่มีค่าความคลาดเคลื่อนน้อยกว่าแบบที่ไม่ใช้เทคนิคการปรับขนาด
ในจ านวนจุดต่อที่ใกล้เคียงกัน และในการแบ่งเอลิเมนต์แบบเดียวกันการใช้เอลิเมนต์ไร้จุดต่อแบบ
สามเหลี่ยมที่ประยุกต์ร่วมกับหลักการฟลักซ์นั้นก็มีอัตราการลู่เข้าสู่ผลลัพธ์ที่เร็วกว่าเอลิเมนต์แบบ
สามเหลี่ยมสามจุดต่อ 

 Trivivatana, S., Phongthanapanich, S. and Dechaumphai, P. [ 8 ]  น า เ สนอกา ร
วิเคราะห์ปัญหาในรูปแบบสมการปัวส์ซง โดยใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบเอลิเมนต์สามเหลี่ยม
ไร้จุดต่อ ซึ่งน ามาวิเคราะห์ปัญหาที่มีเงื่อนไขขอบเขตแบบต่าง ๆ ในสองมิติ ซึ่งผลลัพธ์เมื่อน าไป
เปรียบเทียบกับการวิเคราะห์ปัญหาโดยใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปโดยใช้เอลิเมนต์ที่เป็น
ระเบียบนั้น พบว่าวิธีที่น าเสนอนี้มีผลลัพธ์ที่มีค่าความคลาดเคลื่อนน้อยกว่าและมีอัตราการลู่เข้าสู่ผล
เฉลยแม่นตรงที่สูงกว่าระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปโดยใช้เอลิเมนต์ที่เป็นระเบียบ ในทุก
เงื่อนไขขอบเขตของปัญหา 

 Trivivatana, S., Phongthanapanich, S. and Dechaumphai, P. [9 ]  ได้น า เสนอการ
ประยุกต์ฟลักการฟลักซ์กับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ใช้เอลิเมนต์ไร้จุดต่อแบบสามเหลี่ยมร่วมกับ
เทคนิคการปรับขนาด โดยที่มีการประมาณค่าความคลาดเคลื่อนโดยเปรียบเทียบกันระหว่างระเบียบ
วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปที่ใช้เอลิเมนต์แบบสามเหลี่ยมกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ที่มีการ
ประยุกต์ใช้หลักการของฟลักซ์แบบเอลิเมนต์ไร้จุดต่อแบบสามเหลี่ยม ซึ่งระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์
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แบบทั่วไปที่ใช้เอลิเมนต์แบบสามเหลี่ยมนั้นค่าฟลักซ์ความร้อนนั้นจะคงที่ภายในเอลิเมนต์ซึ่งถือว่าไม่
ต่อเนื่องกันระหว่างเอลิเมนต์ แต่เมื่อพิจารณาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่มีการประยุกต์ใช้หลักการ
ของฟลักซ์แบบเอลิเมนต์ไร้จุดต่อแบบสามเหลี่ยม นั้นจะให้ค่าฟลักซ์ความร้อนที่มีการกระจายตัวใน
แบบเชิงเส้นตรง ซึ่งมีความต่อเนื่องกับเอลิเมนต์รอบด้าน และน าผลต่างนั้นมาเป็นตัววัดความ
คลาดเคลื่อน และน ามาวิเคราะห์กับปัญหาทั้งทางด้านการถ่ายเทความร้อนและการวิเคราะห์ความ
แข็งแรงของโครงสร้างซึ่งผลลัพธ์จากการค านวณจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่มีการประยุกต์ใช้
หลักการของฟลักซ์แบบเอลิเมนต์ไร้จุดต่อแบบสามเหลี่ยม นั้นพบว่าช่วยลดการสั่นของผลลัพธ์ใน
ปัญหาการวิเคราะห์โครงสร้างและใช้จ านวนจุดต่อที่ลู่เข้าสู่ผลแบบทั่วไปซึ่งเป็นผลท าให้ลดการใช้เวลา
ในการค านวณลงไปอย่างมาก 

 Ma, XW., Zhao, GQ. and Sun, L. [10] น าเสนอรายละเอียดในการค านวณส าหรับการ
สร้างเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าในโปรแกรม AUTOMESH-2D/3D โดยโปรแกรมสามารถสร้าง 
เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าส าหรับสองมิติ และสามารถสร้างเอลิเมนต์สามมิติได้อีกด้วยโดยใช้
หลักการ Advancing front  

 Ma, XW. and Zhao, GQ. [11] น าเสนอการสร้างเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าบนปัญหาที่มี
เงื่อนไขหรือข้อจ ากัดต่าง ๆ  ด้วยวิธีอัลกอรึทึมลูปปิง (Looping)  

 



บทที่ 3  
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และสูตรฟลักซ์ 

 

การน าระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มาประยุกต์ใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนใน
สภาวะอยู่ตัว เริ่มจากขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์
สองมิติส าหรับการถ่ายเทความร้อน ฟังก์ชันการประมาณภายในของเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า 
แสดงรูปแบบของสมการไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปส าหรับการถ่ายเทความร้อน จากนั้นจะอธิบาย
รายละเอียดของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ใช้สูตรฟลักซ์เชิงเส้นส าหรับวิเคราะห์การน าความร้อน 
และสุดท้ายเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์ [1] 

 

3.1 ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

ขั้นตอนที่1 แบ่งรูปร่างลักษณะของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ เช่น แบ่งออกเป็นเอลิ
เมนตส์ี่เหลี่ยมย่อย ๆ ส าหรับปัญหาในสองมิติดังแสดงในรูปที่ 3.1 

รูปที่ 3.1 การแบ่งรูปร่างลักษณะของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ 

จากนั้นให้ท าการหาสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยที่สอดคล้องกับปัญหาที่ต้องการวิเคราะห์  ซึ่งสมการเชิง
อนุพันธ์ย่อยโดยทั่วไปสามารถเขียนให้อยู่ในรูป 

   0D     (3.1) 

โดยที่ D  คือตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ (Differential Operator) และ   คือตัวไม่ทราบค่า 

  

x 

y 

จุดต่อ 

เอลิเมนต์แบบอย่าง 
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ขั้นตอนที่ 2  พิจารณาลักษณะการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณบนเอลิเมนต์ 

เลือกฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ (Element Interpolation Function) ลักษณะ
การกระจายของตัวไม่ทราบค่าบนเอลิเมนต์นี้สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของฟังก์ชันการประมาณภายใน
และตัวไม่ทราบค่าท่ีจุดต่อดังแสดงในสมการ (3.2) 

        1 1 2 2 3 3 4 4( , ) , , , ,x y N x y N x y N x y N x y          (3.2) 

โดยที่  , ; 1,2,3,4iN x y i   แทนฟังก์ชันการประมาณเอลิเมนต์ สมการ (3.2) สามารถเขียนให้
อยู่ในรูปของเมทริกซ์ได้ดังนี้ 

 

 

 
 

 
 

1

2

1 2 3 4

3

4

4 11 4

,

,

x y N N N N

N x y




 








 
 
 

      
 
  

      (3.3) 

โดยที่ N    คือ เมทริกซ์ของฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ 

    คือ เมทริกซ์ที่ประกอบด้วยตัวไม่ทราบค่าที่จุดต่อบนเอลิเมนต์ 

 

 ขั้นตอนที่ 3 สร้างสมการของแต่ละเอลิเมนต์ (Element Equations) ด้วยวิธีถ่วงน้ าหนักเศษ
ตกค้าง  (Method of Weighted Residual) โดยใช้หลั กการที่ ว่ า  หากท าการแทนผลเฉลย
โดยประมาณดังแสดงในสมการ (3.3) ลงในสมการเชิงอนุพันธ์ของปัญหาที่ก าลังพิจารณาอยู่นั้น ซึ่งใน
ที่นี้คือสมการ (3.1) จะได้ว่า ( )D   จะไม่เท่ากับ 0 แต่จะเท่ากับ R ดังแสดงในสมการ (3.4) 

 
1

( ) ( )
m

i i

i

R D D N 


     (3.4) 

 

โดยที่ R  คือ เศษตกค้าง (Residual) 

 m  คือ จ านวนจุดต่อทั้งหมดของเอลิเมนต์ 

วิธีกาเลอร์คิน (Galerkin) เป็นวิธีการลดความคลาดเคลื่อนให้น้อยที่สุด ซึ่งขั้นตอนนั้นเริ่มจากการคูณ
เศษตกค้าง R  ด้วยฟังก์ชันถ่วงน้ าหนัก (Weighted Function) W  จากนั้นท าการอินทิเกรตตลอด
ทั้งโดเมนของเอลิเมนต์ แล้วก าหนดให้ผลลัพธ์ที่ได้มีค่าเท่ากับศูนย์ ซึ่งคือ  

 0 ; 1,2,3,...,miW Rd i


     (3.5) 

โดยปกติจะเลือก i iW N  ซึ่งเรียกว่าวิธีบับโนฟ-กาเลอร์คิน (Bubnov-Galerkin)  



 9 

ขัน้ตอนที่ 4 อินทิเกรตทีละส่วน (Integrate by Part) ซึ่งจะแทนสมการ (3.4) ลงในสมการ (3.5) แล้ว
อินทิเกรตทีละส่วนจะได้ 

 

   

( )

( ) ( )

1

, , , ,

e

e e

m

i i i i

i

i i i i i i

W Rd W D N d

W N d W N d



 

 

 

 
  

 

  

 

 

  (3.6) 

   พจน์ที่เกี่ยวข้องกับโดเมน     พจน์ที่เกี่ยวข้องกับขอบเขต 

   ของเอลิเมนต์, ( )e   ของเอลิเมนต์, ( )e  

 

 ขั้นตอนที่ 5 แทนพจน์ที่เกี่ยวข้องกับขอบเขตของเอลิเมนต์ ( )e  ด้วยสภาวะขอบเขตอ่ืน ๆ 
ที่เก่ียวข้อง ซึ่งก่อให้เกิดสมการของเอลิเมนต์ที่สมบูรณ์ส าหรับปัญหาที่พิจารณา 

 

 ขั้นตอนที่ 6 เขียนสมการของเอลิเมนต์ ซึ่งมีทั้งหมด m  สมการ ให้อยู่ในรูปของเมทริกซ์ นั่น
คือ 

  
 

 
 

 
 1 1m mm m

K Q
 

   (3.7) 

 

โดยที่  K  คือ เอลิเมนต์เมทริกซ์ซึ่งบรรจุค่าสัมประสิทธิ์ที่คูณอยู่กับตัวไม่ทราบค่า 

    คือ เวกเตอร์ซึ่งประกอบด้วยตัวไม่ทราบค่าท่ีจุดต่อต่าง ๆ ของเอลิเมนต์ 

  Q  คือ โหลดเวกเตอร์ของเอลิเมนต์นั้น 

เมื่อได้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ดังเช่นแสดงในสมการ (3.7) ขั้นตอนต่อไปคือการรวมสมการของ 
เอลิเมนต์ย่อยเข้าด้วยกัน ก่อให้เกิดสมการระบบรวม จากนั้นก าหนดค่าที่ขอบเขตแล้วจึงแก้ระบบ
สมการรวมเพ่ือหาผลลัพธ์ที่จุดต่อต่างๆ  

 

3.2 การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์สองมิติส าหรับการถ่ายเทความร้อน 

การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับเอลิเมนต์แบบสองมิติ ในการค านวณหาการกระจายตัวของ
อุณหภูมิเนื่องจากการน าความร้อนในแผ่นโลหะที่สามารถผลิตความร้อนได้เองภายใต้สภาวะอยู่ตัวดัง
แสดงในรูปที่ 3.2 
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         รูปที่ 3.2 การน าความร้อนในแผ่นโลหะที่ผลิตความร้อนได้เอง 

 

สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยของปัญหาการน าความร้อนในสองมิติ คือ 

 0x y

T T
k k Q

x x y y

     
    

      
  (3.8) 

โดย xk  และ 
yk  แทนค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อนในแนวแกน x  และแกน y  ตามล าดับ 

ลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิบนแผ่นโลหะจะขึ้นอยู่กับเงื่อนไขขอบเขตตลอดขอบภายนอกของ
แผ่นโลหะ ซึ่งจะเป็นไปได้ดังต่อไปนี้ 

1) การก าหนดอุณหภูมิตลอดขอบ 1S  เช่น 

    1, ,T x y T x y   (3.9) 

2) การก าหนดปริมาณความร้อนไหลเข้าออกตลอดขอบ 2S   

จากกฎของฟูริเยร์ (Fourier’s Law) 

 x x y y

T T
q k n k n

x y

 
  

 
  (3.10) 

ซ่ึง xn  และ yn  แทนทิศทางโคไซน์ของเวกเตอร์หน่วย n̂  ที่ตั้งฉากกับขอบนั้น 

 ˆ ˆˆ
x yn n i n j    (3.11) 

โดย î  และ ĵ  เป็นเวกเตอร์หน่วยในทิศทางแกน x  และแกน y  หากเราก าหนดปริมาณความร้อน 

sq   ที่ไหลเข้าขอบให้มีเครื่องหมายเป็นบวกดังแสดงในรูปที่ 3.3 
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รูปที่ 3.3 ความสมดุลของการถ่ายเทความร้อนเมื่อก าหนดปริมาณความร้อนที่ไหลเข้า 

 

ดังนั้น 

 
s x y

T T
q q k k

x y

 
   

 
  (3.12) 

3) การพาความร้อนออกตลอดขอบ 3S   

 
รูปที่ 3.4 ความสมดุลของการถ่ายเทความร้อนเมื่อเกิดการพาความร้อน 

 

จากรูปที่ 3.4 จะได้ 

  q h T T    (3.13) 

โดย h  แทนสัมประสิทธิ์การพาความร้อน T  แทนอุณหภูมิที่ขอบ ณ ต าแหน่งที่พิจารณา และ T  
แทนอุณหภูมิของอากาศรอบนอกจากนั้นแทนค่า q  จากสมการ (3.10) จะได้ 
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  x x y y

T T
k n k n h T T

x y


 
   

 
  (3.14) 

การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับเอลิเมนต์ที่ประกอบด้วย m  จุดต่อ โดยระเบียบวิธีถ่วง
น้ าหนักเศษตกค้างโดยเริ่มจาก 

 
 

0
e

iW Rd



    1,2,3,...,mi   

 
 

0
e

i x y

T T
W k k Q d

x x y y


      
      

       
   

 
  

0
e e

i x y i

T T
W k k d WQ d

x x y y
 

      
      

       
    (3.15) 

จากนั้นจึงท าการอินทิเกรตทีละส่วนบนพจน์แรกของสมการ (3.15) ซึ่งเป็นพจน์อนุพันธ์ล าดับที่สอง
โดยใช้ทฤษฎีบทของเกาส์ (Gauss’s theorem) ดังนี้ 

  
 

 
 

 
 

ˆ
e e e

u V d u V n d u V d

  

          (3.16) 

หากเปรียบเทียบพจน์แรกของสมการ (3.15) กับสัญลักษณ์ตัวแปรทางด้านซ้ายของสมการ (3.16) จะ
พบว่า 

iu W  

 
ˆ ˆ

ˆ ˆ
x y

x y

i j
x y T T

V k k
T T x x y y

V k i k j
x y

  
             

      
          

  

 

และเนื่องจาก ˆ ˆˆ
x yn n i n j   ดังนั้น 

ˆ
x x y y

T T
V n k n k n

x y

 
 

 
 

 ˆ i x x y y

T T
u V n W k n k n

x y

  
  

  
 

ˆ ˆi iW W
u i j

x y

 
  

 
 

i i
x y

W WT T
u V k k

x x y y

  
  

   
 

จากนั้น หากให้ i iW N  สมการ (3.15) จะกลายเป็น 
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   e e

i i
i x x y y x y

N NT T T T
N k n k n d k k d

x y x x y y
 

       
      

        
    

 
 

0
e

iN Qd



     1,2,3, ,i m   (3.17)  

ล าดับต่อไปคือการแทนพจน์ที่เกี่ยวข้องกับขอบเขตเอลิเมนต์,  e
  ,ด้วยเงื่อนไขขอบเขตอ่ืน ๆ ที่

ก าหนดให้  จากสมการ (3.17) พจน์ที่เกี่ยวข้องกับขอบเขตเอลิเมนต์คือพจน์แรกที่มีความหมายทาง
กายภาพว่าเป็นปริมาณความร้อนที่ถ่ายเทเข้าออกตลอดขอบของเอลิเมนต์ โดยที่ เอลิเมนต์จะวางตัว
อยู่ที่กลางแผ่นโลหะหรือติดขอบนอกของแผ่นโลหะ ซึ่งหากติดขอบนอกของแผ่นโลหะจะต้องแทน
เงื่อนไขขอบเขตด้วยสมการ (3.9), (3.12) หรือ (3.13) ตามความเหมาะสม ดังนั้นเมื่อเขียนสมการ 
(3.17) อีกครั้งในรูปแบบสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับเอลิเมนต์ทั่ว ๆ ไปที่อาจวางตัวอยู่ต าแหน่งใด 
บนแผ่นโลหะก็ได้ จะได้ 

 
       

2 3 3
e e e e

i s i i i x x y y

S S S

T T
n q dS N hT dS N hT dS N k n k n d

x y




  
     

  
      

 
   

0 1,2,3, ,
e e

i i
x y i

N NT T
k k d N Qd i m

x x y y
 

   
      

    
    (3.18) 

และเนื่องจากมีทั้งหมด m  สมการ สามารถเขียนสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ให้อยู่ในรูปเมทริกซ์ได้ ดังนี้ 

  
  

3
e e

x y

S

N T N T
k k d N hT dS

x x y y


      
     

       
    

  
 

 
 e e

x x y y

T T
N k n k n d N Qd

x y
 

  
    

  
     

    
  

2 3
e e

s

S S

N q dS N hT dS     (3.19) 

ในแต่ละเอลิเมนต์ เมื่อสมมุติลักษณะการกระจายตัวของผลเฉลยโดยประมาณท่ีอยู่ในรูป 

  
 

 
 11

,
mm

T T x y N T


       (3.20) 

ดังนั้น 

 
 

 
 1

1
m

m

T N
T

x x 


  
    

   และ  
 

 
 1

1

m

m

T N
T

y y 



  
  

  
 (3.21) 

สมการไฟไนต์เอลิเมนต์จึงกลายเป็น 
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3
1 1 11

1 1 1 1

e

x y

m m mmS
m m m m

h

m mc

m m

N N N N
k k d T N h N dS T

x x y y

K
K

  


   





 
          

                       
 

 

  

 

 
  

 
 

 
  

 
 1

1 1

1

e e

m

x x y y

m m

c Q
m

T T
N k n k n d N Q d

x y

Q Q


 
 



  
     

  
 

 
  

 

 
 

 
 

 
 

2 3

1
1

1 1

m
m

s

m mS S

hq

N q dS N hT dS

QQ






 

     (3.22ก) 

ซึ่งเขียนให้อยู่ในรูปแบบสั้น ๆ ของสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ประกอบไปด้วย m  สมการ จะได้ดังนี้ 

              c h c Q q hK K T Q Q Q Q         (3.22ข) 

 

โดย 

 cK   แทน เมทริกซ์การน าความร้อน 

 hK   แทน เมทริกซ์การพาความร้อน 

 T    แทน เวกเตอร์ของอุณหภูมิที่จุดต่อ 

 cQ   แทน โหลดเวกเตอร์การน าความร้อนท่ีขอบ 

 QQ   แทน โหลดเวกเตอร์ความร้อนผลิตเอง 

 qQ   แทน โหลดเวกเตอร์ความร้อนที่ก าหนดให้ 

 hQ   แทน โหลดเวกเตอร์การพาความร้อน 

 

 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ดังแสดงในสมการ (3.19) สามารถน าไปใช้วิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเท
ความร้อนได้ต่อไป 
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3.3 ฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า 

เมื่อต้องอินทิเกรตบนพื้นที่สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า  โดยการท าการอินทิเกรตโดยตรงจากระบบ
พิกัดคาร์ทีเซียนนั้นไม่สามารถท าได้โดยง่าย จึงต้องท าการแปลงระบบพิกัดจากเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้าน
ไม่เท่า ในระบบพิกัดคาร์ทีเซียนดังรูปที่ 3.5 ให้เป็นสี่เหลี่ยมขนาด 2x2 หน่วยในระบบพิกัดธรรมชาติ
ในรูปที่ 3.6 

 3 3,x y
 4 4,x y

 2 2,x y
 1 1,x y

x

y

4 3

2
1

 
รูปที่ 3.5 เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า ในระบบพิกัดคาร์ทเีซียน 

 1,1

η

1

ζ

 1,1 1, 1 

 1,1

2

4 3

 
      รูปที่ 3.6 เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมในระบบพิกัดธรรมชาติ  

 

 การสมมุติลักษณะการกระจายของอุณหภูมิบนเอลิเมนต์จะอยู่ในรูปแบบ 
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    1 1 2 2 3 3 4 4 ,T N T N T N T N T N T           (3.23) 

โดย     
1

, 1 1 ; 1,2,3,4
4

i i iN N i            (3.24) 

เพ่ือน าไปใช้ในการค านวณต่อไปในการหาความชันของอุณหภูมิ /T x   และ /T y   จึงต้องใช้กฎ
ลูกโซ่ (chain rule) ดังนี้ 

 

 

T x y T

x

TT x y

y

J

  

  

       
           

    
      

            

  (3.25) 

โดย  J  เรียกว่า เมทริกซ์จารโ์คเบียน (Jacobain matrix) ซึ่งมีรายละเอียดคือ 

  

4 4

1 111 12

4 4
21 22

1 1

i i i i

i i

i i i i

i i

x y
N x N y

J J
J

J J x y
N x N y

  

   

 

 

       
                            
               

 

 

  (3.26) 

เมื่อค านวณออกมาจะเป็น 

        11 1 2 3 4

1 1 1 1
1 1 1 1

4 4 4 4
J x x x x              (3.27ก) 

        12 1 2 3 4

1 1 1 1
1 1 1 1

4 4 4 4
J y y y y              (3.27ข) 

        21 1 2 3 4

1 1 1 1
1 1 1 1

4 4 4 4
J x x x x              (3.27ค) 

        22 1 2 3 4

1 1 1 1
1 1 1 1

4 4 4 4
J y y y y             (3.27ง) 

ความชันของอุณหภูมิในทิศแกน x  และ y  คือ 

    
1

*

T TT

x
J J

T T T

y

 

 



     
           

      
       
           

  (3.28) 

โดยเมทริกซ์ผกผัน  
1

J
  นั้นสามารถค านวณได้จากเมทริกซ์จารโ์คเบียน J  ดังนี้ 

  
* *

1 22 1211 12

* *
21 1121 22

1 J JJ J
J

J JJJ J

    
    

  
  (3.29) 

ดังนั้น 
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* *

11 12

* *

21 22

TT

J Jx

T TJ J

y





  
        

         
      

  (3.30) 

 

131 2 4

* *
211 12

* *
331 2 421 22

4

TNN N NT

TJ Jx

T TNN N NJ J

y T

   

   

     
                         

            

  (3.31) 

โดยสามารถเขียนให้อยู่ในอีกรูปแบบหนึ่งรูป 

 

1

11 12 13 14 2

21 22 23 24 3

4

TT

B B B B Tx

T B B B B T

y T

  
       

         
      

  (3.32) 

โดยที่  

  

31 2 4

* *
11 12 13 14 11 12

* *
21 22 23 24 31 2 421 22

,

NN N N

B B B B J J
B

B B B B NN N NJ J

   
 

   

   
       
              
     

  (3.33) 

 

3.4 รูปแบบของไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไป 

เมื่อแทนฟังก์ชันการกระจายตัวของอุณหภูมิที่ถูกสมมุติในระบบพิกัด    ลงในสมการ 
(3.22) โดยที่ 

x yk k k   จะได้ 

      
1 1

1 1

, ,
T

cK k B B t J d d     
 

           (3.34) 

       
1 1

1 1

, ,hK h N N J d d     
 

       (3.35) 

 
      

 

,
e

c x x y yQ q n q n N d 



   
  (3.36) 

     
1 1

1 1

,QQ Q N t J d d   
 

     (3.37) 

     
1 1

1 1

,q sQ q N J d d   
 

     (3.38) 
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1 1

1 1

,hQ hT N J d d   

 

     (3.39) 

3.5 สูตรการอินทิเกรตเชิงตัวเลข  

ส าหรับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปเมื่อเลือกใช้เอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าจะต้องท า
การอินทิเกรตในพิกัดธรรมชาตินั้นจะใช้การอินทิเกรตเชิงตัวเลขแบบเกาส์-เลอจองด์ดังนี้ 

    
1

11

NG

i i

i

y x dx W y x


   (3.40) 

โดย  NG  แทน  จ านวนจุดเกาส์ 

 iW  แทน  น้ าหนัก 

 ix   แทน  ต าแหน่งของจุดเกาส์ 

ซึ่งผลการอินทิเกรตจะแม่นย าเพียงใดขึ้นอยู่กับลักษณะของฟังก์ชัน  y x  และจ านวนจุดเกาส์ที่ใช้ใน
การอินทิเกรต และค่าน้ าหนักจะเปลี่ยนไปตามจุดเกาส์ที่ใช้โดยที่จะใช้ ค่าดังนี้ 

 
1 2 1 2

1 1
2, , , 1

3 3
NG x x W W        (3.41) 

  และเมื่อประยุกต์การอินทิเกรตด้วยวิธีเกาส์ -เลอจองดังสมการ (3.40) เข้ากับ 
สมการตั้งแต่ (3.34-3.39) จะได้ 

        
2 2

1 1

, , ,
T

c i j i j i j i j

i j

K WW B B t J     
 

   
     (3.42) 

       
2 2

1 1

, ,Q i j i j i j

i j

Q WW Q N J   
 

   (3.43) 

       
2 2

1 1

, ,q i j s i j i j

i j

Q WW q N J   
 

   (3.44) 

       
2 2

1 1

, ,h i j i j i j

i j

Q WW hT N J   

 

   (3.45) 

เนื่องจาก  cQ  เป็นการอินทิเกรตตลอดขอบเอลิเมนต์โดยถ้าขอบเขตดังกล่าวมีอุณหภูมิคงที่หรือถูก
ก าหนดให้เป็นฉนวน (ไม่มีปริมาณความร้อนไหลผ่านขอบ) เวกเตอร์  cQ  จะไม่ต้องท าการค านวณ 
เพราะถูกหักล้างกันหมดไปหลังจากการรวมเอลิเมนต์ 
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3.6 รูปแบบของไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ประยุกต์หลักการของฟลักซ์ส าหรับวิเคราะห์การน าความร้อน 

รูปแบบของไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยการใช้หลักการของฟลักซ์นี้ถูกประดิษฐ์ขึ้นเพ่ือหลีกเลี่ยงการ
อินทิเกรตเชิงตัวเลข จากสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยของการน าความร้อน (3.8) สามารถเขียนให้อยู่ใน
รูปแบบอนุรักษ์ดังนี้ 

  ,
E F

f x y
x y

 
 

 
 (3.46) 

โดยที่  E  คือ ปริมาณการถ่ายเทความร้อนในแนวแกน x  

 F  คือ ปริมาณการถ่ายเทความร้อนในแนวแกน y   

  ,f x y  คือ ฟังก์ชันของแหล่งก าเนิด 

เมื่อท าการเปรียบเทียบกับสมการ (3.8) จะได้ 

 
x x

T
E q k

x


  


  (3.47) 

 y y

T
F q k

y


  


  (3.48) 

  ,f x y Q   (3.49) 

หลักการแบบของฟลักซ์คือ การประมาณค่าฟลักซ์ E  และ F  ในรูปแบบเดียวกันกับตัวไม่ทราบค่าT  
ดังนี้ 

  ( , ) ( , )T x y N x y T     (3.50) 

  ( , ) ( , )E x y N x y E     (3.51) 

  ( , ) ( , )F x y N x y F     (3.52) 

โดยที่  ,N x y    คือฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ 

ท าการประยุกต์ระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง 

 0
E F

N d NQd
x y

 

  
    

  
    (3.53) 

อินทิเกรตทีละส่วนโดยใช้ทฤษฎีบทของเกาส์ดังสมการ (3.16) จะได้ 

  
 

 
 

 
 

ˆ
e e e

u V d u V n d u V d

  

          (3.16) 

และเม่ือเปรียบเทียบ แต่ละพจน์ทางซ้ายมือของสมการ (3.53)กับสมการ (3.16) ได้พบว่า 
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iu N  

 
ˆ ˆ

ˆ ˆ

i j E F
x y V

x y
V Ei Fj

  
     

      
    

 

เนื่องจาก ˆ ˆˆ
x yn n i n j   ดังนั้น 

ˆ
x yV n En Fn   

   ˆ
i x yu V n N En Fn   

ˆ ˆi iN N
u i j

x y

 
  

 
 

i iN N
u V E F

x y

 
  

 
 

จากสมการที่ (3.53) จะเขียนใหม่ได้เป็น 

  
     

0
e e e

i i
i x y i

N N
N En Fn d E F d N Qd

x y
  

  
      

  
     

  1,2,3,4i    (3.54)  

เนื่องจากการประมาณค่าของฟลักซ์มีความสัมพันธ์กับความชันของอุณหภูมิ และเมื่อเป็นวัตถุที่มี
คุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง 

x yk k k   จึงสามารถท าให้อยู่ในรูปของ ค่าอุณหภูมิที่จุดต่อได้ 
จากสมการ (3.51)และ(3.52) ซึ่งจะได้ 

       
 

   
 e e

i i
i i x i y i i

N N
N N E n N F n d N E N F d

x y
 

  
                  

  
    

 
 

0
e

iN Qd



     1,2,3,4i    (3.55)  

หรือในอีกรูปแบบ 

  
   

 
e e

i i
i i

N N
N d E N d F

x y
 

   
           

    
    

    
 

   
 e e

i i i i yN N d E N N n d F

 

             

 
 e

iN Qd



    1,2,3,4i    (3.56)  
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จากนั้นแทนค่า  E  ด้วยสมการ (3.47) จะได้ 

  

 

 

 

 

1

2

3

4

N
k T

x

N
k T

x
E

N
k T

x

N
k T

x

   
    

  
     

  
      

 
       

 (3.57) 

แทน ค่า F  ด้วยสมการ (3.48) จะได้ 
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2

3

4

N
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y

N
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y
F

N
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y

N
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 (3.58) 

 

3.7 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์แบบฟลักซ์เชิง 

จากสมการ (3.56) เมื่อประยุกต์ระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง และแทนลักษณะการกระจายของ
อุณหภูมิ (3.57-3.58) ลงไปจะได้ 

         x yD E D F B R      (3.59) 

โดยที่  ,x yD D     แทน  เมทริกซ์ส่วนประกอบฟลักซ์ 

  B    แทน  โหลดเวกเตอร์ขอบเขต 

  R    แทน  โหลดเวกเตอร์ของความร้อนผลิตไดเ้อง 

  x

A

N
D N dA

x

 
    

 
  (3.60) 

 y

A

N
D N dA

y

 
         

   (3.61) 
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A

R N Q dA     (3.62) 

         x yB N N d E n F n


       (3.63) 

เมื่อน า (3.60) และ (3.61) แทนลงไปใน (3.59) จะได้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ที่อยู่ในรูปแบบ 

       K T B R   (3.64) 

โดยที่  K  มีรายละเอียดดังนี้ 

      x x y yK D k P D k P           (3.65) 

จะได้ค่าเอลิเมนต์เมทริกซ์แม่นตรงของสี่เหลี่ยมใดๆ แบบฟลักซ์เชิงเส้นจะได้ 

  
1 1

22 12

1 1

1 i i
x i

A

N NN
D N dA J J N J d d

x J
 

 
 

     
              

        
     (3.66) 

โดยที่ผลการค านวณรายละเอียดของค่าเอลิเมนต์เมทริกซ์แม่นตรง  xD  ,
yD    , xP  ,

yP   ,

 B  และ  R   จะแสดงไว้ที่ ภาคผนวก ก 

 

3.8 เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์ 

หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์โดยอัตโนมัติ  [7] คือ จะท าการปรับขนาด 
เอลิเมนต์ให้มีเอลิเมนต์ขนาดเล็กในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของความชันของค าตอบสูง และปรับ
ให้มีเอลิเมนต์ขนาดใหญ่ในบริเวณอ่ืน โดยหลักการหาขนาดของเอลิเมนต์ที่เหมาะสมตามต าแหน่งต่าง 
ๆ ดังกล่าว อาศัยหลักการของการหาค่าความเค้นในแนวแกนหลัก (principal stress)  ในวิชา
กลศาสตร์ของแข็ง (solid mechanics) คือ เริ่มจากการหาค่าอนุพันธ์อันดับที่สองของค าตอบที่ใช้เป็น

ตัวบ่งชี้ในการปรับขนาดเอลิเมนต์ให้เหมาะสมซึ่งประกอบไปด้วย 
2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

2 2
, ,

e e e

x y x y

    

   
 โดยค่า

ต่าง ๆเหล่านี้จะน ามาค านวณหาค่าในแนวแกนหลัก โดยที่  แทนค าตอบของปัญหาที่ใช้เป็นตัวบ่งชี้
ในการปรับขนาดเอลิเมนต์  

เริ่มต้นโดยการหาค่าอนุพันธ์อันดับที่หนึ่งของเอลิเมนต์ใด ๆ ก่อน ซึ่งหากเราสมมุติลักษณะ
การกระจายของค าตอบบนเอลิเมนต์เป็นดังสมการ (3.67) 

  ( ) ( , ) ( , )e

i ix y N x y      (3.67) 

โดยที่ iN  คือ ฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์  

 i  คือ ค่าค าตอบที่จุดต่อของเอลิเมนต์และตัวห้อย i  แทนจุดต่อที่ i  

เราจะท าการหาค่าอนุพันธ์อันดับที่หนึ่งของเอลิเมนต์ใด ๆ เทียบกับ x  ได้จากสมการ   
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( ) ( , )( , )e

i
i

N x yx y

x x




  
    

  (3.68) 

จากนั้นท าการหาค่าอนุพันธ์อันดับที่หนึ่งของค าตอบเทียบกับ x  ที่จุดต่อต่าง ๆ ของเอลิเมนต์ โดยให้
ลักษณะการกระจายตัวของค่าอนุพันธ์อันดับที่หนึ่งของค าตอบเทียบกับ x  ที่จุดต่อต่าง ๆ ของเอลิ
เมนต์เป็นดังสมการ  

 
( )ˆ ( , )

( , )
e

i
i

x y
N x y

x x

   
     

  
  (3.69) 

จากนั้นน าสมการ (3.68) ลบออกจากสมการ (3.69) แล้วประยุกต์ระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง
จะได ้ 

  
( ) ( )ˆ

0
e e

i

A

N dA
x x

   
     

   (3.70) 

แทนค่าสมการ (3.69) ลงในสมการ (3.70) แล้วท าการจัดรูปสมการจะได้ 

  
( )

( , ) 0
e

i
i i

A

N N x y dA
x x

    
      

   
   (3.71) 

    
( )

( , ) 0
e

i
i i i

A A A

N N x y dA N dA
x x

   
     

  
     (3.72) 

    
( )

( , )
e

i
i i i

A A A

N N x y dA N dA
x x

   
    

  
     (3.73) 

โดยที่  i i

A

N N dA    สามารถเขียนให้อยู่ในรูปเมทริกซ์มวลแบบโดยแนบนัยดังนี้ 

    i i

A

M N N dA      (3.74) 

แทนสมการ (3.74) ลงในสมการ (3.73) จะได้ 

    
( )e

i
i

A

M N dA
x x

   
 

  
    (3.75) 

สมการ (3.75) นั้นเป็นสมการของแต่ละเอลิเมนต์ ดังนั้นจึงต้องท าการค านวณส าหรับทุกเอลิเมนต์แล้ว
รวมขึ้นเป็นระบบสมการใหญ่ ซึ่งหลังจากท าการแก้สมการแล้วจะได้ค่าอนุพันธ์อันดับที่หนึ่งของ
ค าตอบเทียบกับ x  ที่จุดต่อใด ๆ  

 การค านวณหาค่าอนุพันธ์อันดับที่สองสามารถด าเนินไปในแนวทางเดียวกัน กล่าวคือ 
หลังจากทราบค่าอนุพันธ์อันดับที่หนึ่งที่จุดต่อแล้วสามารถค านวณค่าอนุพันธ์อันดับที่สองได้จาก 

 
2 ( )

2

e

i iN

x x x

      
        

  (3.76) 
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สมมุติค่าอนุพันธ์อันดับที่สองของค าตอบบนเอลิเมนต์นั้นมีลักษณะการกระจายซึ่งข้ึนอยู่กับค่าอนุพันธ์
อันดับที่สองของค าตอบที่จุดต่อดังนี้ 

 
22 ( )

2 2

ˆ e

i
iN

x x

  
     

  
  (3.77) 

จากนั้นน าสมการ (3.76) ลบออกจากสมการ (3.77) แล้วประยุกต์ระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง
จะได ้ 

 
2 ( ) 2 ( )

2 2

ˆ
0

e e

i

A

N dA
x x

   
         

   (3.78) 

และแทนสมการ (3.77) ลงไปในสมการ (3.78) จะได้ 

  
2 2 ( )

2 2
0

e

i
i i

A

N N dA
x x

    
     

   
   (3.79) 

  
2 2 ( )

2 2
0

e

i
i i i
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N N dA N dA
x x

   
        

  
    (3.80) 

  
2 2 ( )

2 2

e

i
i i i

A A

N N dA N dA
x x

   
       

  
    (3.81) 

แทนสมการ (3.75) ลงในสมการ (3.81) จะได้ 

    
2 2 ( )

2 2

e

i
i

A

M N dA
x x

   
 

  
   (3.82) 

ส่วนขั้นตอนในการหา
2 2

2
,i i

y x y

  

  
 สามารถค านวณได้ในท านองเดียวกัน 

 เมื่อเราทราบค่าอนุพันธ์อันดับที่สองของค าตอบเหล่านี้แล้ว จึงน าค่าต่าง ๆ ดังกล่าวไปหาค่า
ในแนวแกนหลัก (principal values) โดยใช้ความสัมพันธ์ดังแสดงในสมการ (3.83) และ (3.84) ดังนี้ 

 
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1

2 2

i i i i i i

X x y x y x y

                
          

            
  (3.83) 

 
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1

2 2

i i i i i i

Y x y x y x y

                
          

            
  (3.84) 

ซึ่งท าให้ได้ค่าในแนวแกนหลัก 
2 2

2 2
,i i

X Y

  

 
 ออกมา ค่าที่มากที่สุดของทั้งสองค่าดังกล่าวจะถูกเลือก

ออกมาโดย 
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2 2

2 2
max ,i i

i
X Y

 


  
  

  
  (3.85) 

ค่าท่ีถูกเลือก ( ) คือ การน าค่าที่มากท่ีสุดระหว่าง 
2

2

i

X




 หรือ 

2

2

i

Y




 ค่าใดค่าหนึ่งที่มากกว่าอีกค่า

จะถูกน ามาใช้ในการหาขนาดเอลิเมนต์ h  ที่เหมาะสมตามต าแหน่งต่าง ๆ ต่อไป 

 2

i ih    = ค่าคงที่ = 2

min maxh   (3.86) 

โดย ค่า minh  คือ ค่าขนาดของเอลิเมนต์ที่เล็กที่สุดโดยที่ต้องก าหนดลงไปเอง และค่า max  คือ ค่าใน
แนวแกนหลัก(principal values) ที่มีค่ามากที่สุดของทั้งปัญหา 
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บทที่ 4  
ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ส าหรับวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อน 

 

ในบทนี้น าสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ประดิษฐ์ขึ้น มาสร้างเป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่
สอดคล้องกันด้วยภาษาฟอร์แทรน (FORTRAN) เพ่ือใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนสองมิติ 
ในสภาวะอยู่ตัว และจะอธิบายถึงลักษณะของไฟล์ข้อมูลที่น าไปใช้กับโปรแกรมและรายละเอียดต่างๆ
ของโปรแกรม 

 

4.1 ขั้นตอนการค านวณ 

โปรแกรมที่ประดิษฐ์นี้มีชื่อว่า FINITEQUAD ประกอบด้วย 1 โปรแกรมหลัก (main 
program) และ โปรแกรมย่อย (subroutine) มีข้ันตอนด าเนินงานดังต่อไปนี้ 

4.1.1 เริ่มต้นการท างานในโปรแกรมหลัก [MAIN] โดยจะเรียกโปรแกรมย่อยอันแรกคือ 
[READINPUT] โดยโปรแกรมย่อยดังกล่าวจะอ่านข้อมูลของปัญหา เช่น จ านวน
จุดต่อ จ านวนเอลิเมนต์  

4.1.2 เรียกโปรแกรมย่อย [QUAD_LF] เพ่ือท าการสร้างไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์จาก
ข้อมูลขาเข้าโดยใช้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ประดิษฐ์ขึ้น 

4.1.3 เรียกโปรแกรมย่อย [APPLY_BC] เพ่ือท าการก าหนดเงื่อนไขขอบเขตที่ได้รับจาก
ข้อมูลขาเข้าของปัญหา 

4.1.4 เรียกโปรแกรมย่อย [unsympcg] เพ่ือท าการหาผลเฉลยของระบบสมการ 
ไฟไนต์เอลิเมนต์หลังจากประยุกต์เงื่อนไขขอบเขตแล้ว 

4.1.5 เรียกโปรแกรมย่อย [PRINTOUT] เพ่ือส่งข้อมูลการกระจายตัวของอุณหภูมิที่
ต าแหน่งจุดต่อต่าง ๆ  
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4.2 รายละเอียดของไฟล์ข้อมูลขาเข้า 

ในส่วนนี้จะใช้ปัญหาอย่างง่ายที่มีจ านวนจุดต่อไม่มากนักเพ่ือให้เข้าใจถึงลักษณะของไฟล์ขาเข้าโดย
ปัญหาที่ใช้มีลักษณะคือ แผ่นโลหะสี่เหลี่ยมผืนผ้า ขนาดกว้าง 2 หน่วย ยาว 3 หน่วย หนา 0.1 หน่วย
ก าหนดอุณหภูมิตลอดขอบด้านซ้ายเท่ากับ 14 อุณหภูมิตลอดขอบด้านขวาเท่ากับ 2 ขอบด้านบนและ
ด้านล่างหุ้มฉนวน และมีค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อนเท่ากับ 1 หน่วย และไม่มีการผลิตความร้อน
ภายในเอลิเมนต์ ดังรูปที่ 4.1 

 
 รูปที่ 4.1 ลักษณะปัญหาของตัวอย่างไฟล์ขาเข้า 

 

และท าการแบ่งเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1 หน่วยพื้นที่จ านวน 6 เอลิเมนต์โดยแสดง
หมายเลขจุดต่อที่มุมของเอลิเมนต์ และหมายเลขเอลิเมนต์ที่ก่ึงกลางของแต่ละเอลิเมนต์ดังรูปที่ 4.2 

T =12 T =14 

2 

3 
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 รูปที่ 4.2 การแบ่งเอลิเมนต์ของปัญหาตัวอย่างไฟล์ขาเข้า 

จากข้อมูลที่กล่าวมาจะสามารถสร้างไฟล์ขาเข้าได้มีรายละเอียดดังนี้
1
Example of input file
NPOIN NELEM

12	 6
TK THICK

1 0.1
NODE IBC X Y T
1 1 0 0 14.00
2 1 0 2 14.00
3 1 0 1 14.00
4 0 1 2 0.00
5 0 1 0 0.00
6 0 1 1 0.00
7 1 3 2 2.00
8 0 2 2 0.00
9 0 2 1 0.00
10 0 2 0 0.00
11 1 3 1 2.00
12 1 3 0 2.00
ELEMENT NODE1 NODE2 NODE3 NODE4 QGEN
1 9 6 5 10 0.00
2 6 3 1 5 0.00
3 10 12 11 9 0.00
4 8 4 6 9 0.00
5 4 2 3 6 0.00
6 9 11 7 8 0.00
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1
Example of input file
NPOIN NELEM

12	 6
TK THICK

1 0.1
NODE IBC X Y T
1 1 0 0 14.00
2 1 0 2 14.00
3 1 0 1 14.00
4 0 1 2 0.00
5 0 1 0 0.00
6 0 1 1 0.00
7 1 3 2 2.00
8 0 2 2 0.00
9 0 2 1 0.00
10 0 2 0 0.00
11 1 3 1 2.00
12 1 3 0 2.00
ELEMENT NODE1 NODE2 NODE3 NODE4 QGEN
1 9 6 5 10 0.00
2 6 3 1 5 0.00
3 10 12 11 9 0.00
4 8 4 6 9 0.00
5 4 2 3 6 0.00
6 9 11 7 8 0.00  
 

ส่วนที่ 1 ค าอธิบายลักษณะของไฟล์ 

บรรทัดที่หนึ่ง ตัวเลขระบุจ านวนบรรทัดที่เป็นตัวอักษร 

บรรทัดที่สอง ค าอธิบายต่างๆ ตามที่ระบุไว้ในบรรทัดที่หนึ่ง 

1 
Example of input file 

 

ส่วนที่ 2 ค่าท่ีใช้ในการค านวณของปัญหา 

บรรทัดที่หนึ่ง ค าอธิบายถึงข้อมูลตัวเลขด้านล่าง  “จ านวนจุดต่อ” และ “จ านวนเอลิเมนต์” 

บรรทัดที่สอง จ านวนจุดต่อ  จ านวนเอลิเมนต์ 

NPOIN NELEM
12	 6  

 

ส่วนที่ 3  ค่าคุณสมบัติของวัสดุ 

บรรทัดที่หนึ่ง ค าอธิบายถึงข้อมูลตัวเลขด้านล่าง  “สัมประสิทธิ์การน าความร้อน”และ“ความ
หนาของเอลิเมนต์” 

บรรทัดที่สอง “ค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อน”และ“ค่าความหนาของเอลิเมนต์” 

TK THICK
1 0.1  

 

ส่วนที่ 4 ลักษณะจุดต่อ 

บรรทัดที่หนึ่ง ค าอธิบายถึงข้อมูลตัวเลขด้านล่าง  “ล าดับที่ของจุดต่อ”, “ก าหนดเป็นเงื่อนไข
ขอบเขตหรือไม่” (0 : ไม่เป็น, 1 : เป็น) , “พิกัดจุดต่อในต าแหน่งแกน x ” , 
“พิกัดจุดต่อในต าแหน่งแกน y ” และ “อุณหภูมิ” 
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บรรทัดที่ต่อๆไป “ค่าล าดับที่ของจุดต่อ”, “ก าหนดเป็นเงื่อนไขขอบเขตหรือไม่” , “ค่าพิกัดจุดต่อ
ในต าแหน่งแกน x ” , “ค่าพิกัดจุดต่อในต าแหน่งแกน y ” และ “ค่าอุณหภูมิที่
จุดต่อ” 

NODE IBC X Y T
1 1 0 0 14.00
2 1 0 2 14.00
3 1 0 1 14.00
4 0 1 2 0.00
5 0 1 0 0.00
6 0 1 1 0.00
7 1 3 2 2.00
8 0 2 2 0.00
9 0 2 1 0.00
10 0 2 0 0.00
11 1 3 1 2.00
12 1 3 0 2.00  
 

ส่วนที่ 5 ลักษณะของเอลิเมนต์ 

บรรทัดที่หนึ่ง ค าอธิบายถึงข้อมูลตัวเลขด้านล่าง  “ล าดับที่ของเอลิเมนต์”, “ล าดับที่ของจุดต่อ
ในต าแหน่งที่หนึ่ง” “ล าดับที่ของจุดต่อในต าแหน่งที่สอง” , “ล าดับที่ของจุดต่อ
ในต าแหน่งที่สาม” “ล าดับที่ของจุดต่อในต าแหน่งที่สี่” และ “ปริมาณความร้อน
ที่ให้ก าเนิดเองได้ภายในเอลิเมนต์” 

บรรทัดที่ต่อๆไป “ค่าล าดับที่ของเอลิเมนต์”, “ค่าล าดับที่ของจุดต่อในต าแหน่งที่หนึ่ง” “ค่าล าดับ
ที่ของจุดต่อในต าแหน่งที่สอง” , “ค่าล าดับที่ของจุดต่อในต าแหน่งที่สาม” “ค่า
ล าดับที่ของจุดต่อในต าแหน่งที่สี่” และ “ค่าปริมาณความร้อนที่ให้ก าเนิดเองได้
ภายในเอลิเมนต์” 

ELEMENT NODE1 NODE2 NODE3 NODE4 QGEN
1 9 6 5 10 0.00
2 6 3 1 5 0.00
3 10 12 11 9 0.00
4 8 4 6 9 0.00
5 4 2 3 6 0.00
6 9 11 7 8 0.00  
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4.3 รายละเอียดของไฟล์ข้อมูลขาออก  

 รูปแบบของข้อมูลขาออกเขียนมีรายละเอียดดังนี้  

TITLE = "input.txt           "      
VARIABLES = "X", "Y", "T"
ZONE N=   12, E=    6, F=FEPOINT, ET=QUADRILATERAL
0.00E+00 0.00E+00 1.40E+01
0.00E+00 2.00E+00 1.40E+01
0.00E+00 1.00E+00 1.40E+01
1.00E+00 2.00E+00 1.00E+01
1.00E+00 0.00E+00 1.00E+01
1.00E+00 1.00E+00 1.00E+01
3.00E+00 2.00E+00 2.00E+00
2.00E+00 2.00E+00 6.00E+00
2.00E+00 1.00E+00 6.00E+00
2.00E+00 0.00E+00 6.00E+00
3.00E+00 1.00E+00 2.00E+00
3.00E+00 0.00E+00 2.00E+00

9 6 5 10
6 3 1 5

10 12 11 9
8 4 6 9
4 2 3 6
9 11 7 8  

 

ส่วนที่ 1 ค าอธิบายลักษณะของไฟล์  

บรรทัดที่หนึ่ง ชื่อของไฟล์ข้อมูลขาเข้าที่ใส่เข้าไป  

บรรทัดที่สอง ค าอธิบายพารามิเตอร์ต่าง  

บรรทัดที่สาม ZONE N = จ านวนจุดต่อ , E=จ านวนเอลิเมนต์ F=FEPOINT (พล๊อตในรูปแบบของ
ไฟไนต์เอลิเมนต์), ET=QUADRILATERAL (ชนิดเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า) 
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TITLE = "input.txt           "      
VARIABLES = "X", "Y", "T"
ZONE N=   12, E=    6, F=FEPOINT, ET=QUADRILATERAL  
 

ส่วนที่ 2 

บรรทัดที่หนึ่งและต่อไป ค่าพิกัดจุดต่อในต าแหน่งแกน x ” , “ค่าพิกัดจุดต่อในต าแหน่งแกน y ” 
และ “ค่าอุณหภูมิที่จุดต่อ” 

0.00E+00 0.00E+00 1.40E+01
0.00E+00 2.00E+00 1.40E+01
0.00E+00 1.00E+00 1.40E+01
1.00E+00 2.00E+00 1.00E+01
1.00E+00 0.00E+00 1.00E+01
1.00E+00 1.00E+00 1.00E+01
3.00E+00 2.00E+00 2.00E+00
2.00E+00 2.00E+00 6.00E+00
2.00E+00 1.00E+00 6.00E+00
2.00E+00 0.00E+00 6.00E+00
3.00E+00 1.00E+00 2.00E+00
3.00E+00 0.00E+00 2.00E+00  

 

ส่วนที่ 3 

บรรทัดต่อๆมา “ค่าล าดับที่ของจุดต่อในต าแหน่งที่หนึ่ง” “ค่าล าดับที่ของจุดต่อในต าแหน่งที่
สอง” , “ค่าล าดับที่ของจุดต่อในต าแหน่งที่สาม” “ค่าล าดับที่ของจุดต่อใน
ต าแหน่งที่สี่” 

9 6 5 10
6 3 1 5

10 12 11 9
8 4 6 9
4 2 3 6
9 11 7 8   
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บทที่ 5 
การตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรม 

 

 ในบทนี้จะแสดงผลการค านวณจากโปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นมาและเปรียบเทียบกับระเบียบวิธี
ไฟไนต์เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมแบบทั่วไปและผลเฉลยแม่นตรงเพ่ือใช้ยืนยันความถูกต้องของโปรแกรมที่
ประดิษฐ์ขึ้นมา 

5.1 ปัญหาแผ่นโลหะสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่ก าหนดอุณหภูมิที่ขอบ 

ปัญหาแผ่นโลหะสี่เหลี่ยมผืนผ้า ซึ่งถูกก าหนดค่าอุณหภูมิที่ขอบ โดยแผ่นโลหะสี่เหลี่ยมมี
ขนาด 21  หน่วย หนา 0.1 หน่วย และก าหนดค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อน k  มีค่าเท่ากับ 1 
หน่วย และอุณหภูมิที่ขอบซ้าย, ขอบขวาและขอบล่าง มีค่าเท่ากับศูนย์ ส่วนอุณหภูมิที่ขอบด้านบนมี
ค่าแปรผันไปตามระยะทาง คือ  sin 2x  ซึ่งปัญหาดังกล่าวมีผลเฉลยแม่นตรงของการกระจาย
อุณหภูมิ [12] คือ 

  
   

 

sin 2 sinh 2
,

sinh 2

x y
T x y

 


   (5.1) 

เนื่องจากปัญหามีความสมมาตรจึงสามารถลดใช้โดเมนในการค านวณเพียงครึ่งซ้ายดังรูปที่ 
5.1 การวิเคราะห์ปัญหาจะเริ่มจากการแบ่งโดเมนปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อยๆ ซึ่งประกอบด้วย 
121 จุดต่อ 100 เอลิเมนต์ จากนั้นท าการประยุกต์เงื่อนไขขอบเขตโดยให้อุณหภูมิที่ x 0, x 1  
และที่ y  0 มีค่าอุณหภูมิเท่ากับ 0 และที่ต าแหน่งที่ y  1 จะแทนค่าตามสมการ (5.1) ซึ่งอุณหภูมิ
จะเริ่มจาก 0 ที่ขอบด้านซ้ายบน และเพ่ิมขึ้นไปเรื่อยๆ จนมีค่าเท่ากับ 1 ที่ขอบด้านขวาบน เมื่อ
ก าหนดไฟล์ข้อมูลขาเข้าด้วยข้อมูลดังกล่าวแล้วส่งเข้าไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นจะได้
ผลลัพธ์เป็นเส้นชั้นอุณหภูมิดังรูปที่ 5.2 เป็นการแสดงถึงเส้นชั้นของอุณหภูมิที่ได้มาจากโปรแกรม 
ไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ใช้ฟลักซ์เชิงเส้น (Linear Flux Formulation) เนื่องจากต้องการที่จะตรวจความ
ถูกต้องของโปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นจึงเลือกการเปรียบเทียบอุณหภูมิในแนวแกนเส้นทแยงมุม A-A ที่ 
x y  เพราะมีระยะทางที่มากที่สุดและผ่านเส้นชั้นอุณหภูมิครบทุกเส้น โดยที่ใช้ผลจากการค านวณ
จากผลเฉลยแม่นตรง ผลการค านวณจากระเบียบวิธีไฟไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปที่ใช้จุดเกาส์ 2 จุด
ในแต่ละแนวแกน (Conventional) และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบฟลักซ์ (Flux-based) ซึ่งเมื่อ
พล็อตลงไปในกราฟแล้วความแม่นย าของผลลัพธ์นั้นเท่ากันดังรูปที่ 5.3  
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 sin / 2T x

0T 

0T 0T 

y

x

2

1

 

รูปที่ 5.1 แผ่นโลหะสี่เหลี่ยมที่มีการก าหนดอุณหภูมิที่ขอบทั้งสี่ด้าน 

 

รูปที่ 5.2 การกระจายตัวของอุณหภูมิในสองมิติ 

  

 

A 

A 

y 

x 
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รูปที่ 5.3 การเปรียบเทียบผลลัพธ์จากการค านวณแบบทั่วไป และแบบฟลักซ์ กับผลเฉลยแม่น
ตรงในแนวทแยงมุม A-A 

 

และท าการเปรียบเทียบค่าเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนระหว่างโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่ประดิษฐ์ขึ้น
ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบฟลักซ์เชิง และโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่ประดิษฐ์ขึ้นด้วยระเบียบ
วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปกับผลเฉลยแม่นตรง ในต าแหน่งที่ x y 0.5 พบว่ามีเปอร์เซ็นต์ความ
คลาดเคลื่อนเท่ากันดังตารางที่ 5.1 

ตารางที่ 5.1 การเปรียบเทียบอุณหภูมิที่ต าแหน่ง x y   0.5 จากการใช้เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมแบบ
ทั่วไปและเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมแบบฟลักซ์กับผลเฉลยแม่นตรง 

 
ค่าอุณหภูมิที่ต าแหน่ง 

x y 0.5 

|ค่าความคลาดเคลื่อน (%)| 

 ,
%

exactx y

exact

T T

T


   

ผลเฉลยแม่นตรง 0.266911 - 

แบบฟลักซ์เชิงเส้น 0.266628 0.10621 

แบบทั่วไป 0.266628 0.10621 
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นั้นท าการเพ่ิมจ านวนจุดต่อให้มากขึ้นและท าการจับเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์การน าความร้อน 
เพ่ือเปรียบเทียบจ านวนจุดต่อระหว่างระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปกับระเบียบวิธีไฟไนต์ 
เอลิเมนต์แบบฟลักซ์ ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้ก็พบว่าระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบฟลักใช้เวลาในการสร้าง
เมทริกซ์การน าความร้อนที่น้อยกว่าในทุก ๆ ค่าของจุดต่อดังรูปที่ 5.4 

 
รูปที่ 5.4 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์การน าความร้อนระหว่างไฟไนต์ 

เอลิเมนต์แบบทั่วไปกับแบบฟลักซ์ 
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5.2 ปัญหาแผ่นโลหะจัตุรัสและสามารถผลิตความร้อนได้เอง 

ปัญหาแผ่นโลหะจัตุรัส ซึ่งถูกก าหนดค่าอุณหภูมิที่ขอบ โดยแผ่นโลหะจัตุรัสมีขนาด 11 
หน่วย หนา 0.1 หน่วย และก าหนดค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อน k  มีค่าเท่ากับ 1 และอุณหภูมิที่
ขอบทั้งสี่มีค่าเท่ากับ T = 0  ส่วนอุณหภูมิที่ และสามารถผลิตความร้อนได้เองภายในมีค่า 

             , 14 1 1 2 4 1 1 2 2 1 2 7 1 1Q x y x x y y y x x y x x y y              

  (5.2) 

รายละเอียดของปัญหาแสดงดังรูปที่ 5.5 ซึ่งปัญหาดังกล่าวมีผลเฉลยแม่นตรงของการกระจาย
อุณหภูมิคือ 

        , 1 1 1 2 7T x y x x y y x y       (5.3) 

ในปัญหานี้เริ่มต้นด้วยการแบ่งเอลิเมนต์ออกเป็น 121 จุดต่อ 100 เอลิเมนต์เหมือนตัวอย่างที่แล้วดัง
รูปที่ 5.5 ละสร้างไฟข้อมูลขาเข้าและน าไปวิเคราะห์ด้วยโปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นก็จะได้การกระจาย
ของอุณหภูมิดังรูปที่ 5.6 แล้วจึงน ามาเปรียบเทียบกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไป กับผล
เฉลยแม่นตรงซึ่งผลลัพธ์ที่ได้มีความแม่นย าเท่ากันกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปดัง 
รูปที่ 5.7 ได้ดังรูป จากนั้นตรวจสอบอีกครั้งโดยเลือกค่าอุณหภูมิที่ต าแหน่งกึ่งกลางของแผ่นโลหะมา
ตรวจสอบได้ผลดังตารางที่ 5.2 ซึ่งมีค่าความคลาดเคลื่อนที่เท่ากัน 

 

  

0T 

0T 

0T 0T 

y

x

1

1  
รูปที่ 5.5 แผ่นโลหะจัตุรัสที่มีการก าเนิดความร้อนได้เอง 
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รูปที่ 5.6 (ก) การกระจายตัวของอุณหภูมิในสองมิติ 

(ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิเม่ือพล็อตสามมิติ 

 

 

 
รูปที่ 5.7 การเปรียบเทียบผลลัพธ์จากการค านวณแบบทั่วไป และแบบฟลักซ์กับผลเฉลยแม่นตรงใน

แนว y =0.5 
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ตารางที่ 5.2 การเปรียบเทียบอุณหภูมิที่ต าแหน่ง x y   0.5 ระหว่างการใช้ไฟไนต์เอลิเมนต์แบบ
ทั่วไปและแบบฟลักซ์เชิงเส้นกับผลเฉลยแม่นตรง 

 
ค่าอุณหภูมิที่ต าแหน่ง 

x y 0.5 

|ค่าความคลาดเคลื่อน (%)| 

 ,
%

exactx y

exact

T T

T


  

ผลเฉลยแม่นตรง 0.343750 - 

แบบฟลักซ์เชิงเส้น 0.345111 0.39593 

แบบทั่วไป 0.345111 0.39593 

 

ในรูปที่ 5.8 นั้นท าการเพ่ิมจ านวนจุดต่อให้มากขึ้นและท าการจับเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์การน า
ความร้อน เมื่อเพ่ือจ านวนจุดต่อไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปใช้เวลาในการสร้างเมทริกซ์การน าความ
ร้อนในมากกว่าไฟไนต์เอลิเมนต์แบบฟลักซ์เชิงเส้น 

 
รูปที่ 5.8 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์การน าความร้อนระหว่างไฟไนต์ 

เอลิเมนต์แบบทั่วไปกับแบบฟลักซ์เชิงเส้น 
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5.3 ปัญหาแผ่นโลหะกลมและสามารถผลิตความร้อนได้เอง 

ปัญหาแผ่นโลหะกลม ซึ่งถูกก าหนดค่าอุณหภูมิที่ขอบ โดยแผ่นโลหะมีขนาดเส้นผ่าน
ศูนย์กลาง 20 หน่วย หนา 0.1 หน่วย และก าหนดค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อน k  มีค่าเท่ากับ 1 
และอุณหภูมิที่ขอบเท่ากับศูนย์ และสามารถผลิตความร้อนได้เองภายใน Q  และมีค่าเท่ากับ 4 หน่วย 
และมีผลเฉลยแม่นตรงของการกระจายอุณหภูมิดังสมการ (5.4) 

     2 2, 100
4

Q
T x y x y

k
    (5.4) 

 

รูปที่ 5.9 แผ่นโลหะวงกลมที่ก าเนิดความร้อนได้เอง 

เนื่องจากปัญหามีความสมมาตรจึงสามารถลดใช้ขอบเขตในการค านวณเพียงครึ่งขวาบนจากนั้นท า
การแบ่งเอลิเมนต์ย่อย ๆ ด้วยโปรแกรม AUTOMESH-2D เนื่องจากโดเมนของปัญหาเป็นรูปวงกลมจึง
ไม่สามารถสร้างเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมผืนผ้าลงไปได้ ดังรูปที่  5.10(ก) และท าการสร้างไฟล์ข้อมูลขาเข้า
และท าการวิเคราะห์ โดยได้ผลลัพธ์จากการค านวณท่ีแสดงว่าอุณหภูมิจะสูงสุดที่ต าแหน่งกึ่งกลางของ
วงกลมหรือต าแหน่ง (0,0) ในพิกัดฉากซึ่งแสดงในรูปแบบสองมิติดังรูปที่ 5.10(ข) และในแบบสามมิติ
ในรูปที่ 5.10(ค) จากนั้นท าการเปรียบเทียบผลลัพธ์จากการค านวณแบบทั่วไป และฟลักซ์เชิงเส้น กับ
ผลเฉลยแม่นตรงในแนวรัศมี ซึ่งผลที่ได้ออกมานั้นไม่มีความแตกต่างกันระหว่างระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิ
เมนต์แบบฟลักซ์เชิงเส้นกับแบบทั่วไป เมื่อพิจาณาจากรูปที่ 5.11   

 

 

0T 
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4Q 

x

y
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รูปที่ 5.10(ก) 

X

Y
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 รูปที่ 5.10 (ข) รูปที่ 5.10 (ค)  

 

รูปที่ 5.10 (ก) รูปแบบจ าลองไฟไนต์เอลิเมนต์ 

   (ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในสองมิติ 

   (ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิเม่ือพล็อตสามมิติ 
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รูปที่ 5.11 การเปรียบเทียบผลลัพธ์จากการค านวณแบบทั่วไป และฟลักซ์เชิงเส้นกับผลเฉลยแม่น
ตรงในแนวตามแนวรัศมี 

แต่เมื่อน ามาค านวณหาค่าความคลาดเคลื่อนที่ต าแหน่งต่าง ๆ ในแนวรัศมีพบว่าผลลัพธ์ที่ได้จาก
แบบฟลักซ์มีค่าความคลาดเคลื่อนที่น้อยกว่าแบบไฟไนต์เอลิเมนต์ทั่วไปเมื่อเทียบกับผลเฉลยแม่นตรง 
ดังแสดงในตารางที่ 5.3 

ตารางที่ 5.3  การเปรียบเทียบอุณหภูมิตามระยะรัศมีจากการใช้เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมแบบทั่วไปและ 
เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมแบบฟลักซ์เชิงเส้นกับผลเฉลยแม่นตรง 

r ผลเฉลยแม่นตรง 
Flux-based Conventional 

อุณหภูมิ Error (%) อุณหภูมิ Error (%) 

0 100.0000 99.9876 0.0124 99.9848 0.0152 

2 96.0000 95.8273 0.1799 95.8245 0.1828 

4 84.0000 83.8079 0.2287 83.8050 0.2321 

6 64.0000 63.9070 0.1453 63.9039 0.1502 

8 36.0000 35.8887 0.3092 35.8868 0.3144 

10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

Exact Flux-Based Conventional 
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จากนั้นจึงท าการเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์เพ่ือเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์การน าความร้อน
อีกครั้งโดยเทียบกันระหว่างระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบฟลักซ์กับแบบทั่วไปซึ่งผลที่ได้ก็เหมือน
สองปัญหาก่อนหน้านี้ ดังแสดงในรูปที่ 5.12 

 

0.00

0.20

0.40

0.60

0.80

1.00

1.20

1000 3000 5000 7000 9000 11000

Conventional
Flux-based

เวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์
(วินาที)

จ านวนจ  ต อ
 

รูปที่ 5.12 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์การน าความร้อนระหว่างไฟไนต์ 
เอลิเมนต์แบบทั่วไปกับแบบฟลักซ์เชิงเส้น 

 

5.4 ปัญหาแผ่นโลหะสามเหลี่ยมด้านเท่าที่ผลิตความร้อนได้เอง 

ปัญหาแผ่นโลหะสามเหลี่ยมด้านเท่ามีขนาดดังแสดงในรูปที่ 5.13 สามารถผลิตความร้อนได้
เอง และมีอุณหภูมิตลอดขอบนอกเท่ากับศูนย์ ปัญหานี้มีผลเฉลยแม่นตรงของการกระจายของ
อุณหภูมิบนแผ่นโลหะ [1] ดังสมการที่ (5.5) 

     , 2 3 3
4

Q
T x y y x y x y

k
      (5.5) 
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รูปที่ 5.13 แผ่นโลหะสามเหลี่ยมที่ผลิตความร้อนได้เอง 

 

การวิเคราะห์เริ่มจากการแบ่งปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อยๆ 2 ,012จุดต่อ และ 2,115เอลิเมนต์ด้วย
โปรแกรม AUTOMESH-2D เนื่องจากโดเมนของปัญหาไม่สามารถสร้างเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า
ได้ดังรูปที่ 5.14 และประยุกต์เงื่อนไขขอบเขต จากนั้นท าการค านวณออกมาได้ผลลัพธ์โดยแสดงเป็น
เส้นชั้นอุณหภูมิดังรูปที่ 5.15 แล้วท าการเปรียบเทียบผลลัพธ์จากการค านวณแบบทั่วไปและแบบฟ
ลักซ์กับผลเฉลยแม่นตรงในแนว x 1 / 3  ซึ่งมีความแม่นย าของผลลัพธ์ใกล้เคียงกันดังรูปที่ 5.16 
เมื่อท าการเพ่ิมจ านวนจุดต่อโดยการแบ่งเอลิเมนต์ให้ละเอียดมากขึ้นและตรวจสอบการใช้เวลาในการ
สร้างเมทริกซ์การน าความร้อนนั้นได้ผลลัพธ์ดังแสดงในรูปที่ 5.17 

 

รูปที่ 5.14 การแบ่งเอลิเมนต์บนแผ่นโลหะสามเหลี่ยมที่ผลิตความร้อนได้เอง 

1

1 2

3

1

3

1

3

y

x

Q
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รูปที่ 5.15 เส้นชั้นอุณหภูมิบนแผ่นโลหะสามเหลี่ยมที่ผลิตความร้อนได้เอง 

รูปที่ 5.16 เปรียบเทียบผลเฉลยแบบฟลักซ์เชิงเส้นกับผลเฉลยแม่นตรงในแนวเส้นตรง 1

3
x   
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ตารางที่ 5.4 การเปรียบเทียบความคลาดเคลื่อนของผลลัพธ์ 

 
ค่าอุณหภูมิที่ต าแหน่ง 

1/ 3x  และ 
0.3y   5 

|ค่าความคลาดเคลื่อน (%)| 

 ,
%

exactx y

exact

T T

T


  

ผลเฉลยแม่นตรง 0.035175 - 

แบบฟลักซ์เชิงเส้น 0.0367504 4.478% 

แบบทั่วไป 0.0367538 4.488% 
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รูปที่ 5.17 เปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์การน าความร้อนระหว่างไฟไนต์เอลิเมนต์
แบบทั่วไปกับแบบฟลักซ์เชิงเส้น 
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5.5 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีการเปลี่ยนแปลงอย่างฉับพลัน 

ตัวอย่างนี้เป็นปัญหาที่มีการเปลี่ยนแปลงของการผลิตความร้อนได้เองอย่างฉับพลันภายใน
พ้ืนที่สี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1 หน่วย ดังแสดงในรูป 5.18 โดยมีอุณหภูมิที่ขอบทั้งสี่ด้านเท่ากับศูนย์ และ
มีการผลิตความร้อนที่เป็นฟังก์ชันกับพิกัด x  และ y  ดังสมการ (5.6) 
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  (5.6) 

โดยที่  100, 2 0.8x y       

 

 

 

รูปที่ 5.18 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีการเปลี่ยนแปลงอย่างฉับพลัน 

ปัญหานี้มีผลเฉลยแม่นตรงโดยแสดงออกมาเป็นเส้นชั้นของอุณหภูมิในสองมิติดังในรูป 5.18 ซึ่งมี
สมการของอุณหภูมิที่ต าแหน่งต่าง ๆ [6] ดังสมการ (5.7) 

1 

1 

A 

A 
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       1, 1 1 tan
Exact

T x y x x y y      (5.7) 

การวิเคราะห์ปัญหานี้เริ่มด้วยการแบ่งพ้ืนที่สี่เหลี่ยมออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ ที่ 2,116 จุดต่อและ
2,025 เอลิเมนต์ ดังรูปที่ 5.19(ก) หลักจากการวิเคราะห์ ได้ผลลัพธ์ที่มีความคลาดเคลื่อนอยู่มากโดย
ไม่ปรากฎส่วนของเส้นชั้นอุณหภูมิที่เป็นรูปแบบเหวที่ด้านซ้ายล่างของโดเมน ดังรูปที่ 5.19(ข) 

 
รูปที่ 5.19 (ก) 

 

รูปที่ 5.19 (ข) 

รูปที่ 5.19 (ก) เอลิเมนต์เริ่มต้นของจัตุรัสที่มีการเปลี่ยนแปลงอย่างฉับพลัน 

(ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในเอลิเมนต์เริ่มต้น 
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จากนั้นเริ่มท าการปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่หนึ่งโดยมี 4,261 จุดต่อ และ 4,194 เอลิเมนต์ ดังรูปที่ 
5.20(ก) และท าการประยุกต์เงื่อนไขขอบเขตได้ผลการวิเคราะห์ดังรูปที่ 5.20(ข) 

 
รูปที่ 5.20 (ก) 

 
รูปที่ 5.20 (ข) 

รูปที่ 5.20 (ก) การปรับขนาดครั้งที่หนึ่งเอลิเมนต์ของจัตุรัสที่มีการเปลี่ยนแปลงอย่างฉับพลัน 

(ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในการปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่หนึ่ง 
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จากนั้นเริ่มท าการปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่สองโดยมี 4,227 จุดต่อ และ 4,168 เอลิเมนต์ ดัง 
รูปที่ 5.21(ก) และท าการประยุกต์เงื่อนไขขอบเขตได้ผลการวิเคราะห์ดังรูปที่ 5.21(ข) 

 
รูปที่ 5.21 (ก) 

 
รูปที่ 5.21 (ข) 

รูปที่ 5.21 (ก) การปรับขนาดครั้งที่สองเอลิเมนต์ของจัตุรัสที่มีการเปลี่ยนแปลงอย่างฉับพลัน 

(ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในการปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่สอง 
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จากนั้นเริ่มท าการแบ่งเอลิเมนต์อีกครั้งโดยมี 6,561 จุดต่อ และ 6,400 เอลิเมนต์ ดังรูปที่ 5.22(ก) 
และท าการประยุกต์เงื่อนไขขอบเขตได้ผลการวิเคราะห์ดังรูปที่ 5.22(ข) 

 
รูปที่ 5.22 (ก) 

 
รูปที่ 5.22 (ข) 

รูปที่ 5.22 (ก) เอลิเมนต์แบบละเอียดของจัตุรัสที่มีการเปลี่ยนแปลงอย่างฉับพลัน 

(ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในเอลิเมนต์แบบละเอียด 
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น าผลเฉลยทั้งสี่แบบมาพล๊อตอีกครั้งในรูปแบบของสามมิติ โดยเรียงล าดับจากรูปแบบเอลิเมนต์เริ่มต้น 
รูปที่5.23(ก) รูปแบบการปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่หนึ่งรูปที่ 5.23(ข)  รูปแบบการปรับขนาดเอลิเมนต์
ครั้งที่สองรูปที่5.23(ค) และ รูปแบบเอลิเมนต์แบบละเอียด รูปที่ 5.23(ง) 

 
รูปที่ 5.23 (ก) 

 
รูปที่ 5.23 (ข) 
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รูปที่ 5.23 (ค) 

 
รูปที่ 5.23 (ง) 

รูปที่ 5.23 (ก) การกระจายตัวในรูปแบบสามมิติของเอลิเมนต์เริ่มต้น 2,116 จุดต่อ 

(ข) การกระจายตัวในรูปแบบสามมิติของการปรับขนาดครั้งที่หนึ่ง 4,261 จุดต่อ 

(ค) การกระจายตัวในรูปแบบสามมิติของการปรับขนาดครั้งที่สอง 4,227 จุดต่อ 

(ง) การกระจายตัวในรูปแบบสามมิติของเอลิเมนต์แบบละเอียด 6,561จุดต่อ 

 

เพ่ือแสดงถึงความแตกต่างจึงท าการพล็อตค่าบนเส้นทแยงมุมตามสมการ x y  ดังรูปที่ 5.24 โดยที่
เพ่ิมเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยม ขนาด 5,041จุดต่อ 4,900 เอลิเมนต์ ลงไปด้วย ซึ่งจากกราฟแสดงให้เห็น
ว่าการใช้เทคนิคการปรับขนาดช่วยเพิ่มความแม่นย าของผลลัพธ์ตั้งแต่การปรับขนาดครั้งที่หนึ่ง 
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รูปที่ 5.24 การเปรียบเทียบผลการวิเคราะห์ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีการเปลี่ยนแปลงอย่าง

ฉับพลันด้วยรูปแบบต่าง ๆ 
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5.6 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมที่มีการผลิตความร้อนในรูปแบบกรวย 

 ปัญหามีการผลิตความร้อนในรูปแบบกรวยสี่กรวยอยู่ภายในสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1x1 ดังรูป
ที่ 5.25  โดยมีอุณหภูมิที่ขอบทั้งสี่ด้านมีค่าเท่ากับศูนย์ และการผลิตความร้อนภายในเป็นฟังก์ชันของ
พิกัด x  และ y   ดังสมการ (5.8) 

  
   2 1

0 0.075
, ;

10 cos 10 sin 0.075

B
Q x y

A AB AB AB B



 

 
  (5.8) 

โดยที่  / 0.075A   และ    
2 2

0.25 0.25B x y      

1

1

R = 0.075
x

y

 
รูปที่ 5.25 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมที่มีการผลิตความร้อนในรูปแบบกรวย 

 

และผลเฉลยแม่นตรงมีการกระจายของอุณหภูมิ [8] ตามสมการ (5.9) 

  
 

0 0.075
,

10 1 cos / 0.075 0.075

B
T x y

B B

 
 

    
  (5.9) 
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เนื่องจากปัญหามีความสมมาตรฉะนั้นจงสามารถลดขอบเขตการค านวณเหลือเพียง 1 ใน 8 ของพื้นที่
ทั้งหมดและท าการเบ่งเอลิเมนต์จ านวน 479 จุดต่อ  ดังรูป 5.26(ก) ได้ผลของการกระจายตัวของ
อุณหภูมิในสองดังรูปที่ 5.26(ข) ที่มีเส้นชั้นอุณหภูมิที่ไม่เรียบในบริเวณของกรวยและมีความไม่เรียบที่
ของบริเวณที่ห่างจากฐานกรวยออกมา และในรูปที่ 5.26(ค) คือการกระจายตัวในสามมิติ ที่ได้แสดง
ให้เห็นถึงอุณหภูมิที่ปลายยอดกรวยที่ไม่สมบูรณ์และฐานกรวยที่ไม่เรียบและมีการบิดเบี้ยวอย่างเห็น
ได้ชัด 

 
รปูที่ 5.26 (ก) 

 
รูปที่ 5.26 (ข) 
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รูปที่ 5.26 (ค) 

รูปที่ 5.26 (ก) เอลิเมนต์เริ่มต้นของปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมที่มีการผลิตความร้อนในรูปแบบกรวย 

(ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในสองมิติ 

(ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในสามมิติ 

 

 

จากนั้นท าการปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่หนึ่งด้วยการแบ่งเอลิเมนต์ เพ่ิมขึ้นเป็น 921 จุดต่อ 856  
เอลิเมนต์ ดังที่แสดงไว้ในรูปที่  5.27(ก) ได้ผลของการกระจายตัวของอุณหภูมิ ในสองมิติดัง 
รูปที่ 5.27(ข) เส้นชั้นของอุณหภูมิในบริเวณโดนกรวยที่เป็นเหลี่ยมมุมและบริเวณท่ีห่างจากฐานกรวน
ยังมีเส้นชั้นที่แสดงถึงความโค้ง และรูปที่ 5.27(ค) แสดงการกระจายตัวในสามมิติ โดยผลลัพธ์ที่มี
ความถูกต้องมากขึ้นเมื่อเทียบกับเอลิเมนต์เริ่มต้น แต่ก็ยังไม่เห็นถึงอุณหภูมิที่ปลายยอดกรวยที่ยังไม่
สมบูรณ์และบริเวณฐานก็ยังคงมีการบิดโค้งและไม่เรียบในบริเวณโคนกรวยอยู่ 
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รูปที่ 5.27 (ก) 

 
รูปที่ 5.27 (ข)  
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รูปที่ 5.27 (ค)  

 

รูปที่ 5.27 (ก) เอลิเมนต์จากการปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่หนึ่ง 

(ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในสองมิติ 

(ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในสามมิติ 
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จากนั้นจึงท าการปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่สองด้วยการแบ่งเอลิเมนต์เพ่ิมข้ึนเป็น 3,372 จุดต่อ 3,263 
เอลิเมนต์ ดังที่แสดงไว้ในรูปที่ 5.28(ก) ได้ผลของการกระจายตัวของอุณหภูมิ ในสองมิติ ดัง 
รูปที่ 5.28(ข) ที่เส้นชั้นบริเวณกรวยที่มีความเป็นวงกลมอย่างสมบูรณ์ และไม่มีเส้นชั้นในบริเวณท่ีห่าง
จากฐานกรวยออกมาเหลืออยู่อีกต่อไป  และในแบบสามมิติดังรูปที่ 5.28(ค) ได้ผลลัพธ์ที่มีความ
ถูกต้องมากขึ้น โดยอุณหภูมิที่ฐานกรวยนั้นเรียบเสมอกัน แต่ยังมีส่งของยอดกรวยที่สมบูรณ์มากขึ้น 
แต่ยังคงมีเหลี่ยมอยู่เล็กน้อย 

 
รูปที่ 5.28 (ก) 

 
รูปที่ 5.28 (ข) 
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รูปที่ 5.28 (ค) 

รูปที่ 5.28 (ก) เอลิเมนต์จากการปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่สอง 

(ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในสองมิติ 

(ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในสามมิติ 

 

และท าการปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่สามด้วยการแบ่งเอลิเมนต์เพ่ิมเป็น 6,374 จุดต่อ 6,224  
เอลิเมนต์ ดังที่แสดงไว้ในรูปที่  5.29(ก) ได้ผลของการกระจายตัวของอุณหภูมิ ในสองมิติ ดัง 
รูปที่ 5.29(ข) ที่ได้ผลลัพธ์ที่ไม่แตกต่างกับการปรับขนาดเอลิเมนต์ในครั้งที่สอง และการกระจายตัวใน
สามมิติดังรูปที่ 5.29(ค) ที่มีความสมบูรณ์ของบริเวณยอดกรวยมากขึ้นเมื่อเทียบกับครั้งก่อนหน้านี้ 
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รูปที่ 5.29 (ก) 

 
รูปที่ 5.29 (ข) 
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รูปที่ 5.29 (ค) 

 

รูปที่ 5.29 (ก) เอลิเมนต์จากการปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่สาม 

(ข) การกระจายตัวของอุณหภูมิในสองมิติ 

(ค) การกระจายตัวของอุณหภูมิในสามมิติ 
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เมื่อน าค่าที่จุดที่ x y 0.25 ซึ่งเป็นจุดที่อุณหภูมิสูงที่สุดซึ่งเป็นยอดแหลมของกรวยมาพล็อต
เปรียบเทียบกับกันจะได้ผลลัพธ์ดังรูปที่ 5.30 ที่แสดงให้เห็นถึงการลู่เข้าสู่ผลเฉลยแม่นตรงเมื่อท าการ
ปรับขนาดเอลิเมนต์ โดยตั้งแต่การปรับขนาดเอลิเมนต์ครั้งที่สองที่ได้ผลลัพธ์อยู่บนผลเฉลยแม่นตรง
แล้ว 

 
รูปที่ 5.30 การเปรียบเทียบผลเฉลยแม่นตรงกับการปรับขนาดเอลิเมนต์ที่ต าแหน่ง

0.25x y   

ตารางที่ 5.5 การเปรียบเทียบความคลาดเคลื่อนของผลลัพธ์ 

 
 

ขนาดเอลิเมนต์ อณุหภูมิ ค่าความคลาดเคล่ือน
(%)

เอลิเมนต์เร่ิมต้น ( 473 จุดต่อ) 16.4359 -17.82%
การปรับขนาดเอลิเมนต์คร้ังทีห่นึ่ง ( 921 จุดต่อ) 21.7023 8.51%
การปรับขนาดเอลิเมนต์คร้ังทีส่อง ( 3,372 จุดต่อ) 20.0919 0.46%
การปรับขนาดเอลิเมนต์คร้ังทีส่าม ( 6,374 จุดต่อ) 19.9341 -0.33%
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บทที่ 6  
บทสร ป ปัญหาที่พบและข้อเสนอแนะ 

 

6.1 บทสรุป 

 งานวิจัยนี้เน้นการประดิษฐ์โปรแกรมจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบเอลิเมนต์สี่เหลี่ยม
ด้านไม่เท่า โดยใช้หลักการของฟลักซ์แบบเชิงเส้น โดยเจาะจงไปที่สมการที่อยู่ในรูปแบบสมการ 
ปัวส์ซงที่น าไปวิเคราะห์การน าความร้อนในสองมิติในสภาวะอยู่ตัว และเสริมด้วยเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนต์เพ่ือเพ่ิมความถูกต้องแม่นย าของผลลัพธ์ และลดจ านวนจุดต่อที่จะต้องใช้ในการ
วิเคราะห์ในปัญหาการน าความร้อนในการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อน  

ในการวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จ าเป็นจะต้องมี
ความรู้พื้นฐานทฤษฎีการถ่ายเทความร้อนทั้งสมการเชิงอนุพันธ์ของการถ่ายเทความร้อน พ้ืนฐานการ
สร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง ฟังก์ชันการประมาณภายในของเอ
ลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์ และการประยุกต์หลักการแบบฟลักซ์ที่ใช้
เพ่ือหลีกเลี่ยงการท าการอินทิเกรตเชิงตัวเลข ซึ่งได้ศึกษาจากเอกสารต่าง ๆ ที่ระบุอยู่ในบทที่ 2 และ
รายละเอียดของทฤษฎีต่าง ๆ ที่กล่าวมานั้น ถูกเขียนไว้ในบทที่ 3 

ส าหรับบทที่ 4 แสดงถึงรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่ประดิษฐ์ขึ้นมาจากสมการ 
ไฟไนต์เอลิเมนต์แบบฟลักซ์ที่ได้น าเสนอมาในบทที่ 3 รวมถึงอธิบายรูปแบบไฟล์ข้อมูลขาเข้าที่
โปรแกรมต้องการ และไฟล์ข้อมูลขาออกที่ได้จากโปรแกรม 

ในบทที่ 5 จะเป็นการทดสอบความถูกต้องของโปรแกรมไฟไนต์เอลิเมนต์แบบฟลักซ์โดย
น าไปวิเคราะห์ปัญหาการน าความร้อนแบบต่าง ๆ ที่มีผลเฉลยแม่นตรง และเปรียบเทียบกับระเบียบ
วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปโดยมีการใช้การอินทิเกรตด้วยวิธีเกาส์-เลอร์จองด์ ที่ใช้ 2 จุดเกาส์ในแต่
ละแนวแกน ทั้งด้านความแม่นย าของผลลัพธ์ซึ่งในปัญหาที่ 1-2 ก็ยืนยันได้ว่า ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิ
เมนต์แบบฟลักซ์นั้นมีความแม่นย าเท่ากับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไปในเอลิเมนต์ที่เป็น
สี่เหลี่ยมผืนผ้า และยังมีความแม่นย ามากกว่าอีกเล็กน้อยในเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่าใน
ปัญหาที่ไม่สามารถใช้เอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้าได้ในปัญหาที่ 3-4 และทั้งสี่ปัญหาที่กล่าวมาได้มี
การจับเวลาในการสร้างเมทริกซ์การน าความร้อนจากแบบฟลักซ์เชิงเส้นและแบบทั่วไป โดยเวลาที่ใช้
จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบฟลักซ์นั้นใช้เวลาในการสร้างเมทริกซ์การน าความร้อนน้อยกว่า
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไป และในปัญหาที่ 5 และ 6 นั้นเป็นปัญหาที่มีการเปลี่ยนแปลง
ของอุณหภูมิอย่างฉับพลันซึ่งต้องใช้เอลิเมนต์ที่มีขนาดเล็กกว่าเพ่ือที่จะให้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย า จึง
ได้เพ่ิมเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต์เพ่ือช่วยเพ่ิมความแม่นย าของผลลัพธ์ในขณะเดียวกันก็ช่วยลด
จ านวนจุดต่อที่ต้องใช้เพื่อให้ได้ความแม่นย าของผลลัพธ์ในระดับเดียวกันโดยที่มีจ านวนจุดต่อน้อยกว่า 
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โดยสรุปกล่าวได้ว่าระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ใช้ฟลักซ์เชิงเส้นและเทคนิคการปรับขนาด
ช่วยลดเวลาในการค านวณและลดจ านวนหน่วยความจ าที่จะต้องใช้ในการค านวณได้เป็นอย่างดีเมื่อ
เทียบกับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบทั่วไป 

 

6.2 ปัญหาที่พบขณะท าวิทยานิพนธ์ 

มีสองข้อที่เป็นปัญหาหลักในการท างานวิจัยนี้ เรื่องแรกคือในการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์  
เอลิเมนต์แบบฟลักซ์เชิงเส้นนั้นเมื่อเมทริกซ์เป็นสี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า  ที่มีรูปร่างบิดเบี้ยวมากเกินไปจะ
ท าให้เมทริกซ์การน าความร้อนที่ประดิษฐ์ขึ้นมาแบบฟลักซ์เชิงเส้นนั้นจะเกิดความไม่สมมาตรขึ้นซึ่ง
ต้องใช้วิธีในการแก้ระบบสมการที่เป็นต้องรองรับในส่วนนี้ คือ คอนจูเกตเกรเดียนท์ที่ปรับปรุงให้ใช้กับ 
เมทริกซ์ที่ไม่สมมาตร และอีกปัญหาหนึ่งก็คือ การใช้โปรแกรม AUTOMESH-2D เพ่ือปรับขนาดเอลิ
เมนต์ซึ่งในหลาย ๆ ครั้งเมื่อก าหนดค่าที่ต้องการในการปรับขนาดแล้ว AUTOMESH-2D ไม่สามารถ
สร้างเอลิเมนต์ในแบบที่ต้องการขึ้นมาได้ ท าให้ต้องใช้เวลามากขึ้นในการพิจารณาการปรับขนาดที่
เหมาะสมกับ AUTOMESH-2D 

 

6.3 ข้อเสนอแนะ 

ผู้วิจัยมีในใช้เทคนิคการปรับขนาดโดยผ่านโปรแกรม AUTOMESH-2D นั้นมีความสะดวกรวดเร็วแต่ก็
ยังไม่สามารถตอบสนองความคาดหวังของผู้วิจัยได้มากนัก ดังนั้นจึงให้ข้อเสนอแนะว่าควรจะมีการ
ประดิษฐ์โปรแกรมที่สามารถแบ่งเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมพร้อมกับการใช้เทคนิคการปรับขนาดข้ึนมาใหม่ 
แต่ก็ต้องลงทุนเวลาในการศึกษาและทดลองในการประดิษฐ์โปรแกรมแบ่งเอลิเมนต์ ถ้าท าส าเร็จก็
สามารถเพ่ิมประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับขนาดได้มากขึ้นไปอีกระดับ
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ฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านไม่เท่า 
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 ในส่วนของเวกเตอร์  B  นั้นหมายถึงเวกเตอร์ที่เกี่ยวข้องกับฟลักซ์ความร้อนที่ไหลผ่านขอบ
ของเอลิเมนต์ ซึ่งพจน์ดังกล่าวจะตัดกันหมดไปภายในขอบเขตของปัญหาจะคงเหลือเฉพาะที่ขอบด้าน
นอกของขอบเขตท่ีพิจารณาเท่านั้น โดยถ้าขอบเขตดังกล่าวมีอุณหภูมิคงที่หรือถูกก าหนดให้เป็นฉนวน 
(ไม่มีปริมาณความร้อนไหลผ่านขอบ) เวกเตอร์  B  จะไม่ต้องท าการค านวณ แต่ถ้ามีฟลักซ์ความ
ร้อนไหลผ่านขอบเอลิเมนต์ที่มีความยาว L  อยู่ระหว่างจุดต่อหมายเลข 2 และ 3 เวกเตอร์  B  
ส าหรับฟลักซ์ความร้อนจะค านวณได้ดังนี้ 
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