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รูปที่ 4.40  ตัวอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีรอยบากดานขาง     95

รูปที่ 4.41  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรอยบาก 

 เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวน b/a และ a/W ภายใตแรงกระทําทางกล     97

รูปที่ 4.42  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรอยบาก 

 เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวน b/a และ a/W ภายใตโหลดทางไฟฟา     99 

รูปที่ 4.44  เสนชันความสูงของชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีรอยบาก ภายใตแรงกระทําทางกล        100 

รูปที่ 4.44  เสนชันความสูงของชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีรอยบาก ภายใตโหลดทางไฟฟา        101 

 



บทที่ 1 
 

บทนํา 

 
1.1 ความเปนมา 
 

ในป ค.ศ. 1880 พี่นอง Jacques และ Pierre Curie ไดคนพบปรากฏการณเพียโซอิเล็กทริก และทําให

วัสดุเพียโซอิเล็กทริก (piezoelectric material) เปนที่รูจัก เนื่องจากวัสดุเพียโซอิเล็กทริกเปนวสัดุที่มีความ 

สามารถในการเปลี่ยนพลังงานกลเปนพลังงานไฟฟา หรือพลังงานไฟฟาเปนพลังงานกล ความสามารถนี้ทําให

วัสดุเพียโซอิเล็กทริกถูกนําไปประยุกตใชงานอยางแพรหลาย (Crawley, 1994; Rao และ Sunar, 1994) เชน 

อุปกรณตัวแปลงหรือทรานสดิวเซอร (transducer), อปุกรณตัวรับ (sensor) และอุปกรณตัวขับเรา (actuator) 

ใน smart structures หรือในระบบกลไฟฟาแบบจุลภาค (micro electro-mechanical systems; MEMS) โดยที่

ความสามารถในการเปลี่ยนพลังงานกลเปนพลังงานไฟฟา เชนเมือ่วัสดุเพียโซอิเล็กทริกไดรับแรงทางกลจะทําให

เกิดแรงดันไฟฟา (voltage) ในวัสดุเพียโซอิเล็กทริก ซึ่งคุณสมบัตินี้ถูกนําไปใชในการออกแบบอปุกรณตัวรับที่

แสดงถึงการเปลี่ยนรูปของโครงสราง และในทางกลับกัน ความสามารถในการเปลี่ยนพลังงานไฟฟาเปนพลังงาน

กล เชนเมื่อวสัดุเพียโซอิเล็กทริกไดรับแรงดันไฟฟา จะทําใหวัสดุเพียโซอิเล็กทริกเกิดการเสียรูปทางกล ซึ่ง

คุณสมบตัินี้ถูกนําไปใชในการออกแบบอุปกรณตัวขับเราเพื่อควบคุมการสั่นของโครงสราง  

 

วัสดุเพียโซอิเล็กทริกที่นํามาใชงานสวนใหญมีอยูสองรูปแบบคือ รูปแบบที่หนึง่เปนวัสดุเพียโซเซรามิก 

(piezoceramic) เชน Lead Zirconate Titanate (PZT) และ Barium Titanate (BaTiO3) เปนตน สวนรูปแบบที่

สองเปนวสัดุเพียโซโพลีเมอร (piezopolymer หรอื piezofilm) เชน Polyvinylidene Fluoride (PVDF) เปนตน

โดยที่วัสดุเพียโซเซรามิกผลิตโดยขบวนการผลิตเซรามิกทีม่ีอณุหภูมิสูง และภายใตสนามไฟฟาแรงสูง ซึ่งทาํให

วัสดุเพียโซเซรามิกที่ไดมีคุณสมบัติเปราะ และอาจเกิดรอยแตกหรือการวิบัติอยางฉับพลัน ทั้งทีเ่ปนการวิบัติทาง

กล (mechanical failure) เนื่องจากความเขมของหนวยแรง หรือเกิดความลมเหลวไดอิเล็กตริก (dielectric 

failure) เนือ่งจากความเขมของสนามไฟฟา และในทางปฏิบัติ วัสดุเพียโซอิเล็กทริกจะถูกนํามายึดหรือฝงใน

ชิ้นสวนของโครงสรางหรอืนําวัสดุเพียโซอิเล็กทริกมาขึ้นรูปรวมกับวัสดุอื่นๆ เชน โลหะ (metal) ตัวนํา (conductor) 

อีพอกซี (epoxy) หรือขึ้นรูปรวมกับวัสดุเพียโซอิเล็กทริกที่ตางชนิดกันมาเปนวัสดุเชิงประกอบเพื่อเพิ่มคุณสมบตั ิ

และความหลากหลายในการประยุกตใชงานในดานตางๆ การนําชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุ (วัสดุเชงิ

ประกอบสองวัสดุ) มาใชงานมักพบปญหาความเสียหายที่ตําแหนงรอยตอของวสัดุ ดังนัน้การศึกษาหนวยแรงที่

ตําแหนงรอยตอระหวางชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุจึงมีความสาํคัญ เพื่อลดความเสียหายที่อาจจะเกิดขึน้

จากการใชงาน 

 

งานวิจัยนี้จะเกี่ยวของกับการศึกษาวิเคราะหหนวยแรง ที่เกิดขึ้นภายในแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซ-

อิเล็กทริกสองวัสดุ (Piezoelectric bimaterial system) ที่มีความบกพรองหรือตําหนิ เชน รอยบาก รูกลวง หรือ
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โพรง ทีต่ําแหนงรอยตอของวสัดุดวยระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต ซึ่งเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขทีใ่ชในการคํานวณ

ขอปญหาคาขอบ (boundary value problem) โดยใชสมการปริพันธขอบเขตทางตรง (direct formulation)  

เนื่องจากระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต มีขอไดเปรียบในการศึกษาปญหาที่เกี่ยวของกับความเขมของหนวยแรง 

ปญหาทีม่ีความสมมาตร ปญหาทีม่ีโดเมนอนันต จากการวิเคราะหที่แบงเฉพาะขอบเขตรูปรางของปญหา

ออกเปนเอลิเมนตขอบเขตยอยๆ (boundary discretization) ในระเบียบวิธีบาวดารเีอลิเมนตชวยลดจํานวนของ

ระดับขั้นความเสรีและลดมิติของปญหาเมื่อเทยีบกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ในงานวจิัยนี้ใชแบบจําลอง

บริเวณยอย (subregion model) กบัการประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ (multi-region assembly) 

เพื่อแบงรูปรางของปญหาออกเปนโดเมนยอยๆ (บรเิวณยอยๆ) ตามชนิดของวัสดุ หรอืแบงผานบริเวณที่ตองการ

จะศึกษา เพือ่ใชศึกษาคาพารามิเตอรตางๆ บนตําแหนงขอบเขต นอกจากนี้งานวิจัยนี้ไดทําการเพิ่มสวนของการ

คาํนวณหาผลเฉลยภายในโดเมน (domain solution) เพื่อใชศึกษาคาพารามิเตอรตางๆ ภายในโดเมนดวย 

 
1.2 งานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 
 การศึกษาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีความบกพรองหรือตําหน ิ เชน รอยบาก รู โพรง ซึ่งมี

วิธีการศึกษาไดหลายวิธี ทั้งทีเ่ปนระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห หรอืระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เชน วิธีไฟไนตดิฟเฟอรเรนซ 

(finite difference method; FDM) วธิีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method; FEM) และวิธีบาวดารีเอลิเมนต 

(boundary element method; BEM) ในที่นีจ้ะขอกลาวโดยสังเขปดงัตอไปนี้ 

 
1.2.1 การวิเคราะหหนวยแรงภายในชิ้นสวนเพยีโซอิเลก็ทริกที่มีความบกพรอง ดวยระเบยีบ

วิธีเชิงวิเคราะห 
 

 การวิเคราะหหนวยแรงที่เกิดขึ้นภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีความบกพรอง ดวยระเบียบวิธีเชิง

วิเคราะห (analytical method) ซึ่งเปนการหาผลเฉลยแมนตรงของสมการเชิงอนุพนัธหรือสมการเชิงปริพันธของ

ปญหาทีต่องการศึกษา เริ่มจาก Sosa (1991) ไดศึกษาชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนนัตที่มีรูวงรี (ทิศทางรวูงรี

ตั้งฉากหรือขนานกับทิศโพลาไรเซชัน) ภายใตเงื่อนไขขอบเขตรอบรูโพรงปราศจากความเคนที่ผิวและประจุไฟฟา

ที่ผิว ซึ่งผลเฉลยแมนตรงเขียนอยูในพจนของศักยเชิงซอน (complex potential) ที่ไดมาจากฟงกชันของเลก็นิท-

สกีแบบขยาย (extended Lekhnitskii’s functions)  ตอมา Sosa และ Khutoryansky (1996) ไดทําการศึกษา

เพิ่มเติมโดยการพิจารณาเงื่อนไขทางไฟฟา (คํานึงถึงประจุไฟฟาที่ผิว) บนขอบเขตรอบรวูงร ี และทําการ

เปรียบเทียบผลลัพธ ซึ่งแสดงใหเห็นวา ถาอัตราสวนรูปรางรูวงรี (b/a) มากกวา 10-2 ผลลัพธที่คํานวณไดทั้งใน

กรณีที่คํานึงถงึประจุไฟฟาที่ผิวและกรณีที่ไมคํานึงถึงประจุไฟฟาที่ผิวจะใหผลลัพธที่สอดคลองกัน ในขณะที่

อัตราสวนรูปรางรูวงรทีี่เหมือนรอยแตก (b/a ≈ 10-4) จะสงผลใหเกิดความแตกตางของผลลัพธที่คํานวณได และ

เกิดความคลาดเคลื่อนของผลลัพธถาไมคํานึ่งถงึประจุไฟฟาที่ผิว  ตอมา Gao และ Fan (1998) ไดเขียนผลเฉลย

แมนตรงของปญหาเดียวกันกับ Sosa (1991) และ Sosa และ Khutoryansky (1996) แตไดพิจารณาใหชองวาง

ภายในรูโพรงเติมเต็มดวยอากาศ ในขณะที่ Xu และ Rajapakse (1999) ไดศึกษาชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกแผน
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อนันตที่มีการกําหนดทิศทางความบกพรอง (defect orientation) ทีเ่อียงทํามมุใดๆ กบัทิศโพลาไรเซชัน ภายใต

เงื่อนไขขอบเขตรอบรโูพรงปราศจากความเคนที่ผิวและประจุไฟฟาที่ผิว โดยผลเฉลยแมนตรงทีค่ํานวณไดมาจาก

ฟงกชันของเลก็นิทสกีแบบขยาย แลวทําการทดสอบเปรียบเทียบ ซึ่งแสดงใหเห็นวาหนวยแรงวงแหวนและการ

กระจัดทางไฟฟาวงเหวน (hoop stress / electric displacement) รอบรูวงรีมลีักษณะสมมาตร เมื่อกําหนดให

ทิศทางของรวูงรขีนานหรอืตั้งฉากกับทิศโพลาไรเซชัน สวนกรณีที่ทิศทางของรูวงรีเอียงทํามมุกับทิศโพลาไรเซชัน 

คาผลลัพธรอบรูวงรีจะมีลักษณะไมสมมาตร 

 
1.2.2 การพัฒนาระเบยีบวิธีบาวดารีเอลิเมนตสําหรับชิ้นสวนเพยีโซอิเลก็ทริก 

 

การพัฒนาระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต สําหรับปญหาสองมิตขิองชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก ทั้งกรณีที่มี

ความบกพรอง และกรณีที่ไมมีความบกพรอง เริ่มมาจากการสรางสมการเชิงปริพันธขอบเขต (boundary 

integral equation; BIE) ของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก โดย Lee และ Jiang (1994) ที่เขยีนดวยวิธีการถวง

น้ําหนักเศษตกคาง (weighted residual method) โดยใชผลเฉลยหลักมูลเปนฟงกชันถวงน้าํหนกั (weighting 

function) ซึ่งผลเฉลยหลักมูลทีใ่ชไดมาจากการแปลงฟูเรียรสองชัน้ (double Fourier transform)  ตอมา Lee 

(1995) ไดนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปดําเนินการกับตัวอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันตทีม่ี

รูวงกลมกลวง ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟาแบบตางๆ  ในขณะที่ Lu และ Mehrenholtz (1994) 

ไดเขียนสมการบาวดารีเอลิเมนตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกดวยวิธีการแปรผัน (variational method) ซึง่จะทํา

ใหไดระบบสมการเมทริกซที่สมมาตร อยางไรก็ตามไมมกีารนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปดําเนินการเชิง

ตัวเลขกับตัวอยางปญหา ตอมาการสรางสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสวนใหญ มักจะ

เขียนมาจากทฤษฎีสวนกลับของเบติ (Betti’s reciprocal theorem)  

 

 การประยุกตใชผลเฉลยหลักมูลในระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต โดย Ding และคณะ (1998) ไดนําผล

เฉลยหลักมูลที่เขยีนอยูในพจนของฟงกชันฮารมอนิก (harmonic function) ซึง่หามาจากทฤษฎีบทอลัมานซ ี

(Almansi’s theorem) มาประยุกตใชในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก และไดนําสมการ

บาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปดําเนินการกับตัวอยางปญหาแทงชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกภายใตแรงดึงสม่ําเสมอ และ

ตัวอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนนัตที่มีรูวงกลมหรอืรอยแตกตรงกลาง ภายใตแรงกระทําทางกล

หรือโหลดทางไฟฟา  ในขณะที่ Xu และ Rajapakse (1998) ไดนําผลเฉลยหลักมูลของ Rajapakse (1997) จาก

การแปลงปรพิันธฟูเรียร (Fourier integral transform) มาประยุกตใชในสมการเชิงปรพิันธขอบเขต และไดนํา

สมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดมาศึกษาชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกที่มคีวามบกพรองหรอืตําหนิแบบตางๆ ภายใตแรง

กระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟา เพื่อหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และสนามไฟฟา ที่ตําแหนงขอบรอบรู

วงรทีี่มีขนาดและรูปรางตางๆ  สวน Khutoryansky และคณะ (1998) ไดประยุกตใชผลเฉลยหลักมูลโดยประมาณ 

(approximate Green’s function) ที่ไดมาจากอนุกรมฟูเรียร (Fourier series) แลวนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่

ได มาทดสอบกับตัวอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรวูงกลม พบวาใหไดผลลัพธที่ถูกตอง

สอดคลอง และชวยเพิ่มประสิทธภาพความรวดเร็วในการคํานวณ  ตอมา Denda และ Lua (1999) ไดนําผลเฉลย

หลักมูลทีไ่ดมาจากฟงกชันตัวแปรเชิงซอนของสโตรห (Stroh’s complex variable formulation) สําหรับชิ้นสวน 
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เพียโซอิเล็กทริกมาประยุกตใชในสมการเชิงปริพันธขอบเขต อยางไรก็ตาม ไมมีการนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่

ไดไปดําเนินการเชิงตัวเลขกับตัวอยางปญหา 

 

 ตอมา Lu และ Fan (2001) ไดเสนอสมการปริพันธขอบเขตในรูปแบบเอกฐานอยางออน (weakly-

singular BIE) มาประยุกตใชกับปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีความบกพรอง ตําหนิ หรือช้ินสวนเปลือกบาง 

(thin shape) และไดนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปศึกษาวิเคราะหหนวยแรงของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก 

PZT-4 ที่มีรวูงรแีคบๆ ภายใตแรงดึงสม่าํเสมอ (โดยการพิจารณาปญหาทัง้ในแบบหนึ่งโดเมนและสองโดเมน)  

ในขณะที่ Davi และ Milazzo (2001) ไดเสนอวิธีบาวดารีเอลิเมนตหลายโดเมน สาํหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทรกิ

เพื่อศึกษากลศาสตรของรอยแตก โดยใชผลเฉลยหลักมูลที่ไดจากฟงกชันของเล็กนิทสกีดัดแปร (modified 

Lekhnitskii’s functions approach) และไดนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปศึกษาปญหาชิ้นสวนเพียโซ-

อิเล็กทริก PZT-4 ทีม่ีรอยแตกกลางเอยีง 45 องศากับแนวนอน (พจิารณาปญหาในแบบสองโดเมน) ภายใตแรง

กระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟา  ตอมา Groh และ Kuna (2005) ไดประยุกตใชเทคนิคโดเมนยอย 

(subdomain technique) กับระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตที่ใชผลเฉลยหลักมูลของ Khutoryansky และคณะ 

(1998) มาศึกษากลศาสตรของรอยแตก และไดนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดไปดําเนินการกับตัวอยางปญหา

รอยแตกตั้งฉาก ใกลรอยตอของชิน้สวนเชิงประกอบของเพียโซอิเล็กทริกกับอีพอกซีเรซิน (PZT-5H / Epoxy 

resin bimaterial)  เมื่อเร็วๆ นี ้ Weian และ Wang (2005) ไดนําเสนอวิธีเสมือนบาวดารีเอลิเมนตอินทกิรลั 

(virtual boundary element integral method) สาํหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก โดยใชผลเฉลยหลักมูลของ 

Ding และคณะ (1998) ซึ่งวิธีการนี้จะใชขอบเขตเสมือน (virtual boundary) เพือ่ชวยหลีกเลี่ยงการคํานวณ

ปริพันธเอกฐาน (ภาวะเอกฐาน) ทีจ่ะเกิดขึ้นบนขอบเขตจริง (real boundary) และไดนําไปดําเนินการกับ

ตัวอยางปญหาเดียวกันกับ Ding และคณะ (1998) พบวาใหไดผลลัพธที่ถูกตองและสอดคลอง 

 

จากงานวิจัยที่ไดกลาวมาขางตน สวนใหญเปนการพัฒนาและประยุกตใชระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต 

สําหรับการศึกษาวิเคราะหชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก (วัสดุชนิดเดียว) ทั้งที่ไมมีและมีความบกพรอง สวนในกรณี

การศึกษาวิเคราะหหนวยแรงที่เกิดขึ้นของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (วสัดุสองชนิดที่มีคุณสมบัติแตกตาง

กัน)  ที่มคีวามบกพรองหรอืตําหนิ เชน รอยบาก รูกลวง หรอืโพรง ทีต่ําแหนงรอยตอของวสัดุ และการคํานวณหา

ผลเฉลยภายในโดเมนยังไมไดถูกนํามาเสนอ 
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1.3 วัตถุประสงค 
 

วัตถุประสงคของงานวิจัยนี้ไดแก 

1 พัฒนาโปรแกรมบาวดารีเอลิเมนตสําหรับแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ 

2 ศึกษาหนวยแรงที่เกิดขึ้นในแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีความบกพรอง เชน 

รอยบาก รู หรือโพรง 

 
1.4 ขอบเขตการวิจัย 
 

งานวิจัยนี้ศึกษาปญหาของแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกเชิงเสน ที่มีคุณสมบัติเหมอืนกนัใน

ทิศทางตามขวาง (transversely isotropic) ตลอดในแตละชิ้นสวน ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟา 

และไมมแีรงวัตถุ (body force) หรอืประจุอิสระ (free charge) ดวยการวิเคราะหเชิงสถิต (static analysis) โดย

ใชระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตที่พิจารณาขอบเขตของปญหาในแบบสองโดเมน 

 
1.5 ประโยชนทีค่าดวาจะไดรับ 
 

ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากงานวิจัยมีดังตอไปนี้ 

1 เขาใจวิธีบาวดารีเอลิเมนตสําหรับปญหาในทางวิศวกรรมและสามารถประยุกตใชได 

2 เขาใจพฤติกรรมของแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีความบกพรอง ภายใตแรง

กระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟา 



บทที่ 2 
 

สมการพื้นฐานของแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเลก็ทริก 

 
สมการพื้นฐานของแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกเชิงเสน ทีใ่ชในงานวิจัยนี้ถูกนําเสนอโดย Parton 

และ Kudryavtsev (1988) ประกอบไปดวยสมการสมดุล สมการความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียด

และสนามไฟฟา (electric field) สมการความสัมพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟา (electric displacement) กับ

ความเครียดและสนามไฟฟา สมการความสัมพันธระหวางความเครียดกับการเปลี่ยนตําแหนง สมการ

ความสัมพันธระหวางสนามไฟฟากับศักยไฟฟา (electric potential)  นอกจากนี้ยังมสีมการสําหรับเงือ่นไข

ขอบเขต ทั้งทีเ่ปนเงื่อนไขขอบเขตทางกล คือสมการความสัมพันธระหวางความเคนกับความเคนที่ผวิ และที่เปน

เงื่อนไขขอบเขตทางไฟฟา คือสมการความสมัพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟากับประจุไฟฟาที่ผิว (surface 

electric charge) 

 
2.1 สมการสมดุล 
 

สมการสมดุลของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกในสองมิต ิและกฏของเกาส (Gauss’s law) สาํหรับไฟฟาสถิต 

(electrostatics) สามารถเขียนใหอยูในรูปสมการเชิงอนุพนัธ ที่อยูในระบบพิกัดคารทีเซียน บนระนาบ x z−  ได

ดังนี ้ 

 

 0xx xz
xF

x z
σ σ∂ ∂

+ + =
∂ ∂

 (2.1ก) 

 

 0zx zz
zF

x z
σ σ∂ ∂

+ + =
∂ ∂

 (2.1ข) 

 

 x z
e

D D
x z

ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (2.2) 

 
โดยที่ ijσ  คือความเคน  iF   คือแรงวัตถุ (body force) ตอหนึ่งหนวยปริมาตร  iD  คือการกระจัดทางไฟฟา 

หรือความหนาแนนฟลักซไฟฟา (electric flux density) เมื่อ , ,i j x z=   และ eρ  คือประจุไฟฟาวัตถุ (body 

charge) ตอหนึ่งหนวยปริมาตร หรือความหนาแนนประจุบนวัตถุ (charge density) ของประจุอิสระ 
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2.2 สมการความสมัพันธระหวางความเคน - ความเครียดและสนามไฟฟา                                 
และสมการความสมัพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟา - ความเครียดและสนามไฟฟา 

 
ความสัมพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ในรูปของความเครียดและสนามไฟฟา สําหรับ

แผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกบนระนาบ x z−  ที่มีคุณสมบัติเหมอืนกนัในทิศทางตามขวาง (transversely 

isotropic) ที่เกิดการจําแนกขั้วหรือโพลาไรเซชัน (polarization) ในทิศทางขนานแกน z   สามารถพิจารณาโดย

แบงตามลักษณะของปญหา คือสมการความสมัพันธสําหรับปญหาความเครียดในระนาบ (plane-strain) และ

สมการความสัมพันธสําหรับปญหาความเคนในระนาบ (plane-stress)  

 

การพิจารณาปญหาความเครียดในระนาบ x z−  ของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก คาความเครียดและ

สนามไฟฟาในทิศทางขนานแกน y  จะมีคาเทากับศูนย ( yyε , xyε , zyε  และ 0yE = ) ดังนั้นสามารถเขียน

สมการความสัมพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ในรูปความเครียดและสนามไฟฟาไดดังนี ้

 
 11 13 31xx xx zz zc c e Eσ = ε + ε −  (2.3ก) 
 

 13 33 33zz xx zz zc c e Eσ = ε + ε −  (2.3ข) 
 

 44 152zx zx xc e Eσ = ε −  (2.3ค) 

 

 15 112x zx xD e Eκ= ε +  (2.4ก) 
 

 31 33 33z xx zz zD e e Eκ= ε + ε +  (2.4ข) 

 
โดยที่ 11c , 13c , 33c  และ 44c  คือคาคงตัวโมดูลัสยืดหยุน (elastic constants) ภายใตสนามไฟฟาคงที ่  31e , 

33e  และ 15e  คอืคาคงตัวเพียโซอิเล็กทริก (piezoelectric constants) 11κ  และ 33κ  คือคาคงตัวไดอิเล็กตริก 

(dielectric constants หรือ permittivity) ภายใตความเครียดคงที ่ 

 

สวนการพิจารณาปญหาความเคนในระนาบ x z−  ของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก คาความเคนและการ

กระจัดทางไฟฟาในทิศทางขนานแกน y  จะมีคาเทากับศูนย ( yyσ , xyσ , zyσ  และ 0yD = ) ดังนัน้สามารถ

เขียนสมการความสัมพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ในรูปความเครียดและสนามไฟฟา ไดดัง

สมการ (2.3) และ (2.4) โดยการแทนทีค่าคงตัวของวัสดุ 11c , 13c , 33c , 31e , 33e  และ 33κ  ดวย 

( )2
11 12 11c c c− , ( )13 12 13 11c c c c− , ( )2

33 13 11c c c− , ( )31 12 31 11e c e c− , ( )33 13 31 11e c e c−  และ 

( )2
33 31 11e cκ +   ตามลําดับ 

 

สมการ (2.3) เปนสมการแสดงความสมัพันธของความเคน ในรูปความเครียดและสนามไฟฟา ทีเ่กิด

จาก “ผลทางออม” (indirect / converse piezoelectric effect) ของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก คือเมื่อวสัดุเพียโซ-
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อิเล็กทริกภายใตสนามไฟฟาในทิศทางเดียวกับทิศการโพลาไรซจะเกิดความเครียดอัด (compressive strain) ซึง่

ทําใหวัสดุเพียโซอิเล็กทริกเกิดการหดตัวหรือเปลี่ยนรูป (deformation) ไปจากเดิม และหากกลับทิศของ

สนามไฟฟาจะเกิดความเครียดดึง (tensile strain) ซึ่งทําใหวัสดุเพียโซอิเล็กทริกเกิดการขยายตัว ดังรูปที่ 2.1ข   

 

สมการ (2.4) เปนสมการแสดงความสัมพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟา ในรูปความเครียดและ

สนามไฟฟา ซึ่งเกิดจาก “ผลทางตรง” (direct piezoelectric effect) ของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก คอืเมื่อวสัด ุ

เพียโซอิเล็กทริกไดรับแรงหรือความเคนทางกล (mechanical force / stress) จะเหนี่ยวนําใหเกิดประจุไฟฟาหรือ

แรงดันไฟฟา (voltage) ตัวอยางเชน เมื่อนําวงจรตอเขากบัวัสดุเพียโซอิเล็กทริกภายใตแรงอัดจะมีกระแสไฟฟา

ไหลเขาวงจร และหากเปลี่ยนเปนแรงดึงจะเกิดกระแสไฟฟาไหลออกจากวงจรในทิศทางตรงกันขาม ดังรูปที่ 2.1ก 

 
2.3 สมการความสมัพันธระหวางความเครียดกับการเปลีย่นตําแหนง  และสมการความสมัพันธ

ระหวางสนามไฟฟากับศกัยไฟฟา 
 

ความสัมพันธระหวางความเครียดกับการเปลี่ยนตําแหนง และความสัมพันธระหวางสนามไฟฟากับ

ศักยไฟฟาในสองมิติ สําหรับของแข็งทีม่ีความยืดหยุนและเกี่ยวกับไฟฟา (electroelastic solid) ที่วางตัวอยูใน

ระนาบ x z−  สามารถเขียนเปนสมการความสัมพันธไดดังนี้  
 

 x
xx

u
x

∂
ε =

∂
 (2.5ก) 

 

 z
zz

u
z

∂
ε =

∂
 (2.5ข) 

 

 
1
2

xz
zx

uu
x z

∂∂⎛ ⎞ε = +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (2.5ค) 

 

 xE
x
φ∂

= −
∂

 (2.6ก) 

 

  zE
z
φ∂

= −
∂

 (2.6ข) 

 
โดยที่ xu  และ zu   คือการเปลี่ยนตําแหนงในทิศทาง x  และ z  ตามลําดับ และ φ  คือศักยไฟฟา  
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2.4 สมการความสมัพันธระหวางความเคนกับความเคนทีผ่ิว และสมการความสมัพันธระหวางการ
กระจัดทางไฟฟากับประจุไฟฟาที่ผิว 

 

ความสัมพันธระหวางความเคนกับความเคนที่ผวิ และความสัมพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟา กับ

ประจุไฟฟาที่ผิว ในสองมิต ิที่อยูในระนาบ x z−  สามารถเขียนเปนสมการความสัมพันธไดดังนี้  

 

 x xx x xz zn nτ σ σ= +  (2.7ก) 
 

 z zx x zz zn nτ σ σ= +  (2.7ข) 

 

 x x z zq D n D n= − −  (2.8) 

 
โดยที่ xτ  และ zτ  คือความเคนที่ผิวในทิศทาง x  และ z  ตามลําดับ และ q  คือประจุไฟฟาที่ผิว สวน xn  

และ zn  เปนโคไซนแสดงทศิทาง (direction cosines) ของมุมระหวางเวคเตอรหนึ่งหนวย n̂  ที่ตั้งฉากกับผิว 

เทียบกับแกน x  และ z  ตามลาํดับ ณ จุดที่กําลังพิจารณา โดยที่ 

 

 ˆ ˆˆ ˆˆ   x z
n z xn n i n k i k
n η η

∂ ∂
= = + = −

∂ ∂
 (2.9) 

 
2.5 ผลเฉลยหลักมูล 
 

การสรางสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก จําเปนตองทราบถึงผลเฉลยที่สอด 

คลองกับสมการเชิงอนพุันธของปญหา (governing differential equation) ภายใตน้ําหนกับรรทุกหรือประจุ

ไฟฟาหนึง่หนวยภายในโดเมนอนันต และผลเฉลยที่ไดนี้เรียกวา “ผลเฉลยหลักมูล” (fundamental solution) 

หรือ “ฟงกชันของกรีน” (Green’s function)  

 

 การหาผลเฉลยหลักมูล สําหรับปญหาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก สามารถทําไดหลายวิธี เชน 

วิธีฟงกชันหนวยแรง (stress function method) วิธีฟงกชันตัวแปรเชิงซอน (complex variable function 

method) และวิธีการแปลงฟูเรียร (Fourier transform method) สําหรับในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชการหาผล

เฉลยหลักมูลดวยวิธีการแปลงฟูเรียร โดยเริ่มจากการเขียนสมการเชิงอนุพนัธยอยของปญหาในรูปอนุพันธของ

การเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา แลวแทนผลเฉลยทั่วไปสําหรับการเปลี่ยนตําแหนง xu , zu  และศักยไฟฟา φ  

ที่เขยีนอยูในรูปแบบอนิทิกรัลฟูเรียรที่สอดคลองกบัปญหา แลวพิจารณาหารากลักษณะเฉพาะ (characteristic  

root) ที่เหมาะสม  
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  กําหนดใหการแปลงฟูเรียรของฟงกชัน ( ),f x z  เทียบกับตัวแปร x  เขียนแทนดวย ( ),f zξ  เมือ่ 

ξ  คือพารามิเตอรของการแปลงฟูเรียร (Fourier transforms parameter) และเครื่องหมาย “     ” ที่ปรากฏบน

ฟงกชันหมายถึงการแปลงฟงกชันดังกลาวใหอยูในโดเมนของฟูเรียรดังนี ้
 

 ( ) ( ) , , i xf z f x z e dxξξ
+∞

−∞

= ∫  (2.10) 

 

และการแปลงฟูเรียรผกผันของฟงกชัน ( ),f zξ  เขียนไดดังนี ้

 

 ( ) ( ) 
1, ,

2
i xf x z f z e dξξ ξ

π

+∞
−

−∞

= ∫  (2.11) 

 
ผลเฉลยทั่วไปสําหรับการแปลงฟูเรียรของการเปลี่ยนตําแหนง และศักยไฟฟา  ในโดเมน 0z ≥  สามารถเขียนได

ดังนี ้(Rajapakse, 1997) 
 

 ( ) ( )  

3

1
,  j z

x j j
j

u z i M e α ξξ ξ β ξ −

=

= ∑  (2.12ก) 

 

 ( ) ( )
3

1

,  j z
z j j

j

u z M e α ξξ ξ η ξ −

=

= ∑  (2.12ข) 

 

 ( ) ( )  

3

1

,  j z
j j

j

z M e α ξφ ξ ξ δ ξ −

=

= ∑  (2.12ค) 

 

โดยที่ jα  คือรากลักษณะเฉพาะ ( )jM ξ  คือเซตของฟงกชันเลือก (arbitrary function) ทีพ่ิจารณาจาก

เงื่อนไขขอบเขต และ jβ , jη  , jδ  เมือ่ j = 1, 2, 3  แทนดวยสมการ (ก.19ก) ถงึ (ก.19ค) ตามลําดับ ดัง

แสดงในภาคผนวก ก 

 

 ผลเฉลยทั่วไปสําหรับการแปลงฟูเรียรของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ไดจากการนําสมการ 

(2.12) แทนลงในสมการความสัมพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟาในรูปของความเครียด (อนุพันธ

ของการเปลี่ยนตําแหนง) และสนามไฟฟา (อนุพันธของศกัยไฟฟา) ตามที่ไดกลาวถึงในหัวขอ 2.2 และ 2.3 ซึ่ง

แสดงไดดังนี ้

 

 ( ) ( )  

3
2

1
1

,  j z
xx j j

j

z d M e α ξσ ξ ξ ξ −

=

=∑  (2.13ก) 

 

 ( ) ( )
3

2
2

1

,  j z
zz j j

j

z d M e α ξσ ξ ξ ξ −

=

=∑  (2.13ข) 
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 ( ) ( )  

3

3
1

,  j z
zx j j

j

z i d M e α ξσ ξ ξ ξ ξ −

=

=∑  (2.13ค) 

 

 ( ) ( )  

3

4
1

,  j z
x j j

j
D z i d M e α ξξ ξ ξ ξ −

=

=∑  (2.13ง) 

 

 ( ) ( )  

3

5
1

,  j z
z j j

j
D z i d M e α ξξ ξ ξ ξ −

=

=∑  (2.13จ) 

 

โดยที่ 1 jd , 2 jd , 3 jd , 4 jd , 5 jd  เมือ่ j = 1, 2, 3  แทนดวยสมการ (ก.20ก) ถงึ (ก.20จ) ตามลําดับ ดัง

แสดงในภาคผนวก ก 
 
 เมื่อไดผลเฉลยทั่วไปที่สอดคลองกับสมการเชิงอนพุันธของปญหาดังสมการ (2.12) และ (2.13) แลว 

ผลเฉลยหลักมูลสําหรับแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก คํานวณไดจากการแทนคาเซตของฟงกชันเลือก 

( )jM ξ ที่สอดคลองกบัสภาพเงื่อนไขขอบเขต จากการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวย หรือประจุไฟฟาหนึ่งหนวย

บนจุดโหลดภายในโดเมนอนันต ลงในสมการ (2.12) และ (2.13)  

 
2.5.1 เซตของฟงกชันเลือกจากการใหน้ําหนกับรรทุกกระทําในทศิทาง x   

 

สภาพเงื่อนไขสําหรับการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวย ( 0 1H = ) กระทําในทิศทางขนานแกน x  ภายใน

โดเมนอนนัต พิจารณาบนระนาบ z  เทากับศูนย ดังรปูที่ 2.2 สามารถเขียนไดดังนี ้
 

 ( ) ( )0,  0
2zx

H x
x

δ
σ = −  (2.14ก) 

 

 ( ),  0 0xφ =  (2.14ข) 
 

 ( ),  0 0zu x =  (2.14ค) 

 

โดยที่ ( )xδ  คือฟงกชันไดแรกเดลตา (Dirac delta function) ดังนัน้จากผลการแปลงฟูเรียรและการแทนคา

ของสมการ (2.14) ลงในสมการ (2.12) และ (2.13) สามารถเขียนในรูปแบบสมการเมทริกซไดดังนี ้

 

 

( )

( )

( )

( )0

31 32 33 1

1 2 3 2

1 2 3 3

 
2

0

0

i x
zxx

x

x
z

H x
e dx

i d i d i d M

M

M u

ξδ
σ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ δ ξ δ ξ δ ξ φ

ξ η ξ η ξ η ξ

+∞

−∞

⎧ ⎫⎛ ⎞
= −⎪ ⎪⎜ ⎟

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎝ ⎠⎪ ⎪
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

 (2.15) 
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เมื่อทําการแกสมการเมทรกิซ (2.15) จะไดเซตของฟงกชันเลือก ( )x
jM ξ  เมื่อ j = 1, 2, 3  ดังนี ้

 

 ( )
 jx

j

i f
M ξ

ξ ξ
=  (2.16) 

 

โดยที่ 
( ) ( )2 3 3 2 2 3 3 2

1
1 
2zx

h h

f
δ η δ η δ η δ η

σ
− − ⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠

 

 

 
( ) ( )3 1 1 3 3 1 1 3

2
1 
2zx

h h

f
δ η δ η δ η δ η

σ
− − ⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠

 

 

 
( ) ( )1 2 2 1 1 2 2 1

3
1 
2zx

h h

f
δ η δ η δ η δ η

σ
− − ⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠

 

 

และ ( ) ( ) ( )1 3 32 2 33 2 1 33 3 31 3 2 31 1 32h d d d d d dη δ δ η δ δ η δ δΔ = − + − + −  

 
2.5.2 เซตของฟงกชันเลือกจากการใหน้ําหนกับรรทุกกระทําในทศิทาง z   

 
สภาพเงื่อนไขสําหรับการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวย ( 0 1V = ) กระทําในทิศทางขนานแกน z  ภายใน

โดเมนอนนัต พิจารณาบนระนาบ z  เทากับศูนย ดังรปูที่ 2.2 สามารถเขียนไดดังนี ้

 

 ( ) ( )0,  0
2zz

V x
x

δ
σ = −  (2.17ก) 

 

 ( ),  0 0xu x =  (2.17ข) 
 

 ( ),  0 0zD x =  (2.17ค) 

 

จากผลการแปลงฟูเรียรและการแทนคาของสมการ (2.17) ลงในสมการ (2.12) และ (2.13) สามารถเขียนใน

รูปแบบสมการเมทริกซไดดังนี ้

 

  

( )

( )

( )

( )0
2 2 2

21 22 23 1

1 2 3 2

2 2 2
51 52 53 3

2

0

0

i x
zzz

z
x

z
z

V x
e dx

d d d M

i i i M u

d d d M D

ξδ
σ

ξ ξ ξ ξ

ξβ ξβ ξβ ξ

ξ ξ ξ ξ

+∞

−∞

⎧ ⎫⎛ ⎞
= −⎪ ⎪⎜ ⎟

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎝ ⎠⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

 (2.18) 
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เมื่อทําการแกสมการเมทรกิซ (2.18) จะไดเซตของฟงกชันเลือก ( )z
jM ξ  เมื่อ j = 1, 2, 3  ดังนี ้

 

 ( ) 2
jz

j

a
M ξ

ξ
=  (2.19) 

 

โดยที่ 
( ) ( )2 53 3 52 2 53 3 52

1
1 
2zz

v v

d d d d
a

β β β β
σ

− − ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
 

 

 
( ) ( )3 51 1 53 3 51 1 53

2
1 
2zz

v v

d d d d
a

β β β β
σ

− − ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
 

 

 
( ) ( )1 52 2 51 1 52 2 51

3
1 
2zz

v v

d d d d
a

β β β β
σ

− − ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
  

 

และ ( ) ( ) ( )1 52 23 53 22 2 53 21 51 23 3 51 22 52 21v d d d d d d d d d d d dβ β βΔ = − + − + −  

 
2.5.3 เซตของฟงกชันเลือกจากการใหประจุไฟฟา  

 

สภาพเงื่อนไขสําหรับการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวย (  0 1Q = + ) ภายในโดเมนอนนัต พจิารณาบน

ระนาบ z  เทากับศูนย ดังรูปที่ 2.2 สามารถเขียนไดดังนี ้

 

 ( ),  0 0zz xσ =  (2.20ก) 
 

 ( ),  0 0xu x =  (2.20ข) 
 

 ( ) ( )0,  0
2z

Q x
D x

δ
=  (2.20ค) 

 

จากผลการแปลงฟูเรียรและการแทนคาของสมการ (2.20) ลงในสมการ (2.12) และ (2.13) สามารถเขียนใน

รูปแบบสมการเมทริกซไดดังนี ้

 

  

( )

( )

( ) ( )

2 2 2
21 22 23 1

1 2 3 2

2 2 2
51 52 53 3 0

 

0

0

2

q
zz

q
x

q
i x

z

d d d M

i i i M u

d d d M Q x
D e dxξ

ξ ξ ξ ξ σ

ξβ ξβ ξβ ξ

ξ ξ ξ ξ δ+∞

−∞

⎧ ⎫
⎪ ⎪

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ =⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎛ ⎞⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎪ ⎪= ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∫

 (2.21) 
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เมื่อทําการแกสมการเมทรกิซ (2.21) จะไดเซตของฟงกชันเลือก ( )q
jM ξ  เมื่อ j = 1, 2, 3  ดังนี ้

 

 ( ) 2
jq

j

b
M ξ

ξ
=  (2.22) 

 

โดยที่ 
( ) ( )3 22 2 23 3 22 2 23

1
1 
2z

q q

d d d d
b D

β β β β− − ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
 

 

 
( ) ( )1 23 3 21 1 23 3 21

2
1 
2z

q q

d d d d
b D

β β β β− − ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
 

 

 
( ) ( )2 21 1 22 2 21 1 22

3
1 
2z

q q

d d d d
b D

β β β β− − ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
 

 

และ ( ) ( ) ( )1 52 23 53 22 2 53 21 51 23 3 51 22 52 21q d d d d d d d d d d d dβ β βΔ = − + − + −  
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F

F
F

ทิศ
กา
รโ
พล

าไ
รซ


VOLTS

F

VOLTS

 
 

 

(ก) “ผลทางตรง “ ผลของแรงอัดทาํใหเกิดกระแสไหลเขาวงจร (ซายมือ) และ 

ผลของแรงดึงทําใหเกิดกระแสไหลออกจากวงจร (ขวามอื) 

 

+
_

_

+

ทิศ
กา
รโ
พล

าไ
รซ


 
  

(ข) “ผลทางออม”  สนามไฟฟาในทิศทางเดียวกับทิศการโพลาไรซทําใหวัสดุหดตัว (ซายมือ) และ 

สนามไฟฟาในทิศทางตรงขามกับทิศการโพลาไรซทําใหวัสดุขยายตัว (ขวามือ) 

 
รูปที่ 2.1  ปรากฏการณเพียโซอิเล็กทริก 
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0Q x

z

V
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รูปที่ 2.2 การใหน้ําหนกับรรทุกหรือประจุไฟฟาหนึ่งหนวย ( 0H , 0V  หรือ 0Q ) กระทําภายในโดเมนอนันต 

 

 
 



บทที่ 3 
 

ระเบียบวธิีบาวดารีเอลิเมนตสําหรับชิ้นสวนเพียโซอิเลก็ทริก 

 
 การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกดวยระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต ซึ่งเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขทีใ่ชใน

การคํานวณขอปญหาคาขอบ โดยเริ่มจากการสรางสมการเชิงปรพิันธขอบเขตที่เหมาะสมกับปญหา จากการ

ประยุกตใชผลเฉลยหลักมูลหรือฟงกชันของกรีน แลวทําการแบงขอบเขตของโดเมนเปนเอลิเมนตขอบเขตยอยๆ 

ดวยฟงกชันการประมาณคาในชวง (interpolating function) จะไดสมการบาวดารีเอลิเมนต จากนั้นทําการหา

ปริพันธเชิงตัวเลขแลวนํามาประกอบเขาดวยกันเปนระบบสมการพีชคณิตของปญหา และทําการแกระบบสมการ

ดวยการแทนเงื่อนไขขอบเขตที่ทราบ เพื่อคํานวณหาผลเฉลยบนขอบเขต โดยงานวจิัยนี้ไดทําการประยุกตใช

แบบจําลองบริเวณยอย กับการประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ สําหรับพิจารณาปญหาสองโดเมน 

(วัสดุสองชนดิที่มีคุณสมบตัิแตกตางกัน) และทําการเพิ่มสวนของการคํานวณหาผลเฉลยภายในโดเมน ซึ่ง

ขั้นตอนของระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตสําหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกทั้งหมด สามารถเขียนเปนผังงานไดดัง

รูปที่ 3.1  

 
3.1 สมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิน้สวนเพยีโซอิเลก็ทริก 
 

สมการเชิงปรพิันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก ที่เขยีนขึน้จาก “ทฤษฎีสวนกลับของเบตติ” โดย

อาศัยความสมัพันธของความหนาแนนพลังงานความเครียดภายใน (internal strain energy density) ของ

ชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก ในระบบที่สมมูลกันสองระบบ สามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ (Liu และ Fan, 2001) 

 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2 2 2 1
ij kij k ij ij kij k ije E e Eσ σ+ ε = + ε  (3.1) 

 

โดยที่ ij kij ke Eσ +  คือความเคนทางกล (mechanical stress) สมการขางตนจะประกอบดวยระบบที่ยอมรบัได 

(admissible system) สองระบบ โดยให (1) (1) (1), , ,...,ij ij kEσ ε  คือคาในระบบที่ยอมรบัไดของระบบที่หนึ่ง และ

กําหนดให (2) (2) (2), , ,...,ij ij kEσ ε  คือคาในระบบที่ยอมรับไดของระบบที่สอง  

 

 เมื่อทําการหาปริพันธตลอดโดเมนทางดานซายของสมการ (3.1) โดยอาศัยสมการ (2.1) ถึง (2.6) และ

การแปลงปรพิันธตลอดโดเมน ( ) ( )( )1 2

,ij i j
u dσ

Ω

Ω∫  และ ( ) ( )( )2 1

, i i
D dφ

Ω

Ω∫  มาเปนปริพันธขอบเขตโดยใช 

“ทฤษฏีบทไดเวอรเจนท” (divergence theorem) ดังนี ้
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

 

 

1 2 1 2

,

1 2 1 2

   

                              

ij i ij i jj

ij j i i i

u d u n d

n u d u d

σ σ

σ τ
Ω Γ

Γ Γ

Ω = Γ

= Γ = Γ

∫ ∫

∫ ∫   (3.2ก) 

และ 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

 

 

2 1 2 1

, 

2 1 2 1

  

                             

i i ii

i i

D d D n d

D n d q d

φ φ

φ φ
Ω Γ

Γ Γ

Ω = Γ

= Γ = − Γ

∫ ∫

∫ ∫   (3.2ข) 

 

ดังนัน้ปริพันธตลอดโดเมนทางดานซายของสมการ (3.1) จะได 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

1 1 2 1 2 2 1
,

1 2 1 2 2 1(2)
,,

1 2

,

ij kij k ij ij i j ikl kl i

ij i ij j i i ik k ij

ij i j

e E d u d e E d

u u d D E E d

u d

σ σ

σ σ κ

σ σ

Ω Ω Ω

Ω Ω

Ω

+ ε Ω = Ω + ε Ω

= − Ω + − Ω

= Ω −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

  

  

                                           

                                           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 1 1(2)
,

2 1 1 2 2 1 2(1)
,

1 1 1 2

ij j i i i ik k i

i i i i i i ik i k

i i i i

u d D E d E E d

u d F u d D d E E d

u d F u d

κ

τ φ κ

τ

Ω Ω Ω

Γ Ω Ω Ω

Ω

Ω + Ω − Ω

= Γ + Ω − Ω − Ω

= Γ + Ω

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

                                                

                                           ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2 1 2 1
,,

2(1)

1 1 1 2 2 1 2 1
,,

i i ii

ik i k

i i i i i i ii

D D d

E E d

u d F u d D d D d

φ φ

κ

τ φ φ

Γ Ω

Ω

Γ Ω Ω Ω

− − Ω

− Ω

= Γ + Ω − Ω + Ω

∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

 

                                                      

                                           

                 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2(1)

1 2 1 2 2 1 2 1

(1)

ik i k

i i i i e

ik i

E E d

u d F u d q d d

E

κ

τ φ ρ φ

κ

Ω

Γ Ω Γ Ω

− Ω

= Γ + Ω + Γ + Ω

−

∫

∫ ∫ ∫ ∫

                                     

                                           

                                                      ( )2
kE d

Ω

Ω∫
 
ในทํานองเดียวกัน เมือ่ทําการหาปริพันธตลอดโดเมนทางดานขวาของสมการ (3.1) จะได 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2

1(2)                                                      

ij kij k ij i i i i e

ik i k

e E d u d F u d q d d

E E d

σ τ φ ρ φ

κ
Ω Γ Ω Γ Ω

Ω

+ ε Ω = Γ + Ω + Γ + Ω

− Ω

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫   (3.4) 

 

(3.3) 



 19 

ซึ่งสมการ (3.3) และ (3.4) เปนสมการความสมัพันธระหวางพลังงานความเครียดที่สะสมภายในชิ้นสวนเพียโซ-

อิเล็กทริก และงาน (สมมต)ิ ทีเ่กิดจากแรงภายนอกหรือประจุไฟฟาภายนอก ดังนั้นปริพันธตลอดโดเมนของ

สมการ (3.1) จะได 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 1 2(1)
i i i i e ik i ku d F u d q d d E Eτ φ ρ φ κ

Γ Ω Γ Ω

Γ + Ω + Γ + Ω −∫ ∫ ∫ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 2 1 2 1(2)
i i i i e ik i k

d

u d F u d q d d E Eτ φ ρ φ κ

Ω

Γ Ω Γ Ω

Ω

= Γ + Ω + Γ + Ω −

∫

∫ ∫ ∫ ∫
  

                  d
Ω

Ω∫  

 (3.5) 

 

สมการ (3.5) เปนสมการความสมมลูของงานที่เกิดจากระบบของแรงหรือประจุไฟฟาสองระบบ โดยที่ดัชนีดัมม ี i  

(dummy index i ) ในสมการ (3.5) สามารถแทนที่ดวยดัชนีดัมมี j  (dummy index j ) ตลอดทัง้สมการ และ

ปริพันธของพจน ( )2(1)
ik i kE Eκ  และ ( )1(2)

ik i kE Eκ  จะมีคาเทากันเนือ่งจากความสมมาตรของคาคงตัวไดอิเล็ก-

ตริก ( ikκ )  แลวทําการจัดรูปสมการ (3.5) จะไดสมการ (3.6) ซึ่งเปนสมการความสมัพันธจากทฤษฎีงานสวน

กลับของเบตติสําหรับช้ินสวนเพียโซอิเล็กทริก 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2
j j j j j j j j e eu u q q d F u F u dτ τ φ φ ρ φ ρ φ

Γ Ω

− − + Γ = − + − Ω∫ ∫  

  (3.6) 

 

 เมื่อกําหนดใหระบบที่หนึง่ คอืระบบจริง (real system) ที่มีคา ( )1
j ju u= , ( )1

j jτ τ= , ( )1φ φ= , 
( )1q q= , ( )1

j jF F=  และ ( )1
e eρ ρ=  ในขณะที่ระบบที่สอง คอืระบบสมมต ิ (virtual system) ที่สามารถหา

ไดจากผลเฉลยหลักมูล (ที่ไดกลาวถึงในหัวขอ 2.5) จากการใหน้ําหนักบรรทุกหรือประจุไฟฟาหนึ่งหนวย ทําให

สามารถเขียนสมการเชิงปรพิันธขอบเขตได 2 สมการ คือสมการเชิงปรพิันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก

สําหรับการเปลี่ยนตําแหนง iu  และสําหรับศักยไฟฟา φ  

 
3.1.1 สมการเชิงปริพันธขอบเขตสําหรับการเปลี่ยนตําแหนง 

 
สมการเชิงปรพิันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับการเปลี่ยนตําแหนง สามารถหาไดโดย

การแทนคาผลเฉลยหลักมูล จากการใหน้ําหนักบรรทุกกระทําเปนจุดหนึ่งหนวย ( ( ) ( )2 xie ′ ) ในทิศทาง i  เมือ่ 

,  i x z= ตามลําดับ บนจุดโหลด x′  ดังรูปที่ 3.2 ลงในสมการ (3.6) โดยที่ผลเฉลยหลักมูลสามารถเขียนแทน

ดวยฟงกชันเคอรเนล (kernel function) ดังนี ้

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xj ji iH eτ ′ ′=  (3.7ก) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xj ji iu G e′ ′=  (3.7ข) 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xqi iq H e′ ′=  (3.7ค) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xqi iG eφ ′ ′=  (3.7ง)  
 

 ( ) ( )2 x 0                           eρ =  (3.7จ) 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2

2

x x

         x x; x

         x x; x

j j

j

i ij

F e

e

e

δ

δ δ

=

′ ′=

′ ′=  (3.7ฉ) 

 

โดยที่ ( )x ,x z  คือ  จุดฟลด (field point) เปนจุดบนขอบเขต ( x ∈Γ )  
 

( )x ,x z′  คือ  จุดโหลด (load point หรือ source point)  

       เปนจุดบนโดเมนและขอบเขต (   x′∈Ω ∪ Γ )  
 

ijδ    คือ  โครเนคเคอรเดลตา (Kronecker delta) 
 

( )x; xδ ′  คือ  ฟงกชันไดแรกเดลตา (Dirac delta-function) 
 

( )xie ′    คือ  น้ําหนักบรรทุกหนึง่หนวยที่จุดโหลด x′  ในทิศทาง ,i x z=  
 

( )x; xjiH ′  คือ  ความเคนที่ผวิในทิศทาง ,j x z=  ที่จุดฟลด 

                     จากการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวยในทิศทาง ,i x z=  ที่จุดโหลด 
 

( )x; xjiG ′  คือ  การเปลี่ยนตําแหนงในทิศทาง ,j x z=  ที่จุดฟลด 

                     จากการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวยในทิศทาง ,i x z=  ที่จุดโหลด 
 

( )x; xqiH ′  คือ  ประจุไฟฟาที่ผิวที่จุดฟลด จากการใหน้ําหนกับรรทุกหนึ่งหนวย 

                     ในทิศทาง ,i x z=  ทีจุ่ดโหลด 
 

 

( )x; xqiG ′  คือ  ศักยไฟฟาที่จุดฟลด จากการใหน้ําหนักบรรทุกหนึ่งหนวย 

                     ในทิศทาง ,i x z=  ทีจุ่ดโหลด 

 

ซึ่งฟงกชันเคอรเนล jiG , qiG , jiH  และ qiH  ที่กลาวถึงขางตน สามารถคํานวณไดจากสมการ (ก.1) ถึง (ก.6) 

และ (ก.10) ถึง (ก.15) ในภาคผนวก ก  

 

เมื่อแทนคาผลเฉลยหลักมูล (ฟงกชันเคอรเนล) ที่ไดจากสมการ (3.7ก) ถึง (3.7ฉ) ลงในความสมัพันธ

จากทฤษฎีงานสวนกลับของเบตติสําหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก สมการที่ (3.6) จะได   
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( ) ( )2x; xji iH e′ ( ) ( )2x; xj j ji iu G eτ ′− ( ) ( )2x; xqi iH e′− ( ) ( )2x; xqi iq G eφ ′+( )
( ) ( )

  

2                           x; xj ji i

d

F G e

Γ

Γ

′=

∫

( )2
ie− ( ) ( ) ( )2x; x x; xij j e qi iu G eδ δ ρ′ ′−( )d

Ω

Ω∫
 

 (3.8) 

 

จากสมการ (3.8) พบวาเมื่อกําจัดพจน ( ) ( )2 xie ′  ออกตลอดทั้งสมการ แลวสามารถจัดรูปสมการใหมไดดังนี้ 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 

x; x x x x; x x; x x x x; x

                           x x; x x; x x x x; x

ji j j ji qi qi

j ji ij j e qi

H u G H q G d

F G u G d

τ φ

δ δ ρ

Γ

Ω

⎛ ⎞′ ′ ′ ′− − + Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ′ ′= − − Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
 

  (3.9) 

 

ปริพันธตลอดโดเมนของพจน ( ) ( )x; x xij juδ δ ′  ในสมการ (3.9) จะได 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x; x x x x; x  

                                 x x

ij j i

i

u d u d

c u

δ δ δ
Ω Ω

′ ′Ω = Ω

′ ′=

∫ ∫

 (3.10) 

 

โดยที่ ( )xc ′  เปนสัมประสิทธิ์ขอบเขต (boundary coefficient) สาํหรับขอบเรียบ มีคาขึ้นอยูกับตําแหนงของ

จุดโหลด x′  ดังนั้นเมื่อแทนสมการ (3.10) ลงในสมการ (3.9) และทําการจัดรูปสมการ จะไดสมการเชิงปรพิันธ

ขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับการเปลี่ยนตําแหนง iu  จากการใหน้ําหนักบรรทุกกระทําเปนจุดหนึง่

หนวยบนจุดโหลด x′  ในทิศทาง i  เมื่อ ,  i x z=  ดังนี ้(Xu และ Rajapakse, 1998) 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 

 

 

x x x; x x x; x x x

                   x; x x x; x x x

                   x; x x x; x x ,         , ,    

i ji j ji j

qi qi

ji j qi e

c u G H u d

G q H d

G F G d i j x z

τ

φ

ρ

Γ

Γ

Ω

′ ′ ′ ′⎡ ⎤= − Γ⎣ ⎦

′ ′⎡ ⎤− − Γ⎣ ⎦

′ ′⎡ ⎤+ − Ω =⎣ ⎦

∫

∫

∫  (3.11) 

 
3.1.2 สมการเชิงปริพันธขอบเขตสําหรับศกัยไฟฟา 

 

สมการเชิงปรพิันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับศักยไฟฟา สามารถหาไดในทํานองเดียว 

กับการหาสมการปริพันธขอบเขตสําหรับการเปลี่ยนตําแหนง โดยการแทนคาผลเฉลยหลักมูล จากการใหประจุ
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ไฟฟาหนึง่หนวย ( ( ) ( )2 xqe ′ ) บนจุดโหลด x′  ลงในสมการ (3.6) โดยที่ผลเฉลยหลักมูลสามารถเขียนแทนดวย

ฟงกชันเคอรเนลดังนี ้

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xj jq qH eτ ′ ′=  (3.12ก) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xj jq qu G e′ ′=  (3.12ข) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xqq qq H e′ ′=  (3.12ค) 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2x x; x xqq qG eφ ′ ′=  (3.12ง) 
 

 ( ) ( )2 x 0                           jF =  (3.12จ) 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2

x x

         x x; x    

e q

q

e

e

ρ

δ

=

′ ′=  (3.12ฉ) 

 

โดยที่  ( )x ,x z  คือ  จุดฟลด (field point ) เปนจุดบนขอบเขต  ( x ∈Γ ) 
 

( )x ,x z′  คือ  จุดโหลด (load point หรือ source point)  

       เปนจุดบนโดเมนและขอบเขต (   x′∈Ω ∪ Γ ) 
 

( )x; xδ ′  คือ  ฟงกชันไดแรกเดลตา (Dirac delta-function) 
 

( )xqe ′    คือ  ประจุไฟฟาหนึ่งหนวยที่จุดโหลด x′  
 

( )x; xjqH ′  คือ  ความเคนที่ผวิในทิศทาง ,j x z=  ที่จุดฟลด 

                      จากการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวยที่จุดโหลด 
 

( )x; xjqG ′  คือ  การเปลี่ยนตําแหนงในทิศทาง ,j x z=  ที่จุดฟลด 

                     จากการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวยที่จุดโหลด 
 

( )x; xqqH ′  คือ  ประจุไฟฟาที่ผิวที่จุดฟลด จากการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวยที่จุดโหลด 
 

( )x; xqqG ′  คือ  ศักยไฟฟาที่จุดฟลด จากการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวยที่จุดโหลด 

 

ซึ่งฟงกชันเคอรเนล jqG , qqG , jqH และ qqH  ที่กลาวถึงขางตน สามารถคํานวณไดจากสมการ (ก.7) ถึง (ก.9) 

และ (ก.16) ถึง (ก.18) ในภาคผนวก ก   

 

เมื่อแทนคาผลเฉลยหลักมูล ที่ไดจากสมการ (3.12ก) ถึง (3.12ฉ) ลงในสมการความสัมพันธจากทฤษฎี

งานสวนกลับของเบตติสําหรับช้ินสวนเพียโซอิเล็กทริก สมการที่ (3.6) จะได 
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( ) ( )2x; xjq qH e′ ( ) ( )2x; xj j jq qu G eτ ′− ( ) ( )2x; xqq iH e′− ( ) ( )2x; xqi qq G eφ ′+( )
( ) ( )

 

2                            x; xj jq q

d

F G e

Γ

Γ

′=

∫

( )2
qe+ ( ) ( ) ( )2x; x x; xe qq qG eδ φ ρ′ ′−( )d

Ω

Ω∫
  (3.13) 

 

จากสมการ (3.13) พบวาเมื่อกาํจัดพจน ( ) ( )2 xqe ′  ออกตลอดทัง้สมการ  แลวสามารถจัดรูปสมการใหมไดดังนี ้

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 

x; x x x x; x x; x x x x; x

                           x x; x x; x x x x; x

jq j j jq qq qq

j jq e qq

H u G H q G d

F G G d

τ φ

δ φ ρ

Γ

Ω

⎛ ⎞′ ′ ′ ′− − + Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ′ ′= + − Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
 

  (3.14) 

 

ปริพันธตลอดโดเมนของพจน ( ) ( )x; x xδ φ′  ในสมการ (3.14) จะได 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )x; x x x xd cδ φ φ
Ω

′ ′ ′Ω =∫  (3.15) 

 

โดยที่ ( )xc ′  เปนสัมประสิทธิ์ขอบเขตสําหรับขอบเรียบ มคีาขึ้นอยูกับตําแหนงของจดุโหลด x′  ดังนัน้เมือ่แทน

สมการ (3.15) ลงในสมการ (3.14) และทําการจัดรูปสมการ จะไดสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซ-

อิเล็กทริกสําหรับศักยไฟฟาφ  จากการใหประจุไฟฟาหนึ่งหนวยบนจุดโหลด x′ดังนี ้(Xu และ Rajapakse, 1998) 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 

 

 

x x x; x x x; x x x

                     x; x x x; x x x

                     x; x x x; x x ,         ,    

jq j jq j

qq qq

jq j qq e

c G H u d

G q H d

G F G d j x z

φ τ

φ

ρ

Γ

Γ

Ω

′ ′ ′ ′⎡ ⎤= − − Γ⎣ ⎦

′ ′⎡ ⎤+ − Γ⎣ ⎦

′ ′⎡ ⎤− − Ω =⎣ ⎦

∫

∫

∫  (3.16) 

 
 จากสมการเชิงปรพิันธขอบเขต (3.11) และ (3.16) สามารถเขียนรวมสมการทั้งสองเขาดวยกัน โดย

กําหนดให ( ) ( )x xqu φ= − , ( ) ( )x xq qτ = −  และ ( ) ( )x xq eF ρ= −  เมือ่รวมสมการทั้งสองแลว จะได

สมการเชิงปรพิันธขอบเขตสําหรับการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา (displacement-electric potential BIE) ที่

ใชสําหรับศึกษาชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริก ซึ่งสามารถแสดงในรูปแบบสมการเมทริกซไดดังนี ้(Dingและคณะ, 1998; 

Liu และ Fan, 2001) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

 

 

x x x; x x x; x x x       

                    x; x x

d

d
Γ

Ω

′ ′ ′ ′= − Γ⎡ ⎤⎣ ⎦

′+ Ω⎡ ⎤⎣ ⎦

∫

∫

U G T H U

G F

C

 (3.17) 

 

เมื่อเวกเตอร U  แทนการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา  เวกเตอร T  แทนความเคนที่ผิวและประจุไฟฟาที่ผิว  

เวกเตอร F  แทนแรงวตัถุและประจุอิสระ  เมทรกิซ G  และ H  แทนฟงกชันเคอรเนล และเมทริกซ C  แทน

สัมประสิทธิ์ขอบเขตโดยที่ 

 

 
x

z

q

u

u

u φ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪

= −⎪ ⎪⎩ ⎭

U  (3.18ก) 

 

 
x

z

q q

τ

τ

τ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪

= −⎪ ⎪⎩ ⎭

T  (3.19ข) 

 

 
x

z

q e

F

F

F ρ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪

= −⎪ ⎪⎩ ⎭

F  (3.20ค) 

 

 ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x; x x; x x; x

x; x x; x x; x x; x

x; x x; x x; x

xx zx qx

xz zz qz

xq zq qq

G G G

G G G

G G G

′ ′ ′⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′=
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′⎣ ⎦

G  (3.21ก) 

 

 ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x; x x; x x; x

x; x x; x x; x x; x

x; x x; x x; x

xx zx qx

xz zz qz

xq zq qq

H H H

H H H

H H H

′ ′ ′⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′=
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′⎣ ⎦

H  (3.21ข) 

 

 ( ) ( )

  x ,
1x  ,        x
2
 0,    x

smooth

′∀ ∈Ω⎧
⎪
⎪′ ′= ∀ ∈Γ⎨
⎪
⎪ ′∀ ∉Ω⎩

I

IC  (3.22) 
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และเมทริกซ C  ในสมการ (3.22) มีคาขึ้นอยูกับตําแหนงของจุดโหลด x′  ที่พจิารณา โดยที่ I  คือเมทริกซ

เอกลักษณที่มีขนาด [ 3 x 3 ]  

 

          สําหรับปญหาทีไ่มมแีรงวัตถุและประจุอิสระ (   0x z eF F ρ =, , ) พจนของ ( ) ( )  x; x x d
Ω

′ Ω⎡ ⎤⎣ ⎦∫ G F  

ในสมการเมทริกซ (3.17) จะมีคาเทากับศูนย 

 
3.2 ฟงกชันการประมาณคาในชวงและการแปลงเชิงเรขาคณิตของเอลิเมนต 
 

ฟงกชันการประมาณคาในชวง (interpolation function) และการแปลงเชิงเรขาคณิต (geometrical 

transformation) ของเอลิเมนตแบบหนึ่งมิติ หรือเอลิเมนตแบบเสน (line element) ดังรูปที่ 3.3 โดยที่ฟงกชันการ

ประมาณคาในชวง เปนฟงกชันสําหรับเชื่อมตอระหวางจดุตอ (node) ภายในเอลิเมนต ซึ่งอาจแทนดวยฟงกชัน

คาคงตัว ฟงกชันเสนตรง หรือฟงกชันเสนโคงพาราโบรา สามารถเขียนแทนฟงกชันของคาที่จุดตอไดดังนี ้

(Brebbia และ Dominguez, 1992; Banerjee, 1994) 

 

 ( ) ( )
1

n
k k

k
x N xη η

=

= ∑  (3.23) 

 

 ( ) ( )
1

n
k k

k
z N zη η

=

= ∑  (3.24) 

 

โดยที่ ( )x η  และ ( )z η คือคาพิกัดตําแหนง x  และ z  ในพิกัดธรรมชาติ  kx และ kz คือคาพิกัดตําแหนง x  

และ z  ของจุดตอ k  ภายในเอลิเมนตในพิกัดคารทีเซียน  ( )kN η คือฟงกชันสัณฐาน (shape functions) ที่

เขียนในรูปของพกิัดธรรมชาติ เมื่อ k n= 1, 2, ...,  และ n  คือจํานวนจุดตอทั้งหมดภายในเอลิเมนต 

 

• ถา 1n =  จะได “เอลิเมนตคาคงตัว” (constant element) เปนเอลิเมนตที่ประกอบดวยคาคงตัว

ตลอดทั้งเอลิเมนต ซึ่งฟงกชันสัณฐานจะมีคาดังนี้  
 

 ( )1 1N η =  (3.25) 

 

• ถา 2n =  จะได “เอลิเมนตเชิงเสน” (linear element) เปนเอลิเมนตที่ประกอบดวยจุดตอสองจดุที่

ปลายทั้งสองขางของเอลิเมนต ซึ่งฟงกชันสัณฐานจะมีคาดังนี้ 
 

 ( ) ( )1 1 1
2

N η η= −  (3.26ก) 

 

 ( ) ( )2 1 1
2

N η η= +  (3.26ข) 
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• ถา 3n =  จะได “เอลิเมนตกําลังสอง” (quadratic element) เปนเอลิเมนตที่ประกอบดวยจุดตอ

สามจุดที่ปลายทั้งสองขางและที่กึ่งกลางของเอลเิมนต ซึ่งฟงกชันสัณฐานจะมีคาดังนี้ 
 

 ( ) ( )1 1 1
2

N η η η= − −  (3.27ก) 

 

 ( ) ( )( )2 21 1 1N η η η η= + − = −  (3.27ข) 
 

 ( ) ( )3
1

1 1
2

N η η η= +  (3.27ค) 

 
สําหรับคาการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา ความเคนที่ผวิ และประจุไฟฟาที่ผิว สามารถเขียนในรูปของ

ฟงกชันประมาณคาในชวงของเอลเิมนตขอบเขตไดดังนี ้

 

 ( ) ( )
1

  ,        , ,
n

k k
i i

k
u N u i x z qη η

=

= =∑  (3.28) 

 

 ( ) ( )
1

  ,        , ,
n

k k
i i

k
N i x z qτ η η τ

=

= =∑  (3.29) 

 

โดยที่ ( )iu η คือการเปลี่ยนตําแหนงหรือศักยไฟฟาในพิกัดธรรมชาติ  ( )iτ η คือความเคนที่ผิวหรือประจุไฟฟา

ที่ผิวในพิกัดธรรมชาติ  k
iu คือการเปลี่ยนตําแหนงในทิศทาง x  และ z  เมื่อ ,  i x z=  หรือศักยไฟฟาเมื่อ i q=  

ของจุดตอ k  ในพิกัดคารทีเซียน  และ 
k
iτ คือความเคนที่ผิวในทิศทาง x  และ z เมื่อ ,  i x z=  หรือประจุไฟฟา

ที่ผิวเมื่อ i q=  ของจุดตอ k  ในพิกัดคารทีเซียน  

 

ดังนัน้สามารถเขียนสมการ (3.28) และ (3.29) ในรูปแบบเมทริกซไดดังนี ้

 

 =U Ν u  (3.30) 
 

 =T N τ  (3.31) 

 

โดยที่ U  แทนการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา Τ  แทนความเคนที่ผิวและประจุไฟฟาที่ผิว ดังแสดงในสมการ 

(3.17ก) และ (3.17ข) ตามลําดับ 

 

 1 2{ }n T=u u u u  (3.32ก) 
 

 1 2{ }n T=τ τ τ τ  (3.32ข) 
 

 1 2[ ]n=N N N N  (3.32ค) 
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และ u  แทนเวคเตอรการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาของจุดตอภายในเอลิเมนต   τ  แทนเวคเตอรความเคน

ที่ผิวและประจุไฟฟาที่ผิวของจดุตอภายในเอลิเมนต  และ N  เปนเมทริกซฟงกชันสัณฐานของเอลิเมนต 

 

โดยที่ { }k k k k
x zu u φ= −u  (3.33ก) 

 

 { }k k k k
x z qτ τ= −τ  (3.33ข) 

 

 
0 0

0 0
0 0

k

k k

k

N
N

N

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

N  (3.33ค) 

 
การแปลงความยาวของเอลิเมนตจากพิกัดคารทีเซียน ( ,x z ) มาเปนพิกัดธรรมชาติ (η ) สามารถทาํ

ไดดังนี ้
 

 ( ) ( ) ( ),  d J dx z η ηΓ = Γ  (3.34) 

 

 ( ) ( ) ( )2 2

 
dx dz

J
d d

η η
η

η η
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (3.35) 

 

โดยที่ ( )J η คือจาโคเบียน (Jacobian) ของปริพันธตามเสน  ( )x η  และ ( )z η คือคาพิกัดตําแหนง x  และ

z  ในพิกัดธรรมชาติ ซึ่งคํานวณจากสมการ (3.23) และ (3.24) 

 
ดังนัน้การแปลงปริพันธตามเสน (line integral) จากพิกัดคารทีเซียน ( ,x z ) มาเปนพิกัดธรรมชาติ  

(η ) โดยแปลงฟงกชันของตัวแปร x  และ y  มาเปนฟงก็ชันของตัวแปร η  ดวยสมการ (3.23) และ (3.24)  และ

ทําการแปลงปริพันธ โดยใชสมการ (3.34) และ (3.35) ดังนี้ 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,I f x z d x z f J dη η η= Γ = Γ∫ ∫    (3.36) 
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3.3 สมการบาวดารีเอลเิมนต 
 

การสรางสมการบาวดารีเอลิเมนต โดยการแบงขอบเขตของโดเมนเปนเอลิเมนตขอบเขตยอยๆ (หรือ

ชิ้นประกอบขอบเขตยอยๆ) และเขียนสมการสําหรับแตละเอลิเมนตขอบเขต แลวนําสมการที่ไดมาประกอบเขา

ดวยกันเพื่อใชหาผลเฉลย ซึ่งจําเปนตองใชฟงกชันการประมาณคาในชวง และการแปลงเชิงเรขาคณิต ที่ได

กลาวถึงในหัวขอ 3.2  ดังนั้นสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริก (3.17) ในกรณีที่ไมคิดถึงผล

ของแรงวัตถุและประจุอิสระ สามารถเขียนเปนสมการบาวดารีเอลิเมนตในรูปแบบสมการเมทริกซไดดังนี ้
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 (3.37) 

 

โดยที่ NE  คือจํานวนของเอลิเมนตขอบเขตทั้งหมด และ mΔΓ คือความยาวของเอลิเมนตขอบเขต m  

 
เมื่อนําสมการบาวดารีเอลิเมนต (3.37) ที่ไดของแตละเอลิเมนตมาหาปริพันธเชิงตัวเลข โดยคํานึงถงึ

ภาวะเอกฐานที่จะเกิดขึ้นในกรณีที่จุดฟลดซอนทับจุดโหลด ดังรูปที่ 3.4  ซึ่งผลของการหาปริพันธเชิงตัวเลขของ

เอลิเมนตที ่ m  สามารถแทนดวยสัญลักษณไดดังนี ้
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m
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m

m
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และ 
ˆ                       ;  

       
ˆ              ;  

m
ji mm

ji
m
ji ji m

i j

i j

ΔΓ

ΔΓ
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H
H

H C
 (3.39ข) 

 

จากนั้นทาํการประกอบระบบสมการพีชคณิตของปญหา โดยการนําสมการ (3.38) และ (3.39) ที่ไดของแตละ  

เอลิเมนตแทนลงในสมการบาวดารีเอลิเมนต (3.37) จะได  

 

 
1 1

NE NE
m m m m
ji ji

m m= =

=∑ ∑G τ H u  (3.40) 

 



 29 

หรือเขียนสมการ (3.40) ในรูปเมทริกซระบบสมการรวมของปญหา 

 

 [ ]{ } [ ]{ }=G τ H u  (3.41) 

 

เมื่อทําการจัดเรียงสมการ (3.41) โดยแยกตัวแปรที่ทราบคาและไมทราบคา โดยพิจารณาจากเงื่อนไขขอบเขต 

(boundary condition) ทีก่ําหนดให จะไดระบบสมการพีชคณิตดังสมการ (3.48) ซึ่งเปนวธิีการพิจารณาปญหา

แบบหนึ่งโดเมน 

 
 สําหรับกรณีที่ปญหาประกอบดวยหลายโดเมนที่ประกอบดวยวัสดุตางชนิดกัน (งานวจิัยนี้) ดังรูปที่ 3.5

สามารถทําการประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ โดยการแบงขอบเขตของปญหาเปนบริเวณยอยๆ 

(โดเมนยอยๆ) และเขียนเมทรกิซระบบสมการพีชคณิตสําหรับแตละบริเวณยอยดังนี้  
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1 1

1 1 1 1

1 1

B B
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I I
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G G H H
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  (3.42) 

 

บริเวณยอยที ่2 ; 
2 2

2 2 2 2

2 2

B B
B I B I

I I

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

τ u
G G H H

τ u
 (3.43) 

 

โดยที่ตัวยก 1 , 2  แทนโดเมนหนึง่ หรือโดเมนสอง ตัวหอย I  แทนตําแหนงจุดตอที่ตอประสานระหวางโดเมน 

(interface node) และตัวหอย B  แทนตําแหนงจดุตอที่ขอบเขตรอบนอกของแตละโดเมน (external boundary 

node) ทีไ่มไดตอประสานกับโดเมนอื่น  

 

จากการพิจารณา “เงือ่นไขตอประสาน” (interface condition) ที่ไดจากเงื่อนไขความสอดคลอง และความสมดุล

ทั้งทางกลและทางไฟฟา ที่ตําแหนงรอยตอระหวางโดเมน สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

 1 2u u uI I I= =                  (compatibility) (3.44ก) 
 

 1 2τ τ τI I I= = −               (equilibrium) (3.44ข) 

 

เมื่อแทนเงื่อนไขตอประสาน สมการ (3.44ก) และ (3.44ข) ลงในสมการ (3.42) และ (3.43) จะไดสมการ (3.45) 

และ (3.46) ตามลาํดับดังนี ้
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บริเวณยอยที ่2 ; { }

2

2 2 2 2 2

B

B I I I B B

I

⎧ ⎫
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 (3.46) 

 

รวมสมการ (3.45) และ (3.46) ของแตละบริเวณยอย จะไดสมการ (3.47) ดงันี ้
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 (3.47) 

  

เมื่อทําการจัดเรียงสมการ (3.47) โดยแยกตัวแปรที่ทราบคาและไมทราบคา โดยพิจารณาจากเงื่อนไขขอบเขตที่

กําหนดให จะไดระบบสมการพีชคณิตดังนี ้ 

 

 [ ]{ } { }A X = B   (3.48) 

 

โดยที่ [ ]A  คือเมทรกิซสัมประสิทธิ์ (coefficient matrix) { }X  คือเวคเตอรที่ไมทราบคา ณ จุดตอของการ

เปลี่ยนตําแหนง (หรือ ความเคนที่ผวิ) ศักยไฟฟา (หรอืประจุไฟฟาที่ผิว)  และ { }B  คือเวคเตอรทีท่ราบคาจาก

เงื่อนไขขอบเขตที่จุดตอของการเปลี่ยนตําแหนง (หรือ ความเคนที่ผิว) ศักยไฟฟา (หรือประจุไฟฟาที่ผิว)  และ

เมื่อทําการแกระบบสมการพีชคณิต (3.48) จะสามารถหาผลเฉลยของคาการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา ความ

เคนที่ผิว และประจุไฟฟาที่จุดตอบนขอบเขตได 

  
3.4 การหาปริพันธเชิงตัวเลข 
 

ปริพันธที่พบในระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตสามารถแบงออกเปนสามชนิดหลักๆ คือปริพันธไมเอกฐาน 

(non-singular integral) ปริพันธเอกฐานอยางออน (weakly-singular integral) และปริพันธเอกฐานอยางแขง็ 

(strongly-singular integral) ซึ่งในงานวิจัยนี้ไดทําการหาคาปริพันธเชิงตัวเลข (numerical integration) ของ

ฟงกชันสัญฐาน-เคอรเนล (kernel-shape function) ในสมการ (3.37) โดยพิจารณาชนิดของปริพันธจากผล

เฉลยหลักมูลหรือฟงกชันเคอรเนลในภาคผนวก ก  พบวาในกรณีที่จุดฟลดและจุดโหลดไมซอนทบักัน (อยูคนละ

ตําแหนง) จะไดปริพันธไมเอกฐาน สวนกรณีที่จุดฟลดซอนทับจุดโหลดภายในเอลิเมนตเดียวกัน จะเกิดภาวะ 

เอกฐานลอการิทึม ซึ่งสามารถเขียนเปนผังงานในการคํานวณหาปริพันธเชิงตัวเลขของงานวจิัยนี้ไดดังรูปที่ 3.4 

และมีวิธีการคํานวณหาคาปริพันธเชิงตัวเลขโดยแบงตามชนดิของปรพิันธไดดังนี ้

 

               
Interface
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3.4.1 ปริพันธไมเอกฐาน 
 
 ปริพันธไมเอกฐาน คือปริพันธของฟงกชันที่มีคาไมเปนอนันตตลอดชวงปรพิันธ และคาของปรพิันธที่

คํานวณไดไมเปนอนันตดวย ซึ่งปริพันธชนิดนี้เกิดขึ้นในกรณีที่จุดฟลดและจุดโหลดไมซอนทบักัน (อยูคนละ

ตําแหนง) สตูรการหาปริพันธเชิงตัวเลขที่ใชคือ “สูตรการหาปริพันธของเกาส-เลอจองต” (Gauss-Legendre 

integration formula)  

 

 ( ) ( ) ( ) 

1

11

n

i i
i

I f x d x w f x
+

=−

= Γ ≅ ∑∫   (3.49) 

 

โดยที่  iw  คือน้าํหนกัจุดเกาส (weights) ix  คือตําแหนงจดุเกาส (Gauss point locations) และ n  คือจํานวน

ของจุดเกาส (number of  Gauss points) 

 
3.4.2 ปริพันธเอกฐานอยางออน 

 
ปริพันธเอกฐานอยางออน คือปริพันธของฟงกชันที่มคีาเปนอนันตภายในชวงปริพันธ แตผลของการหา

ปริพันธที่คํานวณไดไมเปนอนันต เชน ฟงกชันลอการิทึม ซึ่งภาวะที่เกิดขึ้นนี้เรียกวา “ภาวะเอกฐานลอการิทึม” 

(logarithmic singularity) พบในกรณีที่จุดฟลดซอนทับจุดโหลดภายในเอลิเมนตขอบเขตเดียวกัน สูตรการหา

ปริพันธเชิงตัวเลขที่ใชคือ 

 

 ( ) ( ) ( ) 

1

10

1ln
n

i i
i

I f x d x w f x
x =

⎛ ⎞= Γ ≅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫   (3.50) 

 

โดยที่ iw , ix  และ n  คือ น้ําหนักจุดเกาส ตําแหนงจุดเกาส และจํานวนของจุดเกาส ตามลําดับ  
 

3.4.3 ปริพันธเอกฐานอยางแข็ง 
 

ปริพันธเอกฐานอยางแขง็ คือปริพันธของฟงกชันที่มีคาเปนอนนัตภายในชวงปรพิันธ และผลของการหา

ปริพันธที่ไดมีคาเปนอนันตดวย ซึ่งภาวะที่เกิดขึ้นนี้เรียกวา “ภาวะเอกฐาน” (singularity) เชน การหาปริพันธของ

ฟงกชัน   x1  ซึ่งการหาคาของปรพิันธเอกฐานอยางแขง็จะไมสามารถใชวิธีหาปริพันธโดยตรง แตจะใชเทคนิค

การแปลงตัวแปรกอนใชสูตรการหาปริพันธของเกาส-เลอจองต หรือใชวิธีการคํานวณหาคาลิมติของปรพิันธ เมื่อ

จุดฟลดเขาใกลจุดโหลดบนตําแหนงขอบเขต ซึ่งปรพิันธชนิดนี้ไมพบในงานวิจัยนี้ 
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3.5 การหาผลเฉลย 
 
 ผลเฉลยที่คํานวณไดจากสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดกลาวถึงในหัวขอ 3.3 คือคาการเปลี่ยนตําแหนง

และศักยไฟฟา ( I B+u )  ความเคนที่ผวิและประจุไฟฟาที่ผิว ( I B+τ ) บนขอบเขตและรอยตอประสาน ซึ่งใน

หัวขอนี้จะกลาวถึงการคํานวณหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และสนามไฟฟาบนขอบเขต และการคํานวณ 

หาผลเฉลยภายในโดเมน  

 
3.5.1 การหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟาและสนามไฟฟาบนขอบเขต 

 
 การคํานวณหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟาและสนามไฟฟาบนขอบเขต ไดจากการนําผลเฉลยบน

ขอบเขตจากสมการ (3.48) ทีไ่ดกลาวถึงในหัวขอ 3.3 มาแทนลงในสมการความสัมพันธระหวางความเคนกับ

ความเคนที่ผวิ (2.7)  สมการความสัมพันธระหวางการกระจัดทางไฟฟากับประจุไฟฟาที่ผิว (2.8)  และสมการ

ความสัมพันธจากการหาอนุพันธของการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาบนขอบเขตในแตละเอลิเมนต ดังสมการ 

(3.51) ดงันี ้(Banerjee, 1994; Xu และ Rajapakse, 1998)  
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∂ ∂∑  (3.51ข) 

 

หรือเขียนรวมสมการ  (3.51ก) และสมการ (3.51ข) ใหมไดดังนี้ 
 

 
( ) ( ) ( )

1 1 1

k k kn n n
k k ki i

i
k k k

N N Nu ux z u
x z

η η η
η η η= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ∂
+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

 

โดยที่  ,  ,  i x z q=  

 
สําหรับสมการความสมัพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ในรูปของอนพุันธของการเปลี่ยนตําแหนง

และศักยไฟฟา สามารถเขียนไดดังนี้  

 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
1x x x x
2ij ijkl k l l k kij kc u u eσ φ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫′ ′ ′ ′= + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 (3.52ก) 
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 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
1x x x x
2i ikl k l l k ik kD e u u κ φ

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎧ ⎫′ ′ ′ ′= + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 (3.52ข) 

 

โดยที่  ,  ,  ,  ,  ,  i j k l x z q=  

 

เมื่อนําสมการ (2.7), (2.8), (3.51) และ (3.52) มาเขียนระบบสมการรวม เพื่อคํานวณหาหนวยแรง การกระจัด

ทางไฟฟา และสนามไฟฟาบนขอบเขตของเอลิเมนตที่ m  ไดดังนี ้(กรณีปญหาความเครียดในระนาบ) 
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สวนกรณีปญหาความเคนในระนาบ สามารถหาหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และสนามไฟฟาบน

ขอบเขตของเอลิเมนต m  ดวยสมการขางตน โดยแทนคาคงตัวของวสัดุตามทีไ่ดกลาวถึงในหัวขอ 2.2 

 
3.5.2 การหาผลเฉลยภายในโดเมน 

 
การหาผลเฉลยภายในโดเมน เชน คาการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา หนวยแรง และการกระจัดทาง

ไฟฟาที่ตําแหนงตางๆ ภายในโดเมน สามารถคํานวณไดโดยการนําผลเฉลยบนขอบเขตจากสมการ (3.48) ที่ได

กลาวถึงในหัวขอ 3.3  มาแทนลงในสมการ (3.54ก) และ (3.54ข) ตามลําดับ โดยที่สมการ (3.54ก) เปนสมการ

เชิงปริพันธขอบเขตสําหรับการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา ที่แทนคาเมทริกซสัมประสิทธิ์ขอบเขต ( )x′C  

ดวยเมทริกซเอกลักษณ (พิจารณาตําแหนงจุดโหลด x′  อยูภายในโดเมน) ซึง่สมการ (3.54ก) ใชสําหรับคํานวณ 

หาคาการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟาภายในโดเมน ในขณะที่สมการ (3.54ข) เปนสมการเชิงปริพันธขอบเขต

เอลิเมนตที่ m  

สมการ (3.51) สมการ (3.52) 

สมการ (2.7) และ (2.8)  

(3.53) 
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สําหรับความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ไดมาจากการนําสมการ (3.54ก) มาคํานวณหาอนพุันธตลอดทั้ง

สมการ แลวนําไปแทนลงในสมการความสมัพันธของความเคนและการกระจัดทางไฟฟา ในรูปของอนุพันธของ

การเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาดังสมการ (3.52) ซึ่งสมการ (3.54ข) ใชสําหรับคํานวณหาคาความเคนและ

การกระจัดทางไฟฟาภายในโดเมน 

 

• สมการเชิงปรพิันธขอบเขตสําหรับการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา  : 
 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
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• สมการเชิงปรพิันธขอบเขตสําหรับความเคนและการกระจัดทางไฟฟา : 
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S

 (3.54ข) 

 

โดยที่ ( )x ,x z  คือจุดฟลดเปนจุดบนขอบเขต  ( )x ,x z′  คอืจุดโหลดเปนจุดบนโดเมน mτ  คือเวคเตอร

ความเคนที่ผวิและประจุไฟฟาที่ผิวของจุดตอบนขอบเขตภายในเอลิเมนต m  ที่มีขนาด [ n3  x 1] ที่ทราบคาจาก

สมการ (3.48)  mu คือเวคเตอรการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาของจุดตอบนขอบเขตภายในเอลิเมนต m  ที่

มีขนาด [ n3  x 1] ทีท่ราบคาจากสมการ (3.48)  U คือเวคเตอรการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาที่ไมทราบคา

ภายในโดเมน และ S คือเวคเตอรความเคนและการกระจัดทางไฟฟาที่ไมทราบคาภายในโดเมน 

 

 { }T
xx zz zx x zD Dσ σ σ=S  (3.55) 

 

 สวน G และH คือเมทริกซเคอรเนลขนาด [ 3 x 3 ] จากสมการ (3.18ก) และ (3.18ข) ทีม่ีสวนประกอบของฟงก็ชัน 

เคอรเนลแสดงไดดังสมการ (ก.1) ถึง (ก.18)  ในขณะที่ σG และ σH คืออนพุันธของเมทรกิซเคอรเนลทีค่ํานวณได

จากสมการ (3.56ก) และ (3.56ข) ที่มีขนาด [ 5 x 3 ] และมีสวนประกอบของอนุพนัธฟงก็ชันเคอรเนลแสดงไดดัง

สมการ (ก.21) ถึง (ก.50) ในภาคผนวก ก 
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 ในสมการ (3.56ก) และ (3.56ข) ใชสําหรับปญหาความเครียดในระนาบ สวนกรณีปญหาความเคนในระนาบ จะแทน

คาคงตัวของวัสดุตามที่ไดกลาวถึงในหัวขอ 2.2 
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รูปที่ 3.1 ผังงานของระเบียบวิธีการบาวดารีเอลิเมนตสําหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก 
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n→

→r
จุดโหลด X' x

z จุดฟลด

Γ

Ω

X

 
 

จุดฟลด ( x ∈Γ ) และจุดโหลด (   x′∈Ω ∪ Γ ) 

 
รูปที่ 3.2  นิยามเชิงเรขาคณิตที่ใชในการคํานวณ 
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คา u หรอื τ ที่จุดตอ 

(พิกัดธรรมชาต)ิ

z

1

η = 0

1

(x  , z )1 1

l   

⇒ η

x  
 

(ก) เอลิเมนตคาคงตัว 

 
คา u หรอื τ ที่จุดตอ
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(x  , z )2 2
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(ข) เอลิเมนตเชิงเสน 

 
คา u หรือ τ ที่จุดตอ

(พิกัดธรรมชาติ)
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1 322
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(ค) เอลิเมนตกําลังสอง 

 
รูปที่ 3.3 การแปลงเชิงเรขาคณิตของเอลเิมนตจากพิกัดคารทีเซียนเปนพิกัดธรรมชาติ 
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x x′ x x′

i j≠ i j=

 
 

รูปที่ 3.4  ผังงานการคํานวณปริพันธเชิงตัวเลขสาํหรับแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก 
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    บริเวณยอย 1    บริเวณยอย 2 

 
รูปที่ 3.5  การสรางและประกอบระบบสมการพีชคณิตสองบริเวณ 



บทที่ 4 
 

ผลการศึกษา 

 
 ในบทนี้จะเสนอผลการประยุกตใชระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต โดยการใชแบบจําลองบริเวณยอยและ

การประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ แบงรูปรางของปญหาออกเปนโดเมนยอยๆ (บริเวณยอยๆ) เพื่อ

ศึกษาหาคาพารามิเตอรตางๆ เชน คาการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา หนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และ

สนามไฟฟา ที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก (ทัง้บนขอบเขตและภายในโดเมนของปญหา) ภายใตแรงกระทาํ

ทางกลหรือโหลดทางไฟฟา โดยไมคิดผลของแรงวตัถแุละประจุไฟฟาอิสระ ในขั้นแรกเปนการทดสอบโปรแกรม

บาวดารีเอลิเมนตกับปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรกูลวงตรงกลางทีม่ีผลเฉลยแมนตรง (Sosa, 

1991) เพื่อเปรียบเทียบความถูกตองแมนยาํและการลูเขาของผลลัพธที่คํานวณได จากนั้นจะทําการศึกษาใน

กรณีปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนจํากัดที่มีรูกลวงตรงกลาง และมีผลเฉลยของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

(Wang และคณะ, 2004) เพือ่เปรียบเทียบความแตกตางระหวางระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต (งานวจิยันี้) กบั

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  หลังจากนั้นจะทําการศึกษาตัวอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุ (วสัดุ

สองชนิดที่มีคุณสมบัติแตกตางกัน) ทัง้ในกรณีที่ไมมีความบกพรอง และกรณีที่มีความบกพรอง เชน รกูลวงตรง

กลาง และรอยบากดานขาง  

 
4.1 การประยุกตใชระเบียบวิธีบาวดารีเอลเิมนตสําหรับศกึษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุ 
  

 การศึกษาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ สามารถนําระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตมา

ประยุกตใชไดสองวิธีคือ วิธีแรกเปนการประยุกตใชผลเฉลยหลักมูล (หรือฟงกชันของกรีน) สําหรับชิ้นสวนสอง

วัสดุ (bimaterial Green’s function) ทีส่อดคลองและเหมาะสมกับปญหาที่กําลังพิจารณา ซึ่งวิธีการนี้มกัมี

ขอจํากัดในการใชงาน และใชไดกับปญหาที่ไมซับซอน สวนวธิีที่สองเปนการประยุกตใชระเบียบวิธีบาวดาร-ี     

เอลิมเนตหลายโดเมน (muti-domain BEM) โดยทําการพิจารณาแบงขอบเขตรูปรางปญหาออกเปนโดเมนยอยๆ 

ตามชนิดของวัสดุ งานวิจัยนี้ไดเลือกใชวิธีที่สองเนื่องจากสามารถพิจารณาปญหาทีม่ีความซับซอน และเกี่ยวของ

กับความบกพรองหรือตําหนิ ที่เกิดขึ้นภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุได 

  

 ดงันัน้งานวิจัยนี้เปนการประยุกตใชระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต เพื่อใชศึกษาวิเคราะหหนวยแรงที่

เกิดขึ้นในแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีความบกพรอง เชน รอยบาก รูกลวง หรือโพรง ซึ่ง

สามารถแสดงเปนผังงานในการคํานวณเพื่อศึกษาปญหาไดดังรูปที่ 4.1  โดยเริ่มจากการใชแบบจําลองบริเวณ

ยอยแบงขอบเขตรูปรางปญหาออกเปนบริเวณยอยๆ (โดเมนยอยๆ) ตามชนิดของวสัดุ หรือแบงขอบเขตผาน

บริเวณที่เกดิความบกพรอง โดยที่ผิวรอยตอทีท่ําขึน้ (artificial interface) จะประกอบดวยผิวของรอยตอประสาน

กับผิวในตําแหนงที่เกิดความบกพรอง ดังตัวอยางแสดงในรูปที่ 4.2 เมื่อนําสมการบาวดารีเอลิเมนตที่ไดกลาวถึง
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ในหัวขอ 3.3 มาแยกพิจารณาในแตละโดเมนยอย จะไดระบบสมการพีชคณิตสําหรับแตละบริเวณยอยดังสมการ 

(3.42) และ (3.43) และอาศัยความสอดคลองของเงือ่นไขตอประสาน ทั้งทีเ่ปนเงื่อนไขทางกลและเงื่อนไขทาง

ไฟฟาจากสมการ (3.44ก) และ (3.44ข) บนตําแหนงผิวรอยตอประสาน (ผิวในตําแหนงที่มคีวามบกพรองจะไม

นํามาพิจารณาเงื่อนไขตอประสาน) และทําการประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ ซึ่งจะไดระบบ

สมการพีชคณิต (3.47) แลวทําการจัดเรียงสมการเพื่อแยกตัวแปรที่ทราบคาและไมทราบคา โดยพจิารณาจาก

เงื่อนไขขอบเขตที่กําหนดมาใหจะไดสมการ (3.48) เมือ่ทําการแกระบบสมการพีชคณิตจะไดผลเฉลยของคาการ

เปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา ความเคนที่ผิว และประจุไฟฟาที่ผิวของจุดตอบนขอบเขตและรอยตอประสาน ซึ่งผล

เฉลยที่ไดนี้สามารถนํามาคํานวณหาหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟาและสนามไฟฟาบนขอบเขตและรอยตอ

ประสาน ตามที่ไดกลาวถึงในหัวขอ 3.5.1  หรือนําผลเฉลยที่ไดมาหาผลเฉลยภายในโดเมน โดยการแทนคาลงใน

สมการ (3.54ก) และ (3.54ข) ตามทีไ่ดกลาวถึงในหัวขอ 3.5.2 

 
4.2 การทดสอบความถูกตองของโปรแกรมและการลูเขาของผลลัพธ 
  

 การทดสอบเปรียบเทียบความถูกตองแมนยาํและการลูเขาของผลลัพธ ที่คํานวณไดจากระเบียบวิธี 

บาวดารีเอลิเมนต โดยเทียบกับผลเฉลยแมนตรงของปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรกูลวงตรง

กลาง (Sosa, 1991) ดังรูปที่ 4.3  ภายใตแรงกระทําทางกลที่อนันต ( zzσ ∞  = 0σ ) หรือโหลดทางไฟฟาที่อนันต 

( zD∞  = 0D ) เมื่อมีคณุสมบัติของวัสดุ PZT-4 ตามตารางที ่4.1  และกําหนดใหเงือ่นไขขอบเขตที่ตําแหนงขอบ

รอบรูกลวงปราศจากความเคนที่ผวิและประจุไฟฟาที่ผิว เนือ่งจากคาคงตัวไดอิเล็กตริกของวสัดุเพียโซอิเล็กทริก 

( ijk ≈ 10-9 Fm-1) มคีาสูงกวาคาคงตัวไดอิเล็กตริกของอากาศ ( 0k = 8.85x10-12 Fm-1) ภายในชองวางมาก และ

จากผลการศึกษาของ Sosa และ Khutoryansky (1996) เกี่ยวกับเงื่อนไขขอบเขตทางไฟฟารอบรูกลวง ซึง่พบวา 

ถาอตัราสวนรูปรางรูวงรี (b/a) มากกวา 0.01 ผลลัพธที่คํานวณไดทั้งในกรณีที่คํานึงถงึประจุไฟฟาที่ผิวและกรณี

ที่ไมคํานึงถึงประจุไฟฟาที่ผิวจะใหผลลัพธที่สอดคลองกัน ดังนัน้จึงสามารถเขียนเงื่อนไขขอบเขตรอบรกูลวงได

ดังนี ้(Sosa, 1991) 

 

 0xx x xz zn nσ σ+ =  (4.1ก) 
 

 0zx x zz zn nσ σ+ =  (4.1ข) 

 

และ 0x x z zD n D n+ =  (4.2) 

 
โดยงานวิจัยนี้กําหนดใหสัญลักษณ *

0i iu u σ= , *
0φ φ σ= , *

0ij ijσ σ σ= , *
0i iD D σ=  และ 

*
0i iE E σ=  เปนคาผลลัพธที่คํานวณไดจากการใหแรงกระทําทางกล ( 0σ )  ในขณะที่ **

0i iu u D= , 
**

0Dφ φ= ,  **
0ij ij Dσ σ= , **

0i iD D D=  และ **
0i iE E D=  เปนคาผลลัพธที่คํานวณไดจากการ

ใหโหลดทางไฟฟา ( 0D ) เมื่อ i , j = x , z  
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 การคํานวณหาหนวยแรงและการกระจัดทางไฟฟาบนระนาบ θ  = 0 (หรือระนาบ z  = 0) สําหรบั

ปญหานีด้วยระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต สามารถพิจารณาไดทั้งแบบหนึง่โดเมนและสองโดเมน ซึ่งแตละวิธีมี

ความแตกตางกันดังนี ้

 

ก) การพิจารณาปญหาแบบหนึ่งโดเมน ดวยการใชแบบจําลองเต็มหนาตัด (full model) ดังรูปที่ 4.4ก จะ

คํานวณหาผลลัพธบนระนาบ θ  = 0 ดวยการหาผลเฉลยภายในโดเมนทีต่ําแหนงจุดภายใน (internal point) ซึง่

ไดกลาวถึงในหัวขอ 3.5.2 ในขณะที่การใชแบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด (quarter model) ดังรูปที่ 4.4ข  จะ

ใชสําหรับกรณีปญหาที่มคีวามสมมาตร และคํานวณหาผลลัพธบนระนาบ θ  = 0 (ซึ่งเปนระนาบสมมาตร) ดวย

การหาผลเฉลยบนขอบเขต ตามทีไ่ดกลาวถึงในหัวขอ 3.5.1 

 

ข) การพิจารณาปญหาแบบสองโดเมน ทาํไดโดยการใชแบบจําลองบริเวณยอยดังรูปที่ 4.5 โดยการแบง

ปญหาผานบริเวณที่ตองการศึกษา ใชไดทั้งกรณีที่ปญหามีความสมมาตรและไมมคีวามสมมาตร ซึ่งจะคํานวณ

ผลลัพธบนระนาบ θ  = 0  ดวยการหาผลเฉลยบนขอบเขตที่ตําแหนงรอยตอประสาน  

 

 จากผลการศึกษาเปรียบเทียบการลูเขาของผลลัพธ เพือ่หาอัตราสวนขนาดรู (a/W) และจํานวนเอล-ิ

เมนตขอบเขตรอบรูกลวงที่เหมาะสม เพื่อใชในการคํานวณหาผลเฉลยสําหรับชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันต

ที่มีรกูลวงตรงกลางดังรูปที่ 4.3 เมื่อมอีัตราสวนรูปรางรู (b/a = 1 และ 0.1) โดยการพิจารณาจากคาความ

คลาดเคลื่อนของหนวยแรงสูงสุด และการกระจัดทางไฟฟาสูงสดุ ทีเ่กิดขึ้นบนตําแหนงขอบรูกลวง (a, 0) เทียบ

กับผลเฉลยแมนตรง (Sosa, 1991) แสดงไดดังรูปที่ 4.6 พบวาเมื่ออตัราสวน a/W เพิ่มขึน้ คาความคลาดเคลื่อน

จะมากขึน้  เนื่องจากอัตราสวน a/W ที่เพิ่มขึน้ (มีลักษณะเปนแผนจํากัดมากขึน้) จะทําใหหนวยแรงและการ

กระจัดทางไฟฟาที่คํานวณไดมีคาสูงกวาผลเฉลยแมนตรง และถาใหอัตราสวน a/W คงที ่ แลวเปลี่ยนแปลง

อัตราสวน b/a ลดลง คาความคลาดเคลื่อนจะลดลงดวยเนื่องจากระยะหางระหวางแรงกระทํากับตําแหนงที่

พิจารณามากขึ้น (อัตราสวน b/H เพิ่มขึน้)  สวนรูปที่ 4.7 แสดงใหเหน็วาเมื่ออัตราสวน b/a ลดลง  จํานวนเอล-ิ

เมนตขอบเขตที่ใชจะเพิ่มขึ้น เนือ่งจากอตัราสวน b/a ที่ลดลงจะมีรูปรางลักษณะของปญหาเปนรูวงรีมากขึน้ 

(วงรตีีบมากขึน้) ทําใหเกิดความเขมของหนวยแรงและความเขมของการกระจัดทางไฟฟาที่ตําแหนงขอบรกูลวง 

(a, 0) มีคาสูงขึ้น ดังนัน้จํานวนเอลิเมนตขอบเขตที่ใชจึงตองเพิ่มขึน้ดวย 

 

 การทดสอบเพื่อเปรียบเทียบการลูเขาของผลลัพธที่คํานวณไดจากแบบจําลองชนิดตางๆ โดยพิจารณา

จากคาความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นบนตําแหนงขอบรกูลวง (a, 0) กับจํานวนของเอลเิมนตขอบเขตทั้งหมดที่ใช  

เมื่อใหจํานวนเอลิเมนตรอบรูกลวงคงที่ แสดงไดดังรูปที่ 4.8 และ 4.9 พบวาแบบจําลองเต็มหนาตัด ใหคา

ผลลัพธลูเขาเร็วที่สุด ในขณะที่แบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัดและแบบจําลองบริเวณยอย จะมีลักษณะการลู

เขาของผลลัพธที่เหมือนกัน คือลูเขาอยางรวดเร็วในชวงแรกแลวคอยคงที่ เนื่องจากจํานวนเอลิเมนตบนระนาบ

สมมาตรหรือบนผิวตอประสานที่ใชพิจารณาจะตองมากเพียงพอ คาความคลาดเคลื่อนทีค่ํานวณไดจึงจะเริ่มลู

เขาอยางสม่าํเสมอ 
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 การทดสอบเปรียบเทียบผลลัพธที่คํานวณไดบนระนาบ θ  = 0 จากการพิจารณาปญหาแบบหนึง่โดเมน 

และแบบสองโดเมน เทยีบกับผลเฉลยแมนตรงของสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนนัตที่มีรูวงกลม (b/a = 1) ดังรปูที ่

4.10 และ 4.11 และกรณีรูวงรี (b/a = 0.2) ดังรูปที่ 4.14 และ 4.15 ซึ่งเห็นไดวาผลลัพธที่คํานวณไดจากการ

พิจารณาปญหาในแบบหนึง่โดเมน มีคาใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมากกวาการพิจาณาปญหาแบบสองโดเมน 

เนื่องจากการพิจารณาปญหาแบบหนึง่โดเมนดวยแบบจําลองเต็มหนาตัดมีผิวขอบเขตรอบรกูลวงที่ราบเรียบกวา

จึงใหผลลัพธที่ดีกวา ในขณะที่การพิจาณาปญหาแบบสองโดเมนดวยแบบจําลองบริเวณยอยมผีิวของขอบเขต

รอบรูกลวงทีไ่มราบเรียบเกิดขอบและมุมขึ้นที่ตําแหนง (a, 0) ซึ่งจะทําใหคาความเคนที่ผิวและประจุไฟฟาที่ผิว ที่

คํานวณไดบนตําแหนง  (a, 0) เกิดความคลาดเคลื่อนมากขึ้น เนื่องจากที่ตําแหนงขอบหรือมุมของจุดตอเดียวกนั

มีคาโคไซนแสดงทศิทางที่แตกตางกนั 

 

 นอกจากนี้งานวิจัยนี้ไดทําการคํานวณหาผลเฉลยภายในโดเมน สําหรับศึกษาชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริก

แผนอนันตที่มีรูกลวงตรงกลาง ที่มอีัตราสวนรูปรางรู b/a = 1 และ 0.2 ภายใตแรงกระทําทางกล เมื่อใชจํานวน

จุดภายใน 160 - 320 จุด แลวนําคาผลลัพธที่ไดมาวาดเสนชั้นความสงู เพือ่แสดงลักษณะการกระจายของหนวย

แรงและการกระจายของการกระจัดทางไฟฟารอบรูกลวงแสดงไดดังรูปที่ 4.12, 4.13, 4.16 และ 4.17 ตามลําดับ 

ซึ่งพบวาหนวยแรงและการกระจัดทางไฟฟาจะมีคาเปลี่ยนแปลงอยางรวดเร็วในชวงสองเทาของรศัมี (2R) โดย 

เฉพาะในกรณีอตัราสวนรูปรางร ู b/a = 0.2 จะเกิดความเขม็ของหนวยแรงและการกระจัดทางไฟฟาที่ตําแหนง

ขอบ ( ± a, 0) 

 

 การทดสอบเปรียบเทียบผลการศึกษาทีไ่ดจากระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต (งานวจิัยนี้) กับระเบียบวิธี

ไฟไนตเอลิเมนต (Wang และคณะ, 2004) ในการศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนจํากัดที่มีรวูงกลม ภายใต

แรงกระทําทางกล พบวาผลของอตัราสวน a/W กับการเปลี่ยนตําแหนงที่ขอบรอบนอก (W, 0) ของทัง้สองวิธีให

คาสอดคลองใกลเคียงกันดังรูปที่ 4.18ก ในขณะที่ผลของอัตราสวน a/W กับหนวยแรงสูงสุดที่ขอบรูวงกลม (a, 0) 

แสดงไดดังรูปที่ 4.18ข พบวาการพิจารณาปญหาแบบสองโดเมนในระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต จะใหคาหนวย

แรงที่ต่ํากวาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Wang และคณะ, 2004) เล็กนอย (ผลตาง ≈  -1.25%) และเมื่อ

พิจารณาในกรณีที่อัตราสวนขนาดรู a/W = 0.05 เพื่อเปรียบเทียบความแมนยาํของผลลัพธที่คํานวณไดจาก

แบบจําลองทัง้ 3 ชนิด ดังแสดงในตารางที ่ 4.2 พบวาแบบจําลองเต็มหนาตัด (ดังรูปที่ 4.4ก) ใหคาสอดคลอง

ใกลเคียงกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Wang และคณะ, 2004) มากที่สุด ในขณะที่แบบจําลองบริเวณยอย 

(ดังรปูที่ 4.5) และแบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด (ดังรูปที่ 4.4ข) จะใหคาที่ต่ํากวาเล็กนอย (ผลตาง ≈  -1.19% 

และ  -1.06%) เนือ่งจากผิวของขอบเขตรอบรูกลวงในตําแหนง (a, 0) ที่พจิารณาไมราบเรียบเกิดขอบและมุม 

 

 สําหรับตัวอยางชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกแผนจํากัดที่มีรูวงกลม และมีอัตราสวนขนาดรู a/W = 0.25 

ภายใตแรงกระทําทางกล เพื่อเปรียบเทียบหนวยแรงบนระนาบ z  = 0 แสดงไดดังรูปที่ 4.19 พบวาคาที่คํานวณ

ไดของการพิจารณาปญหาแบบสองโดเมน มีคาใกลเคียงและสอดคลองกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Wang 

และคณะ, 2004) ตลอดชวงทีพ่ิจารณา ยกเวนบริเวณขอบรอบนอก (4, 0) ซึง่ระเบียบวิธีบาวดารีเอลิ-เมนตใหคา

ต่ํากวาวิธีไฟไนตเอลิเมนตเล็กนอย 



 45 

 Lee (1994) ไดทําการพิจารณาปญหาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรกูลวงวงกลม 

(b/a = 1) ภายใตแรงกระทําทางกล ( P  = 1 N/m2) ที่ขอบรกูลวงดังรูปที่ 4.20 การเปรียบเทียบคาผลลัพธที่

คํานวณไดของระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต เมือ่พิจารณาปญหาแบบหนึง่โดเมน (Lee, 1994) และแบบสอง

โดเมน (งานวิจัยนี้) พบวาใหคาที่สอดคลองกันดังรูปที่ 4.21  จากการพิจารณาเปรียบเทียบหนวยแรงวงแหวน

สูงสดุในตําแหนง θ  = 45° และ 135° พบวาผลการศึกษาของ Lee (1994) ใหคาหนวยแรง 1.067 N/m2 และ

งานวิจัยนี้ไดคาหนวยแรง 1.065 N/m2 และเมื่อเปรียบเทียบคาการกระจัดทางไฟฟาวงแหวนสูงสุดในตําแหนง 

θ  = 180° พบวาผลการศึกษาของ Lee (1994) ใหคาการกระจัดทางไฟฟา 0.935E-11 C/m2 และงานวิจัยนี้ได

คากระจัดทางไฟฟา 0.915E-11 C/m2  

 
4.3 ตัวอยางปญหาชิน้สวนเพยีโซอิเลก็ทริกสองวัสดุที่ไมมีความบกพรอง 
 

 การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่ไมมคีวามบกพรองดังรูปที่ 4.22 ทั้งกรณีที่ประกอบกันใน

แนวนอนดังรูป 4.22ก และกรณีที่ประกอบกันในแนวตั้งดังรูปที่ 4.22ข เพื่อเปนการศึกษาถึงคาการเปลี่ยน

ตําแหนง ศักยไฟฟา หนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และสนามไฟฟา ที่เกิดขึ้นบนตําแหนงกึง่กลางหรือรอยตอ

ของวัสดุบนระนาบ AB (z/H = 0) ภายใตแรงกระทําทางกล ( 0σ = 1 N/m-2) หรือโหลดทางไฟฟา ( 0D = 1 C/m-2) 

เมื่อกําหนดใหชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกประกอบดวย PZT-5H และ PZT-5 ที่มีคุณสมบัติของวัสดุตามตารางที ่4.1

โดยที่ชิ้นสวนมีขนาดอัตราสวนความสูงตอความกวางคงที่ (H/W = 1)  และมีเงือ่นไขขอบเขตดังนี้ 

 
• ที่ตําแหนงขอบดานบน  z = +H  และ  -W ≤  x ≤  W 

 

    ( , ) 0xz xσ =H   (4.3) 
 

 
0( , )

( , ) 0

zz

z

x

D x

σ σ ⎫= = ⎪
⎬
⎪= ⎭

-2    

                         

H 1 N/m

H
  (เงื่อนไขแรงกระทําทางกล) (4.4) 

 

 

 หรือ 
0( , )

( , ) 0

z

zz

D x D

xσ

⎫= = ⎪
⎬
⎪= ⎭

-2    

                       

H 1 C/m

H
  (เงื่อนไขโหลดทางไฟฟา) (4.5) 

 

 
• ที่ตําแหนงขอบดานลาง  z = -H  และ  -W ≤  x ≤  W 

 

 ( , ) ( , ) 0  H Hzu x xφ− −= =  (4.6) 
 

 (0, ) 0xu − = H    (สมมาตรรอบแกน z ) (4.7) 
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• ที่ตําแหนงขอบดานขาง  x = ± W  และ  -H ≤  z ≤  H 
 

 ( , ) ( , ) ( , ) 0W W Wxx xz zz z D zσ σ± ± ±= = =  (4.8) 

 
 งานวิจัยนี้ไดทดสอบการลูเขาของผลลัพธที่คํานวณได เทียบกับจํานวนเอลิเมนตขอบเขตทัง้หมดที่ใช 

ในตัวอยางปญหาชิ้นสวนสองวัสดุ (ทีป่ระกอบกันในแนวนอน) ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟาดัง

รูปที่ 4.22ก  พบวาเมื่อจํานวนเอลิเมนตเพิ่มขึ้น คาการเปลี่ยนตําแหนงที่เกิดขึ้นบนตําแหนงกึง่กลาง (0, 0) และ

ขอบ (W, 0) มีคาลูเขาแสดงไดดังรูปที่ 4.23  การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่ไมมคีวามบกพรอง เมือ่

พิจาณาแบบสองโดเมน จะใชจํานวนเอลิเมนตขอบเขตทั้งหมด 44 เอลิเมนตดังรูปที่ 4.24ก  และนําคาผลลัพธที่

ไดมาเปรียบเทียบกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต (ANSYS) ที่ใชเอลิเมนตประเภท PLANE 13 (2D coupled-field 

element) ทัง้หมดจํานวน 1156 เอลิเมนตดังรูปที่ 4.24ข  พบวาผลลัพธที่ไดสอดคลองและใกลเคียงกัน ซึง่

สามารถแสดงไดดังรูปที่ 4.25ก ถึง 4.25ฉ และรูปที่ 4.26ก ถึง 4.26ฉ ตามลาํดับ  

 

 จากผลการศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกวัสดุเดียว (PZT-5H หรือ PZT-5) ภายใตแรงกระทําทางกล

หรือโหลดทางไฟฟา พบวาคาผลลัพธของการเปลี่ยนตําแหนง ศักยไฟฟา หนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และ

สนามไฟฟา บนระนาบ AB (z/H = 0, x/W = 0 ถึง 1) มีคาคงที่ตลอดความกวางของชิ้นสวน (x/W = 0 ถึง 1) ดัง

รูปที่ 4.25 และ 4.26  ในขณะที่กรณีชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ประกอบกนัในแนวนอน (PZT-5H / PZT-

5 bimaterial) ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟาดังรูปที่ 4.22ก คาผลลัพธที่ตําแหนงรอยตอของวัสดุ

บนระนาบ AB (x/W = 0 ถึง 1, z/H = 0) มีคาไมคงที่ตลอดความกวาง โดยเฉพาะที่ตําแหนงขอบ (x/W = 1) คา

ศักยไฟฟา ความเคน การกระจัดทางไฟฟา และสนามไฟฟา จะมีคาสูงกวาคาที่ตําแหนงกึง่กลาง (x/W = 0) ดัง

รูปที่ 4.25ค ถึง 4.25ฉ และรูปที่ 4.26ค ถึง 4.26ฉ  ในขณะที่คาการเปลี่ยนตําแหนงในทิศทาง z  ทีต่ําแหนงขอบ 

(x/W = 1) จะมีคาต่ํากวาคาที่ตําแหนงกึง่กลาง (x/W = 0) ดังรปูที่ 4.25ข และ 4.26 ข 

 

 เมื่อนําชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ประกอบกนัในแนวนอน ภายใตแรงกระทําทางกล หรือโหลด

ทางไฟฟาดังรูปที่ 4.22ข มาพิจารณาเปรียบเทียบหาผลเฉลยภายในโดเมนทีใ่ชจํานวนจุดภายในโดเมนทั้งหมด 

400 จุด (โดเมนละ 200 จุด) แลวนําคาที่คํานวณไดมาวาดเสนชั้นความสงูเพื่อแสดงลักษณะการกระจายของ

หนวยแรงและการกระจัดทางไฟฟา ไดผลลัพธที่สอดคลองกบัโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต (ANSYS) ดังรูปที่ 4.27 

ถึง 4.30 ตามลําดับ พบวาที่ตําแหนงขอบ (x/W = ± 1, z/H = 0) จะเปนตําแหนงทีเ่กิดความเขมของหนวยแรง 

และความเขมของการกระจัดทางไฟฟาสูงสุด 

 

 สวนในกรณีชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ประกอบกนัในแนวตั้ง (PZT-5H / PZT-5 bimaterial) 

ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟาดังรูปที ่ 4.22ข พบวาคาผลลัพธที่ตําแหนงกึ่งกลางของวัสดบุน

ระนาบ AB (x/W = -1 ถงึ 1, z/H = 0) มีคาไมคงที่ตลอดความกวางแสดงไดดังรูปที่ 4.31 และ 4.32 โดยที่

ตําแหนงกึ่งกลางของรอยตอในชวง x/W = -0.1 ถึง 0.1 จะเปนตําแหนงทีเ่กิดหนวยแรง และการกระจัดทางไฟฟา

สูงสดุ  
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4.4 ตัวอยางปญหาชิน้สวนเพยีโซอิเลก็ทริกสองวัสดุที่มีความบกพรอง 
 

 การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (วัสดุตางชนิดกัน) ที่มีความบกพรองหรือตําหนิ เชน รกูลวง

ตรงกลาง และรอบบากดานขางดังรูปที่ 4.33 และ 4.40 ตามลาํดับ เพือ่เปนการศึกษาหาหนวยแรง การกระจัด

ทางไฟฟา และสนามไฟฟา ที่เกิดขึ้นบนตําแหนงรอยตอของวสัดุบนระนาบ AB (z/H = 0) ภายใตแรงกระทําทาง

กล ( 0σ = 1 N/m-2) หรอืโหลดทางไฟฟา ( 0D = 1 C/m-2) เมือ่กําหนดใหคุณสมบัติของวัสดุมีคาตามตารางที ่

4.1 โดยที่ชิ้นสวนมีขนาดอัตราสวนความสูงตอความกวางคงที่ (H/W = 1) และมีเงื่อนไขขอบเขตในบริเวณที่มี

ความบกพรองดังสมการ (4.1) ถึง (4.2) โดยไมคํานึงถึงความเคนที่ผวิและประจุไฟฟาที่ผิว สวนเงือ่นไขขอบเขต

รอบนอกแสดงไดดังสมการ (4.3) ถงึ (4.8) 

 

 การศึกษาเพื่อเปรียบเทียบคาผลลัพธของชิน้สวนที่มคีวามบกพรอง ทีป่ระกอบดวยวัสดุชนิดตางๆ เชน 

PZT-5, PZT-5H, อีพอกซีเรซิน (epoxy resin), ชิ้นสวนเชิงประกอบ PZT-5H กับ PZT-5 และชิ้นสวนเชิงประกอบ 

PZT-5H กับอีพอกซีเรซิน พบวากรณีใหแรงกระทําทางกล ( 0σ ) คาหนวยแรงที่เกิดขึ้นมีคาใกลเคียงกันทั้งหมด 

ยกเวนชิ้นสวนเชิงประกอบ PZT-5H กับอีพอกซีเรซินจะใหคาหนวยแรงที่แตกตางดังรูปที่ 4.34ก และ 4.34ข  

สวนคาการกระจัดทางไฟฟา ที่เกิดขึ้นในวัสดุ PZT-5, PZT-5H และชิ้นสวนเชิงประกอบ PZT-5H กับ PZT-5 มคีา

ใกลเคียงกัน ยกเวนวสัดุอีพอกซีเรซิน และชิ้นสวนเชิงประกอบ PZT-5H กับอพีอกซีเรซินจะมีคาการกระจัดทาง

ไฟฟาเทากับศูนยดังรูปที่ 4.34ค  สวนในกรณีใหโหลดทางไฟฟา ( 0D ) พบวาหนวยแรงที่เกิดขึ้นในวัสดุ PZT-5 

และ PZT-5H จะมีลักษณะใกลเคียงกัน สวนวสัดุอีพอกซีเรซินจะมีคาหนวยแรงเทากับศูนย และชิ้นสวนเชงิ

ประกอบจะใหคาหนวยแรงที่แตกตางออกไปดังรูปที่ 4.35ก และ 4.35ข ในขณะที่คาการกระจัดทางไฟฟามคีา

ใกลเคียงกันทัง้หมดทุกวัสดุดังรูปที่ 4.35ค 

 
4.3.1 ชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีรูวงรีตรงกลาง 

 
  การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (PZT-5H / PZT-5 bimaterial) ที่มีรูวงรีตรงกลาง ภายใต

แรงกระทําทางกล ในกรณีอตัราสวนรูปรางรูวงรีคงที ่ (b/a = 0.5) เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวนขนาดรูวงรี (a/W = 

0.1, 0.2 และ 0.3) พบวาหนวยแรง ( *
zzσ ) และการกระจัดทางไฟฟา ( *

zD ) จะมีคาเพิ่มขึ้นอยางสม่ําเสมอ 

ในขณะที่สนามไฟฟา ( *
zE ) จะมีคาลดลงอยางสม่ําเสมอ และในทางกลับกันเมื่อใหอัตราสวนขนาดรูวงรีคงที่ 

(a/W = 0.1) แลวเปลี่ยนแปลงอัตราสวนรูปรางรูวงรี (b/a = 0.5, 1 และ 2) พบวาถาอัตราสวนรูปรางรูวงรลีดลง 

(รูวงรีแคบลง) หนวยแรง ( *
zzσ ) การกระจัดทางไฟฟา ( *

zD ) และสนามไฟฟา ( *
zE ) จะมีคาเปลี่ยนแปลงอยาง

มากในบริเวณใกลๆ ขอบรูวงรี (x/W = 0.1 ถึง 0.3) หรือในชวงสองเทาของความกวางรูวงรี (2a) ดงัรูปที่ (4.36ก) 

ถึง (4.36ค)  

 

สวนในกรณีชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีรูวงรีตรงกลาง ภายใตโหลดทางไฟฟา พบวาหนวยแรง 

( **
zzσ ) จะไมเปลี่ยนแปลงดังรูป (4.37ก) ในขณะที่การกระจัดทางไฟฟา ( **

zD ) และสนามไฟฟา ( **
zE ) จะมีคา

เพิ่มขึ้นอยางสม่ําเสมอดังรูปที่ (4.37ข) ถึง (4.37ค) 
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 เมื่อนําชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีอัตราสวนรู b/a = 1 และ a/W = 0.1 ภายใตแรงกระทําทาง

กลหรือโหลดทางไฟฟา มาหาผลเฉลยภายในโดเมนที่ใชจํานวนจุดภายในโดเมนทัง้หมด 440 จุด (โดเมนละ 220

จุด) แลวนําคาที่คํานวณไดมาวาดเสนชั้นความสงู ซึง่แสดงไดดังรูปที่ 4.38 และ 4.39 ตามลําดับ ซึ่งพบวาที่

ตําแหนงขอบรูกลวง (x/W = ± 0.1, z/H = 0) จะเปนตําแหนงที่เกิดความเขมของหนวยแรง และความเขมของ

การกระจัดทางไฟฟา 

 
4.3.2 ชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีรอยบากดานขาง 

 

 การศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (PZT-5H / PZT-5 bimaterial) ที่มีรอยบากดานขาง ภายใต

แรงกระทําทางกล ในกรณีอตัราสวนรูปรางรอยบากคงที ่ (b/a = 0.5) เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวนขนาดรอยบาก 

(a/W = 0.1, 0.2 และ 0.3) พบวาหนวยแรง ( *
zzσ ) และการกระจัดทางไฟฟา ( *

zD ) จะมีคาเพิ่มขึ้นอยาง

สม่ําเสมอ ในขณะที่สนามไฟฟา ( *
zE ) จะมีคาลดลงอยางสม่าํเสมอ และในทางกลับกันเมือ่ใหอัตราสวนขนาด

รอยบากคงที ่(a/W = 0.1) แลวเปลี่ยนแปลงอัตราสวนรูปรางรอยบาก (b/a = 0.5, 1 และ 2) พบวาถาอตัราสวน

รูปรางรอยบากลดลง (รอยบากแคบลง) หนวยแรง ( *
zzσ ) การกระจัดทางไฟฟา ( *

zD ) และสนามไฟฟา ( *
zE ) จะ

มีคาเพิ่มมากขึ้นอยางมากที่ตําแหนงขอบของรอยบาก (x/W = 0.7 ถึง 0.9) ดังรูปที่ (4.41ก) ถงึ (4.41ค)  

 

สวนในกรณีชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุ (PZT-5H / PZT-5 bimaterial) ที่มีรอยบากดานขาง 

ภายใตแรงโหลดทางไฟฟา พบวาหนวยแรง ( **
zzσ ) จะคอยลดลงแลวเพิ่มขึ้นเมื่อเขาใกลตําแหนงขอบของรอย

บาก ในขณะที่คาการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) และสนามไฟฟา ( **

zE ) จะเพิ่มอยางสม่ําเสมอ ดังรูปที่ (4.42ก) 

ถึง (4.42ค) 

 

 เมื่อนําชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีอัตราสวนรอยบาก b/a = 1 และ a/W = 0.1 ภายใตแรง

กระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟาดังรูปที่ 4.40 มาหาผลเฉลยภายในโดเมนทีใ่ชจํานวนจุดภายในโดเมนทั้งหมด 

440 จุด (โดเมนละ 220 จุด) แลวนําคาที่คํานวณไดมาวาดเสนชั้นความสงู ซึง่แสดงไดดังรูปที่ 4.43 และ 4.44 

ตามลําดับ พบวาที่ตําแหนงขอบรอยบาก (x/W = ± 0.9, z/H = 0) จะเปนตําแหนงทีเ่กิดความเขมของหนวยแรง 

และความเขมของการกระจัดทางไฟฟา 
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ตารางที่ 4.1 คุณสมบตัิของวัสดุ 
 

 เพียโซอิเล็กทริก  
วัสดุ 

PZT-4 PZT-5 PZT-5H 
อีพอกซี เรซิน 

 คาคงตัวโมดูลัสยืดหยุน     

    11c  (1010 Nm-2) 13.9 12.1 12.6 0.80 

    12c  (1010 Nm-2) 7.78 7.54 5.5 0.44 

    13c  (1010 Nm-2) 7.43 7.52 5.3 0.44 

    33c  (1010 Nm-2) 11.3 11.1 11.7 0.80 

    44c  (1010 Nm-2) 2.56 2.11 3.53 0.18 

 คาคงตัวเพียโซอิเล็กทริก     

    15e  (Cm-2) 13.44 12.3 17.0 - 

    31e  (Cm-2) -6.98 -5.4 -6.5 - 

    33e  (Cm-2) 13.84 15.8 23.3 - 

 คาคงตัวไดอิเล็กตริก     

    11κ  (10-9 Fm-1) 6.00 8.170 15.1 0.037 

    33κ  (10-9 Fm-1) 5.47 7.346 13.0 0.037 
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ตารางที่ 4.2  ผลการเปรียบเทียบชนิดของแบบจําลองกับคาผลลัพธที่คํานวณได 
 

ระเบียบวิธี / ชนิดแบบจําลอง หนวยแรงสูงสุด การกระจัดทางไฟฟาสูงสดุ 
     

 แรงกระทําทางกล ( zzσ ∞ = 0σ ) 
หนวยแรง 

( * (σ zz a , 0 ) ) 

ผลตาง 

(%) 

การกระจัดทางไฟฟา 

( *(zD a , 0 ) ) 

ผลตาง 

(%) 
     

      -  วิธีเชิงวิเคราะหสําหรับโดเมนอนันต 

             Sosa (1991) 2.6712 - 1.7850E-10 - 

     

      -  วิธไีฟไนตเอลิเมนต (a/W = 0.05) 

             Wang และคณะ (2004) 2.6865 +0.57% - - 

     

      -  วิธบีาวดารีเอลิเมนต (a/W = 0.05)     

         1)  แบบจําลองเต็มหนาตัด 2.6874 +0.61% 1.8158E-10 +1.73% 

         2)  แบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด 2.6581 -0.49% 1.6992E-10 -4.81% 

         3)  แบบจําลองบริเวณยอย (งานวิจัยนี้) 2.6538 -0.65% 1.6880E-10 -5.43% 

     

 โหลดทางไฟฟา ( zD∞ = 0D ) 
หนวยแรง

( **(zzσ a , 0 ) ) 

ผลตาง 

(%) 

การกระจัดทางไฟฟา 

( **(zD a , 0 ) ) 

ผลตาง 

(%) 
     

      -  วิธีเชิงวิเคราะหสําหรับโดเมนอนันต 

             Sosa (1991) 8.6712E+07 - 1.8980 - 

     

      -  วิธบีาวดารีเอลิเมนต (a/W = 0.05)     

         1)  แบบจําลองเต็มหนาตัด 8.3346E+07 -3.88% 1.9004 +0.13% 

         2)  แบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด 8.3659E+07 -3.52% 1.8876 -0.55% 

         3)  แบบจําลองบริเวณยอย (งานวิจัยนี้) 8.4654E+07 -2.37% 1.8878 -0.54% 
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รูปที่ 4.1 ผังงานการคํานวณสําหรับแกปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุในงานวิจัยนี้ 
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รูปที่ 4.2  แบบจําลองบริเวณยอยของชิน้สวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีความบกพรอง 

 

 

 

 

 

 

 

 

บริเวณยอย 1 

บริเวณยอย 2 
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รูปที่ 4.3  ปญหาชิ้นสวนเพียโชอิเล็กทริกแผนอนนัตที่มีรูกลวงตรงกลาง  

ภายใตแรงกระทําทางกล หรือโหลดทางไฟฟาที่อนันต 

 
 
 
 
 
 



 54 

W W
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ก) แบบจําลองเต็มหนาตัด  

 

H

W W

B

 2a
A

H

 
 

ข) แบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด  

 
รูปที่ 4.4  การพิจารณาปญหาแบบหนึ่งโดเมน 
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รูปที่ 4.5  การพิจารณาปญหาแบบสองโดเมน 
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อัตราสวน a/W
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รูปที่ 4.6  การเปรียบเทียบการลูเขาของคาผลลัพธ เพื่อหาอัตราสวน a/W ที่เหมาะสม 

ภายใตแรงกระทําทางกล 

 

 

 

 

จํานวนเอลิเมนตรอบรูกลวง
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รูปที่ 4.7  การเปรียบเทียบการลูเขาของคาผลลัพธ เพื่อหาจํานวนเอลิเมนตรอบรูกลวงที่เหมาะสม 

ภายใตแรงกระทําทางกล 
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จํานวนเอลิเมนตทั้งหมด

10 15 20 25 30 35

คว
าม
คล
าด
เค
ลื่อ
น 

(%
)

-16

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

σθ* 
Dθ*

ผลลัพธที่ตําแหนง (a , 0) ของรูกลวง

แบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด
แบบจําลองเต็มหนาตัด

 
 

รูปที่ 4.8  การเปรียบเทียบการลูเขาของคาผลลัพธ เมื่อพจิารณาปญหาแบบหนึ่งโดเมน 

ภายใตแรงกระทําทางกล 
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รูปที่ 4.9  การเปรียบเทียบการลูเขาของคาผลลัพธ เมื่อพจิารณาปญหาแบบสองโดเมน 

ภายใตแรงกระทําทางกล 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง บนระนาบ θ  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา บนระนาบ θ  = 0 

 

 

รูปที่ 4.10  การเปรียบเทียบคาผลลัพธ เมื่ออตัราสวน b/a = 1 

ภายใตแรงกระทําทางกล 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง บนระนาบ θ  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา บนระนาบ θ  = 0 

 

 

รูปที่ 4.11  ผลการเปรียบเทียบคาผลลัพธ เมือ่อัตราสวน b/a = 1 
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รูปที่ 4.12  ลกัษณะการกระจายของหนวยแรง  ( *
zzσ ) รอบรูวงกลม ภายใตแรงกระทําทางกล 
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รูปที่ 4.13  ลกัษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา  ( *
zD ) รอบรูวงกลม ภายใตแรงกระทําทางกล 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง บนระนาบ θ  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา บนระนาบ θ  = 0 

 

 

รูปที่ 4.14  การเปรียบเทียบคาผลลัพธ เมื่ออตัราสวน b/a = 0.2 

ภายใตแรงกระทําทางกล 

2W

σ0
z

σ0

2H

ทิศ
กา
รโ
พล

าไ
รซ


2a

xBA2b



 62 

รัศมี ( r )

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

หน
วย
แร
ง (
σ i**

)

-2e+8

-1e+8

0

1e+8

2e+8

3e+8

4e+8

5e+8

σr**

σθ**

Sosa (1991)
วิธีเชิงวิเคราะห

วิธีบาวดารีเอลิเมนต
แบบสองโดเมน

 
 

ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง บนระนาบ θ  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา บนระนาบ θ  = 0 

 

 

รูปที่ 4.15  การเปรียบเทียบคาผลลัพธ เมื่ออตัราสวน b/a = 0.2 
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รูปที่ 4.16  ลกัษณะการกระจายของหนวยแรง  ( *
zzσ ) รอบรูวงรี ภายใตแรงกระทําทางกล 
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รูปที่ 4.17  ลกัษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา  ( *
zD ) รอบรูวงร ีภายใตแรงกระทําทางกล 
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ก) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ที่ขอบรอบนอก (W , 0) 
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ข) การเปรียบเทียบหนวยแรงสูงสดุ  ทีข่อบรูวงกลม (a , 0) 

    

 

รูปที่ 4.18  การเปรียบเทียบผลของอัตราสวน a/W ที่มีตอคาผลลัพธ 
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รูปที่ 4.19  การเปรียบเทียบหนวยแรงบนระนาบ z  = 0 สําหรับแผนจํากัดที่มีอัตราสวนขนาดรู a/W = 0.25 

ภายใตแรงกระทําทางกล 
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รูปที่ 4.20  ปญหาชิ้นสวนเพียโชอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรวูงกลม 

ภายใตแรงกระทําทางกล ( P ) ทีข่อบรกูลวง 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรงรอบรวูงกลม 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟารอบรวูงกลม 

 

 

รูปที่ 4.21  การเปรียบเทียบคาผลลัพธ ของชิ้นสวนเพียโชอิเล็กทริกแผนอนันตที่มีรวูงกลม 

ภายใตแรงกระทําทางกล ( P ) ทีข่อบรกูลวง 
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ก) ประกอบในแนวนอน  
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ข) ประกอบในแนวตั้ง  

 
รูปที่ 4.22  ตวัอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่ไมมคีวามบกพรอง 
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ก) การลูเขาของผลลัพธ เมื่อใหแรงกระทําทางกล 
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ข) การลูเขาของผลลัพธ เมื่อใหโหลดทางไฟฟา 

 

 

รูปที่ 4.23  การลูเขาของคาผลลัพธกับจํานวนเอลิเมนตที่ใช 

สําหรับปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ ที่ไมมีความบกพรอง 
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ก) ระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนต (งานวจิัยนี้)  เมือ่ใช 44 เอลิเมนตขอบเขต 
 
 

 
 

ข) ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  (ANSYS)  เมื่อใช 1156 เอลิเมนต  

 

รูปที่ 4.24  การเปรียบเทียบแบบจําลองระหวางวิธีบาวดารีเอลิเมนตกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต  

สําหรับปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ ที่ไมมีความบกพรอง 
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ก) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( *
xu ) บนระนาบ z = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( *
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ค) การเปรียบเทียบศักยไฟฟา (φ ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
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จ) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ฉ) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( *
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.25  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (ประกอบในแนวนอน)  

ที่ไมมีความบกพรอง ภายใตแรงกระทําทางกล  
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ก) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( **
xu ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบศักยไฟฟา ( **φ ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 

 



 75 

ระยะทาง (x/W)

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0

กา
รก
ระ
จัด
ทา
งไ
ฟฟ

า 
(D

z∗∗
)

.98

1.00

1.02

1.04

1.06

1.08

FEM (ANSYS)

PZT-5H  หรือ  PZT-5

ชิ้นสวนเชิงประกอบ PZT-5H / PZT-5

งานวิจัยนี้

 
 

จ) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ฉ) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( **
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.26  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (ประกอบในแนวนอน)  

ที่ไมมีความบกพรอง ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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รูปที่ 4.27  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของหนวยแรง ( *
zzσ ) 

ภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ไมมีความบกพรอง ภายใตแรงกระทําทางกล 
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รูปที่ 4.28  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) 

ภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ไมมีความบกพรอง ภายใตแรงกระทําทางกล 

งานวิจัยนี้
FEM (ANSYS)

งานวิจัยนี้
FEM (ANSYS)
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รูปที่ 4.29  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของหนวยแรง ( **
zzσ ) 

ภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ไมมีความบกพรอง ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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รูปที่ 4.30  การเปรียบเทียบลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) 

ภายในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่ไมมีความบกพรอง ภายใตโหลดทางไฟฟา 

งานวิจัยนี้
FEM (ANSYS)

งานวิจัยนี้
FEM (ANSYS)
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ก) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( *
xu ) บนระนาบ z = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( *
zu ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบศักยไฟฟา ( *φ ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
xxσ ) บนระนาบ z  = 0 
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จ) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ฉ) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.31  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (ประกอบในแนวตั้ง)  

ที่ไมมีความบกพรอง ภายใตแรงกระทําทางกล  
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ก) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( **
xu ) บนระนาบ z = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการเปลี่ยนตําแหนง ( **
zu ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

2W

D

2H

ทิศ
กา
รโ
พล

าไ
รซ


วัสดุ 1 วัสดุ 2

0

BA

z

x



 82 

ระยะทาง (x/W)

-1.0 -.8 -.6 -.4 -.2 0.0 .2 .4 .6 .8 1.0

ศัก
ยไ
ฟฟ

า (
φ∗

∗ )

-9e+8

-8e+8

-7e+8

-6e+8

-5e+8

-4e+8

PZT-5

ชิ้นสวนเชิงประกอบ PZT-5H / PZT-5

PZT-5H

โดเมน 1 โดเมน 2

 
 

ค) การเปรียบเทียบศักยไฟฟา ( **φ ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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จ) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
xD ) บนระนาบ z  = 0 
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ฉ) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.32  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (ประกอบในแนวตั้ง)  

ที่ไมมีความบกพรอง ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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รูปที่ 4.33  ตวัอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรูกลวงตรงกลาง 

 



 85 

ระยะทาง (x/W)

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0

หน
วย
แร
ง (
σ x

x*
)

-.6

-.4

-.2

0.0

.2

.4

.6

.8

PZT-5 
PZT-5H 
Epoxy resin
PZT-5H / PZT-5
PZT-5H / Epoxy resin

 
 

ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
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ค) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( *
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.34  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีรูวงกลม  

ภายใตแรงกระทําทางกล  
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
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ข) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

ระยะทาง (x/W)

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0

สน
าม
ไฟ
ฟา

 (E
z*

*)

-1e+10

0

1e+10

2e+10

3e+10

4e+10

5e+10

6e+10

PZT-5 
PZT-5H 
Epoxy resin
PZT-5H / PZT-5
PZT-5H / Epoxy resin

 
 

ง) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( **
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.35  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีรูวงกลม  

ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( *
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.36  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรูวงรี 

เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวน b/a และ a/W ภายใตแรงกระทําทางกล  
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

ระยะทาง (x/W)

0.0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0

กา
รก
ระ
จัด
ทา
งไ
ฟฟ

า 
(D

z∗∗
)

.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

b/a = 0.5
b/a = 1.0
b/a = 2.0

a/
W

 =
 0

.2

a/
W

 =
 0

.1

a/
W

 =
 0

.3

 
 

ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ง) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( **
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.37  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรูวงรี 

เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวน b/a และ a/W ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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ก) ลักษณะการกระจายของหนวยแรง ( *
zzσ ) 
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ข) ลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) 

 

รูปที่ 4.38  เสนชันความสงูของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรูวงกลม ภายใตแรงกระทําทางกล 
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ก) ลักษณะการกระจายของหนวยแรง ( **
zzσ ) 
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ข) ลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) 

 

รูปที่ 4.39  เสนชันความสงูของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรูวงกลม ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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รูปที่ 4.40  ตวัอยางปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรอยบากดานขาง 
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( *
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( *
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.41  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ ที่มีรอยบาก 

เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวน b/a และ a/W ภายใตแรงกระทําทางกล  
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ก) การเปรียบเทียบหนวยแรง ( **
zzσ ) บนระนาบ z  = 0 
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ข) การเปรียบเทียบการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) บนระนาบ z  = 0 
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ค) การเปรียบเทียบสนามไฟฟา ( **
zE ) บนระนาบ z  = 0 

 

 

รูปที่ 4.42  การเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ ที่มีรอยบาก 

เมื่อเปลี่ยนแปลงอตัราสวน b/a และ a/W ภายใตโหลดทางไฟฟา 
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ก) ลักษณะการกระจายของหนวยแรง ( *
zzσ ) 
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ข) ลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( *
zD ) 

 

รูปที่ 4.43  เสนชันความสงูของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรอยบาก ภายใตแรงกระทําทางกล 



 101 

2e+8

5e
+7

5e
+7

-5
e+

7

-5e+7

-2e+8

2e+8

-2e+8

-2e+8

-5e+7

5e
+7

5e+7
5e+7

5e+7

-5e+7

-5e+7

-5
e+

7

-5e+7

5e+7

5e+72e+8

-2
e+

8
-2

e+
8

-2
e+

8
2e

+8

0

1e
+8

1e+8
0

0

-2e+8

2e
+8

-2e+8

-1e+8

-1
e+

8

0

0

0

0
0

0

0

0

0

0

0

0

1e
+8

2e+8
-1e+8

-1
e+

8

-2
e+

8

1e+8

0
-2

e+
8

X

-10W -5W 0W 5W 10W

-10W -5W 0W 5W 10W

Z

-10H

-5H

0H

5H

10H

-10H

-5H

0H

5H

10H

PZT-5H

PZT-5

0H 0H

 
 

ก) ลักษณะการกระจายของหนวยแรง ( **
zzσ ) 
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ข) ลักษณะการกระจายของการกระจัดทางไฟฟา ( **
zD ) 

 

รูปที่ 4.44  เสนชันความสงูของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีรอยบาก ภายใตโหลดทางไฟฟา 



บทที่ 5 
 

บทสรปุและขอเสนอแนะ 

 
 งานวิจัยนี้เกี่ยวของกบัการพัฒนาโปรแกรมบาวดารีเอลิเมนต เพื่อทาํการวิเคราะหแผนระนาบชิ้นสวน 

เพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีความบกพรอง โดยการประยุกตใชแบบจําลองบริเวณยอย (subregion model) กบั

การประกอบระบบสมการพีชคณิตหลายบริเวณ (multi-region assembly) เพื่อนําไปดําเนินการกับตัวอยาง

ปญหา  สําหรับสวนที่สองของงานวิจัยจะเกี่ยวของกับการศึกษาคาพารามิเตอรตางๆ เชน การเปลี่ยนตําแหนง 

ศักยไฟฟา หนวยแรง การกระจดัทางไฟฟา และสนามไฟฟาที่เกิดขึ้นในชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุที่มีความ

บกพรอง เชน รอยบาก รู หรือโพรง ภายใตแรงกระทําทางกลหรือโหลดทางไฟฟา โดยไมคิดผลของแรงวัตถุ และ

ประจุไฟฟาอสิระ  

 
5.1 สรุปผลการศึกษา 

 

 จากการศึกษาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีความบกพรอง  ภายใตขอบเขตของงาน 

วิจัยนี้ ดวยโปรแกรมบาวดารีเอลิเมนต มีผลสรุปที่สําคัญดังตอไปนี้ 

 

1. โปรแกรมบาวดารีเอลิเมนตที่พัฒนาขึ้น ใชไดกับปญหาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวัสดุ ทั้งในกรณี

ขอบรอยตอประสานเรียบและกรณีขอบรอยตอประสานไมเรียบเกิดขอบ (edges) หรือมมุ (corners) สําหรับกรณี 

ที่ขอบรอยตอประสานไมเรียบ มคีาโคไซนแสดงทศิทางแตกตางกันในแตละดานของจุดตอประสาน (interface 

node) ซึง่จะสงผลใหความเคนที่ผวิ และประจุไฟฟาที่ผิวที่คํานวณไดในตําแหนงขอบหรือมมุของจุดตอเดียวกันมี

คาแตกตางกนั แตไมสงผลตอคาการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาที่คํานวณได 

  

2. เมื่อเปรียบเทียบผลลัพธของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีรูกลวงตรงกลาง ที่คํานวณดวยระเบียบวิธี

บาวดารีเอลิเมนต จากการใชแบบจําลองชนิดตางๆ พบวาแบบจําลองบริเวณยอยใหคาผลลัพธใกลเคียงกับ

แบบจําลองหนึ่งในสี่ของหนาตัด แตมีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงนอยกวาแบบจําลองเต็มหนาตัด เนื่อง 

จากแบบจําลองเต็มหนาตัดมีผิวของขอบเขตรอบรูกลวงที่ราบเรียบไมเกิดขอบและมุม จึงใหคาผลลัพธที่ดีกวา 

 

3. จากการศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่ไมมคีวามบกพรอง พบวากรณีชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทรกิ 

(วัสดุชนิดเดียว) คาผลลัพธที่คํานวณไดที่ตําแหนงกึ่งกลางของชิ้นสวนมีคาคงทีต่ลอดความกวาง ในขณะที่กรณี

ชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุ (วัสดุตางชนดิกัน) คาผลลัพธที่คํานวณไดที่ตําแหนงรอยตอของชิ้นสวนมคีาไม

คงทีต่ลอดความกวาง โดยเฉพาะที่ตําแหนงขอบรอยตอของวัสดุ 
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4. จากการศึกษาชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสองวสัดุที่มีความบกพรอง (เชน รูกลวงตรงกลาง หรือรอย

บากดานขาง) พบวาถาอัตราสวนรูปรางของความบกพรอง b/a นอยลง (รูหรือรอยบากรูปรางแคบลง) หนวยแรง  

การกระจัดทางไฟฟา  และสนามไฟฟา ที่คํานวณไดมีคาเปลี่ยนแปลงอยางมากในชวงสองเทาของความกวาง

ของความบกพรอง (2a) เชน สองเทาของความกวางรู หรือสองเทาของความลึกรอยบาก สําหรับกรณีที่อัตราสวน

ขนาดของความบกพรอง a/W เพิ่มขึ้น (รูหรือรอยบากมีขนาดใหญขึ้น) หนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และ

สนามไฟฟาที่คํานวณไดจะมีคาความชันคงที ่ 

 
5.2 ขอเสนอแนะ 
 

1 โปรแกรมบาวดารีเอลิเมนตที่ไดพัฒนาขึ้น ยงัพบปญหาในการคํานวณแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซ-

อิเล็กทริกที่มขีอบของรอยตอประสานไมเรียบเกิดขอบหรือมมุ ซึ่งทาํใหหนวยแรง การกระจัดทางไฟฟา และ

สนามไฟฟา ณ ตําแหนงดงักลาวมคีวามคลาดเคลื่อนเกิดขึ้น ดังนั้นควรมีการปรับปรุงคาผลลัพธในตําแหนง

ดังกลาวโดยการประยุกตใชเอลิเมนตกําลังสองแบบไมตอเนือ่ง (quadratic discontinuous element) หรือการใช

เอลิเมนตพิเศษ (special element) และควรปรับปรุงขัน้ตอนวิธี (algorithm) ใหสามารถพิจารณาปญหาหลาย

โดเมนเพื่อความหลากหลายในการใชงาน  

 

2 โปรแกรมบาวดารีเอลิเมนตที่ไดสามารถคํานวณหาคาการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา ไดถูกตอง 

แมนยํากวาคาหนวยแรง ดังนั้นสามารถนํามาประยุกตใชศึกษาแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกที่มีรอยแตก 

โดยเพิ่มสวนของการคํานวณหาตัวประกอบความเขมหนวยแรง (stress intensity factor) ดวยวิธีสหสัมพันธการ

เปลี่ยนตําแหนง (displacement correlation method) ทีค่ํานวณจากคาการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟาของ

รอยแตก 
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ภาคผนวก ก 
 

ฟงกชันเคอรเนลสาํหรับแผนระนาบชิ้นสวนเพียโซอิเลก็ทริก   

 
 ฟงกชันเคอรเนลทีใ่ชในงานวิจัยนี้ประกอบดวย ฟงกชันเคอรเนลในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของ

ชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับการเปลี่ยนตําแหนงและศักยไฟฟา (displacement-electric potential BIE) และ

อนุพนัธของฟงกชันเคอรเนลในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับความเคน และการ

กระจัดทางไฟฟา (stress-electric displacement BIE)  

 
ก.1 ฟงกชันเคอรเนลในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิน้สวนเพยีโซอิเลก็ทริกสําหรับ           

การเปลีย่นตําแหนงและศักยไฟฟา 
 
ฟงกชันเคอรเนลในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริก สําหรับการเปลี่ยนตําแหนง 

และศักยไฟฟา สมการที ่ (3.37) และ (3.54ก)  ในรูปเมทริกซเคอรเนล ( )x; x′G  และ ( )x; x′H  สามารถ

คํานวณไดจากผลเฉลยหลักมูล โดยการแทนคาเซตของฟงกชันเลือก ( )jM ξ  ที่สอดคลองทีค่ํานวณไดในหัวขอ 

2.2.1 ถึง 2.2.3 ลงในสมการ (2.12) ถึง (2.13) แลวทําการจัดรูปสมการ จะไดฟงกชันเคอรเนลตามสมการ (ก.1) 

ถึง (ก.18) ดังตอไปนี้ (Rajapakse, 1997) 
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โดยที่คา jf , ja , jb  คํานวณไดในสมการ (2.16), (2.19) และ (2.22) สวนคา jβ , jη  , jδ , 1 jd , 2 jd , 

3 jd , 4 jd , 5 jd  แทนดวยสมการ (ก.19ก) ถึง (ก.19ค)  และสมการ (ก.20ก) ถึง (ก.20จ) ตามลาํดับดังนี ้  

 

 ( )( ) ( )( )2 2
13 44 33 15 33 44 31 15j j j j jc c e e c c e eβ α α α α= + − − − +  (ก.19ก) 

 

 ( )( ) ( )( )2 2 2
11 44 33 15 13 44 31 15     j j j jc c e e c c e eη α α α= − − − + +  (ก.19ข) 

 

 ( )( ) ( )22 2 2
44 11 44 33 13 44                j j j jc c c c c cδ α α α= − − − + +  (ก.19ค) 
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 1 11 13 31j j j j j jd c c eβ α η α δ= − −  (ก.20ก) 
 

 2 13 33 33j j j j j jd c c eβ α η α δ= − −  (ก.20ข) 
 

 3 44 44 15j j j j jd c c eα β η δ= − − −  (ก.20ค) 
 

 4 15 15 11j j j j jd c eα β η κ δ= − − +  (ก.20ง) 
 

 5 31 33 33j j j j j jd e eβ α η κ α δ= − +  (ก.20จ) 

 

และ in  คือโคไซนแสดงทศิทางของเวคเตอรหนึ่งหนวย ทีต่ั้งฉากกับผิว ณ จุดที่กําลังพิจารณา  เมื่อ ,  i x z=  

 
ก.2 อนพุันธของฟงกชันเคอรเนลในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิน้สวนเพยีโซอิเลก็ทริก

สําหรับความเคนและการกระจัดทางไฟฟา 
 

 อนุพนัธของฟงกชันเคอรเนลทีใ่ชในสมการเชิงปริพันธขอบเขตของชิ้นสวนเพียโซอิเล็กทริกสําหรับความ

เคนและการกระจัดทางไฟฟา สมการที่ (3.54ข) ในรูปเมทรกิซ ( )x; xσ ′G  และ ( )x; xσ ′H  ซึ่งงานวิจัยนี้ได

ทําการคํานวณโดยการนําสมการ (ก.1) ถึง (ก18) มาหาอนุพันธแลวแทนลงในสมการ (3.56ก) และ (3.56ข) 

ตามลําดับ ซึ่งสามารถแสดงรายละเอียดไดดังนี้ 
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โดยที่คา *
1 jd , *

2 jd , *
3 jd , *

4 jd , *
5 jd  ในสมการ (ก21) ถึง (ก50) แทนดวยสมการดังนี้   

 
 *

1 11 13 31j j j j j jd c f c a e bα α= − +  (ก.51ก) 
 

 2 13 33 33j j j j j jd c f c a e bα α= − +  (ก.51ข) 
 

 *
3 44 44 15j j j j jd c f c a e bα= − − −  (ก.51ค) 

 

 *
4 15 15 11j j j j jd e f e a bα κ= − − −  (ก.51ง) 

 

 *
5 31 33 33j j j j j jd e f e a bα κ α= − −  (ก.51จ) 
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