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บทคั ดย่อ ภาษาไทย 

ธีรเดช ฤทธิ์ไกรเกรียง : การกระจายความเค้นบนหน้าฟันเฟืองตรงโดยการใช้ผลเฉลยการสัมผัส
ของเฮิรตซ์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (STRESS DISTRIBUTION ON SPUR GEAR TOOTH 
SURFACE BY USING HERTZIAN CONTACT SOLUTION AND FINITE ELEMENT METHOD) 
อ.ที่ปรึกษาวิทยานิพนธ์หลัก: ผศ. ดร.ชนัตต์ รัตนสุมาวงศ์ {, 216 หน้า. 

ในการศึกษาเก่ียวกับภาระและความเค้นบนหน้าฟันเฟืองที่ผ่านมามีการใช้ผลเฉลยการสัมผัสของ
เฮิรตซ์ และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในปัญหานี้กันอย่างแพร่หลาย อย่างไรก็ตามมีจ านวนน้อยที่ใช้ทั้งสอง
วิธีควบคู่เพื่อสอบทวนกัน นอกจากนี้การแบ่งภาระระหว่างฟันขณะที่ฟันขบกันสองคู่ ก็ยังเป็นปัญหาที่ยังไม่มี
ผลสรุปในการวิจัยที่ชัดเจน ในวิทยานิพนธ์นี้จึงมุ่งที่จะหาการกระจายความเค้นบนหน้าฟันเฟืองตรงตลอด
ช่วงการขบรวมถึงการแบ่งภาระระหว่างคู่ฟัน โดยสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ซึ่งประยุกต์ใช้ผลเฉลย
การสัมผัสของเฮิรตซ์ และใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการแก้ปัญหา โดยค านวณกับชุดเฟืองจ านวน 9 
ชุด ซึ่งมีพารามิเตอร์ต่างๆ กันโดยเปลี่ยนค่าโมดูลตั้งแต่ 2 ถึง 5 มม. มุมกดเท่ากับ 14.5° 20° และ 25° และ
จ านวนฟันในช่วง 30 ถึง 60 ซี่ โดยค านวณที่ภาระ 250 Nm  การค านวณโดยแบบจ าลองจะพิจารณาการขบ
กันของฟันเฟือง เสมือนกับการกดอัดกันของผิวทรงกระบอกคู่หนึ่ง ซึ่งมีรัศมีเท่ากับรัศมีส่วนโค้งอินโวลูตของ
ฟันเฟืองที่ขบในขณะนั้น ส าหรับการค านวณโดยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จะใช้สมมุติฐานความเครียดใน
ระนาบ ท าให้สามารถลดรูปปัญหาเป็นปัญหาสองมิติได้ ในการศึกษานี้ยังได้ค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอ
ลิเมนต์แบบสามมิติด้วย เพื่อเป็นแนวทางในการประยุกต์ใช้กับเฟืองชนิดอ่ืนๆ ที่ไม่สามารถลดรูปเป็นปัญหา
สองมิติได้ 

ผลการค านวณพบว่าความเค้นที่ไดจ้ากทั้งสองวิธีสอดคล้องกัน โดยมีค่าความแตกต่างไม่เกิน 15% 
และท าให้ทราบอัตราส่วนการแบ่งภาระขณะขบสองคู่ฟันที่เหมาะสมส าหรับชุดเฟืองคู่นั้นๆ  ผลที่ได้ยังท าให้
ทราบความสัมพันธ์ระหว่างพารามิเตอร์ของเฟืองกับอัตราส่วนการแบ่งแรง  โดยเมื่อชุดเฟืองมีโมดูล มุมกด 
และจ านวนฟันเพิ่มมากขึ้น สัดส่วนการแบ่งภาระระหว่างสองคู่ฟันจะใกล้เคียง 50:50 มากขึ้น เมื่อน าวิธีการ
ที่ใช้ในการศึกษานี้ไปค านวณเพื่อเปรียบเทียบกับผลของนักวิจัย อ่ืน ก็พบว่าผลที่ได้สอดคล้องกัน ส าหรับผล
การค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แบบสามมิติพบว่า ผลที่ได้สอดคล้องกับผลจากแบบจ าลอง และ
ยืนยันได้ว่าการกระจายความเค้นตลอดหน้าฟันสม่ าเสมอ ซึ่งแสดงว่ากระบวนการค านวณมีความถูกต้อง 
และสามารถน าไปประยุกต์กับปัญหาท านองเดียวกันของคู่เฟืองชนิดอื่นได้ 
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บทคั ดย่อ ภาษาอังกฤษ 

# # 5770427921 : MAJOR MECHANICAL ENGINEERING 
KEYWORDS: SPUR GEAR / MATHEMATICAL / FINITE ELEMENT / STRESS DISTRIBUTION 

THEERADESH RITHIKRAIKRIANG: STRESS DISTRIBUTION ON SPUR GEAR TOOTH SURFACE BY 
USING HERTZIAN CONTACT SOLUTION AND FINITE ELEMENT METHOD. ADVISOR: ASST. 
PROF.CHANAT RATANASUMAWONG {, 216 pp. 

In many previous studies, the Hertzian contact solution and the finite element method 
were widely used to study load and stress on gear tooth. However, there are few pieces that use 
both methods to verify against each other. Moreover, the load sharing ratio during double teeth 
meshing is still unclear. The stress distribution on the tooth surface of a spur gear pair and the load 
sharing ratio are focused in this research. Calculations here are done by inventing a mathematical 
model based on the Hertzian contact solution and applying the finite element method in the 9 
spur gear sets with various parameters by changing module from 2 to 5 mm., pressure angles at 
14.5° 20° and 25° and the number of teeth from 30 to 60. Calculations were done at torque 250 
Nm. In the mathematical model, the gear tooth meshing is modeled as a compression of two 
cylinders having the same radii as the radii of involute curves of tooth profile meshing at that time. 
For the calculating by the finite element method, the plain strain assumption is used to simplify 
the problem to a 2D problem. The 3D finite element calculation is also conducted as a guideline 
for application in other types of gear which cannot be simplified to a 2D problem. 

The results show that the stresses calculated from both methods are conformable. The 
differences between two methods are less than 15%. From the results, the load sharing during 
double teeth meshing is known. Furthermore, relationships between load sharing ratio and gear 
parameters are also found. The load sharing ratio between two meshing pairs is approached 50:50 
when the module, pressure angle or the number of teeth is increased. In addition, the method 
presented here is used, and the result is compared to the result reported by another researcher. 
It is found that the results are agreeable. In the end, the result calculated from the 3D finite 
element method is well comparable with the result from the mathematical model. The stress 
along the face width direction is uniformly distributed. These results verify that the calculation is 
correct and can be applied to other gear types. 
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ค าอธิบายสัญลักษณ์และค าย่อ 

a   คือ ความยาวแกนเอกวงรีของพ้ืนที่สัมผัส 
b   คือ ความยาวแกนโทวงรีของพ้ืนที่สัมผัส 
P   คือ แรงกดภายนอก 
cb   คือ ค่าสัมประสิทธิ์การสัมผัส 
k   คือ ค่าสัมประสิทธิ์การสัมผัส 
E1   คือ ค่ายังโมดูลัส (Young's Modulus) ของวัตถุชิ้นที่ 1 
E2   คือ ค่ายังโมดูลัส (Young's Modulus) ของวัตถุชิ้นที่ 2 
ν1   คือ อัตราส่วนของปัวซอง (Poisson’s Ratio) ของวัตถุชิ้นที่ 1 
ν2   คือ อัตราส่วนของปัวซอง (Poisson’s Ratio) ของวัตถุชิ้นที่ 2 
R1 ,R

’
1  คือ รัศมีการสัมผัสของวัตถุชิ้นที่ 1 

R2, R
’
2   คือ รัศมีการสัมผัสของวัตถุชิ้นที่ 2 

α   คือ มุมระหว่างระนาบโค้งท้ัง 2 แผ่น 
σ1 , σ2 , σ3  คือ ความเค้นหลัก 
σx   คือ ความเค้นในทิศทาง x 
σy   คือ ความเค้นในทิศทาง y 
σz   คือ ความเค้นในทิศทาง z 
M , n และ Ω   คือ ฟังก์ชันของคุณลักษณะของวัสดุและเรขาคณิตของผิวสัมผัส 

R’   คือ รัศมีคราวนิ่ง (Radius of Crowning) 
x   คือ ระยะซึ่งมีความสัมพันธ์ระหว่างรัศมีคราวนิ่งกับความกว้างหน้าฟัน 
Cr   คือ ระยะที่ท าคราวนิ่ง (Crowning Modification) 
Fw   คือ ความกว้างหน้าฟัน 
R1 , R2  คือ รัศมีความโค้งในทิศทางทูธโปรไฟล์ (Tooth Profile) ซึ่งวัดจากวงกลม

เบสถึงต าแหน่งขบของเฟือง (ในกรณีเฟืองตรง) 
R’

1 ,R
’
2   คือ รัศมีคราวนิ่ง (Radius of Crowning) (ในกรณีเฟืองตรง) 

ϕ    คือ มุมกด (Pressure Angle) 
rb    คือ รัศมีเบส (Base Radius) 
rp   คือ รัศมีพิตซ์ (Pitch Radius) 
AB    คือ ระยะการขบ (Length of Action) 
a   คือ แอดเดนดัม (Addendum) 
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w       คือ ภาระต่อหน่วยความยาวของเส้นสัมผัส 
mc    คือ อัตราส่วนการขบ (Contact Ratio) 
Pb    คือ พิตซ์ฐาน (Pitch Base) 
τ    คือ แรงบิด (Torque) 
σ   คือ ความเค้นฟอนมิสเซส (Von Mises Stress) 
σx, σy ,σz   คือ ความเค้นในแนวแกน X Y และ Z ตามล าดับ  
τxy, τyz , τyz   คือ ความเค้นเฉือน  
kDriving , kDriven คือความแข็งเกร็งของเฟืองขับหรือเฟืองตามตามล าดับ 

kC   คือ ความแข็งเกร็งจากการสัมผัส (Contact Stiffness) 
kB   คือ ความแข็งเกร็งจากการดัดโค้ง (Bending Stiffness) 
kR   คือ ความแข็งเกร็งจากการการเสียรูปที่ขอบเฟือง (Rim Thickness  

Stiffness) 
kEq    คือ ค่าความแข็งเกร็งรวมของคู่เฟืองขับและเฟืองตาม  (Equivalent  

Stiffness)  
kTotal    คือ ค่าความแข็งเกร็งรวมทั้งหมดของคู่ฟันเฟืองขับและเฟืองตามคู่ที่หนึ่ง 

และคู่ที่สอง (Total Stiffness) 
kG    คือ ค่าความแข็งเกร็งของฟัน (Gear Stiffness)  
LSR    คือ อัตราส่วนการแบ่งแรงที่ต าแหน่งการขบใดๆ (Load Sharing Ratio)  
d   คือ เส้นผ่านศูนย์กลางของเฟืองที่ต าแหน่งพิตซ์ 
m   คือ โมดูล 
N   คือ จ านวนฟัน 
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บทที ่1 
บทน า 

1.1 ที่มาและความส าคัญของวิทยานิพนธ์ 

 
เฟืองเป็นอุปกรณ์พ้ืนฐานทางกลที่ท าหน้าที่ส่งผ่านแรงบิดจากเพลาหนึ่งไปสู่อีกเพลาหนึ่ง 

เฟืองมีการใช้งานอย่างกว้างขวางในงานทางวิศวกรรมประเภทต่างๆ ดังเช่น เครื่องจักรกลในงาน
อุตสาหกรรม ระบบส่งก าลังในรถยนต์ กังหันลมผลิตกระแสไฟฟ้า เป็นต้น โดยเฉพาะเฟืองตรงและ
เฟืองเฉียงที่สามารถพบเห็นการใช้งานได้ทั่วไป จากความนิยมในการใช้งานของเฟืองดังกล่าว ท าให้มี
การศึกษาทางวิศวกรรมเกี่ยวกับเฟืองในหลายแขนง เช่น การศึกษาผลของพารามิเตอร์ต่างๆ ที่ส่งผล
ต่อความแข็งแรงของเฟือง การวิเคราะห์เสียงและการสั่นสะเทือนของเฟือง การลดก าลังสูญเสียในการ
ส่งก าลังของเฟือง   

พฤติกรรมการรับภาระบนหน้าฟันเฟืองเป็นหัวข้อที่มีความส าคัญ และเกี่ยวเนื่องกับ
การศึกษาทางวิศวกรรมเกี่ยวกับเฟืองในด้านอ่ืนๆ เป็นอย่างมาก โดยเฉพาะการออกแบบเพ่ือเพ่ิม
ความแข็งแรงของเฟือง เนื่องจากในการออกแบบเฟืองที่มีความแข็งแรงเพียงพอต่อสภาวะการท างาน
นั้นๆ มีความจ าเป็นต้องทราบความเค้นที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันเฟืองโดยเฉพาะความเค้นสัมผัส การศึกษา
เพ่ือระบุพฤติกรรมความเค้นบนหน้าฟันเฟืองที่ช่วงเวลาการขบต่างๆ จะช่วยให้สามารถระบุต าแหน่งที่
น่าจะเกิดความเสียหายขึ้นก่อนบนหน้าฟันเฟืองได้ นอกจากนี้ประโยชน์จากการทราบรูปแบบการ
กระจายความเค้นบนหน้าฟันเป็นพ้ืนฐานส าคัญในการระบุค่าความแข็งเกร็ง (Stiffness) และการ
กระจายแรงบนหน้าฟันเฟืองซึ่งสามารถน ามาประยุกต์ใช้ในปัญหาด้านเสียงและการสั่นสะเทือน และ
งานด้านการประเมินก าลังสูญเสีย หรือประสิทธิภาพในการส่งก าลังของเฟืองได้อีกด้วย 

จากที่กล่าวมา จะเห็นว่าการศึกษาพฤติกรรมการรับภาระบนหน้าฟันเฟืองในเชิงลึกนั้น มี
ความจ าเป็นเป็นอย่างยิ่ง โดยเฉพาะความเค้นที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันเฟืองจ าเป็นต้องรู้อย่างชัดเจนเพ่ือ
วิเคราะห์ความแข็งแรงของเฟือง ส าหรับในการศึกษานี้จะเป็นการศึกษาเบื้องต้นเพ่ือหาแนวทางใน
การระบุพฤติกรรมการรับภาระของฟันเฟืองตรง โดยใช้แนวทางในการศึกษา 2 แนวทาง คือ 1. การ
ประยุกต์ใช้ทฤษฎีกลศาสตร์การสัมผัส เพ่ือสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์อย่างง่ายในการอธิบาย
พฤติกรรมการรับภาระและ 2. การใช้ระเบียบวิธีการทางไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite Element 
Method) เพ่ือศึกษาพฤติกรรมการรับภาระ 
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1.2 วัตถุประสงค์ 
 

1. สร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์อย่างง่ายเพ่ืออธิบายพฤติกรรมการรับภาระของฟันเฟือง
โดยอาศัยพื้นฐานกลศาสตร์การสัมผัส 

2. ศึกษาพฤติกรรมการสัมผัสของฟันเฟืองด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์  (Finite Element 
Method) 

 
1.3 ขอบเขตของโครงงาน 
 

1. สร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์เพื่อค านวณค่าความเค้นในเฟืองตรง 
2. ค านวณค่าความเค้นที่เกิดบนฟันเฟืองตรง 
3. ใช้โปรแกรมไฟไนต์เอลิเมนต์ส าเร็จรูปในการศึกษาเฟืองตรง 
4. ศึกษาการใช้โปรแกรมไฟไนต์เอลิเมนต์ในปัญหาการสัมผัสพ้ืนฐานและการสัมผัสของเฟือง

ตรง  
5. ตรวจสอบผลที่ได้จากวิธีการค านวณโดยอาศัยพ้ืนฐานกลศาสตร์การสัมผัสกับการค านวณโดย

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์กับการศึกษาที่มีก่อนหน้า 
 

1.4 ขั้นตอนการด าเนินการ 
 

1. ศึกษาบทความทางวิชาการและต าราเพื่อหาทฤษฎีที่น ามาอธิบายการรับภาระของฟันเฟือง 
2. ศึกษาโปรแกรมที่ต้องน ามาใช้ในการเขียนแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์  
3. ศึกษาวิธีการใช้โปรแกรมไฟไนต์เอลิเมนต์ส าเร็จรูปส าหรับปัญหาการสัมผัสอย่างง่ายและ

เปรียบเทียบผลลัพธ์จากวิธีการวิเคราะห์      
4. สร้างแบบจ าลองเพ่ืออธิบายการรับภาระของฟันเฟืองและค านวณความเค้นที่เกิดขึ้น 
5. ค านวณความเค้นบนฟันเฟืองโดยใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์  
6. ตรวจสอบความถูกต้องของแบบจ าลอง โดยเทียบกับผลของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และ

ผลการศึกษาก่อนหน้า 
7. วิเคราะห์แก้ไขและปรับปรุงแบบจ าลอง 
8. ท ารายงานและน าเสนอผลงาน 

 
 



 3 

1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
 

1. ได้แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์อย่างง่ายเพ่ืออธิบายพฤติกรรมการรับภาระของฟันเฟืองและ
สามารถน าไปใช้ประยุกต์กับการศึกษาอ่ืนๆ ของเฟืองได้ 

2. ทราบวิธีการในการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหากลศาสตร์การสัมผัสและการ
ประยุกต์ใช้เพื่อวิเคราะห์การกระจายภาระบนหน้าฟันเฟือง 

3. สามารถระบุรูปแบบความเค้นบนหน้าฟันที่เกิดขึ้นในเฟือง 
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1.6 ปริทัศน์วรรณกรรม 

 
การศึกษารูปแบบภาระที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันเฟืองตรงเป็นหัวข้อวิจัยที่ได้รับความสนใจเป็น

เวลานาน เนื่องจากมีความเกี่ยวข้องกับการศึกษาทางวิศวกรรมเกี่ยวกับเฟืองในด้านอ่ืนๆ หลายแขนง 
เช่น การพัฒนาการออกแบบความแข็งแรงของฟันเฟือง การประมาณก าลังสูญเสียที่เกิดขึ้นขณะส่ง
ก าลัง การวิเคราะห์เสียงและการสั่นสะเทือนของเฟือง ดังนั้นงานวิจัยที่เกี่ยวกับการศึกษารูปแบบ
ภาระท่ีเกิดข้ึนบนหน้าฟันเฟืองจึงมีหัวข้อที่หลากหลายและเกี่ยวเนื่องกัน เช่น การหาค่าอัตราส่วนการ
แบ่งแรงขณะฟันเฟืองขบมากกว่า 1 คู่ฟัน และการหาค่าความเค้นที่ต าแหน่งการขบต่างๆ การศึกษา
รูปแบบความเค้นที่เกิดขึ้นตลอดความยาวหน้าฟัน โดยงานวิจัยต่างๆ ก็ได้ใช้วิธีการหลากหลายได้แก่ 
การทดลองวัดค่าความเค้นและภาระบนเฟืองโดยใช้อุปกรณ์วัด การวิเคราะห์หาค่าความเค้นจาก
ทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์ การใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการหาค่าความเค้น ฯลฯ ซึ่งแต่ละวิธี
มีข้อดีและข้อจ ากัดในตัวเอง โดยในที่นี้จะเน้นหนักในด้านงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการวิเคราะห์จาก
ทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์และการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการหาค่าความเค้น โดยงานวิจัย
บางส่วนที่เกี่ยวข้องกับการศึกษารูปแบบภาระท่ีเกิดข้ึนบนฟันเฟืองต่างๆ สามารถสรุปโดยย่อได้ดังนี้ 
 

Karaveer et al. [1] ใช้ระเบียบวิธีทางไฟไนต์เอลิเมนต์โดยใช้โปรแกรม ANSYS และใช้
วิธีการวิเคราะห์โดยใช้สมการของเฮิรตซ์ในการระบุค่าความเค้นสัมผัสที่เกิดขึ้นขณะขบกันของเฟือง
ตรงซึ่งท าจากเหล็กหล่อสีเทา (Grey Cast Iron) และเหล็กกล้า (Steel) จากการศึกษาพบว่าสมการ
ของเฮิรตซ์และระเบียบวิธีทางไฟไนต์เอลิเมนต์สามารถน ามาใช้กับปัญหาการขบกันของเฟืองได้เป็น
อย่างดี โดยความเค้นสัมผัสที่ค านวณได้จากทั้งสองวิธี ได้ผลลัพธ์สอดคล้องกันทั้งสองวัสดุ แต่ใน
งานวิจัยนี้ไม่ได้แสดงวิธีการตั้งค่าการโปรแกรม ANSYS โดยละเอียด ซึ่งเป็นองค์ประกอบส าคัญใน
การศึกษาด้วยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ นอกจากนี้ในงานวิจัยของ Karaveer et al. ได้เสนอวิธีการศึกษา
รูปแบบภาระที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันเฟืองตรงด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยท าการทดลองแค่เพียง
ต าแหน่งเดียวของการขบเท่านั้น ซึ่งยังไม่ครอบคลุมกับสภาพการท างานจริงของฟันเฟืองเนื่องจาก
ความเค้นที่เกิดบนหน้าฟันนั้นมีการเปลี่ยนแปลงตลอดเวลา 
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Nikolic-Stanojevic and Cvejic [2] ศึกษาการเปลี่ยนแปลงของความเค้นสัมผัสตลอดแนว
แรงกด (Line of Action) โดยใช้ระเบียบวิธีทางไฟไนต์เอลิเมนต์ และท าการเปรียบเทียบผลจากวิธี
วิเคราะห์โดยใช้สมการของเฮิรตซ์ นอกจากนี้งานวิจัยนี้ยังได้อธิ บายถึงความรู้ พ้ืนฐานในการ
ประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในกลศาสตร์การสัมผัส (Finite  Element In Contact 
Mechanic) เช่น  วิ ธี การทางตั ว เลขในปัญหาการสัมผั ส  (Numerical Method for Contact 
Problem) และ ความสัมพันธ์ระหว่างโหนดการกระจัดและโหนดแรง เป็นต้น จากการศึกษาพบว่าผล
ค่าความเค้นฟอนมิสเซส (Von Mises’s Equivalent Stress) จากทั้งสองวิธีการมีความสอดคล้องกัน 
แต่อย่างไรก็ตามโมเดลของเฟืองตรง (Spur Gear Models) ที่ใช้ในการศึกษานี้นั้นไม่มีผิวโค้งอินโวลูต
ซึ่งไม่สอดคล้องกับผิวฟันเฟืองจริงดังแสดงในรูปที่ 1.1 

 

 
รูปที่ 1.1 โมเดลแสดงการขบของเฟืองที่ต าแหน่งการขบต่างๆ [2] 

 
Feng [3] ศึกษาการเปลี่ยนแปลงของการกระจัดและความเค้นสมมูล (Equivalent Stress) 

ที่เกิดขึ้นระหว่างกระบวนการสัมผัสของเฟืองตรงโดยใช้ระเบียบวิธีการทางตัวเลข (Numerical 
Method) จากการศึกษาพบว่าระเบียบวิธีทางตัวเลขสามารถจ าลองการกระจายความเค้นสมมูล และ
การเปลี่ยนแปลงของการกระจัดได้อย่างถูกต้อง  นอกจากนี้งานวิจัยชิ้นนี้ได้อธิบายถึงความซับซ้อน 
ลักษณะของปัญหาและกระบวนการวิเคราะห์ ของปัญหาการสัมผัสซึ่งเป็นปัญหาไม่เชิงเส้น 
(Nonlinear Problem) และการก าหนดเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) ส าหรับปัญหา
การสัมผัสเบื้องต้นซึ่งเป็นความรู้ที่สามารถน ามาประยุกต์ใช้ได้ในงานวิจัยนี้ได้ อย่างไรก็ตามงานวิจัย
ชิ้นนี้ไม่ได้แสดงวิธีการตรวจสอบผลลัพธ์ของงานวิจัยเทียบกับวิธีการอ่ืนแต่อย่างใด 
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Li et al. [4] หาความเค้นดัดและความเค้นสัมผัสของเฟืองตรง ณ ขณะใดขณะหนึ่ง ตลอด
วงจรการขบ (Meshing Cycle) เป็นจ านวน 8 ต าแหน่ง โดยใช้ระเบียบวิธีทางไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วย
โปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS จากการศึกษาพบว่าความเค้นสัมผัสและความเค้นดัดสูงสุดนั้นเกิดขึ้นที่
ต าแหน่งอ่ืนที่ไม่ใช่จุดพิตซ์ (Pitch Point) ซึ่งเป็นต าแหน่งที่มาตรฐานการออกแบบเฟืองต่างๆ มักใช้
ในการพิจารณาเพ่ือค านวณหาความแข็งแรงของเฟือง ดังนั้นหากท าการพิจารณาจุดอ่ืนที่เกิดความ
เค้นสูงสุดในรอบการขบจริงก็จะได้ค่าความแข็งแรงเฟืองที่เหมาะสมกับสภาพการใช้งานจริงมากขึ้น
นอกจากนั้นงานวิจัยนี้ยังได้แสดงรูปแบบของค่าความเค้นสัมผัสที่เกิดขึ้นในรอบวงจรการขบ อย่างไรก็
ตามงานวิจัยนี้ไม่ได้แสดงถึงการสอบทวนผลลัพธ์ที่ได้จากการค านวณด้วยโปรแกรม ANSYS 
นอกจากนั้นงานวิจัยนี้ได้ใช้แบบจ าลองเฟืองตรงเพียงแค่บางส่วนเท่านั้นซึ่งอาจส่งผลต่อความแม่นย า
ในการค านวณค่าความเค้นได้ 
 

Hassan [5] หาความเค้นฟอนมิสเซส ณ ขณะใดขณะหนึ่ง ที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันเฟืองตรง
ตลอดวงจรการขบเป็นจ านวน 10 จุดโดยใช้ระเบียบวิธีทางไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยโปรแกรมส าเร็จรูป 
ANSYS และเปรียบเทียบผลลัพธ์ที่ได้กับผลจากวิธีวิเคราะห์โดยใช้สมการของเฮิรตซ์ จากการทดลอง
พบว่ารูปแบบค่าความเค้นฟอนมิสเซสที่ต าแหน่งต่างๆ ในรอบการขบมีความสอดคล้องกับค่าทาง
ทฤษฎีโดยมีค่าสูงในช่วงเริ่มการขบและมีค่าลดลงในต าแหน่งถัดมาและมีค่าเพ่ิมขึ้นอย่างรวดเร็วอีก
ครั้งในต าแหน่งที่เกิดการสัมผัสหนึ่งฟัน หลังจากนั้นค่าความเค้นมีค่าลดลงมาอีกครั้งหนึ่งและมีค่า
เพ่ิมข้ึนอย่างรวดเร็วในต าแหน่งสุดท้ายของการขบดังแสดงในรูปที่ 1.2 

 
 

รูปที่ 1.2 ความเค้นฟอนมสิเซสสูงสุดที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ในวงจรการขบ [5] 
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 อย่างไรก็ตามงานวิจัยชิ้นนี้ได้พิจารณาการแบ่งแรง (Load Sharing) ของการขบหนึ่งฟันเป็น
แบบโหลดเต็ม (Full Load) และที่ต าแหน่งขบสองฟันเป็นแบบครึ่งโหลด (Half Load) ซึ่งอาจจะไม่
เหมาะสมกับการพิจารณาหาความเค้นสัมผัสที่เกิดขึ้นในสภาวะการท างานจริง เนื่องจากในการท างาน
จริงอัตราส่วนการแบ่งแรงที่ช่วงการขบสองฟันอาจไม่ได้แบ่งแรงเท่ากัน นอกจากนี้การตรวจสอบค่า
ความเค้นสัมผัสโดยวิธีการวิเคราะห์ด้วยสมการของเฮิรตซ์กับค่าความเค้นฟอนมิสเซส จากระเบียบวิธี
ทางไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS ในงานวิจัยนี้อาจจะไม่เหมาะสมนัก เนื่องจากค่า
ความเค้นที่น ามาเปรียบเทียบไม่ใช่ค่าความเค้นเดียวกัน โดยค่าความเค้นในสมการของเฮิรตซ์คือความ
เค้นตั้งฉากในแนวแกนดิ่งของบริเวณผิวสัมผัส ส่วนความเค้นฟอนมิสเซสเป็นความเค้นที่ใช้ในการ
ท านายความเสียหายตัวหนึ่งของทฤษฎีความเสียหายซึ่งค านวณจากความเค้นตั้งฉากและความเค้น
เฉือนต่างๆ นอกจากนี้โมเดลเฟืองตรงที่ใช้ในงานวิจัยนี้พิจารณาเพียงแค่ส่วนหนึ่งเท่านั้นซึ่งอาจส่งผล
ต่อความแม่นย าต่อผลลัพธ์ได้ 
 

Rameshkumar et al. [6] หาค่าความเค้นสัมผัส ค่าความเค้นดัด และอัตราส่วนการแบ่ง
แรงที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ตลอดรอบการขบของสองชุดเฟืองตรงที่มีค่าอัตราส่วนการขบแบบปกติ
และมีค่าอัตราส่วนการขบสูง โดยชุดเฟืองทั้งสองมีค่าโมดูลและระยะห่างระหว่างศูนย์กลางเพลา
เท่ากันแต่มีค่า Addendum Factor ต่างกัน จากผลการค านวณโดยระเบียบวีธีไฟไนต์เอลิเมนต์พบว่า
ค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงของชุดเฟืองที่มีอัตราส่วนการขบปกติส าหรับชุดเฟืองนี้มีค่า 40 : 60 ที่
ต าแหน่งการขบสองฟัน แต่อย่างไรก็ตามในงานวิจัยนี้ไม่ได้แสดงการผลการค านวณจากผลจากวิธีการ
อ่ืน จึงไม่อาจยืนยันความถูกต้องของผลการค านวณได้ 
 
 จากงานวิจัยที่กล่าวมาจะเห็นว่ามีความพยายามในการศึกษาความเค้นสัมผัสบนหน้าฟันเฟือง
ตรงที่ต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบโดยการใช้ทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอ
ลิเมนต์ แต่อย่างไรก็ตาม การศึกษาโดยวิธีการทั้งสองยังมีความยากล าบากอยู่เนื่องจากในการ
วิเคราะห์ค่าความเค้นโดยระเบียบวีธีไฟไนต์เอลิเมนต์นั้น ผู้วิจัยจะต้องมีความรู้ความเข้าใจในลักษณะ
ของปัญหา การก าหนดเงื่อนไขขอบเขต และระเบียบวิธีทางตัวเลขอย่างดีจึงจะสามารถค านวณค่า
ความเค้นสัมผัสได้อย่างถูกต้อง เนื่องจากปัญหาการสัมผัสเป็นปัญหาแบบไม่เชิงเส้นที่มีความซับซ้อน
ในการแก้ปญัหา นอกจากนั้นในส่วนของความล าบากในการหาค่าความเค้นโดยใช้วีธีการวิเคราะห์จาก
ทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์ เนื่องจากในขั้นตอนการค านวณ มีความจ าเป็นต้องทราบแรงที่เกิดขึ้นบน
หน้าฟันเฟือง ณ ขณะการขบนั้นๆ ซึ่งในงานวิจัยบางชิ้นได้พิจารณาการแบ่งแรงแบบขั้นบันไดที่ครึ่ง
โหลดขณะการขบสองคู่ฟันและเต็มโหลดขณะการขบหนึ่งคู่ฟัน ซึ่งอาจจะไม่เหมาะกับสภาวะการ
ท างานจริง เนื่องจากในแต่ละต าแหน่งการขบนั้นมีอัตราส่วนการแบ่งแรงไม่เท่ากัน ดังนั้นในการจะหา
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ค่าความเค้นโดยวิธีการวิเคราะห์จึงจ าเป็นต้องทราบค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงขณะเกิดการขบสองคู่
ฟันจึงจะสามารถค านวณค่าความเค้นที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ได้อย่างแม่นย า โดยงานวิจัยดังกล่าวที่
ศึกษาเก่ียวข้องกับอัตราส่วนการแบ่งแรง สามารถสรุปได้ดังต่อไปนี้ 
 

Rebbechi et al. [7] วัดแรงเสียดทานพลวัต (Dynamic Friction Force) ที่ผิวสัมผัสของ
เฟืองตรงโดยการใช้สเตรนเกจ (Strain Gauge) ที่ติดตั้งที่รากฟันของฟันสองซี่ต่อเนื่องกันในช่วง
ความเร็วรอบและภาระต่างๆ โดยชุดการทดลองเฟืองเฉพาะ การทดลองกระท าโดยการให้แรงใน
ทิศทางตั้งฉากและสัมผัสแก่ชุดการทดลองเฟืองเพ่ือการสอบเทียบแบบคงที่ (Static Calibration) 
เพ่ือหาความสัมพันธ์ระหว่างแรงกับความเครียด (Strain) หลังจากนั้นจึงท าการทดลองพลวัต 
(Dynamic Test) เพ่ือระบุแรงตั้งฉากและแรงเสียดทานที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันเพ่ือหาสัมประสิทธิ์แรง
เสียดทานพลวัตที่เวลาต่างๆ ผลพลอยได้จากการหาค่าสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานของงานวิจัยดังกล่าว
ท าให้ทราบลักษณะพฤติกรรมของแรงที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันเฟืองตรงสองซี่ต่อเนื่องกันที่มีการเพ่ิมและ
ลดลงในลักษณะเชิงเส้นไม่ใช่แบบขั้นบันได ดังแสดงในรูปที่ 1.3 
 

 
 

รูปที่ 1.3 แรงตั้งฉากท่ีเกิดข้ึนหน้าฟันเฟืองตรงสองซี่ต่อเนื่องกันที่ต าแหน่งการขบต่างๆ [7] 
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Papadopoulos and Costopoulos [8] ได้ศึกษาการแบ่งภาระของเฟืองตรงที่มีการขบกัน
ของฟันหลายซี่โดยการทดลองด้วย Stress-Optical Method of Caustics กับชุดการทดลองเฟือง
ตรงที่ท าจาก PMMA (Poly-Methyl-Methacrylate) ที่ต าแหน่งการขบต่างๆ 13 จุดที่ครอบคลุมรอบ
การขบของฟันเฟืองและได้ท าการเปรียบเทียบผลการทดลองกับมาตรฐาน AGMA และ ISO จากผล
การทดลองพบว่าการแบ่งภาระของเฟืองตรงด้วย Stress-Optical Method of Caustics มีความ
สอดคล้องกับผลจากมาตรฐาน AGMA และ ISO เป็นอย่างดีโดยลักษณะการแบ่งภาระที่ต าแหน่ง
ต่างๆ ตลอดการขบแสดงดังรูปที่ 1.4 โดยช่วงตรงกลางที่การแบ่งภาระเท่ากับ 1 หมายถึงในขณะนั้น
ฟันขบกันเพียงคู่เดียว ส่วนในช่วงเริ่มต้นการขบและช่วงท้ายของการขบนี้การแบ่งภาระจะอยู่ที่
ประมาณ 33% - 67% โดยการเปลี่ยนแปลงภาระจะเป็นแบบเชิงเส้น 
 

 
รูปที่ 1.4 การแบ่งภาระของฟันเฟืองตรงที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบ [8] 

 
 

ชนันต์ และคณะ [9] ได้พัฒนาแบบจ าลองประเมนก าลังสูญเสียที่เกิดขึ้นในขั้นตอนส่งก าลัง
ของคู่เฟืองตรงจากแรงเสียดทานของการกลิ้งของ Michilin and Myunster และศึกษาผลของโมดูล 
ความเร็วรอบ และภาระบิดต่อก าลังสูญเสีย โดยในแบบจ าลองได้พิจารณาอัตราส่วนการแบ่งแรงของ
ฟันเฟืองเป็นแบบ 50 : 50 ขณะเกิดการขบสองคู่ฟัน 
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Pedrero et al. [10] ได้สร้างแบบจ าลองเพ่ือหาการกระจายแรงที่ไม่สม่ าเสมอตลอดแนวแรง
กดของฟันเฟืองตรงและฟันเฟืองเฉียงโดยอาศัยหลักการ The Minimum Elastic Potential Energy 
Criterion จากการค านวณพบว่าอัตราส่วนการแบ่งแรงขณะเกิดการขบสองคู่ฟันที่ต าแหน่งเริ่มต้นการ
ขบจะมีค่า 33% และอัตราส่วนนี้จะมีค่าเพ่ิมขึ้นในลักษณะเชิงเส้นจนมีค่า 67% ที่ต าแหน่งเริ่มและ
สิ้นสุดการขบของหนึ่งคู่ฟันดังแสดงในรูปที่ 1.5 

 

 
รูปที่ 1.5 อัตราส่วนการแบ่งแรงของเฟืองตรงที่ต าแหน่งการขบต่างๆ แบบ 33 : 67 [10] 

 
 Lazovic et al. [11] ได้สร้างแบบจ าลองคณิตศาสตร์ส าหรับหาค่าการแบ่งภาระของชุดเฟือง
ตรงเพ่ือศึกษาผลของความแม่นย าในการตัดเฟืองและเรขาคณิตของเฟืองที่ท าให้เกิดความผิดพลาด
ของระยะเบสพิตซ์ต่อความสามารถในการรับภาระบนหน้าฟัน จากการศึกษาพบว่าผิวฟันของเฟืองที่
เป็นโค้งอินโวลูตในอุดมคติจะมีอัตราส่วนการแบ่งแรงบนหน้าฟันเมื่อขบสองคู่ฟันเท่ากับ 45 : 55 ดัง
แสดงในรูปที่ 1.6 
 

 
รูปที่ 1.6 อัตราส่วนการแบ่งแรงของเฟืองตรงที่ต าแหน่งการขบต่างๆ แบบ 45 : 55 [11] 
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 จากงานวิจัยที่กล่าวมาจะเห็นว่ามีการใช้อัตราส่วนการแบ่งแรงค่าต่างๆ ในแต่ละงานวิจัยซึ่ง
แสดงว่าค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงส าหรับชุดเฟืองต่างๆ อาจมีค่าแตกต่างกันไป นอกจากนี้งานวิจัยที่ได้
ศึกษารูปแบบภาระที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันในด้านอัตราส่วนการแบ่งแรงและการหาค่าความเค้นบนหน้า
ฟันยังมีงานวิจัยที่ศึกษาเกี่ยวกับการระบุรูปแบบความเค้นตลอดหน้าฟันด้วย เช่น งานวิจัยของ 
Kurasako et al. [12] 
 

Kurasako et al. ได้ท าการวัดการกระจายแรงดันสัมผัสระหว่างคู่ ฟันเฟืองตรงโดยใช้
เซ็นเซอร์ฟิล์มบางชนิดหลายจุด (Multi-point Thin-film Sensor) ที่คณะวิจัยได้พัฒนาขึ้น การ
ทดลองกระท าโดยติดเซ็นเซอร์ชนิดนี้บนผิวข้างของหน้าฟันเฟืองตลอดความกว้างของหน้าฟันจ านวน 
5 จุด เพ่ือวัดการกระจายแรงดันบนหน้าฟันโดยใช้หลักการที่ว่า ความต้านทานทางไฟฟ้าของเซ็นเซอร์
จะเปลี่ยนแปลงไปหากแรงดันที่กระท าเปลี่ยนแปลงจากปรากฏการณ์เพียโซรีซิสทีฟ (The Piezo-
resistive Effect) โดยความต้านทานไฟฟ้าที่เปลี่ยนแปลงจะถูกบันทึกในรูปแบบของผลต่างของ
แรงดันไฟฟ้า จากงานวิจัยดังกล่าวพบว่าที่สภาวะการท างานของชุดการทดลองนี้ที่แรงบิดต่ ากว่า 150 
N-m การสัมผัสจะไม่เต็มฟันซึ่งอาจเป็นผลมาจากการติดตั้งเฟืองเยื้องศูนย์ (Misalignment) และการ
ท าผิวคราวนิ่ง (Crowning Modification) แต่ถ้าแรงบิดมีค่าสูงกว่า 150 N-m เช่น ที่แรงบิด 200 N-
m การสัมผัสจะเป็นแบบเต็มฟันและการกระจายแรงดันตลอดความกว้างหน้าฟันดังจะมีขนาด
ค่อนข้างสม่ าเสมอกันดังแสดงในรูปที่ 1.7 
 

 
รูปที่ 1.7 การกระจายแรงดันตลอดความกว้างหน้าฟันที่แรงบิด 200 N-m [12] 

 
 จากงานวิจัยที่ได้กล่าวมาจะเห็นว่ามีความพยายามในการศึกษาภาระที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันใน
ต าแหน่งการขบต่างๆ ตลอดรอบการขบด้วยวิธีการต่างๆ ซึ่งส าหรับในการศึกษานี้จะศึกษาโดยใช้
วิธีการวิเคราะห์โดยการสร้างแบบจ าลองคณิตศาสตร์อย่างง่ายจากทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์และใช้
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ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการศึกษา โดยในส่วนของการวิเคราะห์จะพิจารณาโดยใช้อัตราส่วนการ
แบ่งแรงต่างๆ เนื่องจากยังไม่ทราบค่าอัตราอัตราส่วนการแบ่งแรงที่แน่นอน เมื่อท าการค านวณหาค่า
ความเค้น จึงน าผลระหว่างสองวิธีมาตรวจทานกันและพยายามหาอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสม
ส าหรับชุดเฟืองนั้นๆ โดยหากผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์มีความน่าเชื่อถือก็สามารถน าไป
ประยุกต์ใช้ในการออกแบบเพ่ือความแข็งแรงเฟืองได้ เนื่องจากสูตรการค านวณจากมาตรฐานการ
ออกแบบเฟืองจะพิจารณาที่เฉพาะต าแหน่งพิตซ์ของการขบกันของเฟืองตรงและคูณค่าแฟกเตอร์
ต่างๆ ตามสภาพการท างานของเฟืองเท่านั้น ซึ่งอาจจะส่งผลให้ผลลัพธ์ที่ได้ไม่ครอบคลุมในบางกรณี 
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1.7 สรุป 

 
ในบทนี้ได้กล่าวถึงที่มาและความส าคัญ วัตถุประสงค์และขอบเขตของการศึกษาต่างๆ ของ

การศึกษานี้ นอกจากนี้ยังกล่าวถึงงานศึกษาก่อนหน้าที่ศึกษารูปแบบภาระที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันในแง่
ต่างๆ จากที่กล่าวมาข้างต้นจะเห็นว่า มีการศึกษาความเค้นบนหน้าฟันในต าแหน่งการขบต่างๆ โดย
ประยุกต์ใช้ทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ อย่างไรก็ตามยังไม่มีการใช้วีธี
การทั้งสองควบคู่เพ่ือสอบทวนผลกันและกันเท่าที่ควร นอกจากนี้ ในงานก่อนหน้าได้มีการตั้ง
สมมุติฐานให้อัตราส่วนการแบ่งแรงที่ช่วงการขบสองคู่ฟันเป็นแบบ 50 : 50 ซึ่งอาจไม่สอดคล้องกับ
สภาวะการท างานจริงของเฟืองเนื่องจากการแบ่งแรงระหว่างสองคู่ฟันอาจไม่ได้แบ่งแรงเท่ากันตลอด
ช่วงการขบสองฟัน ดังนั้นในการศึกษานี้จึงได้ศึกษาความเค้นที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันตลอดรอบการขบ
โดยสร้างแบบจ าลองคณิตศาสตร์จากทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์ ซึ่งใช้อัตราส่วนการแบ่งแรงค่าต่างๆ 
ในการค านวณความเค้น และใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS เพ่ือหาค่า
ความเค้นสัมผัสตลอดรอบการขบ หลังจากนั้นจึงน าผลจากทั้งสองวิธีมาเปรียบเทียบกันเพ่ือหา
อัตราส่วนการแบ่งแรงท่ีเหมาะสมส าหรับชุดเฟืองนั้นๆ ในการศึกษานี้จะท าการค านวณกับชุดเฟืองที่มี
พารามิเตอร์ต่างๆ กัน โดยคาดหวังว่าจะสามารถหาความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนการแบ่งแรงกับ
พารามิเตอร์ของเฟืองได้ หากทราบอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสมส าหรับเฟืองนั้นๆ แล้ว ก็จะท า
ให้สามารถค านวณความเค้นโดยแบบจ าลองได้แม่นย ามากยิ่งขึ้น ซึ่งจะเป็ นประโยชน์ในการ
ประยุกต์ใช้แบบจ าลองท่ีสร้างข้ึนในปัญหาอื่นๆ ต่อไป 
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บทที ่2 
การวิเคราะห์พฤติกรรมการรับภาระโดยสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ 

 
 ในบทนี้แสดงการประยุกต์ใช้ทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์ในปัญหาการขบกันของเฟืองซึ่ง
สามารถพิจารณาความเค้นสัมผัสได้ในทุกต าแหน่งการขบ โดยในส่วนแรกของบทจะแสดงรายละเอียด
ของทฤษฎีความเค้นสัมผัสของเฮิรตซ์ จากนั้นจึงอธิบายถึงวิธีการจ าลองปัญหาการขบของฟันเฟือง
เพ่ือวิเคราะห์โดยใช้ทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์และส่วนท้ายของบทนี้จะแสดงถึงวิธีการสร้าง
โปรแกรมค านวณความเค้นโดยใช้โปรแกรม MATLAB  
 
2.1 ทฤษฎีความเค้นสัมผัสของเฮิรตซ์ 

 

ทฤษฎีความเค้นสัมผัสของเฮิรตซ์อธิบายการค านวณความเค้นและการเสียรูปที่เกิดขึ้นบริเวณ
ผิวสัมผัสและบริเวณใกล้เคียงของวัตถุ 2 ชิ้นที่ถูกกดอัดเข้าด้วยกันด้วยแรงภายนอก ดังเช่น ล้อรถไฟ
กับรางรถไฟ  ลูกปืนกับตลับลูกปืน  ส าหรับในการศึกษานี้จะประยุกต์ใช้ทฤษฎีความเค้นสัมผัสของ
เฮิรตซ์ในปัญหาการขบกันของฟันเฟืองตรง 

พิจารณาจานครึ่งวงกลม 2 แผ่นที่ถูกกดเข้าด้วยกันด้วยแรง P ดังแสดงในรูปที่ 2.1 วัตถุชิ้น

บนมีรัศมีความโค้งทั้งสองทิศทางเท่ากับ R1 และ R’
1 ตามล าดับส่วนวัตถุชิ้นล่างมีรัศมี R2 และ R’

2 
ตามล าดับ ในตอนแรกนั้นวัตถุ 2 ชิ้นกดสัมผัสกันที่จุดจุดหนึ่งโดยหน้าตัดของจานทั้งสองท ามุมกันเป็น
มุม α ดังแสดงในรูปที่ 2.2 
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รูปที่ 2.1 ผิวโค้งท่ีมีรัศมีต่างกัน 2 ผิวถูกกดเข้าด้วยกัน [13] 
 

 
รูปที่ 2.2 หน้าตัดที่สัมผัสกันและมุมระหว่าง 2 จานวงกลม [13] 

 

ภายหลังเมื่อกดจานวงกลม 2 แผ่นด้วยแรง P ซึ่งตั้งฉากกับผิวสัมผัสจานจะท าให้พ้ืนผิวของ
วัตถุเกิดการเสียรูปเป็นพ้ืนที่รูปวงรีซึ่งมีความยาวแกนเอกและแกนโทของพ้ืนที่สัมผัส a และ b 
ตามล าดับและมีลักษณะการกระจายแรงเป็นรูปครึ่งทรงกลมวงรีดังในรูปที่ 2.3  
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รูปที่ 2.3 พ้ืนที่เกิดการเสียรูปและการกระจายแรงรูปครึ่งทรงกลมวงรี [14] 

 

เมื่อทราบแรงกดและรัศมีความโค้งของผิวสัมผัสทั้งสองผิวจะสามารถค านวณหาความยาว
แกนเอกและโทของผิวสัมผัสรูปวงรีตามรูปที่ 2.3 ได้ดังนี้ 

 

       (2.1) 

 

 (2.2)  

 

โดย      หาได้จาก              (2.3) 

 

เมื่อ a คือ ความยาวแกนเอกวงรีของพ้ืนที่สัมผัส 

 b คือ ความยาวแกนโทวงรีของพ้ืนที่สัมผัส 

P คือ แรงกดภายนอก 

cb คือ ค่าสัมประสิทธิ์การสัมผัส 

k คือ ค่าสัมประสิทธิ์การสัมผัส 

 E1 คือ ค่ายังโมดูลัส (Young's Modulus) ของวัตถุชิ้นที่ 1 

 E2 คือ ค่ายังโมดูลัส (Young's Modulus) ของวัตถุชิ้นที่ 2 

 ν1 คือ อัตราส่วนของปัวซอง (Poisson’s Ratio) ของวัตถุชิ้นที่ 1 

 ν2 คือ อัตราส่วนของปัวซอง (Poisson’s Ratio) ของวัตถุชิ้นที่ 2 

ค่า A , B และอัตราส่วน B/A สามารถหาได้โดย 

k

b
a 

3  Pcb
b
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(2.4) 

 

 

 

(2.5) 

 

เมื่อ  R1 ,R
’
1 คือ รัศมีการสัมผัสของวัตถุชิ้นที่ 1 

 R2, R
’
2  คือ รัศมีการสัมผัสของวัตถุชิ้นที่ 2 

 α  คือ มุมระหว่างระนาบโค้งท้ัง 2 แผ่น 

 

โดยค่า cb และ k สามารถหาได้จากความสัมพันธ์ซึ่งแสดงในรูปที่ 2.4 

 

 
รูปที่ 2.4 ค่าสัมประสิทธิ์การสัมผัส cb และ k [13] 
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ทฤษฎีความเค้นสัมผัสของเฮิรตซ์ยังได้กล่าวถึงการค านวณค่าความเค้นที่ต าแหน่งต่างๆ ใน
เนื้อวัตถุที่สัมผัสกัน โดยในต าแหน่งใดๆ บนวัตถุจะมีความเค้นซ่ึงประกอบไปด้วยความเค้นแนวฉาก 3 
ตัวและความเค้นเฉือน 3 ตัวดังแสดงในรูปที่ 2.5 แต่ที่จุดสัมผัสระหว่าง 2 พ้ืนผิวเป็นแรงอัดตาม
แนวแกน Z โดยที่ไม่มีแรงเสียดทานในระนาบ ดังนั้นที่จุดสัมผัสและจุดใดๆ บนแกน Z แรงเฉือนใน
ระนาบ XY จะมีค่าเป็นศูนย์และประมาณว่าความเค้นเฉือนในระนาบ YZ และ XZ มีค่าน้อย หรืออาจ
กล่าวได้ว่าแนวความเค้นหลัก (Principal stresses) จะอยู่ในทิศทางแกน X Y Z ด้วย  

 
รูปที่ 2.5 สภาวะความเค้นของเอลิเมนต์ (State of Stress of an Element) [13] 

 

สูตรในการค านวณค่าความเค้นในทิศทางแกน X Y และ Z ของจุดใดๆ บนแกน Z ซึ่งมีค่าเท่ากับความ
เค้นหลักสามารถหาได้โดยสมการ  

 

      

  

    (2.6) 

 

 

 

เมื่อ z คือ ระยะห่างระหว่างจุดที่สนใจบนแกน Z กับจุดก าเนิด (0,0,0) ซึ่งอยู่บนพื้นที่สัมผัส 
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(2.7) 

      

      

(2.8) 

 

 

 โดย  M  n และ Ω เป็นฟังก์ชันของคุณลักษณะของวัสดุและเรขาคณิตของผิวสัมผัส โดย
วิธีการหาค่า M  n และ Ω โดยละเอียดสามารถดูได้จากงานของ Thomas and Hoersch [15] 

 

2.2 การประยุกต์ทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์กับการขบของฟันเฟืองตรง 

 
การประยุกต์ใช้ทฤษฎีความเค้นสัมผัสของเฮิรตซ์กับการสัมผัสของฟันเฟืองตรงท าได้ โดย

พิจารณาให้ผิวหน้าของฟันเฟืองเป็นผิวโค้งซึ่งมีรัศมีความโค้งในทิศทางของทูธโปรไฟล์ (Tooth 
Profile) R ซึ่งข้ึนกับต าแหน่งของการขบและลักษณะผิวโค้งอินโวลูต (Involute Curve) และอาจมีผิว
โค้งในทิศทางความกว้างฟัน (Face Width) R’ ในกรณีที่เฟืองมีการท าคราวนิ่ง (Crowning) โดยตัว
ห้อย 1 และ 2 แสดงถึงเฟืองขับและเฟืองตามตามล าดับ ดังแสดงในรูปที่ 2.6 

 
รูปที่ 2.6 รัศมีความโค้ง R และ R’ ของเฟืองตรง [14] 
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ความยาวของรัศมีการสัมผัส R’
1 และ R’

2 หรือรัศมีคราวนิ่ง (Radius of Crowning) 
สามารถหาได้จากความสัมพันธ์ตามเรขาคณิตดังแสดงในรูปที่ 2.7 

 
รูปที่ 2.7 ความสัมพันธ์ระหว่างรัศมีคราวนิ่งกับความกว้างหน้าฟัน 

 

จากรูปจะได้ว่า  

(2.9) 

  

โดย Cr  หมายถึง ระยะที่ท าคราวนิ่ง (Crowning Modification) 

 

จากสามเหลี่ยมมุมฉากในรูปที่ 2.7จะได้ 

 

 

 

 

 โดย Fw หมายถึง ความกว้างหน้าฟัน (Face Width) 

 

แทนค่า R’ จากสมการ (2.11) จะได้ 

 

(2.10) 
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โดยปกติ ในการท าผิวฟันเฟืองจะมีการระบุขนาดของการท าผิวคราวนิ่ง (Crowning) เช่น ท าผิวคราว
นิ่งขนาด 5 ไมครอน (Micron) เป็นต้น เมื่อทราบขนาดการท าผิวคราวนิ่ง (Crowning) และทราบ
ความกว้างของหน้าฟันจึงสามารถค านวณหาค่า x ได้จากสมการที่ 2.10 และสามารถหารัศมีคราวนิ่ง 
R’ (Radius of Crowning) โดยสมการ 2.9 ตามล าดับ โดยขนาดของรัศมีคราวนิ่ง (Radius of 
Crowning) จะมีค่าคงที่ตลอดวงจรการขบที่ต าแหน่งต่างๆ 

ในการหาความยาวของรัศมีการสัมผัส R1 และ R2 นั้นต้องมีความรู้ความเข้าใจเกี่ยวกับ
เรขาคณิตของการขบกันของฟันเฟืองตรงก่อนดังแสดงในรูปที่ 2.8 ในการสัมผัสของฟันเฟืองตรง
เริ่มต้นเมื่อผิวด้านข้างใกล้รากฟันของเฟืองขับสัมผัสกับปลายฟันของเฟืองตาม และการสัมผัสจะ
สิ้นสุดเมื่อปลายฟันของเฟืองขับสัมผัสกับผิวด้านข้างใกล้รากฟันของเฟืองตาม หรืออาจกล่าวได้ว่าการ
สัมผัสกันระหว่างฟันเกิดขึ้นเมื่อวงกลมแอดเดนดัม (Addendum Circle) ของเฟืองตามตัดกับแนว
แรงกด (Line of Action) ซึ่งท ามุมกด ϕ (Pressure Angle) กับแกนนอนที่จุด A และการสัมผัสจะ
สิ้นสุดเมื่อวงกลมแอดเดนดัม (Addendum Circle) ของเฟืองตามตัดกับแนวแรงกด (Line of 
Action) อีกครั้งหนึ่งที่จุด B ตามล าดับ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.8 การขบกันของฟันเฟืองตรง [16] 
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จากรูปรัศมีเบส rb (Base Radius) สามารถค านวณได้โดย 

 

 cos
11 pb

rr       (2.11) 

 cos
22 pb

rr       (2.12) 

 

เมื่อ rp1 และ rp2 คือ รัศมีพิตซ์ (Pitch Radius) ของเฟืองที่หนึ่งและสองตามล าดับ 

 

จากรูปที่ 2.8 ระยะ AB หรือระยะการขบ (Length of Action) สามารถค านวณได้โดย 

 

      sinsin
1

2

1

2

112

2

2

2

22 pbppbp
rrarrrarAB   (2.13)

  

เมื่อ a1 และ a2  คือ แอดเดนดัม (Addendum) ของเฟืองที่หนึ่งและสองตามล าดับ 

 

รัศมีการสัมผัสที่ขบกัน R1  และ R2  คือรัศมีความโค้งของเฟืองขับและเฟืองตาม ในทิศทาง
โพรไฟล์ของฟันเฟืองซึ่งวัดจากวงกลมเบสถึงต าแหน่งที่ขบกันบนเส้นแนวของการกระท า (Line of 
Action)  โดยความยาวของรัศมีความโค้งนี้มีค่าเปลี่ยนแปลงไปตามต าแหน่งการขบดังแสดงในรูปที่ 
2.9  
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รูปที่ 2.9 การเปลี่ยนแปลงของรัศมี R1 และ R2 ในแต่ละต าแหน่งการขบ [17] 
 

 เพ่ือลดความยุ่งยากในการค านวณ ในการศึกษานี้จึงมุ่งเน้นที่การศึกษาปัญหาการขบกันของ
เฟืองตรงแบบธรรมดาที่ไม่มีการท าผิวโค้งคราวนิ่ง (Crowning) ซึ่งหมายความว่ารัศมีการสัมผัส R’

1 

และ R’
2 หรือรัศมีคราวนิ่ง (Radius of Crowning) ตามแนวความโค้งตลอดความกว้างหน้าฟันจะมี

ค่ามากเป็นอนันต์ ซึ่งท าให้การขบกันของเฟืองตรงเสมือนกับการสัมผัสกันของทรงกระบอก 2 ชิ้นดัง
แสดงในรูปที่ 2.10 
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รูปที่ 2.10 การกดอัดของเฟืองตรงเสมือนทรงกระบอก 2 อันขบกัน [17] 

 

เมื่อรัศมีการสัมผัส R’
1 และ R’

2 มีค่ามากเข้าใกล้อนันต์ท าให้ ค่า 1/R’
1 และค่า 1/R’

2 มีค่าเป็น 0 
และเนื่องจากลักษณะการวางตัวของส่วนโค้งฟันเฟืองขับและฟันเฟืองตามอยู่ในทิศทางเดียวกันจะท า
ให้  α มีค่าเท่ากับศูนย์ ด้วยเหตุนี้สมการ 2.4 และ 2.5 จะลดรูปลงมาเป็น 

 

                                      ,               ,                (2.14) 

 

เนื่องจากอัตราส่วน B/A มีค่ามากเข้าใกล้อนันต์จะท าให้ค่าสัมประสิทธิ์การสัมผัส k มีค่าลู่เข้าสู่ศูนย์ 
จากสมการ (2.1) เมื่อ k มีค่าลู่เข้าสู่ศูนย์จะได้ว่าความยาวแกนเอกวงรีของพ้ืนที่สัมผัส a จะมีค่ามาก
เข้าใกล้อนันต์ ซึ่งในกรณีนี้ระยะ 2a จะมีค่าเท่ากับความยาวของทรงกระบอกที่วางตัวขนานเส้น
สัมผัสและมีการสัมผัสกันตลอดความยาวเส้นสัมผัส (Contact Line) 

 

เมื่อ k มีค่าลู่เข้าสู่ศูนย์สมการค านวณความยาวแกนโทวงรีของพ้ืนที่สัมผัส b (2.2) จะลดรูปเหลือ 

 

(2.15) 

       

เมื่อ  w    คือ ภาระต่อหน่วยความยาวของเส้นสัมผัส 

 

โดย       หาได้จาก               (2.16) 

 


A

B











21

11

2

1

RR
B 0A






w
b

2

  






 







2

2

2

1

2

1

21

21
112

EERR

RR 



 25 

 และเมื่อไม่มีการท าผิวโค้งคราวนิ่ง (Crowning) สูตรการค านวณในการหาค่าความเค้นที่จุด
ใดๆ บนแกน Z ของบริเวณทีเ่ฟืองขบกันสามารถลดรูปจากสมการที่ 2.6 มาเป็นสมการ 
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ส าหรับที่กึ่งกลางผิวสัมผัส ซึ่งเป็นต าแหน่งที่มีค่าความเค้นในแต่ละทิศทางมากที่สุด ค่าความเค้นที่จุด
นี้จะสามารถหาได้โดยแทนค่า Z ในสมการ 2.17 ให้เท่ากับศูนย์ ท าให้สามารถลดรูปสมการได้เป็น 
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 จากสมการต่างๆที่ได้อธิบายในข้างต้นจะเห็นว่าการหาค่าความเค้นหลักในแกนต่างๆ จะต้อง
พิจารณาหาแรงที่เกิดขึ้นบนหน้าฟัน ความยาวเส้นสัมผัส และรัศมีการสัมผัสของการขบ ณ ต าแหน่ง
นั้นๆ มาให้ได้เสียก่อนจึงแทนค่าในสูตรเพ่ือหาค่าความเค้นได้ นอกจากการพิจารณารัศมีการสัมผัส
แล้วยังต้องพิจารณาถึงการแบ่งแรง (Load Sharing) ที่ต าแหน่งต่างๆ ของการขบด้วย 
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ส าหรับเฟืองตรง ระหว่างการขบ ในบางต าแหน่งจะเกิดการขบกันของฟันหนึ่งคู่ในต าแหน่ง
เหล่านี้ฟันคู่ที่ขบจะรับภาระทั้งหมด ส่วนต าแหน่งที่เกิดการขบกันของฟันสองคู่ ฟันสองคู่จะแบ่งกัน
รับภาระ การพิจารณาช่วงระยะเวลาที่เกิดการขบของฟันหนึ่งคู่หรือสองคู่พิจารณาได้จากอัตราส่วน
การขบ (Contact Ratio) mc ซึ่งมีค่าตั้งแต่ 1 ขึ้นไป ยิ่งค่าอัตราส่วนการขบมีค่ามากก็หมายความว่า
ในวงจรการขบเกิดการขบของฟันสองคู่มาก ซึ่งอัตราส่วนการขบสามารถหาได้จากสมการ 

 

       (2.19) 

  

เมื่อ pb  คือ พิตซ์ฐาน (Base Pitch) 

 AB คือ ระยะการขบ ซึ่งหาได้จากสมการ 2.13 

 
2.3 การค านวณค่าความเค้นบนหน้าฟันเฟืองตรงโดยโปรแกรม MATLAB 

 

ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงกระบวนการในการสร้างโปรแกรมค านวณค่าความเค้นบนหน้าฟันเฟือง

ตรงโดยใช้โปรแกรม MATLAB ซึ่งมีล าดับขั้นตอนเริ่มจาก การป้อนข้อมูล การค านวณข้อมูลเรขาคณิต

ของเฟือง การค านวณพารามิเตอร์การสัมผัส และการค านวณความเค้นบนหน้าฟันเฟือง ดังต่อไปนี้ 

 

2.3.1 การป้อนข้อมูล 

ในขั้นตอนแรกของการค านวณความเค้นเริ่มต้นจากการป้อนข้อมูลจ าเพาะของเฟืองและ

สภาวะการท างานของเฟืองนั้นโดยแบ่งออกเป็น 

1. พารามิเตอร์ของเฟือง (Gear Parameters) และสมบัติวัสดุ (Material Properties) 

พารามิเตอร์ของเฟือง ได้แก่ จ านวนฟันของเฟืองขับ  จ านวนฟันของเฟืองตาม โมดูล 

(Module) มุมกด (Pressure Angle) ความกว้างหน้าฟัน (Face Width) ส่วนสมบัติวัสดุที่ต้องใส่เพ่ือ

ค านวณได้แก่ ค่าอัตราส่วนปัวซอง (Poisson’s Ratio) และ คา่ยังโมดูลัส (Young’s Modulus) 
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2. สภาวะการท างาน (Operating Condition) และ อัตราส่วนการแบ่งแรง (Load Sharing 

Ratio) 

เนื่องจากในที่นี้จะพิจารณาการอัดกันของฟันในสภาวะอยู่นิ่ง ดังนั้นสภาวะการท างานในที่นี้ 

ได้แก่ แรงบิด (Torque) ส่วนอัตราส่วนการแบ่งแรงขณะฟันเฟืองขบพร้อมกัน 2 ฟันซึ่งจะเกิดตอน

เริ่มต้นการขบ และ ก่อนสิ้นสุดการขบ  

ภายหลังจากการป้อนข้อมูลจ าเพาะของเฟืองและสภาวะการท างานเสร็จแล้วจึงน าข้อมูลเหล่านั้นไป

ค านวณในล าดับถัดไป 

 

2.3.2 การค านวณข้อมูลเรขาคณิตของเฟือง 

ในขั้นตอนนี้โปรแกรมจะน าข้อมูลเฟืองต่างๆ จากในขั้นตอนแรกมาค านวณข้อมูลเรขาคณิต

ของเฟืองต่างๆ ได้แก่ ความยาวรัศมีพิตซ์ rp ความยาวรัศมีเบส rb เซอร์คิวลาพิตซ์ (Circular Pitch)  

p เซอร์คิวลาพิตซ์เบสหรือเบสพิตซ์ (Circular Pitch Base or Base Pitch) pb  ระยะการขบ (Length 

of Action) AB อัตราส่วนการขบ (Contact Ratio) mC ค่าเหล่านี้สามารถค านวณได้ดังสมการที่

สรุปรวมไว้ในตารางที่ 2.1 ส าหรับเลขที่สมการที่เขียนในตาราง จะหมายถึงเลขที่สมการที่ปรากฏอยู่

ในรายงานเล่มนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 28 

ตารางที่ 2.1 สมการที่ใช้ค านวณเรขาคณิตต่างๆ ของเฟือง 

ตัวแปร สมการ 
เลขที่

สมการ 

rp 2/Nmr
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mC 
b

C

P
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m   2.19 

 

2.3.3 การแบ่งจุดการค านวณในรอบการขบ 

ที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของฟันเฟืองตรง 1 ฟันจะมีค่าความเค้น

เปลี่ยนแปลงไปเนื่องจากแต่ละต าแหน่งจะมีค่าของรัศมีการสัมผัสและแรงที่เกิดขึ้นบนหน้าฟัน

แตกต่างกัน การค านวณหาค่าความเค้นทุกๆ ต าแหน่งกระท าโดยพิจารณาทีละต าแหน่งการขบไป

เรื่อยๆ ตลอดเส้นแนวแรงกด AB (Line of Action) ตั้งแต่เริ่มต้นการสัมผัสจนสิ้นสุดการสัมผัสของคู่

เฟืองนั้นๆ โดยในการศึกษานี้ได้ก าหนดให้มีจุดสัมผัสที่พิจารณาจ านวน 400 จุดต่อระยะความยาว

หนึ่งเซอคิวลาพิตซ์เบส (Circular Pitch Base) ดังแสดงในรูปที่ 2.11 
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รูปที่ 2.11 ระนาบการขบที่เกิดการขบ 1 คู่ฟันและ 2 คู่ฟัน 
 

2.3.4 การค านวณพารามิเตอร์ของการสัมผัส  

จากการประยุกต์ใช้ทฤษฎีความเค้นในปัญหาการขบกันของเฟืองตรงที่ไม่มีการท าคราวนิ่ง

ตามที่ได้อธิบายอย่างละเอียดในหัวข้อก่อนหน้า พบว่าก่อนที่จะค านวณค่าความเค้นต่างๆ จ าเป็นที่

ต้องค านวณค่าพารามิเตอร์การสัมผัสได้แก่ ความยาวแกนโทวงรีของพ้ืนที่สัมผัส b และ Δ ดังแสดง

ในสมการที่ 2.15 และ 2.16 และน ามาแสดงอีกครั้งดังนี ้
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จากสมการ 2.20 และ 2.21 จะเห็นว่าการจะค านวณค่าพารามิเตอร์การสัมผัสจ าเป็นต้องทราบค่า

รัศมีการสัมผัส ค่าความยาวเส้นสัมผัส และ แรงที่กระท าบนหน้าฟันเฟืองตรง ซึ่งจะแสดงรายละเอียด

การพิจารณาดังต่อไปนี้ 
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1. การหาค่ารัศมีการสัมผัสในเฟืองตรง 

ความยาวรัศมีการสัมผัส R1 และ R2 ในเฟืองตรงคือรัศมีความโค้งในทิศทางโพรไฟล์ของ

ฟันเฟืองตรงของเฟืองขับและเฟืองตามตามล าดับ ซึ่งวัดตั้งแต่วงกลมเบสจนถึงต าแหน่งการขบนั้นๆ 

โดยมีค่าเปลี่ยนแปลงตลอดช่วงการขบ ตั้งแต่จุดเริ่มการขบ A ซึ่งเป็นจุดที่รากฟันของเฟืองขับขบกับ

ยอดของฟันเฟืองตามจนถึงต าแหน่งสิ้นสุดการขบ B ซึ่งเป็นจุดที่ปลายฟันของเฟืองขับขบกับรากฟัน

ของเฟืองตามดังแสดงในรูป 2.12 

 

รูปที่ 2.12 ความยาวรัศมีการสัมผัส R1 และ R2 ในเฟืองตรง 
 

2. การหาค่าความยาวเส้นสัมผัสในเฟืองตรง 

เนื่องจากเฟืองที่พิจารณาในที่นี้ไม่มีการท าคราวนิ่งดังนั้นการสัมผัสจึงเกิดตลอดความกว้าง

หน้าฟัน เพราะฉะนั้นความยาวเส้นสัมผัสของเฟืองตรงก็คือค่าความกว้างหน้าฟันของเฟืองนั่นเองซึ่งมี

ค่าคงที่ทุกต าแหน่งการขบ  

 

3. การวิเคราะห์แรงที่กระท าบนหน้าฟันเฟืองตรง 

 เนื่องจากในการขบกันของฟันเฟืองตรงจะมีบางต าแหน่งที่ฟันขบกันสองคู่และบางต าแหน่งที่

ฟันขบกันคู่เดียวซึ่งส่งผลต่อแรงที่เกิดขึ้นบนหน้าฟัน ดังนั้นจึงต้องระบุให้ได้ก่อนว่าต าแหน่งที่พิจารณา

ก าลังเกิดการขบกี่คู่ฟัน โดยจะสามารถหาช่วงระยะเวลาที่เกิดการขบหนึ่งฟันและสองฟันจากการ

พิจารณาการขบของคู่ฟันบนระนาบการขบดังแสดงในรูป 2.11 ขณะเริ่มการขบของฟันเฟืองจะเกิด

การขบของสองคู่ฟัน โดยในคู่ฟันแรก โคนฟันของเฟืองขับขบกับปลายฟันของเฟืองตามที่ต าแหน่ง A 

บนระนาบการขบ ส่วนคู่ฟันที่สองจะเกิดการขบที่ต าแหน่ง D ซ่ึงอยู่ห่างจากคู่ฟันแรกเป็นระยะหนึ่ง
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เบสพิตซ์ ช่วงการขบของสองคู่ฟันจะเกิดอย่างต่อเนื่องจนกระทั่งคู่ฟันที่สองขบถึงต าแหน่ง B ในขณะ

ที่คู่ฟันแรกขบถึงต าแหน่ง C จึงเกิดการขบหนึ่งคู่ฟัน การขบของหนึ่งคู่ฟันจะเกิดอย่างต่อเนื่อง

จนกระทั่งคู่ฟันแรกขบถึงต าแหน่ง D และเกิดการขบของคู่ฟันใหม่ที่จุด A ลักษณะการขบจะเกิดซ้ า

อย่างที่ได้อธิบายในตอนแรกอีกครั้งนึงจนสิ้นสุดต าแหน่งการขบที่จุด B ซึ่งปลายฟันของเฟืองขับขบ

กับรากฟันของเฟืองตาม  

 เมื่อเกิดการชบหนึ่งคู่ฟัน ฟันคู่นั้นจะรับภาระทั้งหมดแต่เมื่อเกิดการขบสองคู่ฟัน ภาระที่แบ่ง
ไปในแต่ละคู่อาจรับภาระไม่เท่ากัน โดยการศึกษาที่เกี่ยวข้องกับภาระที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันที่ต าแหน่ง
การขบต่างๆ ได้แก่ ชนัตต์ และคณะ [9] ได้พิจารณาให้อัตราส่วนการแบ่งแรงของฟันเฟืองเป็นแบบ 
50 : 50 เพ่ือให้ง่ายต่อการพิจารณาในขั้นต้นโดยพิจารณาว่าแรงที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันเมื่อเกิดการขบ
สองคู่ฟันจะถูกแบ่งไปเท่าๆ กันคู่ละ 50% อย่างไรก็ตามจากผลการศึกษาของนักวิจัยอ่ืนกลับพบว่า
การแบ่งแรงของฟันเฟืองไม่ได้มีพฤติกรรมเช่นนั้น  
 

Pedrero et al. [10] พบว่าอัตราส่วนการแบ่งแรงขณะขบสองฟันจะมีค่า 33% เมื่อโคนฟัน
สัมผัสกับปลายฟัน อัตราส่วนนี้จะมีค่าเพ่ิมขึ้นในลักษณะเชิงเส้นจนมีค่า 67% ที่ต าแหน่งเริ่มและ
สิ้นสุดการขบของหนึ่งคู่ฟันดังแสดงในรูปที่ 2.13 ซึ่งสอดคล้องกับการศึกษาของ Papadopoulos 
และ Costopoulos [8] 

 

 

รูปที่ 2.13 อัตราส่วนการแบ่งแรงของเฟืองตรง [10] 
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 Lazovic et al. [11] พบว่าเฟืองที่มีผิวโค้งอินโวลูตในอุดมคติจะมีอัตราส่วนการแบ่งแรงบน

หน้าฟันเมื่อขบสองคู่ฟันเท่ากับ 45 : 55 หมายความว่าอัตราส่วนการแบ่งแรงขณะขบสองฟันจะมีค่า 

45% เมื่อโคนฟันขบกับปลายฟัน อัตราส่วนนี้จะมีค่าเพ่ิมขึ้นในลักษณะเชิงเส้นจนมีค่า 55% ที่

ต าแหน่งเริ่มและสิ้นสุดการขบของหนึ่งคู่ฟัน  

จะเห็นว่าอัตราส่วนการแบ่งแรงของฟันเฟืองจะมีค่าในช่วง 33 : 67 ถึง 50 : 50 ดังนั้นใน

การศึกษานีจ้ึงไดเ้ลือกอัตราส่วนการแบ่งแรงสามแบบได้แก่ 33 : 67     45 : 55 และ 50 : 50 ในการ

ค านวณความเค้นที่เกิดขึ้นบนหน้าฟันในแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ 

2.3.5 การค านวณความเค้นบนหน้าฟันเฟือง 

 ภายหลังจากค านวณค่าพารามิเตอร์ของการสัมผัสแล้ว ในขั้นต่อไปจะค านวณค่าความเค้นที่

เกิดข้ึนบนหน้าฟันที่จุดสัมผัสในแนวแกนต่างๆ วิธีการค านวณแสดงไว้ในสมการที่ 2.18 และน ามา

แสดงอีกครั้งดังนี้ 

 

 (2.22) 

 

นอกจากนี้ ในการศึกษานี้จะพิจารณาความเค้นฟอนมิสเซส (Von Mises Stress) โดย
พิจารณาจากสภาวะความเค้นของเอลิเมนต์ (State of Stress of an Element) โดยสามารถค านวณ
ได้ดังสมการ 

 

(2.23) 

 

เมื่อพิจารณาที่จุดสัมผัส ซึ่งค่าความเค้นหลักมีค่า ส่วนความเค้นเฉือน τ จะมีค่าเท่ากับศูนย์ สูตร
ค านวณความเค้นฟอน มิสเซส (Von Mises Stress) จึงสามารถลดรูปลงมาได้เป็น 

 

(2.24) 

 

 เมื่อ σ1 , σ2 และ σ3 คือ ความเค้นหลัก 
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หลังจากที่ค านวณค่าความเค้นฟอนมิสเซสที่ต าแหน่งนั้นๆ เสร็จสิ้นแล้วจะเปลี่ยนไปค านวณใน

ต าแหน่งการขบต่อไปจนครบทุกต าแหน่งการขบโดยการค านวณจะท าซ้ าเช่นเดิมดังวิธีที่ได้อธิบาย

มาแล้ว วิธีการข้างต้นสามารถน าไปเขียนโปรแกรมค านวณ โดยใช้โปรแกรม MATLAB ซึ่งมีขั้นตอน

การค านวณของโปรแกรมสามารถสรุปได้ดังรูปที่ 2.14 โดยรายละเอียดทั้งหมดของโปรแกรมจะแสดง

ในภาคผนวก ข. 

 

รูปที่ 2.14 แผนภูมกิารค านวณโปรแกรมประดิษฐ์ MATLAB ของเฟืองตรง 
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2.4 สรุป 

 

ในบทนี้กล่าวถึงทฤษฎีการสัมผัสของเฮริตซ์และวิธีการประยุกต์ใช้กับปัญหาการขบกันของ
เฟืองตรง นอกจากนี้ยังได้กล่าวถึงการค านวณค่าพารามิเตอร์ต่างๆ ที่เกี่ยวข้องกับการค านวณ ได้แก่
รัศมีการสัมผัสที่ต าแหน่งต่างๆ ตลอดการขบ อัตราส่วนแรงที่เกิดขึ้นบนหน้าฟัน ณ ขณะนั้นๆ และ
ความยาวของเส้นสัมผัส ส่วนท้ายของบทนี้ยังได้แสดงถึงหลักการคิดและขั้นตอนการประดิษฐ์
โปรแกรม MATLAB ส าหรับการค านวณความเค้นที่ต าแหน่งต่างๆ ของการขบของฟันเฟืองตั้งแต่การ
พิจารณาหาค่าของความยาวรัศมีการสัมผัส ความยาวเส้นสัมผัส และแรงที่กระท าบนหน้าฟันเฟือง ที่
ต าแหน่งต่างๆ ของการขบ
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บทที ่3 
การประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS 

 

 โปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS เป็นโปรแกรมที่สามารถแก้ปัญหาทางวิศวกรรมต่างๆ ด้วย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต์ โดยในการศึกษานี้มุ่งเน้นไปที่การแก้ปัญหาการสัมผัสกันของเฟืองตรงจึง
เลือกใช้โปรแกรม ANSYS Workbench ในโหมด Static Structural โดยในบทนี้จะกล่าวถึงลักษณะ
ของปัญหา การก าหนดการแบ่งเอลิเมนต์ การก าหนดการสัมผัส การก าหนดเงื่อนไขขอบเขตต่างๆ ใน
โปรแกรม ANSYS ส าหรับการค านวณปัญหาดังกล่าว 

 

3.1 รายละเอียดและลักษณะของปัญหาเฟืองในการศึกษานี้ 

 

ในงานศึกษานี้ได้ท าการศึกษาปัญหาการสัมผัสเฟืองตรงที่มีอัตราทด 1 : 1 โดยเฟืองมีความ
กว้างหน้าฟัน 20 mm และท าจากวัสดุ Structural Steel ที่มีค่าอัตราส่วนปัวซอง 0.3 และค่ายัง
โมดูลัส 200 GPa ภาระท่ีกระท ากับคู่เฟืองมีค่าเท่ากับ 250 N-m และเพ่ือศึกษาผลของพารามิเตอร์
ต่างๆ ต่ออัตราส่วนการแบ่งภาระบนหน้าฟันเฟือง ในการศึกษานี้จึงมีการปรับเปลี่ยนพารามิเตอร์
ต่างๆ ของชุดเฟืองได้แก่ โมดูล มุมกด และจ านวนซี่ฟัน โดยข้อมูลจ าเพาะและสภาวะการท างานของ
ชุดเฟืองสามารถสรุปได้ดังแสดงในตารางที่ 3.1   จากตาราง ชุดเฟือง A จะเป็นชุดเฟืองอ้างอิง ส่วนชุด
เฟือง B C D จะเป็นชุดเฟืองที่มีค่าโมดูลต่างออกไปจากชุดเฟือง A โดยมีค่าพารามิเตอร์อื่นเป็นเช่นเดิม 
ส่วนการเปรียบเทียบค่ามุมกด ท าได้โดยเปรียบเทียบผลของชุดเฟือง A กับชุดเฟือง E และ F ซึ่งมีมุม
กด 14.5 องศา และ 25 องศา ตามล าดับ ส าหรับผลของจ านวนฟันจะสามารถศึกษาได้โดย
เปรียบเทียบผลของ ชุดเฟือง B กับชุดเฟือง G และ H ส่วนชุดเฟือง I จะเป็นชุดเฟืองที่เพ่ิมเข้ามา เพ่ือ
ศึกษาผลของการเปลี่ยนแปลงค่าโมดูลในขณะที่คงระยะห่างระหว่างศูนย์กลางของคู่เฟืองให้คงที่ ซึ่ง
จะส่งผลให้จ านวนฟันในกรณีนี้เปลี่ยนแปลงไปจากเดิมด้วย  
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ตารางที่ 3.1 ข้อมูลจ าเพาะชุดเฟืองตรงที่ใช้ในการค านวณ 

พารามิเตอร์ของ
เฟือง 

ชุดเฟือง 

A B C D E F G H I 

จ านวนฟัน (ซี่) 30 30 30 30 30 30 45 60 36 

โมดูล (mm) 3 2 4 5 3 3 2 2 2.5 

มุมกด (องศา) 20 20 20 20 14.5 25 20 20 20 

 

ปัญหาการสัมผัสของเฟือง เป็นปัญหาแบบเงื่อนไขขอบเขตไม่ เชิ ง เส้น (Boundary 
Nonlinearity) ซึ่งต้องใช้ระเบียบวิธีท าซ้ าในการค านวณผลลัพธ์ ดังนั้นระยะเวลาในการค านวณ 
(Computational Time) จึงมากกว่าปัญหาแบบเชิงเส้น (Linear Problem) ทั่วไปดังนั้นเพ่ือลด
ระยะเวลาในการค านวณจึงตั้งสมมุติฐานบางข้อเพ่ือลดความซับซ้อนของปัญหา 

 

3.1.1. สมมุติฐานของเฟืองตรง 
ในกรณีของเฟืองตรงเนื่องจากตลอดความกว้างหน้าฟันของเฟืองตรงถูกแรงกระท าอย่าง

สม่ าเสมอดังนั้นจึงพิจารณาปัญหาเฉพาะกรณีของเฟืองตรงให้เป็นปัญหาความเครียดในระนาบได้  ซึ่ง
เป็นการลดรูปปัญหาจากปัญหาสามมิติเป็นปัญหาสองมิติ  ในการศึกษานี้โมเดลเฟืองตรงที่น ามา
วิเคราะห์จะน ามาพิจารณาแค่เพียงส่วนเดียวเท่านั้น ไม่ได้พิจารณาตลอดความกว้างหน้าฟันเนื่องจาก
ในแต่ละระนาบลึกเข้าไปนั้นมีพฤติกรรมเหมือนกัน ซึ่ งส่งผลให้ระยะเวลาในการค านวณ 
(Computational Time) นั้นลดลง สมมุติฐานต่างๆ ที่ใช้ในกรณีของเฟืองตรงสรุปได้ดังนี้ 
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1.สมมุติว่าวัสดุเฟืองเป็นเนื้อเดียวกัน (Homogeneous) , ไอโซโทรปิก (Isotropic) และมี 

คุณสมบัติยืดหยุ่น (Elastic) ตามกฎของฮุค 

2.การกระจายแรงตลอดหน้าฟันเป็นแบบสม่ าเสมอ  

3.ไมพิ่จารณาแรงเสียดทานจากการเลื่อนขนาน (Sliding Friction) ระหว่างคู่เฟือง 

4.พิจารณาปัญหาการขบกันของเฟืองตรงเป็นปัญหาความเครียดในระนาบ  เนื่องจาก
พิจารณาว่าแรงที่เกิดขึ้นตลอดหน้าฟันมีค่าเท่ากันดังนั้นในแต่ระนาบของฟันจึงมีพฤติกรรม
เหมือนกัน  

5.เฟืองไม่มีการท าผิวคราวนิ่ง (Crowning Modification) 

6.ปัญหาการขบกันของเฟืองตรงเป็นปัญหาไม่เชิงเส้น (Non-Linear) ณ เวลา 

ใกล้เคียงสภาวะหยุดนิ่ง (Quasi-Static)  

 

3.1.2. โดเมนและเงื่อนไขขอบเขตของปัญหาเฟืองตรง 

 จากสมมุติฐานของเฟืองตรงจึงตั้งปัญหาที่จ าลองการขบอัดกันของฟันเฟืองตรงในสองมิติดัง
แสดงในรูปที่ 3.1 เฟืองตรงมีเส้นผ่านศูนย์กลางของรูเฟืองขับและรูเฟืองตามคือ d1 และ d2 ตามล าดับ 
โดยค่าทั้งสองมีขนาดเท่ากันที่ 30 mm นอกจากนี้เพ่ือการเปรียบค่าความเค้นจากแบบจ าลอง
คณิตศาสตร์กับวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์สามารถกระท าได้โดยง่าย  ในที่นี้จึงจัดวางชุดเฟืองให้แนวแรงกด 
(Line of Action) อยู่ในแนวดิ่ง (ทิศทางตามแกน Y) การจัดวางให้อยู่ในทิศทางเช่นนี้จะท าให้ค่าความ
เค้นที่ค านวณได้โดยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ อยู่ในทิศทางเดียวกับค่าความเค้นหลักซึ่งค านวณได้
จากแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ท าให้สามารถเปรียบเทียบผลกันได้โดยง่าย 

ในปัญหานี้ เพ่ือจ าลองการขบอัดกันของฟันเฟืองจึงก าหนด Frictionless Support ที่ขอบรู
เพลาของเฟืองขับ (เฟืองด้านขวา) ยกเว้นในบริเวณร่องลิ่มทั้งสอง ซึ่งจะท าให้บริเวณที่ก าหนดไม่
สามารถเคลื่อนที่ในทิศทางรัศมีแกนเพลา แต่เคลื่อนที่ในทิศทางเส้นสัมผัสกับขอบของรูเพลาได้ 
นอกจากนั้นยังก าหนด Fixed Support ที่ขอบรูเพลาของเฟืองตาม (เฟืองด้านซ้าย) ซึ่งท าให้บริเวณที่
ก าหนดนั้นไม่สามารถเคลื่อนที่ในทิศทางใดๆ ได้ นอกจากนี้ได้ใส่แรงกระจายที่มีขนาดเท่ากันคือ w1 
และ w2 ที่ขอบของร่องลิ่มทั้งสอง ซึ่งมีระยะจากแกนรูเพลาของเฟืองขับถึงต าแหน่งกึ่งกลางของร่อง
ลิ่ม r ที่ 16 mm โดยขนาดของ w1 และ w2 จะมีขนาดสมมูลกับแรงบิด 250 N-m ในทิศทางทวนเข็ม
นาฬิกา 
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รูปที่ 3.1 แผนภาพแสดงการขบอัดกันของฟันเฟืองตรง 
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3.2 การสร้างและการประกอบโมเดลเฟือง ณ ต าแหน่งการขบต่างๆ 

  

ในการศึกษาความเค้นที่เกิดขึ้นที่หน้าฟันเฟืองที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ณ ช่วงเวลาขณะใด
ขณะหนึ่ง (Quasi-Static) ท าโดยสร้างโมเดลเฟืองที่ต าแหน่งการขบต่างๆ กัน เพ่ือสร้างโมเดลเฟืองที่
สมจริงมีรูปร่างผิวเป็นโค้งอินโวลูต (Involute Curve) ในการศึกษานี้ใช้โปรแกรมส าเร็จรูปส าหรับ
สร้างโมเดลเฟืองโดยเฉพาะ GearTrax2008 ดังแสดงในรูปที่ 3.2 โดยรายละเอียดการใช้โปรแกรมจะ
แสดงในภาคผนวก ค. 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

รูปที่ 3.2 โปรแกรมสร้างโมเดลฟันเฟือง GearTrax2008 [17] 
 

เมื่อสร้างโมเดลเฟืองเสร็จจึงน ามาประกอบ (Assembly) เพ่ือจ าลองการขบกันของเฟืองที่ต าแหน่ง
การขบต่างๆ ด้วยโปรแกรม CATIA ดังแสดงในรูปที่ 3.3 เมื่อตั้งโมเดลเฟืองอยู่ในต าแหน่งการขบที่
ต้องการแล้วจึงท าการบันทึกข้อมูลไฟล์เป็นสกุล .IGS จึงสามารถน าเข้าไปวิเคราะห์ต่อในโปรแกรม 
ANSYS ได ้โดยรายละเอียดในการสร้างและประกอบชุดเฟืองจะแสดงในภาคผนวก ง. 
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รูปที่ 3.3 การประกอบโมเดลของเฟืองตรง [18] 
 

3.3 การก าหนดคุณสมบัติของวัสดุ (Material Properties) 

 

 ในโปรแกรม ANSYS นั้นมีฐานข้อมูลวัสดุต่างๆ ที่ใช้ในงานวิศวกรรมเป็นจ านวนมาก ในการ
ตั้งค่าคุณสมบัติวัสดุสามารถท าได้ง่ายและสะดวกโดยการคลิกเลือกรายการวัสดุที่ตรงกับปัญหาที่จะ
พิจารณา ซึ่งในแต่ละรายการก็จะแสดงคุณสมบัติพื้นฐานของวัสดุไว้โดยสามารถพิมพ์เพ่ือเปลี่ยนแปลง
เป็นค่าที่ต้องการได้ภายในช่องหลัก B หรือเปลี่ยนเป็นหน่วยที่ต้องการได้ในช่องหลัก C ดังแสดงในรูป
ที่ 3.4 โดยส าหรับปัญหาการขบกันของฟันเฟืองตรงได้เลือกใช้วัสดุ Structural Steel ที่มีค่า
อัตราส่วนปัวซอง 0.3 และค่ายังโมดูลัส 200 GPa 
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รูปที่ 3.4 คุณสมบัติทางวิศวกรรมของ Structural Steel [19] 
 

 
3.4 การแบ่งเอลิเมนต์ (Discretization) 

  

 หนึ่งในขั้นตอนของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ส าคัญคือขั้นตอนการแบ่งเอลิเมนต์ ซึ่งใน
โปรแกรม ANSYS จะด าเนินการแบ่งเอลิเมนต์ให้โดยอัตโนมัติเมื่อกดปุ่ม Mesh  Generate Mesh 
ยกตัวอย่างเช่น ถ้าปัญหาที่ต้องการวิเคราะห์เป็นปัญหาสองมิติ โปรแกรมจะพยายามแบ่งโมเดลปัญหา
เป็นเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมให้โดยอัตโนมัติ หรือถ้าโมเดลปัญหาที่น ามาวิเคราะห์มีรูปร่างซับซ้อนไม่สามารถ
แบ่งเอลิเมนต์ในลักษณะดังกล่าวได้ โปรแกรม ANSYS จะแบ่งเป็นเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแทน ใน
โปรแกรม ANSYS ผู้ใช้สามารถควบคุมลักษณะการแบ่งเอลิเมนต์ได้พอสมควร โดยสามารถเลือกการ
ปรับโดยกดปุ่ม Mesh Control โดยทางเลือกในการควบคุมการแบ่งเอลิเมนต์ที่น่าสนใจ กล่าวพอ
สังเขปได้ดังนี้ 
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Method  - ก าหนดว่าจะให้โปรแกรมแบ่งเอลิเมนต์รูปแบบไหน เช่น ทรงหก 

หน้า , ทรงสี่หน้า , ทรงปริซึม ในกรณี 3 มิติ หรือ เอลิเมนต์  

สี่เหลี่ยม สามเหลี่ยมในกรณี 2 มิติ 

 Sizing   - ก าหนดขนาดของ Element บริเวณท่ีเลือก โดยอาเลือกทั้งวัตถุ 

  หรือเส้นก็ได้ 

 Contact Sizing  - ก าหนดขนาดของ Element เฉพาะบริเวณผิวสัมผัส 

 Refinement  - ก าหนดให้แบ่ง Element ให้มีความละเอียดมากข้ึนบริเวณท่ี 

  เลือกโดยอัตโนมัติ 

 Mapped Face Meshing - ก าหนดให้แบ่ง Element เป็นระเบียบสมมาตรตามรูปทรงที่ 

  เลือก 

 

เนื่องจากในการศึกษานี้ได้ลดรูปปัญหาการสัมผัสของเฟืองตรงเป็นปัญหาความเครียดใน
ระนาบ (Plain Strain) ในแบบสองมิติ ในที่นี้จึงเลือกพฤติกรรมของโมเดลตามที่กล่าวดังแสดงในรูปที่ 
3.5 เนื่องจากเฟืองมีรูปร่างซับซ้อนและมีขนาดของเอลิเมนต์ในแต่ละพ้ืนที่ของโมเดลแตกต่างกัน ท า
ให้การแบ่งเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมไม่สามารถกระท าได้ ดังนั้นในที่นี้จึงได้แบ่งเอลิเมนต์เป็นเอลิเมนต์
แบบสามเหลี่ยมสามจุดต่อแบบ Plain Strain โดยใช้ค าสั่ง Method  

 

 

 
รูปที่ 3.5 การก าหนดโมเดลเป็นปัญหาความเครียดในระนาบ [19] 
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เนื่องจากปัญหากลศาสตร์การสัมผัสการกระจายความเค้นที่ผิวสัมผัส ซึ่งเกิดการเสียรูปจะมี
ค่าสูง ท าให้จ าเป็นที่จะต้องแบ่งเอลิเมนต์ในบริเวณนี้ให้มีขนาดเล็ก โดยการใช้ค าสั่ง sizing ที่ขอบผิวที่
เกิดการสัมผัสและท าการตั้งค่าขนาดเอลิเมนต์ จากการค านวณค่าความกว้างผิวที่เสียรูป 2b โดย
แบบจ าลองคณิตศาสตร์พบว่าค่าการเสียรูปมีค่าไม่ต่ ากว่า 0.1 mm ดังนั้นในที่นี้จึงก าหนดให้เอลิ
เมนต์บริเวณผิวที่เกิดการสัมผัสมีขนาด 0.005 mm ซึ่งมีขนาดเล็กกว่าความกว้างผิวที่เกิดการเสียรูป
มาก ท าให้แน่ใจได้ว่าค่าที่ค านวณได้จะมีความถูกต้อง โดยตัวอย่างการแบ่งเอลิเมนต์ของโมเดล
ฟันเฟืองและจ านวนโหนดและเอลิเมนต์แสดงในรูปที่ 3.6 และการแบ่งเอลิเมนต์โดยละเอียดที่ขอบ
เฟืองบริเวณท่ีเกิดการสัมผัสแสดงในรูปที่ 3.7 

 

 
รูปที่ 3.6 การแบ่งเอลิเมนต์ของโมเดลฟันเฟืองและจ านวนเอลิเมนต์และโหนด [19] 
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รูปที่ 3.7 การแบ่งเอลิเมนต์ที่ขอบที่เกิดการสัมผัส [19] 

 

3.5 การเลือกลักษณะการสัมผัส 

  
 ปัญหาของแข็งที่อยู่ในสมดุลกลส่วนใหญ่จะเป็นในลักษณะวัตถุชิ้นเดียวที่วางอยู่บนจุดรองรับ
หรือถูกยึดติดแล้วมีแรงภายนอกมากระท า แต่ถ้าพิจารณาเป็นระบบของวัตถุที่มีการสัมผัสกัน ค าสั่งนี้
ถึงจะปรากฏขึ้น โดยผู้ใช้งานสามารถเลือกว่าวัตถุใดเป็นวัตถุที่เข้าชนและวัตถุที่ถูกชน นอกจากนั้นยัง
สามารถเลือกว่าลักษณะการสัมผัสของผิววัตถุเป็นไปในลักษณะใดซึ่งรายละเอียดของแต่ละผิวสัมผัส
สามารถกล่าวได้ดังนี้ 

 

Bonded  – ก าหนดให้ผิวสัมผัสของชิ้นส่วนที่ประกอบกันเชื่อมติดกัน และไม่ 

  สามารถแยกจากกันหรือ  ทับซ้อนกันได้  

No Separation – ก าหนดให้ผิวสัมผัสของชิ้นส่วนสามารถเลื่อนไถลได้ แต่ 

  ไม่สามารถแยกออกจากกันหรือทับซ้อนกันได้ 

Rough    – ก าหนดให้ผิวสัมผัสของชิ้นส่วนสามารถแยกออกจากกันได้แต่ 

    ไม่สามารถเลื่อนไถลได้  
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Frictionless   – ก าหนดให้ผิวสัมผัสของชิ้นส่วนสามารถแยกออกจากกันหรือ 

   เลื่อนไถลได้ แต่ไม่ทับซ้อนกัน 

 Frictional   - ก าหนดให้ผิวสัมผัสของชิ้นส่วนสามารถแยกออกจากกันหรือ 

  เลื่อนไถลได้ถ้ามีแรงมากระท ามากกว่าแรงเสียดทานสถิต  

 

โดยการก าหนดรูปแบบการสัมผัสแบบ Bonded และ No Separation ที่ก าหนดให้ผิวสัมผัสเชื่อม
ติดกันจะท าให้พฤติกรรมโครงสร้างของวัตถุเป็นแบบเชิงเส้น ส่วนในกรณีการสัมผัสอ่ืนๆ  ที่เหลือ
พฤติกรรมโครงสร้างของวัตถุจะเป็นแบบไม่เชิงเส้น โดยลักษณะของแต่ละผิวสัมผัสตามที่ได้กล่าวไว้
สามารถเขียนสรุปดังตารางที่ 3.2 โดยกรณีผิวสัมผัสที่ถูกเชื่อมติดกันไม่สามารถแยกออกจากกันได้
หมายถึงช่องว่างระหว่างชิ้นส่วนปิด ส่วนกรณีท่ีผิวสามารถแยกออกจากกันได้หมายถึงช่องว่างเปิด 

 

ตารางที่ 3.2 ชนิดและพฤติกรรมของการสัมผัสแบบต่างๆ 
ลักษณะการสัมผัส ช่องว่างระหว่างชิ้นส่วน ความสามารถในการเลื่อนไถล 

Bonded ปิด ไม่สามารถ 

No Separation ปิด สามารถ , μ = 0 

Rough เปิด ไม่สามารถ , μ =∞ 

Frictionless เปิด สามารถ , μ = 0 

Frictional เปิด สามารถ , ถ้า Fsliding > Ffriction 

  

เพ่ือจ าลองปัญหาฟันเฟืองที่ถูกขบอัดกัน ณ เวลาใกล้เคียงสภาวะหยุดนิ่ง โดยไม่พิจารณาผล
ของแรงเสียดทานตามทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์ ในงานวิจัยนี้จึงได้เลือกให้ผิวสัมผัสบนหน้าฟันเฟือง
เป็นแบบ Frictionless และเพ่ือจัดให้โมเดลเฟืองทั้งคู่สัมผัสกันพอดี จึงเลือกให้โปรแกรมปรับให้
โมเดลเกิดการสัมผัสโดยใช้ค าสั่ง Adjust to Touch นอกจากนั้นเนื่องจากปัญหาการสัมผัสของเฟือง
เป็นปัญหาแบบไม่เชิงเส้น ดังนั้นจึงตั้งให้โปรแกรมมีการค านวณซ้ าโดยใช้ค าสั่ง Update Stiffness – 
Each Iteration และค าสั่งอื่นๆ ตั้งค่าตามรูปที่ 3.8 
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รูปที่ 3.8 การติดตั้งโปรแกรมขั้นตอนการเลือกลักษณะการสัมผัส [19] 

 

3.6 การเลือกรูปแบบจุดรองรับ 

 

 ในการแก้ปัญหาของแข็ งมีความจ า เป็นต้องก าหนดเงื่ อนไขขอบเขต (Boundary 
Conditions) ซึ่งการก าหนดจุดรองรับบนวัตถุก็เป็นรูปแบบหนึ่งโดยก าหนดค่าเคลื่อนตัวที่จุดต่อ
(Node) ในระบบสมการรวม รูปแบบจุดรองรับที่สามารถเลือกได้ สามารถกล่าวได้พอสังเขปดังนี้ 

 

Fixed Support  - ก าหนดให้บริเวณท่ีเลือกไม่สามารถเคลื่อนที่ได้ทุกองศาอิสระ 

Displacement  - ก าหนดให้บริเวณท่ีเลือกไม่สามารถเคลื่อนที่ได้ในองศาอิสระที่ 

                                 เลือก 

Frictionless Support - ก าหนดให้บริเวณท่ีเลือกไม่สามารถเคลื่อนที่ได้ในแนวตั้งฉากกับ 

                                 พ้ืนผิว 
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เพ่ือก าหนดจุดรองรับปัญหาการสัมผัสกันของเฟือง ดังแสดงรูปขยายเน้นส่วนจุดรองรับของปัญหาใน
รูปที่ 3.9 ในที่นี้จึงก าหนดจุดรองรับตามปัญหาดังกล่าวโดยติดตั้งจุดรองรับแบบ Fixed Support 
(แถบ A) ที่ผิวรูเพลาของเฟืองตาม และก าหนดจุดรองรับแบบ Frictionless Support (แถบ B) ที่ผิวรู
เพลาของเฟืองขับยกเว้นในบริเวณร่องลิ่มทั้งสองในโปรแกรม ANSYS โดยแสดงขอบที่ก าหนดจุด
รองรับตามที่กล่าว โดยแสดงเน้นเป็นเส้นหนาในรูปที่ 3.10 

 

 
รูปที่ 3.9 จุดรองรับที่ก าหนดในปัญหา 

 

 
รูปที่ 3.10 การใส่ Fixed Support ที่รูเพลาเฟืองตามและ Frictionless Support ที่รูเพลาเฟืองขับ

ในโปรแกรม ANSYS [19] 
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3.7 การเลือกรูปแบบภาระ 

 

 การก าหนดเงื่อนไขขอบเขตนอกจากรูปแบบรองรับแล้ว อีกวิธีที่เหลือก็คือการก าหนด
รูปแบบภาระ รูปแบบภาระท่ีสามารถก าหนดได้ในโปรแกรม สามารถกล่าวได้พอสังเขปดังนี้ 

 

Pressure  - ก าหนดให้บริเวณท่ีเลือกมีความดันกระท า 

Force   - ก าหนดให้บริเวณท่ีเลือกถูกแรงกระท า 

Moment  - ก าหนดให้บริเวณท่ีเลือกมีโมเมนต์กระท า 

 

เนื่องจากในการศึกษาการสัมผัสกันของเฟืองตรงได้พิจารณาให้ปัญหาเป็นแบบสองมิติ ดังนั้น
ในที่นี้จึงได้ใส่แรงต่อหนึ่งหน่วยความยาวที่มีขนาดสมมูลกับแรงบิด 250 N-m ที่ต าแหน่งร่องลิ่มทั้ง
สองของเฟืองขับตาม การใส่แรงของปัญหาแสดงในรูปที่ 3.11  โดยขยายเน้นในส่วนร่องลิ่มที่ใส่แรง 
ซึ่งการค านวณแรงท่ีใส่แสดงได้ดังต่อไปนี้ 

แรงบิด 250 N-m ที่กระท า มีค่าเทียบเท่ากับผลคูณของแรงสมมูลกับระยะห่างระหว่างแรง
ทั้งสอง ซึ่งวัดจากกึ่งกลางของร่องลิ่มหนึ่งไปยังอีกร่องลิ่มหนึ่ง ซึ่ งคิดเป็นระยะ 32 mm จาก
ความสัมพันธ์นี้จะสามารถหาขนาดแรงสมมูลได้จาก 

 

-3

250 N-m
7812.5 N

32×10  m
F

r


    

 

แรงสมมูลที่ค านวณข้างต้น เป็นแรงรวมที่กระท าบนพ้ืนที่รับแรงของร่องลิ่ม เนื่องจาก
พิจารณาปัญหาเป็นแบบ 2 มิติ ท าให้แรงที่ใส่เข้าในโปรแกรมต้องเป็นแรงต่อความยาวร่องลิ่ม  ซึ่ง
สามารถค านวณได้จากการน าเอาแรงสมมูลหารด้วยความกว้างหน้าฟันของเฟือง ซึ่งมีค่า 20 mm 
ดังนี้ 

1 2 3

7812.5 N
390625 N/m

20 10  m
w w


  


 

 

แรงต่อความยาวที่ค านวณได้จะถูกใส่ลงในโปรแกรมด้วยค าสั่ง Force ที่ต าแหน่งขอบของสองร่องลิ่ม
ของรูเฟืองขับ (แถบ C และ D) ดังแสดงขอบผิวที่ใส่แรงกระท าโดยเน้นขอบด้วยเส้นหนาในโปรแกรม 
ANSYS ในรูปที่ 3.12 
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รูปที่ 3.11 แรงกระจายบนขอบร่องลิ่มทั้งสองที่ก าหนดในปัญหา 

 

 
รูปที่ 3.12 การเลือกขอบผิวที่ใส่แรงบริเวณร่องลิ่มทั้งสองของเฟืองขับในโปรแกรม ANSYS [19] 
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3.8 การค านวณผลลัพธ์ 

 เนื่องจากปัญหาการสัมผัสเป็นปัญหาแบบไม่เชิงเส้น ซึ่งความสัมพันธ์ระหว่างแรงภายนอก
และค่าเคลื่อนตัวเป็นแบบไม่เชิงเส้น ดังนั้นในที่นี้จึงต้องตั้งโปรแกรมให้มีการค านวณแบบท าซ้ า ดัง
แสดงในรูปที่  3.8 โดยในขั้นแรกจะต้องใส่ค่า Normal Stiffness Factor เริ่มต้นเสียก่อน ค่า 
Stiffness นี้จะมีการปรับค่าทุกครั้งที่มีการท าซ้ า จนกว่าจะเกิดการลู่เข้าของแรง นอกจากนี้เมื่ออยู่ใน
ขั้นตอนการค านวณ สามารถเลือกเ พ่ือดูขั้นตอนของการท าซ้ าว่าการค านวณก าลั งลู่ เข้า 
(Convergence) หรือไม่ โดยกดไปที่ Solution  Solution Information และปรับที่ Solution 
Output เป็น Force Convergence ดังแสดงในรูปที่ 3.13 
 

 
รูปที่ 3.13 การปรับค่าการแสดงออกของผลลัพธ์ [19] 

 

โดยโปรแกรมจะแสดงขั้นตอนและจ านวนครั้งการท าซ้ าของการค านวณท่ีแสดงการลู่เข้าของแรง
ภายนอกและแรงภายในดังแสดงในรูปที่ 3.14 

 

 
รูปที่ 3.14 การลู่เข้าของแรง [19] 
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3.9 การเลือกดูผลลัพธ์ 

 

 จากความเข้าใจในระเบียบวีธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในของแข็ง ผลลัพธ์ที่ได้จากการแก้สมการจะได้
ค าตอบในรูปค่าเคลื่อนตัวในแกน X  Y และ Z ที่จุดต่อต่างๆ ซึ่งท าให้สามารถหาค่าความเครียดและ
ความเค้นในจุดต่อใดๆ ได ้นอกจากนี้เมื่อทราบสภาวะความเครียดและความเค้นของจุดต่อใดๆ ท าให้
สามารถหาความเครียดและความเค้นหลักรวมถึงความเค้นฟอนมิสเซสในล าดับถัดมาได้อีกด้วย จากที่
กล่าวมาจะเห็นว่าในโปรแกรมจะสามารถแสดงผลได้มากมายหลายประเภท เช่น การเสียรูป 
(Deformation)  ความเครียดต่างๆ  ความเค้นต่างๆ ฯลฯ โดยโปรแกรมจะแสดงผลออกมาเป็น
ลักษณะของเฉดสีไล่ตามเฉดจากค่ามาก (สีเข้มบริเวณจุดสัมผัส) ไปค่าน้อย (สีอ่อนบริเวณข้างเคียง) 
บนผิวของโมเดลดังแสดงในรูปที่ 3.15 โดยในงานศึกษานี้ได้ประกอบเฟืองให้แนวแรงกดอยู่ในแนว
เดียวกับแกน Y  

 

 
รูปที่ 3.15 ผลลัพธ์ในปัญหาของแข็งในรูปของเฉดสี 
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3.10 สรุป 

 

บทนี้กล่าวถึงการใช้โปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS ในการแก้ปัญหาการสัมผัสกันของฟันเฟือง
พร้อมทั้งสมมุติฐานต่างๆ ได้แก่ การพิจารณาการกระจายแรงตลอดหน้าฟันเป็นแบบสม่ าเสมอและ
เป็นปัญหาความเครียดในระนาบ ผิวหน้าฟันเฟืองไม่มีการท าผิวคราวนิ่ง พิจารณาการขบกันของเฟือง 
ที่ ณ เวลาใกล้เคียงสภาวะหยุดนิ่ง ซึ่งช่วยลดความซับซ้อนของปัญหาและช่วยลดระยะเวลาในการ
ค านวณลง โดยกล่าวถึงการสร้างโมเดลการขบกันของฟันเฟืองและการตั้งโปรแกรมตามเงื่อนไข
ขอบเขตและสภาวะการทดลองต่างๆ โดยภาพรวม  
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บทที ่4 
ผลการค านวณความเค้น  

 
ตามที่ได้กล่าวถึงพ้ืนฐานการค านวณความเค้นโดยผลเฉลยของเฮิรตซ์และวิธีการค านวณโดย

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในบทก่อนหน้า ในบทนี้จะน าวิธีการดังกล่าวมาค านวณปัญหาการสัมผัส
กันของฟันเฟืองจริงและเพ่ือตรวจสอบความถูกต้องของวิธีการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์กับปัญหา
การสัมผัสกันของเฟืองตรง ในที่นี้จึงทดลองประยุกต์ใช้วิธีการดังกล่าวกับปัญหาอย่างง่ายของการกด
กันของจานครึ่งวงกลมก่อน และน าผลไปเปรียบเทียบกับผลลัพธ์จากทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์  

เมื่อตรวจสอบความถูกต้องแล้ว ต่อมาจึงน าวีธีการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ดังกล่าวไป
ประยุกต์ใช้กับปัญหาการขบกันของเฟืองต่างๆ และเปรียบเทียบผลลัพธ์กับผลจากแบบจ าลอง
คณิตศาสตร์ต่อไป นอกจากการค านวณความเค้นแล้ว ในบทนี้ยังได้กล่าวถึงผลของอัตราส่วนการแบ่ง
แรงระหว่างช่วงการขบของฟันเฟืองสองคู่ฟันและความสัมพันธ์ระหว่างพารามิเตอร์ของเฟืองต่างๆ 
กับอัตราส่วนการแบ่งแรงด้วยรวมถึงผลวิจัยของผู้วิจัยอื่นๆ 
  
4.1 การกดกันของจานครึ่งวงกลม 2 อัน 

 

เพ่ือตรวจสอบความถูกต้องในการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการแก้ปัญหาการสัมผัส 
ในเบื้องต้นจึงได้ทดลองใช้วิธีการไฟไนต์เอลิเมนต์กับปัญหาการกดกันของจานครึ่งวงกลมก่อน ดัง
แสดงในรูปที่ 4.1 เนื่องจากปัญหานี้มีผลเฉลยจากทฤษฎีการสัมผัสของเฮริตซ์และสามารถน ามา
เปรียบเทียบเพ่ือประเมินความถูกต้องของวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ได้ ส าหรับเงื่อนไขของปัญหาการกดกัน
ของจานครึ่งวงกลมแสดงในตารางที่ 4.1 

 

ตารางที่ 4.1 เงื่อนไขการทดลองของปัญหาอย่างง่ายของการกดกันของจานครึ่งวงกลม 2 อัน 

รัศมีของจานครึ่งวงกลม (mm) 50 

ความกว้างจาน (mm) 5 

อัตราส่วนปัวซอง 0.3 

ค่ายังโมดูลัส (GPa) 200 

แรงภายนอก (N) 4000 
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รูปที่ 4.1 แผนภาพของปัญหาอย่างง่ายของการกดกันของจานครึ่งวงกลม 2 อัน 

 

การวิเคราะห์ปัญหาการกดกันของจานโดยใช้ทฤษฎีการสัมผัสของเฮริตซ์ 

จากรูปที่ 4.1 จะเห็นได้ว่าจะสามารถประยุกต์ใช้ทฤษฎีของเฮริตซ์กรณีคล้ายทรงกระบอก 2 

อันกดกัน จากสมการที่ 2.21 จะได้ 

 

 

 

 

 

จากสมการที่ 2.20 จะสามารถระยะที่จานกดกัน b ได้จาก 

 

 

 

 

  






 







2

2

2

1

2

1

21

21
112

EERR

RR 

 
  




































9

2

3

23

10200

3.01
2

10502

10502

Nm /1055.4 313






w
b

2

3

13

105

1055.440002










b

0.4814 mmb 



 55 

เมื่อหาค่า b จะสามารถหาความเค้นหลักในแกน X  Y และ Z ที่ผิวได้จากสมการที่ 2.22 ได้ดังนี้ 

 

 

 

 

 

และสามารถหาความเค้นฟอนมิสเซสที่ผิวสัมผัสได้จากสมการที่ 2.24 

 

 

 

 

การประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์กับปัญหาการสัมผัสของจานครึ่งวงกลม 

ผลการค านวณด้วยระเบียบวีธีไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยโปรแกรมส าเร็จรูปท าได้โดยตั้งค่า

โปรแกรมให้ตรงกับเงื่อนไขการทดลองตามดังรูปที่ 4.1 โดยตั้งค่าคุณสมบัติของวัสดุตามเงื่อนไขการ

ทดลองและใส่แรงขนาด 4000 N บนผิวสี่เหลี่ยมด้านบนของจานครึ่งวงกลมบนและตั้ง Fixed 

Support ที่ผิวสี่เหลี่ยมของจานครึ่งวงกลมล่าง นอกจากนั้นยังตั้งลักษณะการสัมผัสระหว่างผิวโค้งเป็น

แบบ Frictionless 

ผลการค านวณต่างๆ สามารถแสดงได้ดังรูปที่ 4.2-4.6 โดยแถบสี Contour ในแต่ละรูปแสดง

ระดับของค่าความเค้นที่เกิดขึ้น โดยบริเวณที่มีสีเข้มที่ต าแหน่งผิวสัมผัสแสดงว่ามีค่าความเค้นมากใน

กรณีของความเค้นฟอนมิสเซส ส่วนค่าความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X Y Z จะมีค่าน้อยที่สุด (ติดลบ) 

เนื่องจากเป็นความเค้นกด โดยแถบสีจะมีสีแตกต่างกันไปตามระดับค่าความเค้นที่เปลี่ยนแปลงไป  
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รูปที่ 4.2 รูปแบบความเค้นในแนวแกน X ของการกดกันของจานครึ่งวงกลม 2 อัน 
 

 

รูปที่ 4.3 รูปแบบความเค้นในแนวแกน Y ของการกดกันของจานครึ่งวงกลม 2 อัน 
 

X 
Y 

X 
Y 
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รูปที่ 4.4 รูปแบบความเค้นในแนวแกน Z ของการกดกันของจานครึ่งวงกลม 2 อัน 
 
 

 
รูปที่ 4.5 รูปแบบความเค้นเฉือน XY ของการกดกันของจานครึ่งวงกลม 2 อัน 

X 
Y 

X 
Y 
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รูปที่ 4.6 รูปแบบความเค้นฟอนมิสเซสของการกดกันของจานครึ่งวงกลม 2 อัน 
 

ค่าความเค้นในแกนต่างๆ และความเค้นฟอนมิสเซสที่บริเวณขอบผิวสัมผัส สามารถเก็บค่าได้ 

โดยเลือกขอบผิวที่จะเก็บค่า ดังแสดงตัวอย่างขอบผิวในรูปที่ 4.7 และค่าการกระจายความเค้นที่อ่าน

ได้ในแนวแกน X Y Z ค่าความเค้นเฉือน XY และความเค้นฟอนมิสเซสแสดงในรูปที่ 4.8 (ก) -(จ) 

ตามล าดับ ส าหรับค่าความเค้นที่มากที่สุดในแต่ละทิศทางจะถูกน าไปเปรียบเทียบกับผลที่ได้จากการ

วิเคราะห์โดยทฤษฎีของเฮิรตซ์ต่อไป 

เนื่องจากค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) นั้นไม่สามารถค านวณจากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์

ได้โดยตรง เพราะฉะนั้นในที่นี้จะวิเคราะห์ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) โดยพิจารณาจากค่า

ความเค้นฟอนมิสเซสที่เกิดขึ้นบนขอบของผิวสัมผัส โดยบริเวณที่มีค่าความเค้นฟอนมิสเซสสูงกว่า

บริเวณข้างเคียงจะแสดงถึงเป็นบริเวณที่เกิดการกดกันของวัตถุ ซึ่ งความยาวของบริเวณดังกล่าว

สามารถเปรียบเทียบกับค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) ซึ่งค านวณจากทฤษฎีของเฮิรตซ์ได้ 

 

รูปที่ 4.7 บริเวณผิวที่ถูกเลือก 

X 
Y 
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(ก) Normal X  

 
(ข) Normal Y 

 
(ค) Normal Z 

 

(ง) Shear XY 

 

(จ) Von Mises 

รูปที่ 4.8 การกระจายค่าความเค้นต่างๆ ของขอบผิวที่ถูกเลือกวัดจากจากจุด 1 ไปยังจุด 2 ของ
ปัญหาจานครึ่งวงกลมกดกัน 
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เมื่อเปรียบเทียบค่าความเค้นเฉือนที่จุดสัมผัสที่อ่านได้ กับความเค้นในแนวดิ่ง (แกน Y) ดัง
แสดงในรูปที่ 4.9 จะพบว่าในบริเวณนี้ค่าความเค้นเฉือนมีการเปลี่ยนแปลงจากค่าบวกไปเป็นค่าลบ 
และท่ีต าแหน่งสัมผัสซึ่งความเค้นในแนวดิ่งมีขนาดมากที่สุดเท่ากับ -1056.7 MPa ค่าความเค้นเฉือนมี
ค่าเพียง -0.3059 MPa เท่านั้น ซึ่งมีค่าน้อยกว่าความเค้นในทิศทางแกน Y มาก ค่าที่ได้นี้สอดคล้อง
กับการค านวณตามทฤษฎีของเฮิรตซ์ ที่กล่าวว่าความเค้นเฉือนบริเวณจุดสัมผัสจะมีค่าเท่ากับศูนย์ 
และเม่ือพิจารณาเปรียบเทียบกับความเค้นในทิศทางอ่ืนๆ ก็จะได้ผลในท านองเดียวกัน 

ด้วยเหตุที่ความเค้นเฉือนมีค่าน้อย และค่าทางทฤษฎีมีค่าเท่ากับศูนย์ ในที่นี้จึงค านวณและ
เก็บเฉพาะค่าความเค้นในแนวแกน X Y Z ค่าความเค้นฟอนมิสเซส และค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสีย
รูป (2b) เท่านั้น  

 
รูปที่ 4.9 ค่าความเค้นในแนวแกน Y และ ค่าความเค้นเฉือน XY บริเวณขอบผิว ณ ต าแหน่งจุดที่เกิด

การสัมผัสของจานครึ่งวงกลม 
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ตารางที่ 4.2 ค่าความเค้นในทิศทางต่างๆ ที่จุดสัมผัส และความกว้างผิวสัมผัสของปัญหาการกดกัน
ของจานครึ่งวงกลม ด้วยวิธีวิเคราะห์ด้วยทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

ค่าความเค้นต่างๆ วิธีวิเคราะห์ วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ความแตกต่าง (%) 

ความเค้นในแกน X -1058 MPa -1059 MPa 0.0945 

ความเค้นในแกน Y -1058 MPa -1057 MPa 0.0945 

ความเค้นในแกน Z -634.8 MPa -634.7 MPa 0.0158 

ความเค้นฟอนมิสเซส 423.2 MPa 423.1 MPa 0.0236 

ความกว้างผิวสัมผัสที่
เสียรูป (2b) 

0.9628 mm 0.992 mm 3.0328 

 

ตารางที่ 4.2 แสดงการเปรียบเทียบค่าความเค้นที่ค านวณได้จากท้ังสองวิธีตามที่ได้อธิบายมา
ข้างต้น จากตารางพบว่า ค่าความเค้นในแกนต่างๆ ค่าความเค้นฟอนมิสเซสและความกว้างผิวสัมผัสที่
เสียรูปพบว่ามีค่าใกล้เคียงกัน จึงเป็นการยืนยันว่าระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์สามารถใช้ในการ
แก้ปัญหาการสัมผัสได้และวิธีการที่ใช้ในการหาค่าความเค้นบนผิวสัมผัสเฟืองตรงนั้นมีความถูกต้อง 

 

4.2 ผลการค านวณในปัญหาการขบกันของเฟืองตรง 

  
 ในงานศึกษานี้ได้ท าการศึกษาปัญหาการสัมผัสเฟืองตรงที่มีอัตราทด 1 : 1 โดยเฟืองมีความ
กว้างหน้าฟัน 20 mm และท าจากวัสดุ Structural Steel ที่มีค่าอัตราส่วนปัวซอง 0.3 และค่ายัง
โมดูลัส 200 GPa ภาระที่กระท ากับคู่เฟืองมีค่าเท่ากับ 250 N-m และเพ่ือศึกษาผลของพารามิเตอร์
ต่างๆ ต่ออัตราส่วนการแบ่งภาระบนหน้าฟันเฟือง ในการศึกษานี้จึงมีการปรับเปลี่ยนพารามิเตอร์
ต่างๆ ของชุดเฟืองได้แก่ โมดูล มุมกด และจ านวนซี่ฟัน โดยข้อมูลจ าเพาะและสภาวะการท างานของ
ชุดเฟืองสามารถสรุปได้สรุปไว้แล้วในตารางที ่3.1 และน ามาแสดงอีกครั้งนึงในตารางที่ 4.3 
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ตารางที่ 4.3 ข้อมูลจ าเพาะเฟืองตรงและสภาวะการท างานที่ใช้ในการค านวณ 

พารามิเตอร์ของ
เฟือง 

ชุดเฟือง 

A B C D E F G H I 

จ านวนฟัน (ซี่) 30 30 30 30 30 30 45 60 36 

โมดูล (mm) 3 2 4 5 3 3 2 2 2.5 

มุมกด (องศา) 20 20 20 20 14.5 25 20 20 20 

 

การค านวณค่าความเค้นโดยผลเฉลยของเฮิรตซ์ที่อัตราส่วนการแบ่งแรงต่างๆ ได้แก่ 33 : 67 
45 : 55 และ 50 : 50 จะได้ความเค้นที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ตลอดรอบการขบ ค่าที่ได้นี้จะน ามา
เปรียบเทียบกับค่าความเค้นซึ่งหาจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยจะเปรียบเทียบค่าความเค้นตั้ง
ฉากในแนวแกน X Y Z ค่าความเค้นฟอนมิสเซส และความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป และหาค่า
อัตราส่วนการแบ่งภาระขณะเกิดการขบสองคู่ฟันที่เหมาะสมส าหรับเฟืองตรงนั้นๆ โดยในการศึกษา
เบื้องต้นด้วยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จะท าค านวณในลักษณะปัญหาสองมิติก่อน เนื่องจากใช้เวลาในการ
ค านวณน้อยกว่าการพิจารณาเป็นแบบสามมิติ แต่อย่างไรก็ตามในการศึกษานี้ท าการค านวณโดย
พิจารณาเป็นแบบสามมิติด้วยในเฟืองบางชุดเพ่ือเป็นการตรวจสอบวิธีการค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟ
ไนต์เอลิเมนต์และเสนอเป็นแนวทางเพ่ือไปประยุกต์ใช้กับเฟืองชนิดอ่ืนๆ ที่มีรูปร่างซับซ้อนกว่าเฟือง
ตรงต่อไป 

 ผลการค านวณด้วยระเบียบวีธีไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาการขบกันของเฟืองตรงท าได้
โดยประกอบชุดเฟืองให้มีต าแหน่งการขบตามที่ต้องการในโปรแกรม CATIA แล้วจึงน าเข้าโมเดลชุด
เฟืองเข้ามาในโปรแกรม ANSYS หลังจากนั้นจึงตั้งค่าโปรแกรมให้ตรงกับเงื่อนไขการท างาน โดย
ตัวอย่างในกรณีของเฟืองชุด A สามารถแสดงได้ดังรูปที่ 4.10-4.14 โดยในแต่ละรูปแสดงถึงแถบสี 
(Contour) ซึ่งแสดงระดับของค่าความเค้น โดยผลการค านวณของเฟืองชุดต่างๆ จะแสดงใน
ภาคผนวก ฉ. 
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รูปที่ 4.10 รูปแบบความเค้นตั้งฉากในแกน X ของการกดกันของเฟืองตรง 

 

 
รูปที่ 4.11 รูปแบบความเค้นตั้งฉากในแกน Y ของการกดกันของเฟืองตรง 

X 
Y 

X 
Y 
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รูปที่ 4.12 รูปแบบความเค้นตั้งฉากในแกน Z ของการกดกันของเฟืองตรง 

 

 
รูปที่ 4.13 รูปแบบความเค้นเฉือน XY ของการกดกันของเฟืองตรง 

X 
Y 

X 
Y 
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รูปที่ 4.14 รูปแบบความเค้นฟอนมิสเซสของการกดกันของเฟืองตรง 

 
นอกจากการแสดงผลโดยรูปแบบแถบสีดังรูปที่ 4.10– 4.14 แล้ว ในที่นี้ยังเก็บข้อมูลค่าความ

เค้นต่างๆ ได้แก่ ค่าความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X Y และ X ค่าความเค้นเฉือน XY ค่าความเค้นฟอน
มิสเซส ในบริเวณท่ีใกล้กับจุดสัมผัส  โดยรูปที่ 4.15 แสดงขอบผิวที่เลือก ส่วนค่าการกระจายค่าความ
เค้นในแนวแกน X Y Z ความเค้นเฉือน XY ความเค้นฟอนมิสเซส และความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป 
(2b) ของบริเวณดังกล่าวแสดงในรูปที่ 4.16 (ก) -(จ) ตามล าดับ  

 

 
รูปที่ 4.15 ต าแหน่งเก็บค่าความเค้นที่ผิวสัมผัสของการกดกันของเฟืองตรง 

 

X 
Y 
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(ก) Normal X 

 
(ข) Normal Y 

 
(ค) Normal Z 

 
(ง) Shear XY 

 
(จ) Von Mises 

รูปที่ 4.16 การกระจายค่าความเค้นต่างๆ ของขอบผิวที่ถูกเลือกวัดจากจากจุด 1 ไปยังจุด 2 ของ
ปัญหาการสัมผัสของเฟืองตรง 
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จากรูปที่ 4.16 พบว่าการกระจายความเค้นตั้งฉาก X Y Z และค่าความเค้นฟอนมิสเซสที่บริ
เวณผิวสัมผัสมีลักษณะเป็นรูปครึ่งวงกลมโดยมีแอ่งโค้งเว้าเข้าด้านในที่บริเวณตรงกลาง เมื่อพิจารณา
การค านวณแบบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ เนื่องจากในที่นี้พิจารณาปัญหาของแข็งในช่วงที่พฤติกรรม
โครงสร้างอยู่ในช่วงขอบเขตการแปรผันตรงจึงไม่เกิดการเสียรูปแบบพลาสติก นอกจากนั้นเมื่อ
พิจารณาการเสียรูปของเฟืองตรงบริเวณผิวสัมผัสหลังการค านวณค่าความเค้นไม่พบบริเวณที่โมเดล
เฟืองเกิดการทับซ้อนกัน นอกจากนี้เนื่องจากกรณีการขบกันของฟันเฟืองตรงมีลักษณะการสัมผัส
ระหว่างชิ้นส่วนสองชิ้นที่ไม่สมมาตรกันเหมือนกรณีพ้ืนฐาน ดังนั้นบริเวณท่ีเกิดการสัมผัสของฟันเฟือง
ตรงจึงมีแรงเฉือนเกิดขึ้นด้วย และท าให้เกิดการเสียรูปในแนวแกน X รวมทั้งท าให้ลักษณะการเสียรูป
ในแนวแกน Y ของเฟืองขับและเฟืองตามที่บริเวณสัมผัสไม่สมมาตรกันดังรูปที่ 4.17 โดยต าแหน่งที่มี
การเสียรูปมากในทิศทางแกน Y ของเฟืองขับ (ชิ้นส่วนบน) จะปรากฎในทิศทาง –X เมื่อเทียบกับ
กึ่งกลางจุดสัมผัส ส่วนต าแหน่งที่มีการเสียรูปมากของเฟืองตาม (ชิ้นส่วนล่าง) จะปรากฎในทิศทาง 
+X เมื่อค านวณค่าความเครียดที่ต าแหน่งสัมผัสในแนวแกน Y จากค่าการเสียรูปในแนวแกน Y ของทั้ง
เฟืองขับและเฟืองตาม และพิจารณาปฏิสัมพันธ์ระหว่างคู่เฟือง จึงได้ความเครียดในแนวแกน Y มี
ลักษณะโค้งเว้าตามดังรูปที่ 4.18 ซึ่งส่งผลให้เกิดแอ่งโค้งเว้าเข้าด้านในที่บริเวณตรงกลางของการ
กระจายค่าความเค้นในแนวแกนต่างๆ ในรูปที่ 4.16 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
รปูที่ 4.17 ลักษณะการเสียรูปตามแนวแกน Y ของเฟืองขับและเฟืองตาม 

 
 

 

X 
Y 

กึ่งกลางจุดสมัผัส 
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รูปที่ 4.18 ลักษณะค่าความเครียดในแนวแกน Y บริเวณสัมผัส 

 
 เมื่อเปรียบเทียบค่าความเค้นเฉือนที่จุดสัมผัสที่อ่านได้ที่บริเวณขอบผิวฟัน กับความเค้นใน

แนวดิ่ง (แกน Y) ดังแสดงในรูปที่ 4.19 จะพบว่าในบริเวณนี้ค่าความเค้นเฉือนมีการเปลี่ยนแปลงจาก
ค่าบวกไปเป็นค่าลบ และที่ต าแหน่งสัมผัสซึ่งความเค้นในแนวดิ่งมีขนาดมากที่สุดเท่ากับ -1276.7 
MPa ส่วนค่าความเค้นเฉือนมีค่าเพียง -8.3983 MPa เท่านั้น ซึ่งมีค่าน้อยกว่าความเค้นในทิศทางแกน 
Y มาก และเมื่อพิจารณาเปรียบเทียบกับความเค้นในทิศทางอ่ืนๆ ก็จะได้ผลในท านองเดียวกัน 

ดังนั้น ส าหรับปัญหาการสัมผัสของฟันเฟืองตรงจะท าการค านวณและเก็บค่าเฉพาะค่าความ
เค้นในแนวแกน X Y Z ค่าความเค้นฟอนมิสเซส และค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) จากวิธีไฟ
ไนต์เอลิเมนต์ตามวิธีการที่ได้กล่าวมา และน ามาเปรียบเทียบกับค่าที่ได้จากวิธีวิเคราะห์ด้วยทฤษฎีการ 
สัมผัสของเฮริตซ์  

X 
Y 
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รูปที่ 4.19 ค่าความเค้นในแนวแกน Y และค่าความเค้นเฉือน XY บริเวณขอบผิว ณ ต าแหน่งจุดที่เกิด

การสัมผัสของเฟืองตรง 
 

 

4.2.1 ผลการค านวณของชุดเฟืองต่างๆ 

 

 ในหัวข้อนี้ได้แสดงผลการค านวณค่าความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X Y Z ค่าความเค้นฟอนมิส
เซสและค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) ของชุดเฟือง A - I จากการค านวณโดยระเบียบวิธีไฟไนต์
เอลิเมนต์และจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์ที่อัตราส่วนการแบ่งแรง (Load Sharing Ratio : LSR) 
ในช่วงการขบสองคู่ฟันค่าต่างๆ ได้แก่ 33 : 67  45 : 55 และ 50 : 50 ที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ตลอด
รอบการขบของเฟือง ในรูปที่ 4.20 – 4.28 (ก) – (จ) แสดงค่าความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X Y Z ค่า
ความเค้นฟอนมิสเซส และค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) ตามล าดับ โดยแกนนอนของกราฟ
แสดงถึงจุดค านวณที่ต าแหน่งการขบต่างๆ โดยบอกต าแหน่งของการขบเป็นอัตราส่วนระหว่าง
ระยะทางที่วัดจากต าแหน่งเริ่มต้นการขบจนถึงต าแหน่งที่เกิดการขบ ณ ขณะนั้นตามทิศทางแนวแรง
กดเทียบกับระยะหนึ่งเบสพิตซ ์

จากรูปพบว่าขนาดของค่าความเค้นในแนวแกนตั้งฉากต่างๆ ค่าความเค้นฟอนมิสเซส และค่า
ความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) มีลักษณะเป็นขั้นบันไดโดยจะมีค่ามากในช่วงที่เกิดการสัมผัสกัน
หนึ่งคู่ฟันเนื่องจากแรงทั้งหมดกระท าที่จุดสัมผัสเดียว ส่วนในช่วงที่ค่าน้อยกว่าเป็นช่วงที่เกิดการ
สัมผัสกันสองคู่ฟันเนื่องจากจุดสัมผัสสองจุดช่วยกันรับแรงท าให้แรงและความเค้นที่เกิดตรงจุดสัมผัสมี
ค่าลดลง นอกจากนั้นในช่วงเริ่มต้นการขบจนถึงช่วงเริ่มต้นการขบฟันเดียว ค่าความเค้นและค่าการ
เสียรูปจะมีค่าเพ่ิมขึ้น ส่วนในช่วงสิ้นสุดการขบฟันเดียวจนถึงต าแหน่งสิ้นสุดการขบ ค่าความเค้นและ

Shear XY 

Normal Y 
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ค่าการเสียรูปจะมีค่าลดลง โดยความกว้างของช่วงที่ค่าความเค้นและค่าการเสียรูปมีค่ามากหรือเกิด
การขบหนึ่งคู่ฟันจะขึ้นกับพารามิเตอร์ต่างๆ ของเฟืองชุดนั้นๆ ซึ่งแสดงได้โดยค่าอัตราส่วนการขบของ
เฟืองที่แตกต่างกัน ส่วนลักษณะของค่าความเค้นในช่วงการขบสองคู่ฟันและหนึ่งคู่ฟันจะขึ้นกับรัศมี
การสัมผัส ขณะที่เกิดการสัมผัส ซึ่งจะมีค่าแตกต่างกันในแต่ละต าแหน่งการขบและมีค่าแตกต่างกันใน
แต่ละชุดเฟือง นอกจากนั้นจะพบว่าผลการค านวณจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และจากระเบียบวิธีไฟ
ไนต์เอลิเมนต์มีความสอดคล้องกันคือค่าความเค้นต่างๆ และค่าการเสียรูปมีลักษณะเป็นขั้นบันไดโดย
มีขนาดเพิ่มขึ้นในช่วงเริ่มต้นการขบจนถึงช่วงเริ่มต้นการขบหนึ่งคู่ฟัน และมีขนาดน้อยลงในช่วงสิ้นสุด
การขบหนึ่งคู่ฟันจนถึงต าแหน่งสิ้นสุดการขบเหมือนกัน นอกจากนี้ยังมีขนาดเดียวกันด้วย  

จากผลลัพธ์ที่ได้เป็นที่น่าสังเกตว่าความเค้นที่ค านวณได้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ จะเป็นผล
จากทั้งการสัมผัสของผิวฟันและการดัดของฟัน อย่างไรก็ตามขนาดของความเค้นที่ได้จากวิธีไฟไนต์เอ
ลิเมนต์มีขนาดใกล้เคียงกับค่าความเค้นที่ค านวณได้โดยสมการของเฮิรตซ์ ซึ่งแสดงให้เห็นว่ าที่จุด
สัมผัส ผลความเค้นจากการดัดของฟันเฟืองมีค่าน้อยและสามารถประมาณค่าความเค้นได้โดยความ
เค้นสัมผัสเพียงอย่างเดียว 
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                                (ก)                                                      (ข) 

  
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)   

 
รูปที่ 4.20 การเปรียบเทียบผลการค านวณจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และค่าจากระเบียบวิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์ของชุดเฟือง A 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50  ANSYS

Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

0                0.5                1              1.5 

Base Pitch 

0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ 4.21 การเปรียบเทียบผลการค านวณจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และค่าจากระเบียบวิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์ของชุดเฟือง B 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50  ANSYS

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ 4.22 การเปรียบเทียบผลการค านวณจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และค่าจากระเบียบวิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์ของชุดเฟือง C 

-1000

-800

-600

-400

-200

0

0 200 400 600

St
re

ss
 (M

Pa
)

Meshing position 

-1000

-800

-600

-400

-200

0

0 200 400 600

St
re

ss
 (M

Pa
)

Meshing position

-600

-500

-400

-300

-200

-100

0

0 200 400 600

St
re

ss
 (M

Pa
)

Meshing position

0

50

100

150

200

250

300

350

400

0 200 400 600

St
re

ss
 (M

Pa
)

Meshing position

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 200 400 600

Le
ng

th
 (m

m
)

Meshing position

 
(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50  ANSYS

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                 0.5                 1               1.5 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
(จ) 

 
รูปที่ 4.23 การเปรียบเทียบผลการค านวณจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และค่าจากระเบียบวิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์ของชุดเฟือง D 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50  ANSYS

Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ 4.24 การเปรียบเทียบผลการค านวณจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และค่าจากระเบียบวิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์ของชุดเฟือง E  
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50  ANSYS

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

 0              0.5              1            1.5            2  0              0.5              1            1.5            2 

 0              0.5              1            1.5            2 0              0.5              1            1.5            2 

0              0.5              1            1.5            2 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ 4.25 การเปรียบเทียบผลการค านวณจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และค่าจากระเบียบวิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์ของชุดเฟือง F 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50  ANSYS

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

 0        0.25     0.5      0.75        1      1.5       2    
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 0        0.25     0.5      0.75        1      1.5       2    
2 

0        0.25      0.5      0.75        1       1.5       2    
2 

0        0.25      0.5      0.75        1       1.5       2    
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0        0.25      0.5      0.75        1       1.5       2    
2 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ 4.26 การเปรียบเทียบผลการค านวณจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และค่าจากระเบียบวิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์ของชุดเฟือง G 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50  ANSYS

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ 4.27 การเปรียบเทียบผลการค านวณจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และค่าจากระเบียบวิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์ของชุดเฟือง H 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50  ANSYS

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

Base Pitch 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 



 79 

 
                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ 4.28 การเปรียบเทียบผลการค านวณจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และค่าจากระเบียบวิธีไฟไนต์

เอลิเมนต์ของชุดเฟือง I 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50  ANSYS

Base Pitch Base Pitch 
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Base Pitch 

Base Pitch 

0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 

0                0.5                 1                1.5 
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4.2.2 อัตราส่วนการแบ่งภาระขณะฟันเฟืองขบกัน 2 ฟัน 

 

จากผลในหัวข้อที่แล้วจะเห็นว่าสัดส่วนการแบ่งภาระขณะเกิดการขบสองคู่ฟันของแต่ละชุด
เฟืองจะมีค่าไม่เท่ากัน โดยจะมีค่าแปรเปลี่ยนในช่วง 33 : 67 จนถึง 50 : 50 หากสามารถทราบทราบ
ค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงและเลือกใช้ได้เหมาะสมก็จะสามารถค านวณค่าความเค้นบนหน้าฟันเฟือง
ด้วยสมการของเฮิรตซ์ได้โดยง่าย 

ในหัวข้อนี้จะแสดงตัวอย่างการค านวณค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ ระหว่างผลจาก
แบบจ าลองคณิตศาสตร์ที่อัตราส่วนการแบ่งแรงต่างๆ ได้แก่ 33 : 67  45 : 55 และ 50 : 50 กับผล
จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของชุดเฟือง A ดังแสดงในรูปที่ 4.29 (ก) – 
(จ)  โดยแสดงค่าความแตกต่างของความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X Y Z ความเค้นฟอนมิสเซส และค่า
ความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) ตามล าดับ ค่าความแตกต่างระหว่างผลจากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และ
สมการของเฮิรตซ์เนื่องจากอัตราส่วนการแบ่งแรงมีค่าแตกต่างกันจะเกิดในช่วงที่ฟันขบกันสองคู่ฟัน
เท่านั้น ซึ่งส่วนที่พิจารณานี้จะแสดงในแถบสีขาวในรูปที่ 4.29 ส่วนในช่วงที่เกิดการขบหนึ่งคู่ฟัน 
อัตราส่วนการแบ่งแรงมีค่าเป็น 100 % ดังนั้นค่าความแตกต่างของแบบจ าลองคณิตศาสตร์ที่ใช้
อัตราส่วนการแบ่งแรงค่าต่างๆ กับวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จึงมีค่าเท่ากันดังแสดงในแถบสีเทา ในการเลือก
ค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสมส าหรับชุดเฟืองพิจารณาโดยหาค่าเฉลี่ยและค่าเบี่ยงเบน
มาตรฐานของความแตกต่างของค่าความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X Y Z และ
ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูปของชุดเฟืองต่างๆ ดังแสดงในตารางที่ 4.4 จากตารางสามารถเลือก
อัตราส่วนการแบ่งแรงซึ่งมีความแตกต่างของค่าต่างๆ ที่น้อยทีสุ่ดได้ ซึ่งแสดงว่าอัตราส่วนการแบ่งแรง
นั้นมีความเหมาะสมส าหรับชุดเฟืองนั้นๆ ในส่วนของค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานที่มีค่าน้อยแสดงว่าชุด
ข้อมูลมีการกระจายตัวสม่ าเสมอ ซึ่งแสดงว่าผลลัพธ์ระหว่างสองวิธีที่อัตราส่วนการแบ่งแรงนั้นๆ มี
ความสอดคล้องกัน  

จากตารางที่ 4.4 ค่าเฉลี่ยและค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานของค่าความแตกต่างระหว่างสองวิธีของ
ค่าความเค้นต่างๆ ในชุดเฟือง A ที่อัตราส่วนการแบ่งแรง 33 : 67 มีค่าน้อยท่ีสุด แต่ค่าความแตกต่าง
ของความกว้างของผิวสัมผัสที่เสียรูปที่มีค่าน้อยสุดที่อัตราส่วนการแบ่งแรง 50 : 50 อย่างไรก็ตาม
โดยรวมแล้วถือว่าค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงท่ี 33 : 67 เหมาะสมที่สุดส าหรับชุดเฟือง A  
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                              (จ)   

 
รูปที่ 4.29 ค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ระหว่างผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์กับผลจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง A 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

0                 0.5                 1                1.5 0                0.5                 1                1.5 

0                0.5                 1                1.5 0                0.5                 1                1.5 

0                0.5                 1                1.5 
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ตารางที่ 4.4 ข้อมูลทางสถิติของค่าความแตกต่างต่างๆ ของชุดเฟือง A 

ตัวแปรที่เปรียบเทียบ 
ค่าเฉลี่ย ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

33 : 67 45 : 55 50 : 50 33 : 67 45 : 55 50 : 50 

ค่าความเค้นตั้งฉากใน
แนวแกน X 

5.449 7.106 8.379 4.529 6.692 7.616 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Y 

5.058 7.457 9.004 3.460 4.229 5.178 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Z 

4.668 7.153 8.556 4.174 6.289 7.342 

ค่าความเค้นฟอนมิสเซส 4.415 6.673 8.194 3.262 4.962 5.983 

ความกว้างผิวสัมผัสที่เสีย
รูป 

16.235 13.700 13.088 10.776 5.158 4.818 

 
 ในท านองเดียวกัน เมื่อใช้หลักการดังกล่าวพิจารณาหาอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสม
ส าหรับชุดเฟืองต่างๆ จะสามารถหาอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสมได้ดังสรุปในตารางที่ 4.5 โดย
ชุดเฟือง A B และ E มีค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงท่ีเหมาะสมที่สุดคือค่า 33 : 67 ส่วนชุดเฟือง C D F G 
H และ I มีค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสมคือค่าในช่วง 45 : 55 ถึง 50 : 50 ส าหรับรายละเอียด
ผลการค านวณค่าความแตกต่างระหว่างวิธีทั้งสอง และผลการค านวณค่าเฉลี่ยและค่าเบี่ยงเบน
มาตรฐานของค่าความแตกต่างที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของชุดเฟืองอ่ืนๆ จะแสดงในภาคผนวก ช. 
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ตารางที่ 4.5 อัตราการแบ่งแรงที่เหมาะสมส าหรับชุดเฟืองต่างๆ 

พารามิเตอร์ของ
เฟือง 

ชุดเฟือง 

A B C D E F G H I 

จ านวนฟัน (ซี่) 30 30 30 30 30 30 45 60 36 

โมดูล (mm) 3 2 4 5 3 3 2 2 2.5 

มุมกด (องศา) 20 20 20 20 14.5 25 20 20 20 

อัตราส่วนการ
แบ่งแรง 

33:67 33:67 45:55 

-
50:50 

45:55 

-
50:50 

33:67 45:55 

-
50:50 

45:55 

-
50:50 

45:55 

-
50:50 

45:55 

-
50:50 

 

4.3 การหาความสัมพันธ์ระหว่างพารามิเตอร์ของเฟืองต่างๆ กับค่าอัตราส่วนการแบ่งแรง 

 
 เนื่องจากเฟืองที่มีพารามิเตอร์แตกต่างกันจะมีอัตราส่วนการแบ่งแรงแตกต่างกัน ดังนั้นหาก
ทราบความสัมพันธ์ระหว่างพารามิเตอร์ของเฟืองกับอัตราส่วนการแบ่งแรง จะท าให้สามารถเลือกใช้
อัตราส่วนการแบ่งแรงประกอบกับผลเฉลยของเฮิรตซ์เพ่ือประมาณความเค้นได้แม่นย ายิ่งขึ้น ในหัวข้อ
นี้ได้พยายามหาความสัมพันธ์ระหว่างพารามิเตอร์ของเฟืองต่างๆ กับค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงเพ่ือ
คาดการณ์อัตราส่วนการแบ่งแรงท่ีเหมาะสมส าหรับชุดเฟืองใดๆ โดยท าการพลอต กราฟความสัมพันธ์
ระหว่างพารามิเตอร์ของเฟืองต่างๆ กับค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงดังรูปที่ 4.25 – 4.29 โดยแกน Y 
แสดงอัตราส่วนการแบ่งแรงออกเป็น 2 ค่าได้แก่ ค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงค่า 33 : 67 และช่วง 45 : 
55 – 50 : 50 ตามล าดับ และชุดเฟืองที่มีค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงที่ 33 : 67 จะแสดงสัญลักษณ์เป็น
รูปสี่เหลี่ยม ส่วนชุดเฟืองที่มีค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงในช่วง 45 : 55 – 50 : 50 จะแสดงสัญลักษณ์
เป็นรูปวงกลม โดยแสดงสัญลักษณ์แทนชุดเฟืองต่างๆ ในรูปที่ 4.30 
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รูปที่ 4.30 สัญลักษณ์แทนชุดเฟืองต่างๆ 

 
 

4.3.1 ผลของพารามิเตอร์ต่างๆ ของเฟืองตรงกับอัตราส่วนการแบ่งแรง 
 
 รูปที่ 4.31 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนการแบ่งแรงของชุดเฟืองที่มีค่าโมดูลแตกต่าง
กันตั้งแต่โมดูล 2 ถึงโมดูล 5 มม. โดยชุดเฟืองที่น ามาแสดงจะมีพารามิเตอร์อ่ืนๆ เหมือนกันได้แก่ มี
มุมกด 20 องศา และจ านวนฟัน 30 ซี่ จากรูปพบว่าเมื่อค่าโมดูลมีค่าเพ่ิมมากขึ้นค่าอัตราส่วนการแบ่ง
แรงระหว่างฟันทั้งสองคู่จะมีค่าใกล้เคียงกันมากขึ้น (อัตราส่วนการแบ่งแรงเข้าใกล้ 50 : 50) รูปที่ 
4.32 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนการแบ่งแรงกับชุดเฟืองที่มีมุมกดแตกต่างกัน โดยมีค่ามุม
กด 20 14.5  และ 25 องศา ตามล าดับ ส าหรับพารามิเตอร์อื่นๆ ของเฟืองจะมีค่าเท่ากัน คือมีจ านวน 
30 ฟันและโมดูลเท่ากับ 3 mm จากรูปพบว่า เมื่อค่ามุมกดมีค่าเพ่ิมมากขึ้นค่าอัตราส่วนการแบ่งแรง
จะมีค่าใกล้เคียงกันมากขึ้น รูปที่ 4.33 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนการแบ่งแรงกับจ านวน
ฟันโดยชุดเฟืองที่น ามาเปรียบเทียบจะมีมุมกด 20 องศา โมดูล 2 mm เหมือนกันแต่มีจ านวนฟัน
แตกต่างกัน โดยมีจ านวนฟัน 30 45 และ 60 ซี่ ตามล าดับ จากรูปพบว่าเมื่อค่าจ านวนฟันมีค่าเพ่ิม
มากขึ้นค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงจะมีค่าใกล้เคียงกันมากขึ้น รูปที่ 4.34 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง
อัตราส่วนการแบ่งแรงกับอัตราส่วนการขบของชุดเฟือง A – I จากรูปไม่พบความสัมพันธ์ชัดเจน
ระหว่างอัตราส่วนการแบ่งแรงกับอัตราส่วนการขบ ทั้งนี้เนื่องมาจากอัตราส่วนการขบเป็นพารามิเตอร์
ที่ เกี่ยวข้องกับพารามิเตอร์พ้ืนฐานของเฟืองหลายๆ ตัว ทั้ง โมดูล มุมกด และจ านวนฟัน ซึ่ง
พารามิเตอร์พ้ืนฐานแต่ละตัวอาจส่งผลต่ออัตราส่วนการแบ่งแรงแตกต่างกัน ส่งผลให้ความสัมพันธ์
ของอัตราส่วนการขบกับการแบ่งแรงไม่ชัดเจน  

 

 

 

 

 

 Model A   Model B   Model C  Model D 

 Model E   Model F   Model G  Model H  Model I 
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รูปที่ 4.35 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างโมดูลและจ านวนฟันกับค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงของ
ชุดเฟืองต่างๆ ที่มีมุมกด 20 องศา จากรูปพบว่าชุดเฟืองจะมีแนวโน้มอัตราส่วนการแบ่งแรงเท่ากับ 
33 : 67 เมื่อโมดูลหรือจ านวนฟันมีค่าน้อย นอกจากนี้เนื่องจากผลคูณของโมดูลและจ านวนฟันแสดง
ถึงขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์ของเฟืองตามสมการ 

 

d = m×N     (4.1) 
 
โดย d คือ เส้นผ่านศูนย์กลางของเฟืองที่ต าแหน่งพิตซ์ 
 m คือ โมดูล 

N คือ จ านวนฟัน 
 

ดังนั้นจึงอาจแสดงแนวโน้มได้ว่า เฟืองที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางน้อย (ข้อมูลในพ้ืนที่ใต้เส้นประ) จะ
มีอัตราส่วนการแบ่งแรง 33 : 67  ในทางกลับกัน เฟืองที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางมากจะมีแนวโน้ม 
ที่มีการแบ่งแรงระหว่างสองคู่ฟันใกล้เคียงกัน หรือมีค่า 50 : 50 (ข้อมูลในพ้ืนที่เหนือเส้นประ) เมื่อ
พิจารณาผลของมุมกดเพ่ิมเข้าไปจากแนวโน้มในรูปที่ 4.32 จะพบว่าเมื่อมุมกดมีค่าเพ่ิมมากขึ้น 
อัตราส่วนการแบ่งแรงจะเข้าใกล้ 50 : 50 มากขึ้น ซึ่งจะส่งผลให้แนวเส้นประในรูปที่ 4.35 เลื่อนลงมา
ด้านล่าง ท าให้พ้ืนที่บริเวณที่อัตราส่วนการแบ่งแรงเท่ากับ 50 : 50 มีค่าเพ่ิมมากขึ้น ในทางกลับกัน 
หากมุมกดมีค่าลดลง อัตราส่วนการแบ่งแรงจะเข้าใกล้ 33 : 67 มากยิ่งขึ้น ซึ่งจะส่งผลให้ แนวเส้นประ
ในรูปที่ 4.35 เลื่อนขึ้นในทิศทางบนขวาของกราฟ ท าให้พ้ืนที่บริเวณที่อัตราส่วนการแบ่งแรงเท่ากับ 
33 : 67 มีค่าเพ่ิมมากขึ้น ส าหรับค าอธิบายความสัมพันธ์ระหว่างพารามิเตอร์ต่างๆ ของเฟืองตรงกับ
อัตราส่วนการแบ่งแรงจะแสดงในหัวข้อถัดไป 
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รูปที่ 4.31 ความสัมพันธ์ระหว่างค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงกับโมดูล 

 

 
รูปที่ 4.32 ความสัมพันธ์ระหว่างค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงกับมุมกด 
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รูปที่ 4.33 ความสัมพันธ์ระหว่างค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงกับจ านวนฟัน 

 

 
รูปที่ 4.34 ความสัมพันธ์ระหว่างค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงกับอัตราส่วนการขบ 

 

 
 
 

 

 

 

Model B

Model G Model H

25 30 35 40 45 50 55 60 65

Lo
ad

 S
ha

rin
g

Number of Teeth

Model A

Model B

Model C

Model E

Model F Model G

Model I

Model D Model H

1.40 1.50 1.60 1.70 1.80 1.90 2.00

Lo
ad

 S
ha

rin
g

Contact Ratio

33:67 

45:55 
50:50 

33:67 

45:55 
50:50 



 88 

 
รูปที่ 4.35 ความสัมพันธ์ระหว่างค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงกับจ านวนฟันและโมดูล 
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4.3.2 ค าอธิบายความสัมพันธ์ระหว่างพารามิเตอร์ต่างๆ ของเฟืองกับอัตราส่วนการแบ่งแรง 
 

ในการวิเคราะห์การสั่นสะเทือนของการท างานเฟืองโดยทั่วไป ได้มีการจ าลองการขบอัดของ
เฟืองในลักษณะโมเดลสปริง เช่น งานวิจัยของ Ozguvent and Houser [20] ในที่นี้จึงได้ประยุกต์ใช้
แนวคิดดังกล่าวเพ่ือการอธิบายผลของพารามิเตอร์เฟืองต่ออัตราส่วนการแบ่งแรงขณะเกิดการขบสอง
คู่ฟัน โดยการพิจารณาค่าความแข็งเกร็งบนฟันของเฟืองขับและเฟืองตามจากการเสียรูปที่เกิดขึ้นบน
หน้าฟันเป็นผลมาจากการสัมผัสของผิวฟัน การดัดโค้งของฟันเฟือง และการเสียรูปของขอบเฟือง 
ดังนั้นค่าความแข็งเกร็งของเฟืองขณะขบกันจึงสามารถพิจารณาได้เป็น ความแข็งเกร็งจากการสัมผัส 
(Contact Stiffness) kC ความแข็งเกร็งจากการดัดโค้ง (Bending Stiffness) kB และความแข็งเกร็ง
จากการการเสียรูปที่ขอบเฟือง (Rim Thickness Stiffness) kR ดังแสดงในรูปที่ 4.36  
 

 
รูปที่ 4.36 ความแข็งเกร็งที่ค านึงผลของการสัมผัส การดัดโค้ง และการเสียรูปที่ขอบเฟือง 

 
ค่าความแข็งเกร็งรวมของเฟืองขับหรือเฟืองตามซ่ึงพิจารณาผลข้างต้น สามารถหาได้โดยพิจารณา
ความแข็งเกร็งท้ัง 3 ส่วนต่ออนุกรมกันดังสมการ 
 

RBCDrivenDriving
kkkk

1111

 ,

     (4.2) 

 
โดย kDriving , kDriven คือความแข็งเกร็งของเฟืองขับหรือเฟืองตามตามล าดับ 
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เนื่องจากในการขบกัน เฟืองขับและเฟืองตามจะเสียรูปทั้งคู่ ดังนั้นค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองจึงต้อง
พิจารณาผลรวมของทั้งเฟืองขับและเฟืองตาม โดยจะสามารถหาค่าความแข็งเกร็งรวมของคู่เฟืองขับ
และเฟืองตาม  (Equivalent Stiffness) kEq ได้จากสมการ 
 

DrivenDrivingEq
kkk

111
     (4.3) 

 
และเมื่อเกิดการขบสองคู่ฟันจะสามารถพิจารณาความแข็งเกร็งรวม เช่นเดียวกับสปริงสองตัวที่ต่อ
ขนานกันดังแสดงในรูปที่ 4.37  
 
 

 
 

รูปที่ 4.37 การขบกันของคู่เฟืองขับและเฟืองตามของคูท่ี่หนึ่งและคู่ที่สอง 
 
และสามารถหาค่าความแข็งเกร็งรวมทั้งหมด (Total Stiffness) kTotal ของคู่ฟันเฟืองขับและเฟือง
ตามคู่ที่หนึ่งและคู่ท่ีสองที่ต าแหน่งการขบใดๆ ได้จาก 
 

21 EqEqTotal
kkk       (4.4) 
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 รูปที่ 4.38 แสดงการเปลี่ยนแปลงค่าความแข็งเกร็งเนื่องจากสาเหตุต่างๆ ที่ต าแหน่งการขบ
ต่างๆ โดยค่าความแข็งเกร็งจากการเสียรูปที่ขอบเฟือง จะมีค่าคงที่ เนื่องจากลักษณะทางเรขาคณิต
ของทรงกระบอกเฟืองไม่มีการเปลี่ยนแปลง นอกจากนั้นในที่นี้ เพ่ือความเข้าใจโดยง่ายจะพิจารณาผล
ของการสัมผัสและการดัดโค้งของคู่ฟันเฟืองรวมกันเป็นค่าความแข็งเกร็งของฟัน (Gear Stiffness) 
kG โดยค่า kG สามารถหาได้จาก 
 

, , , ,

1 1 1 1 1

G c driving c driven b driving b drivenk k k k k
       (4.5) 

 
ในรูปที่  4.38 เมื่อต าแหน่งการขบเปลี่ยนแปลงไป ต าแหน่งของฟันเฟืองที่มากระทบกันจะ
เปลี่ยนแปลง ท าให้ค่า kG มีการเปลี่ยนแปลงตลอดช่วงการขบ โดยเมื่อเริ่มขบ รากฟันของเฟืองขับจะ
ขบกับปลายฟันของเฟืองตาม เนื่องจากปลายฟันมีความแข็งเกร็งน้อยกว่าส่วนอื่นๆ ผลรวมความแข็ง
เกร็งที่ต าแหน่งนี้จึงมีค่าน้อย เช่นเดียวกับที่ต าแหน่งสิ้นสุดการขบ ที่ปลายฟันของเฟืองขับขบกับราก
ฟันของเฟืองตาม ซึ่งแตกต่างกับการขบกันที่บริเวณกลางฟัน ซึ่งความแข็งเกร็งของทั้งเฟืองขับและ
เฟืองตามมีค่ามาก ผลรวมของความแข็งเกร็งจึงมีค่ามาก และเมื่อรวมผลของค่า kR  และ kG เข้า
ด้วยกันแล้ว จะได้ค่าความแข็งเกร็งรวมของ 1 คู่ฟัน kEq ดังแสดงด้วยเส้นสีด าและจุดกลมด าในรูปที่ 
4.38  
 

   
รูปที่ 4.38 ตัวอย่างค่าความแข็งเกร็งต่างที่ต าแหน่งการขบใดๆ 
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เนื่องในการขบกันของเฟือง ระยะยุบตัวบนหน้าฟันของฟันคู่ที่หนึ่งและคู่ที่สองจะมีค่าใกล้เคียงกันมาก 
ดังนั้นอัตราส่วนการแบ่งแรงที่ต าแหน่งการขบใดๆ (Load Sharing Ratio) LSR จึงสามารถพิจารณา
โดยประมาณได้ดังสมการ 
 

1

2

Eq

Eq

k
LSR

k
       (4.6) 

 
รูปที่ 4.39 แสดงค่าความแข็งเกร็งและสัดส่วนการแบ่งแรงของคู่ฟันที่ต าแหน่งการขบต่างๆ 

โดยรูปทางด้านซ้ายมือแสดงค่าความแข็งเกร็งที่เปลี่ยนแปลงไปในหนึ่งรอบการขบ ตั้งแต่เริ่มต้นขบ
จนถึงสิ้นสุดการขบ ส่วนรูปทางด้านขวามือแสดงค่าสัดส่วนการแบ่งแรง โดยแสดงการขบ 2 รอบการ
ขบ ลูกศรในรูปด้านซ้ายมือแสดงค่า kEq1 และ kEq2 ซึ่งเป็นค่าความแข็งเกร็งรวมของคู่ฟันคู่ที่หนึ่ง 
และคู่ที่สองตามล าดับ ต าแหน่งที่ลูกศรชี้ในรูปด้านซ้าย จะสอดคล้องกับต าแหน่งจุดในรูปด้านขวา ที่
แสดงต าแหน่งการขบและการแบ่งแรงในขณะนั้น 
 ในรูปที่ 4.39 (ก) แสดงการขบที่ต าแหน่งเริ่มต้นขบของฟันคู่ท่ี 1 ซึ่งในขณะนั้นมีค่าความแข็ง
เกร็ง kEq1 ในเวลาเดียวกันนี้ฟันคู่ที่ 2 ขบอยู่ก่อนแล้ว โดยมีค่าความแข็งเกร็ง kEq2 เนื่องจากต าแหน่ง
การขบของฟันคู่ที่ 1 เป็นการขบกันของโคนฟันและปลายฟันของเฟืองคู่ขบ ส่วนต าแหน่งการขบของ
ฟันคู่ที่ 2 เป็นต าแหน่งที่ฟันทั้งคู่อยู่ใกล้กลางฟัน ท าให้ค่าความแข็งเกร็งรวมของฟันคู่ท่ี 1 มีค่าน้อยกว่า
ฟันคู่ที่ 2 จึงมีการรับภาระท่ีน้อยกว่า โดยในตัวอย่างในรูป ที่ต าแหน่งนี้เฟืองคู่ท่ี 1 รับภาระ 45% ส่วน
ฟันคู่ที่สองรับภาระที่ 55% เมื่อต าแหน่งการขบเปลี่ยนแปลงไปดังแสดงในรูปที่ 4.39 (ข) และ (ค) 
ต าแหน่งที่คู่ฟันขบกันและค่าความแข็งเกร็งจะมีค่าเปลี่ยนแปลงไป ส่งผลให้สัดส่วนการแบ่งภาระ
เปลี่ยนไปจาก 45:55 เป็น 50:50 และ 55:45 ตามล าดับ 

จะเห็นว่าสัดส่วนการแบ่งแรง (LSR) จะเปลี่ยนแปลงตามต าแหน่งการขบ ดังนั้นเพ่ือความ
เข้าใจโดยง่ายและสอดคล้องกับการเขียน LSR ดังที่ได้กล่าวมา ส าหรับ LSR ที่กล่าวถึงในที่นี้จะ
หมายถึงอัตราส่วนการแบ่งแรงที่ต าแหน่งเริ่มต้นการขบเท่านั้น เช่น อัตราส่วนการแบ่งแรง 45 : 55 
หมายถึง ที่ต าแหน่งเริ่มต้นการขบ ฟันที่เริ่มขบจะรับภาระ 45% ส่วนฟันที่ขบอยู่ก่อนจะรับภาระ 
55% 
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(ก) 

 
(ข) 

 
 

(ค) 
รูปที่ 4.39 สัดส่วนการแบ่งแรงระว่างสองคู่ฟันเทียบกับค่าความแข็งเกร็งรวมของคู่ฟันคู่ที่หนึ่งและ

สองที่ต าแหน่งการขบต่างๆ 
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1. ผลของมุมกดต่อค่าความแข็งเกร็ง 
 

ค่าของมุมกดจะส่งผลต่อรูปร่างของเฟือง โดยเมื่อเฟืองมีมุมกดมากขึ้น ซี่ฟันจะแหลมขึ้นดัง
แสดงในรูปที่ 4.40 และสามารถเปรียบเทียบลักษณะของฟันกับคานตรงปกติในกรณีเฟืองที่มีมุมกด
น้อย และคานที่มีปลายแหลมในกรณีที่มีมุมกดมากดังแสดงในรูปที่  4.41 โดยระยะ a ในรูปสามารถ
เทียบได้กับความหนาของฟันที่มีมุมกดต่างกันซึ่งมีค่าเท่ากัน 
 

 
รูปที่ 4.40 ผลของมุมกดต่อรูปร่างเฟือง 

 

  
รูปที่ 4.41 การเปรียบเทียบผลของมุมกดเฟืองกับรูปร่างคานตรง 

 
จากรูปที่ 4.41 พบว่าหากมีแรงกดที่ระยะห่างจากจุดรองรับเท่ากันทั้งในกรณีคานตรงและกรณีคานที่
มีปลายแหลม คานที่มีปลายแหลมจะมีระยะโก่งตัวน้อยกว่า และมีค่าใกล้เคียงกันมากกว่ากรณีคาน
ตรง หรืออาจกล่าวได้ว่าค่าความแข็งเกร็งจากการดัดโค้งกรณีคานที่มีปลายแหลมในแต่ละต าแหน่งจะ
มีค่าใกล้เคียงกันมากกว่ากรณีของคานตรง เมื่อเปรียบเทียบกับเฟืองที่มีมุมกดต่างกัน เมื่อมุมกดมีค่า
เพ่ิมขึ้น ค่าความแข็งเกร็งเฟือง kG  ที่ต าแหน่งการขบต่างๆ จะมีค่าใกล้เคียงกันมากขึ้นหรือเมื่อแสดง
ด้วยกราฟในรูปที่  4.42 ก็จะพบว่าลักษณะกราฟจะแบนราบมากขึ้น เนื่องจากเฟืองที่น ามา
เปรียบเทียบผลของมุมกดมีค่าโมดูลและจ านวนฟันเท่ากัน ซึ่งแสดงว่าขนาดของเส้นผ่านศูนย์กลาง
ของทรงกระบอกเฟืองเท่ากัน ค่าความแข็งเกร็งจากการเสียรูปที่ขอบเฟือง kR จึงมีค่าเท่ากัน เมื่อคิด
ผลรวมค่าความแข็งเกร็ง kEq  จึงมีค่าแบนราบมากข้ึนดังแสดงตัวอย่างในรูปที่ 4.42 
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รูปที่ 4.42 ผลของมุมกดต่อค่าความแข็งเกร็งต่างๆ 

 
 ด้วยสาเหตุข้างต้นท าให้ค่าความแข็งเกร็ง kEq ของเฟือง E ที่มุมกด 14.5 จึงมีลักษณะโค้ง
มากกว่าเฟือง A และ F ที่มีมุมกด 20 และ 25 องศาตามล าดับ ดังแสดงในรูปที่ 4.43 ซึ่งแสดงผลของ
ค่าความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และเมื่อเปรียบเทียบค่า kEq ของฟันคู่ที่ 1 และ
ฟันคู่ที่ 2 ที่ขบในเวลาเดียวกันแล้วจะพบว่า กรณีที่มุมกดมากลักษณะกราฟจะแบนราบ ค่า kEq ของ
ทั้ง 2 คู่ฟันขะมีค่าใกล้กันมากกว่าซึ่งแสดงว่า LSR ในขณะนั้นมีค่าเข้าใกล้ 50 : 50 มากกว่า โดย
วิธีการหาค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองของชุดเฟืองต่างๆ จะแสดงในภาคผนวก ซ. 
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(ก) Pressure Angle 14.5       (ข) Pressure Angle 20 

 
(ค) Pressure Angle 25 

 
รูปที่ 4.43 ค่าความแข็งเกร็งที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของชุดเฟืองทีม่ีมุมกดต่างๆ กันโดยค านวณจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
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(ก) ค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง E  
(ข) ค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง A  
(ค) ค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง F 
 

 

 kEq ฟันคูท่ี่ 1 

 kEq ฟันคูท่ี่ 2 
 

Base Pitch 
0                0.5                1              1.5    2 

Base Pitch 
 0                    0.5                    1                  1.5 

Base Pitch 
    0        0.25       0.5      0.75          1       1.25        1.5       
1.5     
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2. ผลของจ านวนฟันต่อค่าความแข็งเกร็ง 

 

ค่าของจ านวนฟันจะส่งผลต่อขนาดของเฟือง โดยเมื่อจ านวนฟันมีค่าเพ่ิมขึ้น ขนาดเส้นผ่าน
ศูนย์กลางของเฟืองจะมีขนาดใหญ่ขึ้นตามสมการที่ 4.1 เมื่อเฟืองมีขนาดใหญ่ขึ้น ค่าความแข็งเกร็ง
จากการการเสียรูปที่ขอบเฟือง kR จะมีค่าน้อยลงและเนื่องจากเฟืองที่น ามาเปรียบเทียบมีค่าโมดูล
และมุมกดเหมือนกัน ค่าความแข็งเกร็งเฟือง kG จึงมีค่าเท่ากัน เมื่อคิดผลรวมค่าความแข็งเกร็งรวม
ของคู่เฟืองขับและเฟืองตาม kEq จึงมีค่าแบนราบมากข้ึนดังแสดงตัวอย่างในรูปที่ 4.44 

 

  

 
รูปที่ 4.44 ผลของจ านวนฟันต่อค่าความแข็งเกร็งต่างๆ 

 
ด้วยเหตุนี้ เฟือง B G และ H ที่มีจ านวนฟัน 30 45 และ 60 ซี่ จึงมีลักษณะกราฟการ

เปลี่ยนแปลงความแข็งเกร็งตลอดช่วงการขบจากโค้งมากไปโค้งน้อยตามล าดับดังแสงในรูปที่ 4.45 ซ่ึง
ผลในกรณีนี้ก็จะเป็นเช่นเดียวกันกับผลของมุมกด ซึ่งในกรณีที่ลักษณะโค้งความแข็งเกร็งแบนราบจะมี
อัตราส่วนการแบ่งแรง LSR เข้าใกล้ 50 : 50 มากกว่า 
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   (ก) 30 Teeth     (ข) 45 Teeth 

 
   (ค) 60 Teeth 

 
รูปที่ 4.45 ค่าความแข็งเกร็งที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของชุดเฟืองทีม่ีมุมกดต่างๆ กันโดยค านวณจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
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(ก) ค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง B  
(ข) ค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง G  
(ค) ค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง H 
 

 

 kEq ฟันคูท่ี่ 1 

 kEq ฟันคูท่ี่ 2 
 

Base Pitch 
  0                   0.5                   1                1.5 

Base Pitch 
0                    0.5                    1                  1.5 

Base Pitch 

  0                  0.5                  1                1.5 
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3. ผลของค่าโมดูลต่อค่าความแข็งเกร็ง 
 
ค่าของโมดูลจะส่งผลต่อขนาดของทั้งฟันเฟืองและขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางของเฟือง โดยเมื่อ

โมดูลมีค่าเพ่ิมข้ึน เฟืองจะมีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางใหญ่ขึ้นตามสมการที่ 4.1 และขนาดของซี่ฟันก็จะ
มีขนาดใหญ่ขึ้นเช่นกัน เมื่อเฟืองมีขนาดใหญ่ขึ้นค่าความแข็งเกร็งจากการการเสียรูปที่ขอบเฟือง kR 

จะมีค่าน้อยลงและค่าความแข็งเกร็งเฟือง kG ก็จะมีค่าน้อยลงเช่นกันแต่มีค่าลดลงในสัดส่วนที่น้อย
กว่าค่าความแข็งเกร็งจากผลการการเสียรูปที่ขอบเฟือง kR ดังนั้นเมื่อคิดค่าความแข็งเกร็งรวมของคู่
เฟืองขับและเฟืองตาม kEq ค่าความแข็งเกร็งจะมีค่าแบนราบและมีค่าใกล้เคียงกันมากขึ้น ดังแสดง
ตัวอย่างในรูปที่ 4.46 

 

   
 

 
รูปที่ 4.46 ผลของโมดูลต่อค่าความแข็งเกร็งต่างๆ 

 
 
 

St
iff

ne
ss

Meshing position

Low Module
St

iff
ne

ss

Meshing position

High Module

   kR 

   kG    

   kEq   
 



 100 

เมื่อเปรียบเทียบผลของชุดเฟือง B A C และ D ที่มีโมดูลจาก 2 ถึง 5 ตามล าดับ จะเห็นว่า 
เฟืองที่มีโมดูลใหญ่ จะมีกราฟความแข็งเกร็งที่แบนราบกว่า เฟืองที่มีโมดูลเล็กกว่าอย่างชัดเจน ส่งผล
ให้อัตราส่วนการแบ่งแรง LSR ของเฟืองที่มีโมดูลใหญ่เข้าใกล้ 50 : 50 มากกว่าเฟืองที่มีโมดูลเล็ก ดัง
แสดงในรูปที่ 4.47 
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 (ก) Module 2      (ข) Module 3 

 
 (ค) Module 4     (ง) Module 5 

 
รูปที่ 4.47 ค่าความแข็งเกร็งที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของชุดเฟืองที่มีโมดูลต่างๆ กันโดยค านวณจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
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(ก) ค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง B  
(ข) ค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง A  
(ค) ค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง C 
(ง) ค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง D 
 

 

 kEq ฟันคูท่ี่ 1 

 kEq ฟันคูท่ี่ 2 
 

Base Pitch Base Pitch 
  0                   0.5                   1                1.5 0                    0.5                    1                  1.5 

Base Pitch 
  0                  0.5                   1                 1.5 

Base Pitch 
0                    0.5                    1                  1.5 
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4.4 ผลการเปรียบเทียบการหาค่าความเค้นบนฟันเฟืองตรงกับผลการทดลอง  
Rameshkumar et al. 

 
 ในหัวข้อนี้จะแสดงผลการประยุกต์ใช้แบบจ าลองคณิตศาสตร์ และระเบียบวิธีการใช้ไฟไนต์เอ
ลิเมนต์ที่ได้จากงานวิจัยนี้ กับชุดเฟืองของงานวิจัยอ่ืน เพ่ือเปรียบเทียบผลลัพธ์และตรวจสอบความ
ถูกต้องน่าเชื่อถือของวิธีการที่ใช้ในการศึกษา ส าหรับในที่นี้จะเปรียบเทียบกับผลของ Rameshkumar 
et al. [6] 

 Rameshkumar et al. ได้ค านวณและเปรียบเทียบค่าความเค้นสัมผัสและความเค้นดัด
ตลอดรอบการขบของฟันเฟืองตรง 2 ชุดเฟือง ชุดแรกเป็นชุดที่มีอัตราส่วนการขบสูง ส่วนชุดที่ 2 เป็น
ชุดที่มีค่าอัตราส่วนการขบปกติ ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยชุดเฟืองทั้งสองชุดถูกก าหนดให้มี
ค่าโมดูล จ านวนฟัน และระยะห่างระหว่างจุดศูนย์กลางเท่ากัน แต่ในชุดเฟืองที่มีค่าอัตราส่วนการขบ
สูงกว่าถูกปรับเปลี่ยนค่า Addendum Factor ส าหรับในที่นี้จะเปรียบเทียบผลลัพธ์ของการค านวณ
ในกรณีชุดเฟืองที่มีอัตราส่วนการขบแบบปกติเท่านั้น โดยข้อมูลจ าเพาะของชุดเฟืองตรงดังกล่าวแสดง
ได้ดังตารางที ่4.6 

 

ตารางที่ 4.6 ข้อมูลจ าเพาะของชุดเฟืองตรงที่มีอัตราส่วนการขบปกติ 
โมดูล (mm) 2.5 

จ านวนฟันของเฟืองตาม (ฟัน) 50 

จ านวนฟันของเฟืองขับ (ฟัน) 47 

Profile Correction Factor (Gear) 0.1552 

Profile Correction Factor (Pinion) 0.152 

ความกว้างหน้าฟัน (mm) 18 

ทอร์ก (N-m) 373 

อัตราส่วนปัวซอง 0.3 

ค่ายังโมดูลัส (GPa) 210 
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จากผลการค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของ Rameshkumar ได้เก็บค่าแรงที่กระท าที่
ต าแหน่งสัมผัสและหาค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงด้วย โดยส าหรับชุดเฟืองนี้มีค่าการแบ่งภาระขณะขบ
สองคู่ฟันเท่ากับ 40 : 60 ดังแสดงในรูปที่ 4.48 

 

 
รูปที่ 4.48 อัตราส่วนการแบ่งแรงตลอดรอบการขบของชุดฟันเฟืองตรงที่มีอัตราส่วนการขบปกติ [6] 

 

ผลการค านวณความเค้นการสัมผัสตลอดรอบการขบของ  Rameshkumar et al. และผลจาก
แบบจ าลองคณิตศาสตร์และจากระเบียบวีธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในงานศึกษานี้แสดงดังรูปที่ 4.49 
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รูปที่ 4.49 ผลการค านวณความเค้นสัมผัสจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และจากระเบียบ 

วีธีไฟไนต์เอลิเมนต์เทียบกับผลของ Rameshkumar et al. [6] 
 
จากรูปพบว่าค่าความเค้นการสัมผัสตลอดรอบการขบมีค่าสอดคล้องและใกล้เคียงกัน แสดงให้เห็นว่า
แบบจ าลองคณิตศาสตร์และวิธีการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่เสนอในงานวิจัยนี้มีความถูกต้อง
และน่าเชื่อถือ 
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4.5 ผลการค านวณปัญหาการขบกันของเฟืองกรณีสามมิติ 

 
 ในหัวข้อนี้จะกล่าวถึงผลการค านวณปัญหาการสัมผัสกันของเฟืองตรงในกรณีสามมิติเพ่ือเป็น
แนวทางในการน าไปประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในปัญหาเฟืองชนิดอ่ืนๆ ที่มีรูปร่างซับซ้อน 
เช่น เฟืองเฉียง ฯลฯ ซึ่งในกรณีเหล่านี้ไม่สามารถพิจารณาโมเดลปัญหาในลักษณะสองมิติได้ ในหัวข้อ
นี้ได้ท าการค านวณที่ต าแหน่งพิตซ์ของชุดเฟือง A โดยพิจารณาเป็นแบบสามมิติแล้วน าผลลัพธ์มา
เปรียบเทียบกับผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์ที่ได้จากงานวิจัยนี้ การค านวณท าโดยตั้งโปรแกรม 
ANSYS ตามข้อมูลจ าเพาะและสภาวะการท างานของชุดเฟืองตรง A ตามตารางท่ี 4.3 ผลการค านวณ
ปัญหาการขบกันของเฟืองแสดงเป็นแถบสี โดยในที่นี้แสดงตัวอย่างผลการค านวณความเค้นตั้งฉากใน
แนวแกน Y ดังแสดงในรูปที่ 4.50 
 

 
รูปที่ 4.50 ผลการค านวณความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y กรณีชุดเฟือง A ที่ต าแหน่งพิตซ์แบบสามมิติ 
 
จากรูปที่ 4.50 บริเวณแถบตรงกลางหน้าฟันจะปรากฏแถบที่มีค่าความเค้นสูงกว่าบริเวณข้างเคียงซึ่ง
ในที่นี้ได้ท าการเก็บค่าความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y จ านวน 40 จุดตลอดความกว้างหน้าฟันเพ่ือ
แสดงเป็นตัวอย่างดังแสดงในรูปที่ 4.51 
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รูปที่ 4.51 ค่าความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y ตลอดความกว้างหน้าฟัน 

 
จากรูปที่ 4.51 พบว่าค่าความเค้นตลอดแนวความกว้างหน้าฟันมีค่าใกล้เคียงกัน ซึ่งแสดงว่าสมมุติฐาน
ที่ให้แรงกระจายสม่ าเสมอตามแนวผิวสัมผัสมีความเหมาะสมและสามารถพิจารณาปัญหาเป็นแบบ 
Plain Strain ได้ ผลการค านวณค่าความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นในแนวตั้งฉาก X Y และ Z จาก
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์และค่าความแตกต่างระหว่างทั้งสองวิธีที่
ต าแหน่งพิตซ์ของชุดเฟืองตรง A แสดงในตารางที่ 4.7  
 

ตารางที่ 4.7 ค่าความเค้นในแนวตั้งฉาก X Y และ Z จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และจาก
แบบจ าลองคณิตศาสตร์และค่าความแตกต่างระหว่างทั้งสองวิธีที่ต าแหน่งพิตซ์ของชุดเฟืองตรง A 

ค่าความเค้นต่างๆ แบบจ าลองคณิตศาสตร์ วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ความแตกต่าง (%) 
ความเค้นฟอนมิสเซส 4.6366×108 Pa 4.2950×108 Pa 7.3687 

ความเค้นในแกน X -1.1592×108 Pa -9.9265×108 Pa 14.364 

ความเค้นในแกน Y -1.1592×109 Pa -1.0884×109 Pa 6.1057 
ความเค้นในแกน Z -6.9550×108 Pa -6.2314×108 Pa 10.4028 

 
จากตารางพบว่าค่าความเค้นจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่พิจารณาแบบสามมิติมีความสอดคล้อง
กับผลจากแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์โดยมีค่าความแตกต่างระหว่างทั้งสองวิธีไม่เกิน 15% โดยระดับ
ค่าที่แตกต่างกันในกรณีสามมิตินี้เกิดจากข้อจ ากัดในการแบ่งจ านวนเอลิเมนต์เนื่องจากขีดจ ากัดของ
เครื่องค านวณ 
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4.6 สรุป 

 

 ในบทนี้กล่าวถึงผลการค านวณความเค้นจากการสัมผัสกันของฟันเฟืองตรง โดยเริ่มจาก
การศึกษาปัญหาการกดกันอย่างง่ายของจานครึ่งวงกลมซึ่งพบว่าผลลัพธ์ที่ได้มีความสอดคล้องกันซึ่ง
แสดงว่าวิธีการที่ใช้มีความถูกต้อง ต่อมาจึงได้ใช้วิธีการดังกล่าวกับปัญหาการขบกันของเฟืองตรงที่มี
การปรับเปลี่ยนพารามิเตอร์ต่างๆ ได้แก่ โมดูล มุมกด และจ านวนซี่ฟัน ผ่านการค านวณในชุดเฟือง A 
- I เมื่อเปรียบเทียบผลลัพธ์จากแบบจ าลองคณิตศาสตร์ที่อัตราส่วนการแบ่งแรงต่างๆ และผลจาก
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แล้ว จะพบว่าผลลัพธ์ที่ได้มีขนาดและแนวโน้มที่สอดคล้องกัน นอกจากนั้น
ยังได้ค านวณความแตกต่างระหว่างผลลัพธ์ซึ่งค านวณโดยใช้อัตราส่วนการแบ่งแรงแตกต่างกัน ท าให้
สามารถระบุอัตราส่วนการแบ่งแรงท่ีเหมาะสมส าหรับชุดเฟืองนั้นๆ ได้ จากการศึกษาพบว่าชุดเฟือง A 
B และ E มีค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสมคือค่า 33 : 67 ส่วนชุดเฟือง C D F G H และ I มีค่า
อัตราส่วนการแบ่งแรงท่ีเหมาะสมคือค่าในช่วง 45 : 55 ถึง 50 : 50 และยังพบว่าเมื่อโมดูล มุมกดและ
จ านวนฟันมีค่าเพ่ิมมากขึ้น อัตราส่วนการแบ่งแรงขณะเกิดการขบสองคู่ฟันจะมีค่าใกล้เคียงกันมากขึ้น 
(เข้าใกล้ 50 : 50 มากขึ้น) 

 ในบทนี้ยังได้ตรวจสอบความน่าเชื่อถือของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยเมื่อเปรียบเทียบผล
การค านวณแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ได้จากงานวิจัยนี้กับชุดเฟือง
ของ Rameshkumar et al. [6] ก็พบว่าผลที่ได้มีความสอดคล้องกันซึ่งยืนยันถึงความน่าเชื่อถือของ
วิธีทั้งสองจากงานวิจัยนี้ 

 ในส่วนสุดท้ายของบทนี้ยังได้แสดงถึงการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์กับปัญหาการขบกัน
ของเฟืองโดยพิจารณาเป็นแบบสามมิติ จากผลการค านวณพบว่าค่าความเค้นตลอดหน้าฟันมีค่า
ใกล้เคียงกันซึ่งแสดงว่าสมมุตฐานการกระจายแรงสม่ าเสมอบนหน้าฟันเฟืองและการใช้สมมุติฐาน 
Plain Strain มีความเหมาะสม และยังแสดงให้เห็นถึงแนวทางในการประยุกต์ใช้กับเฟืองชนิดอ่ืนๆ ที่
มีรูปร่างซับซ้อนและไม่สามารถค านวณในแบบ 2 มิติได้อีกด้วย 
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บทที ่5 
บทสรุป 

 
ในบทนี้เป็นการสรุปสาระส าคัญทั้งหมดในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ ซึ่งเป็นการรวบรวมเนื้อหา

ส าคัญในแต่ละบท รวมถึงข้อเสนอแนะเพ่ือเป็นแนวทางในการศึกษาความเค้นบนหน้าฟันเฟืองต่อไป 
 

5.1 สาระส าคัญของวิทยานิพนธ์ 

 
 ในบทที่ 2 ได้กล่าวถึงทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์ที่อธิบายการหาค่าความเค้นในแกน X Y 
และ Z ซึ่งวางตัวตั้งฉากกับบริเวณผิวที่เกิดการสัมผัส และการหาค่าความยาวในแกนเอกและโทของ
ผิววงรีที่เกิดจากการเสียรูปของวัตถุสองชิ้นที่ถูกกดอัดกันด้วยแรงภายนอก และได้อธิบายการ
ประยุกต์ใช้ทฤษฎีดังกล่าวกับปัญหาการสัมผัสของเฟืองตรงซึ่งรวมถึงการวัดค่ารัศมีการสัมผัสต่างๆ
ของเฮิรตซ์ส าหรับปัญหาการสัมผัสของเฟืองตรงที่รัศมีการสัมผัสมีค่าเปลี่ยนแปลงตลอด รอบการขบ 
ส าหรับในงานนี้จะพิจารณาให้ผิวเฟืองไม่มีการท าคราวนิ่ง ท าให้ปัญหาการสัมผัสของเฟืองตรง
สามารถพิจารณาเหมือนปัญหาการกดอัดกันของทรงกระบอกสองอันขบกัน ซึ่ งท าให้สูตรค านวณท่ีใช้
ในการหาค่าความเค้นและค่าการเสียรูปลดรูปลงอยู่ในรูปอย่างง่าย นอกจากการพิจารณารัศมีการ
สัมผัสของเฮิรตซ์ที่เปลี่ยนแปลงตลอดเวลาตลอดรอบการขบในปัญหาการขบกันของเฟืองตรงแล้ว 
แรงที่เกิดบนฟันก็มีการเปลี่ยนแปลงตลอดรอบการขบเช่นกัน เนื่องจากต าแหน่งการขบต่างๆ ของ
เฟืองตรงนั้นมีบางต าแหน่งที่เกิดการขบสองคู่ฟันและบางต าแหน่งที่เกิดการขบหนึ่งคู่ฟัน ซึ่งส่งผลต่อ
การแบ่งภาระของฟันเฟืองโดยสามารถพิจารณาหาช่วงการขบที่เกิดการขบหนึ่งคู่ฟัน และช่วงที่เกิด
การขบสองคู่ฟันได้จากการพิจารณาอัตราส่วนการขบของเฟือง โดยในการศึ กษานี้ได้พิจารณา
อัตราส่วนการแบ่งในช่วงที่เกิดการขบสองคู่ฟันในค่าต่างๆ ได้แก่ 33 : 67  45 : 55 และ 50 : 50 ตาม
การศึกษาของ Pedrero et al. [10]  Lazovic et al. [11] และ ชนัตต์ และคณะ [9] ตามล าดับ 
 ในงานวิจัยนี้ได้สร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์และประดิษฐ์โปรแกรม MATLAB จากการ
ประยุกต์ใช้ทฤษฎีของเฮิรตซ์ในปัญหาการสัมผัสของเฟืองตรง โดยขั้นตอนการค านวณของโปรแกรม
เริ่มจากการป้อนค่าพารามิเตอร์ต่างๆ ของเฟือง สภาวะการท างานของเฟือง และค่าอัตราส่วนการ
แบ่งแรง หลังจากนั้นโปรแกรมจะค านวณเรขาคณิตของเฟือง รัศมีการสัมผัส และค านวณหาต าแหน่ง
ที่เกิดการขบหนึ่งคู่ฟันและสองคู่ฟัน เพ่ือค านวณแรงที่เกิดขึ้นในแต่ละต าแหน่งตามค่าอัตราส่วนการ
แบ่งแรงตลอดหนึ่งรอบการขบ หลังจากนั้นจึงค านวณค่าพารามิเตอร์ของการสัมผัส เช่น ค่าความ
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กว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป แล้วจึงค านวณค่าความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X Y Z และค่าความเค้นฟอน
มิสเซส โดยโปรแกรมจะด าเนินขั้นตอนการค านวณทีละต าแหน่งการขบไปเรื่อยๆ จนครบรอบการขบ
ของเฟือง 

 ในบทที่ 3 ได้กล่าวถึงขั้นตอนในการแก้ปัญหาและการใช้โปรแกรม ANSYS ที่ประดิษฐ์ขึ้น
จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาการสัมผัสของเฟืองตรง เนื่องจากปัญหาดังกล่าวเป็น
ปัญหาของแข็งแบบไม่เชิงเส้น ซึ่งต้องใช้ระเบียบวิธีการท าซ้ าของนิวตัน-ราฟสันในการแก้ปัญหาซึ่งใช้
เวลาในการค านวณมาก ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึงตั้งสมมุติฐานส าหรับปัญหาเฟืองตรง โดยพิจารณา
ปัญหาการสัมผัสของฟันเฟืองตรงเป็นปัญหาความเครียดในเชิงระนาบแบบสองมิติซึ่งช่วยลดเวลาใน
การค านวณลง นอกจากนั้นในงานวิจัยนี้ยังได้พิจารณาปัญหาเป็นแบบใกล้เคียงสภาวะหยุดนิ่ง 
(Quasi-Static) โดยค านวณทีละต าแหน่งการขบของเฟืองจนครบรอบการขบ 

 ในส่วนของการใช้โปรแกรม ANSYS ในการแก้ปัญหาการขบกันของเฟืองตรงมีขั้นตอนเริ่ม
จากการสร้างชุดโมเดลเฟือง และการประกอบในต าแหน่งการขบที่ต้องการวิเคราะห์ และน าเข้ามาใน
โปรแกรม ANSYS หลังจากนั้นจึงท าการตั้งคุณสมบัติของวัสดุให้ตรงกับปัญหาการขบกันของเฟือง  
ต่อมาจึงท าการแบ่งเอลิเมนต์ของโมเดลเฟืองโดยในปัญหานี้มีการแบ่งจ านวนเอลิเมนต์จ านวนมากที่
บริเวณผิวที่เกิดการสัมผัส โดยได้ค านึงถึงจ านวนเอลิเมนต์จะต้องมีความละเอียดมากพอเมื่อเทียบกับ
ขนาดของโมเดลเฟือง รวมถึงต้องค านึงระยะเวลาในการค านวณที่ต้องใช้ด้วย ต่อมาจึงท าการก าหนด
ลักษณะการสัมผัส โดยในการศึกษาได้เลือกการสัมผัสเป็นแบบ Frictionless เนื่องจากไม่พิจารณาผล
ของแรงเสียดทานที่เกิดขึ้น ต่อมาจึงท าการตั้งเงื่อนไขขอบเขตของโมเดลได้แก่ การติดตั้งจุดรองรับ
แบบ Fixed Support ที่รูเพลาของเฟืองตาม และจุดรองรับแบบ Frictionless Support ที่รูเพลา
ของเฟืองขับเพ่ือจ าลองการขบอัดของชุดเฟือง นอกจากนั้นยังติดตั้งแรงที่สมมูลกับทอร์คที่ต าแหน่ง
ร่องลิ่มทั้งสองบริเวณใกล้กับรูเพลาของเฟืองขับ ขั้นตอนสุดท้ายคือการเลือกดูผลลัพธ์ซึ่งในปัญหาเชิง
โครงสร้างสามารถเลือกดูค่าเคลื่อนตัว ค่าความเครียด และค่าความเค้นต่างๆ ได้ โดยในการศึกษานี้ได้
พิจารณาค่าความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X Y Z และค่าความเค้นฟอนมิสเซสเพ่ือน ามาเปรียบเทียบ
กับค่าจากการค านวณโดยใช้แบบจ าลองคณิตศาสตร์ 

 ในบทที่ 4 ได้แสดงผลการศึกษาอย่างง่ายของปัญหาการสัมผัสกันของจานครึ่งวงกลมสองอัน
โดยผลจากวิธีการวิเคราะห์โดยทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์กับผลจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มีค่า
ใกล้เคียงกันซึ่งแสดงว่าวิธีการที่ใช้มีความถูกต้อง นอกจากนั้นในบทนี้ยังได้แสดงผลการค านวณค่ า
ความเค้นฟอนมิสเซส ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X Y Z และค่าความกว้างของการเสียรูปของชุด
เฟืองต่างๆ จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และจากแบบจ าลองที่อัตราส่วนการแบ่งแรงค่าต่างๆ จาก
ผลการทดลองทั้งสองวิธีพบว่าค่าที่ค านวณได้สอดคล้องกัน โดยมีลักษณะเป็นขั้นบันไดโดยจะมีค่ามาก
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เมื่อเกิดการขบหนึ่งคู่ฟันและจะมีค่าน้อยลงเมื่อเกิดการขบสองคู่ฟัน นอกจากนั้นยังได้แสดงการเลือก
อัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสมของชุดเฟืองนั้นๆ โดยพิจารณาจากความแตกต่างที่น้อยที่สุดของ
ผลลัพธ์ระหว่างสองวิธี โดยเมื่อพิจารณาระหว่างพารามิเตอร์ของเฟืองกับค่าอัตราส่วนการแบ่งแรง
พบว่าเมื่อโมดูล มุมกด และจ านวนฟันของชุดเฟืองมีค่าเพ่ิมขึ้นค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงขณะเกิดการ
ขบสองคู่ฟันจะมีค่าใกล้เคียงกันมากข้ึน 

 โดยสรุป งานศึกษาชิ้นนี้ได้สร้างแบบจ าลองคณิตศาสตร์จากทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์และ
ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือใช้ในการศึกษาปัญหาการสัมผัสอย่างง่ายและการสัมผัสของ
ฟันเฟืองตรงทั้งหมด 9 ชุดที่มีการเปลี่ยนพารามิเตอร์เฟืองต่างๆ โดยเปลี่ยนค่าโมดูลตั้งแต่ 2 ถึง 5 
มม. มุมกดเท่ากับ 14.5º 20 º และ 25 º และจ านวนฟันในช่วง 30 ถึง 60 ซี่ โดยค านวณท่ีภาระ 250 
N-m  วิธีทั้งสองที่ได้จากงานศึกษาชิ้นนี้สามารถค านวณค่าความเค้นบนฟันเฟืองที่ต าแหน่งการขบ
ต่างๆ ได้ จากผลการค านวณพบว่าผลจากทั้งสองวิธีนั้นมีความสอดคล้องกันโดยมีค่าความแตกต่างไม่
เกิน 15% ซ่ึงแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์จะสามารถค านวณความเค้นจากการสัมผัสได้อย่างแม่นย าก็
ต่อเมื่อทราบอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสม ดังนั้นเมื่อค านวณผลลัพธ์จากวิธีทั้งสองจึงน าผลมา
เปรียบเทียบกันเพ่ือหาอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสม โดยค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสม
ส าหรับชุดเฟืองนี้ได้ถูกใช้ในการหาความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนการแบ่งแรงและพารามิเตอร์ต่างๆ 
ของเฟือง โดยพบว่าเมื่อโมดูล มุมกด หรือจ านวนฟันเพ่ิมขึ้น อัตราส่วนการแบ่งแรงขณะการขบสองคู่
ฟันจะมีแนวโน้มเข้าใกล้ค่า 50:50 มากขึ้น อย่างไรก็ตามชุดเฟืองที่ค านวณในการศึกษานี้ยังมีจ านวน
ไม่มากพอ ดังนั้นในงานวิจัยในอนาคต หากค านวณจุดค านวณมากขึ้น ก็อาจสามารถหาความสัมพันธ์
ระหว่างพารามิเตอร์เฟืองกับอัตราส่วนการแบ่งแรงได้ถูกต้องมากยิ่งขึ้น ซึ่งก็จะท าให้การค านวณความ
เค้นโดยแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ท าได้แม่นย ามากยิ่งขึ้น และเมื่อเปรียบเทียบกับการค านวณโดย
วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แล้ว การค านวณโดยแบบจ าลองคณิตศาสตร์สามารถท าได้อย่างรวดเร็วและ 
สามารถน าค่าไปประยุกต์ใช้กับปัญหาอย่างอ่ืนได้สะดวกกว่า 

ส าหรับปัญหาที่ซับซ้อนที่ไม่สามารถลดรูปได้โดยง่าย การค านวณโดยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิ
เมนต์แบบสามมิติ ยังมีความจ าเป็น ในงานวิจัยชิ้นนี้ได้ประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์กับ
ปัญหาการสัมผัสของเฟืองในแบบสามมิติ จากผลการค านวณพบว่าการกระจายความเค้นบนหน้าฟันมี
ค่าสม่ าเสมอ นอกจากนั้นจากวิธีการดังกล่าวยังสามารถน าไปประยุกต์ใช้กับชุดเฟืองชนิดอ่ืนๆ ที่ไม่
สามารถลดรูปปัญหาเป็นแบบสองมิติได้ 
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5.2 ข้อเสนอแนะ 

 
ผู้วิจัยมีข้อเสนอแนะเพ่ือให้งานวิจัยที่จะท าต่อเนื่องมีผลลัพธ์ที่ดีข้ึนดังนี้ 
 
1. ในการศึกษาเกี่ยวกับพารามิเตอร์ต่างๆ ของเฟืองกับค่าอัตราส่วนการแบ่งแรง จ าเป็นต้องมี

การค านวณความเค้นของชุดเฟืองเพ่ิมขึ้นโดยการปรับเปลี่ยนค่าพารามิเตอร์ต่างๆ เมื่อมี
จ านวนข้อมูลของชุดเฟืองเพียงพอ ก็จะสามารถท าความเข้าใจความสัมพันธ์ระหว่าง
พารามิเตอร์ต่างๆ กับค่าอัตราส่วนการแบ่งแรงได้ดียิ่งขึ้น 

2. ในการค านวณแบบสามมิติ   ค่าความเค้นที่ค านวณได้มีความแตกต่างจากค่าจากแบบจ าลอง
อยู่ในระดับไม่เกิน 15% ซึ่งน่าจะเป็นผลมาจากการแบ่งเอลิเมนต์ที่ไม่ เพียงพอเนื่องจาก
ข้อจ ากัดของขีดความสามารถของเครื่องค านวณ ดังนั้นถ้าสามารถเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์ที่แบ่ง
บริเวณผิวสัมผัสเพิ่มข้ึน ก็น่าจะส่งผลให้ค านวณผลลัพธ์จากวิธีไฟไนตืเอลิเมนต์ได้ใกล้เคียงผล
จากแบบจ าลองมากข้ึนได ้
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ภาคผนวก ก. 
ค าจ ากัดความของเฟือง (Gear Definitions) 

 

เฟืองเป็นอุปกรณ์ส าคัญในเครื่องจักรกลต่างๆ โดยใช้ท าหน้าที่หมุนจากเพลาหนึ่งไปอีกเพลา
หนึ่งเพ่ือส่งก าลัง โดยส่วนใหญ่เฟืองขับ (Driving Gear) หรือที่นิยมเรียกว่าพิเนียน (Pinion) จะมี
ขนาดเล็กกว่าเฟืองตาม (Driven Gear) หรือที่นิยมเรียกว่าเกียร์ (Gear) 

ก่อนที่จะศึกษาเกี่ยวกับเฟืองควรจะมีความรู้ค าจ ากัดความเรียกชื่อในส่วนต่างๆ ของเฟืองดัง
แสดงในรูปที่ ก.1 ซ่ึงจะอธิบายในส่วนต่างๆ ของเฟืองดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ก.1 การเรียกชื่อส่วนต่างๆ ของเฟือง [16] 
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1. วงกลมพิตซ์ (Pitch Circle)   

- ใช้ในการบอกขนาดของเฟืองโดยบอกขนาดของเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์ (Pitch 
Diameter)  

 

2. โมดูล (module) m 

- เป็นอัตราส่วนระหว่างขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์กับจ านวนฟัน โดยหน่วยที่ใช้วัดคือ
มิลลิเมตร (mm) โมดูลมักใช้ในการบอกขนาดเฟืองในระบบเอสไอ (SI System) 

 

     (ก.1) 

 

เมื่อ  d  คือเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์ที่มีหน่วยเป็นมิลลิเมตร (mm) 

N  คือจ านวนฟัน 

rp คือรัศมีพิตซ ์

 

3. ไดอะมิทรัลพิตซ์ (Diametral Pitch) P 

- เป็นอัตราส่วนระหว่างจ านวนฟันกับขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์ หรือส่วนกลับของ
โมดูล โดยมีหน่วยที่ใช้วัดเป็นนิ้ว (inch) ไดอะมิทรัลพิตซ์ใช้ในการบอกขนาดเฟืองใน
หน่วยอังกฤษ (British Units) 

    (ก.2) 

 

เมื่อ  d  คือเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์ ที่มีหน่วยเป็นนิ้ว (inch) 

m  คือโมดูลที่มีหน่วยเป็นนิ้ว (inch) 

 

 

 

 

 

 

2 prd
m

N N
 

1

2 p

N N
P

d r m
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4. เซอร์คิวลาพิตซ์ (Circular Pitch) p 

- ระยะที่วัดบนวงกลมพิตซ์จากฟันหนึ่งไปยังอีกซี่หนึ่ง ณ ต าแหน่งเดียวกันซึ่งสามารถหา
ได้โดยสมการ 

    (ก.3) 

 

ดังนั้น              (ก.4) 

  

5. เซอร์คิวลาพิตซเ์บสหรือเบสพิตซ์ (Circular Pitch Base or Base Pitch) pb  

- ระยะที่วัดบนวงกลมเบสจากฟันหนึ่งไปยังอีกซี่หนึ่ง ณ ต าแหน่งเดียวกันซึ่งสามารถหาได้
โดยสมการ 

N

r
p b

b

2
      (ก.5) 

 เมื่อ  rb  คือรัศมีเบส (Base Radius) สามารถค านวณได้โดย 

 

 cosb pr r       (ก.6) 

6. แอดเดนดัม (Addendum) 

- ระยะที่วัดในแนวรัศมีจากวงกลมพิตซ์ถึงยอดฟัน (Top Land) 

7. ดีเดนดัม (Dedendum) 

- ระยะที่วัดในแนวรัศมีจากวงกลมพิตซ์ถึงโคนฟัน (Bottom Land) 

8. เคลียรันซ์ (Clearance)  

- ผลต่างระหว่างค่าดีเดนดัม (Dedendum) กับค่าแอดเดนดัม (Addendum) 

9. แบ็คแล็ซ (Backlash) 

- ผลต่างระหว่างความกว้างช่องว่างระหว่างคู่ฟันกับความกว้างของฟันที่เกิดการขบ โดย
วัดตามแนวเส้นวงกลมพิตซ์ 

10. ความหนาของฟัน (Face Width)  

- ความหนาของฟันเฟืองวัดในแนวทิศทางเดียวกับแกนเฟือง 

11. แฟล็งค์ (Flank) 

- ผิวด้านข้างของฟันเฟือง 

2 prd
p m

N N


  

mPp 
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12. อัตราทด (Velocity Ratio) mw  

- อัตราส่วนความเร็วเชิงมุมของเฟืองขับต่อความเร้วเชิงมุมของเฟืองตาม 

 

    (ก.6) 

 

 

เมื่อ  ดรรชนีล่าง (Subscript) “1” และ “2” คือเฟืองขับและเฟืองตามตามล าดับ 

ω  คือความเร็วเชิงมุม (rad/s) 

n  คือความเร็วรอบ (rpm) 

d  คือเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์ (mm หรือ inch) 

N  คือจ านวนฟัน 

 

13. อัตราส่วนเฟือง (Gear Ratio) mg 

- อัตราส่วนระหว่างจ านวนฟันบนเฟืองตามหรือเกียร์ (Gear) ต่อจ านวนฟันบนเฟืองขับ
หรือพิเนียน (Pinion) 

     (ก.7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

2

1
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1
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ภาคผนวก ข. 
โปรแกรมแบบจ าลองคณิตศาสตร์ที่ใช้ในการค านวณการสัมผัสกันของฟันเฟืองตรง 

 
ในงานวิจัยนี้ได้สร้างโปรแกรมแบบจ าลองคณิตศาสตร์ โดยอาศัยทฤษฎีความเค้นของเฮิรตซ์

เพ่ือค านวณความเค้นที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของเฟืองตรง ขั้นตอนการค านวณเริ่มโดยการใส่
ค่าพารามิเตอร์เฟืองต่างๆ สภาวะการท างาน และอัตราส่วนการแบ่งแรงขณะการขบสองคู่ฟัน 
หลังจากนั้นโปรแกรมจะท าการค านวณเรขาคณิตของเฟืองต่างๆ  รัศมีการสัมผัส และแรงที่เกิดขึ้นบน
หน้าฟัน ณ ต าแหน่งการขบนั้นๆ หลังจากนั้นจึงค านวณค่าความเค้นต่างๆ และค่าความกว้างผิวที่เสีย
รูป โดยค านวณทีละต าแหน่งการขบไปเรื่อยๆ จนครบรอบการขบของฟันเฟือง โดยรายละเอียดของ
โปรแกรมแสดงได้ดังนี้ 

 
%Gear Parameters 
%==================================================================== 
N1 = input('Number of Teeth of Pinion (N1) :  ');%30 
N2 = input('Number of Teeth of Gear (N2) :  ');%30 
m1 = input('Gear Module (m) :  ');%3  
PAdeg = input('Pressure Angle (PA) (Degree) :  ');%20 
PA = PAdeg*pi/180; %pressure angle (radain) 
FW = input('Face Width (FW) (mm) :  ');%20 
T = input('Torque (T) (N-m) :  ');%250 
inputLSS = input('Load Sharing at Start (LSS) (Percent) :  ');%0.33 ; 
LSS = inputLSS/100; 
inputLSE = input('Load Sharing at End (LSE) (Percent) :  ');%0.66 ; 
LSE = inputLSE/100; 
v = input('Poisson Ratio (v) : '); %0.3 Structural steel 
E = input('Young Modulus (E) (GPA) : '); %200  
E = E*(10^9); 

 
%==================================================================== 

 
%Gear Geometry 
%velocity ratio,gear ratio mw = w1/w2 = n1/n2 = d2/d1 = N2/N1  
%1 = pinion , 2 = Gear 
% w (angular velocity) (rad/s) 

% n (gear speed ความเร็วรอบ) (rpm) 
% d (diameter of pitch circle) (mm) 
% N (number of teeth) 
mw = N2/N1 ; 
Rp1 = m1*N1/2 ; %Radius of  pitch circle (pinion) (mm) 
Rp2 = m1*N2/2 ; %Radius of  pitch circle (gear) (mm) 
Rb1 = Rp1*cos(PA) ; %Radius of base circle (pinion) (mm) 
Rb2 = Rp2*cos(PA) ; %Radius of base circle (gear) (mm) 
pb = 2*pi*Rb1/N1 ; %Circular pitch of base circle (mm) 
pp = 2*pi*Rp1/N1 ; %Circular pitch of pitch circle (mm) 
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n1p = Rp1*sin(PA) ; %ระยะจากเบสถึงพิตซ์ (pinion) (mm) 
n2p = Rp2*sin(PA) ; %ระยะจากเบสถึงพิตซ์ (gear) (mm) 
ap = sqrt((Rp1 + m1)^2 - Rb1^2) - n1p; %ระยะขบของ a ถึง p (mm) 
bp = sqrt((Rp2 + m1)^2 - Rb2^2) - n2p; %ระยะขบของ b ถึง p (mm) 
%หาอตัราส่วนการขบ 
mc = (ap+bp)/pb; 

%หาต าแหน่งท่ีมีการขบ 2 ฟันและหน่ึงฟัน 

  
%==================================================================== 

 
%Calculation 

step = pb/400 ; %แบ่ง Circular pitch of base circle ออกเป็น 400 ส่วน (mm) 
rc1 = n1p:-step:n1p-ap;  
rc2 = n1p+step:step:n1p+bp; 
r1 = cat(2,fliplr(rc1),rc2); 
rc1 = n2p:step:n2p+ap; 
rc2 = n2p-step:-step:n2p-bp; 
r2 = cat(2,fliplr(rc1),rc2); 

  

%two คือเฟืองขบ 2 ฟันแบ่ง 2 ดา้น 
two = round((length(r1)*(mc-1))/2); %จ านวนจุดท่ีเกิดการขบสองฟัน%แลว้แต่รูปทรงฟันเฟือง 
%cylindrical contact area 

  
r1_inv = 1./(r1*0.001);%(m^-1) 
r2_inv = 1./(r2*0.001);%(m^-1) 

  
delta = (4.*(1-v^2)./E)./(r1_inv+r2_inv); 

  
b_Herz = r1.*0; %(m) 
P_Herz = r1.*0; %(N) 

m1 = (LSE-LSS)/(two-1); %ความชนัช่วงขบสองฟัน ช่วงแรก 
m2 = (LSS-LSE)/(two); %ความชนัช่วงขบสองฟัน ช่วงสอง 
for i = 1:1:length(r1) 

    if (i <= two)%ช่วง 1 ขบ 2 ฟัน  
        % i=1 LSS (load sharing ratio) = 0.33 , i = two LSE = 0.66 

         
        P_Herz(i) = T/(Rb1*0.001)*(m1*i+LSS-m1);%(N) 
        b_Herz(i) = ((2*P_Herz(i).*delta(i))/(pi*FW*0.001))^0.5; 

         

    elseif (i >= length(r1)-two) %ช่วง 3 ขบ 2 ฟัน  
        % i=all length - two  LSR (load sharing ratio) = 0.66 , i = 

all length LSR = 0.33 

         
        P_Herz(i) = T/(Rb1*0.001)*(m2*i+LSS-m2*length(r1));%(N) 
        b_Herz(i) = ((2*P_Herz(i).*delta(i))/(pi*FW*0.001))^0.5; 

    else   %ช่วง 2 ขบ 1 ฟัน 
        P_Herz(i) = T/(Rb1*0.001);%(N) 
        b_Herz(i) = ((2*P_Herz(i).*delta(i))/(pi*FW*0.001))^0.5; 

         
    end 
end 
sixmaxx = (-1).*(b_Herz)./delta; 
sixmayy = (-2).*v.*(b_Herz./delta); 
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sixmazz = (-1).*(b_Herz)./delta; 

  
sixma = (0.5.*((sixmaxx-sixmayy).^2+(sixmayy-sixmazz).^2+(sixmazz-

sixmaxx).^2)).^0.5; 

  
x = 1:length(sixma); 

  
plot(x,sixma) 
whitebg('white') 
xlabel('Meshing Position') 
ylabel('Stress') 
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ภาคผนวก ค.  
การใช้โปรแกรม GearTrax2008 

 

 โปรแกรม GearTrax2008 เป็นโปรแกรม CAD/CAM (Computer- Aided Design and 
Computer- Aided Manufacturing) ประเภทหนึ่งที่ใช้ในการเขียนโมเดลเฟืองประเภทต่างๆ โดย
ท างานร่วมกับโปรแกรม SolidWorks2008 โดยปกติการเขียนโมเดลเฟืองตามหลักการเขียนแบบใน
โปรแกรมเขียนแบบทั่วไปจะใช้เวลาค่อนข้างมาก แต่โปรแกรม GearTrax2008 สามารถเขียนโมเดล
เฟืองส าเร็จขึ้นมาอย่างรวดเร็วโดยการใส่พารามิเตอร์เกียร์ (Gear Parameters) ที่ถูกต้องดังแสดง
ตัวอย่างหน้าจอโปรแกรมในรูปที่ ค.1 โดยขั้นตอนในการใช้งานโปรแกรมเฉพาะแค่กรณีเฟืองตรงจะ
แสดงในล าดับต่อไป  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ค.1 แผงจอโปรแกรม GearTrax2008 
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โปรแกรม GearTrax2008 สามารถวาดโมเดลเฟืองได้ทุกประเภท ได้แก่ เฟืองตรง (Spur Gear) , 
เฟืองเฉียง (Helical Gear) , เฟืองดอกจอก (Bevel Gear) , ล้อฟันเฟือง (Sprocket) , เฟืองโซ่ (Gear 
Belt Pulley) , สายพานล าเลียง (Belt Pulley) , เฟืองหนอน (Worm Gear) , สลัก (Spline) เป็นต้น  
ซึ่งในการศึกษานี้ได้ใช้โปรแกรมในการวาดโมเดลเฟืองตรงดังแสดงในรูปที่ ค.2 

 

 
รูปที่ ค.2 ขัน้ตอนการก าหนดค่าแผงจอ GearTrax2008 

 

ขั้นที่ 1 ก าหนดประเภทของเฟือง (ก าหนดที่บริเวณ 1 ในรูปที่ ค.2) - ก าหนดประเภทของ
เฟืองที่จะสร้างโมเดลโดยเลือกต าแหน่งซ้ายสุดในหัวข้อ Spur/Helical 

ขั้นที่ 2 ก าหนดประเภทของเฟืองเพ่ิมเติม (ก าหนดที่บริเวณ 2 ในรูปที่ ค.2) –  เลือกก าหนด
เฟืองตรงหรือเฟืองเฉียง หากเลือกเฟืองเฉียงต้องก าหนดเฟืองเฉียงซ้ายหรือขวาเพ่ิมเติม เพราะคู่เฟือง
เฉียงต้องเอียงท ามุมในทิศทางตรงข้ามกันจึงขบกันได้และต้องก าหนดมุมเฮลิกซ์ของเฟืองเฉียงดังแสดง
ในรูปที่ ค.2 

ขั้นที่ 3 ก าหนดขนาดของเฟือง (ก าหนดที่บริเวณ 3 ในรูปที่ ค.2) –  การก าหนดขนาดของ
เฟืองสามารถก าหนดเป็นค่าโมดูล (module) เช่น 3.0  2.75  2.5 เป็นต้น หรือก าหนดค่าไดอะ
มิทรัลพิตซ์ (Diametral Pitch) มาตรฐาน เช่น 2.43  3.11 เป็นต้น หลังจากนั้นจึงก าหนดมุมกด
มาตรฐานของเฟืองที่เป็นอินโวลูตเคอฟ (Involute Curve) ซ่ึงมีมุมกด 14.5 องศา  20 องศา และ 25 
องศา  การกัดเฟืองในบางกรณีที่ป้องกันการขัดกันของการขบ ผู้ผลิตจะกัดเฟืองโดยไม่ใช้ความยาว
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ของฟันทั้งหมดตามมาตรฐาน (Full Depth) FD แต่จะตัดความสูงของฟันออกเล็กน้อย ซึ่งเรียกเฟือง
ที่กัดตามมาตรฐานนี้ว่า Stub  

ขั้นที่ 4 ก าหนดจ านวนฟันบนเฟือง (ก าหนดที่บริเวณ 4 ในรูปที่ ค.2) –  ก าหนดจ านวนฟัน
บนเฟืองขับ (Pinion) และเฟืองตาม (Gear) ภายหลังจากก าหนดเสร็จสิ้น โปรแกรมจะแสดง
อัตราส่วนเฟือง (Gear Ratio) และระยะห่างระหว่างจุดศูนย์กลางรูเพลาของคู่เฟือง  

ขั้นที่ 5 ก าหนดข้อมูลเฟือง (ก าหนดที่บริเวณ 5 ในรูปที่ ค.2) –  ข้อมูลพ้ืนฐานของเฟืองจะ
ถูกค านวณและแสดงขึ้นในกรอบข้อมูลเกียร์ (Gear Data) จากพารามิเตอร์ของเฟืองที่ได้ท าการเลือก
ก่อนหน้านี้ แต่บางหัวข้อก็สามารถปรับได้ เช่น แบคแลช (Backlash) และ ความหนาของฟัน (Face 
Width) ซึ่งในการศึกษานี้ก าหนดให้เฟืองขับและเฟืองตาม มีความกว้างหน้าฟัน 20 mm 

 ขั้นที่ 6 เสร็จสิ้น (ก าหนดที่บริเวณ 6 ในรูปที่ ค.2) –  กดเสร็จสิ้นเพ่ือโปรแกรมจ าประมวลผล
พารามิเตอร์เกียร์ต่างๆ ที่ได้ก าหนดและสร้างโมเดลเกียร์ตามที่เราต้องการ โดยภายหลังกดเสร็จสิ้น
โปรแกรมจะใช้ เวลาประมวลผลชั่ วครู่หนึ่ ง  แล้วแสดงโมเดลเกียร์ ที่สมบูรณ์ในโปรแกรม 
SolidWorks2008 จึงท าการบันทึกไฟล์โมเดลเพื่อน าไปใช้ต่อไป โดยให้บันทึกไฟล์ในสกุล .IGS 
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ภาคผนวก ง. 
การสร้างและประกอบ (Assembly) คู่เฟืองตรงโดยโปรแกรม CATIA 

 
หลังจากที่ได้ท าการสร้างโมเดลเฟืองตรงแล้วในขั้นตอนนี้จะน าโมเดลมาใช้งานและประกอบ

เข้าด้วยกันในโปรแกรม CATIA ซึ่งจะอธิบายขั้นตอนต่างๆ ดังต่อไปนี้ 

 

เปิดโปรแกรม CATIA แล้วกด File  Open  เลือกโมเดลเฟืองตรงที่ได้สร้างไว้ซึ่งมีสกุลไฟล์ 
.IGS โปรแกรมจะน าเข้าโมเดลดังแสดงในรูปที่ ง.1 

 

 
รูปที่ ง.1 โมเดลเฟืองตรงที่น าเข้าในโปรแกรม CATIA 

 

เนื่องจากโมเดลที่น าเข้าเกิดจากการสร้างผิว (Surface) หลายๆ ผิวมาประกอบเป็นเฟืองตรง
จึงท าให้ยังไม่สามารถแก้ไขโมเดลเฟืองได้ จึงต้องท าโมเดลให้กลายเป็นโมเดลแข็ง (Solid Model) 
ก่อน เลือกโหมดไปที่ Shape โดยการกดปุ่ม Start  Shape  Generative Shape Design 
หลังจากนั้นเลือก Geometrical Set.1 ดังแสดงในรูปที่ ง.1 และกดปุ่ม Join บนแถบเครื่องมือ 
(Toolbar) ดังแสดงในรูปที่ ง.2 หลังจากนั้นจึงกด ok อีกครั้งหนึ่งเพ่ือรวมผิวทุกๆ ผิวเข้าด้วยกัน 
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รูปที่ ง.2 ปุ่ม Join บนแถบเครื่องมือ 
 

 ภายหลังจากท่ีรวมผิวเข้าด้วยกันแล้ว โมเดลเฟืองตรงจะมีสีเหลืองอ่อนซึ่งคือสีของพ้ืนผิวที่ได้
ถูกรวมเข้าด้วยกันดังแสดงในรูปที่ ง.3 

 

 
 

รูปที่ ง.3 พ้ืนผิวโมเดลเฟืองตรงที่ได้ถูกรวมเข้าด้วยกัน 
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หลังจากนั้นจึงเลือกโหมดไปที่ของแข็ง โดยการกดปุ่ม Start  Mechanical Design  Part 
Design หลังจากนั้นจึงสร้างโมเดลแข็งโดยเลือกกลุ่มของพ้ืนผิวที่ได้ถูกรวมเข้าด้วยกัน Join.1 ดังแสดง
ในรูปที่ ง.3 แล้วกดปุ่ม Close Surface บนแถบเครื่องมือดังแสดงในรูปที่ ง.4 

 

 

 

 

รูปที่ ง.4 ปุ่ม Close Surface บนแถบเครื่องมือ 
  

ในขั้นตอนนี้เราได้สร้างโมเดลแข็งของเฟืองตรงเสร็จสิ้นแล้ว ท าการเลือก กลุ่มของพ้ืนผิว 
Join.1 อีกครั้งนึง คลิกขวาและกด Hide ก็จะแสดงโมเดลแข็งของเฟืองตรงซึ่งมีสีเทาเหมือนดังตอน
แรกในรูปที่ ง.1 ซ่ึงในข้ันนี้เราสามารถที่จะแก้ไขและน าโมเดลเฟืองตรงไปใช้งานต่อได้แล้ว 

 ในขั้นถัดไปจะท าการสร้างรูเพลาบนเฟืองตรง โดยขั้นแรกก าหนดระนาบ (plane) อ้างอิงบน
หน้าของเฟืองตรงโดยการคลิกที่หน้าเฟืองตรงแล้วกดปุ่ม Plane และตามด้วยปุ่ม Sketch บนแถบ
เครื่องมือดังแสดงในรูป แล้วเลือกที่ระนาบเดิมอีกครั้งหนึ่งเพ่ือเขียนแบบวงกลมรูเพลา 

 

 

 

 

 

   

รูปที่ ง.5 ปุ่ม Plane และปุ่ม Sketch (จากซ้ายไปขวา) บนแถบเครื่องมือ 
 

ต่อมากดปุ่ม Circle บนแถบเครื่องมือดังแสดงในรูปที่ ง.6 เพ่ือวาดวงกลมแล้วคลิกที่ต าแหน่ง
จุดสูนย์กลางเฟืองตรงเพ่ือก าหนดจุดศูนย์กลางวงกลมและก าหนดอีกจุดหนึ่งซึ่งก าหนดขนาดของ
วงกลม 
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รูปที่ ง.6 ปุ่ม Circle บนแถบเครื่องมือ 
  

ถัดมาท าการก าหนดขนาดของรูเพลาโดยกดปุ่ม Constraint บนแถบเครื่องมือดังแสดงในรูป
ที่ ง.7 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.7 ปุ่ม Constraint บนแถบเครื่องมือ 
 

ต่อมาเลือกไปที่แบบวงกลมที่ได้วาดไว้ก่อนหน้านี้ หลังจากนั้นดับเบิ้ลคลิก (Double Clicks) 
ที่มิติ (Dimension) หรือขนาดของวงกลม ณ ขณะนั้น แล้วก าหนดขนาดของรูเพลาให้มีเส้นผ่าน
ศูนย์กลาง (Diameter) 30 มิลลิเมตรดังแสดงในรูปที่ ง.8 
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รูปที่ ง.8 ก าหนดเส้นผ่านศูนย์กลางของแบบวงกลมให้มีขนาด 30 มิลลิเมตร 
 

หลังจากก าหนดค่าต่างๆ เสร็จสิ้นก็จะได้แบบวงกลมตามที่ต้องการบนผิวเฟืองตรงดังแสดงใน
รูปที่ ง.9 

 

 
 

รูปที่ ง.9 แบบวงกลมที่มีเส้นผ่านศูนย์กลาง 30 มิลลิเมตร 
 

หลังจากนั้นกดปุ่ม Exit Workbench บนแถบเครื่องมือดังแสดงในรูปที่ ง.10 เพ่ือออกจาก
การเขียนแบบ 
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รูปที่ ง.10 ปุ่ม Exit Workbench บนแถบเครื่องมือ 
 

หลังจากนั้นท าการเลือกแบบวงกลม และกดปุ่ม Pocket บนแถบเครื่องมือดังแสดงในรูปที่  

ง.11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.11 ปุ่ม Pocket บนแถบเครื่องมือ 
  

หลังจากนั้นก าหนดความลึก (Depth) ที่ต้องการจะเจาะบนโมเดลเฟือง ซึ่งก็คือ 20 มิลลิเมตร ทะลุ
ตลอดความหนาเฟืองตรง ดังแสดงในรูปที่ ง.12 หลังจากนั้น กด ok แต่หากแนวการเจาะไม่เข้าหา
โมเดลเฟืองให้กดปุ่ม Reverse Direction แล้วจึงกดปุ่ม ok 
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รูปที่ ง.12 ก าหนดความลึกของรูปที่ต้องการเจาะ 20 มิลลิเมตร 
 

 เมื่อก าหนดค่าต่างๆ เรียบร้อยก็จะได้โมเดลเฟืองตรงดังแสดงในรูปที่ ง.13 หลังจากนั้นจึงท า
ขั้นตอนทั้งหมดซ้ าอีกครั้งหนึ่งเพ่ือสร้างโมเดลเฟืองตรงอีกชิ้นหนึ่งที่เป็นคู่ฟันขบของเฟืองชิ้นแรก 

 

 
รูปที่ ง.13 โมเดลเฟืองตรงที่เจาะรูเพลาแล้ว 
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 หลังจากสร้างโมเดลเฟืองตรงเสร็จสิ้นจึงท าการสร้างโมเดลฐานโดยมีเพลา (Shaft) ซึ่งมีขนาด
เส้นผ่านศูนย์กลางพอดีกับขนาดของรูบนเฟืองตรง โดยแสดงตัวอย่างขนาดของโมเดลฐานในรูปที่  

ง.14 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.14 มิติของโมเดลฐาน 
 

 หลังจากสร้างโมเดลต่างๆ เสร็จสิ้นแล้วจึงท าการประกอบชิ้นส่วนต่างๆ เข้าด้วยกัน โดยเลือก
ไปที่ Start  Mechanical Design  Assembly Design หลังจากนั้นบนหน้าจอแสดงผล คลิก
ขวาที่ Product1  Components  Existing Component… แล้วท าการเลือกน าเข้าโมเดล
ต่างๆ ที่จะน ามาประกอบทั้งหมด 

หลังจากนั้นใช้เข็มทิศ (Compass) บนหน้าจอแสดงผลทางด้านขวาบนดังแสดงในรูปที่ ง.15 เพ่ือ
เคลื่อนโมเดลไปในทิศทางที่ต้องการโดยคลิกซ้ายที่เข็มทิศแล้วลากไปวางยังโมเดลที่ต้องการจะเคลื่อน
เพ่ือขยับ 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.15 เข็มทิศเพ่ือใช้ขยับโมเดล 
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หลังจากกดปุ่ม Coincidence Constraint บนแถบเครื่องมือดังแสดงในรูปที่ ง.16 โดยคลิก
ซ้ายครั้งแรกที่แกนของรูเพลาของเฟืองตรงแล้วคลิกซ้ายอีกครั้งที่แกนของเพลาฐาน แล้วท าซ้ าอีกครั้ง
หนึ่งในเฟืองตรงที่เหลือ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.16 ปุ่ม Coincidence Constraint บนแถบเครื่องมือ 
 

หลังจากนั้นจึงกดปุ่ม Contact Constraint บนแถบเครื่องมือดังแสดงในรูปที่ ง.17 โดยคลิกซ้าย 2 
ครั้งไปบนคู่พ้ืนผิวที่ต้องการจะให้สัมผัสกัน 
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รูปที่ ง.17 ปุ่ม Contact Constraint บนแถบเครื่องมือ 
 

หลังจากตั้งข้อก าหนด (Constraint) ต่างๆ แล้วให้กดปุ่ม Update ดังแสดงในรูปที่ ง.18 เพ่ือ
ดูการประกอบในขั้นตอนสุดท้าย 

 

 

 

รูปที่ ง.18 ปุ่ม Update บนแถบเครื่องมือ 
 

หลังจากกดปุ่ม Update โมเดลต่างๆ จะถูกประกอบเข้าด้วยกันตามข้อก าหนดดังแสดงในรูป
ที่ ง.19 
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รูปที่ ง.19 ปุ่ม โมเดลเฟืองตรงที่ถูกประกอบบนฐาน 

 

หลังจากประกอบชิ้นส่วนเข้าด้วยกันแล้วขั้นตอนต่อไปคือการจ าลองการขบกันของเฟืองตรง
โดยเลือกไปที่ Start  Digital Mockup  DMU Kinematics หลังจากเข้ามาในโหมดจ าลองกด
ปุ่ม Assembly Constraint Conversion บนแถบเครื่องมือดังแสดงในรูปเพ่ือให้การจ าลองการ
เคลื่อนไหวเป็นไปตามข้อก าหนดดังแสดงในรูปที่ ง.20 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.20 ปุ่ม Assembly Constraint Conversion บนแถบเครื่องมือ 
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กดปุ่ม Auto Create เพ่ือสร้างกลไลการเคลื่อนไหวจากข้อก าหนดที่ได้สร้างก่อนหน้านี้ ดัง
แสดงในรูปที่ ง.21 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.21 ปุ่ม Auto Create บนแผง Assembly Constraint Conversion 
 

หลังจากนั้นกดปุ่ม Revolute Joint ตรงลูกศรชี้ลงเพ่ือเลือกชนิด Revolute Joint แบบ
ต่างๆ บนแถบเครื่องมือดังแสดงในรูปที่ ง.22 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.22 ปุ่ม Revolute Joint บนแถบเครื่องมือ 
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หลังจากกดปุ่ม Revolute Joint แล้วให้เลือก Gear Joint ที่ตรงกับลักษณะการเคลื่อนที่ของ
ระบบดังแสดงในรูปที่ ง.23 

 

 

 

รูปที่ ง.23 ปุ่ม Gear Joint บนแถบเครื่องมือ 
 

หลังจากกดปุ่ม Gear Joint ให้ท าการเลือก Revolute Joint 1 และ 2 จาก Applications 
 Mechnism  Joints ตามล าดับในด้านซ้ายของหน้าจอแสดงผลและท าการคลิกเลือก Angle 
driven for revolute 1 ดังแสดงในรูปที่ ง.24 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.24 แผงควบคุม Gear Joint บนแถบเครื่องมือ 
 

หลังจากนั้นจึงกดปุ่ม Fixed Part บนแถบเครื่องมือดังแสดงในรูปที่ ง.25 แล้วเลือกโมเดล
ฐานเพ่ือยึดให้นิ่งอยู่กับที่ ขณะที่เกิดการเคลื่อนไหว 
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รูปที่ ง.25 ปุ่ม Fixed Part บนแถบเครื่องมือ 
 

หลังจากนั้นกดปุ่ม Simulation บนแถบเครื่องมือดังแสดงในรูปที่ ง.26 เพ่ือจ าลองการขบ
ของเฟืองตรง 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ ง.26 ปุ่ม Simulation บนแถบเครื่องมือ 
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รูปที่ ง.27 แผงควบคุม Simulation บนแถบเครื่องมือ 
 

หลังจากกดปุ่ม Simulation แผงควบคุมจากปรากฏขึ้น ในแผงควบคุม Kinematics 
Simulation จะสามารถก าหนดมุมที่เฟืองหมุนไปจากต าแหน่งเดิมได้ นอกจากนั้นท าการเลือกปุ่ม 
Keep position on exit เพ่ือให้เฟืองยังคงอยู่ในต าแหน่งนั้นหลังจากได้ท าการจ าลองเกิดขึ้น เมื่อ
เลือกต าแหน่งสุดท้ายของการหมุนโดยการก าหนดมุมที่หมุนจึงกดปุ่ม Insert ในแผง Edit Simulation 
และกด OK เมื่อเสร็จสิ้นการก าหนดการจ าลองโดยแสดงในรูปที่ ง.27 
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ภาคผนวก จ. 
การตั้งค่าโปรแกรม ANSYS ส าหรับปัญหาการสัมผัส 

 
โปรแกรม ANSYS เป็นโปรแกรม CAE (Computer Aided Engineering) หรือโปรแกรม

คอมพิวเตอร์ที่ช่วยในงานวิศวกรรมในการแก้ปัญหากรค านวณโดยการหาค าตอบโดยประมาณ 
โปรแกรม CAE ได้มีการพัฒนาโดยอิงจากระเบียบหลายวิธี ได้แก่ ระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่อง (Finite 
Difference Method) ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite Element Method) และระเบียบวิธีไฟ
ไนต์วอลุ่ม (Finite Volume Method) ระเบียบวิธีเหล่านี้จะท าการเปลี่ยนสมการก ากับ (Governing 
Equation) ที่แสดงความจริงของปัญหาทางวิศวกรรมในแขนงต่างๆ ได้แก่ ปัญหาเชิงโครงสร้างสร้าง 
ปัญหาความร้อน ปัญหาการไหล ฯลฯ ให้กลายเป็นระบบสมการคณิตศาสตร์ในรูปเมตริกซ์ หลังจาก
นั้นจึงท าการแก้ระบบสมการเหล่านั้นด้วยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (Numerical Method) ซึ่งใน
การศึกษานี้ได้ประยุกต์ใช้โปรแกรม ANSYS ในการแก้ปัญหาการกดกันของฟันเฟืองตรง โดย
รายละเอียดของการตั้งโปแกรมส าหรับแก้ปัญหาดังกล่าวจะแสดงต่อไป 

 

ท าการเปิดโปรแกรม ANSYS และคลิกเลือกลักษณะของปัญหาที่ต้องการซึ่งในที่นี้คือโหมด Static 
Structural แล้วท าการคลิกซ้ายแล้วลากไปที่กล่องดังแสดงในรูปที่ จ.1 

 

 
รูปที่ จ.1 การเลือกโหมดปัญหาต่างๆ ในโปรแกรม ANSYS 
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ต่อมาหลังจากที่ลากโหมดดังกล่าวมาวางในกล่องแล้วจะปรากฎกล่องที่แสดงถึงล าดับขั้นตอนว่าอยู่ใน
ขั้นตอนไหนของกระบวนการแก้ปัญหาดังแสดงในรูปที่ จ.2 

 

 
รูปที่ จ.2 กล่องแสดงขั้นตอนในการแก้ปัญหา 

 

จากรูปที่ จ.2 ให้ดับเบิ้ลคลิกซ้ายไปที่ Engineering Data หน้าจอใหม่จะปรากฏขึ้นดังแสดงในรูปที่  

จ.3 ซึ่งแสดงถึงคุณสมบัติทางวิศวกรรมต่างๆ ของชิ้นงานที่เราสนใจ โดยในตัวอย่างนี้ชิ้นงานของวัสดุ
คือ Structural Steel ที่มีค่า Young’s Modulus เป็น 200 GPa และมีค่า Poisson’s Ratio คือ 0.3 
ซึ่งค่าของวัสดุสามารถปรับเปลี่ยนได้โดยพิมค่าที่ต้องการในหลักท่ี B  

 

 
รูปที่ จ.3 คุณสมบัติทางวิศวกรรมต่างๆ ของชิ้นงาน 
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หลังจากท่ีได้ตั้งค่าคุณสมบัติของชิ้นงานตามที่ต้องการแล้วจึงคลิกปุ่ม Return to Project ดังแสดงใน
รูปที่ จ.4 เพ่ือปิดหน้าต่างแสดงคุณสมบัติของวัสดุและกลับไปยังโครงงานต่อ 

 

 
รูปที่ จ.4 ไอคอนย้อนกลับไปยังโครงงาน 

 

ต่อมาคือขั้นตอนใส่โมเดลของปัญหาที่ เราสนใจ ให้คลิกขวาในช่อง Geometry  Import 
Geometry  Browse… แล้วท าการเลือกโมเดลของปัญหาที่เราสนใจในสกุลไฟล์ . igs ดังแสดงใน
รูปที่ จ.5 ซึ่งในตัวอย่างนี้น าเข้าโมเดลการขบกันของชุดเฟืองที่ตั้งค่าการขบในต าแหน่งพิตซ์โดย
โปรแกรม CATIA เรียบร้อยแล้ว 

 

 
รูปที่ จ.5 การน าเข้าโมเดลปัญหาที่สนใจ 
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เนื่องจากโมเดลที่น าเข้าเป็นโมเดลสามมิติแต่เพ่ือลดเวลาในการค านวณลงจึงท าปัญหาให้ง่ายโดยการ
พิจารณาเป็นปัญหาสองมิติแทนดังนั้นจึงต้องท าการแก้ไขโมเดลก่อนจึงด าเนินการในขั้นตอนต่อไปได้ 
หลังจากข้ันตอนก่อนหน้าท าการคลิกขวาที่ Geometry  Edit Geometry ดังแสดงในรูปที่ จ.6 

 

 
รูปที่ จ.6 แก้ไขโมเดล 

 

ภายหลังจากกดเลือก Edit Geometry โปรแกรม Design Modeler ซึ่งเป็นโปรแกรม CAD ย่อยของ
โปรแกม ANSYS จะปรากฏขึ้นมาให้ท าการเลือก Operation  Add Frozen ดังแสดงในรูปที่ ง.7 

 

 
รูปที่ จ.7 ขั้นตอนการสร้างโมเดล Add Frozen 
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ต่อมาจึงเลือกไปที่ไอคอน Import คลิกขวาแล้วกด Generate ดังแสดงในรูปที่ ง.8 

 

 
รูปที่ จ.8 ขั้นตอนการสร้างโมเดล Generate 

 

โมเดลของชุดเฟืองที่น าเข้าจากโปรแกรม CATIA จะถูกสร้างออกมาในรูปที่ จ.9 

 

 
รูปที่ จ.9 ชุดโมเดลเฟืองตรง 
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ในปัญหานี้เนื่องจากไม่ต้องการรวมฐานของชุดเฟืองให้อยู่ในขอบเขตท่ีพิจารณาด้วยจึงท าการคลิกขวา
ที่ Solid แล้วเลือก Suppress Body ดังรูปที่ จ.10 

 

 
รูปที่ จ.10 การแยกฐานชุดเฟืองออกจากขอบเขตปัญหาที่จะพิจารณา 

 

หลังจากนั้นจึงท าการดัดแปลงโมเดลเฟืองให้เป็นสองมิติโดยคลิกที่ไอคอน Thin/Surface ดังแสดงใน
รูปที่ จ.11 ซึ่งจะดัดแปลงโมเดลให้เหลือเฉพาะพ้ืนผิวส่วนที่เลือกเท่านั้น 

 

 
รูปที่ จ.11 พ้ืนผิวบาง 

 

ท าการเลือกพ้ืนผิวที่ด้านข้างเฟืองที่จะพิจารณาซึ่งต้องอยู่ในระนาบ X-Y เท่านั้นดังแสดงในรูปที่ จ.12 
จึงจะสามารถพิจารณาโมเดลแบบสองมิติได้ 
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รูปที่ จ.12 พ้ืนผิวด้านข้างเฟืองที่พิจารณา 

 

ท าการเปลี่ยนค่าความหนาให้เป็น 0 ดังแสดงในรูปที่ จ.13 

 

 
รูปที่ จ.13 การตั้งค่าความหนาของผิวข้างเฟืองที่พิจารณา 

 

หลังจากนั้นจึงท าการเลือกท่ีไอคอน Thin คลิกขวาแล้วเลือก Generate เพ่ือดัดแปลงโมเดลเฟืองเดิม
ให้เหลือเฉพาะพ้ืนผิวที่เลือกดังแสดงในรูปที่ จ.14 
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รูปที่ จ.14 การดดัแปลงโมเดลเฟืองเดิมให้เหลือเฉพาะพ้ืนผิวที่พิจารณา 

 

โมเดลเฟืองจะถูกดัดแปลงให้กลายเป็นพื้นผิวดังแสดงในรูปที่ จ.15 

 

 
รูปที่ จ.15 โมเดลเฟืองที่ถูกดัดแปลงให้กลายเป็นพ้ืนผิว 
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หลังจากนั้นคลิกซ้ายไปท่ี Geometry ในกล่องรูปที่ จ.2 ในแผงฝั่งขวาจะปรากฏดังแสดงในรูปที่ จ.16 

ให้ปรับโหมดการวิเคราะห์เป็นแบบสองมิติ 

 

 
รูปที่ จ.16 เลือกโหมดการวิเคราะห์เป็นแบบสองมิติ 

 

หลังจากนั้นให้คลิกซ้ายที่ Model ในกล่องรูปที่ จ.2 แล้วคลิกขวาแล้วเลือก Edit โปรแกรม ANSYS 
จะท าการเปิดโปรแกรมย่อย Mechanical เพ่ือค านวณส าหรับแก้ปัญหาวิศวกรรมเชิงโครงสร้าง ใน
แผนผังด้านข้างของโปรแกรมทางซ้ายให้เลือกที่ Geometry ดังแสดงในรูปที่ จ.17 

 

 
รูปที่ จ.17 หัวข้อ Geometry 
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ในแผนผังด้านซ้ายให้เปลี่ยน 2D Behavior เป็น Plain Strain ดังแสดงในรูปที่ จ.18 

 

 
รูปที่ จ.18 พฤติกรรมของวัสดุในสองมิติ 

 

ต่อมาให้คลิกท่ี Connections  Contacts จะแสดงแผนผังออกมา ให้เปลี่ยนลักษณะการสัมผัสดัง
แสดงในรูปที่ จ.19 

 

 
รูปที่ จ.19 รายละเอียดการตั้งค่าการสัมผัส 
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นอกจากนั้นยังต้องท าการเลือกผิว Contact ซึ่งคือผิวที่ก าลังจะไปกระทบและเลือกผิว Target ซึ่งคือ
ผิวที่จะถูกกระทบโดยการเลือกไปที่ขอบผิววัสดุดังแสดงในรูปที่ จ.20 และกด Apply ดังแสดงในรูปที่ 
จ.21 โดยผิวที่ถูกเลือกเป็นผิว Contact หรือ Target จะเป็นบริเวณที่สันนิษฐานว่าจะเกิดการสัมผัส
ซึ่งโปรแกรมจะตรวจหาการสัมผัสในบริเวณดังกล่าว 

 

 
รูปที่ จ.20 ผิวที่ถูกเลือก 

 

 
รูปที่ จ.21 การตั้งผิวที่ถูกเลือกให้เป็น Contact 
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ต่อมาในขั้นตอน Meshing คือการแบ่งโมเดลเป็นเอลิเมนต์ย่อยๆ ให้กดไอคอน Mesh Control และ
เลือก Method ดังแสดงในรูปที่ จ.22 

 

 
รูปที่ จ.22 การเลือกชนิดของเอลิเมนต์ 

 

ท าการเลือกวัตถุทั้งหมดและกด Apply ในช่อง Geometry ในลักษณะที่คล้ายกับการเลือกผิวที่กล่าว
ไปข้างต้นและในช่อง Method ให้เปลี่ยนเป็น Triangles ดังแสดงในรูปที่ จ.23  

 

 
รูปที่ จ.23 รายละเอียดการตั้งค่าลักษณะการแบ่งเอลิเมนต์ 
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ต่อมาเลือกไอคอน Mesh Control อีกครั้งแล้วเลือก Sizing ตามในรูปที่ จ.22 และท าการเลือกผิว
ขอบที่ต้องการแบ่งอย่างละเอียดและกด Apply ในลักษณะคล้ายกับที่กล่าวมาข้างต้น หลังจากนั้นจึง
ตั้งค่าการแบ่ง Mesh ที่ผิวตามแสดงในรูปที่ จ.24 ซึ่งในตัวอย่างนี้ก าหนดขนาดเอลิเมนต์ตรงบริเวณ
ผิวที่ 5×10-6 m ซึ่งถือว่าเพียงพอกับขนาดของเฟืองในตัวอย่างนี้ที่มีมิติประมาณ 0.1×0.1 m2 

 

 
รูปที่ จ.24 รายละเอียดการแบ่ง Mesh ที่ผิวขอบ 

 

หลังจากนั้นคลิกขวาที่ไออคอน Mesh ตามในรูปที่ จ.17 แล้วเลือก Generate Mesh ดังแสดงในรูปที่ 
จ.25 เพ่ือให้โปรแกรมแบ่งโมเดลปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อยๆ ดังแสดงในรูปที่ จ.26 

 

 
รูปที่ จ.25 การเลือกสร้าง Mesh 
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รูปที่ จ.26 โมเดลที่แบ่งเป็นเอลิเมนต์ย่อยๆ 

 

ภายหลังจากนั้นในขั้นตอน Static Structural  Analysis Settings ให้ตั้งค่าในหัวข้อ Large 
Deflection เป็น On ดังแสดงในรูปที่ จ.27 

 

 
รูปที่ จ.27 การตั้งค่า Large Deflection 
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ต่อมาท าการเลือกไอคอน Supports แบบ Frictionless Support และกด Apply ที่ขอบผิวของรู
เพลาเฟืองตาม และกดไอคอน Supports แบบ Fixed Support และกด Apply ที่ขอบผิวของรูเพลา
เฟืองขับดังแสดงในรูปที่ จ.28 

 

 
รูปที่ จ.28 การเลือกประเภทจุดรองรับ 

 

ภายหลังจากก าหนดจุดรองรับในโมเดลแล้วต่อมาคือการใส่แรงกระท าโดยในตัวอย่างนี้จะใส่แรงที่มี
ขนาดสมมูลกับทอร์ค 250 N-m เมื่อคิดในแบบ Plain Strain หรือคิดแรงแบบแรงต่อหนึ่งความยาว
หน่วยแล้ว โดยในโปรแกรมนี้สามารถกดใส่แรงที่ไอคอน Loads ดังแสดงในรูปที่ จ.29 
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รูปที่ จ.29 การใส่โหลดลักษณะต่างๆ 

 

โดยในการใส่ Force นั้นให้เลือกที่พ้ืนผิวที่ถูกกระท าแล้วกด Apply ส่วนขนาดของแรงนั้นสามารถใส่
เป็นแบบ Components คือใส่แรงในแนวแกน X Y และ Z แยกกันได้หรือใส่แรงในลักษณะ Vector 
และเลือกขอบเพ่ือก าหนดทิศทางของ Vector แล้วกด Apply โดยแรงจะมีทิศทางไปในทิศทาง
เดียวกันกับผิวนั้น โดยในตัวอย่างนี้ใส่แรงแบบ Vector ที่มีขนาด 390625 N ดังแสดงในรูปที่ จ.30 
โดยใส่ไปที่ท้ังสองร่องลิ่มดังแสดงในรูปที่ จ.31 

 

 
รูปที่ จ.30 รายละเอียดการตั้งค่าแรงที่กระท า 
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รูปที่ จ.31 แรงกระท าท่ีร่องลิ่ม 
 

ในขั้นต่อมาคือการเลือกดูผลลัพธ์ของการค านวณ ซึ่งในปัญหาเชิงโครงสร้างสามารถเลือกดูผลลัพธ์ได้
หลายรูปแบบได้แก่การดูผลลัพธ์ค่าเคลื่อนตัว ค่าความเครียด และค่าความเค้นต่างๆ ซึ่งสามารถกดดู
ได้ที่ไอคอนดังแสดงในรูปที่ จ.32-จ.34 โดยสามารถดูได้ทั้งวัตถุหรือกดเลือกดูเฉพาะบางส่วนได้ 

 

 
รูปที่ จ.32 การเลือกดูผลลัพธ์ค่าเคลื่อนตัว 
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รูปที่ จ.33 การเลือกดูผลลัพธ์ค่าความเครียด 

 

 
รูปที่ จ.34 การเลือกดูผลลัพธ์ค่าความเค้น 

 

ซึ่งในตัวอย่างนี้เลือกดูค่าความเค้นฟอนมิสเซสและความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X Y และ Z ของผิวที่
สัมผัส หลังจากจึงกดไอคอน Solve ดังแสดงในรูปที่ จ.35 เพ่ือให้โปรแกรมค านวณผลลัพธ์ออกมาโดย
แสดงผลลัพธ์ออกมาในรูปแบบของแถบสี ซึ่งในตัวอย่างนี้เลือกดูค่าความเค้นฟอนมิสเซสบริเวณขอบ
ผิวที่เกิดการสัมผัสดังแสดงในรูปที่ จ.36 
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รูปที่ จ.35 ไอคอนแก้ปัญหา 

 

 
รูปที่ จ.36 แถบสีค่าความเค้นฟอนมิสเซสบริเวณผิวที่เกิดการสัมผัส 

 

นอกจากนี้ในการหาค่าความกว้างการเสียรูปไม่สามารถหาได้โดยตรง ในตัวอย่างนี้จึงพิจารณาจาก
ความกว้างของบริเวณที่มีค่าความเค้นสูงกว่าบริเวณอ่ืนโดยในตัวอย่างนี้พิจารณาโดยดูจากค่าความ
เค้นฟอนมิสเซส ท าการคลิกขวาที่ Equivalent Stress ที่แสดงค่าความเค้นของขอบผิวที่พิจารณา
ก่อนหน้านี้แล้วคลิกท่ี Convert to Path Result ดังแสดงในรูปที่ จ.37 
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รูปที่ จ.37 การเลือกให้แสดงการกระจายความเค้น 

 

ภายหลังจากการกดปุ่ม Convert to Path Result โปรแกรมจะแสดงกราฟระหว่างค่าความเค้นและ
ความยาวของขอบผิวที่เลือกดังแสดงในรูปที่ จ.38 ซึ่งสามารถพิจารณาหาค่าการเสียรูปของพ้ืนผิวที่
เกิดการสัมผัสได้ 

 
รูปที่ จ.38 กราฟระหว่างความเค้นและความยาวของขอบผิวที่พิจารณา 

 

เนื่องจากปัญหาการสัมผัสเป็นปัญหาประเภทไม่เชิงเส้น ดังนั้นในการแก้ปัญหาจึงต้องใช้ระเบียบวิธี
ของนิวตัน-ราฟสันในการท าซ้ าด้วยซึ่งสามารถกดดูขั้นตอนของการท าซ้ าว่าการค านวณก าลังลู่เข้า 
(Convergence) หรือไม่โดยกดไปที่ Solution  Solution Information และปรับที่ Solution 
Output เป็น Force Convergence ดังแสดงในรูปที่ จ.39 

 



 160 

 
รูปที่ จ.39 การปรับค่าการแสดงออกของผลลัพธ์ 

 

โดยโปรแกรมจะแสดงขั้นตอนและจ านวนครั้งการท าซ้ าของการค านวณท่ีแสดงการลู่เข้าของแรง
ภายนอกและแรงภายในดังแสดงในรูปที่ จ.40 

 

 
รูปที่ จ.40 การลู่เข้าของแรง 
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ภาคผนวก ฉ. 
ผลการค านวณค่าความเค้นของเฟืองชุดต่างๆ 

 
ในบทนี้ แสดงผลการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y และ 

Z ในต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง A – I  ในตารางที่ ฉ.1 – ฉ.18  โดยต าแหน่งใน
การขบถูกระบุเป็นตัวเลขที่แสดงถึงองศาที่เฟืองหมุนไปจากต าแหน่งพิตซ์ (ต าแหน่ง 0 ) โดยต าแหน่ง
ที่มีค่าลบมากที่สุดจะแสดงต าแหน่งเริ่มต้นการขบหรือต าแหน่งที่โคนของเฟืองขับขบกับปลายฟันของ
เฟืองตามและต าแหน่งที่มีค่าบวกมากที่สุดจะแสดงต าแหน่งสิ้นสุดการขบหรือปลายฟันของเฟืองขับ
ขบกับโคนฟันของเฟืองตาม ซึ่งจ านวนต าแหน่งที่เกิดขึ้นในหนึ่งรอบการขบนั้นขึ้นอยู่กับเรขาคณิตของ
เฟืองชุดนั้นๆ นอกจากนี้ต าแหน่งที่เกิดการขบหนึ่งคู่ฟันจะแสดงเป็นแถบสีเทา ส่วนต าแหน่งที่เกิดการ
ขบสองคู่ฟันจะแสดงเป็นแถบสีขาว โดยชุดเฟืองถูกประกอบโดยวางตัวในทิศทางตามแกน X-Y ตาม
ในรูปที่ ฉ.1 

 

 
รูปที่ ฉ.1 การวางตัวของชุดเฟืองตามแนวแกน X-Y 
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ตารางที่ ฉ.1 ผลการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y และ Z ใน
ต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง A 

ต าแหน่ง Von Mises Normal X Normal Y Normal Z 
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*สเกลสีของแต่ละภาพมีช่วงแตกต่างกัน 
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ตารางที่ ฉ.2 ค่าการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y Z และความ
กว้างผิวสัมผัสที่เสียรูปในต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง A 

 
ต าแหน่ง 

Von Mises  
(MPa) 

Normal X 
(MPa) 

Normal Y 
(MPa) 

Normal Z 
(MPa) 

Deformed 
Length 2b 

(mm) 

-9 320.50 -786.71 -812.04 -479.63 0.205 
-8 304.27 -734.88 -775.92 -453.24 0.23242 

-7 314.90 -754.45 -804.27 -467.62 0.2499 

-6 360.31 -864.01 -920.55 -535.37 0.2349 
-5 359.67 -867.46 -917.47 -535.48 0.2574 

-4 362.85 -872.93 -924.46 -539.22 0.26989 
-3 462.97 -1105.9 -1184.1 -686.98 0.35487 

-2 471.66 -1149.8 -1198.9 -704.60 0.3573 

-1 481.76 -1149.4 -1230.9 -714.08 0.3748 
0 502.14 -1213.6 -1279.3 -747.22 0.3423 

1 472.47 -1135.3 -1206.6 -702.4 0.36235 

2 485.07 -1174.9 -1236 -723.26 0.3799 
3 472.33 -1130.9 -1207.1 -701.39 0.3749 

4 379.3 -906.42 -969.98 -562.92 0.2474 

5 347.02 -828.27 -887.63 -514.77 0.2449 
6 309.65 -739.58 -791.78 -459.41 0.2549 

7 294.11 -710.48 -714.19 -416.32 0.24241 
8 293.93 -704.18 -750.84 -436.5 0.24241 

9 316.92 -761.22 -809.09 -471.09 0.23741 
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ตารางที่ ฉ.3 ผลการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y และ Z ใน
ต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง B 

ต าแหน่ง Von Mises Normal X Normal Y Normal Z 
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8 

    
 
9 

    
*สเกลสีของแต่ละภาพมีช่วงแตกต่างกัน 
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ตารางที่ ฉ.4 ค่าการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y Z และความ
กว้างผิวสัมผัสที่เสียรูปในต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง B 

 
ต าแหน่ง 

Von Mises 
(MPa) 

Normal X 
(MPa) 

Normal Y 
(MPa) 

Normal Z 
(MPa) 

Deformed 
Length 2b 

(mm) 

-9 456.53 -1090.5 -1167.5 -677.42 0.21475 
-8 429.8 -1041.5 -1095 -640.95 0.21293 

-7 464.66 -1102.7 -1189.5 -687.64 0.24374 

-6 529.22 -1270.4 -1352 -786.72 0.23145 
-5 529.33 -1270.2 -1352.4 -788.58 0.23145 

-4 504.16 -1193.2 -1291.4 -745.38 0.2573 
-3 669.42 -1573.7 -1716 -986.92 0.3287 

-2 670.68 -1598.5 -1716 -994.36 0.3294 

-1 674.02 -1589.4 -1727.6 -993.02 0.37476 
0 755.77 -1799.8 -1933.9 -1120 0.31227 

1 673.38 -1570 -1727.1 -989.11 0.37477 

2 683.3 -1612.9 -1750.9 -1009.1 0.3323 
3 667.52 -1562.4 -1711.3 -982.1 0.32979 

4 525.05 -1238.3 -1345.4 -775.1 0.26731 

5 502.35 -1181.1 -1287.7 -740.65 0.23659 
6 455.89 -1076.4 -1167.9 -673.29 0.23395 

7 447.65 -1051.8 -1147.2 -659.69 0.21633 
8 445.48 -1051.9 -1141.1 -657.9 0.21882 

9 470.84 -1124.7 -1203.9 -698.59 0.1975 
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ตารางที่ ฉ.5 ผลการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y และ Z ใน
ต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง C 

ต าแหน่ง Von Mises Normal X Normal Y Normal Z 
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ตารางที่ ฉ.6 ค่าการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y Z และความ
กว้างผิวสัมผัสที่เสียรูปในต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง C 

 
ต าแหน่ง 

Von Mises 
(MPa) 

Normal X 
(MPa) 

Normal Y 
(MPa) 

Normal Z 
(MPa) 

Deformed 
Length 2b 

(mm) 

-9 273.68 -664.98 -696.36 -408.4 0.20709 
-8 280.2 -692.21 -708 -419.55 0.19965 

-7 280.32 -690.39 -708.52 -419.67 0.2171 

-6 261.74 -644.62 -661.87 -391.95 0.27455 
-5 269.41 -651.73 -686.74 -401.54 0.26453 

-4 267.09 -644.35 -681.16 -397.47 0.23211 
-3 352.19 -846.88 -898.38 -523.06 0.3568 

-2 328.81 -806.06 -833.66 -491.92 0.3619 

-1 378.42 -916.3 -964.89 -563.66 0.3519 
0 350.76 -853.84 -891.54 -523.62 0.3694 

1 374.73 -907.3 -955.39 -557.56 0.3543 

2 344.25 -840.89 -872.29 -514.56 0.3569 
3 364.83 -875.86 -931.91 -542.33 0.3918 

4 253.68 -612.69 -646.92 -377.88 0.2795 

5 268.45 -649.57 -684.21 -400.14 0.27207 
6 277.08 -678.15 -700.33 -413.55 0.2221 

7 252.12 -619 -638.7 -377.31 0.23959 
8 281.58 -686.29 -718.65 -420.25 0.19959 

9 261.69 -627.08 -667.13 -388.26 0.2246 
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ตารางที่ ฉ.7 ผลการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y และ Z ใน
ต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง D 

ต าแหน่ง Von Mises Normal X Normal Y Normal Z 
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ตารางที่ ฉ.8 ค่าการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y Z และความ
กว้างผิวสัมผัสที่เสียรูปในต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง D 

 
ต าแหน่ง 

Von Mises 
(MPa) 

Normal X 
(MPa) 

Normal Y 
(MPa) 

Normal Z 
(MPa) 

Deformed 
Length 2b 

(mm) 

-9 245.47 -602.38 -621.64 -367.21 0.2143 
-8 245.07 -603.72 -619.25 -366.89 0.1919 

-7 195.14 -479.98 -492.99 -291.89 0.2800 

-6 195.68 -479.81 -495.13 -292.48 0.2724 
-5 215.67 -529.65 -545.37 -322.51 0.2824 

-4 215.19 -529.36 -543.82 -321.95 0.2899 
-3 306.66 -754.81 -776.21 -458.64 0.3600 

-2 270.63 -666.95 -684.14 -405.32 0.3549 

-1 297.47 -729.84 -754.78 -444.41 0.3599 
0 290.92 -708.36 -740.19 -434.31 0.3550 

1 298.98 -731.59 -760.88 -446.95 0.3549 

2 262.24 -643.49 -664.55 -392.41 0.3524 
3 309.65 -750.66 -787.22 -461.37 0.3449 

4 211.77 -516.70 -537.00 -316.11 0.2925 

5 211.50 -517.03 -535.88 -315.87 0.2800 
6 192.42 -472.30 -486.83 -287.74 0.2725 

7 193.72 -474.24 -490.92 -289.55 0.2700 
8 244.19 -596.75 -618.90 -364.70 0.1968 

9 244.37 -595.12 -620.27 -364.62 0.2018 
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ตารางที่ ฉ.9 ผลการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y และ Z ใน
ต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง E 

ต าแหน่ง Von Mises Normal X Normal Y Normal Z 
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ตารางที่ ฉ.10 ค่าการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y Z และความ
กว้างผิวสัมผัสที่เสียรูปในต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง E 

 
ต าแหน่ง 

Von Mises 
(MPa) 

Normal X 
(MPa) 

Normal Y 
(MPa) 

Normal Z 
(MPa) 

Deformed 
Length 2b 

(mm) 

-11 587.4 -1007.2 -1279 -685.85 0.13888 
-10 393.13 -963.96 -996.58 -588.16 0.14486 

-9 471.66 -1166 -1190 -706.79 0.15537 

-8 449.53 -1102.4 -1139.5 -672.57 0.17511 
-7 447.19 -1109.4 -1125.4 -670.41 0.17604 

-6 348.73 -851.1 -885.98 -521.12 0.22229 
-5 444.33 -1088.7 -1126.7 -664.63 0.18497 

-4 394.73 -968.16 -1000.3 -590.55 0.22496 

-3 438.4 -1083 -1106.6 -656.88 0.1724 
-2 438.01 -1076.1 -1109.2 -655.6 0.21483 

-1 416.53 -1014.6 -1058.4 -621.9 0.24231 

-0.5 581.71 -1415.8 -1479.2 -868.48 0.28477 
0 585.64 -1422.9 -1490.5 -874.02 0.26979 

0.5 579.98 -1405.5 -1477.5 -864.91 0.26479 

1 408.75 -995.69 -1038.5 -610.27 0.2398 
2 427.58 -1055.4 -1080.1 -640.55 0.22957 

3 430.87 -1058.8 -1091.1 -644.95 0.1945 
4 395.01 -968.01 -1001.6 -590.88 0.2145 

5 438.57 -1071.5 -1113.7 -655.56 0.1771 

6 337.19 -820.56 -857.6 -503.45 0.21948 
7 411.63 -1010.5 -1042.8 -616.01 0.18456 

8 446.76 -1093.8 -1133.2 -668.07 0.18955 

9 498.09 -1237.4 -1251.9 -746.8 0.1573 
10 477.82 -1126.5 -1224.5 -705.3 0.13738 

11 559.75 -1210.6 -1359.8 -771.12 0.13 
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ตารางที่ ฉ.11 ผลการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y และ Z ใน
ต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง F 

ต าแหน่ง Von Mises Normal X Normal Y Normal Z 
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ตารางที่ ฉ.12 ค่าการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y Z และความ
กว้างผิวสัมผัสที่เสียรูปในต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง F 

 
ต าแหน่ง 

Von Mises 
(MPa) 

Normal X 
(MPa) 

Normal Y 
(MPa) 

Normal Z 
(MPa) 

Deformed 
Length 2b 

(mm) 

-9 327.47 -803.8 -830.87 -489.92 0.2495 
-8 298.28 -725.26 -757.38 -444.79 0.27191 

-7 326.2 -797.56 -831.09 -487.5 0.27685 

-6 329.35 -806.63 -835.39 -492.6 0.2694 
-5 325.46 -795.32 -829.2 -486.09 0.27935 

-4.5 396.52 -950.1 -1012.9 -588.89 0.4066 
-4 466.06 -1138.3 -1183.7 -696.59 0.3967 

-3 448.93 -1080.1 -1145.7 -667.73 0.3692 

-2 414.42 -1006.3 -1054.7 -618.3 0.3817 
-1 415 -997.66 -1059.6 -617.17 0.3892 

0 450.71 -1085.5 -1150.4 -670.77 0.3567 

1 411.1 -987.52 -1049.3 -611.04 0.39666 
2 394.23 -947.73 -1006.8 -586.35 0.3642 

3 446.14 -1061.9 -1141.6 -660.75 0.3792 

4 436.95 -1049 -1116.3 -649.57 0.391 
4.5 393.53 -931.05 -1007.5 -581.56 0.3932 

5 326.44 -787.1 -832.37 -485.84 0.2837 
6 308.63 -747.91 -786.26 -460.25 0.2917 

7 326.63 -787.7 -833.14 -486.25 0.23274 

8 290.63 -678.15 -745.15 -426.99 0.26246 
9 327.61 -790.02 -835.66 -487.7 0.2253 
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ตารางที่ ฉ.13 ผลการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y และ Z ใน
ต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง G 

ต าแหน่ง Von Mises Normal X Normal Y Normal Z 
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ตารางที่ ฉ.14 ค่าการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y Z และความ
กว้างผิวสัมผัสที่เสียรูปในต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง G 

 
ต าแหน่ง 

Von Mises 
(MPa) 

Normal X 
(MPa) 

Normal Y 
(MPa) 

Normal Z 
(MPa) 

Deformed 
Length 2b 

(mm) 

-7 338.74 -809.77 -864.79 -502.37 0.20446 
-6 344.39 -839.29 -875.51 -514.44 0.16955 

-5 357.77 -853.32 -915.29 -530.58 0.23438 

-4 353.22 -856.03 -899.84 -526.76 0.24437 
-3 348.85 -845.01 -888.88 -520.17 0.24438 

-2 337.34 -795.29 -864.22 -497.85 0.2868 
-1.5 469.37 -1108.2 -1200.2 -692.54 0.3241 

-1 447.26 -1058.8 -1144.2 -660.87 0.3416 

0 517.01 -1216.3 -1325.8 -762.27 0.3092 
1 444.23 -1016.7 -1139.7 -646.9 0.34409 

1.5 449.47 -1055.4 -1152.4 -662.24 0.3366 

2 339.95 -803.14 -870.5 -502.09 0.28924 
3 338.31 -794.13 -866.64 -498.23 0.2718 

4 353.66 -826.25 -906.68 -519.88 0.2369 

5 349.43 -846.48 -890.32 -521.04 0.23689 
6 320.19 -760.68 -819.72 -474.12 0.20945 

7 350.75 -837.07 -897.22 -520.29 0.16706 
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ตารางที่ ฉ.15 ผลการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y และ Z ใน
ต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง H 

ต าแหน่ง Von Mises Normal X Normal Y Normal Z 
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ตารางที่ ฉ.16 ค่าการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y Z และความ
กว้างผิวสัมผัสที่เสียรูปในต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง H 

 
ต าแหน่ง 

Von Mises 
(MPa) 

Normal X 
(MPa) 

Normal Y 
(MPa) 

Normal Z 
(MPa) 

Deformed 
Length 2b 

(mm) 

-5 248.25 -601.49 -632.83 -369.98 0.1948 
-4 235.23 -565.88 -600.58 -349.94 0.2572 

-3 255.41 -613.83 -652.96 -379.43 0.2771 

-2 255.43 -613.98 -653.01 -379.46 0.2671 
-1 332.93 -793.07 -851.94 -493.50 0.3173 

0 367.22 -867.75 -940.83 -542.58 0.3322 
1 364.05 -814.66 -932.71 -537.92 0.3148 

2 254.38 -606.18 -650.75 -377.08 0.2648 

3 235.23 -565.88 -600.58 -349.94 0.2472 
4 248.43 -591.19 -635.80 -368.10 0.2174 

5 247.96 -590.01 -634.62 -367.39 0.2274 
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ตารางที่ ฉ.17 ผลการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ค่าความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y และ Z ใน
ต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง I 

ต าแหน่ง Von Mises Normal X Normal Y Normal Z 
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ตารางที่ ฉ.18 ค่าการค านวณความเค้นฟอนมิสเซส ความเค้นในแนวแกนตั้งฉาก X  Y Z และความ
กว้างผิวสัมผัสที่เสียรูปในต าแหน่งต่างๆ ในหนึ่งรอบการขบของชุดเฟือง I 

 
ต าแหน่ง 

Von Mises 
(MPa) 

Normal X 
(MPa) 

Normal Y 
(MPa) 

Normal Z 
(MPa) 

Deformed 
Length 2b 

(mm) 

-8 342.98 -834.8 -871.17 -511.79 0.22466 
-7 343.35 -835.34 -872.13 -512.24 0.22964 

-6 335.78 -809.72 -856.73 -499.94 0.2296 

-5 335.55 -809.36 -856.1 -499.64 0.22956 
-4 362.23 -868.87 -925.56 -538.33 0.27197 

-3 362.09 -868.69 -925.16 -538.16 0.26697 
-2.5 449.33 -1067.2 -1148.7 -663.86 0.35423 

-2 478.02 -1154.8 -1219 -712.15 0.34177 

-1 446.45 -1027.2 -1144.6 -651.54 0.39424 
0 516.97 -1237.5 -1320.7 -767.48 0.3393 

1 427.62 -1010.1 -1093.9 -631.2 0.39424 

2 450.25 -1078.1 -1151 -712.15 0.32187 
2.5 456.42 -1080.3 -1168.8 -674.74 0.3543 

3 354.36 -856.74 -902.03 -527.63 0.267 

4 354.53 -854.05 -903.41 -527.24 0.262 
5 328.19 -781.28 -839.3 -486.17 0.23454 

6 328.37 -781.72 -839.77 -486.45 0.2271 
7 339.08 -806.91 -866.91 -502.14 0.21953 

8 339.39 -807.51 -867.75 -502.58 0.21704 
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ภาคผนวก ช. 
ผลการค านวณค่าความแตกต่างระหว่างสองวธิี 

 
จากการค านวณค่าความเค้นโดยแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ที่อัตราส่วนการแบ่งแรงต่างๆ 

กับผลจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แสดงให้เห็นว่า ถ้าสามารถเลือกอัตราส่วนการแบ่งแรงที่
เหมาะสมส าหรับชุดเฟืองนั้นๆ ในการค านวณโดยแบบจ าลองคณิตศาสตร์ ก็จะสามารถค านวณค่า
ความเค้นได้แม่นย ามากยิ่งขึ้น ในที่นี้จึงท าการเลือกอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสมส าหรับชุดเฟือง
นั้นๆ โดยการหาค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ระหว่างผลจากค่าแบบจ าลองคณิตศาสตร์ที่
อัตราส่วนการแบ่งแรงค่าต่างๆ กับค่าจากวิธีไฟไนต์อลิเมนต์ที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ดังแสดงในรูปที่ 
ช.1-ช.9 หลังจากนั้นจึงหาค่าเฉลี่ยและค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานของค่าความแตกต่างตลอดรอบการขบดัง
แสงในตารางที่ ช.1-ช.9 เพ่ือการเลือกอัตราส่วนการแบ่งแรงที่เหมาะสมส าหรับชุดเฟืองนั้นๆ โดย
พิจารณาค่าเฉลี่ยและค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานของค่าความแตกต่างที่อัตราส่วนการแบ่งแรงที่มีค่า
ดังกล่าวน้อยที่สุด 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                              (จ)   

 
รูปที่ ช.1 ค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ระหว่างผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์กับผลจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง A 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

0                 0.5                 1                1.5 0                 0.5                 1                1.5 

0                 0.5                 1                1.5 0                 0.5                 1                1.5 

0                 0.5                 1                1.5 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ ช.2 ค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ระหว่างผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์กับผลจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง B 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

0                 0.5                 1                1.5 0                 0.5                 1                1.5 

0                 0.5                 1                1.5 0                 0.5                 1                1.5 

0                 0.5                 1                1.5 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ ช.3 ค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ระหว่างผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์กับผลจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง C 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

0                 0.5                 1                1.5 0                 0.5                 1                1.5 

0                 0.5                 1                1.5 0                 0.5                 1                1.5 

0                 0.5                 1                1.5 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ ช.4 ค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ระหว่างผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์กับผลจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง D 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

0                 0.5                 1                1.5 0                 0.5                 1                1.5 

0                 0.5                 1                1.5 0                 0.5                 1                1.5 

0                 0.5                 1                1.5 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ ช.5 ค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ระหว่างผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์กับผลจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง E 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

0              0.5               1             1.5             2 0              0.5               1             1.5             2 

0              0.5               1             1.5             2 0              0.5               1             1.5             2 

0              0.5               1             1.5             2 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ ช.6 ค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ระหว่างผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์กับผลจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง F 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

0        0.25      0.5      0.75          1       1.5       2    
2 

0        0.25      0.5      0.75          1       1.5       2    
2 

0        0.25      0.5      0.75          1       1.5       2    
2 

0        0.25      0.5      0.75          1       1.5       2    
2 

0        0.25      0.5      0.75          1       1.5       2    
2 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ ช.7 ค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ระหว่างผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์กับผลจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง G 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

0                 0.5                 1               1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 
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                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ ช.8 ค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ระหว่างผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์กับผลจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง H 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

0                0.5                 1               1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 0                0.5                1              1.5 

0                0.5                1              1.5 



 206 

 
                                (ก)                                                      (ข)  

 
                                (ค)                                                      (ง)  

 
                                (จ)  

 
รูปที่ ช.9 ค่าความแตกต่างเทียบเป็นเปอร์เซ็นต์ระหว่างผลจากแบบจ าลองคณิตศาสตร์กับผลจาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง I 
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(ก) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน X 
(ข) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Y 
(ค) ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน Z 
(ง) ความเค้นฟอนมิสเซส 

(จ) ค่าความกว้างผิวสัมผัสที่เสียรูป (2b) 

LSR 33 : 67  LSR 45 : 55  LSR 50 : 50

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch Base Pitch 

Base Pitch 

0                 0.5                 1                1.5 0                 0.5                 1                1.5 

0                 0.5                 1                1.5 0                 0.5                 1                1.5 

0                 0.5                 1                1.5 
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ตารางที่ ช.1 ข้อมูลทางสถิติของค่าความแตกต่างต่างๆ ของชุดเฟือง A 

ตัวแปรที่เปรียบเทียบ 
ค่าเฉลี่ย ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

33 : 67 45 : 55 50 : 50 33 : 67 45 : 55 50 : 50 

ค่าความเค้นตั้งฉากใน
แนวแกน X 

5.449 7.106 8.379 4.529 6.692 7.616 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Y 

5.058 7.457 9.004 3.460 4.229 5.178 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Z 

4.668 7.153 8.556 4.174 6.289 7.342 

ค่าความเค้นฟอนมิสเซส 4.415 6.673 8.194 3.262 4.962 5.983 

ความกว้างผิวสัมผัสที่เสีย
รูป 

16.235 13.700 13.088 10.776 5.158 4.818 

 
ตารางที่ ช.2 ข้อมูลทางสถิติของค่าความแตกต่างต่างๆ ของชุดเฟือง B 

ตัวแปรที่เปรียบเทียบ 
ค่าเฉลี่ย ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

33 : 67 45 : 55 50 : 50 33 : 67 45 : 55 50 : 50 

ค่าความเค้นตั้งฉากใน
แนวแกน X 

9.565 11.116 11.462 4.561 5.954 7.585 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Y 

4.484 6.022 7.362 3.349 5.176 6.175 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Z 

6.690 8.182 9.041 3.676 5.572 6.770 

ค่าความเค้นฟอนมิสเซส 5.645 7.170 8.135 3.356 5.398 6.639 

ความกว้างผิวสัมผัสที่เสีย
รูป 

9.771 7.429 7.140 8.660 5.179 5.683 
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ตารางที่ ช.3 ข้อมูลทางสถิติของค่าความแตกต่างต่างๆ ของชุดเฟือง C 

ตัวแปรที่เปรียบเทียบ 
ค่าเฉลี่ย ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

33 : 67 45 : 55 50 : 50 33 : 67 45 : 55 50 : 50 

ค่าความเค้นตั้งฉากใน
แนวแกน X 

6.839 3.516 3.725 5.291 2.397 2.498 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Y 

8.059 5.073 5.155 7.228 3.416 3.104 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Z 

6.935 3.904 4.007 6.405 2.494 2.454 

ค่าความเค้นฟอนมิสเซส 7.074 4.103 4.228 6.702 2.738 2.587 

ความกว้างผิวสัมผัสที่เสีย
รูป 

14.207 11.491 11.680 8.405 7.850 7.990 

 
ตารางที่ ช.4 ข้อมูลทางสถิติของค่าความแตกต่างต่างๆ ของชุดเฟือง D 

ตัวแปรที่เปรียบเทียบ 
ค่าเฉลี่ย ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

33 : 67 45 : 55 50 : 50 33 : 67 45 : 55 50 : 50 

ค่าความเค้นตั้งฉากใน
แนวแกน X 

10.441 6.896 6.473 10.010 4.547 2.875 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Y 

10.979 8.499 8.175 12.301 5.406 3.246 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Z 

10.631 7.608 7.291 11.115 4.817 2.619 

ค่าความเค้นฟอนมิสเซส 10.692 7.815 7.497 11.370 4.890 2.668 

ความกว้างผิวสัมผัสที่เสีย
รูป 

17.334 16.051 16.298 9.878 9.687 10.375 
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ตารางที่ ช.5 ข้อมูลทางสถิติของค่าความแตกต่างต่างๆ ของชุดเฟือง E 

ตัวแปรที่เปรียบเทียบ 
ค่าเฉลี่ย ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

33 : 67 45 : 55 50 : 50 33 : 67 45 : 55 50 : 50 

ค่าความเค้นตั้งฉากใน
แนวแกน X 

6.981 8.715 10.298 5.837 7.893 8.680 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Y 

7.030 7.524 9.367 4.345 4.906 5.404 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Z 

6.865 8.350 9.989 4.699 6.419 7.280 

ค่าความเค้นฟอนมิสเซส 7.747 7.242 8.897 5.105 5.936 6.388 

ความกว้างผิวสัมผัสที่เสีย
รูป 

14.917 12.017 12.621 11.433 7.963 9.581 

 

ตารางที่ ช.6 ข้อมูลทางสถิติของค่าความแตกต่างต่างๆ ของชุดเฟือง F 

ตัวแปรที่เปรียบเทียบ 
ค่าเฉลี่ย ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

33 : 67 45 : 55 50 : 50 33 : 67 45 : 55 50 : 50 

ค่าความเค้นตั้งฉากใน
แนวแกน X 

7.189 5.143 5.152 6.446 3.925 4.248 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Y 

7.579 5.424 5.563 7.706 3.362 2.786 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Z 

7.075 5.074 5.083 5.390 2.621 2.679 

ค่าความเค้นฟอนมิสเซส 7.212 5.064 5.075 6.841 2.485 2.393 

ความกว้างผิวสัมผัสที่เสีย
รูป 

8.280 6.943 7.093 7.063 3.683 3.827 
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ตารางที่ ช.7 ข้อมูลทางสถิติของค่าความแตกต่างต่างๆ ของชุดเฟือง G 

ตัวแปรที่เปรียบเทียบ 
ค่าเฉลี่ย ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

33 : 67 45 : 55 50 : 50 33 : 67 45 : 55 50 : 50 

ค่าความเค้นตั้งฉากใน
แนวแกน X 

8.610 4.804 4.727 5.531 3.579 3.660 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Y 

8.769 4.760 4.998 7.536 3.904 3.548 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Z 

8.255 4.139 3.721 5.988 2.175 2.823 

ค่าความเค้นฟอนมิสเซส 8.270 4.023 4.032 6.354 2.638 2.667 

ความกว้างผิวสัมผัสที่เสีย
รูป 

7.058 8.777 10.612 4.299 7.366 8.837 

 
ตารางที่ ช.8 ข้อมูลทางสถิติของค่าความแตกต่างต่างๆ ของชุดเฟือง H 

ตัวแปรที่เปรียบเทียบ 
ค่าเฉลี่ย ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

33 : 67 45 : 55 50 : 50 33 : 67 45 : 55 50 : 50 

ค่าความเค้นตั้งฉากใน
แนวแกน X 

7.251 4.291 5.168 5.304 3.273 3.581 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Y 

8.428 4.302 3.927 7.509 2.015 2.671 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Z 

7.203 2.748 3.698 6.114 2.136 1.862 

ค่าความเค้นฟอนมิสเซส 7.621 3.147 3.755 6.355 1.838 1.634 

ความกว้างผิวสัมผัสที่เสีย
รูป 

10.707 8.992 9.438 9.158 6.929 7.260 
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ตารางที่ ช.9 ข้อมูลทางสถิติของค่าความแตกต่างต่างๆ ของชุดเฟือง I 

ตัวแปรที่เปรียบเทียบ 
ค่าเฉลี่ย ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน 

33 : 67 45 : 55 50 : 50 33 : 67 45 : 55 50 : 50 

ค่าความเค้นตั้งฉากใน
แนวแกน X 

7.243 5.135 6.653 3.674 3.833 3.123 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Y 

5.791 3.567 4.209 6.324 3.440 4.291 

ค่ าความเค้นตั้ งฉากใน
แนวแกน Z 

5.953 3.655 5.202 4.712 2.761 2.470 

ค่าความเค้นฟอนมิสเซส 5.793 3.376 4.825 5.118 2.777 2.770 

ความกว้างผิวสัมผัสที่เสีย
รูป 

11.800 10.013 9.678 8.971 6.016 7.210 
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ภาคผนวก ซ. 
การค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟือง  

 ค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่ต าแหน่งการขบต่างๆ จะมีค่าเปลี่ยนแปลงตามต าแหน่งการ

ขบตั้งแต่โคนฟันถึงปลายฟัน โดยพิจารณาว่าการเสียรูปของเฟือง ซึ่งเป็นผลมาจากการสัมผัส การดัด

โค้ง และการเสียรูปที่ขอบเฟือง ดังนั้นค่าความแข็งเกร็งของเฟืองขับหรือเฟืองตามหาได้จาก  

 

RBCDrivenDriving
kkkk

1111

 ,

     (ซ.1) 

 
โดย kDriving , kDriven คือความแข็งเกร็งของเฟืองขับหรือเฟืองตามตามล าดับ 

kC   คือ ความแข็งเกร็งจากการสัมผัส (Contact Stiffness) 
 kB   คือ ความแข็งเกร็งจากการดัดโค้ง (Bending Stiffness) 
 kR   คือ ความแข็งเกร็งจากการการเสียรูปที่ขอบเฟือง (Rim . 

Thickness Stiffness) 
 

โดยในการศึกษานี้ได้จ าลองการขบอัดกันของเฟืองโดยประกอบชุดเฟือง ให้เฟืองตามหยุดนิ่งกับที่และ

ใส่ทอร์คที่เฟืองขับเพ่ือขบอัดเฟืองดังแสดงในรูปของโมเดลสปริงได้ดังรูปที่ ซ.1 

 

รูปที่ ซ.1 การเสียรูปของเฟืองขับและเฟืองตาม 
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เนื่องจากโปรแกรม ANSYS จะค านวณค่าเคลื่อนตัวและแสดงผลออกมาได้ ซึ่งในกรณีตามโมเดลสปริง

ในรูปที่ ซ.1 คือค่า x1 และ x2 แต่เนื่องจากค่า x2 เป็นผลจากการเสียรูปของทั้งสปริงขับและสปริงตาม 

ดังนั้นในการศึกษานี้จึงท าการอ่านค่าเคลื่อนตัวของสปริงตาม x1 (ค่าเคลื่อนตัวของจุดสีขาว) ซึ่งเป็น

ค่ายุบตัวของสปริงจริงๆ เพ่ือค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตาม หลังจากนั้นจึงค านวณค่าความ

แข็งเกร็งของคู่เฟืองขับและเฟืองตามโดยพิจารณาให้ค่าความแข็งเกร็ งของเฟืองขับมีค่าเท่ากับค่า

ความแข็งเกร็งของเฟืองตาม โดยการค านวณจะตั้งค่าโปรแกรมให้เกิดการสัมผัสเพียงแค่หนึ่งคู่ฟัน 

และท าการเก็บค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตาม ตั้งแต่เริ่มการขบจนกระท่ังสิ้นสุดการขบ  

เนื่องจากในการประกอบชุดเฟืองได้จัดวางให้แนวแรงกดอยู่ในแนวเดียวกับแกน Y ดังนั้นใน

การหาค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตามซึ่งค านึงผลจากการสัมผัส การดัดโค้ง และการเสียรูปที่ขอบ

เฟือง จะพิจารณาจากการอ่านค่าเคลื่อนตัวในแนวแกน Y ดังแสดงตัวอย่างการสัมผัสที่ต าแหน่งสัมผัส

กันของโคนของเฟืองขับกับปลายฟันของเฟืองตามดังแสดงในรูปที่ ซ.2 โดยเก็บค่าเคลื่อนตัวตาม

แนวแกน Y ที่มีขนาดมากสุด จากขอบของเฟืองตาม  

 



 214 

 

รูปที่ ซ.2 บริเวณขอบที่เกิดการสัมผัสและค่าเคลื่อนตัวตามแนวแกน Y 

 

หลังจากนั้นจึงค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตามจากสมการ 

1
x

F
k

Driven
      (ซ.2) 

 

โดย  x1 คือ ขนาดของค่าเคลื่อนตัวที่ผิวสัมผัสของเฟืองตามในแนวแกน Y ที่อ่านได้จาก 

โปรแกรม ANSYS 

 F คือ ขนาดของแรงที่สมมูลกับทอร์คที่กระท ากับชุดเฟือง 
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จากขั้นตอนดังกล่าวสามารถหาค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตาม kDriven ซึ่งมีค่าเท่ากับค่าความแข็ง

เกร็งของเฟืองขับ kDriving และค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองขับและเฟืองตาม kEq ที่ต าแหน่งการขบ

ต่างๆ ดังแสดงตัวอย่างค่าความแข็งเกร็งต่างๆ ของชุดเฟือง A ในรูปที่ ซ.3 โดยขณะเริ่มการขบ โคน

ของเฟืองขับจะสัมผัสกับปลายของเฟืองตาม และเม่ือขบไปเรื่อยๆ จนถึงต าแหน่งสิ้นสุดการขบ ปลาย

ของเฟืองขับจะสัมผัสกับโคนของเฟืองตาม โดยค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองขับและเฟืองตาม kEq 

สามารถหาได้โดย 

 

DrivenDrivingEq
kkk

111
     (ซ.3) 

 

 
รูปที่ ซ.3 ค่าความแข็งเกร็งของเฟืองขับ เฟืองตามและคู่เฟืองที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของชุดเฟือง A 
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