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In the past, the derivation of finite element equation using quadrilateral 
element is very difficult because there is no closed-form solution as triangular element. 
Therefore, the widely used numerical integration, Gauss-Legendre method, is applied 
to obtain the approximated numerical result. The accuracy of the numerical integration 
can be improved by increasing the number of Gauss’s point but also increase the 
computational time. In this research, the closed-form four-node quadrilateral element 
matrices for thermal stress problem are derived by using the symbolic algebra 
software, Mathematica, along with hand manipulation. The proposed closed-form 
expression can be classified into four cases based on the element’s shape to increase 
the performance of the computational process. The finite element matrices are also 
presented in detail and can be used to create the computer program directly. The 
accuracy and computational time of the derived closed-form expression are evaluated 
by the single element test problem and the problems with and without exact solution 
for heat transfer and thermal stress problems, respectively. The computational results 
show that the derived closed-form expression can provide the high solution accuracy 
comparing up to 8x8 Gauss’s point. Moreover, the presented method also spends less 
CPU time comparing with the conventional method. 
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ค าอธิบายตัวย่อ 

 B̂  เมทริกซ์แสดงคา่ความชันของอุณหภูมิ (temperature gradient 
interpolation matrix) 

[B] เมทริกซ์แสดงคา่ความชันของการเคลื่อนที่ (displacement gradient 
interpolation matrix) 

[C] เมทริกซ์สัมประสิทธิ์ของความแข็งเกร็ง 
E ค่ามอดูลัสของยังส์ (Young’s Modulus)  
 LF  เวกเตอร์โหลดตั้งฉากท่ีพ้ืนที่ผิว (surface traction vector) 
 TF  เวกเตอร์โหลดเนื่องจากความร้อน 
h สัมประสิทธิ์การพาความร้อน 
î   เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทาง x 
ĵ   เวกเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทาง y 

J เมทริกซ์จาโคเบียน 
k สัมประสิทธิ์การน าความร้อนของวัสดุ 
 K   เมทริกซ์แข็งเกร็ง (stiffness matrix) 
 CK  เมทริกซ์การน าความร้อน 
 hK  เมทริกซ์การพาความร้อน 
l ระยะห่างระหว่างจุดต่อ 2 จุด 
L ตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ 
N ฟังก์ชันประมาณภายใน (interpolation function) 
NG จ านวนจุดเกาส์ 
NN จ านวนจุดต่อ 
p ความดัน 
q อัตราการถ่ายเทความร้อน 
Q อัตราความร้อนที่ผลิตขึ้นเอง 
 CQ   เวกเตอร์เกรเดียนต์การน าความร้อน 
 hQ   เวกเตอร์ของอุณหภูมิบรรยากาศท่ีส่งผลต่อการพาความร้อน 
 qQ   เวกเตอร์ของฟลักซ์ความร้อนที่ผิว 
 QQ   เวกเตอร์ของความร้อนที่ผลิตเองได้ 
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R เศษตกค้าง (residual) 
t ความหนาของแผ่น 
T อุณหภูมิ 
T0 อุณหภูมิตั้งต้นของวัสดุที่ยังไม่มีความเค้น 
TS อุณหภูมิที่ผิว 
T∞ อุณหภูมิบรรยากาศ 
u การเคลื่อนที่ในทิศทางแนวแกน x 
v การเคลื่อนที่ในทิศทางแนวแกน y 
W ฟังก์ชันน้ าหนัก , น้ าหนัก 

   สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากความร้อนของวัสดุ (thermal expansion 
coefficient) 

x , y  ความเครียดในทิศทางแนวแกน x และ y 

T  ความเครียดที่เกิดจากจากความร้อน 

xy   ความเครียดเฉือนบนระนาบ xy 

x , y  ความเค้นตั้งฉากแกน x และ y 

xy   ความเค้นเฉือนบนระนาบ xy 

  อัตราส่วนของปัวส์ซง (Poisson ratio)  

  ขอบเขตของเอลิเมนต์ 

   โดเมนของเอลิเมนต์ 
    เมทริกซ์การด าเนินการเชิงอนุพันธ์ 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทที่ 1 
บทน า     . 

1.1 ที่มาและความส าคัญของวิทยานิพนธ์ 

 ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (finite element method) เป็นระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ถูก
น ามาใช้อย่างแพร่หลาย โดยเฉพาะอย่างยิ่งในการแก้ไขปัญหาทางวิศวกรรมศาสตร์เพราะสามารถ
แก้ปัญหาที่มีความซับซ้อนและน ามาซึ่งผลเฉลยที่มีความถูกต้องแม่นย าได้ หากพิจารณาปัญหาทาง
วิศวกรรมโดยทั่วไปแล้ว พบว่าล้วนมีพ้ืนฐานมาจากปรากฏการณ์ทางธรรมชาติที่สามารถอธิบายได้
ด้วยกฎทางฟิสิกส์ และสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธ์และความสัมพันธ์ต่าง ๆ 
ได้ แต่ปัญหาทางวิศวกรรมนั้นจะประกอบไปด้วยเงื่อนไขและรูปร่างที่ซับซ้อนมากขึ้น จึงท าให้การหา
ผลเฉลยแม่นตรงเป็นเรื่องที่ยุ่งยาก ใช้เวลามาก หรือในบางกรณีก็ไม่สามารถหาผลเฉลยแม่นตรงด้วย
วิธีเชิงวิเคราะห์ได้ ดังนั้นระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมตน์จึงถูกน ามาใช้และมีบทบาทส าคัญส าหรับงานทาง
วิศวกรรมในปัจจุบันอย่างยิ่ง  

หากพิจารณาปัญหาในสองมิติแล้ว เรานิยมแบ่งโดเมน (domain) ด้วยเอลิเมนต์ 2 รูปแบบ 
คือ เอลิเมนต์รูปสามเหลี่ยม และเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยม เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมมักจะถูกเลือกน ามาใช้ 
เนื่องจากฟังก์ชันประมาณ (interpolation function) ภายในเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมจะให้การกระจาย
ตัวแบบเชิงเส้นคู่ (bilinear) ที่จะมีลักษณะเป็นผิวโค้ง ในขณะที่ฟังก์ชันประมาณภายในเอลิเมนต์รูป
สามเหลี่ยมจะให้การกระจายตัวเชิงเส้นแบบแผ่นเรียบ จึงท าให้เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมให้ผลลัพธ์ที่มี
ความแย่นย ามากกว่าเอลิเมนต์รูปสามเหลี่ยม แต่หากพิจารณาถึงประเด็นการน าไปใช้  จะพบว่า 
เอลิเมนต์รูปสามเหลี่ยมมีสมการรูปแบบปิด ในขณะที่เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมใด ๆ สมการไฟไนต์ 
เอลิเมนต์มีความยุ่งยากซับซ้อนมากกว่า ดังนั้นโดยทั่วไปเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมจึงต้องอินทิเกรตด้วย
การประมาณเชิงตัวเลข (numerical integration) หรือวิธีเกาส์-เลอจองด์ (Gauss-Legendre) ซึ่ง
เป็นที่ทราบกันว่าการประมาณเชิงตัวเลขน ามาซึ่งค่าความคาดเคลื่อน ซึ่งในที่นี้วิธีเกาส์-เลอจองด์
สามารถลดค่าความคลาดเคลื่อนได้ โดยการเพ่ิมจุดเกาส์ในการค านวณ แต่อย่างไรก็ดีจ านวนจุดเกาส์
ที่เพ่ิมขึ้นส่งผลต่อเวลาที่คอมพิวเตอร์ใช้ในการคิดค านวณ ดังนั้นควรพิจารณาทั้งความแม่นย าของ
ผลลัพธ์และประสิทธิภาพในการคิดค านวณเพ่ือน าไปใช้ในการแก้ปัญหาเชิงปฏิบัติอย่างเหมาะสม 

 ในปัจจุบันโปรแกรมคอมพิวเตอร์เชิงสัญลักษณ์ถูกพัฒนาอย่างต่อเนื่อง พบว่ามีนักวิจัยหลาย
ท่านได้น าประโยชน์จากความสามารถของโปรแกรมคอมพิวเตอร์เชิงสัญลักษณ์เข้ามาช่วยในการ
ค านวณระเบียบวิธีไฟ-ไนต์เอลิเมนต์ โดยเฉพาะอย่างยิ่งการพยายามค านวณหาเอลิเมนต์เมทริกซ์
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รูปแบบปิด โดยโปรแกรมคณิตศาสตร์เชิงสัญลักษณ์ที่นิยมใช้ได้แก่ ALTRAN, FORMAC, MACSYMA, 
REDUCE, SCRATCHPAD และSYMBAL เป็นต้น ความพยายามดังกล่าววิ่งออกไปเป็นสองแนวทาง 
แนวทางแรกพิจารณาวิเคราะห์ตามลักษณะรูปร่างหรือคุณสมบัติพิเศษของเอลิเมนต์ เช่น เพ่ือใช้แก้
ปัญญาบางประการที่ถูกลดทอนความซับซ้อนแล้ว เพ่ือใช้แก้ปัญหาบนเอลิเมนต์รูปร่างลักษณะเฉพาะ 
หรือการประมาณตัวแปรบางตัว เป็นต้น แนวทางที่สองคือการพิจารณาจัดกลุ่ม หรือเลือกคุณสมบัติ
ของความสมมาตรมาใช้ประโยชน์ในการสร้างเอลิเมนต์เมทริกซ์ [1] 

 อย่างไรก็ดี การหาสมการเอลิเมนต์รูปแบบปิดของเอลิเมนต์สี่ เหลี่ยมใด ๆ ยังคงอยู่ในรูป
สมการที่มีความซับซ้อนมาก ส่งผลต่อเวลาที่ใช้ในการค านวณมากขึ้นไปด้วย ดังนั้นวิทยานิพนธ์นี้จึงมี
ความพยายามในการใช้โปรแกรมคณิตศาสตร์สัญลักษณ์ เพ่ือหาสมการรูปแบบปิดของสมการไฟไนต์
เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อส าหรับแก้ปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน พร้อมทั้งตรวจสอบ
ความแม่นย าและเวลาที่ใช้ในการค านวณเปรียบเทียบกับวิธีเกาส์-เลอจองด์  

1.2 วัตถุประสงค์ของงานวิจัย 

1) ประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์รูปแบบปิดของเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อ  

2) ประยุกต์ใช้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์รูปแบบปิดของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อกับปัญหา
ความเค้นเนื่องจากความร้อน 

1.3 ขอบเขตของงานวิจัย 

1) ศึกษาและประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์รูปแบบปิดของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ สี่
จุดต่อ 

2) ศึกษาพฤติกรรมของปัญหาของแข็งภายในสองมิติ โดยพิจารณาภายใต้โหลดภาระความร้อน
ที่สภาวะคงตัว  

3) วิเคราะห์และเปรียบเทียบความแม่นย าของผลลัพธ์ระหว่างวิธีการค านวณด้วยสมการไฟไนต์
เอลิเมนต์เมทริกซ์รูปแบบปิด และวิธีการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด ์

4) เปรียบเทียบประสิทธิภาพระหว่างวิธีการค านวณด้วยสมการไฟไนต์เอลิเมนต์เมทริกซ์รูปแบบ
ปิด และวิธีการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ โดยพิจารณาจากเวลาที่ใช้ในการค านวณ 

1.4 ขั้นตอนการด าเนินงานวิจัย 

1) ศึกษาทฤษฎีพ้ืนฐานของการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ ฟังก์ชันประมาณภายในเอลิเมนต์
สองมิติรูปสี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อและการค านวณเอลิเมนต์เมทริกซ ์
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2) ศึกษาทฤษฎีที่เกี่ยวข้องกับปัญหาความร้อนเชิงเส้นภายใต้สถานะอยู่ตัว ปัญหาของแข็ง
โดยเฉพาะความเค้นและความเครียดบนแผ่นระนาบสองมิติ และปัญหาความสัมพันธ์ ของ
ความเค้นเนื่องจากปัญหาความร้อน  

3) ประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหา 

4) ใช้โปรแกรมคณิตศาสตร์สัญลักษณ์แมทมาทิกา (Mathematica) [2]เพ่ือช่วยในการอินทิเกรต
สัญลักษณ์และการจัดรูปสมการ 

5) ประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ด้วยแมทแลบ (Matlab) เพ่ือใช้ในการค านวณแก้ปัญหาความ
ร้อน และปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน ตามล าดับ 

6) ทดสอบความถูกต้องของโปรแกรมกับปัญหาที่มีผลเฉลยแม่นตรง 

7) ทดสอบความแม่นย าและประสิทธิภาพของวิธีการค านวณหาเอลิเมนต์เมทริกซ์รูปแบบปิด 
เปรียบเทียบกับการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ โดยเลือกทดสอบกับปัญหาที่มีและไม่มีผล
เฉลยแม่นตรง 

8) วิเคราะห์ อภิปรายผลของการเปรียบเทียบความแม่นย าและประสิทธิภาพของวิธีการ
ค านวณหาเอลิเมนต์เมทริกซ์รูปแบบปิด เพ่ือสรุปผลการวิจัยและท ารายงาน  

1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

1) มีความรู้ความเข้าใจเกี่ยวกับการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ สี่
จุดต่อ เพ่ือแก้ปัญหาความร้อนและปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน 

2) มีทักษะในการใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ทั้งแมทแลบและแมทมาทิกาในส่วนของคณิตศาสตร์
สัญลักษณ์ เข้าใจขอบเขตและความสามารถของโปรแกรมคอมพิวเตอร์เหล่านั้น 

3) สามารถประดิษฐ์โปรแกรมเพ่ือน าไปแก้ปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อนใน 2 มิติอย่างมี
ประสิทธิภาพได้ 
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บทที่ 2 
เอกสารผลงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวข้อง 

 เป็นที่ทราบกันดีว่าเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมใด ๆ จะให้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย ากว่าเอลิเมนต์รูป
สามเหลี่ยมที่มีจ านวนจุดต่อเท่ากัน แต่เนื่องจากการอินทิเกรตบนพ้ืนที่สี่เหลี่ยมใด ๆ มีความยุ่งยาก
ซับซ้อน การอินทิเกรตเชิงตัวเลข (numerical integration) จึงยังคงเป็นที่นิยมใช้กันอย่างแพร่หลาย 
ส าหรับวิธีการอินทิเกรตเชิงตัวเลขที่นิยมใช้ในปัจจุบันคือวิธีของเกาส์-เลอจองด์ (Gauss-Lengendre 
method) แต่อย่างไรก็ดี การอินทิเกรตเชิงตัวเลขเป็นการหาผลเฉลยโดยประมาณ การเพ่ิมความ
แม่นย าในการค านวณก็จ าเป็นต้องใช้จุดในการอินทิเกรตเพ่ิมมากขึ้น ซึ่งท าให้การประดิษฐ์โปรแกรม
คอมพิวเตอร์มีความซับซ้อนมากยิ่งขึ้น ทั้งยังเพ่ิมเวลาในการค านวณขึ้นเป็นอย่างมาก ดังนั้น
แนวความคิดที่จะพยายามค านวณหาเอลิเมนต์เมทริกซ์ด้วยการอินทิเกรตโดยตรงจึงเกิดขึ้น โดยหาก
พิจารณาผลงานวิจัยต่าง ๆ จะสามารถแบ่งรูปแบบงานวิจัยได้ 3 แนวคิด คือ 1. การค านวณเอลิเมนต์
เมทริกซ์ด้วยการอินทิเกรตเชิงวิเคราะห์ 2. เชิงกึ่งวิเคราะห์ และ 3. เชิงค านวณ 

2.1 การค านวณหาเอลิเมนต์เมทริกซ์โดยการอินทิเกรตเชิงวิเคราะห์ (analytical method) 

 ในยุคแรกความพยายามในการหาสมการรูปแบบปิด นิยมใช้ความรู้ทฤษฎีเชิงคณิตศาสตร์ ใน
ปี 1981 Okabe [3] ได้พิจารณาเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อ และใช้หลักการของทฤษฎีไดเวอร์
เจนซ์ (divergence theorem) เพ่ือเปลี่ยนแปลงขอบเขตของการอินทิเกรตจากการอินทิเกรตบน
พ้ืนที่เป็นการอินทิเกรตเชิงเส้น และจัดรูปสมการเอลิเมนต์เมทริกซ์  อ้างว่าสามารถลดความซับซ้อน
ของสมการและช่วยประหยัดเวลาในการค านวณลงได้ แต่ไม่มีการทดลองน าไปใช้หรือแสดงผลการ
เปรียบเทียบกับปัญหาใด ๆ  

 หลังจากนั้น ในปี 1986 Mizukami [4] ได้พิจารณาเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมด้านขนาน สี่จุดต่อ 
ส าหรับปัญหาการน าความร้อน และน าเสนอการจัดรูปสมการเชิงพีชคณิตของพิกัดจุดต่อ 3  สมการ 
เพ่ือลดความซับซ้อนของการสร้างอินทิแกรน (integrant) พบว่าการจัดรูปสมการเชิงพีชคณิต 3 
สมการนี้ ช่วยท าให้การประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ท าได้ง่ายขึ้นและลดเวลาที่ใช้ในการค านวณ 
แต่ด้วยเงื่อนไขของเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน ท าให้ผลลัพธ์ที่ได้มีความแม่นย าสูงสุดเทียบเท่ากับ
การอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์เพียง 2×2 จุด  นอกจากนั้นความผิดพลาดจะยิ่งเพ่ิมขึ้นเมื่อรูปร่าง
ของเอลิเมนต์บิดเบี้ยวไปจากสี่เหลี่ยมด้านขนาน  

 ในปี 1987 Rathod [5] ได้เสนอแนวคิดการอินทิเกรตเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อ ที่มี
ด้านประกอบด้านหนึ่งขนานกับแนวแกน x หรือแนวแกน y พบว่ารูปแบบเอลิเมนต์นี้ให้ผลลัพธ์ที่มี



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

6 

ความแม่นย าค่อนข้างสูงหรือเทียบเท่ากับการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ ที่ 6×6 จุด แต่สมการที่ได้
ยังมีความซับซ้อนมากและเนื่องจากมีข้อจ ากัดเรื่องรูปร่างของเอลิเมนต์ จึงยังไม่สามารถน าไป
ประยุกต์ใช้แก้ปัญหาจริงได้ 

 การอินทิเกรตเชิงวิเคราะห์ยังมีปัญหาในเรื่องข้อก าจัดของรูปร่างเอลิเมนต์สี่เหลี่ยม จึงยังไม่
สามารถน ามาใช้แก้ปัญหาจริงได้ และสมการที่ค านวณได้มีความซับซ้อน เข้าใจยาก ดังนั้นเมื่อน าไป
ประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ จึงท าให้เกิดความยุ่งยากและใช้เวลาในการค านวณค่อนข้างมาก 

2.2 การค านวณหาเอลิเมนต์เมทริกซ์โดยการอินทิเกรตกึ่งวิเคราะห์ (semi-analytical 
method) 

 การค านวณหาเอลิเมนต์เมทริกซ์ เริ่มมีการน าโปรแกรมคอมพิวเตอร์คณิตศาสตร์สัญลักษณ์
เข้ามาช่วย เพ่ือหาสมการรูปแบบปิด โดยในปี 1994 Griffiths [6] เสนอการค านวณหาเอลิเมนต์ 
เมทริกซร์ูปแบบปิดจากการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ ที่ 2×2 จุด โดยใช้เทคนิคการจัดกลุ่มสมาชิก
ในเอลิเมนต์เมทริกซ์เป็น 6 กลุ่ม ซึ่งแต่ละกลุ่มถูกแบ่งตามองศาอิสระ (degree of freedom) และใช้
โปรแกรม MAPLE เพ่ือหาสมการรูปแบบปิด ท าให้การประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ง่ายขึ้น เทคนิค
ส าคัญคือการน าค่าตัวแปรใหม่แทนที่ในสมการเดิม สามารถลดเวลาการค านวณจากวิธีดั้งเดิมได้ถึง 2-
4 เท่า เนื่องจากวิธีนี้ลดความซับซ้อนและลดเวลาในการค านวณ จึงได้รับความนิยมจนถึงปัจจุบัน จะ
เห็นได้จาก ปี 2006 Zhou และ Vecchio [7] ได้น ารูปแบบวิธีนี้มาลดรูปอย่างง่าย ส าหรับปัญหา 
อีลาสติกเชิงเส้น (linear elastic) และปัญหาอีลาสติกไม่เชิงเส้น (non-linear elastic) พบว่าใช้เวลา
ในการค านวณน้อยกว่าการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์แบบดั้งเดิม แต่ยังใช้เวลามากกว่าเมื่อเทียบ
กับสมการรูปแบบปิดที่เกิดจากการอินทิเกรตโดยตรงของสี่เหลี่ยมผืนผ้า  Lozada et al [8] ได้น า
แนวคิดของ Griffiths ปรับใช้กับเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ แปดจุดต่อส าหรับปัญหาอีลาสติก ซึ่งสามารถ
ลดเวลาในการค านวณลง 37 เปอร์เซ็นต์เมื่อเทียบกับการอินทิเกรตเชิงตัวเลขของเกาส์-เลอจองด์ และ
ต่อมาในปี 2010 Lozada et al. [9] พัฒนาสมการรูปแบบปิดเพ่ือใช้กับสี่เหลี่ยมใด ๆ แปดจุดต่อ
ส าหรับปัญหาอีลาสติกที่มีความสมมาตรรอบแกน ซึ่งอ้างว่าสามารถลดเวลาในการค านวณลง 50 
เปอร์เซ็นต ์

 แนวคิดนี้มีความโดดเด่นในเรื่องการลดเวลาการค านวณเอลิเมนต์เมทริกซ์ แต่อย่างไรก็ดี 
ความแม่นย าสูงสุดของแนวคิดนี้มีค่าเท่ากับการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ ที่ 2×2 จุดเท่านั้น 
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2.3 การค านวณหาเอลิเมนต์เมทริกซ์โดยการอินทิเกรตเชิงค านวณ (computational 
method) 

 ในปี 1988 Kent L. Lawrence และ Rajiv V. Nambiar [10] พิจารณาโครงสร้างวัสดุท่อน 
(beam element) โดยใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์คณิตศาสตร์สัญลักษณ์เพ่ือหาสมการสัญลักษณ์ 
ชัดแจ้ง (explicit symbolic expression) ของเมทริกซ์การแปลงค่า (element coordination 
transformation matrix) ได้ แม้ว่าจะการหาสมการดังกล่าวจะสามารถคิดค านวณด้วยมือได้ แต่ก็
เป็นการพิสูจน์ความสามารถของโปรแกรมที่ช่วยแก้ปัญหาคณิตศาสตร์เชิงสัญลักษณ์ได้ ซึ่งในยุคนั้น
ปัญหาของเวลาที่ใช้ในการค านวณยังไม่สามารถแก้ไขได้ 

 ในปี 1989 Kikuchi [11] ได้พิจารณาเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อ ส าหรับปัญหาอีลาสติก 
และปัญหาอีลาสติก-พลาสติก โดยได้เริ่มใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์คณิตศาสตร์สัญลักษณ์เพ่ือ
อินทิเกรตหาเอลิเมนต์เมทริกซ์โดยตรง โดยเลือกใช้โปรแกรม REDUCE วิธีนี้ให้ผลลัพธ์ที่มีความ
แม่นย าสูงและไม่ขึ้นกับรูปร่างของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยม แต่สมการพีชคณิตที่ได้มีความซับซ้อนและมี
ขนาดใหญ่มาก ส่งผลให้ใช้เวลาในการค านวณมากตามไปด้วย  เมื่อเปรียบเทียบระหว่างการอินทิเกรต
โดยตรงกับการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ พบว่ากรณีทั่วไปการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์จะใช้
เวลาในการค านวณน้อยกว่าการอินทิเกรตโดยตรง แต่กรณีที่เอลิเมนต์สี่เหลี่ยมอยู่ในรูปแบบที่ไม่
เหมาะสม ผลลัพธ์จากการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์มีความคลาดเคลื่อนมาก ต้องเพ่ิมจ านวนจุด
เกาส์ถึง 10×10 จุดในการค านวณเพ่ือให้ได้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย าเทียบเท่ากับการอินทิเกรตโดยตรง 
จึงท าให้การอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองใช้เวลาในการค านวณมากถึง 1.55 เท่าของวิธีการอินทิเกรต
โดยตรง และกรณีแก้ปัญหาอิลาสติก-พลาสติกซึ่งเป็นปัญหาที่ซับซ้อนขึ้น การอินทิเกรตโดยตรงต้องใช้
เวลาในการค านวณมาก จึงยังไม่เหมาะสมที่จะน ามาใช้แก้แก้ปัญหาดังกล่าว 

 Yagawa, 1990 [12] ได้เสนอแนวทางการอินทิเกรตเชิงตัวเลขรูปแบบใหม่ ที่ได้รวมระเบียบ
วิธีเชิงตัวเลข วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และการใช้โปรแกรมคณิตศาสตร์สัญลักษณ์ โดยเลือกใช้โปรแกรม 
MACSYMA ซึ่งปรากฏว่าสามารถลดเวลาที่ใช้ในการค านวณลงได้อย่างมาก เมื่อเทียบกับการ
อินทิเกรตเชิงตัวเลขโดยปกติ และเมื่อทดสอบกับการสร้างเอลิเมนต์เมทริกซ์ของสี่เหลี่ยมใด ๆ พบว่า
ให้ความแม่นย าเทียบเท่ากับการอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่ 2×2 จุด และใช้เวลาในการค านวณ
เพียง 14.5 เปอร์เซ็นของวิธีอินทิเกรตของเกาส์-เลอจองด์ที่ 2×2 จุด 

 Lee และ Hobbs 1998 [13] ได้เสนอแนวคิดของการหาสมการเอลิเมนต์รูปแบบปิดของ
ไฮบริดเอลิเมนต์ ซึ่งประกอบไปด้วยเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อ และ แปดจุดต่อโดยใช้
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โปรแกรม MAPLE และ Mathematica แต่ไม่ได้ชี้แจงอย่างชัดเจนเกี่ยวกับการใช้โปรแกรม
คณิตศาสตร์สัญลักษณ์ในการหาสมการไฟไนต์เอลิเมนต์รูปแบบปิด 

 ในปี 2007 Videla et al. [14] ได้พิจารณาเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ แปดจุดต่อส าหรับปัญหา 
อีลาสติก และใช้โปรแกรม MAPLE เพ่ืออินทิเกรตหาเอลิเมนต์เมทริกซ์ โดยมีการแบ่งกลุ่มสมาชิกใน
เอลิเมนต์เมทริกซ์เป็น 6 กลุ่ม แต่ละกลุ่มจะใช้รูปแบบอินทิแกรนเดียวกันในการอินทิเกรตที่เรียกว่า 
Characteristic basic equation อ้างว่าการอินทิเกรตต้องการหน่วยความจ าคอมพิวเตอร์จ านวน
มาก และสมการที่ได้มีขนาดใหญ่ และซับซ้อน แต่วิธีการอินทิเกรตโดยตรงให้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย า
สูงซึ่งมีค่าใกล้เคียงกับผลเฉลยแม่นตรงมาก จากนั้นจึงพยายามจัดรูปสมการและก าจัดพจน์ซ้ าบาง
พจน์ พบว่าสามารถลดเวลาในการค านวณลงได้น้อยกว่าการอินทิเกรตของเกาส์ -เลอจองด์ถึง 50 
เปอร์เซ็นต ์

 จนมาในปี 2013 Roque [15] ได้พิจารณาเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมมุมฉากส าหรับปัญหาการโก่ง
ของแผ่น โดยเขียนโปรแกรม MATLAB 2 โปรแกรม คือโปรแกรมสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์เชิง
สัญลักษณ์ และโปรแกรมค านวณสมการไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือหาค าตอบ พบว่าสมการที่ได้จาก
โปรแกรมสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์เชิงสัญลักษณ์มีขนาดใหญ่และซับซ้อน ท าให้เวลาที่ให้มากตาม
ไปด้วย แม้ว่าเมื่อมีการเปลี่ยนแปลงเงื่อนไขจะต้องเริ่มสร้างสมการใหม่ทุกครั้ง แต่ก็ท าให้
ความสามารถในการแก้ปัญหากว้างขึ้น ไม่ถูกจ ากัดด้วยรูปร่างเอลิเมนต์หรือเงื่อนไขขอบเขต 

 จากงานวิจัยในอดีตที่กล่าวข้างต้น จะแสดงให้เห็นว่า แม้ว่าการอินทิเกรตโดยตรงด้วย
โปรแกรมคอมพิวเตอร์สัญลักษณ์จะให้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย าสูง แต่ทว่าพบปัญหาตรงที่สมการ
พีชคณิตที่ได้จากการอินทิเกรตมักจะมีขนาดใหญ่และซับซ้อน หรือบางกรณีก็ใช้เวลาในการค านวณ
ค่อนข้างมาก เนื่องจากปัจจุบันความสามารถของโปรแกรมคอมพิวเตอร์สัญลักษณ์ได้พัฒนาขึ้นอย่าง
ต่อเนื่อง จึงเห็นว่าแนวทางนี้ยังสามารถพัฒนาปรับปรุงเพ่ือหาสมการรูปแบบปิดส าหรับการค านวณ 
เอลิเมนต์เมทริกซ์ได้อย่างมีประสิทธิภาพยิ่งขึ้น เพ่ือจะเป็นประโยชน์ต่อการน าไปใช้แก้ปัญหาทาง
วิศวกรรมต่อไป 
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บทที่ 3 
ทฤษฎีพื้นฐานของไฟไนตเ์อลิเมนต์ 

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ เป็นเทคนิควิเคราะห์เชิงตัวเลขที่นิยมน ามาใช้แก้ปัญหาทาง
วิศวกรรมที่โดยส่วนใหญ่จะมีรูปร่างของปัญหาที่ซับซ้อน เพ่ือให้ได้มาซึ่งผลลัพธ์ที่สอดคล้องกับสมการ
อนุพันธ์และเงื่อนไขขอบเขตตั้งต้น วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จะเริ่มจากการแบ่งรูปร่างลักษณะของปัญหาที่
ต้องการวิเคราะห์ออกเป็นชิ้นเล็ก ๆ หรือที่เรียกว่า “เอลิเมนต์” เพ่ือหาค่าประมาณของผลลัพธ์ โดยที่
แต่ละเอลิเมนต์จะประกอบขึ้นจากการเชื่อมจุดต่อ (node) ซึ่งเป็นต าแหน่งที่จะค านวณหาค่าตัวแปร
ตาม (dependent variable) ที่ต้องการ ความแม่นย าของค าตอบจึงขึ้นอยู่กับขนาดและจ านวนของ
เอลิเมนต์ด้วย โดยยิ่งแบ่งเอลิเมนต์ให้มีความละเอียดมากขึ้น จะยิ่งเพ่ิมความแม่นย าของผลลัพธ์มาก
ขึ้น [16] 

 
รูปที่ 3.1 การแบ่งรูปร่างของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อ 

3.1 ขั้นตอนทั่วไปในการประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ 

การวิเคราะห์ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ หลังจากแบ่งโดเดมนของปัญหาออกเป็น 
เอลิเมนต์ย่อย ๆ แล้ว (เอลิเมนต์แบบอย่างดังแสดงในรูปที่ 3.1) จะเริ่มประดิษฐ์สมการไฟไนต์ 
เอลิเมนต์จากสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยของปัญหา ก าหนดฟังก์ชันประมาณภายใน (interpolation 
function) ที่ใช้ภายในเอลิเมนต์ ส าหรับเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อจะอธิบายรายละเอียดใน
หัวข้อ 3.2 ซึ่งหากการกระจายตัวของฟังก์ชันประมาณภายในมีแนวโน้มความสัมพันธ์ไปในทิศทาง
เดียวกับการกระจายตัวของผลเฉลยแม่นตรง จะยิ่งท าให้ผลลัพธ์ที่ได้มีความแม่นย ามากขึ้น จากนั้นจึง
สร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ซึ่งในการศึกษานี้เลือกวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง โดยรายละเอียดของวิธี
ถ่วงน้ าหนักเศษตกค้างได้อธิบายในหัวข้อ 3.3 เมื่อสามารถสร้างสมการของแต่ละเอลิเมนต์ได้แล้ว จึง
รวมสมการของแต่ละเอลิเมนต์เข้าด้วยกันเป็นระบบสมการรวม ก าหนดเงื่อนไขขอบเขตก่อนแก้ระบบ
สมการดังกล่าว เพ่ือหาค่าของตัวแปรที่ต้องการต่อไป  

จุดต่อ

เอลิเมนต์
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3.2 ฟังก์ชันประมาณภายในเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมใด ๆ ส่ีจุดต่อ 

เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อเป็นหนึ่งในรูปร่างเอลิเมนต์ที่นิยมใช้ การสร้างฟังก์ชัน
ประมาณภายในเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยม เริ่มจากการก าหนดให้การกระจายตัวของตัวแปรที่ต้องการบน
เอลิเมนต์มีลักษณะแบบเชิงเส้นคู่ (bilinear) ซึ่งสอดคล้องกับสมการ (3.1) 

 ( ) 1 2 3 4, x y xyx y    = + + +  (3.1) 
โดย  คือ ตัวแปรที่พิจารณา  

α คือ ค่าคงท่ี  

เพ่ือให้การกระจายตัวบนเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมสอดคล้องกับการกระจายตัวเชิงเส้นคู่ กล่าวคือ
ตลอดทั้งแนวแกน x และแนวแกน y มีความสัมพันธ์เชิงเส้นตรง จะต้องแปลงระบบพิกัดคาร์ทีเซียน 
(Cartesian coordinate system) x - y ไปสู่ ระบบพิกัดฐานธรรมชาติ (natural coordinated 
system)  -    

 
รูปที่ 3.2 การแปลงระบบพิกัดจาก x - y สู่  -    

รูปที่ 3.2 แสดงระบบพิกัดฐานธรรมชาติ ซึ่งถูกนิยามให้มีขอบเขตระยะหนึ่งหน่วยจากจุดก าเนิดทุก
ทิศทาง ดังนั้นเมื่อพิจารณาปัญหาใน 2 มิติจึงมีขอบเขตระหว่าง -1 ถึง 1 ทั้งแนวแกน  และ  ท าให้
เกิดเป็นโดเมนสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 2×2 โดยที่ความสัมพันธ์ระหว่างระบบพิกัดคาร์ทีเซียน x - y และ
ระบบพิกัดฐานธรรมชาติ  -  สามารถเขียนได้ดังสมการ (3.2) และ (3.3) 

 1 1 2 2 3 3 4 4x N x N x N x N x= + + +  (3.2) 
 1 1 2 2 3 3 4 4y N y N y N y N y= + + +  (3.3) 

โดย iN  , i =1,2,3,4 เป็นฟังก์ชันสันฐาน (shape function) ซึ่งเป็นฟังก์ชันของ  -   ดังนี้ 
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= − −

= + −

      
3

4

1
(1 )(1 )

4

1
(1 )(1 )

4

N

N

 

 

= + +

= − +

 (3.4) 

หลังจากได้ฟังก์ชันสันฐานบนระบบพิกัดธรรมชาติแล้ว เนื่องพิจารณาเอลิเมนต์รูปสี่ เหลี่ยมใด ๆ สี่จุด
ต่อแบบไอโซพาราเมทริกซ์เอลิเมนต์  ( isoparametric element) การกระจายตัวของตัวแปรที่
พิจารณาบนเอลิเมนต์จึงสามารถเขียนอยู่ในรูปของค่าตัวแปรที่จุดต่อ ได้ดังสมการ (3.5) โดยฟังก์ชัน
ประมาณภายในใช้สมการเดียวกับฟังก์ชันสันฐาน  

 ( )
4

1 1 2 2 3 3 4 4

1

 =  = , i i

i

N N N N N      
=

+ + +   (3.5) 

โดย i , i =1,2,3,4 เป็นค่าของตัวแปรที่จุดต่อ i  

เมื่อได้ฟังก์ชันประมาณภายในเอลิเมนต์ของตัวแปรที่พิจารณาแล้ว จึงเข้าสู่กระบวนการสร้างสมการ
ไฟไนต์เอลิเมนตต์่อไป 

3.3 การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง 

  วิธีสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์มีหลายวิธี เช่น ระเบียบวิธีโดยตรง ระเบียบวิธีแปรผัน และ
ระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง เป็นต้น ระเบียบวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง (weighted residuals 
method) ถูกเลือกน ามาใช้ในการศึกษานี้ เนื่องจากเป็นวิธีการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์จาก
สมการเชิงอนุพันธ์ที่สอดคล้องกับปัญหาได้โดยตรง ไม่จ าเป็นต้องหาฟังก์ชันอ่ืน ๆ ที่สอดคล้องมาช่วย
ในการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ 

ขั้นตอนการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ด้วยวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้าง เริ่มจากหาสมการเชิง
อนุพันธ์ที่สอดคล้องกับปัญหาที่ต้องการวิเคราะห์ จัดรูปสมการเชิงอนุพันธ์ให้ข้างขวามีค่าเท่ากับ 0 
หรือมาสามารถเขียนได้ในรูปสมการ (3.6)  

 ( ) 0L  =  (3.6) 

โดย L  คือตัวด าเนินการเชิงอนุพันธ์ 
   คือผลเฉลยแม่นตรง 

จากนั้นก าหนดให้ผลเฉลยโดยประมาณมีลักษณะการกระจายตัวบนเอลิเมนต์ดังสมการ (3.5) และ
แทนค่าผลเฉลยโดยประมาณลงไปในสมการเชิงอนุพันธ์ตั้งต้น (3.6) การแทนค่าโดยประมาณนี้จะท า
ให้เกิดค่าความคลาดเคลื่อน ซึ่งถูกเรียกว่า “เศษตกค้าง” (residual) จะสามารถเขียนในรูปสมการได้
ดังนี้ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

12 

 
4

1

( ) ( )i i

i

L L N R 
=

= =  (3.7) 

 โดย R คือเศษตกค้างที่เกิดจากความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้น หรือเศษตกค้าง  

และพยายามลดเศษตกค้างที่เกิดขึ้นให้มีค่าเท่ากับศูนย์ ซึ่งจะหมายความว่าผลเฉลยโดยประมาณมีค่า
ใกล้เคียงกับผลเฉลยแม่นตรง โดยหากพิจารณาวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้างของกาเลอร์คีน (Galerkin) 
วิธีนี้จะน าฟังก์ชันน้ าหนัก (weighting function, W) คูณกับเศษตกค้าง จากนั้นอินทิเกรตตลอดทั้ง
โดเมน แล้วก าหนดให้ผลลัพธ์ที่ได้มีค่าเท่ากับศูนย์ ซึ่งโดยปกติจะนิยมเลือกวิธีกาเลอร์คีนแบบบับโนฟ-
กาเลอร์คิน (Bubnov-Galerkin) มาใช้ คือการก าหนดให้ฟังก์ชันน้ าหนักเท่ากับฟังก์ชันประมาณ
ภายใน (W=N) ดังนั้นจะสามารถเขียนได้ดังสมการ (3.8) 

   =    =  0i iW R d N R d
 

    1,2,3,4i =    (3.8) 

เมื่อท าการอินทิเกรตสมการ (3.8) ทีละส่วน (integrate by part) จะได้พจน์จากการอินทิเกรต 2 
พจน์ คือพจน์ที่เกี่ยวข้องกับขอบเขต ( ) และพจน์ที่เก่ียวข้องกับโดเมน ( )  

 
4

1

( )   =  ( , ) ( , )   = 0i i i i i i i

i

N L N d N d N d  
=  

 +     (3.9) 

 
รูปที่ 3.3 ลักษณะรูปร่างการแบ่งปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ 

น าเงื่อนไขขอบเขตประยุกต์กับพจน์ที่เกี่ยวข้องกับขอบเขตอย่างเหมาะสม ก็จะได้สมการไฟไนต์ 
เอลิเมนต์ของเอลิเมนต์นั้น ๆ ท าเช่นนี้กับทุก ๆ เอลิเมนต์จนครบแล้วจึงรวมสมการแต่ละเอลิเมนต์ให้
เป็นระบบสมการรวมของปัญหา และแก้ระบบสมการเพ่ือหาค่าของตัวแปรที่สนใจที่แต่ละจุดต่อ  

 

x

y

ขอบเขตของ
เอลิเมนต์   

โดเมนของ
เอลิเมนต์   
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บทที่ 4 
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์กับปัญหาของความเค้นเนื่องจากความร้อน 

 ในบทนี้จะกล่าวถึงการน าระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือแก้ปัญหาความเค้นเนื่องจากความ
ร้อน โดยจะเริ่มจากการพิจารณาการวิเคราะห์ปัญหาความร้อนหรือการกระจายตัวของอุณหภูมิก่อน 
เพ่ือน าผลจากการกระจายตัวของอุณหภูมิที่แตกต่างกันในแต่ละจุดต่อไปใช้เพ่ือวิเคราะห์ความเค้น
เนื่องจากความร้อนในล าดับต่อไปได้ โดยในบทนี้จะอธิบายทฤษฎีพ้ืนฐานของการถ่ายเทความร้อน 
การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาความร้อน ทฤษฎีพื้นฐานของความเค้นในวัตถุ และการ
สร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน ตามล าดับ 

4.1 ทฤษฎีพื้นฐานของการถ่ายเทความร้อน 

 ส าหรับปัญหาความร้อนที่จะพิจารณานี้ เป็นปัญหาความร้อนบนวัสดุแผ่นความหนา t 
พิจารณาเป็นปัญหาใน 2 มิติที่สภาวะคงตัว (steady state) ของวัสดุไอโซทรอปิก ( isotropic 
material) ซึ่งจะมีคุณสมบัติของวัสดุเหมือนกันทุกทิศทาง ปัญหาดังกล่าวนี้สามารถอธิบายได้ด้วย
สมการเชิงอนุพันธ์ของกฎการอนุรักษ์พลังงานคือ 

 0
yx

qq
Q

x y

 
− + + = 

  
 (4.1) 

โดย xq , yq  คืออัตราการถ่ายเทความร้อนในทิศทางแนวแกน x และ y ตามล าดับ  
Q  คืออัตราความร้อนที่ผลิตขึ้นได้เอง 

จากกฎของฟูเรียร์ (Fourier’s law) ซึ่งอธิบายว่าอัตราการถ่ายเทความร้อนที่เคลื่อนที่ในทิศทางใด
ทิศทางหนึ่ง จะมีค่าแปรผันตรงกับอัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิในทิศทางนั้น ดังนั้นอัตราการ
ถ่ายเทความร้อนในทิศทางแนวแกน x และ y สามารถเขียนได้ด้วยสมการ (4.2)   

 
x

T
q k

x


= −


   ,   y

T
q k

y


= −


 (4.2) 

ดังนั้นเมื่อแทนความสัมพันธ์ (4.2) ลงในสมการที่ (4.1) จะสามารถเขียนใหม่ได้ดังนี้ 

 0
T T

k k Q
x x y y

     
+ + =  

      
 (4.3) 

โดย k คือสัมประสิทธิ์การน าความร้อนของวัสดุ 
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รูปที่ 4.1 การถ่ายเทความร้อนโดยทั่วไป 

รูปที่ 4.1 แสดงเงื่อนไขขอบเขตที่สามารถเกิดขึ้นได้ในปัญหาการถ่ายเทความร้อนโดยทั่วไป ซึ่งอาจ

ประกอบไปด้วย การก าหนดอุณหภูมิคงที่ (T) หรือก าหนดอัตราความร้อนที่ผ่านเข้าออก ( sq ) หรือ

ก าหนดให้มีอัตราการพาความร้อนที่เกิดขึ้นที่ผิวใดผิวหนึ่ง ( hq ) ซึ่งอัตราการพาความร้อนจะ
สอดคล้องกับสมการ (4.4) 

 ( )h Sq h T T= −  (4.4) 

โดย h คือ สัมประสิทธิ์การพาความร้อน 

ST  ,T  คือ อุณหภูมิที่ผิว และอุณหภูมิบรรยากาศตามล าดับ 

4.2 การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหาความร้อน 

 พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ์ (4.3) และประยุกต์ใช้วิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้างซึ่งรายละเอียด
ปรากฎในหัวข้อที่ 3.3 จะสามารถเขียนได้ในรูปสมการดังนี้ 

 0i

T T
N k k Q d

x x y y


      
+ +  =   

       
  1,2,3,4i =  (4.5) 

จากนั้นอินทิเกรตสมการ (4.5) ทีละส่วน จะได้พจน์ที่เกี่ยวข้องกับขอบเขต ( ) และพจน์ที่เกี่ยวข้อง
กับโดเมน ( ) ดังแสดงในสมการ (4.6)  

 ( ) 0i i
i x y i

N NT T T T
N k n k n d k k d N Q d

x y x x y y
  

       
+  − + +  =   

        
    (4.6) 

หากปัญหาที่พิจารณาประกอบด้วยเงื่อนไขขอบเขตที่มีการพาความร้อนและมีฟลักซ์ความร้อนผ่าน
บริเวณผิวของปัญหาแล้ว สมการ (4.6) จะสามารถเขียนเป็นสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหา
ทั่วไปของการถ่ายเทความร้อนได้ดังนี้ 

การพาความร้อน
(qh)

ฟลักซ์ความร้อน (qs)

ก าหนดอุณหภูมิผิว (T)

Q

qx

qy

x

y
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( )

( ) ( ) 0

i i
i x y i

i i s

N NT T T T
N k n k n d k k d N h T T d

x y x x y y

N Q d N q d



  

 

       
+  − + − −    

        

+ +  =

  

 

 (4.7) 

เพ่ือให้สะดวกในการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยม จึงเขียนสมการไฟไนต์
เอลิเมนต์ให้อยู่ในรูปเมทริกซ์ได้ดังนี้ 

 
     

      0

x y

s

NT T T TN
k n k n d k k d h T dN N

yx y x yx

hT d Q d q dN N N

  



  

       
+  − + −    

        

+  +  +  =

  

  

 (4.8) 

โดยในแต่ละเอลิเมนต์ จะก าหนดลักษณะการกระจายตัวของอุณหภูมิบนเอลิเมนต์ดังสมการ (4.9) 
และสามารถหาค่าอนุพันธ์ของอุณหภูมิเทียบกับ x และ y ได้ดังสมการ (4.10) 

   
4

1

  =    =  i i

i

T N T N T
=

  (4.9) 

  
T N

T
x x

  
=    

  ,   
NT

T
yy

  
=    

 (4.10) 

จากสมการ (4.8) จะสามารถจัดรูปใหม่ดังสมการ (4.11) 

  

   

 

 

 

 

 

 

 

hC

C Q

KK

x y S

Q Q

N N N N
k d T h N N d T

x x y x

T T
N k n k n d Q N d q N d

x y

 

 

         
+  +  =                   

  
+  + +  

  

 

 

 

 

 q hQ Q

hT N d

 

+  

 (4.11) 

    ( )         C h C Q q hK K T Q Q Q Q+ = + + +  (4.12) 

โดย  CK  คือเมทริกซ์การน าความร้อน 

  hK  คือเมทริกซ์การพาความร้อน 

  CQ  คือเวกเตอร์เกรเดียนต์การน าความร้อน 

  QQ  คือเวกเตอร์ของความร้อนที่ผลิตเองได้ 

  qQ  คือเวกเตอร์ของฟลักซ์ความร้อนที่ผิว 

  hQ  คือเวกเตอร์ของอุณหภูมิบรรยากาศที่ส่งผลต่อการพาความร้อน 
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จากสมการ (4.11) จะพบว่าการค านวณเมทริกซ์การน าความร้อนอยู่ในรูปการอินทิเกรต ซึ่งพจน์ของ

อินทิแกรน อยู่ในรูปอนุพันธ์ของ N เทียบกับ x และ y  ( N

x




 และ N

y




) โดย N เป็นฟังก์ชันของ  

และ   ดังนั้นจะต้องประยุกต์ใช้กฎลูกโซ่ (chain rule) ดังนี้ 

 

N N x N y

x y

N N x N y

x y

  

  

    
= +

    

    
= +

    

                    

 
( 2 2)

J

N x y N

x

NN x y

y

  

  



       
           

 =   
      

            

 (4.13) 

โดย  J  คือ จาโคเบียนเมทริกซ์  

  

4 4

1 1

4 4

1 1

i i i i

i i

i i i i

i i

N x N y

J

N x N y

 

 

= =

= =

     
    
     =
     
    
     

 

 

 (4.14) 

จากสมการ (4.13) สามารถหาอนุพันธ์ของ N เทียบกับ x และ y จากการคูณด้วยอินเวอร์สเมทริกซ์ 
(inversed matrix) ของจาโคเบียนเมทริกซ์ทั้งสองข้าง ดังนั้นจะสามารถเขียนได้ในรูปสมการ (4.15)  

  
1 *

N NN

x
J J

N N N

y

 

 

−

     
           

 = =             
           

 (4.15) 

โดย *J    คือ อินเวอร์สของจาโคเบียนเมทริกซ์ 

 
* *

22 12* 11 12

* *
21 1121 22

1 J JJ J
J

J JJ J J

−   
  = =     −  

 (4.16) 

น าเมทริกซ์การน าความร้อน  CK  จากสมการ (4.11) มาประยุกต์สมการจากกฎลูกโซ่ ดังแสดงใน
สมการ (4.17) 
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*

ˆ

=  

                                                          =  

T
B

N

N NN N N N x
k d k d

Nx yx x y x

y

N

k J
N





 

 
              

+                         
  

   
     
  
    

 

 

 

*

ˆ

 

T

B

N

dJ
N






   
      
  
    



 (4.17) 

โดย  B̂  คือเมทริกซ์แสดงค่าความชันของอุณหภูมิ  

 

31 2 4

* *

11 12

* *
31 2 421 22

ˆ( , )

NN N N

J J
B

NN N NJ J

   
 

   

   
      
   =        
     

 (4.18) 

เมื่อน ามาประยุกต์การเปลี่ยนแปลงระบบพิกัดและกฎลูกโซ่ จะสามารถแสดงสมการได้ดังตาราง 4.1 
ก าหนดขอบเขตการอินทิเกรตโดย  แทนโดเมนของเอลิเมนต์ และ  แทนขอบเขตของเอลิเมนต์ที่
สอดคล้องกับเงื่อนไข ส่วนของการพิสูจน์ dxdy d dJ  =  แสดงในภาคผนวกของเอกสารอ้างอิง 
[16] 

ตารางที่ 4.1 การเปลี่ยนแปลงจากระบบพิกัดคาร์ทีเซียนเป็นระบบพิกัดธรรมชาติของสมการเอลิเมนต์
เมทริกซ์ส าหรับปัญหาความร้อน 

สมการเมทริกซ์ในพิกัดคาร์ทีเซียน สมการเมทริกซ์ในพิกัดธรรมชาติ 

 C

N N N N
K k t dxdy

x x y y


         
= +                
    ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

ˆ ˆ ,, ,
T

CK k t d dJB B      
− −

   =       

   QQ Q tdxdyN


=     ( )  ( )
1 1

1 1

, ,QQ Q td dN J     
− −

=    

 
ล าดับถัดมาพิจารณาพจน์ที่มีการอินทิเกรตตามแนวขอบของเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยม ได้แก่ เมทริกซ์การ

พาความร้อน  hK , เวกเตอร์ของฟลักซ์ความร้อนที่ผิว  qQ  และเวกเตอร์ของอุณหภูมิบรรยากาศ

ที่ส่งผลต่อการพาความร้อน  hQ  ซึ่งขอบของเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมจะเกิดจากการเชื่อมจุดต่อสอง
จุดเข้าด้วยกัน ดังนั้นฟังก์ชันประมาณภายในจึงก าหนดให้เป็นความสัมพันธ์เส้นตรงสอดคล้องกับ
สมการ (4.19) 
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 1 2( ') 'T x x = +   (4.19) 
โดย α1, α2 คือ ค่าคงท่ี 
 x'  คือ พิกัดภายใน 

 
รูปที่ 4.2 การถ่ายเทความร้อนตามแนวขอบ 

เมื่อแทนค่าเง่ือนไขท่ีจุดต่อ และน ามาเขียนในรูปเมทริกซ์จะได้ว่า 

 1

2

T

T

 
 
 

  =  1

2

1 0

1 l





  
  

   
 (4.20) 

        1

2





 
 
 

 =  1

2

11

0 1

Tl

Tl

−   
  

   
 (4.21) 

โดย l แทนระยะห่างระหว่างจุดต่อ 

แทนค่าคงท่ี {α} ลงในสมการตั้งต้น (4.19) จะสามารถเขียนได้ว่า 

 1

1 1 2 2 1 2

2

( )
T

T x N T N T N N
T

 
= + =     

 
 (4.22) 

โดย 1 2

' '
1

x x
N N

l l

 
= −     

 

เมื่อน ามาพิจารณากับเมทริกซ์การพาความร้อน  hK  เวกเตอร์ของฟลักซ์ความร้อนที่ผิว  qQ  และ

เวกเตอร์ของอุณหภูมิบรรยากาศที่ส่งผลต่อการพาความร้อน  hQ  จะสามารถหาสมการรูปแบบปิด
ส าหรับเมทริกซ์และเวกเตอร์ดังกล่าวดังสมการ (4.23) – (4.25) 

  hK  =  h N N d


    =  
2

1

x

x

h N N t dx





    = 
2 1

1 26

h t l  
 
 

  (4.23) 

  qQ  =  sq N d


  =  
2

1

x

s

x

q N t dx





  = 
1

12

sq t l  
 
 

  (4.24) 

x'1 , T1

x'2 , T2

qh
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  hQ  =  hT N d



  =  
2

1

x

x

hT N t dx







  = 
1

12

hT t l
 
 
 

  (4.25) 

4.3 ปัญหาของความเค้นเนื่องจากความร้อน 

การวิเคราะห์ปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน ก าหนดปัญหาแผ่นบางที่มีความหนา t จะ
พิจารณาเป็นปัญหา 2 มิติ ในสภาวะคงตัว และวัสดุไอโซทรอปิก โดยมีสมบัติเป็นอีลาสติกยืดหยุ่นเชิง
เส้น (linear elastic properties) เพ่ือแก้ปัญหาดังกล่าวจะต้องพิจารณาสมการและความสัมพันธ์ 
ต่าง ๆ ดังต่อไปนี้ 

4.3.1 สมการสมดุลแรง (equilibrium equation) 

 สมการสมดุลแรง หรือผลรวมของแรงในทุกทิศทางมีค่าเท่ากับศูนย์ เมื่อพิจารณาปัญหาใน
สองมิติและละผลจากแรงของน้ าหนัก (body force) จะสามารถแสดงในรูปสมการคือ 

 0
xyx

x y

 
+ =

 
  และ  0

xy y

x y

  
+ =

 
 (4.26) 

โดย x , y  คือความเค้นตั้งฉากในแนวแกน x และแนวแกน y ตามล าดับ 

 xy  คือความเค้นเฉือนในระนาบ xy 

4.3.2 ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและอุณหภูมิ 

 เมื่อแต่ละต าแหน่งในวัสดุมีอุณหภูมิที่ไม่เท่ากันแล้ว จะเกิดการยืดตัวหรือหดตัวของวัสดุที่
แตกต่างกัน ความเครียดที่เกิดขึ้นจากอุณหภูมิที่เปลี่ยนแปลงนั้นสามารถเขียนในรูปสมการได้ดังนี้ 

 0( )T T T = −  (4.27) 

โดย T  คือความเครียดที่เกิดจากความร้อน 
 α คือสัมประสิทธิ์การขยายตัวของวัสดุ (thermal expansion coefficient) 
 T คืออุณหภูมิที่สนใจ 
 T0 คืออุณหภูมิตั้งต้นของวัสดุขณะที่ยังไม่มีความเค้น 

4.3.3 ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการเคลื่อนที ่(strain and displacement relation) 

หากพิจารณาความเครียดหรือการเสียรูปของวัสดุ จะพบว่ามีความสัมพันธ์กับการเคลื่อนที่ 
โดยก าหนดการเคลื่อนที่ในทิศทางแนวแกน x และแนวแกน y ด้วยตัวแปร u และ v ตามล าดับ จะ
สามารถแสดงความสัมพันธ์ระหว่างระยะการเคลื่อนที่และความเครียดในรูปสมการเชิงอนุพันธ์ได้ดังนี้ 

 
x

u

x



=


 , y

v

y



=


 , xy

u v

y x


 
= +
 

 (4.28) 
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โดย x , y  คือความเครียดในทิศทางตามแนวแกน x และ y ตามล าดับ 

 xy  คือความเครียดเฉือนบนระนาบ xy 

4.3.4 ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียด (stress-strain relation) 

 จากกฎของฮุค (Hooke’s law) สามารถอธิบายความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและ
ความเครียดใน 2 มิติ ได้ดังสมการ (4.29) – (4.31) และจากสมการ (4.31) จะสังเกตได้ว่าอุณหภูมิที่
เปลี่ยนแปลงไปไม่ส่งผลกระทบต่อความเค้นเฉือนและการเสียรูปเชิงมุม 

 
0

1
( )x x y T T

E
    = − + −   (4.29) 

 
0

1
( )y y x T T

E
    = − + −   (4.30) 

 ( )2 1
xy xy

E


 

+
=  (4.31) 

โดย E คือโมดูลัสของสภาพยืดหยุ่น (modulus of elasticity) 
   คืออัตราส่วนของปัวส์ซง (Poisson’s ratio)  

จากความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดในสมการ (4.29) – (4.31) น ามาเขียนในรูปของ
เมทริกซ์ ได้ดังนี้ 

     TC  = −  (4.32) 

เมื่อแทนสมการ (4.27) ลงในสมการ (4.32) จะได้ 

        ( )0( )C T T  = − −  (4.33) 

โดย    = T

x y xy      

    = T

x y xy      
  C  คือ เมทริกซ์สัมประสิทธิ์ของความแข็งเกร็ง  

    คือ เวกเตอร์สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากความร้อน 

เมื่อพิจารณาปัญหาเพียง 2 มิติ จะสามารถจ าแนกลักษณะปัญหาออกได้เป็น 2 กรณี คือ ความเค้น
ระนาบ (plane stress) และความเครียดระนาบ (plane strain) ทั้งสองลักษณะปัญหาตั้งอยู่บน
สมมติฐานบางประการ ซึ่งเมทริกซ์สัมประสิทธิ์ของความแข็งเกร็ง  C  และเวกเตอร์สัมประสิทธิ์การ

ขยายตัวเนื่องจากความร้อน    ของแต่ละกรณีจะแตกต่างกันดังนี้ 
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 ปัญหาความเค้นระนาบ ใช้พิจารณาปัญหาแผ่นระนาบบาง โดยสมมติฐานคือความเค้นที่
เกิดขึ้นในทิศทางแกนเดียวกับความหนาของแผ่น หรือตั้งฉากกับผิวระนาบมีค่าน้อยมาก หรือมีค่า
เท่ากับศูนย์  

   2

1 0

1 0
1

1
0 0

2

E
C








 
 
 

=  
−

 −
 
 

,       
0



 

 
 

=  
 
 

 (4.34) 

 ปัญหาความเครียดระนาบ ใช้พิจารณาปัญหาที่มีหน้าตัดสม่ าเสมอและมีความลึกมาก เช่น 
ปัญหาท่อ หรือปัญหาเขื่อน เป็นต้น โดยสมมติฐานคือความเครียดที่เกิดขึ้นในทิศทางแกนเดียวกับ
ความลึกหรือทิศทางแกน z มีค่าน้อยมากเม่ือเทียบกับทิศทางอ่ืน ๆ จนสามารถละทิ้งได้  

  
( )( )

1 0

1 0
1 1 2

1 2
0 0

2

E
C

 

 
 



 
 −
 

= − 
+ −

 −
 
 

,      

( )

( )

1

1

0

 

  

+ 
 

= + 
 
 

 (4.35) 

 
รูปที่ 4.3 ปัญหาของความเค้นและขอบเขตเงื่อนไขโดยทั่วไป 

ตลอดผิวรอบนอกของวัตถุ อาจจะประกอบด้วยการก าหนดเงื่อนไขขอบเขตชนิดต่าง ๆ โดย
รูปที่ 4.3 จะแสดงเงื่อนไขขอบเขตโดยทั่วไปที่อาจจะเกิดขึ้น ตัวอย่างเช่น ก าหนดการเคลื่อนที่ตาม
แนวขอบ ซึ่งจะมีอยู่ 2 ลักษณะคือ 1. ก าหนดตรึงจุดนั้นโดยไม่มีการเคลื่อนที่ในทุกทิศทาง (fixed 
condition) หรือ 2. อนุญาตให้สามารถเคลื่อนที่ในทิศทางใดทิศทางหนึ่งได้ เช่น สามารถเคลื่อนที่ใน
ทิศทาง x ได้อิสระแต่ไม่สามารถเคลื่อนที่ในทิศทาง y ได้ หรือไม่สามารถเคลื่อนที่ในทิศทาง x ได้แต่
สามารถเคลื่อนที่ในทิศทาง y ได้อย่างอิสระ เป็นต้น 

x
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นอกจากนี้ อาจจะถูกก าหนดให้มีความดันกระท าตั้งฉากกับพ้ืนผิว ซึ่งสมการที่สอดคล้องคือ 

 
ˆ ˆ

x yp p i p j= +  

โดย xp  , yp  แทนความเค้นที่ผิวในทิศทาง x และ y ตามล าดับ 

4.4 การสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน 

เพ่ือแก้ปัญหาสมการเชิงอนุพันธ์ตั้งต้นหรือสมการสมดุลของแรง ในที่นี้เลือกใช้วิธีสูตรการ
เคลื่อนที่ (displacement formulation approach) โดยมีหลักการคือ น าความสัมพันธ์ระหว่าง
ความเครียดและการเคลื่อนที่สมการ (4.28) แทนลงในสมการ (4.33) คือความสัมพันธ์ระหว่างความ
เค้นและความเครียด จากนั้นจึงน าไปแทนในสมการสมดุลแรง (4.26) โดยตัวแปรที่ต้องการค านวณหา
ในแต่ละจุดต่อ คือ การเคลื่อนที่ในทิศทางแนวแกน x และ y  

ขั้นตอนการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน จะอธิบาย
อย่างละเอียดโดยเริ่มต้นจากสมมติการกระจายตัวของการเคลื่อนที่ในทิศทางแนวแกน x และ y ดังนี้ 

 
4

1

i i

i

u N u
=

=  และ 
4

1

i i

i

v N v
=

=  (4.36) 

น าสมการ (4.28) มาเขียนให้อยู่ในรูปเมทริกซ์จะได้สมการ (4.37) และแทนค่าการเคลื่อนที่จาก
สมการ (4.36) ลงในสมการ (4.37) จะได้สมการ (4.38) จากนั้นเพื่อสะดวกต่อการสร้างสมการไฟไนต์
เอลิเมนต์ในล าดับต่อไป จึงเขียนอยู่ในรูปย่อดังสมการ (4.39) 

             

0

  =  0

x

y

xy

x

u

vy

y x







 
 
  
    

    
     

    
 
  

  (4.37) 
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 (4.38) 
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(3 1) (8 1) (8 1)(3 2) (2 8) (3 8)

  =    =   N B  
    

          (4.39) 

โดย    แทนเมทริกซ์การด าเนินการเชิงอนุพันธ์  

  B   แทนเมทริกซ์แสดงค่าความชันของการเคลื่อนที่ 

  

31 2 4

31 2 4

3 31 1 2 2 4 4

0 0 0 0

0 0 0 0( , )

NN N N

x x x x

NN N N
B x y

y y y y

N NN N N N N N

y x y x y x y x

   
    
 

   
=     
 

       
         

 (4.40) 

จากนั้นพิจารณาสมการอนุพันธ์ของสมดุลแรง (4.26) สามารถเขียนในรูปของเมทริกซ์ของอนุพันธ์ของ
ความเครียดได้ดังนี้  

 
0

0

0

x

y

xy

x y

y x







  
       = 

    
     

      หรือ        
(3 1)(2 3)

0
T



 =  (4.41) 

เมื่อประยุกต์ใช้วิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้างแบบบับโนฟ-กาเลอร์คีนกับสมการ (4.41) จะสามารถเขียน
ได้ดังนี ้

      
(3 1)(8 2) (2 3)

0
T T

N d
 

  =  (4.42) 

แทนสมการความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียด (4.32) ลงในพจน์เวกเตอร์ความเค้นของ
สมการ (4.42) จะได้ดังสมการ (4.43)  

          
(3 1) (3 1)(8 2) (2 3) (3 3) (3 3)

0
T T

TN C C d 
    

 
 −  = 

 
  (4.43) 

น าสมการ (4.39) แทนลงในเวกเตอร์ความเครียดของสมการ (4.43) จะได้ 

    ( )
 

     

 

    
(3x 2) (2 8)

(8 1) (3 1)(3 3) (3 2) (2 8) (3 3)

0

T

T

T

B B

N C N C d 


    

 
 

  −  = 
  
 

  (4.44) 

           
(8 1) (3 1)(8 3) (3 3) (3 8) (8 3) (3 3)

0
T T

TB C B B C d 
     

−  =  (4.45) 

อินทิเกรตสมการ (4.45) ทีละส่วน 
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ˆ 0

ˆ0 0

0 0
T

L

x
T T

y T

K F

F

n

B C n d B C B d B C d  
  

 
 

 −  +  =
 
  

    (4.46) 

ในท้ายที่สุดจะได้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์ของปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อนในรูปเมทริกซ์ดังนี้ 

       L TK F F = +  (4.47) 

โดย  K  คือเมทริกซ์ความแข็งเกร็ง  

  LF  คือเวกเตอร์โหลดตั้งฉากพ้ืนที่ผิว  

 TF  คือเวกเตอร์โหลดเนื่องจากความร้อน 

เมื่อได้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์แล้ว จึงด าเนินการเปลี่ยนแปลงจากระบบพิกัดคาร์ทีเซียนเป็นระบบ

พิกัดธรรมชาติ โดยประยุกต์กฎลูกโซ่ จากสมการ (4.15) เข้ากับเมทริกซ์  B  จะสามารถเขียน 

เมทริกซ ์  B  ในรูประบบพิกัดธรรมชาติ ( -  ) ได้ดังนี ้

  
11 13 15 17

22 24 26 28

31 32 33 34 35 36 37 38

0 0 0 0

0 0 0 0( , )

b b b b

b b b bB

b b b b b b b b

 

 
 

=
 
  

 (4.48) 

โดย * *1 1
11 11 12

N N
b J J

 

 
= +

 
      * *1 1

31 21 22

N N
b J J

 

 
= +

 
    22 31b b=     32 11b b=  

* *2 2
13 11 12

N N
b J J

 

 
= +

 
      * *2 2

33 21 22

N N
b J J

 

 
= +

 
    24 33b b=     34 13b b=  

* *3 3
15 11 12

N N
b J J

 

 
= +

 
      * *3 3

35 21 22

N N
b J J

 

 
= +

 
    26 35b b=     36 15b b=  

* *4 4
17 11 12

N N
b J J

 

 
= +

 
      * *4 4

37 21 22

N N
b J J

 

 
= +

 
    28 37b b=     38 17b b=  

หลังจากนั้นจึงสามารถเขียนสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ในรูปของระบบพิกัดธรรมชาติ ( -  ) ได้ดังนี ้ 

ตารางที่ 4.2 การเปลี่ยนแปลงจากระบบพิกัดคาร์ทีเซียนเป็นระบบพิกัดธรรมชาติของสมการปัญหา
ความเค้นเนื่องจากความร้อน 

สมการเมทริกซ์ในพิกัดคาร์ทีเซียน สมการเมทริกซ์ในพิกัดธรรมชาติ 

  ( )   ( ), ,
T

K B C B t dxdyx y x y


=           ( )   ( ) ( )
1 1

1 1

, , ,
T

K B C B J t d d       
− −

=          

  ( )   ,
T

T TF B C t dxdyx y 


=       ( )   
1 1

1 1

( , ),
T

T TF B C J t d d     
− −

=      
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บทที่ 5 
การสร้างสมการไฟไนต์รูปแบบปิดส าหรับเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดตอ่ 

เมื่อสามารถสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์จากบทที่ 4 ส าหรับวิเคราะห์ปัญหาความร้อน และ
ปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อนแล้ว จะกล่าวถึงรายละเอียดการสร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์
รูปแบบปิดในบทนี้ 

การสร้างสมการรูปแบบปิดจะใช้โปรแกรมคณิตศาสตร์สัญลักษณ์ซึ่งในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้
เลือกใช้โปรแกรมแมทมาทิกา (Mathermatica) มาช่วยในการค านวน เนื่องจากเมื่อพิจารณาพจน์
อินทิแกรนของสมการไฟไนต์เอลิเมนต์จะพบว่าตัวแปรต้นปรากฎอยู่ในรูปของเศษและส่วน ดังนั้นการ
อินทิเกรตด้วยทฤษฎีเชิงคณิตศาสตร์จึงท าได้ยาก ส าหรับวิธีการหาสมการรูปแบบปิด [17] เพ่ือให้เกิด
ความเข้าใจและน าไปประยุกต์เพ่ือหาสมการรูปแบบปิดของเอลิเมนต์เมทริกซ์และเวกเตอร์อ่ืน ๆ ได้
โดยง่าย รายละเอียดขั้นตอนจะถูกอธิบายเรียงล าดับจากการสร้างสมการรูปแบบปิดของเมทริกซ์การ
น าความร้อน เวกเตอร์ของความร้อนที่ผลิตเองได้ เมทริกซ์แข็งเกร็ง และเวกเตอร์โหลดเนื่องจากความ
ร้อน ตามล าดับ 

5.1 การสร้างสมการรูปแบบปิดของเมทริกซ์การน าความร้อน 

 การสร้างสมการรูปแบบปิดของเมทริกซ์การน าความร้อน จะเริ่มจากการพิจารณาสมการ
อินทิเกรตของเมทริกซ์การน าความร้อนจากตารางที่ 4.1 

   ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

, , ,
T

CK kt B B J d d       
− −

=           (5.1) 

เมื่อคูณกระจายและจัดรูปสมการใหม่ให้อยู่ในรูปเศษส่วนพหุนาม สมาชิกแต่ละตัวในเอลิเมนต์  
เมทริกซ์จะสามารถจเขียนให้อยู่ในรูปแบบสมการดังนี้ 

 
2 21 1

1 1

ij

ij ij ij ij ij ij

C

h f g l m n
K k t d d

p q r

    
 

 
− −

+ + + + +
=

+ +   (5.2) 

โดย hij ,  fij , gij , lij , mij , nij , p , q และ r เป็นฟังก์ชันของพิกัดจุดต่อของเอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยม 
ซึ่ง i และ j มีค่าเท่ากับ 1, 2, 3, 4  จากนั้นใช้โปแกรมแมทมาทิกาช่วยในการอินทิเกรต จะได้ผลลัพธ์
ที่มีขนาดใหญ่และซับซ้อนดังแสดงในรูปที่ 5.1 
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รูปที่ 5.1 ผลจากการอินทิเกรตด้วยโปรแกรมแมทมาทิกา 
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จากนั้นพิจารณาสมการสัญลักษณ์ที่อินทิเกรตได้และจัดรูปสมการด้วยมือจะได้ 

   1 2 3 4

3 36
C

B B B B
K kt A

q r

 + + +
= + 

 
 (5.3) 

โดย 
2 2 2 2

2 2 2

2( 3 2 3 4 ) 4( )

3

g r mpq fqr npqr lpr gr mp
A

q r r

− + + + − −
= +  

( )( )
( ) ( )

2

1 1 1 3 1 2

2

2 1

log 3 (2 ) 2 ( 2 ) 3

                           ( r) 2 2 (2 )

B E E r r q hq fE l C p q r qr gq E

nq C p q qr mq C p q r qr

= − + + − − −

+ + + + + − − −

  

( )( )
( ) ( )

2

2 2 2 4 1 2

2

2 1

log 3 (2 ) 2 ( 2 ) 3

                         ( r) 2 2 (2 )

B E E r r q hq fE l C p q r qr gq E

nq C p q qr mq C p q r qr

= − − + + − − −

+ + + + + + − −

 

( )( )
( ) ( )

2

3 3 3 1 1 4

2

2 1

log 3 (2 ) 2 ( 2 ) 3

                           ( r) 2 2 (2 )

B E E r r q hq fE l C p q r qr gq E

nq C p q qr mq C p q r qr

= − − + − + + +

+ − + − + + − − + −

  

( )( )
( ) ( )

2

4 4 4 2 1

2

2 1

log 3 (2 ) 2 ( 2 ) 3

                           ( r) 2 2 (2 )

B E E r r q hq fE l C p q r qr gq E

nq C p q qr mq C p q r qr

= − − − + − − + +

+ − + + − + − − − +

  

1E p q r= − − ,  2E p q r= − + , 3E p q r= + − , 4E p q r= + +  
2 2 2

1C p q r= + + , 2 2 2

2 2 2C p q r= − −   
 

หากพิจารณาสมการ (5.3) จะพบว่า มีพจน์ที่ตัวแปร q และ r เป็นส่วน ซึ่งหากกรณีที่ตัว
แปรตัวใดตัวหนึ่งมีค่าเท่ากับศูนย์จะท าให้เกิดค่าอนันต์ จึงได้ศึกษาลงไปในรายละเอียดของแต่ละตัว

แปร พบว่า p+q +r เป็นขนาดของจาโคเบียนเมทริกซ์, J , ดังนั้นตัวแปร p , q และ r เป็นค่า
คุณสมบัติของเอลิเมนต์นั้น ๆ ซึ่งสมาชิกทุกตัวในเอลิเมนต์เมทริกซ์จะมีค่าเท่ากัน นั่นคือ 

 

( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( )

1 3 2 4 2 4 1 3

3 4 1 2 1 2 3 4

2 3 1 4 1 4 2 3

1

8

           

           

p

q

r

x x y y x x y y
J

x x y y x x y y

x x y y x x y y



 − − − − −
= 



+ − − − − −

+ − − − − − 



  (5.4) 

หรือ ( )
1

8
p q rJ  = + +  (5.5) 

โดย   ( )( ) ( )( )1 3 2 4 2 4 1 3p x x y y x x y y= − − − − −  
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   ( )( ) ( )( )3 4 1 2 1 2 3 4q x x y y x x y y= − − − − −  
   ( )( ) ( )( )2 3 1 4 1 4 2 3r x x y y x x y y= − − − − −  
 
จากนั้นจึงพิจารณาแต่ละกรณี ได้แก่ กรณีท่ีตัวแปร q = 0 และ r = 0 ตามล าดับ โดยน าสมการของ
พิกัดจุดต่อข้างต้นก าหนดให้มีค่าเท่ากับ 0 และจัดรูปสมการดังนี้ 
กรณี  q = 0 

 ( )( ) ( )( )3 4 1 2 1 2 3 4 0q x x y y x x y y= − − − − − =  (5.6) 

 ( )

( )

( )

( )
1 2 3 4

1 2 3 4

y y y y

x x x x

− −
=

− −
 (5.7) 

เมื่อจัดให้อยู่ในรูปอัตราส่วน จะพบว่าความชันของด้านระหว่างจุดต่อ 1 และ 2 เท่ากับความชันของ
ด้านระหว่างจุดต่อ 3 และ 4 หรืออาจกล่าวได้ว่าด้าน 12  ขนานกับด้าน 34  จะท าให้ค่าตัวแปร q มี
ค่าเท่ากับศูนย์ ตัวอย่างรูปร่างเอลิเมนต์ที่สอดคล้องกับเงื่อนไขดังกล่าวแสดงในรูปที่ 5.2 

 
รูปที่ 5.2 เอลิเมนต์รูปที่เหลี่ยมที่ด้าน 12  ขนานกับด้าน 34  

กรณี  r = 0 

 ( )( ) ( )( )2 3 1 4 1 4 2 3 0r x x y y x x y y= − − − − − =  (5.8) 

 ( )

( )

( )

( )
1 4 2 3

1 4 2 3

y y y y

x x x x

− −
=

− −
 (5.9) 

เมื่อจัดให้อยู่ในรูปอัตราส่วน จะพบว่าความชันของด้านระหว่างจุดต่อ 1 และ 4 เท่ากับความชันของ
ด้านระหว่างจุดต่อ 2 และ 3 หรืออาจกล่าวได้ว่าด้าน 14  ขนานกับด้าน 23  จะท าให้ค่าตัวแปร r มี
ค่าเท่ากับศูนย์ ตัวอย่างรูปร่างเอลิเมนต์ที่สอดคล้องกับเงื่อนไขดังกล่าวแสดงในรูปที่ 5.3 

 
รูปที่ 5.3 เอลิเมนต์รูปที่เหลี่ยมที่ด้าน 14  ขนานกับด้าน 23  
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 จากที่กล่าวข้างต้น q หรือ r มีโอกาสที่จะมีค่าเท่ากับศูนย์ เมื่อลักษณะของเอลิเมนต์รูป
สี่เหลี่ยมสอดคล้องกับเงื่อนไขด้านที่ขนานกัน ดังนั้นเพ่ือหลีกเลี่ยงการเกิดค่าอนันต์ การค านวณ 
เอลิเมนต์เมทริกซ์จึงถูกแบ่งออกเป็น 4 กรณี คือ 1) เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมที่ไม่มีด้านใดขนานกัน  
2) เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมที่ด้าน 12  ขนานกับด้าน 34  3) เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้าน 14  ขนานกับด้าน 
23 และ 4) เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน นอกจากนี้ยังพบว่า การแบ่งกรณีดังกล่าวมีประโยชน์ใน
การสร้างและค านวณสมการรูปแบบปิด เนื่องจากเมื่อบางพจน์มีค่าเท่ากับศูนย์ จะท าให้อินทิแกรนมี
ความซับซ้อนน้อยลง ส่งผลให้สมการที่ได้จากการอินทิเกรตสั้นลงและง่ายต่อการเขียนโปรแกรมอีก
ด้วย รายละเอียดของแต่กรณีแสดงดังนี้ 

กรณีท่ี 1 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมที่ไม่มีด้านใดขนานกัน 

 กรณีนี้จะให้สมการรูปแบบปิด ซึ่งรายละเอียดดังแสดงในสมการ (5.3) 

กรณีท่ี 2 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมที่ด้าน 12  ขนานกับด้าน 34  

 เมื่อด้าน 12  ขนานกับด้าน 34  ท าให้ q = 0 ดังนั้นเมทริกซ์การน าความร้อนจะถูกลดรูปดัง
สมการ (5.10) และสามารถเขียนให้อยู่ในรูปสมการพีชคณิตได้ดังสมการ (5.11) 

           
1 1 2 2

1 1

C

h f g l m n
K kt d d

p r

    
 


− −

+ + + + +
=

+   (5.10) 

 
( ) ( ) ( )( )

2

3

2 2 2

12 12
3

                6 6 6 2 log log

C

kt
K mpr gr

r
mp gpr hr lr p r p r

= − +

− − + + − − +


 (5.11) 

กรณีท่ี 3 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้าน 14  ขนานกับด้าน 23   

 เมื่อด้าน 14  ขนานกับด้าน 23 ท าให้ r = 0 ดังนั้นเมทริกซ์การน าความร้อนจะถูกลดรูปดัง
สมการ (5.12) และสามารถเขียนให้อยู่ในรูปสมการพีชคณิตได้ดังสมการ (5.13) 

          
1 1 2 2

1 1

C

h f g l m n
K kt d d

p q

    
 


− −

+ + + + +
=

+   (5.12) 

 

( ) ( ) ( )( )

2

3

2 2 2

12 12
3

                 6 6 6 2 log log

C

kt
K lpq fq

q

lp fpq hq mq p q p q

= − +

− − + + − − +


 (5.13) 
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กรณีท่ี 4 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 

 กรณีเอลิเมนต์รูปที่เหลี่ยมด้านขนาน หรือเอลิเมนต์มีด้านขนาน 2 คู่ จะท าให้ทั้ง q และ r มี
ค่าเท่ากับศูนย์ ดังนั้นเมทริกซ์การน าความร้อนจะถูกลดรูปดังสมการ (5.14) และสามารถเขียนให้อยู่
ในรูปสมการพีชคณิตได้ดังสมการ (5.15) 

 
1 1 2 2

1 1

C

h f g l m n
K kt d d

p

    
 

− −

+ + + + +
=    (5.14) 

                         ( )( )4 3
3

C

kt
K h l m

p
= + +  (5.15) 

5.2 การสร้างสมการรูปแบบปิดของเวกเตอร์ของความร้อนที่ผลิตเองได้ 

การสร้างสมการรูปแบบปิดของเวกเตอร์ของความร้อนที่ผลิตขึ้นเอง จะเริ่มจากการพิจารณา
สมการไฟไนต์เอลิเมนต์จากตารางท่ี 4.1 

    
1 1

1 1

( , ) ( , )QQ Q N J td d     
− −

=    (5.16) 

โดย   

(1 )(1 )

(1 )(1 )1

(1 )(1 )4

(1 )(1 )

N

 

 

 

 

− − 
 

+ − 
=  

+ + 
 − + 

  และ 1
( )

8
p q rJ  = + +   

จะพบว่าอินทิแกรนที่ได้มีความซับซ้อนไม่มากนัก คือเมื่อกระจายและจัดรูปจะได้พหุนามที่ไม่อยู่ในรูป
เศษส่วน ดังนั้นจึงสามารถจัดการได้โดยง่ายด้วยโปรแกรมแมทมาทิกาโดยตรง ดังแสดงด้วยภาพ
ด้านล่าง 

   

รูปที่ 5.4 การหาสมการรูปแบบปิดของเวกเตอร์ของความร้อนที่ผลิตเองด้วยโปรแกรมแมทมาทิกา 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

31 

 

ดังนั้นสมการรูปแบบปิดของเวกเตอร์ของความร้อนที่ผลิตได้เอง สามารถเขียนได้ดังนี้ 

  

3

3

324

3

Q

p q r

p q rQt
Q

p q r

p q r

− − 
 

+ − 
=  

+ + 
 − + 

 (5.17) 

5.3 การสร้างสมการรูปแบบปิดของเมทริกซ์แข็งเกร็ง 

ส าหรับการสร้างสมการรูปแบบปิดของเอลิเมนต์เมทริกซ์แข็งเกร็ง ,  K , ขั้นตอนการ
ประดิษฐ์สมการรูปแบบปิดจะมีกระบวนการลักษณะคล้ายคลึงกับการสร้างเมทริกซ์การน า
ความร้อน โดยเริ่มจากสมการไฟไนต์เอลิเมนต์จากตารางท่ี 4.2 

   ( )   ( ) ( )
1 1

1 1

, , ,
T

K B C B J td d       
− −

=          (5.18) 

โดย   
11 13 15 17

22 24 26 28

31 32 33 34 35 36 37 38

0 0 0 0

0 0 0 0( , )

b b b b

b b b bB

b b b b b b b b

 

 
 

=
 
  

 (4.46) 

* *1 1
11 11 12

N N
b J J

 

 
= +

 
  * *1 1

31 21 22

N N
b J J

 

 
= +

 
  22 31b b=   32 11b b=   

* *2 2
13 11 12

N N
b J J

 

 
= +

 
  * *2 2

33 21 22

N N
b J J

 

 
= +

 
  24 33b b=   34 13b b=  

* *3 3
15 11 12

N N
b J J

 

 
= +

 
  * *3 3

35 21 22

N N
b J J

 

 
= +

 
  26 35b b=   36 15b b=  

* *4 4
17 11 12

N N
b J J

 

 
= +

 
  * *4 4

37 21 22

N N
b J J

 

 
= +

 
  28 37b b=   38 17b b=  

ซึ่งจะสามารถจัดรูปสมาชิกในเมทริกซ์  B  ให้อยู่ในรูปพหุนาม โดยสัมประสิทธิ์หน้าตัวแปร  และ 
 เป็นพจน์ของพิกัดจุดบนระบบคาร์ทีเซียน x - y ดังแสดงตามสมการด้านล่าง 

( ) ( ) ( )( )11 3 4 2 32 4

1

8
b y y y yy y

J
 = − − − −−  

( ) ( ) ( )( )13 1 3 3 4 1 4

1

8
b y y y y y y

J
 = − − + − + −  

( ) ( ) ( )( )15 2 4 1 2 1 4

1

8
b y y y y y y

J
 = − + −− − −  

( ) ( ) ( )( )17 1 3 2 31 2

1

8
b y y y yy y

J
 = − − + −−  
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( ) ( ) ( )( )31 3 4 2 32 4

1

8
b x x x xx x

J
 = − + − + −−  

( ) ( ) ( )( )33 1 3 3 4 1 4

1

8
b x x x x x x

J
 = − − − − −  

( ) ( ) ( )( )35 2 4 1 2 1 4

1

8
b x x x x x x

J
 = − +− − −  

( ) ( ) ( )( )37 1 3 2 31 2

1

8
b x x x xx x

J
 = − − + − −−  

จากสมการ (4.34) และ (4.35) แสดงให้เห็นว่าปัญหาความเค้นระนาบและความเครียดระนาบจะใช้
เมทริกซ์สัมประสิทธิ์ความแข็งเกร็ง  C  ที่แตกต่างกัน ดังนั้นเพื่อให้ประยุกต์ใช้ได้ทั้งปัญหาความเค้น
ระนาบและความเครียดระนาบ จึงก าหนดให้เมทริกซ์  C  มีรูปทั่วไปดังสมการ (5.19) ส าหรับใช้
อธิบายสมการต่าง ๆ ในล าดับถัดไป  

  

1 2

2 1

3

0

0

0 0

c c

c cC

c

 
 

=
 
  

 (5.19) 

เมื่อพิจารณาเฉพาะอินทิแกรนของสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ (5.18) โดยคูณกระจายทั้งหมดจะได้ 
เมทริกซ์สมมาตรขนาด 8×8 ดังนี้ 

( )   ( ), ,
T

B C B    =        
2 2

1 11 3 31 2 3 11 31 1 11 13 3 31 33 3 13 31 2 11 33 1 11 15 3 31 35 3 15 31 2 11 35 1 11 17 3 31 37 3 17 31 2 11 37

2 2

1 31 3 11 3 11 33 2 13 31 1 31 33 3 11 13 3 11 35 2 15 31 1 31 35

( )c b c b c c b b c b b c b b c b b c b b c b b c b b c b b c b b c b b c b b c b b c b b

c b c b c b b c b b c b b c b b c b b c b b c b b

+ + + + + + + +

+ + + + 3 11 15 3 11 37 2 17 31 1 31 37 3 11 17

2 2

1 13 3 33 2 3 13 33 1 13 15 3 33 35 3 15 33 2 13 35 1 13 17 3 33 37 3 17 33 2 13 37

2 2

1 33 3 13 3 13 35 2 15 33 1 33 35 3 13 15 3 13 37 2 17 3

( )

c b b c b b c b b c b b c b b

c b c b c c b b c b b c b b c b b c b b c b b c b b c b b c b b

c b c b c b b c b b c b b c b b c b b c b b

+ + +

+ + + + + +

+ + + + 3 1 33 37 3 13 17

2 2

1 15 3 35 2 3 15 35 1 15 17 3 35 37 3 17 35 2 15 37

2 2

1 35 3 15 3 15 37 2 17 35 1 35 37 3 15 17

2 2

1 17 3 37 2 3 17 37

2 2

1 37 3 17

( )

SYMMETRY ( )

c b b c b b

c b c b c c b b c b b c b b c b b c b b

c b c b c b b c b b c b b c b b

c b c b c c b b

c b c b

 
 
 
 
 

+ 
 + + + +
 

+ + + 
 + +
 
 + 

 

จากนั้นพิจารณาสมาชิกแต่ละตัวในเมทริกซ์ข้างต้น จะพบว่ามีรูปแบบซ้ า ๆ กัน และสามารถจัดกลุ่ม
ทั้งหมด 4 กลุ่ม ดังแสดงในแผนภาพด้านล่าง 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

33 

 
รูปที่ 5.5 แผนภาพการจัดกลุ่มในเมทริกซ์แข็งเกร็ง 

นอกจากนี้ยังพบว่า ในแต่ละกลุ่มจะมีสมาชิกที่มีความสัมพันธ์กันเป็นคู่ ๆ ดังนั้นเพ่ือลดการค านวณ
สมการที่ยุ่งยากเหลือเพียงครั้งเดียว การเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์นี้ จึงสร้างผลลัพธ์ระหว่าง
กระบวนการ (intermediate parameter) หรือก าหนดตัวแปร  I  ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 

 

2

11 11 31 11 13 13 31 11 15 15 31 11 17 17 31

2

31 11 33 31 33 11 35 31 35 11 37 31 37

2

13 13 33 13 15 15 33 13 17 17 33

2

33 13 35 33 35 13 37 33 37

2

15 15 35 15 17 17 35

2

35 15 37 35 37

2

17 17 3SYM

b b b b b b b b b b b b b b b

b b b b b b b b b b b b b

b b b b b b b b b b b

b b b b b b b b b
I

b b b b b b b

b b b b b

b b b

=

1 1

1 1

7

2

37

d d

b

 
− −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

   

โดยสมาชิกแต่ละตัวในเมทริกซ์  I  หลังจากด าเนินการคูณกระจายภายในอินทิแกรน และจัดรูปด้วย
มือแล้ว จะพบพจน์ที่มีรูปแบบคล้ายกับสมการ (5.2) ดังนี้ 

 
2 21 1

1 1

ij ij ij ij ij ij

ij

h f g l m n
I d d

p q r

    
 

 
− −

+ + + + +
=

+ +   (5.20) 

โดยตัวแปร hij, fij, gij, lij, mij และ nij เป็นสมการพีชคณิตของพิกัดจุด จะมีค่าแตกต่างกันไปตาม
ต าแหน่งในเอลิเมนต์เมทริกซ์  I  ซึ่งสมการรูปแบบปิดของตัวแปรเหล่านี้จะแตกต่างจากการหาค่าตัว
แปรย่อยเมทริกซ์การน าความร้อน ยกตัวอย่างเช่น  

11I  จะเกิดจากการอินทิเกรตสมการ (5.20) ซึ่งมีค่าตัวแปรย่อยคือ 
2

11 24h y=    11 24 342f y y= −    11 23 242g y y= −    

1 2 3 4 3 4 3 4 

 1 4 3 4 3 4 3 

  1 2 3 4 3 4 
   1 4 3 4 3 

    1 2 3 4 
     1 4 3 

SYM    1 2 

       1 
 
 
 
 

lklkokmmnhh 
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2

11 34l y=    2

11 23m y=     11 23 342n y y=  

12I  จะเกิดจากการอินทิเกรตสมการ (5.20) ซึ่งมีค่าตัวแปรย่อยคือ 

12 24 24h x y= −    12 24 34 34 24f x y x y= +    12 23 24 24 23g x y x y= +  

12 34 34l x y= −    12 23 23m x y= −    12 23 34 34 23n x y x y= − −  

โดยตัวห้อยของตัวแปรย่อย h , f, g , l , m และ n หมายถึงต าแหน่งบนเอลิเมนต์เทมริกซ์ ในขณะที่
ตัวห้อยของ x และ y หมายถึงผลต่างของค่า x และ y ระหว่างจุดต่อ 2 จุดต่อนั้น ๆ รายละเอียดของ
ตัวแปรย่อยเหล่านี้แสงในภาคผนวก ข. 

แต่อย่างไรก็ตามการอินทิเกรตสมการ (5.20) มีลักษณะคล้ายคลึงกับการหาสมการรูปแบบปิดของ 
เมทริกซ์การน าความร้อน จึงแบ่งการพิจารณาออกเป็น 4 กรณีตามลักษณะรูปร่างของเอลิเมนต์
เช่นเดียวกันคือ 

กรณีท่ี 1 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมที่ไม่มีด้านใดขนานกัน 

1 2 3 4

3 36

B B B B
I A

q r

+ + +
= +  

กรณีท่ี 2 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมที่ด้าน 12  ขนานกับด้าน 34  

( ) ( ) ( )( )

2

3

2 2 2

1
12 12

3
              6 6 6 2 log log

I mpr gr
r

mp gpr hr lr p r p r

= − +

− − + + − − +


 

กรณีท่ี 3 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้าน 14  ขนานกับด้าน 23  

( ) ( ) ( )( )

2

3

2 2 2

1
12 12

3

              6 6 6 2 log log

I lpq fq
q

lp fpq hq mq p q p q

= − +

− − + + − − +


 

กรณีท่ี 4 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 

( )( )
1

4 3
3

I h l m
p

= + +  

เมื่อค านวณหาค่า ijI  แต่ละตัวในเมทริกซ์จนครบทั้งหมดแล้ว จึงจะน าค่าที่ได้คูณกับค่าคงที่ตาม
รูปแบบของแต่ละกลุ่มดังแสดงในตารางที่ 5. และประกอบเป็นเอลิเมนต์เมทริกซ์แข็งเกร็ง  K  เพ่ือ
น าไปใช้ในโปรแกรมหลักต่อไป ตัวอย่างการค านวณสมาชิกในเอลิเมนต์เมทริกซ์แข็งเกร็งเช่น  

กลุ่มท่ี 1 : 11 1 11 3 22k c I c I= +  22 1 22 3 11k c I c I= +   

กลุ่มท่ี 2 : ( )12 2 3 12k c c I= +  ( )34 2 3 34k c c I= +  
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กลุ่มท่ี 3 :  13 1 13 3 24k c I c I= +  24 1 24 3 13k c I c I= +   

กลุ่มท่ี 4 :  14 3 14 2 23k c I c I= +  23 3 23 2 14k c I c I= +  

ตารางที่ 5.1 รูปแบบการด าเนินการของผลลัพธ์ระหว่างกระบวนการ เพื่อสร้างเมทริกซ์แข็งเกร็ง  

 รูปแบบ สมาชิก i j k l 

กลุ่มท่ี 1 1 3ii jjc I c I+  
11k  1 2 - - 

  
22k  2 1 - - 

  
33k   3 4 - - 

  
44k   4 3 - - 

  
55k  5 6 - - 

  
66k  6 5 - - 

  
77k  7 8 - - 

  
88k  8 7 - - 

กลุ่มท่ี 2 ( )2 3 ijc c I+  
12k  1 2 - - 

  
34k  3 4 - - 

  
56k  5 6 - - 

  
78k  7 8 - - 

กลุ่มท่ี 3 1 3ij klc I c I+  
13k  1 3 2 4 

  
24k  2 4 1 3 

  
15k  1 5 2 6 

  
26k  2 6 1 5 

  
17k  1 7 2 8 

  
28k  2 8 1 7 

  
35k   3 5 4 6 

  
46k  4 6 3 5 

  
37k  3 7 4 8 

  
48k  4 8 3 7 

  
57k  5 7 6 8 

  
68k  6 8 5 7 
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 รูปแบบ สมาชิก i j k l 

กลุ่มท่ี 4 3 2ij klc I c I+  
14k   1 4 2 3 

  
23k  2 3 1 4 

  
16k  1 6 2 5 

  
25k  2 5 1 6 

  
18k  1 8 2 7 

  
27k  2 7 1 8 

  
36k   3 6 4 5 

  
45k  4 5 3 6 

  
38k  3 8 4 7 

  
47k  4 7 3 8 

  
58k  5 8 6 7 

  
67k  6 7 5 8 

 

5.4 การสร้างสมการรูปแบบปิดของเวกเตอร์โหลดเนื่องจากความร้อน 

 การสร้างสมการรูปแบบปิดของเวกเตอร์โหลดเนื่องจากความร้อน เริ่มจากพิจารณาจาก
สมการไฟไนต์เอลิเมนต์จากตารางที่ 4.2 

   ( )    ( )  ( ) ( )
1 1

0

1 1

,, ,
T

T B C T J td dNF T       
− −

= −         (5.21) 

เมื่อพิจารณาเฉพาะอินทิแกรนในสมการ (5.21) คูณกระจายจะสามารถจักรูปสมการและลดรูปได้ดังนี้  

( )   ,
T

B C      ( ) 11 31 13 33 15 35 17 371 2

T
b b b b b b b bc c = +     

( )  ,N T      ( )1 2 3 4

1

4
a a a a  = + + +  

โดย 1 1 2 3 4a T T T T= + + +  

 2 1 2 3 4a T T T T= − − + +   

3 1 2 3 4a T T T T= − + + −  

4 1 2 3 4a T T T T= − + −  

เมื่อแทนกลับเข้าไปแล้วอินทิเกรตด้วยโปรแกรมแมทมาทิกาช่วยในการค านวณ จะได้สมการรูปแบบ
ปิดของเวกเตอร์โหลดเนื่องจากความร้อน ซึ่งมีขนาด 8×1 ดังนี้  
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( )

1 24 2 23 3 34

1 24 2 23 3 34

1 13 2 14 3 34

1 13 2 14 3 341 2

1 24 2 14 3 12

1 24 2 14 3 12

1 13 2 23 3 12

1 13 2 23 3 12

3

3

3

3

324

3

3

3

T

a y a y a y

a x a x a x

a y a y a y

a x a x a xtc c
F

a y a y a y

a x a x a x

a y a y a y

a x a x a x



− − 
 
− + +

 
 − + +
 

− −+  
=  

− − + 
 + −
 

+ − 
 − − + 

 (5.22) 

จากบทนี้ได้เสนอวิธีการสร้างสมการรูปแบบปิด เพ่ือน าไปใช้แก้ปัญหาการถ่ายเทความร้อน
และปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อนแล้ว จากนั้นจะน าสมการรูปแบบปิดเหล่านี้ไปประดิษฐ์
โปรแกรมคอมพิวเตอร์เพ่ือใช้ค านวณหาค่าผลลัพธ์ของการแก้ปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อนใน
บทถัดไป 
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บทที่ 6 
ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมส าหรับวิเคราะห์ความเค้นเนื่องจากความร้อน 

การประดิษฐ์ไฟไนต์เอลิเมนต์โปรแกรมเพ่ือแก้วิเคราะห์ปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน 
จะช่วยให้การค านวณท าได้สะดวกมากขึ้น โดยเฉพาะอย่างยิ่งปัญหาที่มีความสลับซับซ้อน เพ่ือให้ได้
ค าตอบที่มีความแม่นย าต้องการความละเอียดของการแบ่งเอลิเมนต์เพ่ิมขึ้น ดังนั้นโปรแกรม
คอมพิวเตอร์จะช่วยจัดการการค านวณของเอลิเมนต์จ านวนมากได้อย่างยอดเยี่ยม หลังจากสามารถ
สร้างสมการไฟไนต์เอลิเมนต์รูปแบบปิด ซึ่งได้อธิบายรายละเอียดในบทที่ 5 แล้ว จึงน าสมการเหล่านั้น
มาประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์โปแกรม QUADCF โดยเขียนจากโปรแกรมแมทแลบ (MATLAB)  

6.1 ขั้นตอนการท างานของโปรแกรม QUADCF 

โปรแกรม QUADCF ประกอบด้วยโปรแกรมหลัก (main program) และโปรแกรมย่อย 
(subroutine) ต่าง ๆ โดยโปรแกรมหลักจะถูกแบ่งเป็น 2 ส่วนใหญ่ ๆ ด้วยกัน ประกอบด้วย ส่วนที่ 1 
คือส่วนของการแก้ปัญหาการถ่ายเทความร้อน และส่วนที่ 2 คือส่วนของการแก้ปัญหาความเค้น 
รายละเอียดขั้นตอนการท างานของโปรแกรมอธิบายได้ดังนี้ 

ขั้นที่ 1 : อ่านไฟล์ข้อมูลน าเข้า (input file) 

ไฟล์ข้อมูลน าเข้าจะประกอบไปด้วยข้อมูลต่าง ๆ ของปัญหานั้น ได้แก่ จ านวนจุดต่อ จ านวน
เอลิเมนต์ จ านวนจุดที่มีแรงกระท า ค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อน ความร้อนก าเนิดเอง ค่าโมดูลัส
ของยังส์ อัตราส่วนปัวส์ซง สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากความร้อน อุณหภูมิอ้างอิงขณะปัญหาไม่
มีความเค้น ความหนาของแผ่น ชุดข้อมูลพิกัดของจุดต่อบนระบบคาร์ทีเซียน และชุดข้อมูลของจุดต่อ
ในแต่ละเอลิเมนต์ รายละเอียดของไฟล์ข้อมูลน าเข้าจะถูกอธิบายโดยละเอียดในหัวข้อ 6.2 

ขั้นที่ 2 : แก้ปัญหาการถ่ายเทความร้อน 

การวิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อน เริ่มจากการสร้างเมทริกซ์การน าความร้อนและ
เวกเตอร์ของความร้อนของแต่ละเอลิเมนต์โดยโปรแกรมย่อย [HeatCF] จากนั้นน าเมทริกซ์ของแต่ละ
เอลิเมนต์มารวมเป็นระบบสมการของปัญหานั้น ๆ พิจารณาขอบเขตว่ามีการพาความร้อนหรือไม่ หาก
มีการพาความร้อนจะถูกค านวณโดยโปรแกรมย่อย [Conv] และรวมผลเนื่องจากการพาความร้อนเข้า
กับเวกเตอร์ของความร้อนของระบบสมการ และพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตที่ถูกก าหนดค่าอุณหภูมิ 
จากนั้นจึงแก้ระบบสมการ เพ่ือค านวณหาอุณหภูมิของแต่ละจุดต่อ 
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ขั้นที่ 3 : แก้ปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน 

การวิเคราะห์ปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน จะสร้างเอลิเมนต์เมทริกซ์ของความแข็ง
เกร็ง อุณภูมิของแต่ละจุดต่อจากขั้นที่ 2 จะถูกน ามาใช้เพ่ือน ามาสร้างเวกเตอร์แรงเนื่องจากการ
ขยายตัวจากความร้อน โดยชั้นตอนนี้จะใช้โปรแกรมย่อย [StiffCF] จากนั้นจึงรวมเมทริกซ์แข็งเกร็ง
ของแต่ละเอลิเมนต์ให้เป็นระบบสมการของปัญหานั้น จึงพิจารณาขอบเขตในล าดับถัดมาว่ามีแรง
กระท าหรือไม่ หากมีแรงกระท าในรูปของแรงดันจะถูกค านวณด้วยโปรแกรมย่อย [Press] และกรณีที่
จุดต่อใด ๆ ถูกก าหนดบังคับเงื่อนไขการเคลื่อนที่ จะถูกพิจารณาในขั้นตอนประยุกต์เงื่อนไขขอบเขต 
จากนั้นจึงแก้ระบบสมการเพื่อหาค่าการเคลื่อนที่ในทิศทาง x และ y ของแต่ละจุดต่อ 

ขั้นที่ 4 : ค านวณหาค่าความเค้น 

หลังจากค านวณหาค่าการเคลื่อนที่ในแต่ละจุดต่อได้แล้ว จะน ามาค านวณหาความเค้นตั้งฉาก
ในทิศทางแกน x ความเค้นตั้งฉากในทิศทางแกน y และความเค้นเฉือนในระนาบ xy โดยค านวณ
ด้วยโปรแกรมย่อย [Stress] โดยขั้นตอนในการค านวณทั้งหมดของโปรแกรม QUADCF แสดงในรูปที่ 
6.1 

6.2 รายละเอียดของไฟล์ข้อมูลน าเข้า 

ไฟล์ข้อมูลน าเข้าส าหรับใช้กับโปรแกรม QUADCF จะถูกแบ่งออกเป็น 7 ส่วนตามล าดับ 

ส่วนที่ 1 : ประโยคของค าอธิบายลักษณะของปัญหา โดยบรรทัดแรกจะเป็นตัวเลขแสดงจ านวน
บรรทัดของค าอธิบายที่ตามมาด้านล่าง และบรรทัดถัดไปเป็นค าอธิบายต่าง ๆ เพ่ือระบุลักษณะของ
ปัญหา ตัวอย่างแสดงดังรูปข้างล่าง 

2 

WASHER PLATE WITH INTERNAL PRESSURE 

LINEAR TEMPERATURE DISTRIBUTION 

ส่วนที่ 2 : จ านวนจุด จ านวนเอลิเมนต์ จ านวนเอลิเมนต์ที่มาการพาความร้อนที่ขอบ และจ านวน 
เอลิเมนต์ที่มีแรงมากระท า โดยบรรทัดแรกจะเป็นค าบรรยายของตัวแปร และบรรทัดถัดมาจะเป็น
ตัวเลขของจ านวนนั้น ๆ ตัวอย่างแสดงดังด้านล่าง 

 NNODE    NELE    NCONV   NFORCE 

 1201     1119    42      23 
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รูปที่ 6.1 แผนผังขัน้ตอนการค านวณของโปรแกรม QUADCF 

เร่ิมการท างาน 

อ่านข้อมูลของปัญหา
จากไฟล์ข้อมูลน าเข้า 

สร้างเอลิเมนต์เมทริกซ์การน าความร้อนและเวกเตอร์ความร้อนดว้ยโปรแกรมยอ่ย 
[HeatCF] และรวมแต่ละเอลิเมนต์เมทริกซ์ เป็นเมทริกซ์ของระบบ 

มีการพาความร้อน
ที่ขอบหรือไม่ 

ใช่  

ไม่ใช่  

ประยุกต์เง่ือนไขขอบเขต 

แก้ระบบสมการรวม ค านวณหาค่าอุณหภูมิแต่ละจุดต่อ 

สร้างเอลิเมนต์เมทริกซ์ความแข็งเกร็งและเวกเตอร์ของแรงเนื่องจากการขยายตัวจากความ
ร้อนด้วยโปรแกรมยอ่ย [StiffCF] และรวมแต่ละเอลิเมนต์เมทริกซ์ เป็นเมทริกซ์ของระบบ 

มีความดันกระท าที่
ขอบหรือไม่ 

สร้างโหลดเวกเตอร์จากแรงดัน  [Press] และ
รวมเข้ากับเวกเตอร์ความร้อนของระบบ 

ใช่  

ไม่ใช่  

ประยุกต์เง่ือนไขขอบเขต 

แก้ระบบสมการรวม ค านวณหาค่าการเคลื่อนที่ทั้งทิศทาง 
x และ y ของแต่ละจุดต่อ 

ค านวณหาค่าความเค้นของแต่ละจุดต่อ [Stress] 

สร้างเมทริกซ์และเวกเตอร์เนื่องจากการพาร้อน  
[Conv] รวมเข้ากับเมทริกซ์และเวกเตอร์ความ

ร้อนของระบบ 
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ส่วนที่ 3 : คุณสมบัติของแผ่น โดยบรรทัดแรกจะเป็นตัวย่อซึ่งระบุตัวแปร และบรรทัดถัดมาตามด้วย
ตัวเลขที่เป็นค่าของตัวแปรนั้น ๆ โดยตัวย่อยต่าง ๆ มีความหมายดังนี้ 

 TK = ค่าสัมประสิทธิ์การน าความร้อน 
 Q = ค่าของอัตราความร้อนที่เกิดข้ึนเอง 
 H = ค่าสัมประสิทธิ์การพาความร้อน 
 Ta = อุณหภูมิบรรยากาศ 
 E = ค่าโมดูลัสของยังส์ (Young’s modulus) 
 PR = อัตราส่วนปัวส์ซง (Poisson ratio) 
 ALPHA = สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากความร้อน 
 T0 = อุณหภูมิเริ่มต้นที่แผ่นไม่มีความเค้น 
 THICK = ความหนาของแผ่น 
ตัวอย่างของลักษณะของส่วนที่ 3 แสดงดังนี้ 

 TK      Q       H       Ta 
 100      50      1       25 

 E        PR      ALPHA      T0     THICK 

 2.07E+9  0.25    12.6E-6    25     0.0025 

ส่วนที่ 4 : ลักษณะพิกัดจุดต่อ ข้อมูลจะถูกจัดเรียงเป็น 6 คอลัมน์ ประกอบด้วย 

คอลัมน์ที่ 1 แสดงหมายเลขของจุดต่อ  

คอลัมน์ที่ 2 และคอลัมน์ที่ 3 แสดงพิกัด x และ y ของจุดต่อ ตามล าดับ  

คอลัมน์ที่ 4 และคอลัมน์ที่ 5 

แสดงเงื่อนไขขอบเขตการเคลื่อนที่ในทิศทาง x และ y โดยหากมีค่าเท่ากับ 0 หมายถึงการ
เคลื่อนที่ในทิศทางนั้นเคลื่อนที่ได้อิสระ ในขณะที่หากมีค่าเท่ากับ 1 หมายถึงจุดนั้นมีการ
บังคับไม่ให้เคลื่อนที่ในทิศทางนั้น ๆ หรือการเคลื่อนที่ในทิศนั้น ๆ มีค่าเท่ากับศูนย์ 

คอลัมน์ที่ 6 แสดงการก าหนดอุณหภูมิขอบเขต หากมีการก าหนดอุณหภูมิให้ใส่ค่าเท่ากับ 1 แต่หาก 

จุดนั้นไม่ถูกก าหนดอุณหภูมิให้ใส่ค่าเท่ากับ 0 

คอลัมน์ที่ 7 แสดงค่าของอุณหภูมิที่ถูกก าหนด ซึ่งจะมีค่าก็ต่อเมื่อคอลัมน์ที่ 6 มีค่าเท่ากับ 1 เท่านั้น 

ตัวอย่างข้อมูลส่วนที่ 3 แสดงดังด้านล่าง 

NODE  X               Y               BCX   BCY   BCT   TEMP 

1     0.0000000       100.0000000     1     0     1     30 

2     9.8017140       99.5184727      0     0     1     30 

3     19.5090322      98.0785280      0     0     1     30 

4     29.0284677      95.6940336      0     0     1     30 
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5     38.2683432      92.3879533      0     0     1     30 

6     47.1396737      88.1921264      0     0     1     30 

7     55.5570233      83.1469612      0     0     1     30 

8     63.4393284      77.3010453      0     0     1     30 

9     70.7106781      70.7106781      0     0     1     30 

10    77.3010453      63.4393284      0     0     1     30 

ส่วนที่ 5 : ลักษณะของเอลิเมนต์ ประกอบด้วยจุดต่อ 4 จุด โดยเรียงในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
ตัวอย่างของข้อมูลส่วนที่ 5 แสดงดังนี้ 

ELE     N1        N2         N3         N4 

1       2         3          56         55            

2       3         4          57         56            

3       4         5          58         57            

4       5         6          59         58            

5       6         7          60         59            

6       7         8          61         60            

7       8         9          62         61            

8       9         10         63         62            

9       10        11         64         63            

10      11        12         65         64            

ส่วนที่ 6 : ก าหนดการพาความร้อนตลอดแนวขอบของเอลิเมนต์ โดยจะแสดงในรูปแบบ 3 คอลัมน์ 

คอลัมน์ที่ 1 แสดงล าดับของขอบที่ถูกพิจารณา 

คอลัมน์ที่ 2 และคอลัมน์ที่ 3 แสดงจุดต่อสองจุดของขอบที่มีการพาความร้อน  

ตัวอย่างของข้อมูลส่วนที่ 6 ถูกแสดงดังนี้ 

Heat convection on Boundary 

No    N1     N2 

1    67      68 

2    68      69 

3    69      70 

4    70      71 

5    71      72 

6    72      73 

7    73      74 

8    74      75 

ส่วนที่ 7 : ลักษณะการก าหนดแรงที่กระท าท่ีขอบ โดยจะแสดงในรูปแบบ 4 คอลัมน์ 

คอลัมน์ที่ 1 แสดงล าดับของขอบที่ถูกพิจารณา 

คอลัมน์ที่ 2 และคอลัมน์ที่ 3 แสดงจุดต่อสองจุด ซึ่งจะต้องมีล าดับทวนเข็มนาฬิกาเช่นเดียวกับจุดต่อ
ของเอลิเมนต์ 

คอลัมน์ที่ 4 แสดงขนาดของความดันที่กระท าตั้งฉากที่ผิวขอบ โดยจะมีค่าเป็นบวก เมื่อแรงดันพุ่งเข้า
ผิววัตถุและจะมีค่าเป็นลบเมื่อแรงดันพุ่งออกจากวัตถุ  
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ตัวอย่างของข้อมูลส่วนที่ 7 ถูกแสดงดังนี้ 
Pressure on Boundary 

No     N1     N2     PRESSURE-MPa  

1      1      2      0.5 

1      2      3      0.5 

2      3      4      0.5 

3      4      5      0.5 

4      5      6      0.5 

5      6      7      0.5 

6      7      8      0.5 

7      8      9      0.5 

8      9      10     0.5 

6.3 รายละเอียดของการแสดงผลลัพธ์ 

เมื่อสร้างข้อมูลน าเข้าและกดรันโปรแกรม QUADCF เพ่ือแก้ปัญหาความเค้นเนื่องจากความ
ร้อนเสร็จเรียบร้อยแล้ว ข้อมูลของผลลัพธ์ที่ได้จะส่งออกมาเป็น 2 ลักษณะคือ  

1) ไฟล์ out.txt จะเป็นไฟล์ตัวหนังสือแสดงค่าผลลัพธ์ต่าง ๆ ได้แก่ การเคลื่อนที่ใน
แนวแกน x การเคลื่อนที่ในแนวแกน y ความเค้นตั้งฉากแกน x ความเค้นตั้งฉากแกน y 
และความเค้นเฉือนบนระนาบ xy ณ จุดต่อนั้น ๆ เรียงตามล าดับ  

2) การแสดงผลด้วยกราฟฟิก จะแสดงในรูปของเกรเดียนต์การกระจายตัวของผลลัพธ์ ซึ่ง
ผู้ใช้จะต้องเลือกผลลัพธ์ที่จะน ามาแสดง โดยการพิมพ์ตัวหนังสือ ป้อนข้อมูลลงไปดังนี้ 

  “u” แทนผลของการเคลื่อนที่ในแนวแกน x 

“v” แทนผลของการเคลื่อนที่ในแนวแกน y  
“sxx” แทนผลของความเค้นตั้งฉากแกน x  
“syy” แทนผลของความเค้นตั้งฉากแกน y  
“sxy” แทนผลของความเค้นเฉือนบนระนาบ xy 

6.4 ตัวอย่างการใช้โปรแกรม QUADCF กับปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน 

เพ่ือให้เกิดความเข้าใจการใช้โปรแกรม QUADCF มากขึ้น จะขอน าเสนอกับตัวอย่างการใช้
ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมเจาะรู ซึ่งมีความหนา 0.0025 เมตร ขอบทั้งหมดของโมเดล ยกเว้นขอบบนถูก
ก าหนดอุณหภูมิมีค่าเท่ากับ 45 องศาเซลเซียส ขอบบนมีการพาความร้อน โดยสัมประสิทธิ์การพา
ความร้อนคือ 1 วัตต์ต่อตารางเมตร-องศาเซลเซียส และอุณหภูมิบรรยากาศมีค่า 25 องศาเซลเซียส 
ภายในก าหนดอัตราความร้อนที่ผลิตได้เองเท่ากับ 50 วัตต์ต่อตารางเมตร โดยตลอดของด้านขวาของ
โดเมนถูกดึงออกด้วยแรง p = 1×106 นิวตันต่อตารางเมตร คุณสมบัติของวัสดุนี้ ได้แก่ ค่าสัมประสิทธิ์
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การน าความร้อนเท่ากับ 100 วัตต์ต่อเมตร-องศาเซลเซียส, ค่าสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจาก
อุณหภูมิเท่ากับ 12.7×10-6 ต่อองศาเซลเซียส อุณหภูมิอ้างอิงที่แผ่นระนายไม่เกิดความเค้นเท่ากับ 25 
องศาเซลเซียส ค่าโมดูลัสของยังส์เท่ากับ 2.07×109 นิวตันต่อตารางเมตร และค่าอัตราส่วนปัวส์ซง
เท่ากับ 0.25 รายละเอียดของปัญหานี้ แสดงดังรูปที่ 6.2  

 

รูปที่ 6.2 ปัญหาแผ่นบางรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

จากข้อมูลข้างต้น จะท าการสร้างแบบจ าลองทางไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยแบ่งโดเมนออกเป็นเอลิเมนต์
ย่อย ๆ ด้วยโปรแกรม Automesh2D [18] ซึ่งในท่ีนี้ท าการแบ่งปัญหาเป็น 1,119 เอลิเมนต์จากจุดต่อ
จ านวน 1,201 จุด ผลจากการแบ่งเอลิเมนต์ย่อย ๆ และลักษณะของเอลิเมนต์แสดงในรูปที่ 6.2 

 
รูปที่ 6.3 ตัวอย่างการแบ่งปัญหาเป็นเอลิเมนต์ย่อย 

โดยรายละเอียดของไฟล์น าเข้ามีดังต่อไปนี้ 
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2 

RECTANGULAR PLATE WITH A HOLE 

HEAT GENERATION AND APPILED STRESS AT EDGE 

 NNODE    NELE    NCONV   NFORCE 

 1201     1119    42      23 

 TK      Q       H       Ta 

 100      50      1       25 

 E        PR      ALPHA      T0     THICK 

 2.07E+9  0.25    12.6E-6    25     0.0025 

NODE  X               Y               BCX   BCY   BCT   TEMP 

1     0.0000000       0.0000000       1     1     1     45 

2     0.2500000       0.0000000       0     0     1     45 

3     0.5000000       0.0000000       0     0     1     45 

4     0.7500000       0.0000000       0     0     1     45 

5     1.0000000       0.0000000       0     0     1     45 

                                                                                  
21    5.0000000       0.0000000       0     0     1     45 

22    5.2500000       0.0000000       0     0     1     45 

23    5.5000000       0.0000000       0     0     1     45 

24    5.7500000       0.0000000       0     0     1     45 

25    6.0000000       0.0000000       0     0     1     45 

                                                                                  
126   0.0000000       1.7500000       1     0     1     45 

127   0.0000000       1.5000000       1     0     1     45 

128   0.0000000       1.2500000       1     0     1     45 

129   0.0000000       1.0000000       1     0     1     45 

130   0.0000000       0.7500000       1     0     1     45 

                                                                                  
1199  9.9997852       5.4989836       0     0     0     0 

1200  9.9994428       4.7477471       0     0     0     0 

1201  9.9995229       4.9980046       0     0     0     0 

ELE   N1         N2         N3         N4 

1     2          3          174        173                  

2     3          4          175        174                  

3     4          5          176        175                  

4     5          6          177        176                  

5     6          7          178        177                  

                                                    

1115  1200       1201       1191       1190              

1116  1201       1198       1192       1191              

1117  272        273        1200       1122              

1118  273        274        1201       1200              

1119  274        275        1198       1201              

Heat convection on Boundary 

No       N1     N2 

1    67      68 

2    68      69 

3    69      70 

                                   

40    106    107 

41    107    108 

42    108    109 
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Pressure on Boundary 

No     N1     N2     PRESSURE-MPa   

1      44     45     -1E+6 

2      45     46     -1E+6 

3      46     47     -1E+6 

                                                                            
21     64     65     -1E+6 

22     65     66     -1E+6 

23     66     67     -1E+6 

 

และตัวอย่างผลลัพธ์ของปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมเจาะรูนี้ แสดงรูปด้านล่าง 

 
รูปที่ 6.4 ตัวอย่างของผลจากไฟล์ out.txt 

 
รูปที่ 6.5 ตัวอย่างของผลการเคลื่อนที่ในแนวแกน x 

 
รูปที่ 6.6 ตัวอย่างของผลการเคลื่อนที่ในแนวแกน y 
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รูปที่ 6.7 ตัวอย่างของผลความเค้นตั้งฉากแกน x 

 
รูปที่ 6.8 ตัวอย่างของผลความเค้นตั้งฉากแกน y 

 
รูปที่ 6.9 ตัวอย่างของผลและความเค้นเฉือนบนระนาบ xy 
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บทที่ 7 
ผลการทดสอบโปรแกรมสมการรูปแบบปิด 

ในบทนี้ สมการรูปแบบปิดที่ประดิษฐ์ขึ้นจะถูกน ามาตรวจสอบผลความแม่นย าและเวลาที่ใช้
ในการค านวณโดยเปรียบเทียบกับวิธีทั่วไป (วิธีเกาส์-เลอจองด์) การตรวจสอบจะด าเนินไปทีละขั้น 
เริ่มจากการทดสอบกับปัญหาการถ่ายเทความความร้อนก่อน แล้วจึงน าไปทดสอบกับการแก้ปัญหา
ความเค้นเนื่องจากความร้อนตามล าดับต่อไป โดยโปรแกรมคอมพิวเตอร์นี้ถูกรันโดยคอมพิวเตอร์ที่มี
ระบบประมวลผลคือ Intel® Core™ i7-4770 CPU 3.40GHz RAM 4.0GB  

7.1 การตรวจสอบโปแกรมสมการรูปแบบปิดกับปัญหาการถ่ายเทความร้อน 

ตัวอย่างปัญหาที่ถูกใช้ในการตรวจสอบความแม่นย าและเวลาที่ใช้ในการค านวณของสมการ
รูปแบบปิดประกอบไปด้วยปัญหา 6 รูปแบบด้วยกัน ได้แก่  

▪ ปัญหาเอลิเมนต์เดี่ยว 

▪ ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้า ทีไ่ม่มีการสร้างความร้อนขึ้นเอง 

▪ ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสามเหลี่ยม ที่มีการสร้างความร้อนขึ้นเอง 

▪ ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส ที่มีการสร้างความร้อนขึ้นเอง 

▪ ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส ที่มีการพาความร้อนตามขอบ 

▪ ปัญหาการน าความร้อนของแผ่นสี่เหลี่ยมเจาะรู 

7.1.1 ปัญหาเอลิเมนต์เดี่ยว 

การทดสอบโปรแกรมของวิธีรูปแบบปิดด้วยปัญหาเอลิเมนต์เดี่ยว เป็นการพิจารณาความ
แม่นย าในการสร้างเมทริกซ์การน าความร้อน,  CK , ของหนึ่งเอลิเมนต์เทียบกับผลลัพธ์ที่ได้จากวิธี
เกาส์-เลอจองด์ โดยพิจารณาจากหลักที่ว่า จ านวนจุดเกาส์ที่ใช้ในการค านวณเป็นตัวบ่งบอกถึงความ
แม่นย าของวิธีเกาส์-เลอจองด์ นั่นคือ ถ้าใช้จ านวนจุดเกาส์มากก็แสดงว่าผลลัพธ์ที่ได้มีความแม่นย าสูง 
และถ้าค่าที่ค านวณได้จากวิธีรูปแบบปิดมีค่าใกล้กับค่าที่ได้จากวิธีของเกาส์ -เลอจองด์ที่ใช้จ านวนจุด
เกาส์มาก ๆ ก็น่าจะสรุปได้ว่าวิธีรูปแบบปิดที่ประดิษฐ์ขึ้นมีความแม่นย าสูงด้วยเช่นกัน โดยการ
ทดสอบจะท ากับเอลิเมนต์ที่มีรูปร่างต่าง ๆ กัน 9 แบบ และใช้ผลรวมของผลต่างสัมพัทธ์ยกก าลังสอง
ของสมาชิกแต่ละตัวในเมทริกซ์การน าความร้อน ดังสมการ (7.1) เป็นค่าส าหรับบ่งบอกความแม่นย า
ในการค านวณ  
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2

4 4

1 1

100%

ClosedForm GaussLegendre

ij ij

ClosedForm
i j ij

K K

K= =

 −
  

 
  (7.1) 

รูปแบบเอลิเมนต์ต่าง ๆ กันทั้ง 9 แบบที่น ามาทดสอบ มีลักษณะของรูปร่างดังนี้ 

- กรณี A : สี่เหลี่ยมมุมฉาก - มีด้านคู่ขนาน 2 คู่ 
- กรณี B : สี่เหลี่ยมด้านขนาน 
- กรณี C : สี่เหลี่ยมคางหมู – มีด้านคู่ขนาน 1 คู,่ มุมฉาก 2 มุม, มุมแหลม 1 มุม, มุมป้าน 1 มุม 
- กรณี D : สี่เหลี่ยมคางหมู – มีด้านคู่ขนาน 1 คู,่ มุมฉาก 2 มุม, มุมแหลม 2 มุม 
- กรณี E : สี่เหลี่ยมใด ๆ – มุมฉาก 1 มุม, มุมแหลม 1 มุม และมุมป้าน 2 มุม 
- กรณี F : สี่เหลี่ยมใด ๆ – มุมฉาก 1 มุม, มุมแหลม 2 มุม และมุมป้าน 1 มุม 
- กรณี G : สี่เหลี่ยมใด ๆ – มุมแหลม 3 มุม และมุมป้าน 1 มุม 
- กรณี H : สี่เหลี่ยมใด ๆ – มุมแหลม 2 มุม และมุมป้าน 2 มุม 
- กรณี I : สี่เหลี่ยมใด ๆ – มุม 180 องศา 1 มุม 

ตารางที่ 7.1 ผลต่างความแม่นย าของเมทริกซ์การน าความร้อนระหว่างสมการรูปแบบปิดกับ 
วิธีเกาส์-เลอจองด์ 

จ านวน 
จุดเกาส์ 

กรณ ีA กรณ ีB กรณ ีC กรณ ีD กรณ ีE กรณ ีF กรณ ีG กรณ ีH กรณ ีI 

         
2×2 0.00 0.00 200.03 34.74 9.81 137.02 14.40 37.17 193.20 

3×3 - - 7.07 9.91 0.23 8.17 0.44 3.65 93.40 

4×4 - - 0.18 2.76 0.01 0.55 0.02 0.52 55.41 

5×5 - - 0.01 0.76 0.00 0.04 0.00 0.09 37.77 

6×6 - - 0.00 0.21 - 0.00 - 0.02 27.21 

7×7 - - - 0.06 - - - 0.00 19.63 

8×8 - - - 0.02 - - - - 15.25 

9×9 - - - 0.00 - - - - 12.20 

10×10 - - - - - - - - 9.98 

 

ตารางที่ 7.1 แสดงให้เห็นว่า ในกรณีที่เอลิเมนต์มีรูปร่างไม่บิดเบี้ยว (กรณี A และ B) ผลการ
ค านวณด้วยวิธีรูปแบบปิดให้ค่าแม่นย าเท่ากับการใช้จุดเกาส์สองจุด และการเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์
มากกว่านี้ก็ไม่ได้ให้ผลที่แตกต่าง แต่เมื่อเอลิเมนต์มีรูปร่างที่บิดเบี้ยวมากยิ่งขึ้น (กรณี C, E, F, G และ 
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H) วิธีเกาส์-เลอจองด์ที่จ านวนจุดเกาส์น้อย ๆ มีความแตกต่างจากวิธีรูปแบบปิดมาก แต่เมื่อเพ่ิม
จ านวนจุดเกาส์จะพบว่า ความแตกต่างดังกล่าวมีค่าลดลงเรื่อย ๆ โดยต้องเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ขึ้นไปใน
ปริมาณหนึ่งจึงจะได้ค่าเทียบเท่ากับวิธีรูปแบบปิด และเมื่อรูปร่างเอลิเมนต์บิดเบี้ยวไปมาก ๆ ดังเช่น
กรณี D วิธีของเกาส์-เลอจองด์ต้องใช้จุดเกาส์ถึง 9×9 จุด ถึงจะได้เมทริกซ์การน าความร้อนที่มีความ
แม่นย าเทียบเท่ากับสมการรูปแบบปิด หรืออย่างในกรณี I ที่ถึงแม้จะใช้จุดเกาส์มากถึง 10 x 10 จุด
แล้ว แต่ก็ยังไม่ได้ผลลัพธ์ที่เท่ากับวิธีในรูปแบบปิด จากตัวอย่างนี้แสดงให้เห็นว่าวิธีรูปแบบปิดที่
ประดิษฐ์ขึ้นให้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย าสูงในทุก ๆ รูปร่างของเอลิเมนต์ที่น ามาทดสอบ 

ในขณะที่ประสิทธิภาพของวิธีรูปแบบปิด สามารถแสดงได้จากค่าสัดส่วนเวลาที่ใช้ในการ
ค านวณเมทริกซ์การน าความร้อนของวิธีเกาส์-เลอจองด์ต่อเวลาของวิธีรูปแบบปิด โดยค่าที่ค านวณได้
จะเป็นตัวบ่งบอกว่าวิธีของเกาส-์เลอจองดใ์ช้เวลาในการค านวณเป็นกี่เท่าเม่ือเทียบกับวิธีรูปแบบปิด 

ตารางที่ 7.2 อัตราส่วนเวลาที่ใช้ในการค านวณด้วยวิธีของเกาส์-เลอจองด์ต่อสมการรูปแบบปิด 

จ านวน 
จุดเกาส์ 

กรณ ีA กรณ ีB กรณ ีC กรณ ีD กรณ ีE กรณ ีF กรณ ีG กรณ ีH กรณ ีI 

2×2 2.09 2.08 2.09 1.98 1.51 1.47 1.51 1.48 1.48 

3×3 - - 2.08 2.06 1.55 1.56 1.55 1.52 1.57 

4×4 - - 2.20 2.16 1.61 1.61 1.61 1.59 1.60 

5×5 - - 2.38 2.26 1.71 1.65 1.71 1.72 1.68 

6×6 - - 2.49 2.47 - 1.80 - 1.81 1.78 

7×7 - - - 2.59 - - - 1.95 1.93 

8×8 - - - 2.78 - - - - 2.11 

9×9 - - - 3.05 - - - - 2.24 

10×10 - - - - - - - - 2.42 

 
ในกรณีของเวลาที่ใช้ในการค านวณ วิธีของเกาส์-เลอจองด์ใช้เวลามากกว่าวิธีรูปแบบปิดในทุก ๆ กรณี 
ตั้งแต่นานกว่าประมาณ 1.5 เท่าไปจนถึงประมาณ 3 เท่า ดังแสดงในตารางที่ 7.2 และหากพิจารณา
เวลาที่ใช้ในการค านวณของวิธีสมการรูปแบบปิดเพียงอย่างเดียวจะพบว่า ถ้าเอลิเมนต์มีด้านคู่ขนาน
อยู่ด้วย จะช่วยลดเวลาในการค านวณลงโดยเฉลี่ยประมาณ 25% เมื่อเปรียบเทียบกับกรณีที่ไม่มีด้าน
ใดขนานกันเลย 
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7.1.2 ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้า ทีไ่ม่มีการสร้างความร้อนขึ้นเอง 

โดเมนของปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลียมผืนผ้า ที่ไม่มีการสร้างความร้อนขึ้นเอง 
โดยมีขนาดดังแสดงในรูปที่ 7.1 ก าหนดให้ขอบด้านซ้ายและด้านล่างเป็นฉนวนกันความร้อน ขอบ
ด้านขวาถูกก าหนดอุณหภูมิให้มีค่าเท่ากับศูนย์ ส่วนขอบด้านบนถูกก าหนดอุณหภูมิในรูปของฟังก์ชัน
โคซายน ์ซึ่งปัญหาดังกล่าวมีผลเฉลยแม่นตรงของการกระจายตัวของอุณหภูมิ [19] ดังสมการ 7.2 

 
รูปที่ 7.1 ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้า 
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การทดสอบเริ่มต้นด้วยการแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ 5 เอลิเมนต์ ดังรูปที่ 7.2 

 

  
รูปที่ 7.2 การแบ่งเอลิเมนต์ของปัญหา 
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จากนั้นท าการวิเคราะห์ปัญหาด้วยวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอจองด์ แล้วน าผลลัพธ์ของอุณหภูมิที่
ค านวณได้ไปเปรียบเทียบกับค่าผลเฉลยแม่นตรง โดยพิจารณาจากค่าเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อน
สมบูรณ์ของจุดต่อแต่ละจุดต่อด้วยสมการ (7.3) 

 100%
Exact

Exact

T T
error

T

−
=   (7.3) 

รูปที่ 7.3 (ก) - (ฉ) แสดงค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ที่แต่ละจุดต่อของวิธีรูปแบบปิด
เปรียบเทียบกับผลของวิธีเกาส์-เลอจองด์ที่ใช้จ านวนจุดเกาส์ต่าง ๆ กัน พบว่าที่แต่ละจุดต่อ การเพ่ิม
จ านวนจุดเกาส์ให้มากขึ้น จะท าให้ค่าคลาดเคลื่อนสมบูรณ์มีค่าเข้าใกล้ค่าคลาดเคลื่อนสมบูรณ์จากวิธี
รูปแบบปิด นอกจากนี้ยังพบว่าที่บางจุดต่อ ซึ่งได้แก่ จุดต่อที่ 6 และ 7 แม้ว่าวิธีของเกาส์-เลอจองด์ 
3×3 จุด จะให้ความแม่นย าที่มากกว่าวิธีรูปแบบปิด แต่เมื่อเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ ค่าคลาดเคลื่อนกลับ
ขยับเข้าใกล้วิธีรูปแบบปิด ซึ่งเป็นแนวโน้มลักษณะเดียวกันกับจุดต่ออ่ืน ๆ ส่วนรูปที่ 7.3 (ฉ) เป็น
กราฟแสดงค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนของจุดต่อทั้งหมด  

  
ก) ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ ณ จุดที่ 1 ข) ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ ณ จุดที่ 5 

  
ค) ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ ณ จุดที่ 6 ง) ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ ณ จุดที่ 7 

รูปที่ 7.3 กราฟเปรียบเทียบค่าคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอจองด์ 
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จ) ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ ณ จุดที่ 8 ฉ) ค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ 

รูปที่ 7.3 กราฟเปรียบเทียบค่าคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอจองด์ (ต่อ) 

ในส่วนของเวลาที่ใช้ในการค านวณ พิจารณาจากเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์การน าความ
ร้อนของระบบ โดยค านวณแบบวนซ้ า 100,000 รอบ เพ่ือลดผลที่เกิดจากการแกว่งของข้อมูล พบว่า 
การเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ส่งผลต่อเวลาที่ใช้ในการค านวณเพ่ิมมากขึ้นอย่างเห็นได้ชัด ส่วนเวลาในการ
ค านวณของวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาประมาณครึ่งหนึ่งของวิธีเกาส์-เลอจองด์ 2×2 จุดเกาส์เท่านั้น ดัง
แสดงในรูปที่ 7.4 

 
รูปที่ 7.4 กราฟแสดงเวลาที่ใช้ในการค านวณระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอจองด์ 

จากนั้นท าการพิจารณาปัญหาเดิมโดยเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์เป็น 118 เอลิเมนต์ ซึ่งผลการ
กระจายตัวของอุณหภูมิบนแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าจากการค านวณจากสมการรูปแบบปิดได้แสดงไว้ในรูป
ที่ 7.5 การเปรียบเทียบความแม่นย าของผลลัพธ์จากวิธีรูปแบบปิดกับวิธีของเกาส์-เลอจองด์ สามารถ
ท าได้โดยพิจารณาจากค่าเฉลี่ยของเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ (mean absolute 
percentage error, MAPE) ดังแสดงในสมการ (7.4)  
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1

1
100%

ExactNN
n n

Exact
n n

T T
MAPE

NN T=

−
=   (7.4) 

โดย NN  คือ จ านวนจุดต่อทั้งหมด 

 
รูปที่ 7.5 การกระจายตัวของอุณหภูมิบนแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยค านวณจากสมการรูปแบบปิด 

จากรูปที่ 7.6 แสดงว่า เมื่อเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ในการค านวณจะท าให้ค่าความคลาดเคลื่อนจากวิธีของ
เกาส์-เลอจองด์ลดลงเข้าใกล้ค่าที่ได้จากวิธีรูปแบบปิด และเมื่อพิจารณาเวลาในการค านวน โดย
ทดสอบจากการค านวณเฉพาะเมทริกซ์การน าความร้อนที่วนซ้ าเป็นจ านวน 100,000 รอบ จะพบว่า 
วิธีรูปแบบปิดใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าวิธีของเกาส์-เลอจองด์ โดยเฉพาะอย่างยิ่ง เมื่อเพ่ิมจ านวน
จุดเกาส์ในการค านวณ จะยิ่งใช้เวลาในการค านวณสูงขึ้น ดังรูปที่ 7.7 

 

รูปที่ 7.6 ค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ 
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รูปที่ 7.7 เวลาที่ใช้ในการค านวนเมทริกซ์การน าความร้อน 

 
7.1.3 ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสามเหลี่ยม ที่มีการสร้างความร้อนขึ้นเอง 

โดเมนของปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นรูปสามเหลี่ยมมีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 7.8 โดยก าหนดให้
อุณหภูมิตลอดขอบมีค่าเท่ากับศูนย์และมีการสร้างความร้อนขึ้นเองหนึ่งหน่วย ปัญหาดังกล่าวมีผล
เฉลยแม่นตรงของการกระจายตัวของอุณหภูมิ [20] ดังสมการ (7.5) 

 ( )( )( , ) y 2 3 3
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T x y x y x y

k
= − + −  (7.5) 

 
 

  
รูปที่ 7.8 ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสามเหลี่ยม รูปที่ 7.9 การแบ่งเอลิเมนต์ของปัญหา 
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ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นรูปสามเหลี่ยมถูกแบ่งออกเป็น 3 เอลิเมนต์ย่อย ๆ ดังแสดงใน
รูปที่ 7.9 ผลลัพธ์ที่ค านวณได้ทั้งจากวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์-เลอจองด์ถูกน าไปเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยแม่นตรง โดยพิจารณาจากค่าเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ (absolute percentage 
error) ที่ต าแหน่งจุดเซนทรอยด์ (centroid) ของแผ่นสามเหลี่ยม จากการค านวณค่าเปอร์เซ็นต์ความ
คลาดเคลื่อนสมบูรณ์พบว่า การเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ท าให้ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ของวิธีเกาส์ -
เลอจองด์ลดลงและเข้าใกล้ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ที่ค านวณได้จากวิธีรูปแบบปิด ดังแสดงในรูป
ที่ 7.10 

 

  
รูปที่ 7.10 ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ 

หากเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค านวนระหว่างวิธีรูปแบบปิด และวิธีของเกาส์-เลอจองด์ จะพบว่าวิธี
รูปแบบปิดใช้เวลาน้อยกว่าวิธีของเกาส์ 2×2 จุด และรูปที่ 7.11แสดงให้เห็นว่าการเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์
ในการค านวณ จะยิ่งใช้เวลาในการค านวณเพิ่มมากขึ้น  

 
รูปที่ 7.11 เวลาที่ใช้ในการค านวณของปัญหาการน าความร้อนในแผ่นสามเหลี่ยม 
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จากนั้นท าการตรวจสอบความแม่นย าของวิธีรูปแบบปิดที่ประดิษฐ์ขึ้นเพ่ิมเติม ด้วยการใช้
โปรแกรม AUTOMESH2D ในการสร้างเอลิเมนต์ภายในโดเมนสามเหลี่ยมเป็นจ านวน 30, 73, 153, 
320, 601 และ 1,206 เอลิเมนต์ตามล าดับ การกระจายตัวของอุณหภูมิจากการค านวณด้วยวิธี
รูปแบบปิดบนการแบ่งโดเมนเป็น 1,206 เอลิเมนต์ แสดงดังรูปที่ 7.12 

 
รูปที่ 7.12 การกระจายตัวของอุณหภูมิบนแผ่นแผ่นรูปสามเหลี่ยม 

จากรูปที่ 7.13 พบว่าการเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์ส่งผลต่อความแม่นย าที่เพ่ิมขึ้น โดยค่าเฉลี่ย
ของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์จากการค านวณด้วยวิธีรูปแบบปิดลดลงตามจ านวนเอลิเมนต์ที่เพ่ิมข้ึน 
และหากพิจารณาค่าความแม่นย าในแต่ละกรณีของการเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์เปรียบเทียบกับวิธีของ
เกาส์-เลอจองด์ พบว่าเมื่อเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ในการค านวณ ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์จะมีค่าลู่
เข้าสู่ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ท่ีได้จากวิธีรูปแบบปิด ดังแสดงในรูปที่ 7.14 (ก) – (ฉ)  

 

รูปที่ 7.13 ค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์เมื่อเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์ของวิธีรูปแบบปิด 
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ก) แบ่งปัญหาเป็น 30 เอลิเมนต์  ข) แบ่งปัญหาเป็น 73 เอลิเมนต์ 

  
ค) แบ่งปัญหาเป็น 153 เอลิเมนต์ ง) แบ่งปัญหาเป็น 320 เอลิเมนต์ 

  
จ) แบ่งปัญหาเป็น 601 เอลิเมนต์ ฉ) แบ่งปัญหาเป็น 1,206 เอลิเมนต์ 

รูปที่ 7.14 ค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อน 

รูปที่ 7.15 (ก) – (ฉ) แสดงการเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค านวณในแต่ละกรณีของการเพ่ิมจ านวน  
เอลิเมนต์ พบว่าการเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์เพ่ือให้ได้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย าเพ่ิมขึ้นจะส่งผลให้เวลาที่ใช้
ในการค านวณเพ่ิมมากข้ึนด้วย แต่ในกรณีของวิธีรูปแบบปิดซึ่งมีผลการค านวณที่มีความแม่นย านั้น ใช้
เวลาในการค านวณน้อยกว่าวิธีของเกาส์-เลอจองด์ที่ใช้จุดเกาส์ 2x2 จุดในทุกกรณี  
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ก) แบ่งปัญหาเป็น 30 เอลิเมนต์ ข) แบ่งปัญหาเป็น 73 เอลิเมนต์ 

  
ค) แบ่งปัญหาเป็น 153 เอลิเมนต์ ง) แบ่งปัญหาเป็น 320 เอลิเมนต์ 

  
จ) แบ่งปัญหาเป็น 601 เอลิเมนต์ ฉ) แบ่งปัญหาเป็น 1,206 เอลิเมนต์ 

รูปที่ 7.15 เวลาที่ใช้ในการค านวณปัญหาแผ่นรูปสามเหลี่ยม 

7.1.4 ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส ที่มีการสร้างความร้อนข้ึนเอง 

ลักษณะของปัญหาการน าความร้อนในหัวข้อนี้เป็นแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 2×2 หน่วย ที่
ก าหนดอุณหภูมิตลอดขอบมีค่าเท่ากับศูนย์ และมอัีตราความร้อนท่ีสร้างขึ้นเอง Q = 1 โดยก าหนดให้
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สัมประสิทธิ์การน าความร้อนของแผ่นสี่เหลี่ยม k = 1 ดังแสดงในรูปที่ 7.16 ส่วนผลเฉลยแม่นตรงของ
การกระจายตัวของอุณหภูมิสามารถค านวณได้จากสมการในรูปอนุกรมอนันต์ [20] ดังสมการ (7.6) 
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  (7.6) 

 
รูปที่ 7.16 ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

เนื่องจากปัญหามีลักษณะสมมาตรตามแนวแกน x และ y จึงสามารถพิจารณาเพียงหนึ่งในสี่
ของปัญหาทั้งหมดได้ โดยในตัวอย่างนี้จะพิจารณาโดเมนของปัญหาในจตุภาคที่ 1 ที่มีขนาด 1×1 
หน่วย โดยก าหนดเงื่อนไขขอบเขตตลอดขอบบนและขอบขวาให้มีค่าอุณหภูมิเท่ากับศูนย์ ส่วนขอบ
ซ้ายและขอบล่างซึ่งเป็นแนวสมมาตร จะถูกก าหนดให้อัตราความร้อนที่ผ่านขอบมีค่าเท่ากับศูนย์ 
โดเมนของปัญหาถูกแบ่งออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ จ านวน 47, 239, 404, 845 และ 1,606 ตามล าดับ 
เพ่ือเปรียบเทียบความแม่นย าและค่าความถูกต้องเมื่อเทียบกับผลเฉลยแม่นตรงระหว่างวิธีรูปแบบปิด
และวิธีของเกาส์-เลอจองด์ โดยการกระจายของอุณหภูมิ เมื่อได้รับฟลักซ์ความร้อน แสดงดังรูปที่ 
7.17 โดยผลลัพธ์ที่แสดงนี้ค านวณมากจากวิธีรูปแบบปิดที่แบ่งปัญหาเป็น 1,606 เอลิเมนต์  
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ก) ผลของ 1/4 ส่วนของปัญหา ข) ผลของปัญหาทั้งหมด 

รูปที่ 7.17 การกระจายตัวของอุณหภูมิบนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส (1,606 เอลิเมนต์) 

รูปที่ 7.18 (ก) – (จ) แสดงการเปรียบเทียบค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ของอุณหภูมิที่จุด (0,0) ที่
ค านวณได้จากวิธีรูปแบบปิดกับวิธีของเกาส์-เลอจองด์ที่ใช้จ านวนจุดเกาส์เพ่ิมขึ้น และในกรณีที่ใช้
จ านวนเอลิเมนต์ต่าง ๆ กัน จากรูปจะเห็นได้ว่าเมื่อเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์
ของทุกกรณีจะมีค่าลดลง และเม่ือพิจารณาในกรณีท่ีใช้จ านวนเอลิเมนต์ใด ๆ แล้ว พบว่าวิธีของเกาส์-
เลอจองด์ต้องเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์เพ่ือให้ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์มีค่ากลับมาประมาณใกล้เคียง
กับค่าของวิธีรูปแบบปิด และเมื่อเปลี่ยนจากการพิจารณาผลการค านวณที่จุดเพียงจุดเดียว เป็นการ
พิจารณาค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ของ ทุก ๆ จุดภายในโดเมน ก็ยังคงได้แนวโน้มใน
ลักษณะเดียวกัน ดังแสดงในรูปที่ 7.19  

 

  
ก) แบ่งปัญหาเป็น 47 เอลิเมนต์ ข) แบ่งปัญหาเป็น 239 เอลิเมนต์ 

รูปที่ 7.18 ค่าคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ ณ จุด (0,0) 
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ค) แบ่งปัญหาเป็น 404 เอลิเมนต์ ง) แบ่งปัญหาเป็น 845 เอลิเมนต์ 

 
จ) แบ่งปัญหาเป็น 1,606 เอลิเมนต์ 

รูปที่ 7.18 ค่าคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ ณ จุด (0,0) (ต่อ) 

 

  
ก) แบ่งปัญหาเป็น 47 เอลิเมนต์ ข) แบ่งปัญหาเป็น 239 เอลิเมนต์ 

รูปที่ 7.19 ค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ของปัญหาทั้งหมด 
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ค) แบ่งปัญหาเป็น 404 เอลิเมนต์ ง) แบ่งปัญหาเป็น 845 เอลิเมนต์ 

 
จ) แบ่งปัญหาเป็น 1,606 เอลิเมนต์ 

รูปที่ 7.19 ค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ของปัญหาทั้งหมด (ต่อ) 

ส าหรับการพิจารณาเวลาที่ใช้ในการค านวณของตัวอย่างก่อนหน้านี้ ถูกก าหนดด้วยจ านวน
การค านวณซ้ าที่ 100,000 รอบ ในกรณีของปัญหาเอลิเมนต์เดี่ยว การค านวณก็จะพอดีที่ 100,000 
รอบ แต่ในกรณีของตัวปัญหาในหัวข้อ 7.1.3 ซึ่งเมื่อเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์ในการทดสอบ การค านวณ
ซ้ าจึงเกิดขึ้นมากกว่า 100,000 รอบไปมาก ส่งผลให้เวลาโดยรวมเพ่ิมมากขึ้นเกินความจ าเป็น ดังนั้น
ในตัวอย่างนี้จะพิจารณาเวลาที่ใช้สร้างเมทริกซ์การน าความร้อนของทั้งระบบเช่นเดิม แต่จะก าหนด
จ านวนรอบการค านวณซ้ าโดยรวมให้มีค่าค่อนข้างคงที่ประมาณ 1,000,000 รอบ นั่นคือ จ านวนรอบ
การวนซ้ าจะขึ้นกับจ านวนการแบ่งเอลิเมนต์ในแต่ละกรณี เช่น ในกรณีที่แบ่งเอลิเมนต์จ านวน 239  
เอลิเมนต์ จะท าการค านวณซ้ า 5,000 รอบ แต่เมื่อเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์ไปเป็น 1,606 เอลิเมนต์ จะ
ลดจ านวนการค านวณซ้ าเหลือเพียง 625 รอบเท่านั้น จากการทดสอบพบว่าในแต่ละกรณีของการ
เปลี่ยนจ านวนเอลิเมนต์ เวลาที่ใช้ในการค านวณของวิธีรูปแบบปิดจะน้อยกว่าวิธีของเกาส์ -เลอจองด์  
2 x 2 เสมอ และเมื่อเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ก็จะท าให้เวลาที่ใช้ในการค านวณเพ่ิมมากขึ้น ดังแสดงใน  
รูปที่ 7.20 (ก) – (จ) 
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ก) แบ่งปัญหาเป็น 47 เอลิเมนต์ ข) แบ่งปัญหาเป็น 239 เอลิเมนต์ 

  
ค) แบ่งปัญหาเป็น 404 เอลิเมนต์ ง) แบ่งปัญหาเป็น 845 เอลิเมนต์ 

 
จ) แบ่งปัญหาเป็น 1,606 เอลิเมนต์ 

รูปที่ 7.20 เวลาที่ใช้ในการค านวณระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์-เลอจองด์ 

7.1.5 ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส ที่มีการพาความร้อนตามขอบ 

ปัญหาในหัวข้อนี้ มีลักษณะเป็นแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 1×1 หน่วย มีความหนา 0.1 หน่วย 
ก าหนดอุณหภูมิที่ขอบล่างมีค่าเท่ากับ 100°C ขอบบนและขอบซ้ายเป็นฉนวน สัมประสิทธิ์การน า
ความร้อน k = 1 และมีการพาความร้อนที่ขอบขวา โดยสัมประสิทธิ์การพาความร้อน h = 1 และ
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อุณหภูมิบรรยากาศ 0T =  ดังรูปที่ 7.21 ปัญหานี้มีผลเฉลยแม่นตรงของการกระจายตัวของ
อุณหภูมิ [20] ดังแสดงด้วยสมการ (7.7) 

 
รูปที่ 7.21 ปัญหาการน าความร้อนแผ่นสี่เหลี่ยม 

 ( ) ( )( )
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  (7.7) 

โดย n   เป็นรากค่าบวกของสมการ ( )tan h  =    

การทดสอบเริ่มจากการแบ่งปัญหาออกเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ จ านวน 43, 239, 404 และ 
1,606 เอลิเมนต์ตามล าดับ แล้วท าการค านวณหาค่าอุณหภูมิที่แต่ละจุดต่อด้วยวิธีรูปแบบปิดและวิธี
ของเกาส์-เลอจองด์ที่ใช้จ านวนจุดเกาส์ต่าง ๆ กัน จากนั้นน าค่าที่ได้มาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่น
ตรง ด้วยการค านวณค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ พบว่าถ้าพิจารณาผลของการค านวณด้วย
วิธีรูปแบบปิดเพียงอย่างเดียว ค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์จะมีค่าลดลงเมื่อเพ่ิมจ านวน  
เอลิเมนต์ขึ้น ยกตัวอย่างเช่น กรณีที่ใช้เอลิเมนต์จ านวน 47 เอลิเมนต์ จะให้ค่าความคลาดเคลื่อน
สมบูรณ์เท่ากับ 0.26% เมื่อเพ่ิมเอลิเมนต์เป็น 239 เอลิเมนต์ ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ลดลงอยู่ที่ 
0.037% เป็นต้น และเมื่อพิจารณารายละเอียดในแต่ละกรณีของการแบ่งเอลิเมนต์พบว่า การเพ่ิม
จ านวนจุดเกาส์จะท าให้ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ของวิธีของเกาส์-เลอจองด์ลดลงเข้าใกล้ค่าที่
ค านวณได้จากวิธีรูปแบบปิด แต่อย่างไรก็ตามหากจ านวนเอลิเมนต์มีความละเอียดมากเพียงพอ จะไม่
สามารถสังเกตเห็นความเปลี่ยนแปลงได้อย่างชัดเจน แม้จะเพ่ิมจุดเกาส์ในการค านวณให้มากขึ้น ดัง
แสดงในรูปที่ 7.23 (ก) – (ง)  

รูปที่ 7.22 แสดงผลการกระจายตัวของอุณหภูมิบนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัสจากการค านวณด้วย
รูปแบบปิด บนการแบ่งปัญหา 1,606 เอลิเมนต์ อุณหภูมิสูงสุดปรากฏที่บริเวณขอบล่าง หรือขอบเขต
ที่ถูกก าหนดอุณภูมิ 100°C และค่อย ๆ ลดลงไปขอบทางขวามือที่มีการพาความร้อน 
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รูปที่ 7.22 การกระจายตัวของอุณหภูมิบนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

  
ก) แบ่งปัญหาเป็น 47 เอลิเมนต์ ข) แบ่งปัญหาเป็น 239 เอลิเมนต์ 

  
ค) แบ่งปัญหาเป็น 404 เอลิเมนต์ ง) แบ่งปัญหาเป็น 1,606 เอลิเมนต์ 

รูปที่ 7.23 ค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ 
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เมื่อพิจารณาประสิทธิภาพจากเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์การน าความร้อน เปรียบเทียบกัน
ระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์-เลอจองด์ พบว่าวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าใน
ทุกกรณีของการแบ่งจ านวนเอลิเมนต์ ดังแสดงในรูปที่ 7.24 

  
ก) แบ่งปัญหาเป็น 47 เอลิเมนต์ ข) แบ่งปัญหาเป็น 239 เอลิเมนต์ 

  
ค) แบ่งปัญหาเป็น 404 เอลิเมนต์ ง) แบ่งปัญหาเป็น 1,606 เอลิเมนต์ 

รูปที่ 7.24 เวลาที่ใช้ในการค านวณระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอจองด์ 

7.1.6 ปัญหาการน าความร้อนของแผ่นสี่เหลี่ยมเจาะรู 

ลักษณะของปัญหาเป็นแผ่นสี่เหลี่ยมขนาด 6×10 หน่วย ความหนา 0.1 หน่วย เจาะรูขนาด
เส้นผ่านศูนย์กลาง 3 หน่วยและ 2 หน่วย วางตัวในลักษณะดังรูปที่ 7.16 ก าหนดให้สัมประสิทธิ์การ
น าความร้อน k = 1, อุณหภูมิขอบซ้าย T = 30 ขอบขวาก าหนดเป็นฉนวนกันความร้อน ขอบบนและ
ขอบล่างมีการพาความร้อนโดยสัมประสิทธิ์การน าความร้อน h = 1 และอุณหภูมิบรรยากาศ 30T =  
ส่วนขอบรูใหญ่ก าหนดให้มีอุณหภูมิเท่ากับ 0 และขอบรูเล็กก าหนดให้มีอุณหภูมิเท่ากับ 100  
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ก) ขนาดและต าแหน่งของปัญหา ข) เงื่อนไขขอบเขตของปัญหา 

รูปที่ 7.25 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าเจาะรู 

ท าการวิเคราะห์ปัญหาดังกล่าวด้วยการแบ่งโดเมนของปัญหาเป็นเอลิเมนต์ย่อย ๆ จ านวน 1,280  
เอลิเมนต์ พบว่ามีการกระจายตัวของอุณหภูมิดังแสดงในรูปที่ 7.26 

 
รูปที่ 7.26 การกระจายตัวของอุณหภูมิบนแผ่นเจาะรู 

เนื่องจากปัญหามีรูปร่างซับซ้อนการหาค่าผลเฉลยแม่นตรงจึงไม่สามารถท าได้โดยง่าย ดังนั้นการ
ตรวจสอบความแม่นย าจะใช้การเปรียบเทียบผลลัพธ์ที่ค านวณได้จากวิธีรูปแบบปิดกับผลลัพธ์จากวิธี
เกาส-์เลอจองด์ ด้วยสมการดังนี้ 

 
1

1
100%

ClosedForm GaussLegendreNN
n n

ClosedForm
i n

T T

TNN =

−
  (7.8) 

โดย NN  คือ จ านวนจุดต่อทั้งหมด 

รูปที่ 7.27 แสดงค่าเฉลี่ยของเปอร์เซ็นต์ความแตกต่างสัมพัทธ์เมื่อใช้จ านวนจุดเกาส์ที่
แตกต่างกัน พบว่าเมื่อเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์จาก 2x2 ไปเป็น 3x3 ค่าเฉลี่ยของเปอร์เซ็นต์ความแตกต่าง
สัมพัทธ์ระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์-เลอจองด์ลดลง แต่เมื่อเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ตั้งแต่ 4x4 
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จุดเป็นต้นไป ค่าดังกล่าวไม่เปลี่ยนแปลงไปมากนัก ส่วนรูปที่ 7.28 แสดงการเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ใน
การค านวณเมทริกซ์การน าความร้อนของปัญหา โดยค านวณแบบวนซ้ าจ านวน 800 รอบ พบว่า วิธี
รูปแบบปิดใช้เวลาในการค านวณน้องกว่าวิธีของเกาส์-เลอจองด์ในทุกกรณ ี

 
รูปที่ 7.27 ค่าเฉลี่ยความแตกต่างของวิธีเกาส์-เลอจองด์ที่จุดต่าง ๆ เปรียบเทียบกับวิธีรูปแบบปิด 

 
รูปที่ 7.28 เวลาที่ใช้ในการค านวณของวิธีเกาส-์เลอจองด์ที่จุดต่าง ๆ เปรียบเทียบกับวิธีรูปแบบปิด 

 เมื่อได้ท าการตรวจสอบความถูกต้องของวิธีรูปแบบปิดในการค านวณปัญหาการน าความร้อน 
จนเกิดความมั่นใจในความถูกต้องของโปรแกรมที่ประดิษฐ์ขึ้นแล้ว ในหัวข้อถัดไปจะน าโปรแกรม
ดังกล่าวไปพัฒนาต่อเพ่ือใช้วิเคราะห์ปัญหาความเค้นเนื่องมาจากความร้อนต่อไป 
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7.2 การตรวจสอบโปแกรมสมการรูปแบบปิดกับปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน 

การตรวจสอบโปรแกรมส าหรับวิเคราะห์ปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน ท าได้ด้วยการ
ทดสอบกับปัญหาต่าง ๆ กัน 5 ปัญหา ซึ่งจะพิจารณาทั้งเรื่องความแม่นย าของผลลัพธ์และเวลาที่ใช้ใน
การค านวณโดยเปรียบเทียบกับวิธีของเกาส์-เลอจองด์ ส าหรับปัญหาที่น ามาทดสอบ ได้แก่ 

▪ ปัญหาเอลิเมนต์เดี่ยว 

▪ ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่รับภาระของอุณหภูมิที่กระจายตัวเชิงเส้นตามแกน x 

▪ ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่รับภาระของอุณหภูมิแบบหลังคาบ้าน 

▪ ปัญหาคานถูกตรึงปลายทั้งสองข้างและรับภาระของอุณหภูมิที่กระจายตัวเชิงเส้นตามแกน x 

▪ ปัญหาแผ่นวงแหวนบางรับภาระของอุณหภูมิกระจายตัวเชิงเส้นตามแนวรัศมี และภาระจาก
ความดันตลอดขอบด้านใน  

7.2.1 ปัญหาเอลิเมนต์เดี่ยว 

การทดสอบโปรแกรมของวิธีรูปแบบปิดด้วยปัญหาเอลิเมนต์เดี่ยวนี้ เป็นการพิจารณาความ
แม่นย าเฉพาะการสร้างเมทริกซ์แข็งเกร็ง ,  K , ของหนึ่งเอลิเมนต์เปรียบเทียบกับวิธีของเกาส์- 
เลอจองด ์โดยพิจารณาเอลิเมนต์รูปร่างต่าง ๆ กัน 9 แบบ และพิจารณาความแม่นย าจากการค านวณ
ผลรวมของผลต่างสัมพัทธ์ยกก าลังสองของสมาชิกแต่ละตัวในเมทริกซ์แข็งเกร็ง เช่นเดียวกับหัวข้อ 
7.1.1 ซึ่งสมการที่ใช้ในการค านวณคือสมการ (7.1) ในส่วนของการทดสอบประสิทธิภาพของวิธี
รูปแบบปิด จะแสดงจากสัดส่วนเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์แข็งเกร็งด้วยวิธีเกาส์ -เลอจองด์ต่อ
เวลาที่ค านวณด้วยวิธีรูปแบบปิด  

จากตารางที่ 7.3 การเปรียบเทียบความแม่นย าของวิธีรูปแบบปิด พบว่า กรณีที่เอลิเมนต์มี
รูปร่างปกติ (กรณี A และ กรณี B) ผลการค านวณด้วยวิธีรูปแบบปิดให้ค่าความแม่นย าเท่ากับการ
ค านวณด้วยวิธีของเกาส์ 2×2 จุด ในขณะที่เอลิเมนต์ที่มีรูปร่างบิดเบี้ยวมากขึ้น (กรณี C – H) จะต้อง
เพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ในการค านวณ เพ่ือลดความแตกต่างที่เกิดขึ้น จึงจะสามารถได้ผลลัพธ์ที่มีความ
แม่นย าเท่ากับกับวิธีรูปแบบปิด และกรณีที่มีมุมภายในด้านหนึ่งเท่ากับ 180° (กรณี I) แสดงให้เห็นว่า 
แม้จะใช้จุดเกาส์จ านวน 10×10 จุดในการค านวณ ยังไม่สามารถให้ผลลัพธ์ได้เทียบเท่าวิธีรูปแบบปิด 
ดังนั้นสามารถกล่าวได้ว่าวิธีรูปแบบปิดที่ประดิษฐ์ขึ้นนี้ ให้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย าสูงทุก ๆ รูปร่างของ
เอลิเมนต์ที่น ามาทดสอบ 

เมื่อพิจารณาเวลาที่ใช่ในการค านวณ จากตารางที่ 7.4 แสดงให้เห็นว่าวิธีของเกาส์-เลอจองด์
ใช้เวลาในการค านวณมากกว่าวิธีรูปแบบปิดทุกกรณี และจะสังเกตผลอันเนื่องมาจากการแบ่งกรณี
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ตามลักษณะเอลิเมนต์อย่างชัดเจน โดยเปรียบเทียบที่วิธีของเกาส์ 2×2 จุด กรณีที่มีด้านคู่ขนาน 2 คู่ 
วิธีรูปแบบปิดจะใช้เวลาน้อยกว่าถึง 7 เท่า กรณีท่ีมีด้านคู่ขนานด้านเดียว วิธีรูปแบบปิดจะใช้เวลาน้อย
กว่าประมาณ 5 เท่า และกรณีที่ไม่มีด้านคู่ขนานกันเลย วิธีรูปแบบปิดจะใช้เวลาน้อยกว่าถึง 3 เท่า 

ตารางที่ 7.3 ผลต่างความแม่นย าของเมทริกซ์แข็งเกร็งระหว่างวิธีรูปแบบปิดกับวิธีเกาส์-เลอจองด์ 

จ านวน 
จุดเกาส์ 

กรณี A กรณี B กรณี C กรณี D กรณี E กรณี F กรณี G กรณี H กรณี I 

         
2×2 0.00 0.00 5.63 69.50 5.20 172.08 4.20 16.50 1266.78 

3×3 - - 0.17 19.83 0.12 11.51 0.14 1.82 646.90 

4×4 - - 0.01 5.53 0.00 0.82 0.01 0.28 388.81 

5×5 - - 0.00 1.52 - 0.06 0.00 0.05 259.03 

6×6 - - - 0.42 - 0.00 - 0.01 184.87 

7×7 - - - 0.11 - - - 0.00 138.57 

8×8 - - - 0.03 - - - - 107.72 

9×9 - - - 0.01 - - - - 86.14 

10×10 - - - 0.00 - - - - 70.46 

 

ตารางที่ 7.4 อัตราส่วนเวลาที่ใช้ในการค านวณด้วยวิธีของเกาส์-เลอจองด์ต่อวิธีรูปแบบปิด 

จ านวน 
จุดเกาส์ 

กรณี A กรณี B กรณี C กรณี D กรณี E กรณี F กรณี G กรณี H กรณี I 

2×2 7.18 7.23 5.42 5.38 3.15 3.01 3.17 3.33 3.20 

3×3 - - 9.87 9.58 5.77 5.40 5.85 6.07 5.83 

4×4 - - 16.03 15.45 9.48 8.70 9.49 10.23 9.47 

5×5 - - 24.25 23.03 - 12.89 14.13 14.83 14.18 

6×6 - - - 32.48 - 18.25 - 20.72 20.00 

7×7 - - - 43.15 - - - 28.15 27.31 

8×8 - - - 55.73 - - - - 35.01 

9×9 - - - 70.33 - - - - 43.56 

10×10 - - - 85.72 - - - - 53.92 
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7.2.2 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่รับภาระของอุณหภูมิที่กระจายตัวเชิงเส้นตามแกน x 

พิจารณาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าขนาดกว้าง 5 นิ้ว ยาว 10 นิ้ว หนา 1 นิ้ว ซึ่งถูกยึดแน่นที่มุมซ้ายล่าง และ
ขอบด้านล่างตลอดทั้งแนวถูกบังคับไม่ให้เคลื่อนที่ในแนวแกน y แต่เคลื่อนที่อิสระในแนวแกน x 
อุณหภูมิกระจายตัวเชิงเส้นตลอดแผ่นตามสมการ ( ) 10T x x=  ดังแสดงในรูป 7.27 โดยคุณสมบัติ
ของวัสดุแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าได้แก่ ค่าโมดูลัสของยังส์ 630×10 psiE =  อัตราส่วนปัวส์ซง  = 0.25  
ค่าสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ -69.44×10 /°F =  และอุณหภูมิอ้างอิงที่ไม่ท าให้แผ่น
มีความเค้นมีค่าเท่ากับ 0 0°FT =  อธิบายปัญหาดังที่กล่าวดังรูปที่ 7.29 

 
รูปที่ 7.29 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่รับภาระของอุณหภูมิที่กระจายตัวเชิงเส้นตามแกน x 

ผลเฉลยแม่นตรงที่สอดคล้องกับปัญหาข้างต้นอยู่ในรูปของการเคลื่อนที่แนวแกน x หรือ u 
และการเคลื่อนที่แนวแกน y หรือ v [20] แสดงในสมการ (7.9) และ (7.10) ตามล าดับ 

 ( )2 2

1 2 1( , ) ( )
2

u x y T x x y T T
a


= + − −  (7.9) 

 ( )1 2 1( , )v x y T y xy T T
a


= + −  (7.10) 

การพิจารณาความแม่นย าจะเปรียบเทียบปริมาตรใต้พ้ืนผิวของการเคลื่อนที่ โดยการค านวณ
ปริมาตรใต้ผิวแบ่งออกเป็น 2 กรณี ได้แก่ 1. กรณีผลเฉลยแม่นตรง จะค านวณจากการอินทิเกรต
ฟังก์ชัน u(x,y) และ v(x,y) บนพื้นที่โดเมนปัญหาทั้งหมด และ 2. กรณีไฟไนต์เอลิเมนต์ จะค านวณ
ปริมาตรใต้พ้ืนผิวจากผลรวมของการอินทิเกรตแต่ละเอลิเมนต์ ซึ่งการกระจายตัวของผลลัพธ์บน  
เอลิเมนต์จะสอดคล้องกับฟังก์ชันประมาณภายใน (interpolation function) จากนั้นจึงน าปริมาตร
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ใต้พ้ืนผิวที่ได้จากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เปรียบเทียบกับปริมาตรใต้พ้ืนผิวของผลเฉลยแม่นตรง ด้วยค่า
เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนโดยปริมาตร ดังสมการ  

 100%
exact

exact

V V

V

−
   (7.11) 

การทดสอบโปรแกรมของวิธีรูปแบบปิดเริ่มต้นจากการแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็น 4  
เอลิเมนต์ดังแสดงในรูปที่ 7.30 จากนั้นเปรียบเทียบความแม่นย าระหว่างเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อน
โดยปริมาตรของวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอเจองด์ที่ใช้จ านวนจุดเกาส์ในการค านวณต่าง ๆ กัน 
แสดงในรูป 7.31 โดยรูปซ้ายคือการเคลื่อนที่ในแนวแกน x และรูปขวาคือการเคลื่อนที่ในแนวแกน y  

 

 
รูปที่ 7.30 ลักษณะการแบ่งปัญหาเป็น 4 เอลิเมนต์ 

  
ก) การเคลื่อนที่แนวแกน x (u) ข) การเคลื่อนที่แนวแกน y (v) 

รูปที่ 7.31 เปรียบเทียบความแม่นย าระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์ 

รูปที่ 7.31 แสดงให้เห็นว่าการเพ่ิมจุดเกาส์ในการค านวณ จะท าให้ค่าคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้น
จากวิธีเกาส์-เลอจองด์มีค่าเข้าใกล้ค่าคลาดเคลื่อนที่จากวิธีรูปแบบปิด รูปที่ 7.31 (ก) แม้ว่าวิธีเกาส์-
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เลอจองด์ 2×2 จุดจะให้ค่าคลาดเคลื่อนต่ ากว่าวิธีรูปแบบปิด แต่เมื่อเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ ค่า
คลาดเคลื่อนกลับขยับขึ้นมาเข้าใกล้วิธีรูปแบบปิด 

ในส่วนของเวลาที่ใช้ในการค านวณ จะแสดงเวลาที่ใช้ในการสร้างเมทริกซ์แข็งเกร็ง โดย
ค านวณแบบวนซ้ า 100,000 รอบ พบว่าเวลาที่ใช้ในการค านวณด้วยวิธีรูปแบบปิดน้อยกว่าวิธีของ
เกาส์-เลอจอง 2×2 จุด และเมื่อเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ จะท าให้เวลาที่ใช้ในการค านวณเพ่ิมขึ้นด้วย ดัง
แสดงในรูปที่ 7.32 

 

 
รูปที่ 7.32 เวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์แข็งเกร็ง 

จากนั้นตรวจสอบความแม่นย าของวิธีรูปแบบปิดเพ่ิมเติม ด้วยการแบ่งโดเมนของปัญหาอีก 4 
กรณี คือ 202 , 1,044 , 5,083 และ 10,100 เอลิเมนต์ตามล าดับ โดยผลลัพธ์ที่ค านวณได้จากวิธี
รูปแบบปิดบนการแบ่งปัญหาที่ละเอียดที่สุดคือ 10,100 เอลิเมนต์ สามารถพล็อคโครงร่างเพ่ือแสดง
การกระจายตัวของการเคลื่อนที่ในแนวแกน x และในแนวการ y บนโดเมนสี่เหลี่ยมผืนผ้า แสดงดังรูป
ที่ 7.33 (ก) และ (ข) 

  
ก) การเคลื่อนที่ในแนวแกน x (u) ข) การเคลื่อนที่ในแนวแกน y (v) 

รูปที่ 7.33 การกระจายของการเคลื่อนที่บนปัญหาสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

0:00

0:30

1:00

1:30

2:00

2:30

3:00

3:30

4:00

4:30

2 × 2

Gauss

3 × 3

Gauss

4 × 4

Gauss

5 × 5

Gauss

6 × 6

Gauss

7 × 7

Gauss

8 × 8

Gauss

C
P

U
 T

im
e 

(m
:s

)

CPU Time (4Elements)

Closedform

Gauss



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

75 

  การพิจารณาความแม่นย าจากค่าคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พ้ืนผิวการเคลื่อนที่จากวิธี
รูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอจองด์ที่ใช้จุดเกาส์ต่าง ๆ กัน แสดงดังรูปที่ 7.34 (ก) - (ซ) โดยคอลัมน์ซ้าย
จะแสดงผลของการเคลื่อนที่ในแนวแกน x (u) และคอลัมน์ขวาแสดงผลของการเคลื่อนที่ในแนวแกน 
y (v) พบว่าแต่ละกรณีมีแนวโน้มไปในทิศทางเดียวกันคือ เมื่อเพ่ิมจุดเกาส์ในการค านวณ จะท าให้ค่า
คลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พ้ืนผิวจากวิธีของเกาส์มีค่าเข้าใกล้ค่าคลาดเคลื่อนที่ได้จากวิธีรูปแบบปิด 
แต่อย่างไรก็ตามกรณี 10,100 เอลิเมนต์ (รูปที่ 7.34 ช - ซ) แสดงให้เห็นว่า เมื่อเพ่ิมความละเอียดของ
เอลิเมนต์ให้มากขึ้นถึงจุดหนึ่ง การเพ่ิมจุดเกาส์ในการค านวณจะไม่ส่งผลการเปลี่ยนแปลงความ
แม่นย า  

  
ก) การเคลื่อนที่ในแนวแกน x (202 เอลิเมนต์) ข) การเคลื่อนที่ในแนวแกน y (202 เอลิเมนต์) 

  

ค) การเคลื่อนที่ในแนวแกน x (1,044 เอลิเมนต์) ง) การเคลื่อนที่ในแนวแกน y (1,044 เอลิเมนต์) 
รูปที่ 7.34 ค่าคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พ้ืนผิวการเคลื่อนที่ ณ จ านวนเอลิเมนต์ต่าง ๆ กัน 

1.57E-01

1.58E-01

1.59E-01

1.60E-01

1.61E-01

1.62E-01

1.63E-01

2 × 2

Gauss

3 × 3

Gauss

4 × 4

Gauss

5 × 5

Gauss

6 × 6

Gauss

7 × 7

Gauss

8 × 8

Gauss

A
b

so
lu

te
 P

er
ce

n
ta

g
e 

E
rr

o
r 

(%
)

Error of Volume under Displacement - u  Surface 

(202Element)

Gauss

Closed Form

1.06E-02

1.07E-02

1.08E-02

1.09E-02

1.10E-02

1.11E-02

2 × 2

Gauss

3 × 3

Gauss

4 × 4

Gauss

5 × 5

Gauss

6 × 6

Gauss

7 × 7

Gauss

8 × 8

Gauss

A
b
so

lu
te

 P
er

ce
n
ta

g
e 

E
rr

o
r 

(%
)

Axis Title

Error of Volume under Displacement - v Surface 

(202Element)

Gauss

Closed Form

1.0E-03

2.0E-03

3.0E-03

4.0E-03

5.0E-03

2 × 2

Gauss

3 × 3

Gauss

4 × 4

Gauss

5 × 5

Gauss

6 × 6

Gauss

7 × 7

Gauss

8 × 8

Gauss

A
b
so

lu
te

 P
er

ce
n
ta

g
e 

E
rr

o
r 

(%
)

Error of Volume under Displacement  - u  Surface 

(1044Element)

Gauss

Closed Form

5.0E-04

5.1E-04

5.2E-04

5.3E-04

5.4E-04

5.5E-04

2 × 2

Gauss

3 × 3

Gauss

4 × 4

Gauss

5 × 5

Gauss

6 × 6

Gauss

7 × 7

Gauss

8 × 8

Gauss

A
b
so

lu
te

 P
er

ce
n
ta

g
e 

E
rr

o
r 

(%
)

Error of Volume under Displacement - v  Surface 

(1044Element)

Gauss

Closed Form



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

76 

  
จ) การเคลื่อนที่ในแนวแกน x (5,083 เอลิเมนต์) ฉ) การเคลื่อนที่ในแนวแกน y (5,038 เอลิเมนต์) 

  
ช) การเคลื่อนที่ในแนวแกน x (10,100 เอลิเมนต์) ซ) การเคลื่อนที่ในแนวแกน y (10,100 เอลิเมนต์) 

รูปที่ 7.34 ค่าคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พ้ืนผิวการเคลื่อนที่ ณ จ านวนเอลิเมนต์ต่าง ๆ กัน (ต่อ) 

รูปที่ 7.35 (ก) – (ง) แสดงการเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์แข็งเกร็ง โดยการค านวณ
แบบวนซ้ า ซึ่งจ านวนรอบที่ใช้ในการค านวณแบบวนซ้ าจะแปรผกผันกับจ านวนเอลิเมนต์ พบว่าวิธี
เกาส์-เลอจองด์จะใช้เวลาในการค านวณมากว่าวิธีรูปแบบปิดทุกกรณี โดยเฉพาะอย่างยิ่งการเพ่ิมจุด
เกาส์ในการค านวณ จะยิ่งเพ่ิมเวลาที่ใช้ในการค านวณ 

  
ก) 202 เอลิเมนต์ ข) 1,044 เอลิเมนต์ 

2.0E-04

4.0E-04

6.0E-04

8.0E-04

1.0E-03

1.2E-03

2 × 2

Gauss

3 × 3

Gauss

4 × 4

Gauss

5 × 5

Gauss

6 × 6

Gauss

7 × 7

Gauss

8 × 8

Gauss

A
b
so

lu
te

 P
er

ce
n
ta

g
e 

E
rr

o
r 

(%
)

Error of Volume under Displacement - u Surface 

(5083Element)

Gauss

Closed Form

1.02E-04

1.06E-04

1.10E-04

1.14E-04

1.18E-04

1.22E-04

1.26E-04

2 × 2

Gauss

3 × 3

Gauss

4 × 4

Gauss

5 × 5

Gauss

6 × 6

Gauss

7 × 7

Gauss

8 × 8

Gauss

A
b
so

lu
te

 P
er

ce
n
ta

g
e 

E
rr

o
r 

(%
)

Error of Volume under Displacement - v Surface 

(5083Element)

Gauss

Closed Form

8.0E-03

1.0E-02

1.2E-02

1.4E-02

1.6E-02

1.8E-02

2 × 2

Gauss

3 × 3

Gauss

4 × 4

Gauss

5 × 5

Gauss

6 × 6

Gauss

7 × 7

Gauss

8 × 8

Gauss

A
b
so

lu
te

 P
er

ce
n
ta

g
e 

E
rr

o
r 

(%
)

Error of Volume under Displacement - u  Surface 

(     Element)

Gauss

Closed Form

5.0E-05

1.0E-04

1.5E-04

2.0E-04

2.5E-04

3.0E-04

3.5E-04

2 × 2

Gauss

3 × 3

Gauss

4 × 4

Gauss

5 × 5

Gauss

6 × 6

Gauss

7 × 7

Gauss

8 × 8

Gauss

A
b
so

lu
te

 P
er

ce
n
ta

g
e 

E
rr

o
r 

(%
)

Error of Volume under Displacement - v Surface 

(     Element)

Gauss

Closed Form

0:00

2:00

4:00

6:00

8:00

10:00

12:00

2 × 2

Gauss

3 × 3

Gauss

4 × 4

Gauss

5 × 5

Gauss

6 × 6

Gauss

7 × 7

Gauss

8 × 8

Gauss

C
P

U
 T

im
e 

(m
:s

)

CPU Time of    Elements ( 000 rounds)

Closedform

Gauss

0:00

2:00

4:00

6:00

8:00

10:00

12:00

2 × 2

Gauss

3 × 3

Gauss

4 × 4

Gauss

5 × 5

Gauss

6 × 6

Gauss

7 × 7

Gauss

8 × 8

Gauss

C
P

U
 T

im
e 

(m
:s

)

CPU Time of 1044 Elements (1000 rounds)

Closedform

Gauss



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

77 

  
ค) 5,083 เอลิเมนต์ ง) 10,100 เอลิเมนต์ 

รูปที่ 7.35 เวลาที่ใช้ในการค านวณบนปัญหาสีเหลี่ยมผืนผ้า ณ จ านวนเอลิเมนต์ต่างกัน 

 
7.2.3 แผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่รับภาระของอุณหภูมิแบบหลังคาบ้าน 

พิจารณาแผ่นโลหะขนาด 36×24 ตารางนิ้ว หนา 1 นิ้ว วิเคราะห์ปัญหาการถ่ายเทความร้อน
เพ่ือให้เกิดการกระจายตัวของอุณหภูมิแบบหลังคาบ้าน ดังแสดงในรูปที่ 7.36 และวิเคราะห์การ
กระจายตัวของความเค้น ก าหนดให้แผ่นโลหะนี้ท าจากอลูมิ เนียมซึ่ งมีค่าโมดูลัสของยังส์  

610.4×10 psiE =   อัตราส่วนปัวส์ซง 0.29 =  ค่าสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ  
-6 = 12.7×10 /°F  และอุณหภูมิอ้างอิงที่ไม่ท าให้แผ่นมีความเค้นมีค่าเท่ากับ 80°FT =   

 
รูปที่ 7.36 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผื่นผ้าที่รับภาระของอุณหภูมิแบบหลังคาบ้าน 

ผลเฉลยแม่นตรงที่สอดคล้องกับปัญหาข้างต้น ในรูปของความเค้นตั้งฉากและความเค้นเฉือน 
[21] ดังแสดงในสมการด้านล่าง 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 0.0987sinh sin0.1759 0.0923
1651 6

0.1528cosh cos0.1759 0.0923
x

x x
y

x x
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= −  

− 
 (7.12) 
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 ( )
( ) ( )

( ) ( )
3 2

0.2750sinh sin0.1759 0.0923
2.752 18 864

0.6634cosh cos0.1759 0.0923
y

x x
y y

x x


 
= − +  

− 
 (7.13) 
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( ) ( )

( ) ( )
2

0.0326sinh sin0.1759 0.0923
82.55 12

0.36sinh cos0.1759 0.0923
xy

x x
y y

x x


 
= −  

+ 
 (7.14) 

เนื่องจากปัญหานี้มีความสมมาตร จึงพิจารณาเพียงหนึ่งในสี่ส่วนของปัญหาทั้งหมด ดังนั้นโดเมน
ที่สนใจจะมีขนาด 18×12 ตารางนิ้ว ก าหนดอุณหภูมิตลอดขอบบนเท่ากับ 95°F และอุณหภูมิตลอด
ขอบล่างเท่ากับ 245°F เงื่อนไขขอบเขตตลอดขอบซ้ายจะไม่มีการเคลื่อนที่ทีทิศทาง x และขอบล่าง
จะไม่มีการเคลื่อนที่ในทิศทาง y 

 

รูปที่ 7.37 ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าทีท่ี่ถูกพิจารณาเพียงหนึ่งในสี่ส่วน 

 
รูปที่ 7.38 การแบ่งปัญหาเป็น 4 เอลิเมนต์ 

ทดสอบความแม่นย าของวิธีรูปแบบปิดเริ่มจากการแบ่งโดเมนของปัญหาเป็น 4 เอลิเมนต์ ดัง
แสดงในรูปที่ 7.38 ซึ่งการพิจารณาความแม่นย าจะเปรียบเทียบปริมาตรใต้พ้ืนผิวความเค้น โดยการ
ค านวณปริมาตรใต้ผิวความเค้นแบ่งออกเป็น 2 กรณี ได้แก่ 1. กรณีผลเฉลยแม่นตรง จะค านวณจาก
การอินทิเกรตสมการความเค้นหรือสมการ (7.12) – (7.14) บนพ้ืนที่โดเมนปัญหาทั้งหมด และ 2. 
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กรณีไฟไนต์เอลิเมนต์ จะค านวณปริมาตรใต้พ้ืนผิวของความเค้นจากผลรวมปริมาตรย่อย ๆ ในแต่ 
เอลิเมนต์ โดยปริมาตรย่อย ๆ นี้เกิดจากผลคูณของค่าความเค้นของเอลิเมนต์กับพ้ืนที่ของเอลิเมนต์
นั้น ๆ และเนื่องจากผลลัพธ์ของความเค้นกระจายอยู่ในช่วงลบและบวก จึงขยับกราฟทั้งหมดขึ้นไป
ในช่วงบวกด้วยการบวกด้วยค่าต่ าสุดของกราฟนั้น ๆ ก่อนการค านวณปริมาตรใต้พ้ืนผิวความเค้น 
จากนั้นเมื่อได้ปริมาตรใต้พ้ืนผิวความเค้นจากวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แล้ว จึงน ามาเปรียบเทียบกับปริมาตร
ใต้ผิวความเค้นจากผลเฉลยแม่นตรง ดังสมการ (7.11) 

จากรูปที่ 7.39 ถึงรูปที่ 7.41 แสดงค่าความคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พ้ืนผิวความเค้น
ระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอจองด์ พบว่าส าหรับกรณีความเค้นตั้งฉากแนวแกน x และแกน 
y ทั้งวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์ให้ความแม่นย าต่างกันน้อยมาก ในขณะที่กรณีความเค้นเฉือน วิธี
รูปแบบปิดให้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย ากว่าวิธีของเกาส์เพียง 1.807% 

 
รูปที่ 7.39 ความคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พ้ืนผิวความเค้นตั้งฉากแกน x 

 
รูปที่ 7.40 ความคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พ้ืนผิวความเค้นตั้งฉากแกน y 
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รูปที่ 7.41 ความคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พ้ืนผิวความเค้นเฉือนระนาบ xy 

ในส่วนของประสิทธิภาพของวิธีรูปแบบปิด พิจาราณาจากเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์
แข็งเกร็ง โดยการค านวณแบบวนซ้ าเป็นจ านวน 100,000 รอบ รูปที่ 7.42 แสดงการเปรียบเทียบเวลา
ที่ใช้ในการค านวณระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์ -เลอจองด์ที่ใช้จ านวนจุดเกาส์ต่าง ๆ พบว่าวิธี
รูปแบบปิดใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าวิธีเกาส์-เลอจองด์ทุกกรณี  

 
รูปที่ 7.42 เวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์แข็งเกร็งของการแบ่งปัญหา 4 เอลิเมนต์ 

จากนั้นทดสอบความแม่นย าของวิธีรูปแบบปิดเพ่ิมเติม โดยแบ่งโดเมนของปัญหาอีก 5 กรณี
คือ 226, 1011, 3080, 5083 และ 10,071 เอลิเมนต์ตามล าดับ โดยรูปที่ 7.43 ถึง รูปที่ 7.47 แสดง
การกระจายตัวของการเคลื่อนที่และความเค้นที่ค านวณได้จากวิธีรูปแบบปิดบนการแบ่งโดเมนของ
ปัญหา 10,071 เอลิเมนต์  
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รูปที่ 7.43 การเคลื่อนที่แนวแกน x (u) รูปที่ 7.44 การเคลื่อนที่แนวแกน y (v) 

  
รูปที่ 7.45 ความเค้นตั้งฉากแกน x รูปที่ 7.46 ความเค้นตั้งฉากแกน y 

 
รูปที่ 7.47 ความเค้นเฉือนในระนาบ xy 

จากการทดสอบกับการแบ่งโดเมนของปัญหาเพ่ิมเติมอีก 5 กรณี พบว่าความแตกต่างของ
ความคลาดเคลื่อนระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์แตกต่างกันไม่มาก จึงขอแสดงเฉพาะกรณีวิธี
ของเกาส์ 8×8 ซึ่งเป็นกรณีที่มีความแม่นย าสูงเปรียบเทียบกับวิธีรูปแบบปิด แสดงดังรูปที่ 7.48 โดย
กราฟเส้นแสดงความคลาดเคลื่อนของปริมาตรจากวิธีรูปแบบปิด และจุดแสดงค่าคลาดเคลื่อนของ
ปริมาตรจากวิธีของเกาส์-เลอจองด์ พบว่ามีเพียงกรณีความเค้นเฉือนบนระนาบ xy เท่านั้นสังเกตเห็น
ความแตกต่างของความคลาดเคลื่อนคือวิธีของเกาส์ให้ค่าความคลาดเคลื่อนมากกว่าวิธีรูปแบบปิด 
0.04% อย่างไรก็ตามทั้งสองวิธีให้ค่าคลาดเคลื่อนมี เมื่อเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์มากขึ้น รายละเอียดของ
ค่าคลาดเคลื่อนในกรณีต่าง ๆ แสดงในภาคผนวก ค 
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รูปที่ 7.48 เวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์แข็งเกร็งของการแบ่งปัญหา 4 เอลิเมนต์ 

ส าหรับเวลาที่ใช้ในการค านวณ พิจารณาจากเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์แข็งเกร็ง โดยการ
ค านวณแบบวนซ้ า จากตัวอย่างท่ีข้างต้นพบว่าวิธีของเกาส์-เลอจองด์ 2×2 จุด เป็นกรณที่ใช้เวลาน้อย
ที่สุดของวิธีของเกาส์ และเมื่อเพ่ิมจุดเกาส์ในการค านวณจะส่งผลให้ใช้เวลาในการค านวณเพ่ิมขึ้น 
ดังนั้นตารางที่ 7.5 แสดงเวลาที่ใช้ในการค านวณโดยเลือกแสดงเฉพาะที่ 2×2 จุด เปรียบเทียบกับวิธี
ของรูปแบบปิด จะเห็นได้ว่าวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าวิธีของเกาส์ทุกกรณีที่จ านวน
เอลิเมนต์แตกต่างกัน และสามารถกล่าวได้ว่าวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาน้อยกว่าวิธีเกาส์ -เลอจองด์ที่ใช้จุด
เกาส์ในการค านวณมากกว่า 2×2 จุดอีกด้วย 

ตารางที่ 7.5 เวลาที่ใช้ในการค านวณด้วยวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์-เลอจองด์ 

จ านวนเอลิเมนต์ จ านวนรอบวนซ้ า 
เวลาที่ใช้ในการค านวณ (นาที : วินาที) 

วิธีรูปแบบปิด วิธีของเกาส์ 2×2 จุด 

226 5,000 0:31 1:18 
1,011 1,000 0:25 1:08 

3,080 350 0:25 1:09 

5,027 200 0:25 1:07 
10,071 100 0:24 1:08 

 

0.00

0.04

0.08

0.12

0.16

0.20

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

P
er

c
en

ta
g
e 

E
rr

o
r 

(%
)

Number of Elements

Error of Volume under Stress Surface

(ClosedForm vs 8x8 Gauss) 

Normal Stress x - CF Normal Stress y - CF Shear Stress xy - CF

Normal Stress x - GI Normal Stress y - GI Shear Stress xy - GI



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

83 

7.2.4 ปัญหาคานถูกตรึงปลายทั้งสองข้างและรับภาระของอุณหภูมิที่กระจายตัวเชิงเส้นตามแกน x 

แผ่นโลหะยาว 100 หน่วย กว้าง 10 หน่วย และหนา 0.2 หน่วย ดังแสดงในรูปที่ 7.49 
พิจารณาโหลดของอุณหภูมิที่มีการกระจายตัวเชิงเส้น โดยคุณสมบัติของวัสดุ มีค่าโมดูลัสของยังส์  

610×10 psiE =  อัตราส่วนปัวส์ซง 0.3 =  ค่าสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ  
-610×10 /°F =  และอุณหภูมิอ้างอิงเมื่อไม่เกิดความเค้นในวัสดุ 0 0°FT =  

 

 
 

รูปที่ 7.49 ปัญหาคานถูกตรึงปลายทั้งสองข้างและรับภาระของอุณหภูมิ 
ที่กระจายตัวเชิงเส้นตามแกน x 

การทดสอบความแม่นย าของวิธีรูปแบบปิดพิจารณาจากการแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็น 539, 
1,077 , 3,026 , 5,144 และ 9,237 เอลิเมนต์ตามล าดับ รูปที่ 7.50 ถึง รูปที่ 7.54 แสดงการกระจาย
ตัวของผลลัพธ์ที่ค านวณจากวิธีรูปแบบปิดประกอบด้วยการเคลื่อนที่ในแนวแกน x, การเคลื่อนที่ใน
แนวแกน y, ความเค้นตั้งฉากแกน x, ความเค้นตั้งฉากแกน y และความเค้นเฉือนบนระนาบ xy โดย
ผลลัพธ์ที่แสดงนี้ค านวณจากการแบ่งปัญหาเป็น 9,237 เอลิเมนต์  

 
รูปที่ 7.50 การเคลื่อนที่ในแนวแกน x 

 
รูปที่ 7.51 การเคลื่อนที่ในแนวแกน y 
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รูปที่ 7.52 ความเค้นตั้งฉากแกน x 

 
รูปที่ 7.53 ความเค้นตั้งฉากแกน y 

 
รูปที่ 7.54 ความเค้นเฉือนบนระนาบ xy 

 

เนื่องจากการปัญหาข้างต้นไม่มีผลเฉลยแม่นตรง การพิจารณาความแม่นย าจะเปรียบเทียบปริมาตรใต้
พ้ืนผิวการเคลื่อนที่และความเค้นระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์ ในกรณีนี้เลือกแสดงผลของ
การค านวณด้วย 8×8 จุดเกาส์ซึ่งมีความแม่นย าสูงสุดเปรียบเทียบกับวิธีรูปแบบปิด ณ เอลิเมนต์
แตกต่างกัน ซึ่งโดยปกติการเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์ จะยิ่งเพ่ิมความแม่นย าให้กับผลลัพธ์ จากรูปที่ 7.55 
(ก) – (จ) พบว่า ปริมาตรใต้พ้ืนผิวที่ได้จากการค านวณด้วยวิธีรูปแบบปิดที่การแบ่งเอลิเมนต์หยาบ
และเอลิเมนต์ละเอียดให้ค่าที่ใกล้เคียงกัน ในขณะที่วิธีเกาส์ -เลอจองด์ การเพ่ิมของเอลิเมนต์ท าให้
ผลลัพธ์ได้วิ่งเข้าใกล้ผลจากวิธีรูปแบบปิด สมารถกล่าวได้ว่า ณ ปัญหาเอลิเมนต์หยาบ ๆ ผลลัพธ์ที่ได้
จากวิธีรูปแบบปิดมีความแม่นย าว่าวิธีของเกาส์ 8×8 จุดเกาส์ โดยเฉพาะผลลัพธ์ของการเคลื่อนที่ (รูป
ที่ 7.55 ก - ข) และความเค้นตั้งฉากแกน x (รูปที่ 7.55 ค) 
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ก) การเคลื่อนที่ในแนวแกน x (u) ข) การเคลื่อนที่ในแนวแกน y (v) 

  
ค) ความเค้นตั้งฉากแกน x ง) ความเค้นตั้งฉากแกน y 

 
จ) ความเค้นเฉือนระนาบ xy  

รูปที่ 7.55 การเปรียบเทียบปริมาตรใต้พ้ืนผิวระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอจองด์ 8×8 จุด
ที่การแบ่งเอลิเมนต์แตกต่างกัน 

พิจารณาประสิทธิภาพของวิธีรูปแบบปิด จากการเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการค านวณ  
เมทริกซ์แข็งเกร็งของระบบแบบวนซ้ าระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์ -เลอจองด์ แสดงในตารางที่ 
7.6 พบว่าวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาน้อยกว่าวิธีของเกาส์ 2×2 จุดทุกกรณีที่จ านวนเอลิเมนต์แตกต่างกัน 
ดังนั้นวิธีรูปแบบปิดจะใช้เวลาน้อยกว่าวิธีของเกาส์ที่จ านวนจุดเกาส์ต่าง ๆ ด้วย เรายละเอียดแสดงใน
ภาคผนวก ค ยกตัวอย่างเช่น กรณีที่แบ่งโดเมนของปัญหาเป็น 539 เอลิเมนต์ หากใช้ดจุดเกาส์ 8×8 
จุด ในการค านวณแบบวนซ้ า 2,000 รอบ จะใช้เวลา 11 นาที 40 วินาที เป็นต้น 
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ตารางที่ 7.6 เวลาที่ใช้ในการค านวณด้วยวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์-เลอจองด์ 

จ านวนเอลิเมนต์ จ านวนรอบวนซ้ า 
เวลาที่ใช้ในการค านวณ (นาที : วินาที) 
วิธีรูปแบบปิด วิธีของเกาส์ 2×2 จุด 

539 2,000 0:26 1:10 

1,077 1,000 0:26 1:10 
3,026 350 0:25 1:10 

5,144 200 0:23 1:07 
9,237 150 0:32 1:37 

 

7.2.5 ปัญหาแผ่นวงแหวนบางก าหนดอุณหภูมิขอบในและขอบนอก รับโหลดจากความดันตลอด
ขอบด้านใน  
แผ่นวงแหวนขนาดรัศมีภายในเท่ากับ 100 มิลลิเมตรและรัศมีภายนอกเท่ากับ 200 

มิลลิเมตร ความหนา 1 มิลลิเมตร ก าหนดอุณหภูมิที่ขอบในมีค่าเท่ากับ  30°CiT =  ในขณะที่
อุณหภูมิขอบนอกมีค่าเท่ากับ 80°FoT =  รับโหลดแรงดันจากขอบด้านในขนาด 65×10 Pap =  
โดยคุณสมบัติของวัสดุแผ่นวงแหวน ประกอบด้วยค่าโมดูลัสของยังส์  = 200 GPaE  อัตราส่วน 
ปัวส์ซง  = 0.25  ค่าสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ -66×10 /°C =  และอุณหภูมิ
อ้างอิงเมื่อไม่เกิดความเค้นในวัสดุ 0 0°CT =  ดังแสดงรายละเอียดในรูปที่ 7.56 

  
รูปที่ 7.56 ปัญหาบนแผ่นวงแหวน รูปที่ 7.57 ลักษณะปัญหาที่น ามาพิจารณา 
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เนื่องจากความสมมาตรของปัญหาจึงพิจารณาเพียงหนึ่งในสี่ของปัญหาทั้งหมด ดังรูปที่ 7.57 
เงื่อนไขขอบเขตถูกก าหนดโดย ตลอดขอบ x = 0  มีพฤติกรรมการเคลื่อนที่สมมาตรกับแกน y และ
ตลอดขอบ y = 0 มีพฤติกรรมการเคลื่อนที่สมมาตรกับแกน x โดยแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็น 
169 , 532 , 1,081 , 2,537 และ 5,176 เอลิเมนต์ เพ่ือทดสอบความแม่นย าของวิธีรูปแบบปิด  

ส าหรับปัญหานี้ จะใช้โปรแกรมไฟไนต์เอลิเมนต์ในการค านวณ ตั้งแต่การแก้ปัญหาการถ่ายเท
ความร้อน โดยจะได้ผลลัพธ์เป็นอุณหภูมิจุดต่อ จากนั้นน าอุณหภูมิจุดต่อมาค านวณหาการเคลื่อนที่ 
และความเค้นตามล าดับ ผลการกระจายตัวของผลลัพธ์บนแผ่นรูปวงแหวนซึ่งค านวณจากวิธีรูปแบบ
ปิดบนการแบ่งปัญหา 5,176 เอลิเมนต์ แสดงในแผนภาพดังรูปที่ 7.59 ถึง รูปที่ 7.63 โดยแสดงการ
กระจายตัวของอุณหภูมิ การเคลื่อนที่ในแนวแกน x การเคลื่อนที่ในแนวแกน y ความเค้นตั้งฉากแกน 
x ความเค้นตั้งฉากแกน y และความเค้นเฉือนบนระนาบ xy ตามล าดับ 

  
รูปที่ 7.58 การกระจายตัวของอุณหภูมิ รูปที่ 7.59 การเคลื่อนที่ในแนวแกน x (u) 

  
รูปที่ 7.60 การเคลื่อนที่ในแนวแกน y (v) รูปที่ 7.61 ความเค้นตั้งฉากแกน x ( x ) 
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รูปที่ 7.62 ความเค้นตั้งฉากแกน y ( y ) รูปที่ 7.63 ความเค้นเฉือนบนระนาบ xy ( xy ) 

 

รูปที่ 7.64 แสดงการเปรียบเทียบปริมาตรใต้พ้ืนผิวการเคลื่อนที่และความเค้นระหว่างวิธีรูปแบบปิด
และวิธีของเกาส์ 8×8 จุดเกาส์ซึ่งเป็นกรณีที่มีความแม่นย าสูง พบว่าทั้งวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์
ให้ผลลัพธ์ที่ค่าใกล้เคียงกัน ดังนั้นสามารถกล่าวได้ว่า จากปัญหานี้วิธีรูปแบบปิดให้ความแม่นย า
เทียบเคียงได้เท่ากับวิธีเกาส์-เลอจองด์ 8×8 จุด 

  
ก) การเคลื่อนที่แนวแกน x (u) ข) การเคลื่อนที่แนวแกน y (v) 

  
ค) ความเค้นตั้งฉากแกน x ( x ) ง) ความเค้นตั้งฉากแกน y ( y ) 
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จ) ความเค้นเฉือนระนาบ xy ( xy ) 

รูปที่ 7.64 ปริมาตรใต้พ้ืนผิวของปัญหาวงแหวน ณ เอลิเมนต์ต่าง ๆ 

การทดสอบประสิทธิภาพของวิธีรูปแบบปิด จะพิจารณาเวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์  
แข็งเกร็งแบบวนซ้ ากับเปรียบเทียบกับวิธีเกาส์-เลอจองด์ 2×2 จุด เนื่องจากเป็นกรณีที่ใช้เวลาน้อย
ที่สุดในการค านวณของวิธีของเกาส์ จากตารางที่ 7.7 จะพบว่า วิธีรูปแบบปิดใช้เวลาน้อยกว่าวิธีของ
เกาส์-เลอจองด์ทุก ๆ กรณีที่เอลิเมนต์มีจ านวนแตกต่างกัน นอกจากนี้ยังแสดงให้เห็นว่าวิธีรูปแบบปิด
ยังใช้เวลาน้อยกว่าวิธีเกาส์-เลอจองด์เมื่อใช้จ านวนจุดเกาส์มากขึ้นอีกด้วย เช่น กรณี 5,176 เอลิเมนต์ 
หากใช้จุดเกาส์ 8×8 จุดในการค านวณแบบวนซ้ า 200 รอบ จะใช้เวลา 10 นาที 28 วินาที เป็นต้น 
รายละเอียดของเวลาที่ใช้ในการค านวณท่ีจ านวนจุดเกาส์อื่น ๆ แสดงในภาคผนวก ค  

ตารางที่ 7.7 เวลาที่ใช้ในการค านวณด้วยวิธีรูปแบบปิดและวิธีของเกาส์-เลอจองด์ 

จ านวนเอลิเมนต์ จ านวนรอบวนซ้ า 
เวลาที่ใช้ในการค านวณ (นาที : วินาที) 

วิธีรูปแบบปิด วิธีของเกาส์ 2×2 จุด 
169 6000 0:24 1:04 

532 2000 0:24 1:07 

1,081 1000 0:25 1:17 
2,537 400 0:23 1:12 

5,176 200 0:22 1:15 

 

ในบนนี้ได้น าเสนอการตรวจสอบความถูกต้องของวิธีรูปแบบปิดทั้งในการแก้ปัญหาการน า
ความร้อนและการแก้ปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อนแล้ว ซึ่งพบว่าผลลัพธ์ที่ได้มีความแม่นย าสูง
เทียบเท่ากับวิธีเกาส์-เลอจองด์ที่ใช้จุดเกาส์จ านวนมาก ในขณะเดียวกันวิธีรูปแบบปิดก็ใช้เวลาในการ
ค านวณน้อยกว่าวิธีเกาส์-เลอจองด ์  
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บทที่ 8 
บทสรุป ปัญหาที่พบ และข้อเสนอแนะ 

8.1 บทสรุปของงานวิจัย 

วิทยานิพนธ์ฉบับนี้น าเสนอการประดิษฐ์ เอลิเมนต์เมทริกซ์รูปแบบปิดส าหรับเอลิเมนต์
สี่ เหลี่ยมใด ๆ สี่จุดต่อเพ่ือน าไปใช้แก้ปัญหาความเค้นเนื่ องจากความร้อน พร้อมทั้งประเมิน
ความสามารถของวิธีรูปแบบปิดทั้งความแม่นย าและประสิทธิภาพ โดยจะเริ่มต้นจากการทบทวน
วรรณกรรมเพ่ือให้ทราบถึงพัฒนาการของการหาสมการรูปแบบปิด เพ่ือพยายามลดความคลาดเคลื่อน
เนื่องจากการอินทิเกรตเชิงค านวณ (numerical integration) จากนั้นได้อธิบายทฤษฎีพ้ืนฐานของ
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ และวิธีถ่วงน้ าหนักเศษตกค้างถูกเลือกมาใช้ในการประดิษฐ์สมการ  
ไฟไนต์เอลิเมนต์ ถัดมาได้อธิบายทฤษฎีพ้ืนฐานของการถ่ายเทความร้อนและอีลาสติก โดยแสดง
สมการปริพันธ์ความคุม (governing equation) ตั้งต้น แสดงการหาสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ทีละ
ขั้นตอนจนกระทั่งได้สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สมบูรณ์ แล้วประยุกต์การอินทิเกรตซึ่งในส่วนนี้จะแบ่ง
ออกเป็น 2 วิธีคือ 1. วิธีแบบดั้งเดิม หรือวิธีของเกาส์-เลอจองด์ ซึ่งเป็นวิธีที่ถูกน ามาใช้อ้างอิงในการ
จรวจสอบความแม่นย าและประสิทธิภาพของวิธีรูปแบบปิด  2. วิธีรูปแบบปิด ในส่วนนี้อธิบายขั้นตอน
การหาสมการรูปแบบปิด เริ่มจากการจัดรูปสมการพีชคณิตของต าแหน่งจุดต่อ ใช้โปรแกรม 
แมทาเมทิกา (Mathematica) ช่วยอินทิเกรตและจัดรูปสมการด้วยมืออีกครั้ง นอกจากนั้นยังพิจารณา
เงื่อนไขรูปร่างของเอลิเมนต์ แล้วจึงน าไปประดิษฐ์เป็นโปรแกรมคอมพิวเตอร์ซึ่งรายละเอียดของ
โปรแกรมคอมพิวเตอร์อธิบายไว้ในบทที่ 6  

ผลการทดสอบความแม่นย าและประสิทธิภาพของวิธีรูปแบบปิดถูกน าเสนอเป็น 2 ส่วน คือ 
ส่วนที่ทดสอบกับปัญหาความร้อน และส่วนที่ทดสอบกับปัญหาอีลาสติก โดยการทดสอบกับปัญหา
ความร้อนเริ่มจากน าไปทดสอบกับปัญหาเอลิเมนต์เดี่ยว เปรียบเทียบระหว่างวิธีรูปแบบปิดกับวิธี
เกาส์-เลอจองด์ พบว่าวิธีรูปแบบปิดให้ผลที่มีความแม่นย าสูง โดยเฉพาะอย่างยิ่งเมื่อเอลิเมนต์ที่มี
รูปร่างบิดเบี้ยว และจะเห็นได้อย่างชัดเจนว่าวิธีรูปแบบปิดให้ความแม่นย าเทียบเท่ากับวิธีของเกาส์ที่
ใช้จุดเกาส์จ านวนมาก ๆ ในการค านวณ ส าหรับประสิทธิภาพในการหาเอลิเมนต์เมทริกซ์การน าความ
ร้อนด้วยวิธีแบบปิดกับปัญหาเอลิเมนต์เดี่ยวพบว่าวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าวิธี
เกาส์-เลอจองด์ทุกกรณี เมื่อน ามาทดสอบแก้ไขปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้า ที่ไม่มี
การสร้างความร้อนขึ้นเอง โดยเริ่มพิจารณาจากการแบ่งปัญหาเป็น 5 เอลิเมนต์ การทดสอบความ
ถูกต้องแม่นย าท าโดยการน าผลค านวณไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรง พบว่าความแม่นย าของวิธี
รูปแบบปิดเทียบเท่ากับวิธีเกาส์-เลอจองด์ที่จ านวนจุดเกาส์มาก ๆ และยังใช้เวลาในการค านวณน้อย
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กว่าวิธีเกาส์-เลอจองด์อีกด้วย จากนั้นทดสอบเพ่ิมเติมกับปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสามเหลี่ยม 
ที่มีการสร้างความร้อนขึ้นเอง ปัญหานี้ทดสอบจากการแบ่งโดเมนของปัญหาจากจ านวนเอลิเมนต ์
น้อย ๆ และค่อย ๆ เพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์ให้ละเอียดขึ้น ผลการค านวณพบว่าได้ผลลัพธ์ที่สอดคล้องกับ
ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส ที่มีการสร้างความร้อนขึ้นเอง คือวิธีรูปแบบปิดให้
ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย าเทียบกับวิธีเกาส์-เลอจองด์ที่จ านวนจุดเกาส์มาก อีกทั้งยังใช้เวลาในการ
ค านวณน้อยกว่าวิธีของเกาส์-เลอจองด์อีกด้วย นอกจากนี้ยังน าไปทดสอบกับปัญหาการน าความร้อน
บนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส ที่มีการพาความร้อนตามขอบ ซึ่งก็ได้ผลลัพธ์ไปในทิศทางเดียวกัน กรณีสุดท้าย
ที่น าโปรแกรมของวิธีรูปแบบปิดไปทดสอบคือ ปัญหาการน าความร้อนของแผ่นสี่เหลี่ยมเจาะรูซึ่งเป็น
กรณีที่โดเมนของปัญหามีรูปร่างซับซ้อนและมีการประยุกต์การพาความร้อนตามแนวขอบ การ
ทดสอบนี้พิจารณาความแม่นย าจากค่าเฉลี่ยของเปอร์เซ็นต์ความแตกต่างสัมพัทธ์เมื่อใช้จ านวนจุด
เกาส์ที่แตกต่างกัน พบว่าเมื่อเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ในการค านวณจะท าให้ความแตกต่างนี้ลดลง แสดงว่า
วิธีรูปแบบปิดให้ผลลัพธ์เทียบเท่ากับวิธีเกาส์-เลอจองด์ที่ใช้จุดเกาส์ในการค านวณมาก ๆ ส่วนเวลาที่
ใช้ในการค านวณวิธีรูปแบบปิดก็ยังใช้เวลาน้อยกว่าวิธีเกาส์-เลอจองดเ์ช่นกัน 

เมื่อมาพิจารณาส่วนของการแก้ปัญหาอีลาสติก โดยเริ่มจากการทดสอบเอลิเมนต์เดี่ยว
เนื่องจากขนาดของเอลิเมนต์เมทริกซ์ที่ใหญ่ขึ้น จากเมทริกซ์การน าความร้อนขนาด 4×4 เป็นเมทริกซ์
แข็งเกร็งขนาด 8×8 ท าให้เห็นผลต่างของเวลาที่ใช้ในการค านวณระหว่างสองวิธีนี้แตกต่างชัดเจนมาก
ยิ่งขึ้น และยังคงแสดงให้เห็นว่าวิธีรูปแบบปิดให้ความแม่นย าที่สูง โดยเฉพาะเอลิเมนต์ที่มีรูปร่างบิด
เบี้ยวสามารถให้ผลลัพธ์ที่แม่นย าในขณะที่วิธีเกาส์-เลอจองด์ จะต้องใช้จ านวนจุดเกาส์เพ่ิมมากขึ้น 
เมื่อน ามาทดสอบกับปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่รับภาระของอุณหภูมิที่กระจายตัวเชิงเส้นตามแกน x
โดยแบ่งปัญหาออกเป็น 4 เอลิเมนต์และพิจารณาความแม่นย าจากการเปรียบเทียบปริมาตรใต้พ้ืนผิว
ของค่าการเคลื่อนที่ พบว่าการเพ่ิมจ านวนจุดเกาส์ในการค านวณ จะท าให้ค่าคลาดเคลื่อนของปริมาตร
ที่ค านวณได้จากวิธีเกาส์-เลอจองด์มีค่าเข้าใกล้ค่าคลาดเคลื่อนที่ได้จากวิธีรูปแบบปิด  จากนั้นแบ่ง
ปัญหาโดยใช้จ านวนเอลิเมนต์มากขึ้น พบว่าท าให้ความคลาดเคลื่อนที่ค านวณได้ลดลงทั้ง 2 วิธี แล้ว
เมื่อเปรียบเทียบระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอจองด์ ก็ยังพบว่าค่าคลาดเคลื่อนที่ได้จากวิธี
รูปแบบปิดมีค่าเทียบเท่ากับการใช้จุดเกาส์จ านวนมากในการค านวณ ส าหรับเวลาที่ใช้ในการค านวณ
จะพบว่าวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาน้อยกว่าวิธีเกาส์-เลอจองด์ทุกรณี เมื่อพิจารณากับแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่
รับภาระของอุณหภูมิแบบหลังคาบ้าน ซึ่งพิจารณาความแม่นย าจากปริมาตรใต้พ้ืนผิวความเค้น พบว่า
ความคลาดเคลื่อนจากผลเฉลยแม่นตรงมีค่าน้อยมากทั้งวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์ -เลอจองด์ แต่
อย่างไรก็ดี วิธีรูปแบบปิดยังใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าวิธี เกาส์-เลอจองด์ทุกกรณีที่พิจารณา เมื่อ
น าไปทดสอบกับปัญหาอ่ืน ๆ ได้แก่ ปัญหาคานถูกตรึงปลายทั้งสองข้างและรับภาระของอุณหภูมิที่
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กระจายตัวเชิงเส้นตามแกน x กรณีนี้ไม่มีผลเฉลยแม่นตรงจึงพิจารณาเปรียบเทียบปริมาตรใต้พ้ืนผิว
ของผลลัพธ์ระหว่างวิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอจองด์ ที่การแบ่งเอลิเมนต์ต่าง ๆ กัน พบว่าวิธี
รูปแบบปิดให้ความแม่นย าที่ดีแม้กรณีท่ีแบ่งเอลิเมนต์หยาบ ๆ ในขณะที่วิธีของเกาส์ ต้องใช้จ านวนจุด
เกาส์ที่มากขึ้น หรือแบ่งเอลิเมนต์ให้ละเอียดมากพอจึงจะให้ความแม่นย าเทียบเคียงกับวิธีรูปแบบปิด 
อีกทั้งวิธีรูปแบบปิดยังใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าวิธีเกาส์ -เลอจองด์อีกด้วย ปัญหาสุดท้ายที่ใช้
ทดสอบเป็นปัญหาแผ่นวงแหวนบางก าหนดอุณหภูมิขอบในและขอบนอก รับโหลดจากความดันตลอด
ขอบด้านใน โดยใช้การค านวณด้วยวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ตั้งแต่การถ่ายเทความร้อน จนได้อุณหภูมิ ณ 
จุดต่อและค านวณหาค่าการเคลื่อนที่ และความเค้นตามล าดับ พบว่าค่าปริมาตรใต้ผลลัพธ์ที่สนใจจาก
วิธีรูปแบบปิดและวิธีเกาส์-เลอจองด์มีค่าใกล้เคียงกัน แต่อย่างไรก็ดี วิธีรูปแบบปิดก็ยังใช้เวลาในการ
ค านวณน้อยกว่าวิธีเกาส์-เลอจองด์ทุก ๆ การใช้จ านวนเอลิเมนต์ที่แตกต่างกัน  

งานวิจัยนี้แสดงให้เห็นความสามารถและประสิทธิภาพของวิธีรูปแบบปิด ว่าสามารถ
ค านวณหาผลลัพธ์ที่มีความแม่นย าสูง ซึ่งจะเป็นประโยชน์อย่างยิ่งในกรณีที่ปัญหามีรูปร่างที่ซับซ้อน
ขึ้น จนท าให้แบ่งเอลิเมนต์ที่มีรูปร่างที่สมบูรณ์ได้ยากหรือท าให้การแบ่งเอลิเมนต์มีลักษณะบิดเบี้ยว
มาก นอกจากนี้จากการทดสอบดังที่กล่าวไว้ข้างต้น จะเห็นว่าวิธีรูปแบบปิดให้ความแม่นย าที่ดี แม้ว่า
จะมีปริมาณเอลิเมนต์น้อย ซึ่งจะเป็นประโยชน์ต่อการแก้ปัญหาเชิงปฏิบัติ เพราะสามารถลดเวลาที่ใช้
ในการค านวณที่ไม่จ าเป็นจากการสร้างเอลิเมนต์ที่มีความละเอียดมาก ๆ โดยที่ยังได้รับผลลัพธ์ที่มี
ความแม่นย าสูงอยู่  และจากการทดสอบกรณีต่าง ๆ ยิ่งแสดงให้เห็นว่าวิธีรูปแบบปิดใช้เวลาในการ
ค านวณน้อย เมื่อเทียบกับวิธีแบบดั้งเดิมเนื่องจากเขียนโปรแกรมด้วยหลักการเวกเตอร์ไรเซชัน  
(vectorization) หรือการด าเนินการค าสั่งเพียงครั้งเดียวกับข้อมูลจ านวนมาก ช่วยลดเวลาในการ
ค านวณอย่างมากเมื่อเทียบกับการค านวณแบบวนซ้ า 

8.2 ปัญหาที่พบในงานวิจัย 

จากการน าโปรแกรมที่ประดิษฐ์จากวิธีรูปแบบปิดไปทดสอบกับปัญหาหลากหลายรูปแบบ
แล้ว พบปัญหาความคลาดเคลื่อนเนื่องจากการค านวณ (numerical error) เพราะถ้าหากสังเกต
สมการรูปแบบปิดของเมทริกซ์ความร้อนในกรณีที่ 1 เมื่อเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมที่พิจารณาไม่มีด้านใด
ขนานกันเลย จะพบว่าสมการเมทริกซ์รูปแบบปิดของเอลิเมนต์จะอยู่ในรูปแบบของเศษส่วน เมื่อตัว
ส่วนมีค่าน้อยมาก ๆ เข้าใกล้ศูนย์ จะท าให้ผลจากการค านวณรวมมีค่ามากเกินกว่าความเป็นจริง ซึ่ง
กรณีท่ีจะท าให้ตัวส่วนมีค่าน้อยมาก ๆ นั้น เกิดจากด้านตรงข้ามของเอลิเมนต์เกือบขนานกันและส่งผล
ให้ตัวส่วนมีค่าเกือบเป็นศูนย์ จึงยังไม่ถูกจัดให้อยู่ในประเภทของเอลิเมนต์ที่มีด้านขนานกัน  ดังนั้นจึง
มีการพิจารณาเกณฑ์การแบ่งกรณเีพ่ิมเติมส าหรับการประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ โดยใช้หลักการ
ทางคณิตศาสตร์ที่ว่า ถ้าด้านตรงข้ามของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมขนานกัน ด้านทั้งสองจะต้องมีความชัน
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เท่ากัน หรือกล่าวอีกนัยหนึ่งว่าด้านทั้งสองจะต้องท ามุม 0 องศาซึ่งกันและกัน ดังนั้น หากพิจารณา 
เอลิเมนต์ใด ๆ แล้ว พบว่ามุมระหว่างด้านตรงข้ามทั้งสองของเอลิเมนต์มีขนาดเล็กมาก ๆ ต่ ากว่าค่าที่
ก าหนดไว้ค่าหนึ่ง จะถือว่าเอลิเมนต์ดังกล่าวอยู่ในกลุ่มท่ีมีด้านขนานกันไปเลย เพ่ือขจัดปัญหาการหาร
ด้วยค่าใกล้ศูนย์ การหาเกณฑ์มุมองศาที่แตกต่างกันเพ่ือจัดกลุ่มชนิดของเอลิเมนต์ในวิทยานิพนธ์ฉบับ
นี้ ได้จากการทดสอบในปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่รับภาระของอุณหภูมิที่กระจายตัวเชิงเส้นตามแกน 
x (หัวข้อ 7.2.2) ซึ่งค่าคลาดเคลื่อนที่สูงผิดปกตินี้ จะพบเมื่อใช้เอลิเมนต์จ านวนมากหรือเอลิเมนต์ทีมี่
ขนาดเล็ก โดยรูปที่ 8.1 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างค่าคลาดเคลื่อนของผลการค านวณที่ผ่านการท า
นอร์มัลไลซ์แล้ว (แกน y) กับเกณฑ์ความแตกต่างของมุมที่ใช้ก าหนดให้ด้านของเอลิเมนต์ขนานกัน 
(แกน x) โดยค่าที่แสดงบนแกน y นี้ค านวณจากการน าค่าร้อยละของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ที่
สูงสุด (maximum absolute percentage error) ที่ค านวณได้ในแต่ละค่ามุมองศาที่แตกต่างกัน 
หารด้วยค่าร้อยละของความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ที่สูงสุดที่ค านวณได้ในกรณีที่ใช้จ านวนเอลิเมนต์
เท่ากัน จากกราฟจะสังเกตเห็นว่าที่ค่ามุมองศาที่แตกต่างกันเท่ากับ 0.4 จะให้ค่าความคลาดเคลื่อนมี
ค่าต่ าสุด ดังนั้นในวิทยานิพนธ์ฉบับนี้จึงเลือก 0.4 องศาเป็นเกณฑ์ในการพิจารณาว่าด้านตรงข้ามของ
เอลิเมนต์ใด ๆ ขนานกันหรือไม ่กล่าวคือหากด้านที่อยู่ตรงข้ามกันท ามุมต่างกันน้อยกว่า 0.4 องศา จะ
ถือว่าด้านทั้งสองขนานกัน  

 
รูปที่ 8.1 ค่าคลาดเคลื่อนเมื่อเกณฑ์การขนานที่องศาต่าง ๆ กัน 

ปัญหาที่พบในล าดับต่อมาเกี่ยวข้องกับการใช้โปรแกรม Automesh2D เนื่องจากการเลือก
ปัญหาพ้ืนฐานเพ่ือน ามาทดสอบมีรูปร่างของปัญหาที่ไม่ซับซ้อนซึ่งง่ายต่อการสร้างเอลิเมนต์ และ
โปรแกรม Automesh2D เป็นโปรแกรมที่ถูกพัฒนาส าหรับการแบ่งเอลิเมนต์ของปัญหาสองมิติ เพ่ือ
น าไปใช้แก้ปัญหาจริง ดังนั้นโปรแกรมจึงถูกออกแบบมาให้สร้างเอลิเมนต์ที่มีรูปร่างสมบูรณ์มากที่สุดที่
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จะสามารถสร้างได้และมีความบิดเบี้ยวน้อยที่สุด แต่อย่างไรก็ตาม การทดสอบความแม่นย าต้องการ
พิจารณาเอลิเมนต์ที่มีความไม่สมบูรณ์เพราะการแก้ปัญหาเชิงปฏิบัติอาจจะต้องพบกับปัญหามีรูปร่าง
ที่ซับซ้อน ดังนั้นจึงต้องรบกวนการสร้างเอลิเมนต์ของโปรแกรม ท าให้ไม่สามารถควบคุมระดับความ
บิดเบี้ยวได้ ว่ามีความบิดเบี้ยวมากน้อยเพียงใด  

นอกจากนี้การสร้างเอลิ เมนต์ ในรูปร่างที่ประกอบขึ้นจากส่วนโค้งด้วยโปรแกรม 
Automesh2D พบปัญหาในกรณีของกรณีปัญหาวงแหวน เพราะหลังจากสร้างเอลิเมนต์แล้วขอบเขต
โดเมนจะมีการเปลี่ยนแปลง ยกตัวอย่างเช่น ขอบล่างของปัญหาวงแหวน ดังแสดงในรูปที่ 8.2รูปที่ 8. 
โดยเฉพาะอย่างยิ่งบริเวณที่ต้องก าหนดเงื่อนไขขอบเขต ดังนั้นจะต้องตรวจสอบและท าการแก้ไขด้วย
มือก่อนน าไปใช้ 

 
รูปที่ 8.2 ปัญหาการเปลี่ยนแปลงรูปร่างของโดเมนหลังการสร้างเอลิเมนต์ 

8.3 ข้อเสนอแนะส าหรับการวิจัยในอนาคต 

จากข้างต้นแสดงให้เห็นประโยชน์ของวิธีรูปแบบปิดที่ถูกน าไปใช้แก้ปัญหาความเค้นเนื่องจาก
ความร้อน นอกจากให้ผลลัพธ์ที่มีความแม่นย าแล้ว ยังใช้เวลาในการค านวณน้อยกว่าวิธีดั้งเดิมอีกด้วย 
ดังนั้นหากน าไปประยุกต์ใช้กับปัญหาอ่ืน ๆ ที่มีความซับซ้อนยิ่งขึ้นไป เช่น ปัญหาของไหล การโก่งของ
แผ่น หรือพัฒนาต่อไปในระดับการแก้ปัญหา  3 มิติ ที่ ใช้ เอลิเมนต์แบบสี่ เหลี่ยมทรง  6 หน้า 
(hexahedron element) เพ่ือขยายขอบเขตการใช้งานให้กว้างขวางยิ่งขึ้น น่าจะได้รับประโยชน์
อย่างมา 
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ภาคผนวก ก 
การสร้างสมการรูปแบบปิดส าหรับปัญหาความร้อน 

ส าหรับการแก้ปัญหาการน าความร้อนในสองมิติของเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมสี่จุดต่อ ภายใต้สถานะ

คงตัว ซึ่งในบทนี้จะอธิบายรายละเอียดเพิ่มเติมส าหรับการสร้างเมทริกซ์การน าความร้อน  CK  และ
โหลดเวกเตอร์ของความร้อนที่ผลิตขึ้นเอง  

จากบทที่ 5 ได้แสดงขั้นตอนการหาสมการรูปแบบปิดของเมทริกซ์การน าความร้อนขนาด 
4×4 โดยเริ่มจากสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ จากนั้นใช้โปรแกรมคณิตศาสตร์สัญลักษณ์ Mathematica 
ช่วยในหารอินทิเกรตและจัดรูปจนกระท่ังได้สมการพีชคณิตแต่ละกรณีจากเกณฑ์ท่ีแบ่งตามรูปร่างของ
เอลิเมนต์ 4 กรณีคือ 

กรณีท่ี 1 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมที่ไม่มีด้านใดขนานกัน 
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 + + +
= + 

 
 

กรณีท่ี 2 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมที่ด้าน 12  ขนานกับด้าน 34  

( ) ( ) ( )( )

2

3 2 2 2

12 12

3 6 6 6 2 log log
C

mpr grkt
K

r mp gpr hr lr p r p r

 − +
=  

− − + + − − +  

 

กรณีท่ี 3 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้าน 14  ขนานกับด้าน 23 

( ) ( ) ( )( )

2

3 2 2 2

12 12

3 6 6 6 2 log log
C

lpq fqkt
K

q lp fpq hq mq p q p q

 − +
=  

− − + + − − +  

 

กรณีท่ี 4 เอลิเมนต์รูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 

( )( )4 3
3

C

kt
K h l m

p
= + +

 
โดยตัวแปร p, q และ r เป็นสมบัติของเอลิเมนต์หรือกล่าวคือ สมาชิกทุกตัวในเอลิเมนต์เมทริกซ์ จะ
ใช้ค่าเดียวกัน ซึ่งสมการรูปแบบปิด คือ 

13 24 24 13p x y x y= −  

34 12 12 34q x y x y= −  

23 14 14 23r x y x y= −  
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ส าหรับสมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย ได้แก่ h, f, g, l, m และ n แสดงรายละเอียดดังนี้ โดยตัว
ห้อยของตัวแปรย่อย หรือ ij หมายถึงต าแหน่งบนเอลิเมนต์เทมริกซ์  

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย h 
2 2

24 2411h x y− −=    13 24 13 2412h x x y y+=  

2 2

13 24 24h x y= +     14 13 14 13 14h x x y y−= −  
2 2

22 13 13h x y= − −     23 13 24 13 24h x x y y−= −  
2 2

24 13 13h x y= +    2 2

33 24 24h x y= − −  

34 13 24 13 24h x x y y= +   
2 2

44 13 13h x y= − −  

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย f 

( )11 24 34 24 342f x x y y= +  

( ) ( ) 2 2 2 2

12 34 34 3 4 3 41 2 1 2f x y x x y yx x y y= − − + − + −+ +   
2 2 2 2

13 13 24 13 24 2 4 2 4f x x y y x x y y= − − + − + −   

14 12 24 13 34 12 24 13 34f x x x x y y y y= + + +  
( )22 13 34 13 342f x x y y= +  

23 12 13 24 34 12 13 24 34f x x x x y y y y= + + +  
2 2 2 2

24 13 24 13 24 3 1 3 1f x x y y x x y y= + + − + −  
( )33 12 24 12 242f x x y y= +  

( ) ( ) 2 2 2 2

34 12 3 4 12 3 4 2 1 2 1f x x x y y y x x y y= + + + + − + −  
( )44 12 13 12 132f x x y y= +  

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย g 
( )11 23 24 23 242g x x y y= +  

12 13 23 14 24 13 23 14 24g x x x x y y y y= − − − −  

2 2 2 2

13 13 24 13 24 4 2 4 2g x x y y x x y y= + + − + −  

2 2 2 2

14 14 23 14 23 3 2 3 2g x x y y x x y y= + + − + −  

( )22 13 14 13 142g x x y y= +  

2 2 2 2

23 14 23 14 23 4 1 4 1g x x y y x x y y= + + − + −  

2 2 2 2

24 13 24 13 24 3 1 3 1g x x y y x x y y= + + − + −  

( )33 14 24 14 242g x x y y= − +  

34 13 14 23 24 13 14 23 24g x x x x y y y y= + + +  

( )44 13 23 13 232g x x y y= − +  

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย l 
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2 2

11 34 34l x y= − −    2 2

12 34 34l x y= +  

13 12 34 12 34l x x y y= +   14 12 34 12 34l x x y y= − −  
2 2

22 34 34l x y= − −    23 12 34 12 34l x x y y= − −  

24 12 34 12 34l x x y y= +   2 2

33 12 12l x y= − −  
2 2

34 12 12l x y= +    2 2

44 12 12l x y= − −  

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย m 
2 2

11 23 23m x y= − −    12 14 23 14 23m x x y y= +  

13 14 23 14 23m x x y y= − −   2 2

14 23 23m x y= +  
2 2

22 14 14m x y= − −    2 2

23 14 14m x y= +  

24 14 23 14 23m x x y y= − −   2 2

33 14 14m x y= − −  

34 14 23 14 23m x x y y= +   2 2

44 23 23m x y= − −  

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย n 

( )11 23 34 23 342n x x y y= − +  
2 2 2 2

12 12 34 12 34 4 3 4 3n x x y y x x y y= + + − + −  

13 12 23 14 34 12 23 14 34n x x x x y y y y= − + −  
2 2 2 2

14 14 23 14 23 2 3 2 3n x x y y x x y y= − − + − + −  
( )22 14 34 14 342n x x y y= − +  

2 2 2 2

23 14 23 14 23 4 1 4 1n x x y y x x y y= + + − + −  

24 12 14 23 34 12 14 23 34n x x x x y y y y= − + −  
( )33 12 14 12 142n x x y y= +  

2 2 2 2

34 12 34 12 34 2 1 2 1n x x y y x x y y= + + − + −  
( )44 12 23 12 232n x x y y= +  
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ภาคผนวก ข 
การสร้างสมการรูปแบบปิดส าหรับปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน 

ภาคผนวกบทนี้จะอธิบายรายละเอียดเพ่ิมเติมในการสร้างเอลิเมนต์เมทริกซ์แข็งแกร็ง  K   
และจากเนื้อหาในบทที่ 5 ซึ่งได้จะแสดงขั้นตอนในการค านวณและสมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย
ต่าง ๆ ของเมทริกซ์แข็งเกร็งตั้งแต่เริ่มตั้งสมการไฟไนต์เอลิเมนต์ การจัดรูป แนะน าตัวแปรระหว่าง
การด าเนินการ I  จนถึงขั้นตอนประกอบเป็นเอลิเมนต์เมทริกซ์แข็งเกร็ง 

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อยส าหรับสร้างเมทริกซ์แข็งเกร็ง ได้แก่ ค่า h , f, g , l , m 
และ n โดยตัวห้อยของตัวแปรย่อยหมายถึงต าแหน่งบนเอลิเมนต์เทมริกซ์ ในขณะที่ตัวห้องของ  x 

และ y หมายถึงผลต่างของค่า x และ y ระหว่างจุดต่อ 2 จุดต่อนั้น ๆ เช่น 12 1 2x x x= −  , 

34 3 4y y y= −  หรือ ( )
22

12 1 2x x x= −  เป็นต้น  

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย h 

กลุ่มท่ี 1 :  2

11 24h y=   2

22 24h x=  

   2

33 13h y=   2

44 13h x=  
   2

55 24h y=   2

66 24h x=  

   2

77 13h y=   2

88 13h x=  
กลุ่มท่ี 2 :  12 24 24h x y= −   34 13 13h x y= −  

56 24 24h x y= −   78 13 13h x y= −  
กลุ่มท่ี 3 :  13 13 24h y y= −   24 13 24h x x= −   

   35 13 24h y y=   46 13 24h x x=  

   57 13 24h y y= −   68 13 24h x x= −   
   17 13 24h y y=   28 13 24h x x=  
   2

15 24h y= −    2

26 24h x= −  
   2

37 13h y= −    2

48 13h x= −  
กลุ่มท่ี 4 :  14 24 13h x y=    23 13 24h x y=   

18 24 13h x y= −    27 13 24h x y= −   
 

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย  f 
กลุ่มท่ี 1 :  11 24 342f y y= −    22 24 342f x x= −   
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33 13 342f y y= −    44 13 342f x x= −  

55 12 242f y y= −    66 12 242f x x= −  

77 12 132f y y= −    88 12 132f x x= −  
กลุ่มท่ี 2 :  12 24 34 34 24f x y x y= +    34 13 34 34 13f x y x y= +  

   56 12 24 24 12f x y x y= +   78 12 13 13 12f x y x y= +  
กลุ่มท่ี 3 :  ( )13 34 13 34f y y y= +    ( )24 34 13 34f x x x= +  
   ( )15 24 12 34f y y y= +    ( )26 24 12 34f x x x= +  

   17 12 24 13 34f y y y y= − −    28 12 24 13 34f x x x x= − −  
   35 12 13 24 34f y y y y= − −    46 12 13 24 34f x x x x= − −  
   ( )37 13 12 34f y y y= +    ( )48 13 12 34f x x x= +  
   ( )57 12 13 24f y y y= +    ( )68 12 13 24f x x x= +  
กลุ่มท่ี 4 :  14 24 34 34 13f x y x y= − −    23 13 34 34 24f x y x y= − −   

16 24 12 34 24f x y x y= − −   25 12 24 24 34f x y x y= − −  
   18 24 12 34 13f x y x y= +    27 12 24 13 34f x y x y= +   
   36 13 12 34 24f x y x y= +    45 12 13 24 34f x y x y= +  

38 13 12 34 13f x y x y= − −   47 12 13 13 34f x y x y= − −  

   58 12 13 24 12f x y x y= − −    67 12 24 13 12f x y x y= − −   
 

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย g 

กลุ่มท่ี 1 :  11 23 242g y y= −    22 23 242g x x= −    

   33 13 142g y y= −    44 13 142g x x= −   

55 14 242g y y=     66 14 242g x x=   

77 13 232g y y=     88 13 232g x x=   
กลุ่มท่ี 2 :  12 23 24 24 23g x y x y= +    34 13 14 14 23g x y x y= +  

   56 14 24 24 14g x y x y= − −    78 13 23 23 13g x y x y= − −  
กลุ่มท่ี 3 :  13 13 23 14 24g y y y y= +    24 13 23 14 24g x x x x= +  

( )15 24 23 14g y y y= −   ( )26 24 23 14g x x x= −  

( )17 23 24 13g y y y= −   ( )28 23 24 13g x x x= −  
   ( )35 14 13 24g y y y= −    ( )46 14 13 24g x x x= −  

( )37 13 14 23g y y y= −    ( )37 13 14 23g x x x= −  
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57 13 14 23 24g y y y y= − −   68 13 14 23 24g x x x x= − −  
กลุ่มท่ี 4 :  14 23 13 24 14g x y x y= − −    14 13 23 14 24g x y x y= − −   

16 24 14 23 24g x y x y= −   25 14 24 24 23g x y x y= −  
   18 24 23 23 13g x y x y= − +   27 13 23 23 24g x y x y= −  
   36 13 14 14 24g x y x y= − +   45 14 13 24 14g x y x y= − +  

38 13 23 14 13g x y x y= −   47 13 14 23 13g x y x y= − +  
   58 14 13 24 23g x y x y= +   67 13 14 23 24g x y x y= +  
    
สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย l 
กลุ่มท่ี 1 :   2

11 34l y=    2

22 34l x=  

   
2

33 34l y=    
2

44 34l x=  
   

2

55 12l y=    
2

66 12l x=  
2

77 12l y=    
2

88 12l x=  
กลุ่มท่ี 2 :  12 34 34l x y= −    34 34 34l x y= −  

   56 12 12l x y= −    78 12 12l x y= −  
กลุ่มท่ี 3 :   2

13 34l y= −    2

24 34l x= −  

15 12 34l y y= −   26 12 34l x x= −  

17 12 34l y y=   28 12 34l x x=  
   35 12 34l y y=   46 12 34l x x=  

37 12 34l y y= −   48 12 34l x x= −  
   2

57 12l y= −    2

68 12l x= −  
กลุ่มท่ี 4 :  14 34 34l x y=    23 34 34l x y=  

16 34 12l x y=    25 12 34l x y=  

18 34 12l x y= −    27 12 34l x y= −  

36 34 12l x y= −    25 12 34l x y= −  

38 34 12l x y=    47 12 34l x y=  

58 12 12l x y=    67 12 12l x y=  
 

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย m 
กลุ่มท่ี 1 :   2

11 23m y=    2

22 23m x=   

   2

33 14m y=    2

44 14m x=  
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2

55 14m y=    2

66 14m x=  
2

77 23m y=    2

88 23m x=  
กลุ่มท่ี 2 :  12 23 23m x y= −    34 14 14m x y= −   

   56 14 14m x y= −   78 23 23m x y= −  
กลุ่มท่ี 3 :   13 14 23m y y= −   24 14 23m x x= −  

15 14 23m y y=   26 14 23m x x=  
2

17 23m y= −   2

28 23m x= −  
   2

35 14m y= −   2

46 14m x= −  

37 14 23m y y=   48 14 23m x x=  

57 14 23m y y= −   68 14 23m x x= −  
กลุ่มท่ี 4 :  14 23 14m x y=   23 14 23m x y=  

16 23 14m x y= −   25 14 23m x y= −  
   18 23 23m x y=   27 23 23m x y=  

36 14 14m x y=   45 14 14m x y=  

38 14 23m x y= −   47 23 14m x y= −  

58 14 23m x y=   67 23 14m x y=  
 

สมการรูปแบบปิดของตัวแปรย่อย n 
กลุ่มท่ี 1 :   11 23 342n y y=     22 23 342n x x=  

   33 14 342n y y=     44 14 342n x x=  
   55 12 142n y y= −    66 12 142n x x= −  
   77 12 232n y y= −    88 12 232n x x= −  
กลุ่มท่ี 2 :   12 23 34 34 23n x y x y= − −    34 14 34 34 14n x y x y= − −  

   56 12 14 14 12n x y x y= +    78 12 23 23 12n x y x y= +  
กลุ่มท่ี 3 :   ( )13 34 14 23n y y y= − −    ( )24 34 14 23n x x x= − −  

15 12 23 14 34n y y y y= − +   26 12 23 14 34n x x x x= − +  
( )17 23 12 34n y y y= −   ( )28 23 12 34n x x x= −  

   ( )35 14 12 34n y y y= −   ( )46 14 12 34n x x x= −  

37 12 14 23 34n y y y y= − +   48 12 14 23 34n x x x x= − +  
   ( )57 12 14 23n y y y= +   ( )68 12 14 23n x x x= +  
กลุ่มท่ี 4 :  14 23 34 34 14n x y x y= +    23 14 34 34 23n x y x y= +  
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16 23 12 34 14n x y x y= −   25 12 23 14 34n x y x y= −  
   18 23 12 34 23n x y x y= − +   27 12 23 23 34n x y x y= − +  
   36 14 12 34 14n x y x y= − +    45 12 14 14 34n x y x y= − +  

38 14 12 34 23n x y x y= −   47 12 14 23 34n x y x y= −  
   58 12 23 14 12n x y x y= − −   67 12 14 23 12n x y x y= − −  

 

รายละเอียดการสร้างเวกเตอร์โหลดเนื่องจากความร้อน 

การสร้างสมการรูปแบบปิดของเวกเตอร์โหลดเนื่องจากความร้อน เริ่มจากพิจารณาจากสมการไฟไนต์
เอลิเมนต์ในบทที่ 4 

   ( )    ( )  ( ) ( )
1 1

0

1 1

,, ,
T

T B C T J td dNF T       
− −

= −         (5.21) 

 เมื่อพิจารณาเฉพาะอินทิแกรน หากคูณกระจายจะสามารถลดรูปได้ดังนี้  

( )   ,
T

B C      ( ) 11 31 13 33 15 35 17 371 2

T
b b b b b b b bc c = +     

( )  ,N T      ( )1 2 3 4

1

4
a a a a  = + + +  

โดย 1 1 2 3 4a T T T T= + + +  

 2 1 2 3 4a T T T T= − − + +   

3 1 2 3 4a T T T T= − + + −  

4 1 2 3 4a T T T T= − + −  

เมื่อแทนกลับเข้าไปแล้วอินทิเกรต จะได้สมการรูปแบบปิดของเวกเตอร์โหลดเนื่องจากความร้อน ซึ่งมี
ขนาด 8×1 ดังนี้  

  
( )

1 24 2 23 3 34

1 24 2 23 3 34

1 13 2 14 3 34

1 13 2 14 3 341 2

1 24 2 14 3 12

1 24 2 14 3 12

1 13 2 23 3 12

1 13 2 23 3 12

3

3

3

3

324

3

3

3

T

a y a y a y

a x a x a x

a y a y a y

a x a x a xtc c
F

a y a y a y

a x a x a x

a y a y a y

a x a x a x



− − 
 
− + +

 
 − + +
 

− −+  
=  

− − + 
 + −
 

+ − 
 − − + 
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ภาคผนวก ค 
รายละเอียดผลการทดสอบโปรแกรมของวิธีรูปแบบปิด 

การทดสอบโปรแกรมจากบทที่ 7 แสดงให้เห็นว่าการทดสอบแบ่งออกเป็น 2 ส่วน คือ การ
ทดสอบกับปัญหาการถ่ายเทความร้อน และการทดสอบกับปัญหาความเค้นเนื่องจากความร้อน โดย
ในภาคผนวกนี้จะแสดงรายละเอียดของผลการตรวจสอบที่แสดงในบทที่ 7 ทั้งการทดสอบความ
แม่นย าและเวลาที่ใช้ในการค านวณ เรียงตามล าดับตามบทที่ 7 ยกเว้นผลของเอลิเมนต์เดี่ยวจะไม่
น าเสนอในภาคผนวกนี้ 

ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้า ที่ไม่มีการสร้างความร้อนขึ้นเอง (7.1.2) 

 
ตารางที่ ค.1 ผลของอุณหภูมิจุดต่อท่ีค านวณของปัญหาการน าความร้อนของแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้า  

(5 เอลิเมนต์) 

จุดต่อ 
อุณหภูมิของจุดต่อ 

ผลเฉลย
แม่นตรง วิธีรูปแบบปิด วิธีเกาส์  

2x2 จุด 
วิธีเกาส์ 
3x3 จุด 

วิธีเกาส์ 
4x4 จุด 

วิธีเกาส์ 
5x5 จุด 

วิธีเกาส์ 
6x6 จุด 

1 0.754940 0.722627 0.715999 0.721208 0.722272 0.722531 0.722600 

5 0.765834 0.743626 0.738619 0.742507 0.743349 0.743553 0.743606 
6 0.038642 0.020877 0.020882 0.020923 0.020885 0.020878 0.020877 

7 0.075428 0.040103 0.039932 0.040216 0.040156 0.040121 0.040109 
8 0.930159 0.861543 0.856132 0.860177 0.861167 0.861436 0.861512 

 
 
 
 
 

cos
8

x
T

 
=  

 

0T =

Insulation
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ตารางที่ ค.2 ค่าเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ของจุดต่อของปัญหาการน าความร้อนของแผ่น
สี่เหลี่ยมผืนผ้า (5 เอลิเมนต์) 

จุดต่อ 
ค่าเปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ของจุดต่อ (%) 

วิธีรูปแบบปิด วิธีเกาส์  
2x2 จุด 

วิธีเกาส์ 
3x3 จุด 

วิธีเกาส์ 
4x4 จุด 

วิธีเกาส์ 
5x5 จุด 

วิธีเกาส์ 
6x6 จุด 

1 4.280234 5.158170 4.468198 4.327205 4.292885 4.283794 
5 2.899735 3.553579 3.045855 2.935923 2.909358 2.902420 

6 45.974142 45.961617 45.855460 45.954052 45.971986 45.974124 
7 46.832985 47.059742 46.682544 46.761905 46.808749 46.825416 

8 7.376877 7.958532 7.523709 7.417227 7.388293 7.380169 
ค่าเฉลี่ย 21.472794 21.938328 21.515153 21.479262 21.474254 21.473185 

ตารางที่ ค.3 เวลาที่ใช้ในการค านวนเมทริกซ์ของจุดต่อของปัญหาการน าความร้อนของแผ่น
สี่เหลี่ยมผืนผ้า (5 เอลิเมนต์) 

 วิธีรูปแบบปิด 
วิธีเกาส์ – เลอจองด์ 

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 

เวลาที่ใช้ในการค านวน 
(นาท:ีวินาที) 

0:32 0:54 1:07 1:46 2:38 3:38 

 
ตารางที่ ค.4 ค่าความคลาดเคลื่อนสมบูรณ์และเวลาที่ใช้ในการค านวณของงปัญหาการน าความร้อน

ของแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้า (118 เอลิเมนต์) 

 วิธ ี
รูปแบบปิด 

วิธีเกาส์ – เลอจองด์ 
2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 

ค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อน
สมบูรณ์ (%) 

0.054776 0.055148 0.054793 0.054787 0.054787 0.054787 

เวลาที่ใช้ในการค านวน 
 (ช่ังโมง:นาที:วินาที) 

0:10:14 0:15:10 0:26:57 0:41:32 1:01:26 1:25:58 
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ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสามเหลี่ยม ที่มีการสร้างความร้อนขึ้นเอง (7.1.3) 

  
ผลเฉลยแม่นตรงของอุณหภูมิที่จุดเซนทรอยด์มีค่าเท่ากับ 0.037037 

ตารางที่ ค.5 ผลของการถ่ายเทความร้อนบนแผ่นรูปสามเหลี่ยม  

รายการ 
วิธี 

รูปแบบปิด 
วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

อุณภูมิจุดเซนทรอย ์ 0.040377 0.041603 0.040478 0.040387 0.040378 0.040377 0.040377 0.040377 

ค่าเฉลี่ยความคลาด
เคลื่อนสมบูรณ ์(%) 

9.017966 12.328945 9.290625 9.044963 9.020912 9.018308 9.018007 9.017971 

เวลาที่ใช้ในการค านวณ 
(นาที : วินาที) 

0:16 0:22 0:39 1:02 1:31 2:09 2:47 3:33 

 
ตารางที่ ค.6 ค่าเฉลี่ยของค่าคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ของปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นรูปสามเหลี่ยม 
จ านวน 

เอลิเมนต ์
วิธี 

รูปแบบปิด 
วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

30 2.932463 2.936345 2.931293 2.932217 2.932420 2.932456 2.932462 2.932463 

73 1.952649 1.953532 1.952418 1.952618 1.952645 1.952648 1.952649 1.952649 

153 0.879701 0.886738 0.879853 0.879703 0.879699 0.879699 0.879699 0.879699 

320 0.334346 0.335152 0.334376 0.334360 0.334359 0.334359 0.334359 0.334359 

601 0.318273 0.320336 0.318408 0.318368 0.318367 0.318367 0.318367 0.318367 

1206 0.129574 0.129993 0.129797 0.129795 0.129795 0.129795 0.129795 0.129795 
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ตารางที่ ค.7 เวลาที่ใช้ในการค านวณเมทริกซ์การน าความร้อนบนปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นรูป
สามเหลี่ยม (ชั่วโมง:นาท:ีวินาที) 

จ านวน 
เอลิเมนต ์

วิธี 
รูปแบบปิด 

วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

30 2:37 3:41 6:20 10:31 14:53 21:22 27:46 36:17 

73 0:07:29 0:09:25 0:16:45 0:26:19 0:38:40 0:54:47 1:08:39 1:28:38 

153 0:13:24 0:19:33 0:33:41 0:52:17 1:18:28 1:49:37 2:27:23 3:05:45 

320 0:27:50 0:39:47 1:10:12 1:51:10 2:43:58 3:41:42 5:09:53 6:29:26 

601 0:52:50 1:16:23 2:13:03 3:39:23 5:24:59 7:28:47 9:32:55 12:29:37 

1206 1:46:56 2:33:26 4:26:33 6:50:20 10:11:46 14:17:39 19:49:25 24:48:37 

 

ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส ที่มีการสร้างความร้อนขึ้นเอง (7.1.4) 

 
 

ตารางที่ ค.8 ค่าคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ ณ จุด (0,0) ของปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นรูปสี่เหลี่ยม
จัตุรัส มีความร้อนผลิตได้เอง  

จ านวน 
เอลิเมนต ์

วิธี 
รูปแบบปิด 

วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

47 0.245067 0.247546 0.245129 0.245069 0.245067 0.245066 0.245066 0.245066 

239 0.028666 0.028873 0.028711 0.028708 0.028708 0.028708 0.028708 0.028708 

404 0.010693 0.010638 0.010711 0.010712 0.010712 0.010712 0.010712 0.010712 

845 0.003077 0.004825 0.003562 0.003448 0.003436 0.003435 0.003435 0.003435 

1606 0.004186 0.005997 0.005987 0.005987 0.005987 0.005987 0.005987 0.005987 
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ตารางที่ ค.9 ค่าเฉลี่ยของคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ของปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
มีความร้อนผลิตได้เอง 

จ านวน 
เอลิเมนต ์

วิธี 
รูปแบบปิด 

วิธีเกาส์ – เลอจองด์ 
2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

47 0.469623 0.473297 0.469641 0.469622 0.469623 0.469623 0.469623 0.469623 

239 0.136450 0.136542 0.136465 0.136463 0.136463 0.136463 0.136463 0.136463 

404 0.096977 0.096377 0.096955 0.096970 0.096970 0.096970 0.096970 0.096970 

845 0.087597 0.085456 0.087382 0.087576 0.087596 0.087598 0.087598 0.087598 

1606 0.023953 0.024157 0.024132 0.024132 0.024132 0.024132 0.024132 0.024132 

 
ตารางที่ ค.10 เวลาที่ใช้ในการค านวณของปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส มีความ

ร้อนผลิตได้เอง 
จ านวน 

เอลิเมนต ์
จ านวนรอบ

ของการวนซ้ า 
วิธี 

รูปแบบปิด 
วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

47 25,000 1:00 1:30 2:36 4:07 5:59 9:18 11:10 14:53 

239 5,000 1:03 1:31 2:39 4:10 6:12 8:36 11:52 14:50 

404 2,500 0:54 1:18 2:28 3:32 5:11 7:15 10:04 12:55 

845 1,250 0:56 1:20 2:20 3:43 5:51 7:37 10:09 12:58 

1606 625 1:01 1:18 2:13 3:31 5:11 7:39 9:32 12:37 

 
ปัญหาการน าความร้อนบนแผ่นสี่เหลี่ยมจัตุรัส ที่มีการพาความร้อนตามขอบ (7.1.5) 
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ตารางที่ ค.11 ค่าเฉลี่ยของคลาดเคลื่อนสมบูรณ์ของปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมที่มีการพาความร้อน (%) 

จ านวน 
เอลิเมนต ์

วิธี 
รูปแบบปิด 

วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

47 0.260582 0.260911 0.260599 0.260583 0.260582 0.260581 0.260581 0.260581 

239 0.037000 0.037102 0.036999 0.036997 0.036997 0.036997 0.036997 0.036997 

404 0.019865 0.020051 0.020054 0.020054 0.020054 0.020054 0.020054 0.020054 

1606 0.002601 0.004695 0.004695 0.004695 0.004695 0.004695 0.004695 0.004695 

 

ตารางที่ ค.12 เวลาที่ใช้ในการค านวณของปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมที่มีการพาความร้อน 

จ านวน 
เอลิเมนต ์

จ านวนรอบของ
การวนซ้ า 

วิธี 
รูปแบบปิด 

วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

47 25,000 1:02 1:49 2:36 4:09 6:24 8:26 11:18 15:28 

239 5,000 1:07 1:32 2:41 4:14 6:33 8:39 11:31 15:08 

404 2,500 0:56 1:18 2:21 3:45 5:18 7:29 9:55 13:08 

1606 625 0:54 1:17 2:18 3:37 5:16 7:23 10:21 12:43 

 
ปัญหาการน าความร้อนของแผ่นสี่เหลี่ยมเจาะรู 

  
ตารางที่ ค.13 ค่าเฉลี่ยของเปอร์เซ็นต์ความแตกต่างสัมพัทธ์ และเวลาที่ใช้ในการค านวณของปัญหา

แผ่นสี่เหลี่ยมเจาะรู 

 
วิธี 

รูปแบบปิด 
วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

ค่าเฉลี่ยของเปอร์เซ็นต์ 
ความแตกต่างสัมพัทธ์  

(×E-4%) 
- 7.674680 6.708709 6.702421 6.702321 6.702320 6.702320 6.702320 

เวลาที่ใช้ในการค านวณ 0:35 1:03 1:49 2:50 4:05 5:45 7:36 9:45 
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ปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่รับภาระของอุณหภูมิที่กระจายตัวเชิงเส้นตามแกน x (7.2.2) 

 
ตารางที่ ค.14 ค่าคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พ้ืนผิวของปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้ารับภาระของ

อุณหภูมิเชิงเส้น 
จ านวน 

เอลิเมนต ์
วิธี 

รูปแบบปิด 
วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

ค่าคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พื้นผิวการเคลื่อนที่ในแนวแกน x (%) 

4 18.85816 13.70290 18.01799 18.73247 18.86309 18.88191 18.88014 18.87570 

202 1.59059E-1 1.62049E-1 1.59433E-1 1.59401E-1 1.59401E-1 1.59401E-1 1.59401E-1 1.59401E-1 

1,044 3.79794E-3 2.49050E-3 3.82696E-3 3.84649E-3 3.84664E-3 3.84663E-3 3.84663E-3 3.84663E-3 

5,083 3.97363E-4 1.14801E-3 9.02725E-4 8.99137E-4 8.99075E-4 8.99074E-4 8.99074E-4 8.99074E-4 

10,100 1.12960E-2 1.60888E-2 1.59678E-2 1.59663E-2 1.59662E-2 1.59662E-2 1.59662E-2 1.59662E-2 

ค่าคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พื้นผิวการเคลื่อนที่ในแนวแกน y (%) 

4 4.42035 4.44813 4.70425 4.66038 4.59587 4.54675 4.51241 4.48836 

202 1.08142E-2 1.10472E-2 1.09050E-2 1.09004E-2 1.09002E-2 1.09002E-2 1.09002E-2 1.09002E-2 

1,044 5.31092E-4 5.16331E-4 5.36247E-4 5.36675E-4 5.36687E-4 5.36688E-4 5.36688E-4 5.36688E-4 

5,083 1.10038E-4 1.20511E-4 1.19411E-4 1.19401E-4 1.19401E-4 1.19401E-4 1.19401E-4 1.19401E-4 

10,100 1.09094E-4 3.02162E-4 3.02324E-4 3.02328E-4 3.02328E-4 3.02328E-4 3.02328E-4 3.02328E-4 

 
ตารางที่ ค.15 เวลาที่ใช้ในการค านวณของปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้ารับภาระของอุณหภูมิเชิงเส้น 
จ านวน 

เอลิเมนต ์
จ านวนรอบของ

การวนซ้ า 
วิธี 

รูปแบบปิด 
วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

4 100,000 0:11 0:28 0:45 1:13 1:44 2:23 3:11 4:05 

202 5,000 0:25 1:09 1:55 3:04 4:37 6:23 8:33 10:53 

1,044 1,000 0:25 1:14 2:00 3:08 4:33 6:16 8:20 10:47 

5,083 200 0:24 1:13 2:02 3:13 4:40 6:17 8:19 10:36 

10,100 100 0:29 1:13 2:09 3:18 4:56 6:47 8:56 11:40 
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แผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่รับภาระของอุณหภูมิแบบหลังคาบ้าน (7.2.3) 

 
ตารางที่ ค.16 ค่าคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พ้ืนผิวของปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้ารับภาระของ

อุณหภูมิแบบหลังคาบ้าน 
จ านวน 

เอลิเมนต ์
วิธี 

รูปแบบปิด 
วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

ค่าคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พื้นผิวความเค้นตั้งฉากแกน x (%) 

4 2.26255 2.26255 2.26255 2.26255 2.26255 2.26255 2.26255 2.26255 

226 6.31252E-3 6.37109E-3 6.37109E-3 6.37109E-3 6.37109E-3 6.37109E-3 6.37109E-3 6.37109E-3 

1,011 5.28783E-3 5.30815E-3 5.30815E-3 5.30815E-3 5.30815E-3 5.30815E-3 5.30815E-3 5.30815E-3 

3,080 1.3225E-03 1.3778E-03 1.3778E-03 1.3778E-03 1.3778E-03 1.3778E-03 1.3778E-03 1.3778E-03 

5,027 1.13714E-3 1.18028E-3 1.18028E-3 1.18028E-3 1.18028E-3 1.18028E-3 1.18028E-3 1.18028E-3 

10,071 8.20595E-4 7.40548E-4 7.40548E-4 7.40548E-4 7.40548E-4 7.40548E-4 7.40548E-4 7.40548E-4 

ค่าคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พื้นผิวความเค้นตั้งฉากแกน y (%) 

4 10.97558 10.97558 10.97558 10.97558 10.97558 10.97558 10.97558 10.97558 

226 3.33629E-2 3.39877E-2 3.39877E-2 3.39877E-2 3.39877E-2 3.39877E-2 3.39877E-2 3.39877E-2 

1,011 2.89728E-2 2.88299E-2 2.88299E-2 2.88299E-2 2.88299E-2 2.88299E-2 2.88299E-2 2.88299E-2 

3,080 3.3134E-03 3.6128E-03 3.6128E-03 3.6128E-03 3.6128E-03 3.6128E-03 3.6128E-03 3.6128E-03 

5,027 2.34544E-3 2.65412E-3 2.65412E-3 2.65412E-3 2.65412E-3 2.65412E-3 2.65412E-3 2.65412E-3 

10,071 6.92620E-3 6.66637E-3 6.66637E-3 6.66637E-3 6.66637E-3 6.66637E-3 6.66637E-3 6.66637E-3 

ค่าคลาดเคลื่อนของปริมาตรใต้พื้นผิวความเค้นเฉือนระนาบ xy (%) 

4 21.55262 23.36010 22.85835 22.85313 22.85634 22.85717 22.85734 22.85738 

226 1.68400E-1 1.69714E-1 1.69010E-1 1.68993E-1 1.68992E-1 1.68992E-1 1.68992E-1 1.68992E-1 

1,011 1.14929E-1 1.15178E-1 1.14996E-1 1.14993E-1 1.14993E-1 1.14993E-1 1.14993E-1 1.14993E-1 

3,080 6.9652E-02 6.9446E-02 6.9434E-02 6.9434E-02 6.9434E-02 6.9434E-02 6.9434E-02 6.9434E-02 

5,027 5.96182E-2 5.96985E-2 5.96540E-2 5.96534E-2 5.96534E-2 5.96534E-2 5.96534E-2 5.96534E-2 

10,071 5.15477E-2 5.14104E-2 5.13818E-2 5.13814E-2 5.13814E-2 5.13814E-2 5.13814E-2 5.13814E-2 
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ตารางที่ ค.17 เวลาที่ใช้ในการค านวณปัญหาแผ่นสี่เหลี่ยมผืนผ้ารับภาระของอุณหภูมิแบบหลังคาบ้าน 
จ านวน 

เอลิเมนต ์
จ านวนรอบของ

การวนซ้ า 
วิธี 

รูปแบบปิด 
วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

4 100,000 0:10 0:26 0:45 1:11 1:44 2:25 3:16 4:12 

226 5,000 0:31 1:18 2:16 3:35 5:16 7:19 9:46 12:52 

1,011 1,000 0:25 1:08 2:01 3:12 4:42 6:34 8:42 11:16 

3,080 350 0:25 1:09 2:01 3:12 4:43 6:36 8:50 11:12 

5,027 200 0:25 1:07 2:00 3:10 4:43 6:31 8:42 11:08 

10,071 100 0:24 1:08 2:02 3:11 4:43 6:26 8:40 11:16 

 
 

ปัญหาคานที่ถูกตรึงปลายทั้งสองข้างและรับภาระของอุณหภูมิที่กระจายตัวเชิงเส้นตามแกน x 

(7.2.4) 

 
 

 
 

ตารางที่ ค.18 ปริมาตรใต้พ้ืนผิวของปัญหาคานที่ถูกตรึงปลายทั้งสองข้าง 
จ านวน 

เอลิเมนต ์
วิธี 

รูปแบบปิด 
วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

ปริมาตรใต้พื้นผิวการเคลื่อนที่ในทิศทางแนวแกน x 

539 -7.49926 -7.39477 -7.39476 -7.39476 -7.39476 -7.39476 -7.39476 -7.39476 

1,077 -7.49969 -7.43712 -7.43711 -7.43711 -7.43711 -7.43711 -7.43711 -7.43711 

3,026 -7.50003 -7.46915 -7.46914 -7.46914 -7.46914 -7.46914 -7.46914 -7.46914 

5,144 -7.50010 -7.47654 -7.47654 -7.47654 -7.47654 -7.47654 -7.47654 -7.47654 

9,237 -7.50015 -7.47500 -7.47500 -7.47500 -7.47500 -7.47500 -7.47500 -7.47500 

ปริมาตรใต้พื้นผิวการเคลื่อนที่ในทิศทางแนวแกน y 

539 1.36485 0.65163 0.65169 0.65169 0.65169 0.65169 0.65169 0.65169 

1,077 1.36867 0.99067 0.99064 0.99064 0.99064 0.99064 0.99064 0.99064 

3,026 1.36787 1.23273 1.23273 1.23273 1.23273 1.23273 1.23273 1.23273 

5,144 1.36837 1.27751 1.27751 1.27751 1.27751 1.27751 1.27751 1.27751 

9,237 1.36764 1.33480 1.33480 1.33480 1.33480 1.33480 1.33480 1.33480 

100

10

Temp
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จ านวน 
เอลิเมนต ์

วิธี 
รูปแบบปิด 

วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

ปริมาตรใต้พื้นผิวความเค้นตั้งฉากแกน x 

539 2.89240E+6 2.90062E+6 2.90062E+6 2.90062E+6 2.90062E+6 2.90062E+6 2.90062E+6 2.90062E+6 

1,077 2.89238E+6 2.89621E+6 2.89621E+6 2.89621E+6 2.89621E+6 2.89621E+6 2.89621E+6 2.89621E+6 

3,026 2.89239E+6 2.89360E+6 2.89360E+6 2.89360E+6 2.89360E+6 2.89360E+6 2.89360E+6 2.89360E+6 

5,144 2.89238E+6 2.89319E+6 2.89319E+6 2.89319E+6 2.89319E+6 2.89319E+6 2.89319E+6 2.89319E+6 

9,237 2.89236E+6 2.89272E+6 2.89272E+6 2.89272E+6 2.89272E+6 2.89272E+6 2.89272E+6 2.89272E+6 

ปริมาตรใต้พื้นผิวความเค้นตั้งฉากแกน y 

539 1.72954E+6 1.72962E+6 1.72962E+6 1.72962E+6 1.72962E+6 1.72962E+6 1.72962E+6 1.72962E+6 

1,077 1.72951E+6 1.72935E+6 1.72935E+6 1.72935E+6 1.72935E+6 1.72935E+6 1.72935E+6 1.72935E+6 

3,026 1.72952E+6 1.72947E+6 1.72947E+6 1.72947E+6 1.72947E+6 1.72947E+6 1.72947E+6 1.72947E+6 

5,144 1.72951E+6 1.72951E+6 1.72951E+6 1.72951E+6 1.72951E+6 1.72951E+6 1.72951E+6 1.72951E+6 

9,237 1.72950E+6 1.72946E+6 1.72946E+6 1.72946E+6 1.72946E+6 1.72946E+6 1.72946E+6 1.72946E+6 

ปริมาตรใต้พื้นผิวความเค้นเฉือนระนาบ xy 

539 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 

1,077 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 

3,026 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 

5,144 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 

9,237 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 2.33873E+6 

 
ตารางที่ ค.19 เวลาที่ใช้ในการค านวณของปัญหาคานที่ถูกตรึงปลายทั้งสองข้าง 

จ านวน 
เอลิเมนต ์

จ านวนรอบของ
การวนซ้ า 

วิธี 
รูปแบบปิด 

วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

539 2,000 0:26 1:10 2:05 3:18 4:51 6:46 9:01 11:40 

1,077 1,000 0:26 1:10 2:04 3:18 4:52 6:46 9:04 11:36 

3,026 350 0:25 1:10 2:04 3:15 4:48 6:43 8:55 11:32 

5,144 200 0:23 1:07 1:59 3:10 4:40 6:28 8:36 11:08 

9,237 150 0:32 1:37 2:41 4:17 6:17 8:38 11:07 14:25 
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ปัญหาแผ่นวงแหวนบางรับภาระของอุณหภูมิกระจายตัวเชิงเส้นตามแนวรัศมี และภาระจากความ
ดันตลอดขอบด้านใน (7.2.5) 

 
 

 
 

ตารางที่ ค.20 ปริมาตรใต้พ้ืนผิวของปัญหาแผ่นวงแหวนบาง 
จ านวน 

เอลิเมนต ์
วิธี 

รูปแบบปิด 
วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

ปริมาตรใต้พื้นผิวการเคลื่อนที่ในทิศทางแนวแกน x 

169 8.6032E-07 8.6032E-07 8.6032E-07 8.6032E-07 8.6032E-07 8.6032E-07 8.6032E-07 8.6032E-07 

532 8.59934E-07 8.5992E-07 8.5992E-07 8.5992E-07 8.5992E-07 8.5992E-07 8.5992E-07 8.5992E-07 

1,081 8.6004E-07 8.6006E-07 8.6006E-07 8.6006E-07 8.6006E-07 8.6006E-07 8.6006E-07 8.6006E-07 

2,537 8.6021E-07 8.6019E-07 8.6019E-07 8.6019E-07 8.6019E-07 8.6019E-07 8.6019E-07 8.6019E-07 

5,176 8.6017E-07 8.6021E-07 8.6021E-07 8.6021E-07 8.6021E-07 8.6021E-07 8.6021E-07 8.6021E-07 

ปริมาตรใต้พื้นผิวการเคลื่อนที่ในทิศทางแนวแกน y 

169 8.5893E-07 8.5893E-07 8.5893E-07 8.5893E-07 8.5893E-07 8.5893E-07 8.5893E-07 8.5893E-07 

532 8.5984E-07 8.5985E-07 8.5985E-07 8.5985E-07 8.5985E-07 8.5985E-07 8.5985E-07 8.5985E-07 

1,081 8.6011E-07 8.6010E-07 8.6010E-07 8.6010E-07 8.6010E-07 8.6010E-07 8.6010E-07 8.6010E-07 

2,537 8.6026E-07 8.6028E-07 8.6028E-07 8.6028E-07 8.6028E-07 8.6028E-07 8.6028E-07 8.6028E-07 

5,176 8.6027E-07 8.6024E-07 8.6024E-07 8.6024E-07 8.6024E-07 8.6024E-07 8.6024E-07 8.6024E-07 

ปริมาตรใต้พื้นผิวความเค้นตั้งฉากแกน x 

169 3.9115E+04 3.9115E+04 3.9115E+04 3.9115E+04 3.9115E+04 3.9115E+04 3.9115E+04 3.9115E+04 

532 3.9272E+04 3.9271E+04 3.9271E+04 3.9271E+04 3.9271E+04 3.9271E+04 3.9271E+04 3.9271E+04 

1,081 3.9317E+04 3.9321E+04 3.9321E+04 3.9321E+04 3.9321E+04 3.9321E+04 3.9321E+04 3.9321E+04 

2,537 3.9363E+04 3.9366E+04 3.9366E+04 3.9366E+04 3.9366E+04 3.9366E+04 3.9366E+04 3.9366E+04 

5,176 3.9363E+04 3.9378E+04 3.9378E+04 3.9378E+04 3.9378E+04 3.9378E+04 3.9378E+04 3.9378E+04 

Temp

x

30 C

80 C

65 10p Pa= 

100 mm

200 mm

80 C

30 C
65 10p Pa= 
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จ านวน 
เอลิเมนต ์

วิธี 
รูปแบบปิด 

วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

ปริมาตรใต้พื้นผิวความเค้นตั้งฉากแกน y 

169 3.8957E+04 3.8958E+04 3.8958E+04 3.8958E+04 3.8958E+04 3.8958E+04 3.8958E+04 3.8958E+04 

532 3.9111E+04 3.9114E+04 3.9114E+04 3.9114E+04 3.9114E+04 3.9114E+04 3.9114E+04 3.9114E+04 

1,081 3.9164E+04 3.9164E+04 3.9164E+04 3.9164E+04 3.9164E+04 3.9164E+04 3.9164E+04 3.9164E+04 

2,537 3.9199E+04 3.9209E+04 3.9209E+04 3.9209E+04 3.9209E+04 3.9209E+04 3.9209E+04 3.9209E+04 

5,176 3.9224E+04 3.9221E+04 3.9221E+04 3.9221E+04 3.9221E+04 3.9221E+04 3.9221E+04 3.9221E+04 

ปริมาตรใต้พื้นผิวความเค้นเฉือนระนาบ xy 

169 1.8909E+03 1.8900E+03 1.8911E+03 1.8911E+03 1.8911E+03 1.8911E+03 1.8911E+03 1.8911E+03 

532 1.4840E+03 1.4835E+03 1.4836E+03 1.4836E+03 1.4836E+03 1.4836E+03 1.4836E+03 1.4836E+03 

1,081 1.3700E+03 1.3704E+03 1.3704E+03 1.3704E+03 1.3704E+03 1.3704E+03 1.3704E+03 1.3704E+03 

2,537 1.3267E+03 1.3248E+03 1.3248E+03 1.3248E+03 1.3248E+03 1.3248E+03 1.3248E+03 1.3248E+03 

5,176 1.2999E+03 1.2987E+03 1.2987E+03 1.2987E+03 1.2987E+03 1.2987E+03 1.2987E+03 1.2987E+03 

 
ตารางที่ ค.21 เวลาที่ใช้ในการค านวณของปัญหาแผ่นวงแหวนบาง 

จ านวน 
เอลิเมนต ์

จ านวนรอบของ
การวนซ้ า 

วิธี 
รูปแบบปิด 

วิธีเกาส์ – เลอจองด ์

2x2 จุด 3x3 จุด 4x4 จุด 5x5 จุด 6x6 จุด 7x7 จุด 8x8 จุด 

169 6,000 0:24 1:04 1:52 2:57 4:19 6:03 8:02 10:25 

532 2,000 0:24 1:07 1:57 3:24 4:40 6:26 8:28 10:48 

1,081 1,000 0:25 1:17 2:03 3:14 4:39 6:26 8:35 11:03 

2,537 400 0:23 1:12 1:56 3:02 4:24 6:05 8:06 10:24 

5,176 200 0:22 1:15 2:01 3:07 4:30 6:15 8:20 10:28 
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ภาคผนวก ง 
รายละเอียดโปรแกรม QUADCF 

%  QUADCF Program 
% 
%  Finite element program for 4-node quadrilateral element using 
%  closed-form expression to analyze a plane stress problem of 
%  an arbitrary shaped plate subjected to thermal loadings. 
%   
% 
clear all; clc; 
fid = fopen('Example1.msh', 'r'); 
% 
%  Read the title of computation: 
% 
ntitle = fscanf(fid,'%i',1); 
for i = 1 : ntitle+1 
    text1 = fgetl(fid); 
end 
% 
%  Read input data: 
% 
text2 = fgetl(fid); 
nnode = fscanf(fid,'%i',1); 
nele  = fscanf(fid,'%i',1); 
nconv = fscanf(fid,'%i',1); 
nforce= fscanf(fid,'%i',1); 
for i = 1:2 
    text3 = fgetl(fid); 
end 
tk  = fscanf(fid,'%f',1); 
Q   = fscanf(fid,'%f',1); 
H   = fscanf(fid,'%f',1); 
Ta  = fscanf(fid,'%f',1); 

  
for i = 1:2 
    text4 = fgetl(fid); 
end 
elas  = fscanf(fid,'%f',1); 
pr    = fscanf(fid,'%f',1); 
alpha = fscanf(fid,'%f',1); 
T0    = fscanf(fid,'%f',1); 
t     = fscanf(fid,'%f',1); 

  
for i=1:2 
    text5 = fgetl(fid); 
end 
noddata = fscanf(fid,'%i %f %f %i %i %i %f',[7 nnode]); 
noddata = noddata'; 
% 
nodid = squeeze(noddata(:,1)); 
bcx   = squeeze(noddata(:,4)); 
bcy   = squeeze(noddata(:,5)); 
bct   = squeeze(noddata(:,6)); 
coorxy(:,1) = squeeze(noddata(:,2)); 
coorxy(:,2) = squeeze(noddata(:,3)); 
temp  = squeeze(noddata(:,7)); 
% 
for i=1:2 
    text6 = fgetl(fid); 
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end 
eledata = fscanf(fid,'%i %i %i %i %i',[5 nele]); 
eledata = eledata'; 
% 
eleid = squeeze(eledata(:,1)); 
elenod(:,1) = squeeze(eledata(:,2)); 
elenod(:,2) = squeeze(eledata(:,3)); 
elenod(:,3) = squeeze(eledata(:,4)); 
elenod(:,4) = squeeze(eledata(:,5)); 

  
for i=1:3 
    text7 = fgetl(fid); 
end 
nodconv = fscanf(fid,'%i %f %f',[3 nconv]); 
nodconv = nodconv'; 
nodc(:,1) = squeeze(nodconv(:,2)); 
nodc(:,2) = squeeze(nodconv(:,3)); 

  
for i=1:3 
    text8 = fgetl(fid); 
end 
nodforce = fscanf(fid,'%i %f %f %f',[4 nforce]); 
nodforce = nodforce'; 
% 
nodfid = squeeze(nodforce(:,1)); 
nodf(:,1) = squeeze(nodforce(:,2)); 
nodf(:,2) = squeeze(nodforce(:,3)); 
P = squeeze(nodforce(:,4)); 
% 
fclose(fid); 
% 
% -------- HEAT TRANSFER ANALYSYS -------- 
% Computing system conduction matrix and heat generation vector 
% 
Kc = zeros(nnode); 
QQ  = zeros(nnode,1); 

  
for i = 1 : nele 
    eq = elenod(i,:); 
    [kc, qc] = HeatCF(tk, Q, t, coorxy(eq,:)); 
    Kc(eq,eq) = Kc(eq,eq) + kc; 
    QQ(eq) = QQ(eq) + qc; 
end 

  
% Computing conduction matrix and ambient temperature load vector 
% 
if nconv > 0 
    [Kc,QQ] = Conv(nodc, coorxy, H, t, Ta, Kc, QQ); 
end 

  
% Applying boundary condition and solve system of equations to   
% find temperature 
% 
dbct = find(bct == 0); 
bc = find(bct == 1); 
Kcsol = Kc(dbct,dbct); 
QQsol = QQ(dbct) - Kc(dbct,bc)*temp(bc,1); 
temp(dbct) = Kcsol\QQsol; 

  
% -------- ELASTIC PLANE STRESS ANALYSIS -------- 
% Computing system stiffness matrix and system load vector 

  
neq  = 2*nnode; 
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sysk = zeros(neq); 
sysf = zeros(neq, 1); 
temp = temp - T0; 

  
for i = 1 : nele  
    eqele = elenod(i,:); 
    [k, f] = StiffCF(coorxy(eqele,:), elas, pr, alpha, t, temp(eqele)); 

     
    eqs = [2*eqele(1)-1, 2*eqele(1), 2*eqele(2)-1, 2*eqele(2),... 
           2*eqele(3)-1, 2*eqele(3), 2*eqele(4)-1, 2*eqele(4)]; 

         
    sysk(eqs,eqs) = sysk(eqs,eqs) + k; 
    sysf(eqs) = sysf(eqs) + f; 
end 

  
% Computing load vector due to pressure 
% 
if nforce > 0 
    sysf = Press(nodf, coorxy, P, t, sysf); 
end 

  
% Applying boundary condition and solve system of equations to find  
% displacement 
% 
dbcx = find(bcx == 0); 
dbcy = find(bcy == 0); 
rem  = [2*dbcx-1; 2*dbcy]; 
rem  = sort(rem); 

  
disp = zeros(nnode,1); 
Ksol = sysk(rem,rem); 
Fsol = sysf(rem); 
disp(rem) = Ksol\Fsol; 

  
ii = 1: nnode; 
u(nodid) = disp(2*ii-1); 
v(nodid) = disp(2*ii); 

  
% Computing stress 
% 
[sxx, syy, sxy] = Stress(nnode, nele, elenod, coorxy, elas,... 
                  pr, alpha, temp, disp); 

               
% -------- RESULT SECTION -------- 
% Writing output file 
% 
Result = zeros(nnode,8); 
Result(:,1) = ii;   Result(:,2) = coorxy(ii,1); Result(:,3) = coorxy(ii,2); 
Result(:,4) = u;    Result(:,5) = v; 
Result(:,6) = sxx;  Result(:,7) = syy;  Result(:,8) = sxy; 
fileID = fopen('out.txt','w'); 
fprintf(fileID,'OUTPUT DATA\n'); 
fprintf(fileID,'%6s %1s %14s %14s %14s %16s %14s %14s\n',... 
               'NodeID','x','y','u','v','Sxx','Syy','Sxy'); 
fprintf(fileID,'%6i %3.8E %3.8E %3.8E %3.8E %3.8E %3.8E %3.8E \n',Result'); 
fclose(fileID); 

  
% Gaphic display 
% 
stop = 0; 
    x = coorxy(:,1); 
    y = coorxy(:,2); 
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    xmax = max(x);  xmax = ceil(xmax); 
    xmin = min(x);  xmin = floor(xmin); 
    ymax = max(y);  ymax = ceil(ymax); 
    ymin = min(y);  ymin = floor(ymin); 

     
while stop == 0 
    fprintf('Which data you would like to see the fringe plot?\n'); 
    p = input('u/v/sxx/syy/sxy:', 's'); 
    if strcmp (p, 'u') == 1 
        trisurf(elenod,x,y,0*x,u,'edgecolor','k','facecolor','interp') 
        view(2),axis([xmin xmax ymin ymax]),axis equal,colorbar, grid off 
    elseif strcmp (p, 'v') == 1 
        trisurf(elenod,x,y,0*x,v,'edgecolor','k','facecolor','interp') 
        view(2),axis([xmin xmax ymin ymax]),axis equal,colorbar, grid off 
    elseif strcmp (p, 'sxx') == 1 
        trisurf(elenod,x,y,0*x,sxx,'edgecolor','k','facecolor','interp') 
        view(2),axis([xmin xmax ymin ymax]),axis equal,colorbar, grid off 
    elseif strcmp (p, 'syy') == 1 
        trisurf(elenod,x,y,0*x,syy,'edgecolor','k','facecolor','interp') 
        view(2),axis([xmin xmax ymin ymax]),axis equal,colorbar, grid off 
    elseif strcmp (p, 'sxy') == 1 
        trisurf(elenod,x,y,0*x,sxy,'edgecolor','k','facecolor','interp') 
        view(2),axis([xmin xmax ymin ymax]),axis equal,colorbar, grid off 
    else 
    fprintf('Your request is NOT avialable.\n')     
    end 

         
    yn = input('Would you like you to see other data? y/n:' , 's'); 
    if yn == 'n' 
        stop = 1; 
    end 
end 

function [sysk, sysq] = HeatCF(tk, Q, th, nodexy) 

  
% Subroutine for computing element conduction matrix and heat generation  
% vector using closed-form expressions. 
%  
x1 = nodexy(1,1); x2 = nodexy(2,1); x3 = nodexy(3,1); x4 = nodexy(4,1); 
y1 = nodexy(1,2); y2 = nodexy(2,2); y3 = nodexy(3,2); y4 = nodexy(4,2); 

        

    
x12 = x1 - x2; x13 = x1 - x3; x14 = x1 - x4; 
x23 = x2 - x3; x24 = x2 - x4; x34 = x3 - x4; 
y12 = y1 - y2; y13 = y1 - y3; y14 = y1 - y4; 
y23 = y2 - y3; y24 = y2 - y4; y34 = y3 - y4; 
xy24 = ( x2^2 - x4^2 + y2^2 - y4^2); 
xy13 = ( x1^2 - x3^2 + y1^2 - y3^2); 

  
% Group 1: K(1,1), K(2,2), K(3,3), K(4,4) 
h(1,1) = (x24)^2 + (y24)^2; h(2,2) = (x13)^2 + (y13)^2; 
h(3,3) =  h(1,1); h(4,4) = h(2,2);          
f(1,1) =  ((x24)*(x34) + (y24)*(y34))*(-2); 
f(2,2) =  ((x13)*(x34) + (y13)*(y34))*(-2); 
f(3,3) =  ((x12)*(x24) + (y12)*(y24))*(-2); 
f(4,4) =  ((x12)*(x13) + (y12)*(y13))*(-2); 
g(1,1) =  ((x23)*(x24) + (y23)*(y24))*(-2); 
g(2,2) =  ((x13)*(x14) + (y13)*(y14))*(-2); 
g(3,3) =  ((x14)*(x24) + (y14)*(y24))*2; 
g(4,4 )=  ((x13)*(x23) + (y13)*(y23))*2; 
l(1,1) = (x34)^2 + (y34)^2; l(2,2) =  l(1,1);          
l(3,3) = (x12)^2 + (y12)^2; l(4,4) =  l(3,3);          
m(1,1) = (x23)^2 + (y23)^2; m(4,4) =  m(1,1); 
m(2,2) = (x14)^2 + (y14)^2; m(3,3) =  m(2,2); 
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% Group 2: K(2,1), K(4,3) 
h(2,1) = -(x13)*(x24) - (y13)*(y24); h(4,3)=  h(2,1);           
f(2,1) =  (x1 + x2)*(x34) + (y1 + y2)*(y34) - x3^2 + x4^2 - y3^2 + y4^2; 
f(4,3) = -(x3 + x4)*(x12) - (y3 + y4)*(y12) + x1^2 - x2^2 + y1^2 - y2^2; 
g(2,1) =  (x13)*(x23) + (x14)*(x24) + (y13)*(y23) + (y14)*(y24); 
g(4,3) = -(x13)*(x14) - (x23)*(x24) - (y13)*(y14) - (y23)*(y24); 
l(2,1) = -(x34)^2 - (y34)^2;  
l(4,3) = -(x12)^2 - (y12)^2; 
m(2,1) = -(x14)*(x23) - (y14)*(y23); m(4,3) = m(2,1);          

  
% Group 3: K(3,2), K(4,1) 
h(3,2) =  (x13)*(x24) + (y13)*(y24); h(4,1)=  h(3,2);           
f(3,2) = -(x12)*(x13) - (x24)*(x34) - (y12)*(y13) - (y24)*(y34); 
f(4,1) = -(x12)*(x24) - (x13)*(x34) - (y12)*(y24) - (y13)*(y34); 
g(3,2) = -(x2 + x3)*(x14) - (y2 + y3)*(y14) + x1^2 - x4^2 + y1^2 - y4^2; 
g(4,1) = -(x1 + x4)*(x23) - (y1 + y4)*(y23) + x2^2 - x3^2 + y2^2 - y3^2; 
l(3,2) =  (x12)*(x34) + (y12)*(y34); l(4,1) = l(3,2);        
m(3,2) = -(x14)^2 - (y14)^2;  
m(4,1) = -(x23)^2 - (y23)^2; 

  
% Group 4: K(3,1), K(4,2) 
h(3,1) = -(x24)^2 - (y24)^2; 
h(4,2) = -(x13)^2 - (y13)^2; 
f(3,1) =  (x1 + x3)*(x24) + (y1 + y3)*(y24) - xy24; 
f(4,2) = -(x2 + x4)*(x13) - (y2 + y4)*(y13) + xy13; 
g(3,1) = -(x1 + x3)*(x24) - (y1 + y3)*(y24) + xy24; 
g(4,2) = -(x2 + x4)*(x13) - (y2 + y4)*(y13) + xy13; 
l(3,1) = -(x12)*(x34) - (y12)*(y34);  
l(4,2) = -(x12)*(x34) - (y12)*(y34); 
m(3,1) =  (x14)*(x23) + (y14)*(y23); m(4,2) = m(3,1);             

  
% The parameters p q r are in similar forms for K(i,j): 
p = (x13*y24-x24*y13)*8; 
q = (x34*y12-x12*y34)*8; 
r = (x23*y14-x14*y23)*8; 

  

  
% Calculating angle between opposite side in order to classify into 
% 4 cases. 0.4 degree is selected for this study from validating with   

% rectangular plate with linear temperature   

u12 = sqrt(x12*x12+y12*y12);    u34 = sqrt(x34*x34+y34*y34); 
u23 = sqrt(x23*x23+y23*y23);    u14 = sqrt(x14*x14+y14*y14); 
ssr = r/8/u14/u23;              ssq = q/8/u12/u34; 
sall = sind(0.4); 

  
if abs(ssr) < sall 
    r = 0; 
end 
if abs(ssq) < sall 
    q = 0; 
end 

  
% If edge 12 is parallel with edge 43 and edge 23 is parallel with edge 14, 
% then q == 0 and r==0: 
if q==0 && r==0 
K(1,1) = zeroqr(p,h(1,1),l(1,1),m(1,1)); 
K(2,1) = zeroqr(p,h(2,1),l(2,1),m(2,1)); 
K(3,1) = zeroqr(p,h(3,1),l(3,1),m(3,1)); 
K(4,1) = zeroqr(p,h(4,1),l(4,1),m(4,1)); 
K(2,2) = zeroqr(p,h(2,2),l(2,2),m(2,2)); 
K(3,2) = zeroqr(p,h(3,2),l(3,2),m(3,2)); 
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K(4,2) = zeroqr(p,h(4,2),l(4,2),m(4,2)); 
K(3,3) = zeroqr(p,h(3,3),l(3,3),m(3,3)); 
K(4,3) = zeroqr(p,h(4,3),l(4,3),m(4,3)); 
K(4,4) = zeroqr(p,h(4,4),l(4,4),m(4,4)); 
% If edge 12 is parallel with edge 43 then q == 0: 
elseif q==0 && r~=0 
K(1,1) = zeroq(p,r,h(1,1),g(1,1),l(1,1),m(1,1)); 
K(2,1) = zeroq(p,r,h(2,1),g(2,1),l(2,1),m(2,1)); 
K(3,1) = zeroq(p,r,h(3,1),g(3,1),l(3,1),m(3,1)); 
K(4,1) = zeroq(p,r,h(4,1),g(4,1),l(4,1),m(4,1)); 
K(2,2) = zeroq(p,r,h(2,2),g(2,2),l(2,2),m(2,2)); 
K(3,2) = zeroq(p,r,h(3,2),g(3,2),l(3,2),m(3,2)); 
K(4,2) = zeroq(p,r,h(4,2),g(4,2),l(4,2),m(4,2)); 
K(3,3) = zeroq(p,r,h(3,3),g(3,3),l(3,3),m(3,3)); 
K(4,3) = zeroq(p,r,h(4,3),g(4,3),l(4,3),m(4,3)); 
K(4,4) = zeroq(p,r,h(4,4),g(4,4),l(4,4),m(4,4));        
% If edge 23 is parallel with edge 14 then r == 0: 
elseif r==0 && q~=0 
K(1,1) = zeror(p,q,h(1,1),f(1,1),l(1,1),m(1,1)); 
K(2,1) = zeror(p,q,h(2,1),f(2,1),l(2,1),m(2,1)); 
K(3,1) = zeror(p,q,h(3,1),f(3,1),l(3,1),m(3,1)); 
K(4,1) = zeror(p,q,h(4,1),f(4,1),l(4,1),m(4,1)); 
K(2,2) = zeror(p,q,h(2,2),f(2,2),l(2,2),m(2,2)); 
K(3,2) = zeror(p,q,h(3,2),f(3,2),l(3,2),m(3,2)); 
K(4,2) = zeror(p,q,h(4,2),f(4,2),l(4,2),m(4,2)); 
K(3,3) = zeror(p,q,h(3,3),f(3,3),l(3,3),m(3,3)); 
K(4,3) = zeror(p,q,h(4,3),f(4,3),l(4,3),m(4,3)); 
K(4,4) = zeror(p,q,h(4,4),f(4,4),l(4,4),m(4,4)); 

  
else 
n(1,1) = ((x23)*(x34) + (y23)*(y34))*2; 
n(2,2) = ((x14)*(x34) + (y14)*(y34))*2; 
n(3,3) = ((x12)*(x14) + (y12)*(y14))*(-2); 
n(4,4) = ((x12)*(x23) + (y12)*(y23))*(-2); 
n(2,1) = -(x1 + x2)*(x34) - (y1 + y2)*(y34) + x3^2 - x4^2 + y3^2 - y4^2; 
n(4,3) = -(x3 + x4)*(x12) - (y3 + y4)*(y12) + x1^2 - x2^2 + y1^2 - y2^2;     
n(3,2) = -(x2 + x3)*(x14) - (y2 + y3)*(y14) + x1^2 - x4^2 + y1^2 - y4^2; 
n(4,1) =  (x1 + x4)*(x23) + (y1 + y4)*(y23) - x2^2 + x3^2 - y2^2 + y3^2;     
n(3,1) = -(x12)*(x23) + (x14)*(x34) - (y12)*(y23) + (y14)*(y34); 
n(4,2) = -(x12)*(x14) + (x23)*(x34) - (y12)*(y14) + (y23)*(y34);         

  
% The following parameters are also in similar form for K(i,j): 
E1 = p-q-r; E2 = p-q+r; E3 = p+q-r; E4 = p+q+r; 
C1 = p^2+q^2+r^2; C2 = p^2-2*q^2-2*r^2; 

  
K(1,1) = calK(p,q,r,h(1,1),f(1,1),g(1,1),l(1,1),m(1,1),n(1,1), ... 
              E1,E2,E3,E4,C1,C2); 
K(2,1) = calK(p,q,r,h(2,1),f(2,1),g(2,1),l(2,1),m(2,1),n(2,1), ... 
              E1,E2,E3,E4,C1,C2); 
K(3,1) = calK(p,q,r,h(3,1),f(3,1),g(3,1),l(3,1),m(3,1),n(3,1), ... 
              E1,E2,E3,E4,C1,C2); 
K(4,1) = calK(p,q,r,h(4,1),f(4,1),g(4,1),l(4,1),m(4,1),n(4,1), ... 
              E1,E2,E3,E4,C1,C2); 
K(2,2) = calK(p,q,r,h(2,2),f(2,2),g(2,2),l(2,2),m(2,2),n(2,2), ... 
              E1,E2,E3,E4,C1,C2); 
K(3,2) = calK(p,q,r,h(3,2),f(3,2),g(3,2),l(3,2),m(3,2),n(3,2), ... 
              E1,E2,E3,E4,C1,C2); 
K(4,2) = calK(p,q,r,h(4,2),f(4,2),g(4,2),l(4,2),m(4,2),n(4,2), ... 
              E1,E2,E3,E4,C1,C2); 
K(3,3) = calK(p,q,r,h(3,3),f(3,3),g(3,3),l(3,3),m(3,3),n(3,3), ... 
              E1,E2,E3,E4,C1,C2); 
K(4,3) = calK(p,q,r,h(4,3),f(4,3),g(4,3),l(4,3),m(4,3),n(4,3), ... 
              E1,E2,E3,E4,C1,C2); 
K(4,4) = calK(p,q,r,h(4,4),f(4,4),g(4,4),l(4,4),m(4,4),n(4,4), ... 
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              E1,E2,E3,E4,C1,C2); 
end  
K(1,2) = K(2,1); K(1,3) = K(3,1); K(1,4) = K(4,1); 
K(2,3) = K(3,2); K(2,4) = K(4,2); K(3,4) = K(4,3); 
sysk = tk*th*K; 

  
qq(1,1) =  p - q/3 - r/3;  
qq(2,1) =  p + q/3 - r/3; 
qq(3,1) =  p + q/3 + r/3; 
qq(4,1) =  p - q/3 + r/3; 

  
sysq = Q*th*qq/64; 

function KK = zeroqr(p,h,l,m) 
% For the case of q = 0 and r = 0: 

  
KK = ((3*h + l + m)*4)/(3*p); 

  
end 

function KK = zeroq(p,r,h,g,l,m) 
% For the case of q = 0: 

  
KK = (-12*p*r*m + 12*r*r*g - (6*p*p*m - 6*p*r*g + 6*r*r*h + ... 
        2*r*r*l)*(log(p - r) - log(p + r)))./(3*r^3); 

  
end 

function KK = zeror(p,q,h,f,l,m) 
% For the case of r = 0: 

  
KK = (-12*p*q*l + 12*q*q*f - (6*p*p*l - 6*p*q*f + ... 
        6*q*q*h + 2*q*q*m)*(log(p - q) - log(p + q)))./(3*q^3); 

  
end 

function KK = calK(p,q,r,h,f,g,l,m,n,E1,E2,E3,E4,C1,C2) 
% For the case of both q and r not equal zero: 

 
A = ((- 3*q*q*r*g + 2*p*q*q*m + 3*q*r*r*f + p*q*r*n - ... 
      4*p*r*r*l).*2/3/(q^2*r^2)) + ((g*r-m*p)*4/r^2); 

   
part1 = (((( p*(q - 2*r) - q*r + C1)*2*l + 3*q*(2*q*h - E3*f))*  r  - ... 
         3*q*q*E2*g + q*( 2*q*r + p*(q + r)+ C2)*n)*r + ... 
         (-q*r - p*(2*q - r)+ C1)*2*q*q*m)*  E1 *log(E1); 
part2 = (((( p*(q + 2*r) + q*r + C1)*2*l + 3*q*(2*q*h - E4*f))*  r  - ... 
         3*q*q*E1*g - q*( 2*q*r - p*(q - r)- C2)*n)*r + ... 
         ( q*r - p*(2*q + r)+ C1)*2*q*q*m)*  E2 *log(E2);  
part3 = ((((-p*(q + 2*r) + q*r + C1)*2*l + 3*q*(2*q*h - E1*f))*(-r) + ... 
         3*q*q*E4*g + q*( 2*q*r + p*(q - r)- C2)*n)*r - ... 
         ( q*r + p*(2*q + r)+ C1)*2*q*q*m)*(-E3)*log(E3);  
part4 = ((((-p*(q - 2*r) - q*r + C1)*2*l + 3*q*(2*q*h - E2*f))*(-r) + ... 
         3*q*q*E3*g + q*(-2*q*r + p*(q + r)- C2)*n)*r - ... 
         (-q*r + p*(2*q - r)+ C1)*2*q*q*m)*(-E4)*log(E4); 
KK = A + (part1-part2-part3+part4)./(6*q^3*r^3); 
End 

 
function [sysk,sysq] = Conv(nodc, coorxy, H, th, Ta, sysk, sysq) 

  
% Subroutine for computing element convection matrix and ambient  
% temperature load vector. 
%  
for i = size(nodc,1) 

  
    eq = nodc(i,:); 
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    x1 = coorxy(eq(1),1);      y1 = coorxy(eq(1),2);  
    x2 = coorxy(eq(2),1);      y2 = coorxy(eq(2),2); 
    dx = x1 - x2;              dy = y1 - y2; 
    L = sqrt(dx*dx + dy*dy); 

  
    % Compute heat convection matrix 
    fac = H*th*L/6; 
    sysk(eq,eq) = sysk(eq,eq) + [2*fac, fac; fac,2*fac]; 

  
    % Compute ambient temperature vecter   
    qh = H*Ta*th*L/2; 
    sysq(eq) = sysq(eq) + [qh; qh]; 
end 
end 

function [K, F] = StiffCF(coorxy, elas, pr, alpha, t, temp) 

% Subroutine for computing element stiffness matrix and temperature   

% loading vector using closed-form expressions. 

%  

x1 = coorxy(1,1); x2 = coorxy(2,1); x3 = coorxy(3,1); x4 = coorxy(4,1); 

y1 = coorxy(1,2); y2 = coorxy(2,2); y3 = coorxy(3,2); y4 = coorxy(4,2); 

  

x12 = x1 - x2; x13 = x1 - x3; x14 = x1 - x4; 

x23 = x2 - x3; x24 = x2 - x4; x34 = x3 - x4; 

y12 = y1 - y2; y13 = y1 - y3; y14 = y1 - y4; 

y23 = y2 - y3; y24 = y2 - y4; y34 = y3 - y4;    

    

p = (x13*y24 -x24*y13)*8; 

q = (x34*y12 -x12*y34)*8; 

r = (x23*y14 -x14*y23)*8; 

  

% Calculating angle between opposite side in order to classify into 

% 4 cases. 0.4 degree is selected for this study from validating with   

% rectangular plate with linear temperature   

% where u is a magnitude of line , ssr = sine seta of 14 and 23 

% ssq = sine seta of 12 and 34 , sall = allowable sine value 

u12 = sqrt(x12*x12+y12*y12);    u34 = sqrt(x34*x34+y34*y34); 

u23 = sqrt(x23*x23+y23*y23);    u14 = sqrt(x14*x14+y14*y14); 

ssr = r/8/u14/u23;              ssq = q/8/u12/u34; 

sall = sind(0.4); 

if abs(ssr)<sall 

    r = 0; 

end 

if abs(ssq)<sall 

    q = 0; 

end 

  

%-------- STIFFNESS MATRIC CALCULATION -------- 

% Computing intermediated parameter I 

% 

% Assign h matrix 

h = zeros(8);  

h(1,1) = y24*y24;       h(2,2) = x24*x24;       h(3,3) = y13*y13;        

h(4,4) = x13*x13;       h(5,5) = y24*y24;       h(6,6) = x24*x24;        

h(7,7) = y13*y13;       h(8,8) = x13*x13;        

  

h(1,2) = -x24*y24;      h(3,4) = -x13*y13; 

h(5,6) = h(1,2);        h(7,8) = h(3,4); 

  

h(1,3) = -y13*y24;      h(2,4) = -x13*x24;      h(3,5) = y13*y24;        

h(4,6) = x13*x24;       h(5,7) = h(1,3);        h(6,8) = h(2,4);        

h(1,7) = h(3,5);        h(2,8) = h(4,6);        h(1,5) = -y24*y24; 

h(2,6) = -x24*x24;      h(3,7) = -y13*y13;      h(4,8) = -x13*x13; 

  

h(1,4) =  x24*y13;      h(2,3) =  x13*y24;      h(1,8) = -x24*y13; 
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h(2,7) = -x13*y24;      h(3,6) = h(2,7);        h(4,5) = h(1,8); 

h(5,8) = h(1,4);        h(6,7) = h(2,3);        h(1,6) = x24*y24; 

h(2,5) = h(1,6);        h(4,7) = x13*y13;       h(3,8) = h(4,7); 

  

% Assign l matrix 

l = zeros(8);  

l(1,1) = y34*y34;       l(2,2) = x34*x34;       l(3,3) = y34*y34;        

l(4,4) = x34*x34;       l(5,5) = y12*y12;       l(6,6) = x12*x12;        

l(7,7) = y12*y12;       l(8,8) = x12*x12;        

  

l(1,2) = -x34*y34;      l(3,4) = l(1,2); 

l(5,6) = -x12*y12;      l(7,8) = l(5,6); 

  

l(1,3) = -y34*y34;      l(2,4) = -x34*x34;      l(3,5) =  y12*y34; 

l(4,6) =  x12*x34;      l(5,7) = -y12*y12;      l(6,8) = -x12*x12; 

l(1,7) =  l(3,5);       l(2,8) =  l(4,6);       l(1,5) = -y12*y34; 

l(2,6) = -x12*x34;      l(3,7) =  l(1,5);       l(4,8) =  l(2,6); 

  

l(1,4) =  x34*y34;      l(2,3) =  l(1,4);       l(1,8) = -x34*y12; 

l(2,7) = -x12*y34;      l(3,6) =  l(1,8);       l(4,5) =  l(2,7); 

l(5,8) =  x12*y12;      l(6,7) =  l(5,8);       l(1,6) =  x34*y12; 

l(2,5) =  x12*y34;      l(4,7) =  l(2,5);       l(3,8) =  l(1,6); 

  

% Assign m matrix 

m = zeros(8);  

m(1,1) = y23*y23;       m(2,2) = x23*x23;       m(3,3) = y14*y14;        

m(4,4) = x14*x14;       m(5,5) = y14*y14;       m(6,6) = x14*x14;        

m(7,7) = y23*y23;       m(8,8) = x23*x23;        

  

m(1,2) = -x23*y23;      m(3,4) = -x14*y14;       

m(5,6) =  m(3,4);       m(7,8) =  m(1,2); 

  

m(1,3) = -y14*y23;      m(2,4) = -x14*x23;      m(3,5) = -y14*y14; 

m(4,6) = -x14*x14;      m(5,7) =  m(1,3);       m(6,8) =  m(2,4); 

m(1,7) = -y23*y23;      m(2,8) = -x23*x23;      m(1,5) =  y14*y23; 

m(2,6) =  x14*x23;      m(3,7) =  m(1,5);       m(4,8) =  m(2,6); 

  

m(1,4) =  x23*y14;      m(2,3) =  x14*y23;      m(1,8) =  x23*y23; 

m(2,7) =  m(1,8);       m(3,6) =  x14*y14;      m(4,5) =  m(3,6); 

m(5,8) =  m(2,3);       m(6,7) =  m(1,4);       m(1,6) = -x23*y14; 

m(2,5) = -x14*y23;      m(4,7) =  m(1,6);       m(3,8) =  m(2,5); 

  

% Assign f matrix 

if q ~= 0  

f = zeros(8);     

f(1,1) = -2*y24*y34;            f(2,2) = -2*x24*x34;     

f(3,3) = -2*y13*y34;            f(4,4) = -2*x13*x34;     

f(5,5) = -2*y12*y24;            f(6,6) = -2*x12*x24;     

f(7,7) = -2*y12*y13;            f(8,8) = -2*x12*x13;    

  

f(1,2) = x24*y34 + x34*y24;     f(3,4) = x13*y34 + x34*y13; 

f(5,6) = x12*y24 + x24*y12;     f(7,8) = x12*y13 + x13*y12; 

  

f(1,3) = (y13 + y24)*y34;       f(2,4) = (x13 + x24)*x34;      

f(3,5) = -y12*y13 -y24*y34;     f(4,6) = -x12*x13 -x24*x34;    

f(5,7) = (y13 + y24)*y12;       f(6,8) = (x13 + x24)*x12;      

f(1,7) = -y12*y24 -y13*y34;     f(2,8) = -x12*x24 -x13*x34;    

f(1,5) = (y12 + y34)*y24;       f(2,6) = (x12 + x34)*x24; 

f(3,7) = (y12 + y34)*y13;       f(4,8) = (x12 + x34)*x13; 

  

f(1,4) = -x24*y34 - x34*y13;    f(2,3) = -x13*y34 - x34*y24; 

f(1,8) =  x24*y12 + x34*y13;    f(2,7) =  x12*y24 + x13*y34; 

f(3,6) =  x13*y12 + x34*y24;    f(4,5) =  x12*y13 + x24*y34; 

f(5,8) = -x12*y13 - x24*y12;    f(6,7) = -x12*y24 - x13*y12; 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

128 

f(1,6) = -x24*y12 - x34*y24;    f(2,5) = -x12*y24 - x24*y34; 

f(4,7) = -x12*y13 - x13*y34;    f(3,8) = -x13*y12 - x34*y13; 

end 

  

% Assign g matrix 

if r~=0 

g = zeros(8);     

g(1,1) = -2*y24*y23;            g(2,2) = -2*x24*x23;     

g(3,3) = -2*y13*y14;            g(4,4) = -2*x13*x14;     

g(5,5) =  2*y24*y14;            g(6,6) =  2*x24*x14;     

g(7,7) =  2*y13*y23;            g(8,8) =  2*x13*x23;       

  

g(1,2) =  x23*y24 + x24*y23;    g(3,4) =  x13*y14 + x14*y13; 

g(5,6) = -x14*y24 - x24*y14;    g(7,8) = -x13*y23 - x23*y13; 

  

g(1,3) =  y13*y23 + y14*y24;    g(2,4) =  x13*x23 + x14*x24; 

g(3,5) = (y13 - y24)*y14;       g(4,6) = (x13 - x24)*x14; 

g(5,7) = -y13*y14 - y23*y24;    g(6,8) = -x13*x14 - x23*x24; 

g(1,7) = (y24 - y13)*y23;       g(2,8) = (x24 - x13)*x23; 

g(1,5) = (y23 - y14)*y24;       g(2,6) = (x23 - x14)*x24; 

g(3,7) = (y14 - y23)*y13;       g(4,8) = (x14 - x23)*x13; 

  

g(1,4) = -x23*y13 - x24*y14;    g(2,3) = -x13*y23 - x14*y24; 

g(1,8) = -x24*y23 + x23*y13;    g(2,7) =  x13*y23 - x23*y24; 

g(3,6) = -x13*y14 + x14*y24;    g(4,5) = -x14*y13 + x24*y14; 

g(5,8) =  x14*y13 + x24*y23;    g(6,7) =  x13*y14 + x23*y24; 

g(1,6) =  x24*y14 - x23*y24;    g(2,5) =  x14*y24 - x24*y23; 

g(4,7) = -x13*y14 + x23*y13;    g(3,8) =  x13*y23 - x14*y13; 

end 

  

% Assign n matrix 

if r~=0 && q~=0 

n = zeros(8); 

n(1,1) =  2*y23*y34;            n(2,2) =  2*x23*x34;       

n(3,3) =  2*y14*y34;            n(4,4) =  2*x14*x34;       

n(5,5) = -2*y14*y12;            n(6,6) = -2*x14*x12;      

n(7,7) = -2*y12*y23;            n(8,8) = -2*x12*x23;    

  

n(1,2) = -x23*y34 - x34*y23;    n(3,4) = -x14*y34 - x34*y14; 

n(5,6) =  x12*y14 + x14*y12;    n(7,8) =  x12*y23 + x23*y12; 

  

n(1,3) = (-y14 - y23)*y34;      n(2,4) = (-x14 - x23)*x34; 

n(3,5) = ( y12 - y34)*y14;      n(4,6) = ( x12 - x34)*x14; 

n(5,7) = ( y14 + y23)*y12;      n(6,8) = ( x14 + x23)*x12; 

n(1,7) = ( y12 - y34)*y23;      n(2,8) = ( x12 - x34)*x23; 

n(1,5) = -y12*y23 + y14*y34;    n(2,6) = -x12*x23 + x14*x34; 

n(3,7) = -y12*y14 + y23*y34;    n(4,8) = -x12*x14 + x23*x34; 

  

n(1,4) =  x23*y34 + x34*y14;    n(2,3) =  x14*y34 + x34*y23; 

n(1,8) = -x23*y12 + x34*y23;    n(2,7) = -x12*y23 + x23*y34; 

n(3,6) = -x14*y12 + x34*y14;    n(4,5) = -x12*y14 + x14*y34; 

n(5,8) = -x12*y23 - x14*y12;    n(6,7) = -x12*y14 - x23*y12; 

n(1,6) =  x23*y12 - x34*y14;    n(2,5) =  x12*y23 - x14*y34; 

n(4,7) =  x12*y14 - x23*y34;    n(3,8) =  x14*y12 - x34*y23;  

end 

  

% Calculate intermediate parameter [I] matrix  

IN = zeros(8); 

if q == 0 && r == 0 

    IN = zeroqr(p,h,l,m); 

elseif q == 0 && r ~= 0 

    IN = zeroq(p,r,h,g,l,m); 

elseif q ~= 0 && r == 0 

    IN = zeror(p,q,h,f,l,m); 
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else  

    E1 = p-q-r; E2 = p-q+r; E3 = p+q-r; E4 = p+q+r; 

    C1 = p^2+q^2+r^2; C2 = p^2-2*q^2-2*r^2; 

    IN = calK(p,q,r,h,f,g,l,m,n,E1,E2,E3,E4,C1,C2); 

end 

    

% Rearrange stiffness matrix [K] 

K = zeros(8); 

s = (1-pr)/2; 

K(1,1) = IN(1,1) + s*IN(2,2);       K(2,2) = IN(2,2) + s*IN(1,1); 

K(3,3) = IN(3,3) + s*IN(4,4);       K(4,4) = IN(4,4) + s*IN(3,3); 

K(5,5) = IN(5,5) + s*IN(6,6);       K(6,6) = IN(6,6) + s*IN(5,5); 

K(7,7) = IN(7,7) + s*IN(8,8);       K(8,8) = IN(8,8) + s*IN(7,7); 

  

ss = (1+pr)/2; 

K(1,2) = ss*IN(1,2);                K(3,4) = ss*IN(3,4); 

K(5,6) = ss*IN(5,6);                K(7,8) = ss*IN(7,8); 

  

K(1,3) = IN(1,3) + s*IN(2,4);       K(2,4) = IN(2,4) + s*IN(1,3); 

K(3,5) = IN(3,5) + s*IN(4,6);       K(4,6) = IN(4,6) + s*IN(3,5); 

K(5,7) = IN(5,7) + s*IN(6,8);       K(6,8) = IN(6,8) + s*IN(5,7); 

K(1,7) = IN(1,7) + s*IN(2,8);       K(2,8) = IN(2,8) + s*IN(1,7); 

K(1,5) = IN(1,5) + s*IN(2,6);       K(2,6) = IN(2,6) + s*IN(1,5); 

K(3,7) = IN(3,7) + s*IN(4,8);       K(4,8) = IN(4,8) + s*IN(3,7); 

  

K(1,4) = s*IN(1,4) + pr*IN(2,3);    K(2,3) = s*IN(2,3) + pr*IN(1,4); 

K(1,8) = s*IN(1,8) + pr*IN(2,7);    K(2,7) = s*IN(2,7) + pr*IN(1,8); 

K(3,6) = s*IN(3,6) + pr*IN(4,5);    K(4,5) = s*IN(4,5) + pr*IN(3,6); 

K(5,8) = s*IN(5,8) + pr*IN(6,7);    K(6,7) = s*IN(6,7) + pr*IN(5,8); 

K(1,6) = s*IN(1,6) + pr*IN(2,5);    K(2,5) = s*IN(2,5) + pr*IN(1,6); 

K(4,7) = s*IN(4,7) + pr*IN(3,8);    K(3,8) = s*IN(3,8) + pr*IN(4,7); 

  

% Symmetry matrix 

K(2,1) = K(1,2); 

K(3,1) = K(1,3);    K(3,2) = K(2,3); 

K(4,1) = K(1,4);    K(4,2) = K(2,4);    K(4,3) = K(3,4); 

K(5,1) = K(1,5);    K(5,2) = K(2,5);    K(5,3) = K(3,5); 

K(5,4) = K(4,5); 

K(6,1) = K(1,6);    K(6,2) = K(2,6);    K(6,3) = K(3,6); 

K(6,4) = K(4,6);    K(6,5) = K(5,6); 

K(7,1) = K(1,7);    K(7,2) = K(2,7);    K(7,3) = K(3,7); 

K(7,4) = K(4,7);    K(7,5) = K(5,7);    K(7,6) = K(6,7); 

K(8,1) = K(1,8);    K(8,2) = K(2,8);    K(8,3) = K(3,8); 

K(8,4) = K(4,8);    K(8,5) = K(5,8);    K(8,6) = K(6,8); 

K(8,7) = K(7,8); 

  

K = elas/(1-pr*pr)*t*K; 

  

%-------- THERMAL VECTOR CALCULATION -------- 

% 

T1 = temp(1);   T2 = temp(2);   T3 = temp(3);   T4 = temp(4); 

a1 =  T1 + T2 + T3 + T4; 

a2 = -T1 - T2 + T3 + T4; 

a3 = -T1 + T2 + T3 - T4; 

  

b1 = [ y24; -x24; -y13;  x13; -y24;  x24;  y13; -x13]; 

b2 = [-y23;  x23;  y14; -x14; -y14;  x14;  y23; -x23]; 

b3 = [-y34;  x34;  y34; -x34;  y12; -x12; -y12;  x12]; 

  

F = elas/(1-pr)/24*t*alpha*(3*a1*b1 + a2*b2 + a3*b3); 

 

end 

function sysf = Press(nodf, coorxy, P, t, sysf) 

% Subroutine for creating load vector due to pressure 
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% 

    for i = 1: size(nodf,1) 

        x1 = coorxy(nodf(i,1),1);      y1 = coorxy(nodf(i,1),2);  

        x2 = coorxy(nodf(i,2),1);      y2 = coorxy(nodf(i,2),2); 

         

        Fx1 = P(i)/2*t*(y1-y2); 

        Fy1 = P(i)/2*t*(x2-x1); 

        Fx2 = P(i)/2*t*(y1-y2); 

        Fy2 = P(i)/2*t*(x2-x1); 

         

        eq = [2*nodf(i,1)-1, 2*nodf(i,1), 2*nodf(i,2)-1, 2*nodf(i,2)]; 

        sysf(eq) = sysf(eq) + [Fx1; Fy1; Fx2; Fy2]; 

    end 

end 

function [sxx, syy, sxy] = Stress(nnode, nele, elenod, coorxy, elas, ... 

          pr, alpha, temp, dispuv) 

% Subroutine for computing stresses  

% 

sxx = zeros(nnode,1); 

syy = zeros(nnode,1); 

sxy = zeros(nnode,1); 

count = zeros(nnode,1); 

  

for i = 1:nele 

sele = elenod(i,:); 

eq = [2*sele(1)-1, 2*sele(2)-1, 2*sele(3)-1, 2*sele(4)-1,... 

      2*sele(1),   2*sele(2),   2*sele(3),   2*sele(4)]; 

u1 = dispuv(eq(1));  u2 = dispuv(eq(2)); 

u3 = dispuv(eq(3));  u4 = dispuv(eq(4)); 

v1 = dispuv(eq(5));  v2 = dispuv(eq(6)); 

v3 = dispuv(eq(7));  v4 = dispuv(eq(8)); 

  

scoorxy = coorxy(sele,:);   

x1 = scoorxy(1,1); x2 = scoorxy(2,1); x3 = scoorxy(3,1); x4 = scoorxy(4,1); 

y1 = scoorxy(1,2); y2 = scoorxy(2,2); y3 = scoorxy(3,2); y4 = scoorxy(4,2); 

  

x13 = x1 - x3;      x24 = x2 - x4; 

y13 = y1 - y3;      y24 = y2 - y4;  

  

p = (x13*y24 -x24*y13); 

  

%  Compute plastic strain {ep}=[B]{u} 

%  where considering at centriod of square (xi = eta = 0) 

  

ep = zeros(3,1); 

ep(1) =  y24*u1 - y13*u2 - y24*u3 + y13*u4; 

ep(2) = -x24*v1 + x13*v2 + x24*v3 - x13*v4; 

ep(3) = -x24*u1 + x13*u2 + x24*u3 - x13*u4 + ... 

         y24*v1 - y13*v2 - y24*v3 + y13*v4; 

ep = ep/p; 

  

%Compute total strain {et}={ep}-{eT) 

  

Tm = (temp(sele(1)) +  temp(sele(2)) + temp(sele(3)) +  temp(sele(4)))/4; 

et = ep - [alpha*Tm; alpha*Tm; 0]; 

  

%  Compute stress {s} = [c]{et} 

ssxx = et(1) + pr*et(2); 

ssyy = et(2) + pr*et(1); 

ssxy = (1-pr)/2*et(3); 

  

sxx(sele) = sxx(sele) + ssxx; 

syy(sele) = syy(sele) + ssyy; 

sxy(sele) = sxy(sele) + ssxy; 
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count(sele) = count(sele) + 1.; 

end 

  

    fac = elas/(1-pr*pr); 

    sxx = fac*sxx./count; 

    syy = fac*syy./count; 

    sxy = fac*sxy./count; 

     

end 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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