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บทที่  1 

บทนํา 

 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ทฤษฎีภาษารปูนัย (formal language theory) เริ่มตนขึน้ในชวงป ค.ศ. 1950-1960 
จากงานวิจัยของนักภาษาศาสตรที่ชื่อวา นอม ชอมสกี ซึ่งพยายามที่จะอธิบายการเรียนรูภาษา
ของมนุษย เขาไดเสนอแนวคิดของการมีอยูของไวยากรณสากล (universal grammars) ใน
สมองของมนุษย และอธบิายกระบวนการเรียนรูภาษาของมนุษยวา เปนกระบวนการกําหนด
รูปแบบของกฎเชิงวากยสัมพันธ (syntactic rules) ในไวยากรณสากลตามขอมูลของภาษาที่ได
รับมา ซึ่งภาษาแตละภาษามีรูปแบบของกฏเชิงวากยสัมพันธแตกตางกัน และรูปแบบของกฎใน
ไวยากรณยังสามารถนํามาแบงความซับซอนของภาษาไดอีกดวย โดยชอมสกีไดแบงภาษา
ออกเปนทั้งหมด 4 ระดับในรูปแบบของลําดับชั้นของระดับภาษาทีส่ัมพันธกัน ก็คือ ระดับภาษา
สม่ําเสมอ (regular languages) ระดับภาษาไมพ่ึงบริบท (context-free language) ระดับภาษา
พ่ึงบริบท (context-sensitive language) ระดับภาษาแจงนับไดแบบวนซ้ํา (recursively 
enumerable language) แตอยางไรก็ตาม ในชวงเวลานั้นความสามารถของการเรียนรู 
(learnability) ของระดับภาษาตาง ๆ ยังไมไดถูกศึกษา เน่ืองจากในชวงนั้นยังไมมีแบบจําลองใด
ที่สามารถอธบิายกระบวนการเรียนรูภาษาได 

การศึกษาเรื่องความสามารถการเรียนรูภาษาไดรับความสนใจเปนอยางมาก ตั้งแต
ป ค.ศ. 1967 เม่ือนักวิจัยดานภาษาศาสตรชื่อ โกลด ไดเสนอแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่
สามารถอธิบายกระบวนการเรียนรูภาษาได เพ่ือใชในการศึกษาความสามารถในการเรียนรูของ
ระดับภาษาตาง ๆ ในลําดับชั้นที่ชอมสกไีดเสนอไว แบบจําลองการเรียนรูภาษานีรู้จักกันดีในชื่อ
ของ การระบุภาษาไดในขอบเขตจํากัด (identification in the limit) โดยเปนการมองวาการ
เรียนรูภาษาเปนกระบวนการหาตัวแทนเชิงไวยากรณ (grammatical representation) ของ
ภาษา และเปนกระบวนการที่ไมสิ้นสุด (infinite process) ซึ่งการที่จะกลาววาภาษาใด ๆ 
สามารถเรียนรูไดนั้น จะตองพิจารณาจากการมีอยูของอัลกอริทึมการเรียนรู (learning 
algorithm) ที่สามารถระบไุวยากรณของภาษานั้น ๆ ไดในขอบเขตที่จํากัด โกลดไดใช
แบบจําลองนีศ้ึกษาความสามารถในการเรียนรูของระดับภาษาตาง ๆ ในลําดับชั้นชอมสกีในเชิง
ทฤษฎี และไดเสนอทฤษฎีบทที่มีอิทธิพลตองานวจัิยดานการเรียนรูภาษาเปนอยางมาก 2 
ทฤษฎีบท คอื ทฤษฎีบทเชิงบวกที่กลาววาระดับภาษาสม่ําเสมอ ระดับภาษาไมพ่ึงบริบท และ
ระดับภาษาพึง่บริบท สามารถเรียนรูไดจากตัวอยางบวก (ประโยคหรือสายอักขระที่อยูในภาษา) 
และตวัอยางลบ (ประโยคหรือสายอักขระที่ไมอยูในภาษา) และทฤษฎีบทเชิงลบที่กลาววา ไมมี
ระดับภาษาใดเลยในลําดับชัน้ชอมสกีสามารถเรียนรูไดจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว ดวย
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ทฤษฎีบทเชิงลบน้ีทําใหนักวิจัยดานการเรียนรู หันไปสนใจศึกษาประเด็นอ่ืน ๆ จนทําใหชวงป 
ค.ศ. 1970-1980 ไมมีงานวิจัยทางดานการเรียนรูภาษามากนัก 

การศึกษาเรื่องความสามารถการเรียนรูภาษากลับมาไดรับความสนใจอีกครั้งในชวง
ตนของป ค.ศ. 1980 เม่ือนักวิจัยชื่อ อังกลูอิน ไดแสดงใหเห็นวา มีระดับยอยของระดับภาษา
สม่ําเสมอที่สามารถเรียนรูไดจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว โดยระดับภาษานั้นเรียกวา ระดับ
ภาษายอนกลบัได (reversible languages) ซึ่งหลังจากนั้น มีระดับภาษาอีกเปนจํานวนมากได
ถูกพิสูจนวาสามารถเรียนรูไดจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว เชน ระดับภาษาทดสอบได 
(testable languages) ระดับภาษาสม่ําเสมอที่เขารหัส (code regular languages) ระดับภาษา
สม่ําเสมอแบบเขม (strictly regular languages) เปนตน โดยระดับภาษาเหลานี้สวนใหญเปน
ระดับยอยของภาษาสม่ําเสมอ ที่นิยามขึ้นมาใหมตามตัวแทนเชิงไวยากรณในรปูแบบของออโต
มาตาชนิดตาง ๆ  

การนําผลที่ไดจากงานวิจัยดานการเรียนรูภาษา ไปประยุกตใชกับการแกปญหา
ดานการรูจํา (recognition problems) เปนประเดน็หน่ึงที่นาสนใจและทาทายเปนอยางมาก 
เน่ืองจากนักวิจัยสวนใหญเชื่อวา ปญหาการรูจําสวนใหญมีความซับซอนอยูในระดับสมํ่าเสมอ 
ดังน้ันนักวิจัยสวนหนึ่งไดสนใจที่จะหาอัลกอริทึมการเรียนรูที่มีประสทิธิภาพของระดับภาษา
สม่ําเสมอ รวมถึงระดับยอยของภาษาสม่ําเสมอ เน่ืองจากระดับภาษาสม่ําเสมอนี้ไดถูกพิสูจน
แลววาสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัด นั่นคือมีอัลกอริทึมการเรียนรูที่มีประสิทธิภาพโดยใช
ออโตมาตาเปนตัวแทนเชิงไวยากรณของภาษา แตอยางไรก็ตาม ปญหาหนึ่งที่เกิดจากการใชออ
โตมาตาเปนตวัแทนเชิงไวยากรณ คือ ขนาดของออโตมาตาที่คํานวณไดจากอัลกอริทึมการ
เรียนรูมีขนาดใหญในกรณีทีภ่าษาถูกนิยามดวยสัญลักษณเปนจํานวนมาก ซึ่งเปนสาเหตุใหไม
สามารถนําไปประยุกตใชงานจริงได 

ในป ค.ศ. 2006 นักวิจัยดานการอนุมานเชิงไวยากรณที่ชื่อวา อิกูเอรา ไดนิยามออ
โตมาตาชนิดพิเศษขึ้นมาใหม ออโตมาตาตวันี้เรียกวา ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค (k-
edge deterministic finite automata) ซึ่งนิยามบนเซตของสัญลักษณที่มีอันดับ ออโตมาตาตัวน้ี
มีคุณสมบัติทีน่าสนใจคือ ขนาดของออโตมาตาไมขึ้นอยูกับจํานวนสัญลักษณที่ใชนิยามภาษา 
แตขึ้นอยูกับคา เค ที่ระบุไว ซึ่งเหมาะสําหรับการรูจําภาษาที่นิยามจากสัญลักษณที่มีลําดบัที่มี
อยูเปนจํานวนมากในภาษาที่พบไดทัว่ไป เชน ภาษาของทํานองเพลงที่ตวัโนตมีลําดับ เปนตน 
แตจนถึงปจจุบันยังไมมีงานวิจัยใดศึกษาคุณสมบัติการเรียนรูภาษาของระดับภาษาที่รูจําไดโดย
ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค 

สําหรับงานวิจัยนี้ไดศึกษาความสามารถการเรียนรูของระดับภาษาทีรู่จําไดโดยออ
โตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค ซึ่งเราไดเรียกระดับภาษานี้วา ระดับภาษายอมรับได-เค (k-
acceptable languages)  โดยทําการศึกษาบนแบบจําลองการเรียนรูของโกลด โดยศึกษาใน
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สถานการณการเรียนรูที่แตกตางกันสองแบบ คือ แบบแรกพิจารณาในกรณีที่มีตัวอยางบวก
เพียงอยางเดียว และแบบที่สองพิจารณาในกรณีที่มีทั้งตัวอยางบวกและตวัอยางลบ โดย
ทําการศึกษาเชิงทฤษฎีเพ่ือเสนอผลการศกึษาในรูปแบบของทฤษฎบีทของความสามารถการ
เรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค ของทั้งสองรูปแบบของการนาํเสนอขอมูล และยืนยันผล
การศึกษาโดยวิธีการพิสูจนทางคณิตศาสตร นอกจากนั้นในกรณีทีพิ่สูจนแลววาระดับยอมรับได-
เคสามารถเรยีนรูได งานวิจัยนี้จะเสนออัลกอริทึมการเรียนรูที่มีประสิทธิภาพ โดยพิจารณาจาก
เวลาและขนาดของตัวอยางที่ใชในการเรยีนรู 

1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

เพ่ือพิสูจนความสามารถในการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค และเสนอ
อัลกอริทึมการเรียนรูที่มีประสิทธิภาพ 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

1.  ศึกษาความสามารถในการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค จากการนําเสนอ
ขอมูล 2 รูปแบบ คือ การนําเสนอดวยตวัอยางบวกเพียงอยางเดียว และการ
นําเสนอทั้งตัวอยางบวกและตัวอยางลบ 

2.         ศึกษาการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค ผานตวัแทนเชิงไวยากรณของภาษา
ที่เรียกวา ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค 

3. ความสําเร็จของการเรียนรูภาษา พิจารณาจากเกณฑการเรียนรูในขอบเขตจาํกัด
ของโกลด 

4. ประสิทธิภาพของอัลกอริทึมการเรียนรู พิจารณาจากเวลา และขนาดของตัวอยางที่
ใชในการเรียนรู 

1.4 ข้ันตอนและวิธีดําเนินการวิจัย 

1. ศึกษาทฤษฎีและงานวิจัยทีเ่กี่ยวของ 
2. วิเคราะหและออกแบบอัลกอริทึมการเรียนรู 
3. พัฒนาประสิทธิภาพของขั้นตอนการเรียนรู  
4. ตั้งทฤษฎีบทและพิสูจน 
5. วิเคราะหและสรุปผล 
6. จัดทําเอกสารงานวิจัย 
 
1.5 ประโยชนทีค่าดวาจะไดรบัจากการวิจยั 

1. ไดทฤษฎบีทของความสามารถในการเรียนรูภาษาในระดับของภาษายอมรับได-เค 
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2. ไดอัลกอริทึมในการเรียนรูทีมี่ประสิทธิภาพสําหรับภาษายอมรับได-เค ในกรณีที่
พิสูจนแลววาเรียนรูได 

1.6 เน้ือหาในวิทยานิพนธ 

รายละเอียดตาง ๆ ในวิทยานิพนธจะนําเสนอเปนลําดับดังนี้  ในบทที่ 2 จะกลาวถึง
กลาวถึงงานวจัิยที่เกี่ยวของกับการเรียนรูภาษา บทที่ 3 จะแสดงความรูพ้ืนฐานทีใ่ชในงานวิจัย 
ไดแก นิยามและสัญลักษณที่เกี่ยวของ แบบจําลองการเรียนรูเชิงตัวอยางของโกลด เกณฑวัด
ความสามารถการเรียนรูภาษาที่เรียกวาการระบุภาษาไดในขอบเขตจาํกัด บทที่ 4 จะนําเสนอ
นิยามของภาษายอมรับได-เค และออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค และผลการศึกษา
คุณสมบัติพ้ืนฐานของระดับภาษานี้ สวนบทที่ 5 จะแสดงผลการศึกษาความสามารถในการ
เรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค โดยแบงการศึกษาออกเปน 2 กรณี คือ ในกรณีที่นําเสนอ
ดวยตวัอยางบวกเพียงอยางเดียว และในกรณีที่นําเสนอดวยตัวอยางบวกและตวัอยางลบ ซึ่งจะ
แสดงผลการศึกษาในรปูแบบของทฤษฎีบท และบทพิสูจน  สวนสุดทายจะทําการสรุปผลการ
ศึกษาวิจัยและแนวทางที่นาจะศึกษาตอจากงานวิจัยนี้      

1.7 งานตีพิมพ 

ในระหวางการศึกษาไดมีการตีพิมพผลงานวิจัยดังน้ี 

วารสารวชิาการ 
 

Anuchit Jitpattanakul, and Athasit Surarerks, “Characteristic Sets for Learning k-
Acceptable Languages”, ECTI-CIT Journal. (Submitted)  

 
รายงานการประชุมวิชาการ 

 

Anuchit Jitpattanakul, and Athasit Surarerks, “Characteristic Sets for Learning k-
Acceptable Languages”, In Proceeding of The 7th Annual International Conference on 
Electrical Engineering/Electronics, Computer, Telecommunications and Information 
Technology (ECTI), Chiang Mai,Thailand, May 19-21 2010. 

Anuchit Jitpattanakul, and Athasit Surarerks, “An Algorithm for Learning k-DFA from 
Informant”, In Proceeding of the 13th International Annual Symposium on Computational 
Science and Engineering: ANSCSE13, Kasetsart University, Bangkok, Thailand, March 
25-27, 2009. 



 

 

บทที่  2 

งานวิจัยที่เก่ียวของ 

 
ในบทนี้จะกลาวถึงงานวิจัยที่ศึกษาเกี่ยวกับความสามารถในการเรียนรูภาษา โดยแบง

ออกเปน 3 หัวขอคือ งานวิจัยที่ศึกษาแบบจําลองการเรียนรูภาษา งานวิจัยที่ศึกษา
ความสามารถในการเรียนรูภาษาจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว และงานวิจัยที่ศึกษา
ความสามารถในการเรียนรูภาษาจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ 
 
2.1 งานวิจัยที่ศกึษาแบบจําลองการเรยีนรูภาษา 

จุดประสงคในชวงแรกของการศึกษาความสามารถในการเรียนรูภาษา คือ ตองการ
ที่จะเขาใจกระบวนการเรียนรูภาษาของมนุษย โดยเริ่มตนในป ค.ศ. 1956 นอม ชอกสกี [1] ได
เสนอแนวคิดของการมีอยูของไวยากรณสากล ทกุภาษามีระบบไวยากรณพ้ืนฐานที่เหมือนกัน 
แตสิ่งทีต่างกนัคือ การตั้งคาของระบบไวยากรณใหสอดคลองกับภาษา ดังน้ันกระบวนการการ
เรียนรูภาษา ก็คือ การกระบวนการหาระบบไวยากรณที่ตั้งคาเหมาะสําหรับภาษานั้น ๆ จาก
ขอมูลภาษาทีไ่ดรับมานั่นเอง นอกจากนี้เขายังไดเสนอการแบงลําดับความซับซอนของภาษา
ตามระบบไวยากรณ ที่เรียกวา ลําดับชัน้ของชอมสกี (Chomsky’s hierarchy) [2] โดย
ประกอบดวยระดับภาษาสม่ําเสมอ ระดับภาษาไมพ่ึงบริบท ระดับภาษาพึ่งบริบท ระดับภาษา
แจงนับไดแบบวนซ้ํา โดยภาษามนุษยนั้นอยูเหนือกวาระดับภาษาไมพ่ึงบริบท [3] เน่ืองจากไม
สามารถใชไวยากรณไมพ่ึงบริบทบรรยายได แตจะอยูในระดับชัน้ใดนั้น จนถึงปจจุบันยังไมมีบท
พิสูจนใดที่สามารถยืนยันได 

แบบจําลองทางคณิตศาสตรเปนสิ่งหนึ่งที่จําเปนในการศึกษาวิจัยความสามารถการ
เรียนรูภาษา โดยแบบจําลองนี้ตองสามารถที่จะอธบิายกระบวนการเรียนรูภาษา และมีกฎเกณฑ
ที่ใชบอกความสําเร็จของการเรียนรู ตั้งแตป ค.ศ. 1960 จนถึงปจจุบัน งานวิจัยสวนใหญได
ทําการศึกษาการเรียนรูภาษาโดยใชแบบจําลองการเรียนรูสามแบบ [4-9] คือ แบบจําลองการ
เรียนรูภาษาเชิงตวัอยาง (explanatory learning) ของโกลด [10] แบบจําลองการเรียนรูภาษา
จากการซักถาม (active learning) ของอังกลูอิน [11] และการเรียนรูดวยความถูกตองโดยการ
ประมาณที่นาจะเปนไปได (probably approximately correct learning) ที่เสนอโดยวาเลียน [12] 
ทั้งสามแบบจาํลองนี้แตกตางกันที่รูปแบบของการนําเสนอขอมูลภาษา และเกณฑการพิจารณา
ความสําเร็จของการเรียนรูภาษา สําหรบัวิทยานิพนธนี้ใชแบบจําลองการเรียนรูเชิงตวัอยางของ
โกลดเปนพ้ืนฐานในงานวิจัย ดังน้ันในหัวขอน้ีจะกลาวเฉพาะงานวิจัยที่เกีย่วของกับแบบจําลอง
การเรียนรูแบบน้ีเทานั้น 
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แบบจําลองการเรียนรูเชิงตวัอยางของโกลดนั้นเปนการเรียนรูในลักษณะที่ผูเรียนรับ
ขอมูลภาษาไดทางเดียว (passive learning) และเปนกระบวนการที่ไมสิ้นสุด (infinite  process) 
ความสําเร็จของการเรียนรูของแบบจําลองนี้พิจารณาไดจากเกณฑที่เรียกวา “การระบุภาษาได
ในขอบเขตจํากัด” นั่นคือ การเรียนรูภาษาจะสําเร็จเม่ือผูเรียนสามารถระบตุวัแทนเชิงไวยากรณ
ของภาษานั้นไดในเวลาที่จํากัด โกลดไดใชแบบจําลองนี้ศึกษาความสามารถการเรียนรูของ
ภาษาตาง ๆ ในลําดับชั้นชอมสก ี ซึ่งโกลดไดเสนอทฤษฎีบทที่มีผลกระทบตอวงการวิจัยเปน
อยางมาก นั่นคือ ทฤษฎบีทเชิงบวกของโกลด ซึ่งกลาววา ระดับภาษาวนซ้ําสามารถเรียนรูไดใน
ขอบเขตจํากดัโดยใชตวัอยางบวก (สายอักขระที่อยูในภาษา) และตัวอยางลบ (สายอักขระที่ไม
อยูในภาษา) และทฤษฎีบทเชิงลบของโกลด ที่กลาววา ทุกระดับภาษาในลําดับชั้นของชอมสกี
ไมสามารถเรยีนรูภาษาไดในขอบเขตจํากัดโดยใชตวัอยางบวกเพยีงอยางเดียว ตอมาในป ค.ศ. 
1978 โกลด [13] ไดพัฒนาแบบจําลองการเรียนรูภาษาอีกแบบหนึง่ที่เรียกวา การระบุภาษาได
จากขอมูลที่ไดรับ (identification from given data) โดยพิจารณาความสําเร็จของการเรียนรูจาก
ขอมูลที่จํากัด ในงานวิจัยน้ีโกลดไดเนนไปที่ระดับภาษาสม่ําเสมอ ซึ่งตอมาในป ค.ศ.1996 ดู
ปองท [14] ไดพิสูจนวา แบบจําลองการเรียนรูของโกลดทั้งสองแบบนั้นสมมูลกันในทางทฤษฎี 
นั่นคือ ระดับภาษาใดสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัด ก็ตอเม่ือ ระดับภาษานัน้สามารถเรียนรู
ไดจากขอมูลที่ไดรับ  

ในการศึกษาวจัิยเรื่องการเรียนรูภาษานั้น ประสิทธิภาพในการเรียนรูภาษาเปน
ประเด็นที่นักวิจัยดานนี้สนใจ มีงานวิจัยหลายงานไดเสนอเกณฑในการวัดประสิทธิภาพโดย
พิจารณาจากปจจัยที่แตกตางกัน [15] เชน เวลาทีใ่ชในการเรียนรูเพียงอยางเดียว จํานวนความ
ผิดพลาดที่เกดิขึ้นในกระบวนการเรียนรู จํานวนของการเปลี่ยนแปลงรูปแบบของตัวแทนเชิง
ไวยากรณ เปนตน แตเกณฑในการวัดประสิทธภิาพทีเ่ปนที่ยอมรับกันในงานวิจัยดานการ
อนุมานเชิงไวยากรณ คือ ขนาดของตวัอยางลักษณะ (ตัวอยางที่ทําใหการอนุมานไวยากรณ
สําเร็จ) ที่ใชในการเรียนรู และเวลาที่ผูเรียนใชในการหาไวยากรณภาษา ทั้งสองตัวชี้วัดนีต้อง
เปนอยูในรูปแบบของฟงกชนัพหุนาม แบบจําลองการเรียนรูภาษาทีร่วมสองตวัชีว้ดันี้ก็คือ การ
ระบุไดในขอบเขตจํากัดจากเวลาและขอมูลเชิงพหุนาม (identification in the limit from 
polynomial time and data) เสนอโดย อิกูเอรา [16] ในป ค.ศ. 1997 ในงานนี้เขาไดศึกษาการมี
อยูจริงของตัวอยางลักษณะ และไดพิสูจนวา ออโตมาตาจํากัดเชิงไมกําหนด (non-deterministic 
finite automata) และ ไวยากรณไมพ่ึงบริบท (context-free grammar) ไมสามารถเรียนรูไดใน
ขอบเขตจํากดัดวยเวลาและจํานวนขอมูลเชิงพหุนาม แตออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดสามารถ
เรียนรูไดในขอบเขตจํากัดดวยเวลาและจํานวนขอมูลเชิงพหุนาม แบบจําลองการระบุภาษาไดใน
ขอบเขตจํากดัจากเวลาและขอมูลเชิงพหุนาม ไดถูกใชกันอยางแพรหลายในงานวิจัยดานการ
เรียนรูภาษา และถูกอางอิงเปนจํานวนมาก ในวิทยานพินธนี้ใชแบบจําลองดังกลาวในการศึกษา
ประเด็นของประสิทธิภาพของการเรียนรูภาษา 
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2.2 งานวิจัยที่ศกึษาความสามารถในการเรียนรูจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว 

จากทฤษฎีบทเชิงลบของโกลดทําใหนักวิจัยจํานวนหนึ่งตีความวา ระดับของภาษา
มนุษยซึ่งเปนระดับยอยของระดับภาษาวนซ้ําก็ไมสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดโดยใช
ตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว การตีความลักษณะนี้ทําใหนักวิจัยเหลานี้เปลี่ยนความสนใจไป
ศึกษาประเด็นที่อ่ืน ๆ จนทําใหชวงป ค.ศ. 1970-1979 เปนยุคมืดของการศึกษาดานการเรียนรู
ภาษา [17] แตตอมาในป ค.ศ. 1982 อังกลูอิน [18] ไดพิสูจนวา มีภาษาที่เรียกวา ภาษา
ยอนกลับได-เค (k-reversible languages) สามารถเรียนรูไดจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว 
งานวิจัยชิ้นนี้เองทําใหการศึกษาความสามารถในการเรียนรูภาษาจากตัวอยางบวกเพียงอยาง
เดียวกลับมาไดรับความสนใจอีกครั้ง หลังจากนั้นไดมีระดับของภาษาจํานวนหนึ่งถูกพิสูจนวา
เรียนรูไดจากตัวอยางบวก ไดแกระดับของภาษาตอไปน้ี k-testable languages [19],  Szilard 
languages [20], k-variable pattern languages [21], strictly deterministic languages [22], 
code regular languages [23], k-piecewise testable languages [24], deterministic even 
linear languages [25], uniquely terminating regular languages [26], terminal 
distinguishable languages [27], residual languages [28], very simple languages [29], 
biRFSA languages [30], substitutable context-free languages [31], k,l-substitutable 
context-free languages [32], multidimensional substitutable multiple context-free 
languages [33], strict prefix deterministic languages [34] เปนตน จากระดับของภาษา
เหลานี้จะสังเกตไดวา งานวิจัยสวนใหญจะศึกษาภาษาในระดับยอยของระดับภาษาสม่ําเสมอที่
นิยามขึ้นมาเฉพาะ  

 
2.3 งานวิจัยที่ศกึษาความสามารถในการเรียนรูจากตัวอยางบวกและตวัอยางลบ 

จากทฤษฎบีทเชิงบวกในงานวิจัยของโกลด [4] ที่กลาววา ระดับของภาษาวนซ้ํา 
(recursive languages) สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจาํกัดจากตัวอยางบวกและตวัอยางลบ ทํา
ใหทราบวาระดับภาษาสม่ําเสมอ ระดับภาษาไมพ่ึงบริบท ระดับภาษาพึ่งบริบท ซึ่งเปนระดับ
ยอยของระดับภาษาวนซ้ํา สามารถเรยีนรูไดในขอบเขตจํากัดจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ
ดวย แตในงานวิจัยนี้ไดพิสูจนใหเห็นเชงิทฤษฎีเทานัน้ ไมไดนําเสนออัลกอริทึมการเรียนรูทีมี่
ประสิทธิภาพแตอยางใด  

ในชวงตั้งแตป ค.ศ. 1973 ถึงปจจุบนัไดมีงานวิจัยจํานวนมากที่ศึกษาเกี่ยวกับ
ความสามารถในการเรียนรูจากตัวอยางบวกและตวัอยางลบ แตสวนใหญจะศึกษาที่ระดับภาษา
สม่ําเสมอ อัลกอริทึมการเรียนรูแรกถูกเสนอขึ้นใน ป ค.ศ. 1973 โดย แทรคเทนบอรท และ
บารซดิน [35] อัลกอริทึมน้ีเริ่มตนจากการสรางตนไมยอมรับจากตัวอยางบวก และใชการเทคนิค
การผสานสถานะ (state-merging technique) และใชออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดเปนตวัแทน
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เชิงไวยากรณ แตอัลกอรทิึมน้ีมีขอจํากัดในการใชงานคือ ตัวอยางสําหรับการเรียนรูภาษานัน้
จะตองสมบูรณที่ความยาวเทากับจํานวนสถานะของออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด ซึ่งทําใหตอง
ใชตวัอยางเปนจํานวนมากในกระบวนการเรียนรู  และในป ค.ศ. 1978 โกลด ไดเสนออัลกอริทึม
การเรียนรูสําหรับภาษาสม่าํเสมอ แตอัลกอริทึมน้ีสามารถเรียนรูไดในกรณีตวัอยางที่ใชในการ
เรียนรูมีตวัอยางลักษณะอยูเทานั้น 

หลังจากนั้นในป ค.ศ. 1992 อนซินา และการเซีย [36] ไดเสนออัลกอริทึมการเรียนรู
ภาษาสม่ําเสมอที่เรียกวาอารพีเอ็นไอ (Regular Positive Negative Inference) ซึ่งเปน
อัลกอริทึมที่ทาํงานในเวลาเชิงพหุนาม และไดพิสจูนวาอัลกอริทึมอารพีเอ็นไอสามารถใชเรียน
ภาษาสม่ําเสมอไดอยางมีประสิทธิภาพ โดยไมขึ้นกับรปูแบบตวัอยาง และยังพิสจูนอีกดวยวา 
เม่ือใดก็ตามทีต่ัวอยางสําหรบัการเรียนรูภาษามีตวัอยางลักษณะอยู จะเรียนรูออโตมาตาจํากัดที่
ถูกตองของภาษาได อัลกอริทึมอารพีเอ็นไอเริ่มตนดวยการสรางตนไมยอมรับจากตัวอยางบวก 
และใชเทคนิคผสานสถานะ จากนั้นทําการพิจารณาการผสานคูของสถานะใด ๆ  โดยพิจารณา
ตามอันดับเชงิพจนานุกรมโดยพิจารณาความยาวรวมดวย (lexicographic-length order) การ
อนุญาตใหผสานสถานะหรอืไมจะพิจารณาจากตัวอยางลบ โดยถาออโตมาตายอมรับตวัอยางลบ 
ก็จะปฏิเสธการผสาน  

ในปเดียวกัน แลง [37] ไดพัฒนาอัลกอริทึมของแทรคเทนบอรท และบารซดิน แต
ตัวอยางสําหรบัการเรียนรูไมจําเปนตองสมบูรณ เขาไดทดลองกับตวัอยางขอมูลภาษาที่เบาบาง 
(sparse data) และไดรายงานผลที่นาสนใจวาการผสานสถานะแนวกวาง จะใหผลดีกวาการ
ผสานสถานะแนวลึก  

ตอมาในป ค.ศ. 1996 อิกูเอรา และคณะ [38] ไดนําอัลกอริทึมอารพีเอ็นไอมา
พัฒนา และเสนอขั้นตอนการเลือกสถานะโดยพิจารณาจากคาความถี่ของขอมูลทีผ่านสถานะนัน้ 
ๆ ขั้นตอนนี้เรียกวา ดีดีดีไอ (Data-Driven DFA Inference) ซึ่งจากผลการทดลอง อัลกอริทึมดี
ดีดีไอสามารถระบุออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดได     แตใชจํานวนตัวอยางลักษณะสําหรับการ
เรียนรูมากกวาอัลกอริทึมอารพีเอ็นไอ 

ในป ค.ศ. 1997 นักวิจัยทางดานการเรียนรูภาษา ไดจัดการแขงขันที่ชื่อวา แอบบา
ดินโก (Abbadingo competition) [39] ขึ้นมาเพื่อใหนักวิจัยเสนออัลกอริทึมการเรียนรูที่มี
ประสิทธิภาพสําหรับเรียนรูภาษาสม่ําเสมอ  ไพรซ  [40] เปนผูชนะการแขงขั้นครั้งนี้ โดยใช
อัลกอริทึมที่เรยีกวาอีดีเอสเอ็ม (Evidence Driven State Merging) อัลกอริทึมน้ีเริม่ตนจากการ
สรางตนไมยอมรับสวนหนาเชนเดียวกับอัลกอริทึมอารพีเอ็นไอ สําหรับการเลือกคูของสถานะ
นั้นจะพิจารณาจากการใหคะแนนการผสานทุกคูของสถานะที่เปนไปได และเลือกผสานคูของ
สถานะที่ไดคะแนนมากที่สดุ อัลกอริทึมอีดีเอสเอ็มมีขอเสียคือการไมคงคุณสมบตัิการคงสภาพ
ตนไม (tree invariant) [41] ซึ่งคุณสมบตัินี้กลาววา สําหรับการพิจารณาการผสานคูสถานะใด ๆ  
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ตองมีสถานะอยางนอยหนึ่งสถานะเปนรากของตนไม คุณสมบัตินีเ้ปนเง่ือนไขทีเ่พียงพอที่จะทํา
ใหอัลกอริทึมทํางานไดในเวลาจํากัด ทําใหอัลกอริทึมอีดีเอสเอ็มไมสามารถรับประกันเวลาใน
การทํางานที่จํากัด อัลกอริทึมการเรียนรูที่นาสนใจอีกอัลกอริทึมหน่ึงคือบลูฟริงก (Blue Fringe) 
[40] ซึ่งนําขอดีของ อัลกอริทึมอีดีเอสเอ็มมาใชและเพิม่คุณสมบัติการคงสภาพตนไมเขาไป แต
เน่ืองจากปริภูมิการคนหา (search space) ของคูสถานะที่ดีทีสุ่ดสําหรับการผสานนอยกวา
อัลกอริทึมอีดีเอสเอ็ม ทําใหความถูกตองนอยกวาอัลกอริทึมอีดีเอสเอ็มเล็กนอย แตมีขอดีคือ
รับประกันเวลาการทํางานที่จํากัด  

ในป ค.ศ. 2000 การเซีย และคณะ [42] ไดทําการศึกษาเปรียบเทียบระหวาง
อัลกอริทึมของโกลด และอัลกอริทึมอารพีเอ็นไอ ผลทีไ่ดจากการศึกษาคืออัลกอรทิึมอารพีเอ็นไอ
ใหคาความถกูตองมากกวา เม่ือใชจํานวนตัวอยางการเรียนรูที่เทากนั 

ในป ค.ศ. 2002 ซิซเชลโล และเครเมอร [43] ไดพัฒนาอัลกอริทึมอีดีเอสเอ็ม และ
นําไปวิเคราะห พบวาคาความถูกตองที่เพ่ิมขึ้น 27 เปอรเซ็นท เกิดจากการผสานสถานะ 5 ครัง้
แรก และในปเดียวกัน          อิกูเอรา [44] ไดทําการตรวจสอบระดบัของไวยากรณ และออโต-
มาตาจํากัด ที่สามารถระบุไดในขอบเขตจํากัดจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ และเสนอ
เง่ือนไขเพียงพอ (sufficient conditions) สําหรับการระบไุดในขอบเขตจํากัดดวยเวลาและ
จํานวนขอมูลเชิงพหุนาม เง่ือนไขที่เพียงพอนี้คือ การรวมอยู (inclusion) ของตวัอยางลักษณะ
ในตวัอยางที่ใชในการเรียนรู และเสนอเงื่อนไขที่จําเปนคือ ความกาํหนด (determinism) และ
ความเปนเชิงเสน (linearity) 

2.4 สรุป 

 ในบทนีไ้ดกลาวถึงงานวิจัยตาง ๆ ที่เกี่ยวของกบัวิทยานิพนธนี้ ซึ่งประกอบดวย 
งานวิจัยที่ศึกษาแบบจําลองการเรียนรูภาษา งานวิจัยทีศ่ึกษาความสามารถในการเรียนรูจาก
ตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว และงานวจัิยที่ศึกษาความสามารถในการเรียนรูจากตัวอยางบวก
และตัวอยางลบ โดยการศึกษาความสามารถในการเรียนรูภาษายอมรับได-เคในวิทยานิพนธนี้ 
ไดนําแบบจําลองการเรียนรูของภาษาเชงิตัวอยางของโกลดมาใชแบบจําลองหลักในการศึกษา 
รวมถึงไดใชทฤษฎบีทเชิงบวก ทฤษฎบีทเชิงลบของโกลด และทฤษฎีบทความสมมูลของดู
ปองท มาใชในการพิสูจนความสามารถในการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค นอกจากนั้น
ในวิทยานิพนธนี้ไดใชผลการวิจัยรวมถึงเง่ือนไขเพียงพอตาง ๆ จากงานวิจัยของอิกูเอรามาใช
ในการพิสูจนระดับของภาษายอมรับได-เคเรียนรูไดอยางมีประสิทธภิาพหรือไม 

 

 



 

 

บทที่  3 

ทฤษฎีพื้นฐานที่ใชในงานวิจัย 

 

ในบทนี้จะกลาวถึงทฤษฎีพ้ืนฐานที่ใชในงานวิจัยนี้ ประกอบดวย นิยาม สัญลักษณ และ
ทฤษฎีบทที่เกี่ยวของกับภาษารูปนัยและตัวแทนเชิงไวยากรณ รวมถึงวิธีการเรียนรูภาษาโดย
การอนุมานเชิงไวยากรณ นอกจากนี้จะอธิบายถึงแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ใชศึกษา
ความสามารถในการเรียนรูภาษา  

3.1  ภาษารูปนัยและตวัแทนเชิงไวยากรณ 

ในการศึกษาเรื่องภาษารูปนัย หนวยยอยที่สุดของภาษา คือ อักขระหรือสัญลักษณ 
(character or symbol) ซึ่งเม่ือนําตัวอักขระเหลานี้มารวมกันในรูปแบบของเซต เราเรียกเซตนี้
วา เซตอักขระ (alphabet) ในกรณีที่ตัวอักขระแตละตัวมีอันดับ สามารถแสดงอันดับกอนหลัง
ของตัวอักขระได เราเรียกเซตอักขระลักษณะนี้วา เซตอักขระมีอันดับ (ordered alphabet) เม่ือ
นําอักขระตาง ๆ มาเรียงตอกัน เราจะเรียกผลของการเรียงตอกันวา สายอักขระ (string) และ
เม่ือนําสายอักขระที่มีความหมายอยางเดียวกันมารวมกลุมกันในรูปแบบเซต เราเรียกเซตของ
สายอักขระนี้วา ภาษา (language) โดยความหมายของสายอักขระในแตละภาษาเปนตัวแสดง
ความแตกตางระหวางภาษาหนึ่งกับอีกภาษาหนึ่ง ซึ่งความหมายเกิดจากการประกอบกันของ
อักขระอยูในรูปแบบกฎที่เรียกวา ไวยากรณ (grammar) สําหรับตัวแบบที่ใชในการรู จํา 
(recognize) ภาษา เรียกวา ออโตมาตา (automata) ทั้งไวยากรณและออโตมาตาเปนตัวแทน
เชิงไวยากรณของภาษาที่สามารถใชบอกความซับซอนของระดับของภาษาได เรานิยามคําศัพท
ตาง ๆ ที่อางถึงในงานวิจัยดังตอไปน้ี 

นิยาม 3.1 เซตอักขระ หมายถึง เซตจํากัดของอักขระ และเรียกสมาชิกในเซตอักขระนี้วา 
อักขระ เราแทนเซตอักขระดวยสัญลักษณ Σ  

นิยาม 3.2 สายอักขระ หมายถึง ลําดับของอักขระ และ ความยาวของสายอักขระ หมายถึง 
จํานวนอักขระที่ปรากฎในลําดับ ความยาวของสายอักขระ w เขียนแทนดวยสัญลักษณ  |w|  
และเราเรียกสายอักขระที่มีความยาวเทากับศูนยวา สายอักขระวาง (null string) แทนดวย
สัญลักษณ  λ และเราแทนเซตของสายอักขระทั้งหมดที่สรางจากอักขระใน Σ ซึ่งรวมสายอักขระ
วางดวยสัญลักษณ Σ* 
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ตัวอยาง 3.1 ให Σ = {a, b} เปนเซตอักขระที่ประกอบดวยอักขระ a และ b สายอักขระที่
นิยามบน Σ สรางจากการนําอักขระ a และ b มาเรียงตอเขาดวยกันเปนลําดับ เชน สายอักขระ
ความยาวหนึ่ง คือ a และ b สวนสายอักขระความยาวสอง คือ aa, ab, ba และ bb สําหรับ Σ*

 

เปนเซตของสายอักขระทุกตัวที่เปนไปไดที่มีความยาวตั้งแตศูนยขึ้นไป ดังน้ัน Σ* = {λ, a, b, 

aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, … }       

นิยาม 3.3 กําหนดให u, v และ w เปนสายอักขระ และ w = uv เปนสายอักขระที่เกิดจาก
การเรียงตอกันของสายอักขระ u และสายอักขระ v  เราเรียกสายอักขระ u วา สายอักขระสวน
หนา (prefix) ของ w และ เรียกสายอักขระ v วา สายอักขระสวนหลัง (suffix) ของสายอักขระ w  

ขอสังเกต สายอักขระวาง เปนสายอักขระสวนหนาและเปนสายอักขระสวนหลังของทุก
สายอักขระ และสายอักขระใด ๆ จะเปนทั้งสายอักขระสวนหนาและเปนสายอักขระสวนหลังของ
ตัวมันเองเสมอ 

นิยาม 3.4 ใหสายอักขระ w, u, v ∈ Σ* โดยที่ w = uv เซตของสายอักขระสวนหนา (set  
of prefixes) ของ w นิยามโดย Pref(w) = {u ∈ Σ* : w = uv} 

ตัวอยาง 3.2 กําหนดให w = abbbba เปนสายอักขระที่นิยามบนเซตอักขระ Σ = {a, b}  

สายอักขระ ab เปนสายอักขระสวนหนาตัวหน่ึงของสายอักขระ w และสายอักขระ ba เปนสาย
อักขระสวนหลังตัวหน่ึงของสายอักขระ w สวนเซตของสายอักขระสวนหนาของสายอักขระ w 

คือ Pref(w) = {λ, a, ab, abb, abbb, abbbb, abbbba}            

นิยาม 3.5 ภาษา หมายถึง เซตของสายอักขระที่เกิดจากการเรียงตอกันของอักขระในเซต
อักขระ Σ เราแทนภาษาดวยสัญลักษณ L ภาษาที่มีสายอักขระเปนจํานวนจํากัด เรียกวา ภาษา
จํากัด (finite language) และภาษาที่มีสายอักขระเปนจํานวนอนันต เรียกวา ภาษาอนันต 
(infinite language) 

ขอสังเกต Σ* เปนภาษาอนันตภาษาหนึ่ง และภาษาทุกภาษาที่นิยามบนเซตอักขระ Σ 
เปนเซตยอยของ Σ* ไมวาจะเปนภาษาจํากัดหรือภาษาอนันตก็ตาม เน่ืองจากสมาชิกของภาษา
ทุกตัวสรางจากการเรียงตอกันของสัญลักษณใน Σ  

ในทฤษฎีภาษารูปนัย การบรรยายภาษาสามารถทําไดโดยตัวแทนเชิงไวยากรณ ซึ่งมี
อยูสองรูปแบบ คือ ไวยากรณ (grammar) และออโตมาตา (automata) ไวยากรณเปนตัวแบบ
เชิงการสราง สวนออโตมาตาเปนตัวแบบเชิงการรูจําภาษา ทั้งสองตัวแบบนี้นอกจากใชบรรยาย
ภาษาแลว ยังสามารถใชจําแนกภาษาออกเปนระดับตามความซับซอนในการบรรยายไดอีกดวย 
ซึ่งแตละตัวแบบนิยามดังนี้ 
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นิยาม 3.6 ไวยากรณ หมายถึง  ตัวแบบที่ถูกกําหนดขึ้นในการบรรยายภาษา  ซึ่ง
ประกอบดวยสวนสําคัญสี่สวน  G = (V, Σ, S, P) 

  โดยที่  V  คือ  เซตของตัวแปร  
   Σ  คือ  เซตอักขระ 
   S  คือ  ตัวแปรเริ่มตน ซึ่งเปนสมาชิกของเซต V 

   P  คือ  เซตของกฎการผลิต (production rule)  
ในรูปแบบ α → β โดยที่ α, β ∈(V ∪ Σ)* 

ความสามารถในการบรรยายภาษาของไวยากรณขึ้นอยูกับรูปแบบของกฎการผลิต 
นอม ชอมสกี ไดแบงความซับซอนของภาษา โดยพิจารณาความสามารถในการบรรยายภาษา
ของไวยากรณในรูปแบบของลําดับชั้นที่เรียกวา ลําดับชั้นของชอมสกี  ไวยากรณแตละรูปแบบมี
ดังน้ี 

ไวยากรณไมมีขอจํากัด (unrestricted grammar) มีรูปแบบคือ   

α → β โดยที่ α, β ∈ (V ∪ Σ)* 

ไวยากรณพ่ึงบริบท (context-sensitive grammar) มีรูปแบบคือ  

  α → β โดยที่ α, β ∈ (V ∪ Σ)* และ |α| ≤ |β|  

ไวยากรณไมพ่ึงบริบท (context-free grammar) มีรูปแบบคือ   

α → β โดยที่ α ∈V, β ∈ (V ∪ Σ)* และ |α| ≤ |β|  

ไวยากรณสม่ําเสมอ (regular grammar) มีรูปแบบคือ   

α → β โดยที่ α ∈V, β ∈ {a : a ∈ Σ} ∪ {aC : a ∈ Σ, C ∈V} และ |α| ≤ |β|  

ขอสังเกต จากตัวแปร α, β ในกฎการผลิตของไวยากรณแตละแบบ สังเกตวาไวยากรณ
ไมมีขอจํากัด α, β ∈ (V ∪ Σ)*

 นั่นคือ α, β สามารถประกอบดวยตัวแปรหรืออักขระเปน
จํานวนเทาใดก็ได ดวยความที่ไมมีขอจํากัดนี้ทําใหไวยากรณรูปแบบน้ีจึงสามารถใชสรางภาษา
ที่มีความซับซอนมากได แตเม่ือเทียบกับไวยากรณสม่ําเสมอ ซึ่ง α ∈V, β ∈ {a : a ∈ Σ} ∪ 

{aC : a ∈ Σ, C ∈V} และ |α| ≤ |β| จะเห็นวา ตัวแปร α, β มีขอจํากัดการใชงานมากกวา ทํา
ใหไวยากรณสม่ําเสมอไมสามารถสรางภาษาที่มีความซับซอนมากได 

ไวยากรณที่แสดงขางตน เรียงลําดับความสามารถในการบรรยายภาษาจากนอยไปมาก 
คือ ไวยากรณสมํ่าเสมอ ไวยากรณไมพ่ึงบริบท ไวยากรณพ่ึงบริบท และไวยากรณไมจํากัด 
ความสามารถในการบรรยายภาษาของแตละไวยากรณใชสําหรับการแบงระดับของภาษาตาม
ความซับซอน  ตามนิยามตอไปน้ี 
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นิยาม 3.7  ระดับของภาษา (class of languages) หมายถึง เซตของภาษาที่สรางจาก
ไวยากรณที่มีความซับซอนระดับเดียวกัน นั่นคือ 

• เซตของภาษาที่สรางจากไวยากรณสมํ่าเสมอ เรียกวา ระดับของภาษาสม่ําเสมอ   
(class of regular languages) 

• เซตของภาษาที่สรางจากไวยากรณไมพ่ึงบริบท เรียกวา ระดับของภาษาไมพ่ึงบริบท 
(class of context-free languages) 

• เซตของภาษาที่สรางจากไวยากรณพ่ึงบริบท เรียกวา ระดับของภาษาพึ่งบริบท 

(class of context-sensitive languages) 
• เซตของภาษาที่สรางจากไวยากรณไมมีขอจํากัด เรียกวา ระดับของภาษาแจงนับแบบ-

วนซ้ํา  (class of recursively enumerable languages) 
 

นิยาม 3.8  ระดับของภาษาจํากัด (class of finite languages) หมายถึง เซตที่ประกอบดวย
ภาษาจํากัด 

 

นิยาม 3.9  ระดับจํากัดของภาษา (finite class of languages) หมายถึง เซตจํากัดที่
ประกอบดวยภาษา (เปนภาษาจํากัดหรือภาษาอนันตก็ได) ระดับเกินจํากัดของภาษา (super-
finite class of languages) หมายถึง เซตที่ประกอบดวยภาษาจํากัดทั้งหมด และภาษาอนันต
อยางนอยหนึ่งภาษา 

 

รูปที่ 3.1 ลําดับชั้นของภาษารูปนัย 
 

ระดับตาง ๆ ของภาษาสามารถแสดงความสัมพันธในรูปแบบของลําดับชั้นตามรูป 3.1 

ซึ่งแสดงถึงความซับซอนในการบรรยายภาษาของไวยากรณแตละรูปแบบ เชน ไวยากรณพ่ึง
บริบทสามารถใชบรรยายภาษาไมพ่ึงบริบทได รวมถึงสามารถใชบรรยายภาษาสม่ําเสมอก็ได 
แตในทางกลับกันไวยากรณสมํ่าเสมอใชบรรยายภาษาสม่ําเสมอไดเทานั้น ไมสามารถใช
บรรยายภาษาไมพ่ึงบริบทได  
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นอกจากจะใชไวยากรณเปนตัวแบบในการแบงความซับซอนของภาษาแลว ตัวแบบ
ทางคณิตศาสตรอีกตัวแบบหนึ่งที่ใชสําหรับบอกความซับซอนของภาษาได คือ ออโตมาตา ซึ่ง
สามารถตรวจสอบความเปนสมาชิกของภาษาได สําหรับออโตมาตาพื้นฐานที่เกี่ยวของกับ
งานวิจัยนี้ แสดงดังนิยามตอไปน้ี 

 

นิยาม 3.10 ออโตมาตาจํากัด (finite automata) หมายถึง ตัวแบบของทางคณิตศาสตร ซึ่ง
ประกอบดวยสวนสําคัญหกสวน คือ M = (Σ, Q, q0, FA, FR, δ) โดยที่   

  Σ     แทน  เซตอักขระ ซึ่งเปนเซตจํากัด 

Q     แทน  เซตของสถานะ ซึ่งเปนเซตจํากัด 
  q0     แทน  สถานะเริ่มตน (initial state) ซึ่ง q0 ∈Q 
  FA    แทน  เซตของสถานะยอมรับ (accepting state) ซึ่ง FA ⊆ Q 

  FR    แทน  เซตของสถานะปฏิเสธ (rejecting state) ซึ่ง FR ⊆ Q 

  δ      แทน ฟงกชันการเปลี่ยน (transition function) นิยามโดย  
    δ : Q × Σ → Q 

ฟงกชันการเปลี่ยน δ สามารถถูกนิยามเพิ่มเติมเพ่ือใหใชไดกับสายอักขระดังนี้ 
δ* : Q × Σ* → Q เราเรียกฟงกชันการเปลีย่นที่นยิามเพิ่มเติมนี้วา ฟงกชัน
การเปลี่ยนขยาย (extended transition function) และ ขนาดของออโตมาตา
จํากัด หมายถึง จํานวนสมาชิกในเซต Q 

นิยาม 3.11 ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด (deterministic finite automata : DFA) หมายถึง 
ออโตมาตาจํากัดที่ประกอบดวยสวนสําคัญหกสวน M = (Σ, Q, q0, FA, FR, δ) แตมีการนิยาม
เพ่ิมเติมสําหรับฟงกชันการเปลี่ยน คือ |δ(q, x)| ≤ 1 สําหรับทุกสถานะ q ∈ Q และสําหรับทุก
ตัวอักขระ x ∈ Σ   

ตัวอยาง 3.3 กําหนดให M เปนออโตมาตาจํากัดขนาด 2 ซึ่งประกอบดวย Q = {q0, q1}, Σ 
= {a, b}, FA = {q1}, FR = {q0}  และมีฟงกชันการเปลี่ยนซึ่งนิยามดังน้ี δ(q0, a) = q0,  δ(q0, 

b) = q1, δ(q1, b) = q1,  และ δ(q1, a) = q0  จะเห็นวา M เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด 
เพราะ   |δ(q, x)| ≤ 1 สําหรับทุกตัวอักขระ x ∈ Σ  ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด M สามารถ
แสดงดวยแผนภาพสถานะดังรูปที่ 3.2           
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รูปที่ 3.2 แผนภาพสถานะของออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด 

การตรวจสอบความเปนสมาชิกของสายอักขระใด ๆ เริ่มตนโดยกําหนดออโตมาตาให
อยูที่สถานะเริ่มตน  และทํางานโดยการรับขอมูลเขาที่อยูในรูปแบบสายอักขระ โดยทําการอาน
ขอมูลทีละตัวอักขระตามลําดับ จากนั้นออโตมาตาทําการเปลี่ยนจากสถานะหนึ่งไปยังอีกสถานะ
หน่ึงตามฟงกชันการเปลี่ยน และออโตมาตาหยุดการทํางานเมื่ออานอักขระทุกตัวในสายอักขระ
ครบหมดแลว ทั้งน้ีสถานะสุดทายจะเปนตัวกําหนดวาออโตมาตาจะยอมรับหรือปฏิเสธสาย
อักขระนั้น กลาวคือ ถาสถานะสุดทายหลังจากการทํางานเปนสมาชิกของเซตของสถานะยอมรับ 
แสดงวาออโตมาตายอมรับสายอักขระ แตถาสถานะสุดทายหลังจากการทํางานเปนสมาชิกของ
เซตของสถานะปฏิเสธ แสดงวาออโตมาตาปฏิเสธสายอักขระนั้น  

นิยาม 3.12 ให M เปนออโตมาตาจํากัด ภาษาที่ถูกยอมรับโดยออโตมาตาจํากัด เขียน
แทนดวย  L(M) หมายถึง เซตของสายอักขระทั้งหมดที่หลังจากออโตมาตาจํากัดอานขอมูลทีละ
ตัวอักขระแลวหยุดการทํางานที่สถานะยอมรับ นิยามโดย L(M) = {w ∈ Σ* : δ*(q0, w) ∈ FA} 

ตัวอยาง 3.4 ภาษาที่ถูกยอมรับโดยออโตมาตาจํากัด M จากตัวอยางที่ 3.3 คือภาษา 
L(M) = {b, ab, bb, aab, abb, bbb, …} หรือภาษาที่ลงทายดวยตัวอักขระ b      

นิยาม 3.13 ให S = S+ ∪ S- เปนเซตที่ประกอบดวย S+ เซตของสายอักขระที่อยูใน
ภาษา L และ S- เซตของสายอักขระที่ไมอยูในภาษา L  ออโตมาตายอมรับสวนหนาเพิ่มเติม 
(augmented prefix tree acceptor : APTA) สําหรับ S หมายถึงออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดที่
มีลักษณะคลายตนไม ที่ประกอบดวยสวนสําคัญหกสวน นิยามโดย MAPTA = (Σ, Q, q0, FA, 

FR, δ) 

โดยที่แตละสวนสําคัญเปนไปตามเงื่อนไขดังตอไปน้ี 

− Q = {qu : u ∈ Pref(S+) ∪ Pref(S-)}  
− q0 = qλ 

− FA = {qw ∈ Σ* : w  ∈  S+}  

− FR = {qw ∈ Σ* : w  ∈  S-} 
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− ฟงกชันการเปลี่ยน δ นิยามโดย 

∀u ∈ Pref(S+) ∪ Pref(S-), ∀a ∈ Σ, ∀qu, qua ∈ Q โดยที่                    
δ(qu, a) = qua  ⇔ ua ∈ Pref(S+) ∪ Pref(S-) 

ออโตมาตายอมรับสวนหนาเพิ่มเติม MAPTA จะยอมรับเฉพาะสายอักขระในเซต S+ 

และปฏิเสธเฉพาะสายอักขระในเซต S- เทานั้น แสดงดังตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 3.5 กําหนดให S+ = {b, aaa} และ S- = {ab, bab} เปนเซตของสายอักขระ
ที่อยูในภาษาและเซตของสายอักขระที่ไมอยูในภาษาที่นิยามบนเซตอักขระ Σ = {a, b}  ออโต
มาตายอมรับสวนหนาเพิ่มเติม สําหรับตัวอยาง S = S+ ∪ S-  คือ MAPTA = (Σ, Q, q0, FA, 

FR, δ) โดยที่  
− Q  = {qλ, qa, qb, qaa, qab, qba, qaaa, qbab} 

− q0  = qλ 

− FA = {qb, qaaa}  

− FR = {qab, qbab}  
− ฟงกชันการเปลี่ยนสถานะ δ นิยามดังนี ้

δ(qλ, a)  = qa,  δ(qλ, b) = qb,   δ(qa, a)  = qaa, δ(qa, b) = qab,  

δ(qb, a)  = qba, δ(qba, b) = qbab, δ(qaa, a) = qaaa                  

แผนภาพการผานของ MAPTA แสดงในรูปที่ 3.3 โดยแทนสถานะยอมรับดวยรูปวงกลมซอนกัน 
สองวงที่วาดดวยเสนทึบ และแทนสถานะปฏิเสธดวยรูปวงกลมซอนกันสองวงที่วาดดวยเสนประ  

 

รูปที่ 3.3 แผนภาพสถานะของ MAPTA 

นิยาม 3.14 ภาษาสม่ําเสมอ (regular language)  หมายถึง ภาษาที่รูจําได (recognize) 
โดยออโตมาตาจํากัด 

ตัวอยาง 3.6 จากออโตมาตาในรูป 3.1 สามารถรูจําภาษาที่ลงทายดวยตัวอักขระ b หรือ 
L = (a+b)*b ได ดังน้ัน L เปนภาษาสม่ําเสมอ         
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3.2 การเรียนรูภาษา  

เน่ืองจากภาษาเปนเซต (อาจเปนเซตจํากัด หรือเซตอนันต) ที่สามารถบรรยายโดยใช
ตัวแทนเชิงไวยากรณที่มีรูปแบบจํากัด เชน ไวยากรณ หรือออโตมาตาจํากัด ดังน้ันในงานวิจัย
ดานการอนุมานเชิงไวยากรณ จึงพิจารณาการเรียนรูภาษาเปนกระบวนการหาตัวแทนเชิง
ไวยากรณของภาษา ซึ่งสวนใหญศึกษาบนแบบจําลองการเรียนรูเชิงตัวอยางของโกลด [10] 

ในกระบวนการเรียนรูภาษาของโกลด ตัวอยาง (example) ของภาษาจะถูกสงไปให 
ผูเรียน (learner)  ผานวิธีการนําเสนอขอมูลภาษา (presentation) ที่กําหนดขึ้น ผูเรียนจะทํา
การอนุมาน (inference) โดยระบ ุ(identify) ตัวแทนเชิงไวยากรณของภาษานั้น ๆ ตามตัวอยาง
ที่ไดรับ กระบวนการการเรียนรูภาษานี้สามารถแสดงดังรูป 3.4 

 

รูปที่ 3.4 กระบวนการเรียนรูภาษาจากการอนุมานตัวแทนเชิงไวยากรณของภาษา 

 จากรูปที่ 3.4 จะสังเกตเห็นวา ในการกระบวนการเรียนรูภาษาจากการอนุมาน
ไวยากรณภาษาจากตัวอยางที่ใหมานั้น ไมจําเปนจะตองอนุมานใหไดตัวแทนเชิงไวยากรณ G 

ซึ่งเปนไวยากรณที่แทจริงของภาษา แตเพียงแคอนุมานไดตัวแทนเชิงไวยากรณ G′ ซึ่งสามารถ
บรรยายภาษาที่สรางไดจากตัวแทนเชิงไวยากรณ G ก็เพียงพอ หรือ L(G) = L(G′) ซึ่ง L(G) 

เปนฟงกชันระบุภาษาที่นิยามดังนี ้

นิยาม 3.15 ให  L เปนระดับของภาษาบนเซตอักขระ Σ  และ G เปนระดับของตัวแทนเชิง
ไวยากรณของภาษา เรานิยาม ฟงกชันระบุภาษา ดังน้ี 

     L : G → L 

ขอสังเกต ฟงกชันระบุภาษานี้ ใชสําหรับระบุภาษาที่สอดคลองกับไวยากรณหรือออโต
มาตา ยกตัวอยางเชน กําหนดให M เปนออโตมาตาจํากัด แลว L(M) คือภาษาที่ถูกรูจําโดย M 
หรือให G เปนไวยากรณ L(G) ก็คือภาษาที่สรางไดจากไวยากรณ G 
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 ตัวอยางที่ใชในการเรียนรูภาษา สามารถพิจารณาเปนขอมูลในรูปแบบตาง ๆ ที่สามารถ
ใชในการเรียนรูภาษา และการนําตัวอยางแตละตัวไปใหผูเรียนทําการเรียนรู เราเรียกวา การ
นําเสนอขอมูลภาษา ซึ่งนิยามในรูปแบบของฟงกชันจากเซตของจํานวนนับ N ไปยังเซตใด ๆ  
ซึ่งเปนเซตของขอมูลภาษาในรูปแบบตาง ๆ นิยามของการนําเสนอขอมูลภาษาแสดงดังนี้ 

นิยาม 3.16 ให L เปนภาษาที่นิยามบนเซตอักขระ Σ  เราเรียกเซตยอยของ L วา เซต
ของตัวอยางบวกของภาษา L แทนดวยสัญลักษณ S+ นิยามโดย  

S+ = {w ∈ Σ* : w ∈ L} 

และเรียกเซตของสายอักขระบางตัวที่ไมอยูใน L วา เซตของตัวอยางลบของภาษา L  แทนดวย
สัญลักษณ S- นิยามโดย 

   S- = {w ∈ Σ* : w ∈ Σ*- L} 

ตัวอยาง 3.7 กําหนดให L เปนภาษาที่นิยามบนเซตอักขระ Σ = {a, b} และ L เปน
ภาษาที่มีสายอักขระทุกตัวลงทายดวย b เซตของตัวอยางบวกของภาษา L ที่เปนไปไดเซตหนึ่ง
คือ S+ = {b, ab, bbb} และเซตของตัวอยางลบของภาษา L ที่เปนไปไดเซตหนึ่งคือ S- = {a, 

ba, bba, aaa}                          

           

นิยาม 3.17 ให L เปนภาษาที่นิยามบนเซตอักขระ Σ  การนําเสนอขอมูลภาษา 
(presentation) ของภาษา L คือ ฟงกชัน f : N → X โดยที่ N เปนเซตของจํานวนนับและ X 

เปนเซตใด ๆ การนําเสนอขอมูลภาษาครั้งที่ i นิยามโดย fi = {f (j) ∈ X : 1 ≤ j ≤ i}  

ขอสังเกต ฟงกชัน f อาจพิจารณาเปนรูปแบบการเลือกขอมูลภาษาของผูนําเสนอขอมูลก็
ได fi หมายถึงเซตของขอมูลภาษาตั้งแตตัวแรกถึงตัวที่ i และ f(i) หมายถึงขอมูลภาษาตัวที่ i 
ซึ่งจะเห็นวา fi ⊆ fi+1 เสมอ  

ตัวอยาง 3.8 ให L เปนภาษาที่ลงทายดวยตัวอักขระ b ซึ่งภาษา L เปนภาษาที่นิยามบน
เซตอักขระ Σ = {a, b} การนําเสนอขอมูลภาษารูปแบบหนึ่งของภาษา L คือ  

   f = {(1, b), (2, bb), (3, abb), (4, bbb), …}  

จะสังเกตเห็นวา f2 ⊆  f3 เพราะวา f2 = {(1, b), (2, bb)} และ  f3 = {(1, b), (2, bb), (3, 

abb)} นั่นก็คือ ในการนําเสนอขอมูลภาษาแตละครั้งจะรวมขอมูลที่นําเสนอไปแลวดวยเสมอ 
เชน f2 นําเสนอสายอักขระ b และ bb สวน f3 นําเสนอสายอักขระ b, bb ซึ่งเปนของ f2 และเพิ่ม
สายอักขระ abb เขาไป              
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สําหรับเซต X ซึ่งเปนเซตใด ๆ เราสามารถพิจารณาเซต X เปนเซตของขอมูลภาษาใน
รูปแบบที่แตกตางกันไดสองรูปแบบคือ รูปแบบแรกเซต X เปนเซตของเซตของตัวอยาง
บวกเพียวอยางเดียว S+ และรูปแบบที่สอง X เปนเซตของตัวอยางบวกและตัวอยางลบ S+ ∪ 

S- ก็ได สําหรับการนําเสนอที่เปนไปไดทั้งหมดของภาษา L นิยามในรูปแบบเซตของฟงกชัน
ดังน้ี  

 

นิยาม 3.18 ให L เปนภาษาใด ๆ ในระดับภาษา L  การนําเสนอที่เปนไปไดทั้งหมดของ L 

นิยามดังนี ้
Pres(L) = {f  : f เปนฟงกชันจาก N ไป X และ Yield(f) = L} 

โดยที่ Yield เปนฟงกชันทีน่ิยามโดย Yield : Pres(L) → L 

ในสวนของผูเรียนภาษา เราสามารถพิจารณาเปนอัลกอริทึมการเรียนรูภาษา ซึ่งนิยาม
ในรูปแบบของฟงกชัน จากเซตของการนําเสนอขอมูลภาษา ไปยังเซตของตัวแทนเชิงไวยากรณ
ของภาษา นิยามดังนี ้
  
นิยาม 3.19 ให G เปนระดับของตัวแทนเชิงไวยากรณสําหรับระดับของภาษา L  อัลกอริทึม
การเรียนรูภาษา A  คือ  โปรแกรมที่รับขอมูลภาษาแลวคืนคากลับในรูปแบบของตัวแทนเชิง
ไวยากรณของภาษา เรานิยามอัลกอริทึมการเรียนรูภาษาอยูในรูปแบบของฟงกชันไดดังน้ี 

A : {fi : i ∈ N, f ∈ Pres(L) } → G 

3.3   ความสามารถในการเรียนรูภาษา 

 ความสามารถในการเรียนรูภาษาเปนคุณสมบัติหน่ึงของระดับภาษา ระดับภาษาใดที่มี
คุณสมบัติดังกลาวแสดงวาระดับภาษานั้นมีอัลกอริทึมการเรียนรูสําหรับทุกภาษาในระดับนั้น 
แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ใชศึกษาความสามารถในการเรียนรูภาษามีอยูหลายแบบจําลอง 
แตแบบจําลองที่ยอมรับกันในกลุมนักวิจัยดานนี้ มีอยูสามแบบจําลองดวยกัน ดังที่จะกลาวถึง
ตอไปน้ี 

 
3.3.1 การระบุภาษาไดในขอบเขตจํากัด 

 (Identification in the limit) 

แบบจําลองที่ เรียกวา การระบุภาษาไดในขอบเขตจํากัด เปนแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรที่เปนตนแบบของการศึกษาวิจัยดานการเรียนรูภาษา โดยพิจารณาการเรียนรูเปน
กระบวนการอนุมานไวยากรณของภาษาจากตัวอยางที่ไดรับ และเปนกระบวนการที่ไมสิ้นสุด 
(Infinite process) การพิจารณาวาการเรียนรูสําเร็จหรือไมนั้น ใชแนวคิดที่วา เม่ือผูเรียนไดรับ
ตัวอยางสําหรับการเรียนรูที่เพ่ิมจํานวนขึ้น ถึงจุดจํากัดจุดหนึ่ง ผูเรียนจะอนุมานตัวแทนเชิง
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ไวยากรณที่สามารถบรรยายภาษาไดทั้งหมด และหลังจากนั้นไมวาจะไดรับตัวอยางเพิ่มขึ้นมาก
เทาใดก็ตาม ผูเรียนก็ยังอนุมานตัวแทนเชิงไวยากรณไดตัวเดิม นิยามและทฤษฎีบทที่เกี่ยวของ
ตาง ๆ แสดงดังนี ้

นิยาม 3.20  ให L เปนภาษาใด ๆ ซึ่งมี G เปนตัวแทนเชิงไวยากรณของ L และ f เปน
ฟงกชันการนําเสนอตัวอยางสําหรับ L เรากลาววา อัลกอริทึมการเรียนรู A สามารถระบุภาษา 
L ไดในขอบเขตจํากัด ถามีจํานวนเต็ม n จํานวนหนึ่งที่ทําให L(A(fm)) = L(Gn) โดยที่ L(Gn) 
= L สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m ≥ n 

นิยาม 3.21 ให L  เปนระดับของภาษาใด ๆ ที่นิยามบนเซตอักขระ Σ  และ G เปนระดับของ
ตัวแทนภาษาสําหรับระดับภาษา L    เรากลาววาระดับภาษา L  สามารถระบุภาษาไดใน
ขอบเขตจํากัด ดวยการนําเสนอตัวอยาง f  ถามีอัลกอริทึมการเรียนรู A ที่สามารถระบุทุกภาษา 
L ∈ L  ดวย f ไดในขอบเขตจํากัด 

ขอสังเกต จากนิยาม 3.21 จะเห็นวา การที่จะบอกวาระดับภาษาสามารถเรียนรูภาษาได
หรือไมนั้น ไมจําเปนตองหาอัลกอริทึมการเรียนรูที่สามารถหาไวยากรณที่แทจริงของภาษา 
เพียงแคหาอัลกอริทึมการเรียนรูที่หาตัวแทนเชิงไวยากรณที่สมมูลกับตัวแทนเชิงไวยากรณที่
แทจริงของภาษาได ก็เพียงพอที่จะกลาววาระดับภาษานั้นสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัด  

แนวคิดของแบบจําลองการระบุภาษาไดในขอบเขตจํากัดนี้คือ เม่ือผูเรียนไดรับตัวอยาง
สําหรับการเรียนรูที่เพ่ิมจํานวนขึ้นจนถึงจุดจํากัดจุดหนึ่ง ผูเรียนจะอนุมานตัวแทนเชิงไวยากรณ
ที่สามารถบรรยายภาษาที่กําลังเรียนรูไดทั้งหมด และหลังจากนั้นไมวาจะไดรับตัวอยางเพิ่มขึ้น
มากเทาใดก็ตาม ผูเรียนก็ยังคงอนุมานไวยากรณไดตัวเดิม เราสามารถแสดงแบบจําลองการ
ระบุภาษาไดในขอบเขตจํากัดในรูปที่ 3.5  

 

รูปที่ 3.5 แบบจําลองการระบุภาษาไดในขอบเขตจํากดั 
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นิยาม 3.22 ให L  เปนระดับของภาษาที่นิยามบนเซตอักขระ Σ  เรากลาว L  สามารถ
เรียนรูไดในขอบเขตจํากัด (learnable in the limit) ถา L สามารถระบุภาษาไดในขอบเขตจํากัด 

โกลด [10] ไดใชนิยาม 3.21 ในการพิสูจนความสามารถในการเรียนรูของระดับของ
ภาษาในลําดับชั้นของชอมสก ีซึ่งแสดงดังทฤษฎีบท 3.1, 3.2, 3.3 และ 3.4  

 ทฤษฎีบท 3.1  ระดับของภาษาจํากัดสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดดวยตัวอยางบวก
เพียงอยางเดียว 

พิสูจน  การพิสูจนทําไดโดยการแสดงใหเห็นวามีอัลกอริทึมการเรียนรูตามนิยาม 3.21 อยูจริง 

ให L เปนภาษาจํากัดใด ๆ ซึ่งมีสมาชิก n ตัว และ f เปนการนําเสนอตัวอยางบวก
สําหรับภาษา L เน่ืองจากภาษา L เปนเซตจํากัด ดังน้ันการเรียนรูภาษา L นั้นทําไดโดยใช
ตัวแทนเชิงไวยากรณภาษา G ที่อยูในรูปแบบเซตจํากัดซึ่งมีตัวอยางบวกทั้งหมดที่ถูกนําเสนอ
เปนสมาชิก เรากําหนดใหอัลกอริทึมการเรียนรู A มีขั้นตอนการทํางานดังน้ีคือ A(fi) = Gj = 

∪k = 1 to i{w ∈ Σ* : w ∈ fk(k)} เน่ืองจากภาษา L เปนเซตจํากัด จะเห็นวามีจํานวนเต็ม n ที่ทํา
ให L(A(fm)) = L(Gn) และ L(Gn) = L เสมอสําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m ≥ n                 ■
                                     
ทฤษฎีบท 3.2  ระดับจํากัดของภาษาที่ประกอบดวยภาษาจํากัดอยูเปนจํานวนจํากัด และ
ภาษาอนันตไมเกินหนึ่งภาษา สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดดวยตัวอยางบวกเพียงอยาง
เดียว 

พิสูจน  การพิสูจนทําไดโดยการแสดงใหเห็นวามีอัลกอริทึมการเรียนรูตามนิยาม 3.21 อยูจริง 

ให L  เปนระดับจํากัดของภาษา ที่สมาชิกแตละตัวถูกเรียงลําดับ L0, L1, L2, …, Lk, 

L∞ โดยที่ L0, L1, L2, …, Lk เปนภาษาจํากัด และ L∞ เปนภาษาอนันต อัลกอริทึมการเรียนรู A 

ของระดับภาษา L นี ้คือ A จะทําการพิจารณาภาษาในระดับภาษา L  ทีละตัว วาสอดคลองกับ
ตัวอยางบวกที่ไดรับมาหรือไม ถาสอดคลองจะคืนคาภาษาตัวแรกที่เจอน้ันออกมา จาก
อัลกอริทึมน้ีจะเห็นวา การเรียนรูดวยอัลกอริทึม A  จะมีจํานวนเต็ม n ที่ทําให L(A (fm)) = 

L(Gn) = L สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m ≥ n เสมอ แสดงวาอัลกอริทึมการเรียนรู A สามารถ
ระบุทุกภาษาในระดับ L  ได นั้นหมายความวาระดับ L  สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัด 
ดวยตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว          ■
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ทฤษฎีบท 3.3  ระดับเกินจํากัดของภาษา ไมสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดดวย
ตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว 

พิสูจน  การพิสูจนทําไดใชเทคนิคการพิสูจนแบบขัดแยงดังนี้ 

ให L เปนระดับภาษาเกินจํากัด ซึ่งประกอบดวยภาษา L0, L1, L2, …, Ln, … เปน
ภาษาจํากัด และภาษา L∞ เปนภาษาอนันต โดยแตละภาษาใน L นิยามดังนี้ สําหรับภาษาจํากัด 
L0  = {w0} และ Li+1 = Li  ∪ {wi+1}  โดยที่ Li ⊂ L∞ และ L∞ = ∪i∈NLi 

 สมมติใหระดับภาษา L  สามารถเรียนรูไดจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว จากนิยาม 
3.21 แสดงวาจะตองมีอัลกอริทึมการเรียนรู A สําหรับทุกภาษาในระดับภาษา L  โดยที่มี
จํานวนเต็ม n คาหนึ่งที่ทําให L(A(fm)) = L(G) สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก m ≥ n 

พิจารณาการมีอยูของจํานวนเต็ม n ที่ทําให L(A(fm)) = L(Gn) = L สําหรับทุก
จํานวนเต็มบวก m ≥ n จะไดดังนี ้

ให pi คือจํานวนเต็มสําหรับภาษา Li ที่ทําให L(A(fim)) = L(Gpi) = Li โดยที่ fi เปน
การนําเสนอตัวอยางบวกของภาษา Li  และใหการนําเสนอขอมูลของภาษาอื่น ๆ ใน L  ที่สราง
ดังน้ี คือ สําหรับทุก j ≤ pk-1, f

 k(j) = f
 k-1(j) และ f k(pk-1+1) = wk   

พิจารณาการเรียนรูภาษา  L∞ ดวยการนําเสนอตัวอยางบวก f ∞ จะเห็นวาเราไมสามารถ
หาจํานวนเต็ม n ที่ทําให L(A(f

 ∞
m)) = L(Gn)  = L∞ สําหรับ m ≥ n ได ดังน้ันแสดงวา 

อัลกอริทึม A ไมมีอยูจริง ทําใหเกิดขอขัดแยงในการพิสูจน ดังน้ันเราสามารถสรุปไดวาไมมี
ระดับเกินจํากัดของภาษาใด สามารถระบุภาษาไดในขอบเขตจํากัดจากตัวอยางบวกเพียงอยาง
เดียว                 ■ 

ทฤษฎีบทตาม 3.1  ระดับภาษาสม่ําเสมอ ระดับภาษาไมพ่ึงบริบท ระดับภาษาพึ่งบริบท ระดับ
ภาษาแจงนับไดแบบวนซ้ํา ไมสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดดวยตัวอยางบวกเพียงอยาง
เดียว 

พิสูจน เน่ืองจากระดับภาษาสม่ําเสมอ ระดับภาษาไมพ่ึงบริบท ระดับภาษาพึ่งบริบท ระดับ
ภาษาแจงนับไดแบบวนซ้ํา เปนระดับภาษาเกินจํากัด ดังน้ันจากทฤษฎีบท 3.3 เราสรุปไดวา
ระดับภาษาเหลานี้ไมสามารถเรียนรูดวยตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว     ■ 
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ทฤษฎีบท 3.4 ระดับของภาษาวนซ้ํา สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดดวยตัวอยางบวก
และตัวอยางลบ 

พิสูจน การพิสูจนทําไดโดยการแสดงใหเห็นวามีอัลกอริทึมการเรียนรูตามนิยาม 3.21 อยูจริง 

 ให L เปนระดับของภาษาวนซ้ํา ซึ่งสมาชิกใน L  สามารถเรียงลําดับได อัลกอริทึมการ
เรียนรู A ของระดับภาษา L  นี้ คือ A จะทําการพิจารณาภาษาในระดับภาษา L  ทีละตัว วา
สอดคลองกับตัวอยางบวกและตัวอยางลบที่ไดรับมาหรือไม ในแตละครั้งของการเรียนรูจาก
ตัวอยาง อัลกอริทึมการเรียนรู A จะทําการกําจัดภาษาที่ไมสอดคลองกับตัวอยางบวกและ
ตัวอยางลบที่ไดรับมา และจะทําการคืนภาษาในลําดับถัดไปออกมา จะเห็นวาจํานวนครั้งการ
กําจัดภาษาเปนจํานวนจํากัด แสดงวามีจํานวนเต็ม n ที่ทําให L(A(fm)) = L(Gn) = L สําหรับ
ทุกจํานวนเต็มบวก m ≥ n แสดงวาอัลกอริทึม A สามารถเรียนรูทุกภาษาใน L ได นั้น
หมายความวาระดับ L สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดดวยตัวอยางบวกและตัวอยางลบ    ■ 

ทฤษฎีบทตาม 3.2  ระดับของภาษาสม่ําเสมอ ระดับภาษาไมพ่ึงบริบท ระดับภาษาพึ่ง
บริบท สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ 

พิสูจน  เน่ืองจากระดับภาษาสม่ําเสมอ ระดับภาษาไมพ่ึงบริบท ระดับภาษาพ่ึงบริบท เปนระดับ
ยอยแทของระดับภาษาวนซ้ํา แสดงวาภาษาที่เปนสมาชิกของระดับภาษาเหลานี้เปนภาษาวน
ซ้ําดวย และจาก ทฤษฎีบท 3.4 เราจึงสรุปไดวา ระดับของภาษาสม่ําเสมอ ระดับภาษาไมพ่ึง
บริบท ระดับภาษาพึ่งบริบท สามารถเรียนรูไดจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ     ■ 

จากทฤษฎีบท 3.3 จะเห็นวาระดับภาษาสม่ําเสมอ ระดับภาษาไมพ่ึงบริบท ระดับภาษา
พ่ึงบริบท และระดับภาษาแจงนับแบบวนซ้ํานั้น เปนระดับเกินจํากัด สงผลใหระดับภาษาเหลานี้
ไมสามารถเรียนรูไดจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว ซึ่งนอกจากคุณสมบัติดังกลาวแลวยังมี
คุณสมบัติอ่ืน ๆ ที่สามารถใชเปนเง่ือนไขที่เพียงพอในการพิสูจนวาไมสามารถเรียนรูไดจาก
ตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว นั่นก็คือ การมีจุดจํากัด (limit point) [15] ซึ่งคุณสมบัติที่กลาวถึง
นิยามดังตอไปน้ี 

นิยาม 3.23 ระดับภาษา L มี จุดจํากัด (limit point) ก็ตอเม่ือมีลําดับอนันต <Ln> ซึ่ง n 

∈ N เปนลําดับของภาษาใน L โดยที่ L0  ⊂ L1 ⊂ … ⊂ Ln ⊂ … และมีภาษา  Lp ∈ L  โดยที่ 

     Lp = ∪n∈N Ln 

และเราเรียกภาษา Lp วา จุดจํากัดของระดับภาษา L 
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ทฤษฎีบท 3.5 ให L  เปนระดับของภาษาใด ๆ ถา L มีจุดจํากัดแลว L  ไมสามารถเรียนรู
ไดในขอบเขตจํากัดจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว 

พิสูจน การพิสูจนทําไดเชนเดียวกับทฤษฎีบท 3.3        ■ 
 

3.3.2 การระบุภาษาไดจากขอมูลที่กําหนดให 
(Identification from given data) 

แบบจําลองการเรียนรูที่เรียกวา การระบภุาษาไดจากขอมูลที่กําหนดใหเปนแบบจําลอง
ที่พัฒนาขึ้นจากแบบจําลองการระบุภาษาไดในขอบเขตจํากัดในหัวขอ 3.3.1 โดยมีแนวคิดทีว่า 
ตัวอยางสําหรบัการเรียนรูภาษานั้น แตละตัวอยางมีคณุภาพที่ทําใหการเรียนรูสาํเร็จไมเทากนั 
การเรียนรูจะสําเร็จหรือไมนั้นขึ้นอยูกับวาผูเรียนไดรับตัวอยางที่มีคณุภาพดี หรือตัวอยางที่
เรียกวา ตวัอยางลักษณะ (characteristic examples) มาครบแลวหรือไม นิยามตาง ๆ และ
ทฤษฎีบทที่เกี่ยวของกับแบบจําลองการระบุภาษาไดจากขอมูลที่กําหนดใหมีดังน้ี 

นิยาม 3.24 ให L เปนภาษา เราเรยีกเซตของตวัอยาง S = (S+, ∅) วาเซตของตัวอยางบวก
ของภาษา L ถา S+ ⊆ L และเรียกเซตของตวัอยาง S = (S+, S-) วาเซตของตัวอยางบวก
และตัวอยางลบ ถา S+ ⊆ L และ S- ⊆ Σ* - L  และ ขนาดของเซตของตวัอยาง S เขียนแทน
ดวย ||S||  หมายถึง ผลรวมของความยาวของสายอักขระที่เปนสมาชกิของ S โดยนิยามดังนี้               

||S|| = Σi = 1|wi| โดยที่ wi ∈ S 

ตัวอยาง 3.9 ให L เปนภาษา ab* ที่นิยามบนเซตอักขระ Σ = {a, b} จงยกตวัอยางเซตของ
ตัวอยางบวกที่เปนไปได และเซตของตวัอยางบวกและตัวอยางลบที่เปนไปได รวมทั้งหาขนาด
ของแตละเซต 

วิธีทํา  เซตของตัวอยางบวกทีเ่ปนไปไดเซตหนึ่งคือ  
S1 = (S1+, ∅) โดยที่ S1+ = {a, ab, abb}  

คํานวณหาขนาดของ S1 = (S1+, ∅) ไดดังน้ี 

||S1|| = ||S1+|| = |a| + |ab| + |abb| = 1+2+3 = 6 

เซตของตัวอยางบวกและตัวอยางลบที่เปนไปไดเซตหน่ึงคือ 

 S2 = (S2+,  S2-) โดยที่ S2+ = {ab, abbb} และ S2- = {λ, aa, baa}  

คํานวณหาขนาดของ S2 = (S2+,  S2-) ไดดังน้ี 

||S2|| = ||S2+|| + ||S2-||   

       = |ab| + |abbb| + |λ| + |aa| + |baa| = 2+4+0+2+3 = 11      
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นิยาม 3.25 ให S = (S+, S-) และ S′= (S′+, S′-) เปนเซตของตัวอยางบวกและตัวอยางลบ
ของภาษา L เราจะกลาววา S′ เปนเซตยอยของ S เขียนแทนดวย S′ ⊆ S ถา S′+ ⊆ S+ และ 
S′- ⊆ S-  

ขอสังเกต ในกรณีเซตของตัวอยาง S = (S+, ∅) เปนเซตของตวัอยางบวกเพยีงอยางเดียว 
เราสามารถนยิามการเปนเซตยอยไดเชนเดียวกัน โดยพิจารณาการเปนเซตยอยเฉพาะ S+ 
เทานั้น  

ตัวอยาง 3.10 ให L เปนภาษา ab* ที่นิยามบนเซตอักขระ Σ = {a,b} และ S = (S+,  S-) 
โดยที่ S+ = {ab, abbb, abbbb} และ S- = {λ, aa, baa, aabb} เปนเซตของตวัอยาวบวกและ
ตัวอยางลบของภาษา L จงยกตัวอยางเซตยอยของ S  

วิธีทํา เซตยอยของเซตของตวัอยางบวกและตัวอยางลบ S = (S+,  S-) ที่เปนไปไดเซตหน่ึง
ก็คือ S′ = (S′+,  S′-) โดยที่ S′+ = {ab, abbb} และ S′- = {λ, aa, baa} เน่ืองจาก S′+ ⊆ 

S+ และ S′- ⊆ S-              

นิยาม 3.26 ให S เปนเซตของตัวอยางของภาษา L โดยมี A เปนอัลกอริทึมการเรียนรู เราเรียก
เซต CS ซึ่งเปนเซตของตวัอยางวา เซตของตวัอยางลักษณะ ของภาษา L สําหรับอัลกอริทมึ
การเรียนรู A ถา L(A(S)) = L สําหรับทุกเซตของตวัอยาง S ⊇ CS  

ขอสังเกต ในทฤษฎีการเรียนรู ตวัอยางลักษณะคือ ตัวอยางดีทีท่ําใหการเรียนรูภาษาประสบ
ความสําเร็จ เม่ือใดก็ตามที่ตัวอยางลักษณะถูกรวมเขาไปในเซตของตวัอยางที่ใชในการเรยีนรู
แลวจะสามารถเรียนรูภาษาไดอยางถูกตอง จากนิยาม 3.26 จะสงัเกตเห็นวาตวัอยางลักษณะ
ขึ้นอยูกับอัลกอริทึมการเรียนรู ซึ่งหมายความวาอัลกอริทึมที่แตกตางกันยอมใชตัวอยางลักษณะ
ที่แตกตางกัน 

นิยาม 3.27 ระดับภาษา L สามารถเรียนรูไดจากตวัอยางที่กําหนดให ก็ตอเม่ือ มีอัลกอริทึม
การเรียนรู A โดยที่ L(A(S)) = L เม่ือ S ⊇ CS สําหรับทุกภาษา L ใน  L 

ขอสังเกต ความสามารถในการเรียนรูภาษาจากตวัอยางที่กําหนดใหตามนิยาม 3.27 แตกตาง
กับความสามารถการเรียนรูในขอบเขตจํากัดตามนิยาม 3.21 คือ การเรียนรูภาษาจากตัวอยางที่
กําหนดใหเปนพิจารณาลักษณะการเรียนรูเปนกระบวนการที่จํากัด (finite process) แตการ
เรียนรูภาษาในขอบเขตจํากัดพิจารณาลักษณะการเรยีนรูเปนกระบวนการที่ไมจํากัด (infinite 
process) แตอยางไรก็ตาม มีทฤษฎีบทที่กลาววาการเรียนรูทั้งสองแบบนี้สมมูลกนัซ่ึงไดพิสูจน
ในงานวิจัยของดูปองท [14] แสดงดังทฤษฎีบท 3.6 
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ทฤษฎีบท 3.6 ระดับภาษาใด ๆ สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัด ก็ตอเม่ือ ระดับภาษานั้น 

สามารถเรียนรูไดจากตัวอยางที่กําหนดให 

พิสูจน  กําหนดให L เปนระดับภาษาใด ๆ การพิสูจนเริ่มโดยการสมมติให L สามารถเรยีนรูได
ในขอบเขตจํากัด จากนิยาม 3.21 แสดงวามีจํานวนเตม็ n ที่ทําให L(A(fm)) = L(A(fn)) = L 
สําหรับ m ≥ n และสําหรบัทุกภาษา L ใน L เน่ืองจากแบบจําลองการเรียนรูไดในขอบเขต
จํากัดเปนการเรียนรูแบบไมจํากัด (infinite learning) จะไดวา fn ⊆ fm เสมอ ซึ่งจะเห็นวา fn คือ
เซตของตัวอยางลักษณะตามนิยาม 3.26 ดังน้ันระดับภาษา L สามารถเรียนรูไดจากตัวอยางที่
กําหนดใหดวย 

 สมมติใหระดบัภาษา L สามารถเรียนรูไดจากตัวอยางที่กําหนดให จากนิยาม 3.26 จะ
ไดวา มีตวัอยางลักษณะ CS ที่ทําให L(A(S)) = L เม่ือ S ⊇ CS สําหรับทุกภาษา L ใน L 
หรือ L(A(S)) = L(A(CS)) = L พิจารณาการเรียนรูเปนแบบไมจํากัด โดยให fn = CS และ 
fm = S และเนื่องจาก CS เปนเซตจํากดั แสดงวามีจํานวนเต็ม n ที่ทําให L(A(fm)) = L(A 

(fn)) และ L(A (fn)) = L ดังน้ันระดับภาษา L สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัด      ■ 

ทฤษฎีบทตาม 3.3 ระดับของภาษาสม่ําเสมอ ระดับของภาษาไมพ่ึงบริบท ระดับของภาษาพึ่ง
บริบท ระดับของภาษาวนซ้าํ สามารถเรียนรูไดจากตัวอยางที่กําหนดให 

พิสูจน เน่ืองจากระดับของภาษาสม่ําเสมอ ระดับของภาษาไมพ่ึงบริบท ระดับของภาษาพึ่ง
บริบท ระดับของภาษาวนซ้ํา สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัด (ทฤษฎีบทตาม 3.2) เรา
สามารถสรุปไดจากทฤษฎีบท 3.6 วาระดับของภาษาสม่ําเสมอ ระดับของภาษาไมพ่ึงบริบท 
ระดับของภาษาพึ่งบริบท ระดับของภาษาวนซ้ํา สามารถเรียนรูไดจากตัวอยางที่กําหนดให    ■ 

3.3.3 การระบุภาษาไดในขอบเขตจํากัดจากเวลาและขอมูลเชิงพหุนาม 

 (Identification in the limit from polynomial time and data)  

 สําหรับแบบจําลองการเรียนรูภาษาที่จะกลาวถึงในหัวขอน้ี ไดมีการพิจารณาถึง
ประสิทธิภาพในการเรียนรูภาษาเพิ่มเขามาในแบบจําลอง โดยนําแบบจําลองการระบุภาษาได
จากตัวอยางที่กําหนดให จากหัวขอ 3.3.2 มาพัฒนาเพิ่มเติมในสวนของเวลาที่ผู เรียน
(อัลกอริทึมการเรียนรู)ใชในการเรียนรูภาษา และขนาดของตัวอยางที่ทําใหผูเรียนสามารถ
อนุมานไวยากรณที่ใชอธิบายภาษาไดสําเร็จ แบบจําลองนี้เรียกวา การระบุภาษาไดในขอบเขต
จํากัดจากเวลาและขอมูลเชิงพหุนาม นิยามและทฤษฎีบทที่เกี่ยวของแสดงดังนี ้

 



27 

 

นิยาม 3.28 ให L  เปนระดับของภาษา โดยมี G เปนระดับของตัวแทนเชิงไวยากรณของ L  
และให S เปนเซตของตัวอยางสําหรับภาษา L ∈ L  ซึ่งมี CS เปนเซตของตัวอยางลักษณะ เรา
จะกลาววา L  สามารเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดจากเวลาและขอมูลเชิงพหุนาม ถามีอัลกอริทึม
การเรียนรู A สําหรับทุกภาษา L ∈  L  โดยที่ 

(i) L(A(S)) = L เม่ือ S ⊇ CS  
(ii) ||CS|| ≤ p(||G||) เม่ือ G เปนตวัแทนเชงิไวยากรณของภาษา L 

(iii) A ทํางานดวยเวลา O(q(||S||)) 

เม่ือ p(x) และ q(x) เปนฟงกชันพหุนามของ x  
 

จากนิยาม 3.28  จะสังเกตเห็นวามีการพิจารณาขนาดของเซตของตัวอยางลักษณะ และ
เวลาที่อัลกอริทึมการเรียนรูใช เพ่ิมเติมจากนิยาม 3.21 นั่นก็คือเวลาที่อัลกอริทึมใชอนุมานหา
ตัวแทนเชิงไวยากรณ G จากเซตของตัวอยาง S ตองเปนฟงกชันพหุนามของ ||S|| และขนาด
ของเซตของตัวอยางลักษณะตองมีอัตราการเติบโตไมเกินฟงกชันพหุนามของ ||G|| แบบจําลอง
การระบุภาษาไดในขอบเขตจํากัดจากเวลาและขอมูลเชิงพหุนามแสดงดังรูปที่ 3.6 

 

รูปที่ 3.6 แบบจําลองการระบุภาษาไดในขอบเขตจํากดัจากเวลาและขอมูลเชิงพหุนาม 

3.4  สรุป 

ในบทนี้ไดกลาวถึงนิยาม และทฤษฎีบทที่เกี่ยวของ ซึ่งประกอบดวย นิยามพ้ืนฐานของ
ภาษารูปนัย ทฤษฎีบทของความสามารถในการเรียนรูของภาษาระดับตาง ๆ เชน ระดับภาษา
สม่ําเสมอ ระดับภาษาไมพ่ึงบริบท ระดับภาษาพึ่งบริบท ระดับภาษาวนซ้ํา นิยามและทฤษฎีบท
ที่ไดกลาวถึงในบทนี้จะถูกนําไปใชในการศึกษาความสามารถการเรียนรูภาษายอมรับได-เค ใน
บทตอไป 



 

 

บทที่  4 

ระดับของภาษายอมรับได-เค 

 

ในบทนี้จะกลาวถึงระดับของภาษายอมรับได-เค (k-acceptable languages) โดยจะ
ทําการศึกษาคุณสมบัตติาง ๆ ของระดับของภาษานี้ รวมทั้งศึกษาคุณสมบตัขิองตัวแทนเชิง
ไวยากรณของระดับภาษานี้ ซึ่งก็คือ ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค (k-edge 
deterministic finite automata) โดยเสนอผลการศึกษาในรูปแบบทฤษฎบีทและบทพิสูจน ซึ่งจะ
ถูกนําไปใชในการศึกษาความสามารถในการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เคในบทตอไป 

 

4.1  นิยามของภาษายอมรับได-เค 

นิยาม 4.1 ให Σ = {a1, a2, …, an} เปนเซตอักขระ  และสัญลักษณ  ≤  เปนความสัมพันธ
ทวิภาคบน Σ ซึ่งมีสมบัติสะทอน ปฏิสมมาตร และถายทอดบนเซต Σ เซตอักขระมีอันดับ 
(ordered alphabet) หมายถึง เซตอักขระที่อักขระทุกตัวในเซตมีอันดับ แทนดวยสัญลักษณ Σ≤

  

ตัวอยาง 4.1 สมมติให Σ≤ = {a, b, c, d} เปนเซตอักขระมีอันดับ เราสามารถเรียงลําดับ
สมาชิกในเซตอักขระ Σ≤ ไดคือ a, b, c และ d          

นิยาม  4.2 ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค (k-edge deterministic finite automata 
หรือ k-DFA) หมายถึง ตัวแบบของเครื่องจักรนามธรรม M  ซึ่งประกอบดวยสวนสําคัญหกสวน 

นิยามโดย 
M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) 

โดยที่   

 Σ≤    คือ เซตอักขระมีอันดับ ซึ่งเปนเซตจํากัด 

Q     คือ เซตของสถานะ ซึ่งเปนเซตจํากัด 
 q0     คือ สถานะเริ่มตน ซึ่ง q0 ∈Q 
 FA    คือ เซตของสถานะยอมรับ ซึ่ง FA ⊆ Q 

 FR    คือ เซตของสถานะปฏิเสธ ซึ่ง FR ⊆Q 

 δ      คือ ฟงกชันการเปลี่ยน-เค (k-transition function) นิยามโดย 

δ : Q × Σ≤ × Σ≤ → Q 

โดยที่ ∀q ∈ Q,  

ถา δk(q, a1, b1) ≠ δk(q, a2, b2) และ {z : a1 ≤ z ≤ b1} ∩ {z : a2 ≤ z ≤ b2} = ∅ 

แลว |{q′ : δk(q, x, y) = q′ }| ≤ k  
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ฟงกชันการเปลี่ยน δ สามารถถูกนิยามเพิ่มเติมเพ่ือใหใชไดกับสายอักขระ ดังน้ี 

δ* : Q × Σ*≤ → Q 

 โดยที่ δ*(q, λ) = q  

δ*(q, aw) = δ*(q′, w) ซึ่ง x ≤ a ≤ y และ δ(q, x, y) = q′  

โดยที่ q, q′ ∈ Q และ a, x, y ∈ Σ≤, w ∈ Σ*≤ 
และเราเรียกฟงกชันการเปลี่ยน-เคที่นิยามเพิ่มเติมน้ีวา ฟงกชันการเปลี่ยนขยาย-เค 
(extended k-transition function) 

ขอสังเกต คา k ใน k-DFA คือ จํานวนขอบที่มากที่สุดของแตละสถานะ ดังน้ัน k-DFA 
สามารถพิจารณาวาเปน m-DFA สําหรับจํานวนเต็ม m > k ไดเชนเดียวกัน 

นิยาม 4.3 ให q และ p เปนสถานะใด ๆ ในเซตของสถานะ Q ทื่นิยามในออโตมาตาจํากัด
เชิงกําหนดขอบ-เค M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) เราเรียก q วา ตวักอนหนา (predecessor) 

ของ p และเรยีก p วาตวัตามหลัง (successor) ของ q ถา δ(q, a, b) = p สําหรับอักขระ a, b ∈ 

Σ≤ และแทน เซตของตวักอนหนาทั้งหมด ของสถานะ q ∈ Q ดวย Pred(q) และแทน เซตของตวั
ตามหลังทั้งหมด ของสถานะ q ∈ Q ดวย Succ(q) 

นิยาม 4.4 ให δ เปนฟงกชันการเปลี่ยน-เค ของออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค M = 

(Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) จํานวนตวัตามหลังมากที่สุดของฟงกชันการเปลี่ยน-เค δ  แทนดวย 
#(δ) ซึ่งนิยามดังนี้ 

#(δ) = max{ |Succ(q)| : q∈ Q } 

ตัวอยาง 4.2 กําหนดให M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-
2 โดยที่  Q = {q0, q1}, Σ≤ = {a, b, c, d}, FA = {q0} และ FR = {q1} และฟงกชันการเปลี่ยน-

เค δ นิยามดังนี ้
 δ(q0, a, c) =  q0,  δ(q0, d, d) = q1, δ(q1, a, b) =  q0 และ δ(q1, c, d) = q1 

พิจารณา δ(q0, d, d) = q1 จะไดวาสถานะ q0 เปนตัวกอนหนาของสถานะ q1 และสถานะ q1 เปน
ตัวตามหลังของสถานะ q0 เราแสดงแผนภาพการผานของ M ไดดังรูปที่ 4.1     

 

รูปที่ 4.1 แผนภาพการผานของ M 
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นิยาม 4.5  ให S = S+ ∪ S- เปนเซตของตัวอยางที่ประกอบดวยตัวอยางบวกและ
ตัวอยางลบ ตนไมยอมรับสวนหนาขยายขอบ-เคสําหรับตัวอยาง S (k-edge augmented prefix 
tree acceptor for S) หมายถึง ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค ที่ประกอบดวยสวนสําคัญ
หกสวน 

APTA = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) 

โดยที่แตละสวนสําคัญเปนไปตามเงื่อนไขดังตอไปน้ี 

− Q  = {qu : u ∈ Pref(S+) ∪ Pref(S-)} 
− q0    = qλ 

− FA  = {qw ∈ Q : w  ∈  S+} 

− FR  = {qw ∈ Q : w  ∈  S-} 

− ฟงกชันการเปลี่ยน-เค δ นิยามโดย 

  ∀u ∈ Pref(S+) ∪ Pref(S-), ∀z ∈ Σ≤    

δ*(q0, uz) = δ(δ*(q0, u), a, b) = q  

โดยที่ a ≤ z ≤ b, q ∈ Q, a, b, z ∈ Σ≤, u ∈ Σ*≤ 

ถา δ*(q0, u) = q1 และ δ*(q0, uz) = q2 แลว δ(q1, a, b) = q2  

โดยที่ a ≤ z ≤ b สําหรับ q0, q1, q2 ∈ Q, a, b, z ∈ Σ≤, u ∈ Σ*≤ 

ตัวอยาง 4.3 กําหนดให S+ = {d, ad} และ S- = {ac, ddb} เปนเซตของตัวอยางบวกและ
ตัวอยางลบบนเซตอักขระมีอันดับ Σ≤ = {a, b, c, d} ตนไมยอมรับสวนหนาขยายขอบ-เค 
สําหรับตัวอยาง S โดยที่ S = S+ ∪ S- คือ APTA = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) 

โดยที่  Q = {qλ, qa, qd, qac, qad, qdd, qddb} 

q0 = qλ 

         FA = { qd , qad }  

FR = { qac , qddb }  
  และฟงกชันการเปลี่ยน-เค δ นิยามดังนี ้
 δ(qλ, a, a) = qa,  δ(qλ, d, d) = qd, 

 δ(qa, c, c) = qac,  δ(qa, d, d) = qad, 

 δ(qd, d, d) = qdd,  δ(qdd, b, b) = qddb  

แผนภาพการผานของ APTA แสดงในรูปที่ 4.2 โดยแทนสถานะยอมรับดวยรปูวงกลมซอนกัน 
สองวงที่วาดดวยเสนทึบ และแทนสถานะปฏิเสธดวยรปูวงกลมซอนกันสองวงที่วาดดวยเสนประ  
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รูปที่ 4.2 แผนภาพการผานของ APTA 

นิยาม 4.6 ให M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ)  และ M′ = (Σ≤, Q′, q0, F′A, F′R, δ′)  เปน
ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค สองตัวใด ๆ เราจะกลาววา M  เปนออโตมาตาจํากัดเชิง
กําหนดขอบ-เคยอย (subautomaton) ของ M′ ถาสอดคลองกับเง่ือนไขตอไปน้ี 

(i) Q ⊆ Q′, FA ⊆ F′A และ FR ⊆ F′R  

(ii) สําหรับทุก q ∈ Q และ a, b ∈ Σ≤  โดยที่ a ≤ b, δ(q, a, b) = δ′(q, a, b) 

นิยาม 4.7  ให M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ)  และ M′ = (Σ′≤, Q′, q0, F′A, F′R, δ′ )  เปน
ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค สองตัวใด ๆ ให f เปนฟงกชนัจาก Q ไป Q′ เราเรียก
ฟงกชัน f วา สาทิสสัณฐาน (homomorphism) ถา  f(δ(q, a, b)) = δ′(f(q), a, b)  

นิยาม 4.8  ให M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ)  และ M′ = (Σ′≤, Q′, q0, F′A, F′R, δ′ )  เปน
ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค สองตัวใด ๆ  M เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค
ยอยโดยสาทิสสัณฐานของ M′  ถามี สาทิสสัณฐาน f : Q  → Q′ ที่สอดคลองกับเง่ือนไขตอไปน้ี 

(i)   ถา q ∈ Q แลว f(q) ∈ Q′, 

(ii)  ถา q ∈ FA แลว f(q) ∈ F′A, 

(iii) ถา q ∈ FR แลว f(q) ∈ F′R, 

(iv)  ∀q ∈ Q และ a,b ∈ Σ≤,  ถา δ(q, a, b) = p แลว   f(δ(q, a, b)) = δ′(f(q), a, b) 

4.2  คุณสมบัติของระดับภาษายอมรับได-เค 

 ในหัวขอน้ีจะกลาวถึงคุณสมบัติของระดับภาษายอมรับได-เค ที่จําเปนสําหรับการพิสูจน
ความสามารถในการเรียนรูในบทตอไป 
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ทฤษฎีบท 4.1 สําหรับทุกจํานวนเต็ม k ≥ 0 ถา M เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-k 

แลว M เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-(k+1)  

พิสูจน ให M เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-k นิยามโดย M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ)  
จากนิยาม 4.1 จะไดวามีบางสถานะ q ใน Q ที่ |{q′ : δ(q, x, y) = q′ }| = k และเนื่องจาก
คุณสมบัติของจํานวนเต็มที่วา k < k+1 เสมอ ทําให |{q′ : δ(q, x, y) = q′ }| < k+1 สําหรับ
ทุกสถานะ q ใน Q ของ M ดังน้ันจากนิยาม 4.1 เราสรุปไดวา M เปนออโตมาตาจํากัดเชิง
กําหนดขอบ-(k+1)                       ■ 

นิยาม 4.9 ภาษายอมรับได-เค (k-acceptable languages) หมายถึง ภาษาที่รูจําไดโดยออ
โตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค 

นิยาม 4.10 ระดับของภาษายอมรับได-เค (class of k-acceptable languages) หมายถึง 
เซตของภาษายอมรับได-เค เขียนแทนดวยสัญลักษณ k-ACC 

ทฤษฎีบท 4.2 สําหรับทุกจํานวนเต็ม k ≥ 0 ระดับภาษายอมรับได-k เปนระดับยอยของระดับ
ภาษายอมรับได-(k+1) 

พิสูจน ให k-ACC แทนระดับภาษายอมรับได-k และ (k+1)-ACC แทนระดับภาษายอมรับได-
(k+1) สําหรับการพิสูจนทฤษฎีบทนี้ เราจะแสดงใหเห็นวา มีออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-

(k+1) ที่สามารถรูจําทุกภาษายอมรับได-k  
 ให Σ≤ = {a1, a2, …, an} โดยที่ n ≥ k และให M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ)  เปนออโต
มาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-k ที่รูจําภาษายอมรับได-k ซึ่งแทนภาษานี้ดวย L จากทฤษฎีบท 
4.1 แสดงวามีออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-(k+1) ที่สามารถรูจําภาษาภาษายอมรับได-k  
L ได ซึ่งจะเห็นไดชัดวาทุก ๆ ภาษายอมรับได-k เปนภาษายอมรับได-(k+1) ดวย ดังนั้นเรา
สรุปไดวา k-ACC ⊆ (k+1)-ACC             ■ 

ทฤษฎีบท 4.3 สําหรับจํานวนเต็ม n ≥ 0,  ∪i = 0 to n Σ i
≤ เปนภาษาในระดับ 1-ACC   

พิสูจน การพิสูจนทําไดโดยใชวิธีอุปนัยทางคณิตศาสตรดังน้ี 

ขั้นตอนพ้ืนฐานอุปนัย : เราจะแสดงใหเห็นวาในกรณี n = 0 ทฤษฎีบทนี้เปนจริง 

 พิจารณาภาษา L(0) = ∪i = 0 to 0Σi
≤ = {λ} จะเห็นวาภาษา L(0) สามารถรูจําไดโดยออโต

มาตาเชิงกําหนดขอบ-1 แทนดวย M(0) = (Σ≤, Q(0), q0, FA(0), FR(0), δ(0)) โดยที่แตละสวนสําคัญ
นิยามดังน้ี Σ≤ = {a1, a2, … , an}, Q(0) = {q0, q1}, FA(0) = {q0}, FR(0) = {q1} และ  δ(0) = 

{(q0, a1, an, q1), (q1, a1, an, q1)} จะเห็นวา #(δ(0)) = 1 ทําให M(0) เปนออโตมาตาเชิงกําหนด
ขอบ-1 ดังน้ันจากนิยาม 4.9 แสดงวา L(0) ∈ 1-ACC   
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ขั้นตอนการอุปนัย : สมมติใหกรณี n = k เปนจริง และจะแสดงใหเห็นวาในกรณี n = k+1 

ทฤษฎีบทนี้เปนจริง 

 ให L(k) = ∪i = 0 to k Σi
≤  ∈ 1-ACC  เปนจริง ซึ่งจะไดวามีออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด

ขอบ-1 M(k) = (Σ≤, Q(k), q0, FA(k), FR(k), δ(k)) โดยที่ Σ≤ = {a1, a2, … , an}, Q(k) = {q0, q1, … 

qk+1}, FA(k) = {q0, q1, … qk}, FR(k) = {qk+1} และ  δ(k) = {(q0, a1, an, q1), (q1, a1, an, q2), … 
,(qk, a1, an, qk+1), (qk+1, a1, an, qk+1) } ซึ่ง #(δ(k)) = 1 สําหรับภาษา L(k)  

 พิจารณา L(k+1) = ∪i = 0 to k+1Σi
≤  = ∪i = 0 to k Σi

≤  ∪ {w ∈ Σ*≤ : |w| = k+1 } จะเห็นวา 
ออโตมาตาที่รูจําภาษา L(k+1) สามารถสรางไดจากออโตมาตา M(k) ดังน้ี M(k+1) = (Σ≤, Q(k+1), 

q0, FA(k+1), FR(k+1), δ (k+1)) โดยที่ Q(k+1) = Q(k) ∪ {qk+2}, FA(k+1)= FA(k) ∪ {qk+1}, FR(k+1) = 

{qk+2} และ δ(k+1) = (δ(k) – {(qk+1, a1, an, qk+1)}) ∪ {(qk+1, a1, an, qk+2), {(qk+2, a1, an, 

qk+2)}} ซึ่งเห็นไดชัดวา #(δ(k+1)) = 1 ทําให M(k+1) เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-1 
ดังน้ัน L(k+1) ∈ 1-ACC  ดังน้ันจากขั้นตอนพื้นฐานอุปนัยและขั้นตอนการอุปนัย เราสรุปไดวา 
สําหรับจํานวนเต็ม  n ≥ 0, ∪i = 0 to nΣi

≤ เปนภาษาในระดับ 1-ACC       ■ 

ทฤษฎีบท 4.4 ระดับภาษา 1-ACC  มีจุดจํากัด 

พิสูจน การพิสูจนทําไดโดยแสดงใหเห็นวามีลําดับอนันตและภาษาที่เปนจุดจํากัดซึ่งเปน
เง่ือนไขเพียงพอของการมีอยูของจุดจํากัดตามนิยามที่ 3.23  

จากทฤษฎีบท 4.3 จะไดวา สําหรับทุกจํานวนเต็ม n ≥ 0,  L(n) = ∪i = 0 to n Σ
i
≤  เปน

ภาษาในระดับภาษา 1-ACC  และจากภาษา L(n+1) = ∪i = 0 to nΣi
≤ ∪ {w ∈ Σ*≤ : |w| = n+1 } 

หรือ L(n+1) = L(n)  ∪ {w ∈ Σ*≤ : |w| = n+1 } ซึ่งแสดงวา L(n) ⊂ L(n+1) สําหรับทุกจํานวนเต็ม 
n ≥ 0 ดังน้ันเห็นไดชัดวา มีลําดับอนันต L(0) ⊂ L(1) ⊂ L(2) ⊂… ⊂ L(n) ⊂… ในระดับภาษา 1-
ACC   

พิจารณาภาษา L =  Σ*≤ จะเห็นวาเราสามารถสรางออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-1 
ที่รูจําภาษา L ได นั่นคือ M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) โดยที่ Σ≤ = {a1, a2, … , an}, Q = 

{q0}, FA = {q0}, FR =  ∅ และ  δ = {(q0, a1, an, q0)} ซึ่งจะเห็นวา #(δ) = 1 สําหรับภาษา 
L =  Σ*≤ จากนิยาม 4.9 แสดงวา L ∈ 1-ACC   

พิจารณาจากนิยาม 3.23 จะเห็นวาภาษา L =  Σ*≤ สอดคลองกับเง่ือนไขที่วา  L = 

 ∪n∈N L(n) ดังน้ันเราสามารถสรุปไดวา ระดับภาษา 1-ACC  มีจุดจํากัด โดยที่ภาษา Σ*≤ คือจุด
จํากัด                         ■ 
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ทฤษฎีบท 4.5 สําหรับจํานวนเต็ม k ≥ 1 ระดับภาษา k-ACC  มีจุดจํากัด 

พิสูจน เน่ืองจากระดับภาษา 1-ACC  มีจุดจํากัด และเห็นไดชัดวาระดับภาษา 1-ACC  เปน
ระดับยอยของทุกระดับภาษา k-ACC  สําหรับจํานวนเต็ม k ≥ 1 (ทฤษฎีบท 4.2) ดังน้ันเรา
สามารถสรุปโดยใชนิยาม 3.23 วาระดับภาษา k-ACC  มีจุดจํากัด เม่ือ k ≥ 1       ■ 

 ผลที่ไดจากการพิสูจนทฤษฎีบท 4.5 จะถูกนําไปใชในการพิสูจนความสามารถในการ
เรียนรูของระดับภาษา k-ACC  ในบทถัดไป  

 ในงานวิจัยน้ี นอกจากจะทําการศึกษาคุณสมบัติพ้ืนฐานตาง ๆ ของระดับภาษา k-ACC  
แลว ยังไดทําการศึกษาความสัมพันธระหวางระดับภาษา k-ACC  และระดับภาษาสม่ําเสมอ 
โดยจะแสดงในทฤษฎีบทตอไปน้ี 

ทฤษฎีบท 4.6 สําหรับจํานวนเต็ม k ≥ 0 ระดับภาษายอมรับได-เค เปนเซตยอยของระดับ
ภาษาสม่ําเสมอ 

พิสูจน  ให k-ACC แทนระดับภาษายอมรับได-เค และ REG แทนระดับภาษาสม่ําเสมอ 

การพิสูจนทําไดโดยแสดงใหเห็นวา ทุกภาษาในระดับภาษา k-ACC  เปนภาษาในระดับ
ภาษา REG  นั่นก็คือ ถา L เปนภาษาใดที่รูจําดวยออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค แลว L 

สามารถรูจําไดดวยออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด 

ให Mk = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δk) นิยามโดย Σ≤ = {a1, a2, … , an}, δk = {(p, a, b, 

q) : p, q ∈ Q และ a, b ∈ Σ≤} ซึ่ง #(δk) = k  เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค ที่
สามารถรูจําภาษา L ได เราสามารถสรางออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดที่สามารถรูจําภาษา L ได
เสมอ โดยนิยามออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดดังน้ี M = (Σ, Q, q0, FA, FR, δ) โดยที่  Σ = {a : 

a ∈ Σ≤} และ δ = {(p, z ,q) : a ≤ z ≤ b สําหรับทุก (p, a, b, q) ∈ δk} จะเห็นวาออโตมาตา
จํากัดเชิงกําหนด M สามารถรูจําภาษา L ได ดังน้ัน เราสามารถสรุปไดวา k-ACC  ⊆ REG 
สําหรับจํานวนเต็ม k ≥ 0                            ■ 

ทฤษฎีบท 4.7 ∪k = 0 k-ACC  = REG โดยที่ k-ACC  แทนระดับภาษายอมรับได-เค และ REG 
แทนระดับภาษาสม่ําเสมอ 

พิสูจน  การพิสูจนทําไดแสดงใหเห็นวา ∪k = 0  k-ACC  ⊆ REG และ REG  ⊆ ∪k = 0 k-ACC 

กําหนดให M = (Σ, Q, q0, FA, FR, δ) ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดตัวหน่ึงที่รูจําภาษา 
L แตละสวนสําคัญของ M นิยามโดย Σ = {a1, a2, … , an}, δ = {(p, a, q) : p, q ∈ Q และ a 

∈ Σ} เราสามารถสรางออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-k เม่ือ k เปนจํานวนเต็มใด ๆ แทนดวย 

Mk = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δk) ซึ่งแตละสวนสําคัญของ Mk นิยามดังน้ี Σ≤ = {ai : ai ∈ Σ} และ 
δk = {(p, a, a, q) : สําหรับทุก (p, a, q) ∈ δ} จะเห็นวาออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด Mk 
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สามารถรูจําภาษา L ได ดังน้ัน เราสามารถสรุปไดวา REG  ⊆ ∪k = 0 k-ACC   สําหรับจํานวน
เต็ม k ≥ 0 และจากทฤษฎีบท 4.6 ที่ไดแสดงวาสําหรับจํานวนเต็ม k ≥ 0,  k-ACC  ⊆ REG  

ดังน้ันเราสามารถสรุปไดวา ∪k = 0 k-ACC = REG          ■ 

4.3  สรุป 

 ในบทนี้ เราไดกลาวถึงนิยามของภาษายอมรับได-เค ออโตมาตาเชิงกําหนดขอบ-เค 
และสาทิสสัณฐานของออโตมาตาเชิงกําหนดขอบ-เค และนิยามอ่ืน ๆ ที่จําเปนตองใชในการ
พิสูจนเรื่องความสามารถในการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เคในบทที่ 5 นอกจากนั้นเราได
ทําการพิสูจนทฤษฎีบทเกี่ยวกับคุณสมบัติของระดับภาษายอมรับได-เค ซึ่งไดแก ทฤษฎีบทที่
แสดงความสัมพันธระหวางระดับภาษายอมรับได-เค เม่ือกําหนดคาเคแตกตางกัน (ทฤษฎีบท 
4.1 และ 4.2) และไดพิสูจนใหเห็นวาระดับภาษายอมรับได-เคมีจุดจํากัด (ทฤษฎีบท 4.3, 4.4 

และ 4.5) อันเปนเง่ือนไขที่เพียงพอในการพิสูจนวาระดับภาษายอมรับได-เคไมสามารถเรียนรู
ไดจากการนําเสนอดวยตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว รวมถึงไดพิสูจนใหเห็นวาระดับภาษา
ยอมรับได-เคเปนระดับยอยของภาษาสม่ําเสมอ (ทฤษฎีบท 4.6 และ 4.7)  



 

 

บทที่  5 

ความสามารถในการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค 

 

ในบทนี้จะศึกษาคุณสมบัติ ความสามารถในการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค 

โดยแบงการศึกษาออกเปนสองสวน คือ สวนแรกจะศึกษาความสามารถในการเรียนรูของระดับ
ภาษายอมรับได-เค ในกรณีที่ มีตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว และสวนที่สองจะศึกษา
ความสามารถในการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค ในกรณีที่มีทั้งตัวอยางบวกและ
ตัวอยางลบ ผลที่ไดจากการศึกษาจะแสดงในรูปแบบของทฤษฎีบทและบทพิสูจน 

5.1  การเรียนรูจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว 

การพิสูจนวาระดับของภาษาใด ๆ สามารถเรียนรูไดจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว
หรือไมนั้น ในกรณีที่จะพิสูจนวาระดับของภาษานั้นไมสามารถเรยีนรูไดจากตัวอยางบวกเพียง
อยางเดียวทําไดหลายวธิี  อาทิเชน การแสดงใหเห็นวาไมมีอัลกอริทึมการเรียนรูใดที่สามารถ
เรียนรูทุกภาษาในระดับนัน้ได ซึ่งเปนวธิีที่ทําไดยาก วิธีหน่ึงที่นยิมใชกันก็คือ การแสดงวาระดบั
ของภาษาเปนระดับเกินจํากัด (ตามนิยาม 3.9) หรือ การแสดงวาระดับของภาษามีจุดจํากัด 

(ตามนิยาม 3.23) ซึ่งเปนเง่ือนไขเพียงพอในการสรุปวาระดับภาษานั้นไมสามารถเรียนรูไดจาก
ตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว แตในทางกลับกันถาตองการแสดงวาระดับของภาษาสามารถ
เรียนรูไดนั้น ตองแสดงใหเห็นวามีอยางนอยหน่ึงอัลกอริทึมที่สามารถเรียนรูทุกภาษาที่อยูใน
ระดับของภาษานั้นได 

จากการศึกษาคุณสมบัตติาง ๆ ของระดับภาษายอมรบัได-เคในบทที่ 4 ซึ่งไดพิสูจนวา
ระดับภาษายอมรับได-เคมีจุดจํากัด ดังนั้นระดับภาษายอมรับได-เคจึงไมสามารถเรียนรูไดจาก
ตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว ซึ่งแสดงไดตามทฤษฎีบทตอไปน้ี 

ทฤษฎีบท 5.1  สําหรับจํานวนเต็ม k ≥ 1 ระดับภาษายอมรับได-เคไมสามารถเรียนรูไดใน
ขอบเขตจํากดัจากตัวอยางบวกเพยีงอยางเดียว 

พิสูจน การพิสูจนทําไดโดยแสดงใหเห็นวาระดับภาษายอมรับได-เคมีจุดจํากัด ซึ่งเปนเง่ือนไขที่
เพียงพอในการแสดงใหเห็นวาระดับภาษานั้นไมสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากดัจากตัวอยาง
บวกเพยีงอยางเดียว 

ให k-ACC แทนระดับภาษายอมรับได-เค เน่ืองจากทฤษฎบีท 4.5 ที่แสดงวาสําหรับจํานวน
เต็ม k ≥ 1 ระดับภาษา k-ACC มีจุดจํากัด  และจากทฤษฎีบท 3.5 ที่กลาววา “ถาระดับภาษา
ใดมีจุดจํากัด แลวระดับภาษานั้นไมสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดจากตวัอยางบวกเพยีง
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อยางเดียว” ดังน้ันเราสามารถสรุปไดวา สําหรับจํานวนเต็ม k ≥ 1 ระดับภาษา k-ACC  ไม
สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดจากตวัอยางบวกเพยีงอยางเดียว        ■ 

5.2  การเรียนรูจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ 

ในหัวขอน้ีเราจะพิสูจนใหเห็นวาระดับของภาษายอมรับได-เค สามารถเรียนรูไดใน
ขอบเขตจํากดัจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ และนอกเหนือไปกวานั้นระดับของภาษายอมรับ
ได-เคสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากดัอยางมีประสิทธิภาพจากตวัอยางบวกและตัวอยางลบ
อีกดวย ซึ่งในการพิสูจนจําเปนตองแสดงใหเห็นวามีอัลกอริทึมการเรียนรูตามนิยาม 3.21 ดังน้ัน
ในหัวขอน้ีจะเสนออัลกอริทึมการเรียนรูสาํหรับระดับภาษายอมรับได-เค และไดแสดงใหเห็นวามี
ตัวอยางลักษณะ ซึ่งเปนตวัอยางที่ทําใหการเรียนรูสําเร็จสําหรับการเรียนรูภาษายอมรับได-เค   

5.2.1  อัลกอริทึมการเรียนรูภาษายอมรับได-เค 

อัลกอริทึมสําหรับเรียนรูภาษายอมรับได-เค ที่เสนอในงานวิจัยนี้เรียกวา อัลกอริทึมเคเอ
ซีแอลไอ (KACLI หรือ k-acceptable language inference) ซึ่งเปนอัลกอริทมึการเรียนรูโดย
การอนุมานออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เคจากตวัอยางบวกและตัวอยางลบ อัลกอริทึมเค
เอซีแอลไอ พัฒนามาจากแนวคิดของอัลกอริทึมการเรียนรูอารพีเอ็นไอ อีดีเอสเอ็ม และบลูฟริงก 
ซึ่งเปนอัลกอริทึมการเรียนรูของระดับภาษาสม่ําเสมอที่รูจักกันดีในงานวิจัยทางดานการอนุมาน
เชิงไวยากรณ การทํางานของอัลกอริทึมเคเอซีแอลไอประกอบดวยขัน้ตอนตาง ๆ คือ การสราง
ตัวยอมรับตนไมสวนหนาขยายขอบ-เค การเลือกสถานะ การลดจํานวนตวัตามหลัง การผสาน
สถานะ การผสานสถานะแบบวนซ้ํา และการตรวจสอบความสอดคลอง ขั้นตอนเหลานี้แสดง
ดวยอัลกอริทมึดังตอไปน้ี 

อัลกอริทึม 5.1 อัลกอริทึมบิวเอพีทเีอ สําหรับการสรางตัวยอมรับตนไมสวนหนาขยายขอบ-เค  
Algorithm : BUILD_APTA 

Input : a set of positive and negative examples S = (S+,  S-) 

Output : a k-APTA : M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) 

1: q0 ← qλ 

2: Q ← {qu : u ∈ Pref(S)} 

3: FOR  qu ∈ Q  DO 

4:       FOR  a ∈ Σ≤  DO 

5:            δ(qu, a, a) ← qua 

6:       ENDFOR 

7: ENDFOR 

8: FOR  qu ∈ Q  DO 
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9:       IF  u ∈ S+   THEN 

10:            FA ← FA ∪ {qu} 

11:       ENDIF 

12:       IF  u ∈ S−   THEN 

13:            FR ← FR ∪ {qu} 

14:       ENDIF 

15: ENDFOR 

คําอธิบายอัลกอริทึม 5.1 อัลกอริทึมบิวเอพีทเีอมีขอมูลรับเขา คือเซตของตัวอยางบวกและ
ตัวอยางลบ และมีขอมูลสงออกคือออโตมาตาทีเ่รียกวาตนไมยอมรับสวนหนาขยายขอบ-เค ซึ่ง
ลักษณะของออโตมาตาแบบนี้คือ ออโตมาตาจะทําการยอมรับทุกสายอักขระในเซตของตวัอยาง
บวก และปฎิเสธทุกสายอักขระในเซตของตัวอยางลบเทานั้น  

อัลกอริทึม 5.2 อัลกอริทึมเมคซีเคียว สําหรับการลดจํานวนตวัตามหลังของสถานะที่กําหนด 
Algorithm : MAKE_SECURE 

Input : a k-DFA : M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) and a state q 

Output : a k-DFA : M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) that the state q  is secured 

1: qα   ←  qu  : u = min≤{SP(q′) : δ (q, a, a) = q′} 

2: FOR  qβ ∈ δ (qα, a, a) : α ≤ β  DO 

3:        IF   (qα ∈ FA ∧ qβ ∈ FR) ∨ ( qβ  ∈ FA ∧ qα ∈ FR)  THEN 

4:                qα  ← qβ    

5:        ELSE 

6:                M ← REC_MERGE(M, qα, qβ) 

7:        ENDIF 

8: ENDFOR 

คําอธิบายอัลกอริทึม 5.2 อัลกอริทึมเมคซีเคียวมีขอมูลรับเขาสองตัวคือ คือออโตมาตาจํากัด
เชิงกําหนดขอบ-เค M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) และสถานะ q ∈ Q สวนขอมูลสงออกของ
อัลกอริทึมน้ีคือออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค โดยที่สถานะ q มีจํานวนตวัตามหลังไมเกิน 
k ตวั อัลกอริทึมน้ีใชสําหรบัลดจํานวนขอบของสถานะ q ที่กําหนดใหมากที่สุด กอนที่จะทําการ
ผสานสถานะ โดยทําการผสานตัวตามหลังของสถานะ q ทุกตัวที่ไมขัดแยงเขาดวยกัน (สถานะ
ยอมรับทําการผสานกับสถานะปฏิเสธไมได) โดยพิจารณาจากอันดับเชิงพจนานุกรมและความ
ยาวจากนอยไปมาก 
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อัลกอริทึม 5.3 อัลกอริทึมชูส สําหรับการเลือกสถานะ 
Algorithm : CHOOSE 

Input : a k-DFA : M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) 

Output :  the state qα  that the shortest string is reached 

1: qα ← qλ 

2: FOR  qu ∈ Q  DO 

3:       IF   SP(qu) ≤ SP(qα) THEN 

4:            qα ← qu 

5:        ENDIF 

6: ENDFOR   

คําอธิบายอัลกอริทึม 5.3 อัลกอริทึมชูส มีขอมูลรับเขาคือ คือ ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด
ขอบ-เค M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) และขอมูลสงออกคือ สถานะ q ∈ Q อัลกอริทึมน้ีใช
สําหรับเลือกสถานะในออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เคที่มีสายอักขระสั้นทีสุ่ดเขาถึง โดยการ
พิจารณาอันดับเชิงพจนานกุรมและความยาว 

อัลกอริทึม 5.4 อัลกอริทึมเมิรจ สําหรับการผสานสถานะ 
Algorithm : MERGE 

Input : a k-DFA : M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) and two states : qu,  qv 

Output : a k-DFA : M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) 

1: FOR  q ∈ Q  DO 

2:            FOR a, b ∈ Σ≤ : a ≤ b DO 

3:                    IF qv ∈ δ (q, a, b) THEN 

4:                             δ(q, a, b) ←δ(q, a, b) ∪ {qu} 

5:                    ENDIF 

6:            ENDFOR 

7: ENDFOR 

8: FOR a, b ∈ Σ≤ : δ(qu, a, b) ≠∅ DO  

9:               FOR a ≤ z ≤ b DO 

10:                     δ (qu, z, z) ← δ (qu, a, b) 

11:               ENDFOR 

12:               δ (qu, a, b) ←∅ 

13: ENDFOR 

14: FOR a, b ∈ Σ≤ : δk (qv, a, b) ≠∅ DO  
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15:               FOR a ≤ z ≤ b DO 

16:                      δ (qv, z, z) ← δ (qv, a, b) 

17:               ENDFOR 

18:               δ (qv, a, b) ←∅ 

19: ENDFOR 

20: FOR q∈Q  DO 

21:          FOR z ∈ Σ≤ DO 

22:                      IF q ∈δ (qv, z, z) THEN 

23:                             δ (qu, z, z)  ←δ (qu, z, z)  ∪ {q} 

24:                    ENDIF 

25:          ENDFOR 

26: ENDFOR 

27: FOR  a, b ∈ Σ≤ : δ (qu, a, b) ≠∅ DO 

28:            FOR c, d ∈ Σ≤ : δ (qu, c, d) ≠∅ DO 

29:                 IF  δ (qu, a, b) = δ (qu, c, d) THEN 

30:                            δ (qu, a, d) ← δ (qu, a, b) 

31:                            δ (qu, a, b) ←∅ 

32:                            δ (qu, c, d) ←∅ 

33:                    ENDIF 

34:          ENDFOR 

35: ENDFOR 

36: IF  qv ∈ FA THEN 

37:            FA← FA ∪ { qu } 

38: ENDIF 

39: IF  qv ∈ FR THEN 

40:            FR ← FR  ∪ { qu } 

41: ENDIF 

42: Q ← Q – { qv } 

 

คําอธิบายอัลกอริทึม 5.4 อัลกอริทึมเมิรจ มีขอมูลรับเขาคือ คอืออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด
ขอบ-เค M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) และสถานะ qu, qv ∈ Q ขอมูลสงออกคือออโตมาตาจํากัด
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ขอบ-เค M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) ซึ่งไดทําการผสานสถานะ qv เขากับสถานะ qu แลว 
อัลกอริทึมน้ีใชสําหรับผสานสถานะสองสถานะ qu และ qv เขาดวยกัน โดยนําสถานะ qv เขามา
รวมกับสถานะ qu  สถานะใดในออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค ที่มีสถานะ qv เปนตัว
ตามหลังใหนาํสถานะ qu  มาเปนตวัตามหลังแทน สวนตวัตามหลงัทั้งหมดของสถานะ qv ใหมา
รวมเปนตัวตามหลังของสถานะ qu  ออโตมาตาจํากัดขอบ-เคที่ไดจากอัลกอริทึมน้ีอาจเปนออโต
มาตาจํากัดเชิงกําหนด หรือเปนออโตมาตาจํากัดเชิงไมกําหนดก็ได 

อัลกอริทึม 5.5 อัลกอริทึมเรคเมิรจ สําหรับการผสานสถานะแบบวนซ้ํา 
Algorithm : REC_MERGE 

Input : a k-DFA : M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) and two states : qu, qv 

Output : a k-DFA : M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) 

1: M  ← MERGE(M, qu, qv) 

2: FOR a, b ∈ Σ≤  DO 

3:            IF |δ (qu, a, b)| > 0 THEN 

4:                     M ←  REC_MERGE(M, q, q′) : q, q′∈ δ (qu, a, b) 

5:            ENDIF 

6: ENDFOR 

คําอธิบายอัลกอริทึม 5.5 อัลกอริทึมเรคเมิรจ มีขอมูลรับเขาคือ คือออโตมาตาจํากัดเชิง
กําหนดขอบ-เค M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) และสถานะ qu, qv ∈ Q ขอมูลสงออกคือออโต
มาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) ซึ่งผสานสถานะ qv เขากับสถานะ 
qu แลว อัลกอริทึมน้ีใชสําหรับผสานสถานะ 2 สถานะใด ๆ ในออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-

เคที่ถูกเลือกมาทําการผสานเขาดวยกันเปนสถานะเดียว โดยทําการผสานแบบวนซ้ํา 
(recursively merging) นั่นก็คือ ถาออโตมาตาที่ไดจากการผสานสถานะเกิดความไมกําหนดแน 
(nondeterminism) ตองทําการผสานคูของสถานะที่ทําใหออโตมาตาที่เปนสาเหตุของความไม
กําหนดแนนี้ ฟงกชันน้ีจะถูกเรียกแบบวนซ้ําไปเรื่อยจนกระทั่งออโตมาตาทีไ่ดมีคุณสมบัตคิวาม
กําหนดแน (determinism property) 

อัลกอริทึม 5.6 อัลกอริทึมคอมแพททิเบลิ สําหรับตรวจสอบความสอดคลอง 
Algorithm : COMPATIBLE 

Input : a k-DFA : M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) and  

            a set of positive and negative examples S  =  (S+, S-) 

Output : TRUE  or  FALSE 

1: FOR w ∈ S+ DO 

2:          IF  δ* (q0, w) ∩ FR ≠ ∅ THEN 

3:                RETURN FALSE 
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4:          ENDIF 

5: ENDFOR 

6: FOR w ∈ S−  DO 

7:           IF  δ* (q0, w) ∩ FA ≠ ∅ THEN 

8:                  RETURN FALSE 

9:           ENDIF 

10: ENDFOR 

11: RETURN TRUE 

คําอธิบายอัลกอริทึม 5.6 อัลกอริทึมคอมแพททิเบิล มีขอมูลรับเขาคือ คือออโตมาตาจํากัดเชิง
กําหนดขอบ-เค M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) และเซตของตวัอยางบวกและตัวอยางลบ ขอมูล
สงออกคือคาความจริง (จริงหรือเท็จ) อัลกอริทึมน้ีใชสําหรับตรวจสอบความสอดคลองของออโต
มาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เคที่ไดรับจากการผสานสถานะ กับเซตของตัวอยางการเรียนรูที่
กําหนดให ถาออโตมาตายอมรับสายอักขระทุกตวัในเซตของตวัอยางบวก และปฏเิสธสาย
อักขระทุกตัวในตัวอยางลบ แลวจะถือวาออโตมาตานั้นสอดคลองกับตัวอยางก็จะสงคาจริง
ออกมา แตในทางกลับกันจะสงคาเท็จออกมา 

อัลกอริทึม 5.7 อัลกอริทึมเคเอซีแอลไอ สําหรับการเรยีนรูภาษายอมรับได-เค 
Algorithm :  KACLI 

Input : a set of positive and negative examples S  =  (S+, S−) 

Output : a k-DFA : M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) 

1: M  ←  BUILD_APTA(S) 

2: K  ←  ∅ 

3: WHILE    Q − K ≠ ∅    DO 

4:         qα  ← CHOOSE(Q − K) 

5:         K  ←  K  ∪ {qα} 

6:        M  ← MAKE_SECURE(M, qα)   

7:        FOR   qβ  ∈ δ (qα, a, b) : a, b ∈ Σ≤   DO 

8:              FOR  qω ∈ K   DO  

9:                    IF   COMPATIBLE(REC_MERGE(M, qω, qβ ), S)  =  TRUE  THEN 

10:                           M ← REC_MERGE (M, qω, qβ )  

11:                   ENDIF 

12:              ENDFOR 

13:              K ← K ∪ {qβ} 

14:        ENDFOR 

15: ENDWHILE 
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คําอธิบายอัลกอริทึม 5.7 อัลกอริทึมเคเอซีแอลไอมีขอมูลรับเขาคือเซตของตัวอยางบวกและ
ตัวอยางลบ และมีขอมูลสงออกคือออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค การทํางานของ
อัลกอริทึมน้ีเร่ิมตนดวยการสรางตนไมยอมรับสวนหนาขยายขอบ-เค (อัลกอริทึม 5.1) และใช
หลักการของการทําใหออโตมาตาที่ไดนั้นเปนทั่วไปมากขึ้น (generalization)  จากตนไมยอมรับ
สวนหนาขอบ-เค ที่มีความจําเพาะ (specification) กับตัวอยางที่ไดรับมาเทานั้น ขั้นตอนการทํา
ใหเปนทั่วไปนี้สามารถทําไดโดยวิธีการผสานสถานะใหเหลือจํานวนนอยที่สุด (อัลกอริทึม 5.4 
และ 5.5) ซึ่งออโตมาตาที่ไดจากการผสานยังคงสอดคลองกับตัวอยางที่กําหนดให แตเน่ืองจาก
ออโตมาตาที่เราตองเรียนรูนั้นจะตองมีจํานวนขอบของทุกสถานะไมเกินคา k ที่กําหนดไว 
ดังน้ันแนวคิดที่ใชในการแกปญหาของอัลกอริทึมน้ีคือ การลดจํานวนขอบของสถานะใหมาก
ที่สุดกอนที่จะทําการผสานสถานะ (อัลกอริทึม 5.3)  สําหรับการเลือกคูของสถานะสําหรับการ
ผสานนั้นเราจะทําการเลือกโดยพิจารณาอันดับเชิงพจนานุกรมและความยาว (อัลกอริทึม 5.2) 

และสวนการกําหนดเง่ือนไขสําหรับการผสานสถานะเราจะใชการพิจารณาวาออโตมาตาที่ไดนั้น
สอดคลองกับตัวอยางที่ไดรับหรือไม (อัลกอริทึม 5.6)  

ตัวอยาง 5.1 กําหนดใหภาษา L = ((1+2+3)+(4+5)1*(2+3+4+5))* และ S+ = {3, 12, 

42, 422} เปนเซตของตัวอยางบวก และให S− = {4, 41} เปนเซตของตวัอยางลบของภาษา L 

ที่นิยามบนเซตอักขระที่มีอันดับ Σ≤ = {1, 2, 3, 4, 5} จงสรางออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด
ขอบ-เค 

วิธีทํา ให S = (S+, S−) แทนเซตของตัวอยางบวกและตวัอยางลบเปนขอมูลรับเขาสําหรบั
อัลกอริทึมเคเอซีแอลไอ การหาออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค จากตัวอยาง S ทําไดดังน้ี 

ขั้นตอนเริ่มตนของเคเอซีแอลไอ คือ การสรางออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค M 

= (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) ตามอัลกอริทมึบิวเอพีทเีอ โดยที่ M เปนตนไมยอมรับสวนหนาขยาย
ขอบ-เค สําหรับตวัอยาง S ซึ่ง M ตองยอมรับทุกสายอักขระในเซตของตวัอยางบวก S+ และ
ปฏิเสธทุกสายอักขระในเซตของตวัอยางลบ S- เทานัน้ โดยที่แตละสถานะ q ∈ Q ของออโต
มาตา M สรางไดจากเซตของสายอักขระสวนหนาของ S+ และ S- นั่นก็คือ  Pref(S+) ∪ 

Pref(S-) โดยที่ Pref(S+) = {λ, 1, 3, 4, 12, 41, 42, 422}  และ Pref(S) = {λ,  4 , 41} ออ
โตมาตายอมรบัสวนหนาขยายขอบ-เค M สําหรับเซตของตัวอยาง S ที่ไดแสดงดังรูปที่ 5.1 
             

 

รูปที่ 5.1 ตนไมยอมรับสวนหนาขยายขอบ-เค  
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ขั้นตอนตอไปเปนขั้นตอนการทําออโตมาตาจํากัดเชิงกาํหนดขอบ-เค ใหมีความเปน
ทั่วไปมากขึ้น (generalization) จากตนไมยอมรับสวนหนาขยายขอบ-เคทีมี่ความจําเพาะ 
(specific) กับตวัอยางเทานั้น ขั้นตอนนี้ทําไดโดยวิธกีารผสานสถานะใหเหลือจํานวนนอยที่สดุ
โดยที่ยังคงสอดคลองกับตวัอยางที่กําหนดให  

จากออโตมาตาเริ่มตน M  ทําการเลือกสถานะโดยฟงกชันชูส ไดสถานะ qα = q0  

จากนั้นทําการจํานวนลดสถานะโดยฟงกชันเมคซีเคยีว ซึ่งทําการผสานสถานะที่เปนตัวตามหลัง
ของสถานะ q0  ซึ่งก็คือ สถานะ q1, q2 และ q3 ผลที่ไดจากการผสานแสดงดังรูปที่ 5.2 (ก) 
ขั้นตอนตอไปคือการผสานตัวตามหลังของสถานะที่ถกูเลือกกับสถานะกอนหนา ถาไมสามารถ
ผสานไดใหทาํการเลือกสถานะตอไป การตัดสินใจวาจะผสานไดหรือไมนั้นพิจารณาจากฟงกชัน 
คอมแพททิเบลิ สําหรับในตวัอยางนี้ สถานะ q1 สามารถผสานเขากบัสถานะ q0  ออโตมาตาที่ได
จากการผสานสอดคลองกับตัวอยาง S แสดงดังรูปที่ 5.2 (ข) จากนั่นเลือกสถานะ qα = q1 และ
ทําการลดสถานะของตวัตามหลังของ q1 แสดงดังรูปที่ 5.2 (ค) ทําแบบนีต้อไปจนกระทั่งทกุ
สถานะถูกเลือก จะไดออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค ดังรูปที่ 5.2 (ง) 
 

 
 

(ก) 

 

 

(ข) 

  
(ค) (ง) 

 

รูปที่ 5.2 การทํางานของอัลกอริทึมเคเอซีแอลไอ 
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ทฤษฎีบท 5.2 อัลกอริทึมเคเอซีแอลไอ ทาํงานดวยเวลา O(p(||S||)) โดยที่  S = (S+, S−) 

เปนเซตของตวัอยางบวกและตัวอยางลบ และ p(x) เปนฟงกชันพหุนามของ x  

พิสูจน พิจารณาจากอัลกอริทึมเคเอซีแอลไอจะเห็นวาเวลาทํางานของอัลกอริทึมน้ีประกอบดวย 

(i) เวลาสําหรับการสรางตนไมยอมรับสวนหนาขยายขอบ-เค จากตัวอยาง S ดวยฟงกชัน
BUILD_APTA การทํางานของฟงกชันน้ีอธิบายดวยอัลกอริทึมบิวเอพีทีเอ 

(อัลกอริทึม 5.1) ซึ่งเวลาทาํงานขึ้นอยูกับการเชื่อมโยงแตละสถานะ q ∈ Q เขาดวยกัน
เพ่ือสรางฟงกชันการเปลีย่น-เค δ ซึ่ง Q = {qu : u ∈ Pref(S)} จะเห็นวาจํานวน
สมาชิกของเซต Q มีอยางมากเทากับจํานวนสายอักขระสวนหนาในเซต S นั่นก็คือ 
O(||S||) ดังน้ันเวลาการทํางานของฟงกชันน้ีคือ O(||S||2 ) 

(ii) เวลาการหาออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค ในลปู WHILE ซึ่งจํานวนรอบการวน
ซ้ําทั้งหมดไมเกินจํานวนสถานะของ Q นั่นก็คือ O(||S||) ครั้ง โดยที่แตละครั้งของการ
ทําซ้ําประกอบดวยการทํางานของฟงกชันตาง ๆ ซึ่งใชเวลาดังนี ้

• ฟงกชัน CHOOSE : ใชเวลา O(||S||2) 

• ฟงกชัน MAKE_SECURE : ใชเวลา O(|Σ≤|) 

• ฟงกชัน REC_MERGE : ใชเวลา O(||S||2) 

• ฟงกชัน COMPATIBLE : ใชเวลา O(||S||2) 

 ดังน้ัน เวลาในการทํางานทั้งหมดของอัลกอริทึมเคเอซีแอลไอ คือ O(||S||4)  ■ 

5.2.2 ตัวอยางลักษณะสําหรับการเรียนรูภาษายอมรับได-เค 

ในทฤษฎีการเรียนรูภาษา ตัวอยางลักษณะเปนตัวอยางทีท่าํใหการเรียนรูประสบ
ความสําเร็จ หรือกลาวอีกอยางหนึ่งไดวา เปนตวัอยางที่ทําใหผูเรียนสามารถระบตุวัแทนเชิง
ไวยากรณที่สมมูลกับตวัแทนเชิงไวยากรณที่แทจริงของภาษาได การมีอยูจริง (existence) ของ
ตัวอยางลักษณะ จึงถูกใชเปนเง่ือนไขที่เพียงพอในการพิสูจนวาระดับภาษาสามารถเรียนรูได
จากตัวอยางทีก่ําหนดให ในหัวขอน้ีเราจะแสดงใหเห็นวามีตวัอยางลักษณะสําหรับระดับภาษา
ยอมรับได-เค เพ่ือใชในการพิสูจนวาระดับภาษายอมรับได-เคสามารถเรียนรูไดจากตัวอยางที่
กําหนดให ซึ่งนําไปสูการพิสูจนวาระดบัภาษายอมรบัได-เคสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัด 
โดยตัวอยางลกัษณะอยูในรปูแบบของตวัอยางบวกและตัวอยางลบ นอกจากนี้จะแสดงใหเห็นวา
ขนาดของตวัอยางลักษณะแปรผันกับขนาดของออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค ซึ่งอธิบาย
ไดดวยฟงกชนัพหุนาม การแสดงใหเห็นวามีตวัอยางลักษณะสําหรับระดับภาษายอมรับได-เค 
เรานิยามเพิ่มเติมดังนี้ 

 



46 

 

นิยาม 5.1 ให M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค สาย
อักขระสวนหนาที่สั้นที่สุด (shortest prefix) ของสถานะ q ∈ Q นิยามดังนี ้

Short(q) = min{u ∈ Σ*≤ : δ* (qλ, u) = q} 

และเซตของอกัขระสวนหนาที่สั้นที่สุดของ M นิยามดังน้ี 

SP(M) = {u ∈ Σ*≤ : ∀q ∈Q, u = Short(q)} 

นิยาม 5.2 ให M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค เซต
แกนกลาง (Kernel set) ของ M นิยามดังนี ้

N(M) = {λ}  ∪  { ua : ∀q ∈ Q, u = Short(q) และ δ(q, a, b) ≠ ∅ } 

                               ∪ { ub : ∀q ∈ Q, u = Short(q) และ δ(q, a, b) ≠ ∅ } 

 จากนิยาม 5.1 และนิยาม 5.2 เราใชเซตของสายอักขระสวนหนาทีส่ัน้ที่สุด และเซตแกน
กลาง ในการสรางตัวอยางลักษณะในรูปแบบตวัอยางบวกและตวัอยางลบสําหรับการเรียนรู
ภาษายอมรับได-เคโดยใชอัลกอริทึมเคเอซีแอลไอ เราเรียกอัลกอริทมึการสรางตัวอยางลักษณะ
นี้วาอัลกอริทมึคอนสตรัคทซีเอส (ConstructCS) แสดงดังนี ้

อัลกอริทึม 5.8 อัลกอริทึมคอนสตรัคซเีอส สําหรับการสรางตัวอยางลักษณะ 
Algorithm : ConstructCS 
Input : a k-DFA M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ)  
Output : a characteristic set CS = (CS+, CS-) 

1: CS+   ←   ∅ 

2: CS−    ←   ∅ 

3: FOR u∈ N(M) DO 
4:       IF δ* (q0, u) ∈ FA THEN 
5:            CS+ ← CS+ ∪ {u} 

6:       ELSE IF δ*(q0, u) ∈ FR THEN 
7:                      CS−  ← CS−  ∪ {u} 

8:                 ENDIF 
9:       ENDIF 

10: ENDFOR 

11: FOR v ∈ SP(M) DO 

12:       FOR u ∈ N(M) DO 

13:             IF δ*(q0, u) ≠δ*(q0, v) THEN 

14:                   w ← min≤{w ∈ Σ*
≤ : (δ*(qu, w) ∈ FA ∧ δ*(qv, w) ∈ FR)   

15:                                                 ∨ (δ*(qu, w) ∈ FR ∧ δ*(qv, w) ∈ FA) } 
16:                   IF δ* (q0, uw) ∈ FA THEN 
17:                         CS+ ← CS+ ∪ {uw} 
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18:                         CS−  ← CS−  ∪ {vw} 

19:                   ELSE 
20:                          CS+ ← CS+ ∪ {vw} 

21:                         CS−  ← CS−  ∪ {uw} 

22:                   ENDIF 
23:             ENDIF 
24:       ENDFOR 
25: ENDFOR 

 

ตัวอยาง 5.2 กําหนดให M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-

2 ซึ่งนิยามโดย Σ≤ = {1, 2, 3, 4, 5}, Q = {q0, q1},  FA = {q0} และ FR = {q1} และฟงกชัน
การเปลี่ยน δ นิยามดังน้ี δ(q0, 1, 3) =  q0,  δ(q0, 4, 5) = q1, δ(q1, 1, 1) =  q1  และ  δ(q1, 2, 

5) = q0  จงสรางเซตของตัวอยางลักษณะตามอัลกอริทึม 5.8 

วิธีทํา  อัลกอริทึมคอนสตรัคทซีเอส สรางเซตของตัวอยางลักษณะของออโตมาตา M  ไดดังน้ี 

เริ่มตนดวยการสรางเซตของอักขระสวนหนาที่สั้นที่สุดและเซตแกนกลางของ M   
SP(M) = {λ, 4} และ N(M) = {λ, 1, 3, 4, 5, 41, 42, 45} 

จากนั้นนําสายอักขระจากเซตทั้งสองมาเปรียบเทียบกนัเพื่อหาเซตของตัวอยางลกัษณะ 
ดังน้ันจะไดเซตของตวัอยางลักษณะของออโตมาตา M  คือ  

CS+ = {λ, 1, 3, 42, 45} และ CS- = {4, 5, 41}      

ทฤษฎีบท 5.3 ขนาดของตัวอยางลักษณะ(||CS||)ของภาษายอมรับได-เค L สําหรับ
อัลกอริทึมเคเอซีแอลไอ คือ O(n3k) โดยที่ n คือขนาดของออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค
ของ L  

พิสูจน ให L เปนภาษายอมรับได-เค และ M เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เคของ L 

โดย M = (Σ≤, Q, q0, FA, FR, δ) ซึ่งมีจํานวนสถานะเทากับ n สถานะ  
การพิสูจนทําไดโดยพิจารณาจากอัลกอริทึมคอนสตรคัทซีเอส ซึ่งจะเห็นวาเซตของ

ตัวอยางลักษณะ CS สรางจากเซตของสายอักขระสวนหนาที่สั้นทีสุ่ด SP(M)  และเซตแกน
กลาง N(M) สงผลให ขนาดของเซต CS (แทนดวย ||CS||) ขึ้นอยูกับ |SP(M)| และ |N(M)|   

พิจารณาจากนิยาม 5.2 จะไดวา |SP(M)| = n  และ |N(M)| = 2nk+1 และพิจารณา
การสรางตัวอยางลักษณะจากอัลกอริทึมคอนสตรัคทซเีอส จะไดวา  

|CS+| = O(n2k) และ |CS-| = O(n2k) 

ตอไปพิจารณาสายอักขระทีส่ั้นที่สุดที่ทําใหสายอักขระที่อยูในเซต SP(M) และเซต 

N(M) แตกตางกัน จะเห็นวาสายอักขระดังกลาวมีความยาวไดไมเกิน n ดังน้ันขนาดของ
ตัวอยางลักษณะคือ ||CS|| = O(n3k)          ■ 
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 สําหรับการแสดงวาตวัอยางลักษณะที่สรางจากอัลกอริทึมคอนสตรัคทซีเอสเปนตวัอยาง
ลักษณะของภาษายอมรับได-เค เราจะแสดงดวยบทตัง้ และทฤษฎบีทตอไปน้ี โดยกําหนดให A 

แทนอัลกอริทมึเคเอซีแอลไอ และให M แทนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เคของภาษา
ยอมรับได L และ S = (S+, S-) เปนเซตของตวัอยาง โดยมี CS = (CS+, CS-) เปนเซตของ
ตัวอยางลักษณะที่สรางจากอัลกอริทึมคอนสตรัคทซเีอสของภาษา L 

บทตัง้ 5.1 ให L เปนภาษายอมรับได-เค ถา CS ⊆ S ⊆ L แลว L(A(S)) ⊆ L(M) 

พิสูจน การพิสูจนทําไดโดยแสดงวาออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เคที่ไดจากอัลกอริทึม A 

เปนออโตมาตายอยของออโตมาตา M เสมอ โดยใชวิธอุีปนัยเชิงคณิตศาสตร 

ให M  = (Σ≤, Q, q0, FΑ, FR, δ) เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค ของภาษา
ยอมรับได-เค L และให M(i) = (Σ≤, Q(i), q0, FΑ(i), FR(i), δ(i)) เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด
ขอบ-เค ที่ไดจากอัลกอริทึม A รอบที่ i ของการทําซ้ําของลูป WHILE ในอัลกอริทึม 5.8 

จากนิยาม 4.8 สําหรับการแสดงวา M(i) เปนออโตมาตายอยของ M นั้นทําไดโดย
กําหนดฟงกชันสาทิสสัณฐาน f : Q(i)  → Q นิยามดังนี้ 

f(q) = δ*(q0, uq) สําหรับทกุ q ∈ Q(i)     (1) 

โดยที่ uq เปนสายอักขระสวนหนาของ S ที่ทําใหจํานวนครั้งการผานของ δ*(i)(q0, uq) = q นอย
ที่สุด โดยตองทําการแสดงใหเห็นวาฟงกชัน f จะตองสอดคลองกับเง่ือนไขตอไปน้ี 

(i)   ถา q ∈ Q(i)  แลว f(q) ∈ Q, 

(ii)  ถา q ∈ FA(i) แลว f(q) ∈ FA, 

(iii) ถา q ∈ FR(i) แลว f(q) ∈ FR, 

(iv) สําหรับ q ∈Q(i) และ a ∈ Σ≤, ถา δ(i)(q, a, b) = p  แลว f(δ(i)(q, a, b)) = δ(f(q), a, b) 

ขั้นตอนพ้ืนฐาน : จะแสดงใหเห็นวา L(M(0)) ⊆ L(M)  

เน่ืองจากอัลกอริทึมเคเอซีแอลไอ เริ่มตนดวยการสรางเปนตนไมยอมรับสวนหนาขอบ-

เคจากตวัอยางที่กําหนดให (ในกรณีนี้คอื S ⊇ CS) จะไดวา M(0) เปนตนไมยอมรับสวนหนาที่
ไดจาก A(S) ซึ่งนิยามดังนี้ M(0) = (Σ≤, Q(0), q0, FΑ(0), FR(0), δ(0)) โดยที่ q0 = qλ, Q(0) = {qu : 

u ∈ Pref(S}}, FΑ(0) = {qu ∈ Q(0): u ∈ S+}, FR(0) = {qu ∈ Q(0) : u ∈ S-}, δ(0)(qu, a, a) = 

qua โดยที่ u, ua ∈ Pref(S)  

สําหรับการแสดงใหเห็นวา L(M(0)) ⊆ L(M)  เราจะตองแสดงใหเห็นวาฟงกชนัสาทิส
สัณฐาน f  ที่กําหนดใหใน (1) สอดคลองกับเง่ือนไข (i), (ii), (iii) และ (iv) โดยพิจารณาแตละ
เง่ือนไขไดดังน้ี 



49 

 

(i) สมมติให qu ∈ Q(0) เน่ืองจาก M เปนตนไมยอมรับสวนหนาขยายขอบ-เค จะ
ไดวา u ∈ Pref(S) ⊆ Pref(L(M)) ซึ่งจะไดวา δ*(q0, u) ∈ Q และจาก (1) จะ
ได f(qu) ∈ Q ดังน้ันเง่ือนไข (i) เปนจริง  

(ii) สมมติให qu ∈ FA(0) เน่ืองจาก u ∈ S+ ⊆ L(M) จะไดวา δ*(q0, u) ∈ FA จาก 
(1) จะได f(qu) ∈ FA ดังน้ันเง่ือนไข (ii) เปนจริง 

(iii) สมมติให qu ∈ FR(0) เน่ืองจาก u ∈ S- ⊆ Σ*≤ − L(M) จะไดวา δ*(q0, u) ∈ FR 

จาก (1) จะได f(qu) ∈ FR ดังน้ันเง่ือนไข (iii) เปนจริง 

(iv) พิจารณา δ(0)(q0, a, b) = p  สําหรับทุก q, p ใน Q(0) และให up = {uqz : a ≤ z 

≤ b} จะเห็นวาสายอักขระ up เปนสายอักขระที่สั้นที่สดุที่เขาถึงสถานะ p 
     δ(f(q), a, b) =  δ(δ* (q0, uq), a, b)  ; จาก (1) 

   =  δ*(q0, uqz)            ; a ≤ z ≤ b    

=  δ*(q0, up)          ; uqz = up 

   =  f(p)           ; จาก (1) 

   =  f(δ(0)(q, a, b))        ; δ(0)(q, a, b) = p 

จะเห็นไดวา  f(δ(0)(q, a, b)) = δ(f(q), a, b) ทําใหเง่ือนไข (iv) เปนจริง 
ดังน้ันจาก (i), (ii), (iii) และ (iv) เราสามารถสรุปไดวา L(M(0)) ⊆ L(M) เปนจริง  

ขั้นตอนการอปุนัย : สมมติให L(M(t)) ⊆ L(M) เปนจริง และแสดงใหเห็นวา L(M(t+1)) ⊆ 

L(M) เปนจริง 
 จากการสมมติให L(M(t)) ⊆ L(M) เปนจริง จะไดวา เง่ือนไข (i), (ii), (iii) และ (iv) 
เปนจริงสําหรับออโตมาตา M(t) และจากอัลกอริทึมคอนสตรัคทซเีอสจะเห็นวาออโตมาตาจํากัด
เชิงกําหนดขอบ-เค M(t+1) สรางไดจากการผสานสถานะในออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค 
M(t)  ดวยรูปแบบการผสานสถานะที่แตกตางกัน 3 รูปแบบ คือ 

รูปแบบที่ 1: [M(t+1) = REC_MERGE(M(t), qω, qβ) โดยที่ δ(t)(qu, a1, b1) = qω  และ  
                 δ(t)(qu, a2, b2) = qβ ]  

 พิจารณาการผสานสถานะรูปแบบนี้ จะไดวา  
Q(t+1)   = Q(t) − {qβ} ⊆ Q(t),  

FA(t+1)  = FA(t) −{qβ} ⊆ FA(t),  

FR(t+1)  = FR(t) −{qβ} ⊆ FR(t),  

และ δ(t+1) = δ(t) – ( {(qu, a, b, qβ)} ∪ {(qβ, a, b, qv) : qv ∈Q(t)} ) ⊆ δ(t)   
และจากการสมมติวา M(t) สอดคลองกับเง่ือนไข (i), (ii), (iii) และ (iv) ดังน้ัน M(t+1)ที่ไดจาก
การผสานสถานะรูปแบบนี ้สอดคลองกับเง่ือนไข (i), (ii), (iii) และ (iv) ดวย 
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รูปแบบที่ 2: [M(t+1) = Merge(M(t), qω, qβ) โดยที่ δ(t)(qu, a1, b1) = qω และ 
                 δ(t)(qv, a2, b2) = qβ, qu ≠ qv]  

 พิจารณาการผสานสถานะรูปแบบนี้ จะไดวา  
Q(t+1)   = Q(t)  − {qβ} ⊆ Q(t), 

FA(t+1)  =  FA(t) − {qβ} ⊆ FA(t),   

FR(t+1)  =  FR(t) − {qβ} ⊆ FR(t), 

และ δ(t+1) = δ(t) – ({(qv, a, b, qβ)} ∪ {(qβ, a, b, qv) : qv ∈ Q(t)}) ∪ { (qv, a, b, qω)} ⊆ δ(t)  
และจากการสมมติวา M(t) สอดคลองกับเง่ือนไข (i), (ii), (iii) และ (iv) ดังน้ัน M(t+1) ที่ไดจาก
การผสานสถานะรูปแบบนี ้สอดคลองกับเง่ือนไข (i), (ii), (iii) และ (iv) ดวย 

รูปแบบที่ 3: [M(t+1) = M(t)  เน่ืองจากไมสามารถผสานสถานะได].  
พิจารณาการผสานสถานะรูปแบบนี้ จะไดวา  
Q(t+1) = Q(t),  

FA(t+1) = FA(t),   

FR(t+1) = FR(t),  

และ  δ(t+1) = δ(t)  

และจากการสมมติวา M(t) สอดคลองกับเง่ือนไข (i), (ii), (iii) และ (iv) ดังน้ัน M(t+1)ที่ไดจาก
การผสานสถานะรูปแบบนี ้สอดคลองกับเง่ือนไข (i), (ii), (iii) และ (iv) ดวย 

จากการพิจาณาการผสานสถานะทั้ง 3 รูปแบบแลว เราสามารถสรุปไดวา M(t+1)สอคคลองกับ
เง่ือนไข (i), (ii), (iii) และ (iv) และจากขั้นตอนพ้ืนฐานและขั้นตอนอุปนัยเราสามารถสรุปได
วา ถา CS ⊆ S ⊆ L แลว L(A(S)) ⊆ L(M)        ■ 

บทตัง้ 5.2 ให L เปนภาษายอมรับได-เค ถา CS ⊆ S ⊆ L แลว L(M) ⊆ L(A(S))  

พิสูจน ให M  = (Σ≤, Q, q0, FΑ, FR, δ)  เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค ของภาษา
ยอมรับได-เค L และ M(n) =(Σ≤, Q(n), q0, FΑ(n), FR(n), δ(n)) เปนออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนด
ขอบ-เคที่ไดจากอัลกอริทึม A เราจะพิสูจนโดยแสดงใหเห็นวา M เปนออโตมาตาเชิงกําหนด
ขอบ-เคยอยโดยสาทิสสัณฐานของ M(n) ตามนิยาม 4.8 โดยกําหนดฟงกชันสาทิสสัณฐาน f : Q 

 → Q(n) ซึ่งจะทําใหเราสรปุไดวา L(M) ⊆ L(A(S)) เม่ือ CS ⊆ S ฟงกชัน f นิยามดังนี้ 

f(q) = δ*(n)(q0, uq) สําหรับทุก q ∈ Q     (2) 

โดยที่ uq เปนสายอักขระสวนหนาของ L ที่ทําใหจํานวนครั้งการผานของ δ*(q0, uq) = q นอย
ที่สุด โดยตองทําการแสดงใหเห็นวาฟงกชัน f จะตองสอดคลองกับเง่ือนไขตอไปน้ี 
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(i)   ถา q ∈ Q   แลว f(q) ∈ Q(n), 

(ii)  ถา q ∈ FA แลว f(q) ∈ FA(n), 

(iii) ถา q ∈ FR แลว f(q) ∈ FR(n), 

(iv) สําหรับ q ∈Q และ a ∈ Σ≤, ถา δ(q, a, b) = p  แลว f(δ(q, a, b)) = δ(n)(f(q), a, b) 

โดยแสดงดังตอไปน้ี 

(i)      สมมติให q ∈ Q  ในออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค M จะไดวาสถานะ q 

เปนไปได 2 กรณี คือ q ∈ FA หรือ q ∈ FR  พิจารณาแตละรูปแบบดังนี ้
กรณีแรก: q ∈ FA : ถา q ∈ FA แลวจากอัลกอริทึมคอนสตรัคทซเีอส จะไดวา uq ∈ 

CS+ ซึ่ง  δ*(q0, uq) = q ทําใหไดวา uq ∈ L(M(n)) ดังนั้น δ*(n)(q0, uq) ∈ Q(n) ซึ่ง
ทําให f(q) ∈ Q(n) เน่ืองจาก f(q) = δ*(n)(q0, u) ตามนิยาม 

กรณีที่สอง: q ∈ FR : ถา q ∈ FR แลวจากอัลกอริทึมคอนสตรัคทซเีอส จะไดวา uq 

∈ CS- ซึ่ง  δ*(q0, uq) = q ทําใหไดวา uq ∈ Σ*− L(M(n)) ดังน้ัน δ*(n)(q0, uq) ∈ 

Q(n)ซึ่งทําให f(q) ∈ Q(n) เน่ืองจาก f(q) = δ*(n)(q0, u) ตามนิยาม 

(ii)     สมมติให q ∈ FA  ในออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค M จะไดวา uq ∈ CS+ ซึ่ง  
δ*(q0, uq) = q  ดังนั้นจะเห็นวา δ*(n)(q0, uq) ∈ FA(n) ซึ่งทําให f(q) ∈ FA(n) 

เน่ืองจาก f(q) = δ*(q0, u) ตามนิยาม 

(iii) สมมติให q  ∈ FR  ในออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค M จะไดวา uq ∈ CS- 

ซึ่ง  δ*(q0, uq) = q ดังน้ันจะเห็นวา δ*(n)(q0, uq) ∈ FR(n) ซึ่งทําให f(q) ∈ FR(n) 

เน่ืองจาก f(q) = δ*(q0, u) ตามนิยาม 

(iv)    จะแสดงใหเห็นวา δ(n)(f(q), a, b)) = f(δ(q, a, b) ) โดยพิจารณา δ(q, a, b) = p  

สําหรับทุก q, p ใน Q  และให up = {uqz : a  ≤ z ≤ b} จะเห็นวาสายอักขระ up 

เปนสายอักขระที่สั้นที่สุด   

   δ(n)(f(q), a, b)) =  δ(n)(δ*(n)(q0, uq), a, b))   ; จาก (2) 

                         =  δ*(n)(q0, uqz)     ; a ≤ z ≤ b  

                         =  δ*(n)(q0, up)       ; uqz = up 

                         =  f(p)                 ; จาก (2) 

                         =  f(δ(q, a, b))       ; δ(q, a, b) = p 

ดังน้ัน จาก (i), (ii), (iii) และ (iv) เราสามารถสรุปวา L(M) ⊆ L(A(S)) เม่ือ CS ⊆ S   ■ 

 

 



52 

 

ทฤษฎีบท 5.4 มีตัวอยางลักษณะของภาษายอมรับได-เค สําหรับอัลกอริทึมเคเอซีแอลไอ 

พิสูจน จากบทตั้ง 5.1 และ 5.2 เราสามารถสรุปไดวามีตวัอยางลักษณะของภาษายอมรับได-เค 
L สําหรับอัลกอริทึมเคเอซีแอลไอ         ■ 

ทฤษฎีบท 5.5 ระดับภาษายอมรับได-เค สามารถเรียนรูไดจากขอมูลที่กําหนดใหจากตัวอยาง
บวกและตัวอยางลบ 

พิสูจน จากนิยาม 3.27 และทฤษฎีบท 5.4 เราสามารถสรุปไดวา ระดับภาษายอมรับได-เค 
สามารถเรียนรูไดจากขอมูลที่กําหนดใหจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ     ■ 

ทฤษฎีบท 5.6 ระดับภาษายอมรับได-เค สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดจากตัวอยางบวก
และตัวอยางลบ 

พิสูจน จากทฤษฎบีท 3.6 และทฤษฎบีท 5.5 เราสามารถสรุปไดวา ระดับภาษายอมรับได-เค 
สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดจากตวัอยางบวกและตัวอยางลบ      ■ 

ทฤษฎีบท 5.7  สําหรับจํานวนเต็ม k ≥ 0 ระดับภาษายอมรับได-เค สามารถเรียนรูไดใน
ขอบเขตจํากดัโดยใชเวลาและจํานวนขอมูลเชิงพหุนามจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ 

พิสูจน จากทฤษฎบีท 5.2, 5.3 และ 5.4 เราสามารถสรุปไดวา สําหรับจํานวนเต็ม k ≥ 0 ระดับ
ภาษายอมรับได-เค สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดโดยใชเวลาและจํานวนขอมูลเชิงพหุนาม 

จากตัวอยางบวกและตวัอยางลบ             ■ 

5.3  สรุป 

 ในบทนี้ เราไดพิสูจนใหเห็นวาระดับภาษายอมรับได-เค ไมสามารถเรียนรูไดในขอบเขต
จํากัดจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว (ทฤษฎบีท 5.1) โดยใชคุณสมบัตขิองการมีอยูของจุด
จํากัด และไดทําการพิสูจนวาระดับภาษายอมรับได-สามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัด (ทฤษฎี
บท 5.6) และสามารถเรยีนรูไดจากตัวอยางที่กําหนดให (ทฤษฎบีท 5.5) นอกจากนั้นยังได
พิสูจนใหเห็นวา ระดับภาษายอมรับได-สามารถเรียนรูไดในจํากัดโดยใชเวลาและจํานวนขอมูล
เชิงพหุนามจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ (ทฤษฎีบท 5.7) โดยแสดงใหเห็นถงึการมีอยูของ
อัลกอริทึมการเรียนรู (อัลกอริทึมเคเอซีแอลไอ) ซึ่งทํางานดวยเวลาเชิงพหุนาม (ทฤษฎีบท 5.2) 

และแสดงใหเห็นถึงการมีอยูของตวัอยางลักษณะ (ทฤษฎีบท 5.4) ซึ่งขนาดของตัวอยางลักษณะ
นี้มีอัตราการเติบโตไมเกินฟงกชันพหุนามของขนาดของออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เค 
(ทฤษฎบีท 5.3) 
 



 

 

บทที่  6 

สรุปผลการวจิัยและขอเสนอแนะ 

 

วิทยานิพนธนี้ศึกษาความสามารถในการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค ซึ่งมี
ออโตมาตาจํากัดเชิงกําหนดขอบ-เคเปนตัวแทนเชิงไวยากรณ โดยใชแบบจําลองการเรียนรูเชิง
ตัวอยางที่เรียกวา การระบุภาษาไดในขอบเขตจํากัด แบบจําลองนี้ถูกนํามาศึกษาความสามารถ
ในการเรียนรูของระดับของภาษายอมรับได-เคใน 2 กรณี คือ ความสามารถในการเรียนรูจาก
ตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว และความสามารถในการเรียนรูจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ 

คุณสมบัติตาง ๆ ที่จําเปนของระดับของภาษายอมรับได-เค ไดถูกตรวจสอบเชิง
ทฤษฎีเพ่ือนําไปใชในการพิสูจนวาระดับของภาษายอมรับได-เคนี้มีความสามารถในการเรียนรู
หรือไม สําหรับการเรียนรูจากตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว ระดับของภาษายอมรับได-เคถูก
พิสูจนใหเห็นในวิทยานิพนธนี้วาไมสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดจากตัวอยางบวกเพียง
อยางเดียว (ทฤษฎีบท 5.1) โดยใชคุณสมบัติของการมีอยูของจุดจํากัด และจากผลการศึกษานี้
เราสามารถสรุปไดวาการใชตัวอยางบวกอยางเดียวเปนขอมูลในการเรียนรู ไมเพียงพอที่จะทํา
ใหการเรียนรูภาษาระดับน้ีสําเร็จ ซึ่งหมายความวาจําเปนตองใชขอมูลชนิดอ่ืนเพ่ิมเติมสําหรับ
ระดับภาษายอมรับได-เค อาทิเชน ตัวอยางลบ เปนตน 

จากการศึกษาความสามารถในการเรียนรูระดับของภาษายอมรับได-เคจากตัวอยาง
บวกและตัวอยางลบ เราไดแสดงใหเห็นวามีอัลกอริทึมการเรียนรู และมีตัวอยางลักษณะที่ทําให
การเรียนรูภาษาสําเร็จ ซึ่งการมีตัวอยางลักษณะนี้ถูกใชเปนเง่ือนไขที่เพียงพอในการสรุปวา 
ระดับของภาษายอมรับได-เคสามารถเรียนรูไดจากขอมูลที่กําหนดใหจากตัวอยางบวกและ
ตัวอยางลบ (ทฤษฎีบท 5.5) และนําไปสูการสรุปวาระดับของภาษายอมรับได-เคสามารถเรียนรู
ไดในขอบเขตจํากัดจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ (ทฤษฎีบท 5.6) นอกจากนี้ในงานวิจัยนี้ยัง
ไดศึกษาถึงเรื่องประสิทธิภาพของการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค  โดยไดแสดงใหเห็น
วาอัลกอริทึมการเรียนรูเคเอซีแอลไอที่ไดเสนอนั้นสามารถทํางานดวยเวลาเชิงพหุนาม และ
ขนาดของตัวอยางลักษณะที่อัลกอริทึมเคเอซีแอลไอใชนั้นอธิบายดวยฟงกชันพหุนาม ซึ่ง
นําไปสูการสรุปวาระดับของภาษายอมรับได-เคสามารถเรียนรูไดในขอบเขตจํากัดโดยใชเวลา
และจํานวนขอมูลเชิงพหุนามจากตัวอยางบวกและตัวอยางลบ (ทฤษฎีบท 5.7) 

ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยที่นาจะนําไปศึกษาตอ ไดแก การศึกษาความสามารถ
ในการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค โดยใชแบบจําลองการเรียนรูอ่ืน ๆ เชน แบบจําลอง
การเรียนรูแบบโตตอบได (Active learning model) แบบจําลองการเรียนรูแบบถูกตอง
โดยประมาณที่นาจะเปนไปได (Probably approximation correct learning model) และ
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เนื่องจากการศึกษาในวิทยานิพนธนี้เปนการศึกษาเชิงทฤษฎีเทานั้น การพัฒนาอัลกอริทึม
เรียนรูภาษายอมรับได-เคใหมีประสิทธิภาพมากขึ้น และเหมาะสมที่จะนําไปประยุกตกับปญหา
จริงก็เปนอีกประเด็นหนึ่งที่นาสนใจนําไปศึกษาวิจัย  

ผูที่สนใจศึกษาเรื่องความสามารถในการเรียนรูภาษาในแบบจําลองการเรียนรูภาษา
แบบโตตอบได และแบบจําลองการเรียนรูภาษาแบบถูกตองโดยประมาณที่นาจะเปนไปได ควร
เร่ิมจากการศึกษานิยาม และทฤษฎีบท และทําความเขาใจบทพิสูจนตาง ๆ รวมถึงเง่ือนไข
เพียงพอและเงื่อนไขจําเปนที่ใชในการพิสูจน ซึ่งถูกเสนอไวในบทความวิชาการดานการเรียนรู
ภาษาที่ไดศึกษาความสามารถในการเรียนรูของระดับภาษาตาง ๆ เชน ระดับภาษาสม่ําเสมอ 
ระดับภาษาไมพ่ึงบริบท บนแบบจําลองการเรียนรูทั้งสองแบบนี้  

• ในกรณีที่ศึกษาบนแบบจําลองการเรียนรูแบบโตตอบได ระดับภาษาสม่ําเสมอไดถูก
พิสูจนแลววาไมสามารถเรียนรูไดจาการใชขอซักถามความเปนสมาชิก (membership 
query) หรือขอซักถามความสมมูล (equivalence query) เพียงอยางเดียว แต
จําเปนตองใชขอซักถามทั้งสองแบบนี้ถึงจะเรียนรูได  

• ในกรณีที่ศึกษาบนแบบจําลองการเรียนรูแบบถูกตองโดยประมาณที่นาจะเปนไปได 
ระดับภาษาสม่ําเสมอไดถูกพิสูจนแลววาไมสามารถเรียนรูไดดวยความถูกตอง
โดยประมาณที่นาจะเปนไปไดจากการใชตัวอยางบวกเพียงอยางเดียว  

เน่ืองดวยภาษายอมรับได-เค เปนภาษาที่นิยามบนเซตอักขระมีอันดับ และเปน
ระดับยอยของระดับภาษาสม่ําเสมอ จึงเปนที่นาสนใจวาความสามารถของระดับของภาษา
ยอมรับได-เคจะเปนอยางไรบนแบบจําลองการเรียนรูทั้งสองแบบจําลองนี้ 

การพัฒนาอัลกอริทึมการเรียนรูของระดับภาษายอมรับได-เค ใหมีประสิทธิภาพ
มากขึ้น และสามารถนําไปประยุกตใชกับปญหาตาง ๆ ไดนั้น เปนอีกประเด็นหนึ่งที่นาสนใจ 
โดยมีแนวทางในการพัฒนาคือ การเพิ่มฟงกชันชวยคนหา (heuristic function) เขาไปใน
อัลกอริทึมการเรียนรูเพ่ือเลือกคูของสถานะในการผสาน โดยอาจเปนพิจารณาคาความถี่ของ
ขอมูลที่ผานสถานะ หรือพิจารณาในลักษณะของการใหคะแนนการผสานทุกคูของสถานะที่
เปนไปได แลวเลือกคูของสถานะที่ใหคะแนนมากที่สุด ก็เปนวิธีการหนึ่งที่นาสนใจในการพัฒนา
อัลกอริทึมการเรียนรู 
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