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บทคั ดย่อ ภาษาไทย 
 ทิวา นันตะภักดิ์ : สมการเชิงประจักษ์ส าหรับความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงด้วยผลจากระเบียบวิธีไฟ

ไนต์เอลิเมนต์. ( THE EMPIRICAL FORMULA FOR STIFFNESS OF A SPUR GEAR PAIR BASED 
ON FINITE ELEMENT SOLUTIONS) อ.ที่ปรึกษาหลัก : ผศ. ดร.ชนัตต์ รัตนสุมาวงศ ์

  
ความแข็งเกร็งของเฟืองตรงเป็นพารามิเตอร์ส าคัญท่ีใช้ในการศึกษาการสั่นสะเทือนของเฟือง หากทราบค่าท่ี

แม่นย าจะสามารถน าไปใช้ในแบบจ าลองเพื่อท านายลักษณะการสั่นสะเทือนของเฟืองตรงได้อย่างถูกต้อง    การหาความ
แข็งเกร็งของเฟืองตรงโดยส่วนใหญ่มักใช้วิธีการวิเคราะห์ หรือใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ถึงแม้ว่าวิธีเหล่าน้ีจะสามารถ
ใช้หาค่าความแข็งเกร็งได้ แต่เน่ืองจากการค านวณโดยวิธีการวิเคราะห์มีความซับซ้อน ส่วนการค านวณด้วยโปรแกรมไฟ
ไนต์เอลิเมนต์มีความยากล าบากในการจัดการสัมผัสของฟันเฟืองและใช้เวลาค านวณมาก วิธีท้ังสองจึงยังไม่สะดวกในการ
น าไปใช้งานจริง   ในวิทยานิพนธ์น้ีจึงมีเป้าหมายท่ีจะสร้างสมการอย่างง่ายเพื่อค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรง  
สมการท่ีสร้างขึ้นแบ่งออกเป็น 2 ส่วน ได้แก่ 1) สมการค านวณความแข็งเกร็งส่วนทรงกระบอกเฟือง ซ่ึงสร้างโดยใช้สมการ
พื้นฐานกลศาสตร์ของแข็ง และ 2) สมการค านวณความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง ซ่ึงสร้างโดยใช้ผลการค านวณพื้นฐานจาก
ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ การสร้างสมการในส่วนท่ี 2 ท าโดยเลือกพารามิเตอร์ที่เกี่ยวข้องกับความแข็งเกร็งของฟันเฟือง 
และจัดรูปแบบสมการให้เหมาะสม ต่อจากนั้นหาความสัมพันธ์ของความแข็งเกร็งของฟันเฟืองท่ีมีพารามิเตอร์รูปร่างต่างๆ 
กับต าแหน่งการขบด้วยวิธีการถดถอยแบบพหุนาม โดยใช้ข้อมูลผลการค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุด
เฟืองจ านวน 8 ชุดท่ีมีพารามิเตอร์แตกต่างกัน และมีภาระกระท าต่างๆ กัน   ความแข็งเกร็งของคู่เฟืองหาได้โดยรวมความ
แข็งเกร็งทั้งสองส่วนเข้าด้วยกันแบบอนุกรม   การตรวจสอบความแม่นย าของสมการท่ีสร้างขึ้นท าโดยเปรียบเทียบความ
แข็งเกร็งท่ีค านวณได้กับผลจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยเปรียบเทียบท้ังกรณีความแข็งเกร็งของชุดเฟืองตั้งต้นท่ีใช้
สร้างสมการ และชุดเฟืองอื่นท่ีมีค่าพารามิเตอร์ต่างจากชุดเฟืองตั้งต้น รวมท้ังตรวจสอบผลกับงานวิจัยอื่นด้วย ผลท่ีได้
พบว่าค่าความแข็งเกร็งท่ีได้มีค่าใกล้เคียงกัน และมีความคลาดเคลื่อนสูงสุดไม่เกิน 10% ซ่ึงแสดงให้เห็นว่าสมการท่ีสร้าง
ขึ้นสามารถท านายค่าความแข็งเกร็งได้อย่างถูกต้องและสามารถน าไปใช้กับคู่เฟืองอื่นๆ ได ้
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FINITE ELEMENT SOLUTIONS. Advisor: Asst. Prof. CHANAT RATANASUMAWONG, Ph.D. 
  

Stiffness of a spur gear is an important parameter used in the study of gear vibration. If it is 
precisely known, it can be used in a vibration model to predict gear vibration characteristics 
accurately. The gear stiffness is frequently determined by the analytical method or the finite element 
method (FEM). Although both methods can be used to find the stiffness, the calculation in the 
analytical method is quite complicate. Likewise, the FEM is also troubled from the tooth contact 
setting, and large computation time. Thus both methods are still not suitable to use in 
practice.   Hence the objective of this thesis is to propose the empirical formula to calculate the spur 
gear stiffness. The formula is divided into 2 parts that are 1) the equation to calculate the stiffness of 
the gear cylinder that is derived based on the solid mechanics equations, and 2) the formula to 
determine the stiffness of the tooth pair that is constructed base on the finite element solutions. The 
second part formula is constructed by selection of parameters related to the tooth stiffness, finding 
the appropriate formula pattern, and determining the relation between tooth stiffness of various gear 
parameters and the normalized meshing position by the polynomial regression method. The data 
used in calculation are from the finite element solution of 8 gear pairs having various parameters and 
are operated at various loads. The stiffness of the gear pair can be determined by combining the 
stiffness of two parts connected in series together.   The accuracy of the empirical formula was 
verified by comparing the calculated stiffnesses with the results from the FEM. The comparisons were 
done in both the database-gear-pair-cases for the gear pairs used to construct the formula, and the 
other-gear-pair-cases for the gear pairs having parameters differ from the database-gear pairs. 
Moreover, the results were compared to the stiffnesses from the other researches. The results show 
that the calculated stiffnesses conform to the others, and the maximum errors are less than 10%. 
These confirm that the proposed empirical formula can be used to determine the stiffness correctly 
and can be applied to any spur gear pair. 
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ค าอธิบายสัญลักษณ์และค าย่อ 
 

FEM    ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite Element Method) 

ANL    วิธีการวิเคราะห์ (Analytical Method) 

Drivingk    ความแข็งเกร็งของเฟืองขับ 

Drivenk    ความแข็งเกร็งของเฟืองตาม 

Mk    ความแข็งเกร็งจากการสัมผัสกันของฟันเฟือง  

(Contact Meshing Stiffness) 

Tk    ความแข็งเกร็งจากการดัดโค้งของฟันเฟือง 

   (Tooth Bending Stiffness) 

Ck    ความแข็งเกร็งจากการเสียรูปของทรงกระบอกเฟือง 

   (Cylinder Gear Stiffness) 

 Gear Pairk   ความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง (Stiffness of Spur Gear Pair) 

  Double Tooth Pairk   ความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองตรงกรณีขบส่องก าลัง 2 คู่ฟัน 

#1  Tooth Pairk   ความแข็งเกร็งของฟันคู่ที่ 1 

#2  Tooth Pairk   ความแข็งเกร็งของฟันคู่ที่ 2 

  Double Gear Pairk   ความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงกรณีขบส่องก าลัง 2 คู่ฟัน 

ir    รัศมีของรูเพลา (Inner radius) 

rootR    รัศมีของวงกลมโคนฟัน (Root radius) 

F    แรงกระท าในแนวเส้นแนวแรงกระท า 

M    โมเมนต์ 

r    รัศม ี
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LOA    เส้นแนวแรงกระท า (Line of Action) 
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FrictionF    แรงจากสัมประสิทธิ์ของแรงเสียดทาน 
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    แรงบิด 

1x  ขนาดของค่าเคลื่อนตัวที่ผิวสัมผัสของเฟืองตามในแนวแกน Y ที่อ่านค่าได้

จากโปรแกรม ANSYS 

2x  ผลการเสียรูปของสปริงขับและสปริงตาม 

 Tooth Drivingk  ความแข็งเกร็งของฟันเฟืองขับ 
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บทที่ 1 
บทน า 

 

1.1 ที่มาและความส าคัญของวิทยานิพนธ์ 
 

 เฟืองตรง (Spur Gear) เป็นชิ้นส่วนทางกลพ้ืนฐานที่ใช้ในการถ่ายทอดก าลังในงานทาง

วิศวกรรมต่างๆ เนื่องจากมีความแข็งแรง ทนทาน สามารถรับภาระในการส่งก าลังได้สูงและมี

ประสิทธิภาพในการส่งก าลังสูงกว่าชิ้นส่วนทางกลอ่ืน เฟืองมีใช้กันอยู่แพร่หลายในเครื่องจักรกล

อุตสาหกรรม ระบบส่งก าลังในรถยนต์ กังหันลมผลิตกระแสไฟฟ้า เป็นต้น ด้วยเหตุนี้จึงมีการศึกษา

เกี่ยวกับเฟืองในหลายแขนงตั้งแต่อดีตมาจนถึงปัจจุบัน เช่น การศึกษาเกี่ยวกับความแข็งแรงของเฟือง 

การศึกษาเกี่ยวกับเสียงและการสั่นสะเทือนของเฟือง หรือการศึกษาเกี่ยวกับการลดก าลังสูญเสียและ

เพ่ิมประสิทธิภาพในการส่งก าลังของเฟือง ส าหรับปัญหาการสั่นสะเทือนนั้น การจะสร้างแบบจ าลอง

ทางคณิตศาสตร์เพ่ือท านายลักษณะการสั่นสะเทือนของเฟืองได้แม่นย านั้น จ าเป็นที่จะต้องทราบค่า

ความแข็งเกร็งของเฟืองที่แม่นย าเสียก่อน นอกจากปัญหาเรื่องการสั่นสะเทือนแล้ว ความแข็งเกร็ง

ของเฟืองยังเกี่ยวข้องกับการแบ่งภาระระหว่างคู่ฟันเฟืองขณะขบ ซึ่งสามารถน าไปใช้ในการค านวณ

ก าลังสูญเสียและประเมินประสิทธิภาพในการส่งก าลังได้ด้วย  

 จากที่กล่าวมา จะเห็นว่าความแข็งเกร็งของเฟืองเป็นพารามิเตอร์พ้ืนฐานที่มีความส าคัญต่อ

การศึกษาเกี่ยวกับเฟืองในแขนงต่างๆ เป็นอย่างมาก โดยเฉพาะกับปัญหาการสั่นสะเทือนของเฟือง 

การหาความแข็งเกร็งของเฟืองในงานวิจัยก่อนหน้ามักใช้วิธีการวิเคราะห์หรือใช้การค านวณด้วย

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ อย่างไรก็ตาม วิธีเหล่านี้ไม่สามารถค านวณได้โดยง่าย จึงไม่สะดวกในการ

น าไปใช้งานจริง ในงานศึกษานี้จึงมีเป้าหมายในการสร้างสมการอย่างง่ายเพ่ือหาความแข็งเกร็งของ

เฟืองตรงโดยใช้ผลการค านวณพ้ืนฐานจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2 

1.2 ปริทัศน์วรรณกรรม 
 

การศึกษาหาความแข็งเกร็ง (Stiffness) ของเฟืองตรงเป็นหัวข้อวิจัยที่ได้รับความสนใจเป็น

อย่างมาก เนื่องจากมีความเกี่ยวข้องกับการศึกษาเกี่ยวกับเฟืองด้านอ่ืนๆ การหาความแข็งเกร็งของ

เฟืองตรงอาจท าได้โดยใช้วิธีการวิเคราะห์ (Analytical Method) โดยใช้พ้ืนฐานกลศาสตร์ของแข็ง

และสมการการสัมผัสของเฮิรตซ์ หรือใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite Element Method) 

ตัวอย่างงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการหาค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรงมีดังต่อไปนี้ 

 

R. Cornell [1] 

 R. Cornell ศึกษาหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงด้วยวิธีการวิเคราะห์ โดยแสดงระยะต่างๆ 

บนฟันเฟืองที่ใช้วิเคราะห์หาการเสียรูปดังแสดงในรูปที่ 1.1 ซึ่งงานวิจัยของ R. Cornell พิจารณาให้

ความแข็งเกร็งเป็นผลมาจากการเสียรูปของฟันเฟือง 3 ลักษณะด้วยกันคือ 1. การเสียรูปของโคนฟัน 

(Fillet Deflection) 2. การเสียรูปจากการดัดโค้งของฟันเฟือง (Bending Deflection) โดยพิจารณา

ให้ฟันเฟืองตรงมีลักษณะคล้ายกับคานยื่น (Cantilever beam) และใช้สมการผลรวมอินทิเกรต

วิเคราะห์หาการเสียรูปของฟัน และ 3. การเสียรูปเนื่องจากการสัมผัสและการกดอัดกันของฟันเฟือง 

(Contact Deflection) โดยใช้สมการการเสียรูปจากทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์ 

 

 

รูปที่ 1.1 รูปแบบการวิเคราะห์หาสมการการเสียรูปของฟันเฟือง [1] 
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 เมื่อเปรียบเทียบความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จากผลการเสียรูปของเฟืองทั้ง 3 ลักษณะจาก

วิธีการวิเคราะห์ดังกล่าวกับผลลัพธ์ความแข็งเกร็งจากวิธีการวิเคราะห์ของงานวิจัยอื่น พบว่าความแข็ง

เกร็งมีค่าใกล้เคียงกัน จึงสามารถสรุปได้ว่าค่าความแข็งเกร็งจากวีธีการดังกล่าวมีความถูกต้อง อย่างไร

ก็ตาม สมการหาความแข็งเกร็งที่ได้จากวิธีการในงานวิจัยดังกล่าวมีความยุ่งยากและซับซ้อนในการ

น ามาใช้ค านวณจริง เนื่องจากต้องค านวณหาความแข็งเกร็งที่ระยะต่างๆ บนฟันเฟืองอย่างละเอียด มี

การแบ่งช่วงการค านวณและเอามารวมกัน ท าให้จ าเป็นต้องเขียนโปรแกรมค านวณ จึงยังไม่เหมาะสม

ในการน ามาใช้งานจริง 

 

R. Muthukumar และ M. Raghavan [2] 

R. Muthukumar และ M. Raghavan ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ศึกษาหาการเสียรูป

ของเฟืองตรง โดยค านวณหาการเสียรูปของเฟืองที่ต าแหน่งการขบ 3 ต าแหน่ง คือ 1. ต าแหน่งปลาย

ฟัน (Tip-point) 2. ต าแหน่งตรงกลางระหว่างต าแหน่งปลายฟันกับต าแหน่งพิตซ์ (Mid-point) และ 

3. ต าแหน่งพิตซ์ (Pitch point) โดยค านวณหาค่าการเสียรูปของเฟืองที่มีจ านวนฟัน 14, 21, 26, 

และ 34 ซี่ตามล าดับ พารามิเตอร์และคุณสมบัติอ่ืนๆ มีค่าเท่ากัน และน าผลลัพธ์การเสียรูปที่ค านวณ

ได้จากวิธีการดังกล่าวมาเปรียบเทียบกับผลลัพธ์การเสียรูปจากการทดลอง (Experimental 

Method) จากงานวิจัยอ่ืนดังรูปที่ 1.2 พบว่ามีความคลาดเคลื่อนสูงสุดน้อยกว่า 10% ซึ่งค่าการเสีย

รูปที่ค านวณได้จากวิธีการดังกล่าวสามารถน าไปหาค่าความแข็งเกร็งได้ 

 

 

รูปที่ 1.2 การเปรียบเทียบค่าการเสียรูประหว่างระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และการทดลอง [2] 
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S. Sirichai [3] 

S. Sirichai ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ศึกษาหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่ต าแหน่งการ

ขบต่างๆ ของฟันเฟือง โดยใช้โปรแกรม AutoCAD สร้างโมเดลเฟืองและใช้โปรแกรมส าเร็จรูป 

ANSYS ค านวณหาการเสียรูปของเฟือง โดยต าแหน่งการขบกันของฟันเฟืองจะมีทั้งช่วงที่ฟันเฟืองขบ

กันคู่เดียวและสองคู่ โดยค่าความแข็งเกร็งในช่วงที่ฟันเฟืองขบกันสองคู่ได้จากการน าค่าความแข็งเกร็ง

จากการขบของฟันเฟืองคู่ที่ 1 และ 2 มารวมกัน ท าให้มีค่ามากกว่าความแข็งเกร็งในช่วงที่ฟันเฟืองขบ

กันคู่เดียวดังแสดงในรูปที่ 1.3 S. Sirichai น าผลลัพธ์ความแข็งเกร็งที่ได้จากการหาด้วยวิธีการดังกล่าว

มาเปรียบเทียบกับผลลัพธ์ความแข็งเกร็งจากการทดลอง พบว่าความแข็งเกร็งมีค่าใกล้เคียงกัน 

 

 

รูปที่ 1.3 ความแข็งเกร็งในแต่ละช่วงการขบของฟันเฟืองตรง [3] 
 

M. Arafa และ M. Megahed [4] 

 M. Arafa และ M. Megahed ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ศึกษาผลของพารามิเตอร์ของ

เฟืองต่อค่าความแข็งเกร็ง โดยศึกษาผลของจ านวนฟันต่อค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรง การศึกษา

ค านวณการเสียรูปจากโมเดลเฟืองที่มีจ านวนฟันต่างกันแต่มีพารามิเตอร์และคุณสมบัติ อ่ืนๆ 

เหมือนกัน จากรูปที่ 1.4 ผลการศึกษาพบว่าเฟืองที่มีจ านวนฟันน้อยจะมีค่าความแข็งเกร็งน้อยกว่า

เฟืองที่มีจ านวนฟันมาก อย่างไรก็ตาม เฟืองที่มีจ านวนฟันต่างกันแต่มีโมดูลเท่ากันจะท าให้เส้นผ่าน

ศูนย์กลางพิตซ์ของเฟืองมีค่าแตกต่างกัน ซึ่งเฟืองที่มีจ านวนฟันมากกว่าจะมีขนาดใหญ่กว่าเฟืองที่มี
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จ านวนฟันน้อย จึงยังไม่สามารถทราบได้ว่าขนาดของทรงกระบอกเฟืองและขนาดของฟันเฟืองส่งผล

ต่อค่าความแข็งเกร็งอย่างไร  

 

 

รูปที่ 1.4 ความแข็งเกร็งของเฟืองที่มีจ านวนฟันต่างกัน [4] 
 

 จากงานวิจัยดังกล่าว พบว่าการศึกษาผลของพารามิเตอร์ต่อค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรง

เพียงพารามิเตอร์เดียวอาจยังไม่สามารถอธิบายถึงค่าความแข็งเกร็งที่แท้จริงของเฟืองได้  จึงควรมี

การศึกษาผลของพารามิเตอร์อ่ืนๆ ของเฟืองเพ่ิมเติมเพ่ือเป็นข้อมูลในการวิเคราะห์หาค่าความแข็ง

เกร็งของเฟืองได้อย่างแม่นย ามากขึ้น เช่น ผลของมุมกดต่อค่าความแข็งเกร็ง ผลของโมดูลต่อค่าความ

แข็งเกร็ง หรือผลของขนาดเฟืองต่อค่าความแข็งเกร็ง เป็นต้น 

 

I. Yesilyurt [5] 

 I. Yesilyurt ใช้วิธีการวิเคราะห์ศึกษาหาความแข็งเกร็งของฟันเฟืองตรง โดยก าหนดให้ความ

แข็งเกร็งมาจากผลการเสียรูปของฟันเฟือง 3 ส่วน คือ 1. การเสียรูปจากการดัดโค้งของฟันเฟือง 

(Bending Deflection) โดยพิจารณาฟันเฟืองตรงมีลักษณะคล้ายกับคานยื่น (Cantilever beam) 2. 

การเสียรูปจากแรงเฉือน (Shear Deflection) และ 3. การเสียรูปของขอบเฟือง (Rim Deflection) 
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โดยใช้สมการผลรวมอินทิเกรตในการวิเคราะห์หาค่าการเสียรูปของเฟืองตรง จากรูปที่ 1.5 ที่ต าแหน่ง

เริ่มต้นขบของฟันเฟือง (Root) ค่าการเสียรูปจากการดัดโค้งจะมีค่าน้อยกว่าค่าการเสียรูปจากส่วนอ่ืน

ของฟันเฟือง ท าให้มีค่าความแข็งเกร็งมากกว่าค่าความแข็งเกร็งจากส่วนอ่ืนของฟันเฟือง เนื่องจาก

ต าแหน่งโคนฟันมีความหนามากกว่าปลายฟัน ส่วนบริเวณปลายฟันการเสียรูปจากการดัดโค้งจะมีค่า

มากกว่าค่าการเสียรูปจากส่วนอ่ืน เนื่องจากต าแหน่งปลายฟันมีความหนาน้อยกว่าส่วนอื่นๆ ค่าความ

แข็งเกร็งจึงน้อยกว่าค่าความแข็งเกร็งจากส่วนอื่นของฟันเฟือง 

 

 

รูปที่ 1.5 การเสียรูปในแต่ละกรณีและการเสียรูปรวมของฟันเฟือง [5] 
 

Y. Afework และ T. Tesfaye [6] 

Y. Afework และ T. Tesfaye ได้ศึกษาหาความแข็งเกร็ง (Variable Mesh Stiffness VMS) 

ของเฟืองตรงโดยใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยไม่พิจารณาผลของแรงเสียทานจากการเลื่อนไถล

และเฟืองไม่มีการดัดแปลงรูปร่าง และพิจารณาให้ค่าความแข็งเกร็งเป็นผลมาจากการเสียรูปเนื่องจาก

การสัมผัสกันของฟันเฟือง และผลของการเสียรูปของเฟืองขับและเฟืองตาม โดยงานวิจัยดังกล่าวได้

น าค่าการเสียรูป (Deflection) ของเฟืองที่มีจ านวนฟันต่างๆ ที่ค านวณได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิ
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เมนต์มาเปรียบเทียบกับค่าการเสียรูปจากงานวิจัยของ R. Cornell [1] ดังแสดงในรูปที่ 1.6(ก) และ

เปรียบเทียบผลลัพธ์การเสียรูปในกรณีที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของฟันเฟืองดังแสดงในรูปที่ 1.6(ข) 

 

 

(ก) การเสียรูปของเฟืองที่มีจ านวนฟันต่างกัน (ข) การเสียรูปที่ต าแหน่งการขบต่างๆ 
รูปที่ 1.6 การเปรียบเทียบผลลัพธ์การเสียรูป [6] 

 

J. D. Wang and และ I. M. Howard [7] 

J. D. Wang and และ I. M. Howard ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ศึกษาความแข็งเกร็ง

ของเฟืองตรง โดยก าหนดแรงกระจายตลอดหน้าฟันเท่ากันและพิจารณาโมเดลใน 2 มิติ โดยใช้การ

ค านวณแบบปัญหาความเค้นในระนาบ (Plane Stress) 11E  และปัญหาความเครียดในระนาบ 

(Plane Strain) 12E  รูปที่ 1.7 แสดงผลการเปรียบเทียบค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่ค านวณได้

จากลักษณะของปัญหาทั้ง 2 ที่ความกว้างหน้าฟันต่างๆ ผลที่ได้พบว่าค่าความแข็งที่ได้จากปัญหา

ความเค้นในระนาบจะมีค่าน้อยกว่าค่าความแข็งที่ได้จากปัญหาความเครียดในระนาบเมื่อความกว้าง

หน้าฟันมีค่าประมาณ 0-150 mm แต่ค่าความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จากการค านวณแบบความเค้นใน

ระนาบจะมีค่าสูงขึ้นมากกว่าผลที่ค านวณแบบความเครียดในระนาบ เมื่อความกว้างหน้าฟันมีค่า

มากกว่า 150 mm 
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รูปที่ 1.7 ค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรงจาก Plane Stress และ Plane Strain [7] 
 

 อย่างไรก็ตามการศึกษาดังกล่าวไม่ได้สรุปว่าลักษณะของปัญหาแบบไหนที่มีความเหมาะสม

ในการน ามาให้กับปัญหาของเฟืองตรง จึงควรมีการศึกษาต่อเพ่ือวิเคราะห์และน าเอาลักษณะของ

ปัญหาที่เหมาะสมมาใช้วิเคราะห์ปัญหาของเฟืองตรง 

 

T. Kiekbusch และ I. Howard [8] 

T. Kiekbusch และ I. Howard ได้ใช้วิธีการวิเคราะห์ในการหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรง 

โดยพิจารณาให้ความแข็งเกร็งเป็นผลมาจากสมการการเสียรูป 3 ส่วน คือ 1. การเสียรูปของตัวเฟือง 

(Deformation of Body) 2. การเสียรูปของฟันเฟือง (Deformation of Teeth) และ 3. การเสียรูป

จากการสัมผัสกันของฟันเฟือง (Deformation of Contact) ผลการค านวณค่าความแข็งเกร็งของแต่

ละส่วนแสดงในรูปที่ 1.8 จากรูปพบว่าความแข็งเกร็งจากการสัมผัสกันของฟันเฟือง (Stiffness of 

Contact) มีค่ามากที่สุด และมีค่าเปลี่ยนแปลงมากเมื่อแรงบิดมีค่าเพ่ิมขึ้น ส่วนความแข็งเกร็งของตัว

เฟือง (Stiffness of Body) และฟันเฟือง (Stiffness of Teeth) มีค่าใกล้เคียงกัน โดยความแข็งเกร็ง
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ของฟันเฟืองมีค่ามากกว่าเล็กน้อย และค่าความแข็งเกร็งของทั้ง 2 ส่วนนี้มีการเปลี่ยนแปลงน้อยเมื่อ

แรงบิดที่กระท าเพ่ิมข้ึน 

 

 

รูปที่ 1.8 ความสัมพันธ์ระหว่างแรงบิดกับความแข็งเกร็งจากผลของการเสียรูปทั้ง 3 ส่วน [8] 
 

นอกจากนี้ในงานวิจัยดังกล่าวยังได้ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการหาความแข็งเกร็งของ

เฟืองตรง โดยใช้โปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS ลดรูปโมเดลเฟืองให้เหลือเพียง 2 มิติ และค านวณหาค่า

การเสียรูป (Deformation) เพ่ือน ามาค านวณหาค่าความแข็งเกร็ง และน าผลลัพธ์ที่ได้จากวิธีการ

วิเคราะห์และจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มาท าการเปรียบเทียบกันดังแสดงในรูปที่ 1.9 พบว่าผล

การเปรียบเทียบค่าความแข็งเกร็งของทั้ง 2 วิธีที่เกิดจากแรงบิดที่มีค่าน้อยจะมีค่าใกล้เคียงกัน แต่ค่า

ความแข็งเกร็งจะมีค่าต่างกันมากขึ้นเรื่อยๆ เมื่อแรงบิดเพ่ิมข้ึน 

 

 

รปูที่ 1.9 การเปรียบเทียบความแข็งเกร็งจากวิธีการวิเคราะห์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ [8] 
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 จากการศึกษานี้ท าให้ทราบว่าปัญหาการสัมผัสกันของฟันเฟืองเป็นปัญหาแบบไม่เชิงเส้น ท า

ให้ค่าความแข็งเกร็งของฟันเฟืองมีค่าเปลี่ยนแปลงไป เมื่อภาระท่ีให้เปลี่ยนไป 

 

F. Chaari [9] 

 F. Chaari ใช้วิธีการวิเคราะห์ในการศึกษาหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรง โดยก าหนดให้

ความแข็งเกร็งเป็นผลมาจากการเสียรูปของเฟือง 3 ส่วน คือ 1. การเสียรูปจากการดัดโค้งของ

ฟันเฟือง (Bending deflection) โดยพิจารณาฟันเฟืองตรงมีลักษณะคล้ายกับคานยื่น (Cantilever 

beam) และใช้สมการอินทิกรัล (Integral Equation) ในการวิเคราะห์หาค่าการเสียรูปของฟันเฟือง 

2. การเสียรูปของโคนฟัน (Fillet-foundation deflection) ค านวณโดยใช้กลศาสตร์การแตกหักใน

การวิเคราะห์หาการเสียรูปของโคนฟัน และ 3. การเสียรูปจากการสัมผัสกันของฟันเฟือง (Contact 

deflection) ค านวณโดยใช้สมการการเสียรูปจากทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์ สมการที่ได้จากวิธีการ

วิเคราะห์เมื่อน ามาค านวณหาค่าความแข็งเกร็งและน ามาเปรียบเทียบกับค่าความแข็งเกร็งที่ค านวณ

ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ดังแสดงในรูปที่ 1.10 พบว่าผลลัพธ์ค่าความแข็งเกร็งที่ค านวณได้มี

ค่าใกล้เคียงกับค่าความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

 

 

รูปที่ 1.10 การเปรียบเทียบผลลัพธ์ความแข็งเกร็งกับผลลัพธ์จาก FEM [9] 
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W. Zhifei, W. Tie และ Z. Ruiliang [10] 

W. Zhifei, W. Tie และ Z. Ruiliang ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ศึกษาหาความแข็งเกร็ง

ของเฟืองตรง โดยค านวณหาการเสียรูปของเฟือง 3 ส่วน คือ 1. การเสียรูปของตัวเฟือง (gear body 

torsional deformation) 2 . การเสียรูปจากการดัดโค้ งของฟัน เฟือง (gear tooth bending 

deformation) และ 3. การเสียรูปจากการสัมผัสกันของฟันเฟือง (tooth surface contact 

deformation) จากรูปที่ 1.11 พบว่าเมื่อให้ค่าแรงบิดเพ่ิมขึ้น การเสียรูปจากการดัดโค้งของฟันเฟือง

จะมีค่ามากที่สุด รองลงมาคือการเสียรูปของตัวเฟืองและการเสียรูปจากการสัมผัสกันของฟันเฟืองจะ

มีค่าน้อยที่สุด เมื่อได้ค่าการเสียรูปจากส่วนต่างๆ ของเฟืองสามารถหาค่าความแข็งเกร็งรวมของเฟือง

ได้ โดยงานวิจัยดังกล่าวได้น าผลลัพธ์ความแข็งเกร็งที่ได้เปรียบเทียบกับผลลัพธ์ความแข็งเกร็ง จาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของงานวิจัยอ่ืน พบว่าค่าความแข็งเกร็งที่ได้มีแนวโน้มไปในทิศทาง

เดียวกัน และเป็นค่าท่ีสามารถยอมรับได้ 

 

 

รูปที่ 1.11 ผลลัพธ์การเสียรูปในแต่ละส่วนของเฟืองตรง [10] 
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R. Ramasamy [11] 

R. Ramasamy ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรง โดยใช้

โปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS ค านวณหาค่าการเสียรูป โดยค านวณการเสียรูปจากโมเดล 3 มิติของ

เฟืองตรง ดังแสดงในรูปที่ 1.12 และน าผลลัพธ์ความแข็งเกร็งที่ได้มาเปรียบเทียบกับผลลัพธ์ความแข็ง

เกร็งจากโมเดล 2 มิติของเฟืองตรงจากงานวิจัย T. Kiekbusch และ I. Howard [8] ผลการศึกษา

พบว่าความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จากโมเดลเฟืองตรงทั้ง 2 แบบ มีค่าใกล้เคียงกัน 

 

 

รูปที่ 1.12 โมเดล  3 มิติของเฟืองตรง [11] 
 

 จากงานวิจัยดังกล่าว ท าให้ทราบว่าสามารถใช้โมเดล 2 มิติของเฟืองตรงในการค านวณหาค่า

ความแข็งเกร็งได้ เนื่องจากค านวณได้ง่ายกว่าโมเดล 3 มิติ ลดความซับซ้อนของปัญหาและลด

ระยะเวลาในการค านวณให้น้อยลง 
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H. Ma [12] 

H. Ma ใช้วิธีการวิเคราะห์หาความแข็งเกร็งของเฟืองตรง โดยสร้างสมการเพ่ือค านวณการ

เสียรูปของเฟืองจากสมการอนุรักษ์พลังงานและสมการการเสียรูปจากทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์ 

โดยความแข็งเกร็งของเฟืองจากงานวิจัยดังกล่าวมาจากผลการเสียรูปของเฟือง 5 ส่วน คือ 1. การเสีย

รูปจากการสัมผัสกันของฟันเฟือง 2. การเสียรูปจากการดัดโค้งของฟันเฟือง 3. การเสียรูปตาม

แนวแกนของฟันเฟือง 4. การเสียรูปจากแรงเฉือน และ 5. การเสียรูปของโคนฟัน และน าสมการ

ความแข็งเกร็งที่ได้จากวิธีการวิเคราะห์ (Time-varying mesh stiffness) TM  มาค านวณหาค่า

ความแข็งเกร็ง พบว่าค่าความแข็งเกร็งที่ได้เมื่อน ามาเปรียบเทียบกับค่าความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ มีค่าแตกต่างกันพอสมควร H. Ma ได้ปรับปรุงสมการขึ้นมาใหม่ 

(Improve time-varying mesh stiffness) IM  และน ามาเปรียบเทียบกับค่าความแข็งเกร็งท่ีได้จาก

สมการเดิมและระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ FEM  โดยเปรียบเทียบกับชุดเฟือง 2 ชุดที่มีพารามิเตอร์

แตกต่างกัน พบว่าค่าความแข็งเกร็งจากสมการที่ปรับปรุงแล้วมีค่าใกล้เคียงกับค่าความแข็งเกร็งที่

ค านวณได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์มากกว่าสมการจากวิธีการวิเคราะห์ดังแสดงในรูปที่ 1.13 

 

 

รูปที่ 1.13 ผลการเปรียบเทียบค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรง [12] 
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ธีรเดช ฤทธิ์ไกรเกรียง [13] 

ธีรเดช ฤทธิ์ไกรเกรียง ศึกษาการกระจายความเค้นบนหน้าฟันเฟืองตรงที่มีอัตราทด 1 : 1 

โดยใช้ผลเฉลยจากทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์และระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์  โดยใช้โปรแกรม

ส าเร็จรูป ANSYS ในการศึกษา ธีรเดช ตั้งสมมติฐานต่างๆ ได้แก่ การพิจารณาให้การกระจายแรง

ตลอดหน้าฟันเป็นแบบสม่ าเสมอและลักษณะของปัญหาเป็นปัญหาความเครียดในระนาบ ผิวหน้าฟัน

ไม่มีการดัดแปลง ท าให้สามารถลดรูปปัญหาเฟืองจาก 3 มิติให้เหลือเพียง 2 มิติ และพิจารณาการขบ

กันของฟันเฟือง ณ เวลาใกล้เคียงสภาวะหยุดนิ่ง ซึ่งสมมติฐานต่างๆ ช่วยลดความซับซ้อนของปัญหา

และช่วยลดระยะเวลาในการค านวณลง ผลลัพธ์ของค่าความเค้นฟอนมิสเซส (Von-Misses) ที่ได้

ออกมาดังแสดงในรูปที่ 1.14 มีค่าใกล้เคียงกับผลลัพท์ที่ได้จากแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่ได้จาก

ทฤษฎีการสัมผัสของเฮิรตซ์และมีค่าใกล้เคียงกับผลลัพธ์จากงานวิจัยอ่ืน นอกจากนี้ ธีรเดช ได้ศึกษา

ผลของพารามิเตอร์เฟืองต่อค่าความแข็งเกร็งในเบื้องต้น เพ่ือใช้อธิบายการกระจายภาระระหว่าง

ฟันเฟือง อย่างไรก็ตามผลลัพธ์ของค่าความแข็งเกร็งที่ได้นั้นยังไม่เพียงพอที่จะท านายค่าความแข็ง

เกร็งของเฟืองให้ได้ค่าท่ีแม่นย าและน าไปใช้งานจริงได ้

 

 

รูปที่ 1.14 รูปแบบความเค้นฟอนมิสเซสของการสัมผัสกันของฟันเฟืองตรง [13] 
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S. Medvecka-Benova [14] 

S. Medvecka-Benova ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ศึกษาหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรง 

โดยผลการค านวณแสดงในรูปที่ 1.15 ความแข็งเกร็งของเฟืองตามที่ต าแหน่งเริ่มต้นขบที่ปลาย

ฟันเฟืองจะมีค่าน้อยกว่าความแข็งเกร็งของเฟืองขับที่ต าแหน่งเริ่มต้นขบที่โคนของฟันเฟือง เนื่องจาก

ที่โคนของฟันเฟืองจะมีความหนามากกว่าปลายฟัน เมื่อถูกแรงกระท าจะมีการเสียรูปน้อยกว่า จึง

ส่งผลให้มีความแข็งเกร็งมากกว่า ค่าความแข็งเกร็งรวมของคู่ฟันได้จากการน าค่าความแข็งเกร็งของ

เฟืองขับและเฟืองตามมาต่อกันแบบอนุกรม และค านวณจากสมการการต่อแบบอนุกรมของสปริง แต่

ในต าแหน่งการขบของเฟืองจะมีบางช่วงที่ฟันเฟืองขบพร้อมกัน 2 คู่ฟัน ค่าความแข็งเกร็งค านวณได้

จากการน าค่าความแข็งเกร็งของการขบของฟันเฟืองคู่ที่ 1 และ 2 มารวมกัน ท าให้ค่าความแข็งเกร็ง

ขณะที่เฟืองขบกัน 2 คู่ฟันมีค่ามากกว่าค่าความแข็งเกร็งจากการขบ 1 คู่ฟัน 

 

 

รูปที่ 1.15 ค่าความแข็งเกร็งของเฟืองในแต่ละกรณี [14] 
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S. A. Badkas และ N. Ajmera [15] 

 S. A. Badkas และ N. Ajmera ใช้วิธีการวิเคราะห์ โดยใช้หลักการของ Castigliano’s 

Theorem หาสมการการเสียรูปจากการดัดโค้งของฟันเฟืองตรง โดยก าหนดให้ฟันเฟืองมีลักษณะ

คล้ายกับคานยื่น (cantilever beam) นอกจากนี้ยังใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยใช้โปรแกรม 

CATIA สร้างโมเดลฟันเฟืองและใช้โปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS ค านวณหาค่าการเสียรูปดังรูปที่ 1.16 

ผลที่ได้พบว่าเมื่อตรวจสอบค่าการเสียรูปที่ค านวณได้จากสมการดังกล่าวกับ  FEM ได้ค่าการเสียรูปที่

ใกล้เคียงกัน ซึ่งค่าการเสียรูปที่ได้สามารถน าไปหาค่าความแข็งเกร็งจากการดัดโค้งของฟันเฟืองได้ 

อย่างไรก็ตาม S.A. Badkas ได้วิเคราะห์หาการเสียรูปจากการดัดโค้งของฟันเฟืองเพียงอย่างเดียว 

ข้อมูลดังกล่าวจึงยังไม่เพียงพอที่จะน าไปหาค่าความแข็งเกร็งของเฟืองทั้งหมด 

 

 

รูปที่ 1.16 การเสียรูปของฟันเฟืองจากโปรแกรม ANSYS [15] 
 

A. D. Tsolakis [16] 

A. D. Tsolakis ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ศึกษาผลของพารามิเตอร์ของเฟืองต่อค่าความ

แข็งเกร็ง โดยศึกษาผลของโมดูลต่อค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรง ในการศึกษาได้ค านวณหาค่าการ

เสียรูปจากโมเดลเฟืองที่มีโมดูลต่างกันแต่มีพารามิเตอร์และคุณสมบัติอ่ืนๆ เหมือนกัน จากรูปที่ 1.17 

ผลการศึกษาพบว่าเฟืองที่มีโมดูลน้อยจะมีค่าความแข็งเกร็งมากกว่าเฟืองที่มีโมดูลมาก อย่างไรก็ตาม 
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เฟืองที่มีโมดูลต่างกันแต่มีจ านวนฟันเท่ากันจะท าให้เส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์ของเฟืองมีค่าแตกต่างกัน 

ซึ่งเฟืองที่มีโมดูลมากกว่าจะมีขนาดใหญ่กว่าเฟืองที่มีโมดูลน้อย จึงยังไม่สามารถสรุปได้ว่าความแข็ง

เกร็งท่ีต่างกันเป็นผลมาจากขนาดของฟันเฟืองหรือโมดูลหรือขนาดของทรงกระบอกเฟือง 

 

 

รูปที่ 1.17 ค่าความแข็งเกร็งของเฟืองที่มีโมดูลต่างกัน [16] 
 

Y. Lei [17] 

Y. Lei ได้ปรับปรุงสมการหาค่าการเสียรูปเพ่ือค านวณหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงจาก

วิธีการวิเคราะห์ของงานวิจัย H. Ma [12] โดยใช้หลักการเดียวกัน และได้น าผลลัพธ์ความแข็งเกร็งที่

ค านวณได้จากสมการจากการปรับปรุงมาเปรียบเทียบกับผลลัพธ์ที่ค านวณได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอ

ลิเมนต์ พบว่าผลลัพธ์ที่ได้มีค่าใกล้เคียงกันดังแสดงในรูปที่ 1.18 ซึ่งผลลัพธ์จากงานวิจัยดังกล่าว

สามารถน ามาเปรียบเทียบกับผลจากงานวิจัยนี้ได้ 
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รูปที่ 1.18 การเปรียบเทียบผลระหว่างวิธีการวิเคราะห์กับระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ [17] 
 

N. K. Raghuwanshi และ A. Parey [18] 

 N. K. Raghuwanshi และ A. Parey ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในการหาความแข็งเกร็ง

ของฟันเฟืองตรงจากผลของการเสียรูปจากการสัมผัสกันของฟันเฟือง โดยค านวณหาค่าการเสียรูป

จากโมเดลของฟันเฟือง 3 มิติ โดยงานวิจัยดังกล่าวได้แบ่งลักษณะการสัมผัสของฟันเฟืองเพ่ือ

ค านวณหาค่าการเสียรูปเป็น 2 ลักษณะ คือ 1. การสัมผัสเพียงส่วนด้านหน้าของฟันเฟือง (Without 

back-side contact) และ 2. การสัมผัสทั้งด้านหน้าและด้านหลังของฟันเฟือง (With back-side 

contact) ผลการค านวณแสดงในรูปที่ 1.19 เมื่อเปรียบเทียบความแข็งเกร็งที่ได้ พบว่าการสัมผัสทั้ง

ด้านหน้าและด้านหลังของฟันเฟืองจะมีค่าความแข็งเกร็งมากกว่าการสัมผัสเพียงส่วนด้านหน้าของ

ฟันเฟือง เนื่องจากการสัมผัสทั้งด้านหน้าและด้านหลังของฟันเฟืองจะมีการกระจายของแรงมากกว่า 

แรงที่กระท ากับวัตถุจึงมีค่าน้อยลง ส่งผลให้การเสียรูปของเฟืองมีค่าน้อยกว่า ท าให้ความแข็งเกร็งมี

ค่ามากกว่า 
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รูปที่ 1.19 การเปรียบเทียบค่าความแข็งเกร็งของ 2 ลักษณะการสัมผัส [18] 
 

X. Liang [19] 

 X. Liang ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ศึกษาหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรง โดยสร้างโมเดล

คู่เฟืองที่มีเฟืองขับเหมือนกันแต่เฟืองตามมีขนาดของรูเพลาแตกต่างกันดังแสดงในรูปที่ 1.20a-1.20c 

ผลการค านวณแสดงดังรูปที่ 1.21 พบว่าค่าความแข็งเกร็งของเฟืองที่มีรัศมีรูเพลาเท่ากับ 12.5 mm 

จะมีค่าน้อยที่สุด รองลงมาคือเฟืองที่มีรัศมีรูเพลา 17.5 mm และเฟืองที่มีรัศมีรูเพลา 22.5 mm จะมี

ค่ามากที่สุด จึงสามารถสรุปได้ว่าขนาดของทรงกระบอกเฟืองมีผลต่อค่าความแข็งเกร็งของเฟืองด้วย 

จึงควรมีการศึกษาความแข็งเกร็งเนื่องจากขนาดของเฟืองด้วย 
 

 

รูปที่ 1.20 เฟืองที่มีรูเพลาต่างกัน [19] 
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รูปที่ 1.21 ค่าความแข็งเกร็งของเฟืองที่มีรูเพลาต่างกัน [19] 
 

H. Sachidanada [20] 

 ใช้วิธีการวิเคราะห์หาค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรง โดยใช้สมการจากทฤษฎีการสัมผัสของ

เฮิรตซ์และสมการผลรวมอินทิเกรตวิเคราะห์หาการเสียรูปของฟันเฟืองที่มีมุมกด 20 และ 25 ซึ่ง

ลักษณะของฟันเฟืองที่มีมุมกดมากจะมีโคนของฟันกว้างกว่าและมีปลายของฟันแคบกว่าเฟืองที่มีมุม

กดน้อย โดยผลการค านวณพบว่าเฟืองที่มีมุมกดมากกว่าแต่มีพารามิเตอร์อื่นเหมือนกัน จะมีค่าความ

แข็งเกร็งมากกว่าเฟืองที่มีมุมกดน้อย อย่างไรก็ตาม เฟืองมาตรฐานที่มีการใช้อยู่ในปัจจุบันมักมีมุมกด 

3 ค่า ได้แก่ 14.5 20 และ 25 จึงควรมีการศึกษาเฟืองที่มีมุมกด 14.5 และ 25 เพ่ิมเติม เพ่ือ

เพ่ิมความถูกต้องและครบถ้วน 
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จากการศึกษาที่ได้กล่าวมาทั้งหมด สรุปไว้ดังตารางที่ 1.1 จะเห็นได้ว่าการหาความแข็งเกร็ง

ของเฟืองตรงด้วยวิธีการต่างๆ ไม่ว่าจะเป็นการหาด้วยวิธีการวิเคราะห์หรือค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟ

ไนต์เอลิเมนต์ ล้วนแล้วแต่มีความต้องการค่าความแข็งเกร็งของเฟืองที่แม่นย าในการน าไปใช้วิเคราะห์

กับปัญหาอ่ืนๆ อย่างไรก็ตาม การศึกษาด้วยวิธีการทั้งหมดเหล่านี้มีทั้งข้อดีและข้อด้อย ส าหรับวิธีการ

วิเคราะห์มักใช้รูปแบบของสมการเชิงอนุพันธ์ (Differential Equations) หรือในรูปแบบของสมการ

อินทิกรัล (Integral Equations) สร้างสมการค านวณหาการเสียรูปของเฟืองตรง ซึ่งสมการเหล่านี้มัก

มีความยุ่งยากและซับซ้อน การน ามาใช้ค านวณจริงท าได้ยาก จึงยังไม่เหมาะสมเท่าที่ควร ส าหรับการ

ค านวณหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ต้องค านวณหาค่าการเสียรูป

ของเฟืองที่ต าแหน่งการขบต่างๆ บนฟันเฟืองอย่างละเอียด การสร้างและประกอบโมเดลให้อยู่ใน

ต าแหน่งการขบกันของฟันเฟืองที่ต้องการท าได้ยาก การค านวณโมเดลในสามมิติใช้เวลานาน ไม่

เหมาะสมในการน ามาใช้มาค านวณจริงเช่นกัน นอกจากนี้ผลที่กล่าวมาจากทั้งสองวิธียังท าเฉพาะ

พารามิเตอร์ที่เจาะจงบางค่าและยังไม่มีการเสนอว่าจะน าไปใช้ในกรณีอ่ืนอย่างไร 

งานวิจัยนี้จึงมีเป้าหมายในการสร้างสมการค านวณหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงโดยใช้

ทฤษฎีพ้ืนฐานกลศาสตร์ของแข็งและผลการค านวณพ้ืนฐานที่ค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

โดยพิจารณาให้ความแข็งเกร็งของเฟืองเป็นผลมาจากการเสียรูปของเฟือง 2 ส่วน คือ 1. การเสียรูป

ซึ่งรวมการเสียรูปจากการสัมผัสและดัดโค้งของฟันเฟือง  (Contact Deformation & Bending 

Deformation) และ 2. การเสียรูปของทรงกระบอกเฟือง (Cylinder Gear Deformation) โดย

สมการที่สร้างขึ้นสามารถน าไปประยุกต์ใช้ค านวณหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่มีพารามิเตอร์

รูปร่างต่างๆ ได้โดยง่าย 
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ตารางที่ 1.1 งานวิจัยที่ศึกษาความแข็งเกร็งของเฟืองตรง 
งานวิจัยท่ีเกี่ยวข้อง ANL FEM สรุปผลการศึกษา 

R. Cornell [1] √ - ค านวณการเสียรูปหลายต าแหน่งการขบ ผลความแข็ง
เกร็งใกล้เคียงกับวิธีวิเคราะห์ของงานวิจัยอื่น 

R. Muthukumar [2] - √ ค านวณการเสียรูป 3 ต าแหน่งการขบ เปรียบเทียบผล
กับการทดลองคลาดเคลื่อนไม่เกิน 10% 

S. Sirichai [3] - √ เปรียบเทียบค่า k กับผลการทดลองได้ค่าใกล้เคียงกัน 

M. Arafa [4] - √ ศึกษาผลของจ านวนฟันต่อความแข็งเกร็ง จ านวนฟัน
มากมีความแข็งเกร็งมากกว่าจ านวนฟันน้อย 

I. Yesilyurt [5] √ - ศึกษาการเสียรูปในแต่ละส่วนของเฟืองตรงเพ่ือหาค่า k 

Y. Afework [6] - √ ค านวณการเสียรูปที่จ านวนฟันต่างกัน เปรียบเทียบผล
กับงานวิจัยของ R. Cornell มีค่าใกล้เคียงกัน 

J.D. Wang [7] - √ ศึกษาความแตกต่างของลักษณะปัญหาการสัมผัสใน 2 
มิติ ของ Plane Stress และ Plane Strain 

T. Kiekbusch [8] √ - ศึกษาความแข็งเกร็งในส่วนต่างๆ ของเฟืองตรง 

F. Chaari [9] - √ ค านวณ k ด้วยวิธีวิเคราะห์และ FEM ได้ค่าใกล้เคียงกัน 

W. Zhifei [10] √ √ ค านวณการเสียรูปในส่วนต่างๆ ของเฟืองตรง  
การดัดโค้ง >> ตัวเฟือง >> การสัมผัส 

R.S. Ramasamy [11] - √ ค านวณโมเดล Kiekbusch ใน 3 มิติ ได้ค่าใกล้เคียงกัน 

H. Ma [12], Y. Lei 
[17] 

√ √ วิเคราะห์หาความแข็งเกร็งด้วยการสร้างสมการ 
ปรับปรุงสมการ และค านวณด้วย FEM 

ธีรเดช [13] - √ ศึกษาการกระจายภาระบนหน้าฟันเฟืองด้วย FEM 

M. Silvia [14] - √ ศึกษาช่วงการขบส่งก าลัง 2 คู่ฟันของเฟืองตรง 

S.A. Badkas [15] √ - วิเคราะห์การเสียรูปจากการดัดโค้งของฟันเฟืองตรง 

A.D. Tsolakis [16] - √ ศึกษาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่มีโมดูลต่างกัน 

A. Parey [18] √ - ศึกษาความแตกต่างของการสัมผัสของฟันเฟือง 2 แบบ 

X. Liang [19] - √ ศึกษาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่มีรูเพลาต่างกัน 

Sachidananda [20] √ - เปรียบเทียบค่า k ที่มีมุมกด 20 และ 25 

หมายเหตุ  √  ใช้วิธีการศึกษา ,   - ไม่ได้ใช้วิธีการศึกษา 
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1.3 วัตถุประสงค์ 
 

1. ค านวณค่าความแข็งเกร็ง (Stiffness) ของเฟืองตรงโดยใช้ผลการเสียรูปจากระเบียบวิธีไฟ

ไนต์เอลิเมนต์ (Finite Element Method) 

2. ศึกษาผลของพารามิเตอร์ต่างๆ ที่มีผลต่อค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรง 

3. เสนอสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ประมาณค่าความแข็งเกร็งของคูเ่ฟืองตรงที่มีพารามิเตอร์ต่างๆ 

 

1.4 ขอบเขต 
 

1. ค านวณหาค่าการเสียรูป (Deformation) ของเฟืองตรงด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดย

ใช้โปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS 

2. ค านวณค่าความแข็งเกร็งที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของฟันเฟืองตั้งแต่ต าแหน่งเริ่มต้นขบจนถึง

ต าแหน่งสิ้นสุดการขบ 

3. ศึกษาเฟืองตรงที่มีพารามิเตอร์ต่างๆ ได้แก่ โมดูล มุมกด จ านวนฟันและภาระต่างๆ กัน 

 

1.5 ขั้นตอนการด าเนินงาน 
 

1. ศึกษาบทความทางวิชาการและต าราเพ่ือหาแนวทางในการค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของ

เฟืองตรง 

2. ศึกษาวิธีการใช้โปรแกรมไฟไนต์เอลิเมนต์ส าเร็จรูป ANSYS ส าหรับปัญหาการสัมผัสอย่างง่าย 

3. ค านวณค่าการเสียรูปของเฟืองตรงที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ด้วยโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS 

4. ค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของฟันเฟืองจากผลที่ได้จาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ (Finite Element Method) 

5. สร้างสมการเพ่ือใช้ประมาณค่าความแข็งเกร็งจากทฤษฎีพ้ืนฐานกลศาสตร์ของแข็งและข้อ

มูลค่าความแข็งเกร็งที่ได้จากการค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

6. ตรวจสอบผลลัพธ์ความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จากสมการที่สร้างขึ้นกับผลลัพธ์จากการค านวณ

ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และผลลัพธ์จากการศึกษาที่มีก่อนหน้า 
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7. วิเคราะห์แก้ไขและปรับปรุงสมการที่สร้างขึ้น 

8. ท ารายงานและน าเสนอผลงาน 

9. แก้ไขรูปเล่มรายงาน 

 

1.6 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
 

1. ทราบวิธีการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหากลศาสตร์การสัมผัสพ้ืนฐาน และ

สามารถหาการเสียรูปของเฟืองตรง เพ่ือค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของเฟืองได้ 

2. สามารถอธิบายผลของพารามิเตอร์ต่างๆ ที่มผีลต่อค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรงได ้

3. ได้สมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรง และสามารถน าไป

ประยุกต์ใช้กับเฟืองที่มีพารามิเตอร์อ่ืนๆ ได้ 
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บทที่ 2 
การหาค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

 

 ปัญหาทางด้านวิศวกรรมมักเขียนอยู่ ในรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธ์ (Differential 

Equations) หรือในรูปแบบของสมการอินทิกรัล (Integral Equations) ซึ่งการหาผลลัพธ์ด้วยวิธีการ

วิเคราะห์ (Analytical Method) นั้นท าได้ยากหรือไม่สามารถหาได้เลย ปัญหาเหล่านี้อาจแก้ได้ด้วย

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ส าหรับงานศึกษานี้ได้ประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยใช้

โปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS เพ่ือแก้ปัญหาการสัมผัสกันของฟันเฟืองตรง โดยเลือกใช้โปรแกรม 

ANSYS Workbench ในโหมด Static Structural ซึ่งในบทนี้จะกล่าวถึงการออกแบบโมเดลของ

ปัญหา การก าหนดลักษณะของปัญหา การแบ่งเอลิเมนต์ของวัสดุ การก าหนดการสัมผัส และการ

ก าหนดเงื่อนไขขอบเขตต่างๆ ในโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS ส าหรับการค านวณปัญหาเพ่ือหาค่า

ความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง 

 

2.1 ค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง 
 

 ค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองเป็นค่าที่บ่งบอกถึงความสามารถในการต้านทานการเสียรูป

เนื่องจากถูกภาระกระท า ค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงเป็นผลมาจากการเสียรูป (Deformation) 

ในรูปแบบต่างๆ ได้แก่ การเสียรูปจากการสัมผัสกันของฟันเฟือง การเสียรูปจากการดัดโค้งของ

ฟันเฟือง และการเสียรูปของทรงกระบอกเฟือง โดยการเสียรูปต่างๆ ของเฟืองที่ใช้ค านวณหาค่าความ

แข็งเกร็งจะเป็นการเสียรูปในเส้นแนวแรงกระท า (Line of action) ท าให้ค่าความแข็งเกร็งที่ได้เป็น

ความแข็งเกร็งในเส้นแนวแรงกระท า ซ่ึงสามารถน าไปใช้วิเคราะห์กับปัญหาอ่ืนๆ ได้ง่าย ด้วยเหตุนี้ค่า

ความแข็งเกร็งของเฟืองขณะขบจึงสามารถพิจารณาให้เป็นผลรวมของความแข็งเกร็งจากการสัมผัส

กันของฟันเฟือง (Contact Meshing Stiffness) Mk  ความแข็งเกร็งจากการดัดโค้งของฟันเฟือง 

(Tooth Bending Stiffness) Tk  และความแข็งเกร็งจากการเสียรูปของทรงกระบอกเฟือง (Cylinder 

Gear Stiffness) Ck  ดังแสดงในรูปที่ 2.1 
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รูปที่ 2.1 การแบ่งลักษณะความแข็งเกร็งของเฟืองตรง 
 

ค่าความแข็งเกร็งรวมของเฟืองขับหรือเฟืองตามซึ่งถูกพิจารณาจากการแบ่งในลักษณะ

ดังกล่าว สามารถหาได้จากสมการการต่อความแข็งเกร็งสปริงแบบอนุกรม ดังสมการ 

1 1 1 1 1

Driving Driven M T C

 or 
k k k k k

= + +    (2.1) 

โดยที่ 
Drivingk  และ Drivenk  คือความแข็งเกร็งของเฟืองขับและเฟืองตามตามล าดับ โดยการ

ยุบความแข็งเกร็งในแต่ละส่วนของเฟืองให้เหลือเพียงความแข็งเกร็งของเฟืองขับและเฟืองตาม จะได้

ดังรูปที่ 2.2 

 

รูปที่ 2.2 การต่ออนุกรมของเฟืองขับและเฟืองตาม 
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 ความแข็งเกร็งของคู่เฟือง Gear Pairk  ได้จากการน าความแข็งเกร็งของเฟืองขับ Drivenk  และ

ความแข็งเกร็งของเฟืองตาม 
Drivingk  มาต่ออนุกรมกันดังสมการ 

1 1 1

Gear Pair Driving Drivenk k k
= +    (2.2) 

 โดยที่ Gear Pairk  คือ ค่าความแข็งเกร็งรวมของคู่เฟือง ( )N/m  

 

ในการท างานของเฟืองบางช่วงเวลาฟันเฟืองอาจจะขบส่งก าลังพร้อมๆ กัน 2 คู่ฟัน ขณะที่

ฟันเฟืองขบพร้อมกัน 2 คู่ฟันนี้ ค่าความแข็งเกร็งรวมของคู่เฟืองจะเพ่ิมมากขึ้น โดยวิธีการหาความ

แข็งเกร็งของคู่เฟืองในล าดับแรกจะพิจารณาความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองได้จากสปริง 2 ตัวต่อขนาน

กันดังแสดงในรูปที่ 2.3 ดังนั้นค่าความแข็งเกร็งรวมของคู่ฟันเฟือง Double Tooth Pairk  จึงเท่ากับผลรวม

ของความแข็งเกร็งของฟันคู่ที่ 1 #1 Tooth Pairk  และของฟันคู่ที่ 2 #2 Tooth Pairk  ตามต าแหน่งการขบจริง

ดังสมการ 

#1 #2Double Tooth Pair  Tooth Pair  Tooth Pairk k k= +    (2.3) 

 

 

รูปที่ 2.3 โมเดลสปริงการขบกันของเฟืองตรง 2 คู่ 
 

ความแข็งเกร็งรวมของคู่เฟืองได้จากการน าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองทั้ง 2 คู่ และความ

แข็งเกร็งส่วนทรงกระบอกของทั้งเฟืองขับและเฟืองตามมาต่อสปริงแบบอนุกรมกันดังสมการ 

1 1 1

Double Gear Pair Double Tooth Pair Ck k k
= +    (2.4) 
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ส าหรับในการศึกษานี้ เพ่ือความสะดวกในการวิเคราะห์ผลของพารามิเตอร์รูปร่างเฟืองต่างๆ 

เพ่ือใช้ในการสร้างสมการท านายความแข็งเกร็งต่อไป จ าเป็นที่จะต้องทราบค่าความแข็งเกร็งในส่วน

ต่างๆ ของเฟือง ทั้งความแข็งเกร็งส่วนทรงกระบอกเฟือง Ck  ความแข็งเกร็งส่วนของฟันเฟือง ( Mk  

และ Tk ) ความแข็งเกร็งรวมของเฟืองขับ ( )Drivingk  และเฟืองตาม ( )Drivenk  และความแข็งเกร็งรวม

ของคู่เฟือง ( )Gear Pairk  ในที่นี้ค่าความแข็งเกร็งส่วนของทรงกระบอก ( )Ck  และความแข็งเกร็งส่วน

ของเฟืองตาม ( )Drivenk  และเฟืองขับ ( )Drivingk  หาได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยตรง ส่วน

ค่าความแข็งเกร็งของฟันเฟืองซึ่งในที่นี้จะพิจารณารวมกันทั้ง Mk  และ Tk  จะหาจากสมการ (2.1) 

และค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟือง Gear Pairk  หาได้จากสมการ (2.2) รายละเอียดการหาค่าความแข็ง

เกร็งแต่ละตัวจะอธิบายในหัวข้อถัดๆ ไป 

 

2.2 การก าหนดปัญหาและการตั้งสมม ุติฐานของคู่เฟืองตรง 
  

เนื่องจากตลอดความกว้างหน้าฟันของเฟืองตรงถูกภาระกระท าอย่างสม่ าเสมอ ดังนั้นจึง

สามารถพิจารณาปัญหาของเฟืองตรงให้เป็นปัญหาความเครียดในระนาบ  (Plane Strain) ซึ่งท าให้

สามารถลดรูปจากปัญหาในสามมิติเป็นปัญหาในสองมิติได้ ในการศึกษานี้โมเดลเฟืองตรงที่น ามา

วิเคราะห์จึงน ามาพิจารณาแค่เพียงส่วนเดียวเท่านั้น ไม่ได้พิจารณาตลอดความกว้างหน้าฟัน เนื่องจาก

ในแต่ละระนาบที่ลึกเข้าไปนั้นมีพฤติกรรมเหมือนกัน ซึ่ งส่งผลให้ระยะเวลาในก ารค านวณ 

(Computational Time) นั้นลดลง สมมติฐานต่างๆ ที่ใช้ในกรณีของเฟืองตรงสรุปได้ดังนี้ 

 

1. สมม ุติว่าวัสดุเฟืองเป็นเนื้อเดียวกัน (Homogeneous) ไอโซโทรปิก (Isotropic) และมี

คุณสมบัติยืดหยุ่น (Elastic) ตามกฎของฮุค 

2. การกระจายแรงตลอดหน้าฟันมีค่าเท่ากันและเป็นแบบสม่ าเสมอ 

3. ไม่พิจารณาแรงเสียดทานจากการเลื่อนไถล (Sliding Friction) ระหว่างคู่ฟันเฟือง 

4. พิจารณาการขบกันของฟันเฟืองตรงเป็นปัญหาความเครียดในระนาบ (Plane Strain) 

เนื่องจากพิจารณาว่าแรงที่เกิดขึ้นตลอดหน้าฟันมีค่าเท่ากัน ดังนั้นในแต่ละระนาบของฟันจึง

มีพฤตกิรรมเหมือนกัน 
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5. เฟืองไม่มีการดัดแปลงรูปร่าง 

6. พิจารณาความแข็งเกร็งของเฟืองเมื่อหมุนด้วยความเร็วต่ า จึงสามารถพิจารณาเป็นสภาวะ

ใกล้เคียงสภาวะหยุดนิ่ง (Quasi-Static) 

7. พิจารณาให้ฟันเฟืองตรงมีลักษณะคล้ายกับคานยื่น (Cantilever beam) 

 

ตารางที่ 2.1 แสดงการเปรียบเทียบสมมุติฐานที่ใช้พิจารณาตรงกันกับงานวิจัยอ่ืน นอกจากนี้

ยังมีบางสมมุติฐานของบางงานวิจัยอื่น เช่น การค านวณโมเดลเฟืองแบบ 3 มิติ ท าให้การกระจายแรง

ตลอดหน้าฟันอาจไม่สม่ าเสมอ การพิจารณาแรงเสียทานจากการเลื่อนไถลหรือเฟืองหมุนด้วย

ความเร็วคงที่ อาจท าให้ความแข็งเกร็งของเฟืองมีความคลาดเคลื่อน อย่างไรก็ตาม ข้อจ ากัดบางอย่าง

ของโปรแกรมท าให้กระบวนการค านวณมีความซับซ้อนและเสียเวลาในการค านวณ ในงานวิจัยนี้จึง

พิจารณาเพียงสมมุติฐานที่ตั้งข้ึนเพื่อลดเวลาค านวณและความซับซ้อนของปัญหา 

 

ตารางที่ 2.1 การเปรียบเทียบสมมุติฐานที่ตั้งขึ้นกับงานวิจัยอ่ืน 
สมมุติฐานของเฟืองตรงในงานวิจัยนี้ สมมุติฐานของเฟืองตรงของงานวิจัยอื่น 

สมมติว่าวัสดุเฟืองเป็น Homogeneous 
Isotropic และ Elastic 

[1] – [19] 

การกระจายแรงตลอดหน้าฟันสม่ าเสมอ [7], [8], [9], [10], [12], [13], [14], [17] 
ไม่พิจารณาแรงเสียดทานจากการเลื่อนไถล
ระหว่างคู่ฟันเฟือง 

[6], [8], [11], [13], [16] 

ก า ร ข บ กั น เป็ น ปั ญ ห า  Plane Strain 
ฟันเฟืองมีพฤติกรรมเหมือนกัน 

[7], [8], [12], [10], [13], [14], [16], [17] 

เฟืองไม่มีการดัดแปลงรูปร่าง [1] – [19] 
พิจารณาการหมุนของเฟืองใกล้เคียงสภาวะ
หยุดนิ่ง 

[1], {5], [6], [8], [9], [10], [11], [12], [13], 
[15], [17], [19] 

พิจารณาให้ฟันเฟืองตรงมีลักษณะคล้ายกับ
คานยื่น 

[1], [5], [6], [9], [12], [13], [15], [17] 
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2.3 การหาค่าความแข็งเกร็งส่วนของทรงกระบอกเฟืองด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
 

 การค านวณหาค่าความแข็งเกร็งในส่วนที่เป็นทรงกระบอกเฟืองด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิ

เมนต์ จะเริ่มจากการสร้างทรงกระบอกให้มีเส้นผ่านศูนย์กลางเท่ากับเส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลม

ฐานของเฟือง โดยเจาะรูตรงกลางให้เหมือนกันกับรูเพลาของเฟือง เมื่อสร้างโมเดลทรงกระบอกได้

แล้ว ขั้นตอนต่อไปคือ การตั้งค่าลักษณะของปัญหา การแบ่งเอลิเมนต์ของทรงกระบอก การตั้งค่า

เงื่อนไขขอบเขต การให้ภาระที่กระท ากับทรงกระบอก การเก็บค่าการเสียรูปบนเส้นแนวแรงกระท า 

และการหาค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอก รายละเอียดของแต่ละขั้นตอนเป็นดังต่อไปนี้ 

 

2.3.1 รูปร่างของทรงกระบอกที่ใช้ค านวณ 
 โมเดลในสองมิติของทรงกระบอกที่ใช้ในการค านวณหาค่าความแข็งเกร็งแสดงดังรูปที่ 2.4 

โดยมีรัศมีวงกลมด้านใน ir  เท่ากับรัศมีของรูเพลาและรัศมีวงกลมด้านนอกเท่ากับรัศมีของวงกลมโคน

ฟัน ( )  ,  rootRoot radius R  

 

รูปที่ 2.4 ลักษณะความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง 
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2.3.2 การก าหนดลักษณะปัญหาของทรงกระบอก 
 เนื่องจากการกระจายของแรงตลอดหน้าฟันของคู่เฟืองตรงเป็นแบบสม่ าเสมอ ดังนั้นจึงตั้งค่า

เพ่ือก าหนดลักษณะปัญหาในการค านวณหาค่าการเสียรูปของทรงกระบอกให้เป็นปัญหาแบบ

ความเครียดในระนาบ (Plane Strain) ด้วย โดยพิจารณาว่าทรงกระบอกไม่มีการเสียรูปตามแนว

แกนเพลาดังแสดงในรูปที่ 2.5 ซ่ึงการตั้งค่าในลักษณะแบบนี้จะสามารถลดรูปของปัญหาทรงกระบอก

จาก 3 มิติให้เหลือ 2 มิติ ท าให้ลดระยะเวลาในการค านวณให้น้อยลงได ้

 

รูปที่ 2.5 การตั้งค่าปัญหาแบบความเครียดในระนาบ (Plane Strain) 
 

2.3.3 การแบ่งเอลิเมนต์ของทรงกระบอก 

 ในการแบ่งเอลิเมนต์ของวัสดุรูปทรงกระบอกจะใช้ค าสั่ง Method → All Triangles ซึ่ง

หมายความว่าโปรแกรมจะแบ่งเอลิเมนต์ของทรงกระบอกเป็นรูปสามเหลี่ยมทั้งหมด และยังใช้ค าสั่ง 

Body Sizing ก าหนดขนาดเอลิเมนต์ให้มีความละเอียดมากขึ้นดังรูปที่ 2.6  

 

รูปที่ 2.6 การแบ่งเอลิเมนต์ของทรงกระบอกเฟือง 
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2.3.4 การก าหนดเงื่อนไขขอบเขตและการให้ภาระกระท ากับทรงกระบอก 
 เนื่องจากพิจารณาให้เฟืองหมุนด้วยความเร็วต่ าการก าหนดเงื่อนไขขอบเขตและการให้ภาระ 

จึงสามารถก าหนดให้การยึดที่ขอบด้านในของรูเพลาเป็นแบบยึดแน่นได้โดยใช้ค าสั่ง Fixed Support 

ที่ขอบของรูเพลาในบริเวณ A และให้โมเมนต์กระท าที่ขอบด้านนอกของทรงกระบอกโดยใช้ค าสั่ง 

Moment ในบริเวณ B ดังแสดงในรูปที่ 2.7 

 

รูปที่ 2.7 การก าหนดเงื่อนไขขอบเขตและการให้ภาระกระท ากับทรงกระบอกเฟือง 
 

2.3.5 ผลลัพธ์และการเก็บค่าการเสียรูป (Result and Deformation) 
 เมื่อก าหนดเงื่อนไขขอบเขตและให้ภาระที่กระท ากับทรงกระบอกเฟืองและค านวณเรียบร้อย

แล้ว ต่อไปจะเป็นการเรียกดูผลลัพธ์ค่าต่างๆ ที่ เกิดขึ้นกับทรงกระบอกเฟือง เช่น ความเค้น 

ความเครียด ค่าการเสียรูป เป็นต้น โดยในงานวิจัยนี้จะเลือกเก็บค่าการเสียรูป (Deformation) เพ่ือ

จะน ามาหาค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง โดยเก็บค่าการเสียรูปที่ขอบของทรงกระบอก ซึ่ง

ในแบบที่สร้างในรูปที่ 2.8 คือในแนวแกน Y โดยใช้ค าสั่ง Deformation Y axis และเก็บค่าการเสีย

รูปโดยเลือกค่าที่มีขนาดการเสียรูปสูงสุด (Maximum Deformation) จะเห็นได้ว่าการเสียรูปใน

บริเวณสีแดงและสีน้ าเงินซึ่งเป็นบริเวณขอบด้านนอกของทรงกระบอกเฟืองจะมีขนาดการเสียรูปมาก

ที่สุด เนื่องจากเป็นบริเวณท่ีใกล้กับภาระท่ีกระท าที่สุด 
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รูปที่ 2.8 การเสียรูปของทรงกระบอกเฟืองในทิศทางแกน Y 
 

2.3.6 วิธีการค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอก 
 แรงที่กระท ากับทรงกระบอกเฟืองในแนวสัมผัสผิวทรงกระบอกหาได้จากความสัมพันธ์ของ

โมเมนต์ที่กระท ากับทรงกระบอกเฟืองและรัศมีของทรงกระบอกเฟืองดังสมการ 

M
F

r
=     (2.5) 

 โดยที่ F  คือ แรงที่กระท าในแนวสัมผัสทรงกระบอกเฟือง ( )N  

  M  คือ โมเมนต์ที่กระท ากับทรงกระบอกเฟือง ( )Nm  

  r  คือ รัศมีของทรงกระบอกเฟือง ( )m  

 

 ค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง หาได้จากความสัมพันธ์ของแรงและการเสียรูปดัง

สมการ 

C

F
k


=     (2.6) 

โดยที่ k  คือ ความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง ( )N/m  

C  คือ ค่าการเสียรูปสูงสุดของทรงกระบอกเฟืองในทิศทางสัมผัสผิวทรงกระบอก ( )m  
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2.4 การหาค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 
 

 ปัญหาการสัมผัสกันของฟันเฟืองเป็นปัญหาแบบเงื่อนไขขอบเขตไม่เชิงเส้น (Boundary 

Nonlinearity) จึงจ าเป็นต้องใช้ระเบียบวิธีท าซ้ าของนิวตัน-ราฟสันในการค านวณผลลัพธ์ จนกว่าจะ

เกิดการลู่เข้าของแรง ดังนั้นระยะเวลาในการค านวณ (Computational Time) จึงมากกว่าปัญหาเชิง

เส้น (Linear Problem) แบบทั่วไป ซึ่งสมมติฐานบางอย่างของเฟืองตรงที่ได้ตั้งไว้ในหัวข้อที่ 2.2 จะ

สามารถช่วยลดระยะเวลาในการค านวณลงและยังช่วยลดความซับซ้อนของปัญหาได้ ซึ่งรายละเอียด

ของสมมุติฐานและประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์กับปัญหาการสัมผัสกันของคู่เฟืองตรงกล่าว

ไดด้ังนี้ 
 

2.4.1 การจัดวางโมเดลของคูเ่ฟืองตรง 
 จากสมมติฐานการกระจายแรงตลอดหน้าฟันเป็นแบบสม่ าเสมอ จึงสามารถตั้งปัญหาที่

จ าลองการขบอัดกันของฟันเฟืองในสองมิติดังแสดงในรูปที่ 2.9 เพ่ือวิเคราะห์หาค่าความแข็งเกร็งของ

เฟืองได้ โดยก าหนดให้เฟืองมีเส้นผ่านศูนย์กลางของรูเฟืองขับและรูเฟืองตาม 1 2d d=  โดยการศึกษา

นี้ได้จัดวางชุดเฟืองให้เส้นแนวแรงกระท า (Line of Action) อยู่ในแนวดิ่ง (ทิศทางตามแกน Y) การ

จัดวางให้อยู่ในทิศทางเช่นนี้จะท าให้ค่าการเสียรูปที่ค านวณได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ใน

ทิศทาง Y อยู่ในทิศทางเดียวกับทิศทางเส้นแนวแรงกระท าตลอดเวลา เพ่ือความสะดวกในการเก็บค่า

และค านวณหาค่าความแข็งเกร็ง และง่ายต่อการน าไปวิเคราะห์ใช้กับปัญหาอื่นๆ 

 

รูปที่ 2.9 แผนภาพแสดงการจัดวางโมเดลของคู่เฟืองตรง 
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2.4.2 การสร้างและการประกอบโมเดลเฟืองตรงที่ต าแหน่งการขบต่างๆ 
 ในการศึกษาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของฟันเฟือง ณ ช่วงเวลา

ขณะใดขณะหนึ่ง (Quasi-Static) ท าได้โดยสร้างโมเดลจ าลองการขบกันของฟันเฟืองที่ต าแหน่งการ

ขบต่างๆ ในการศึกษานี้จึงเลือกใช้โปรแกรมส าเร็จรูป GearTrax2008 ที่ใช้ส าหรับสร้างโมเดลเฟือง

โดยเฉพาะ โดยโปรแกรมดังกล่าวสามารถสร้างโมเดลเฟืองที่สมจริงมีรูปร่างผิวเป็นโค้งอินโวลูต 

(Involute Curve) ดังแสดงในรูปที่ 2.10 

 

รูปที่ 2.10 โปรแกรมส าเร็จรูปส าหรับสร้างโมเดลเฟือง GearTrax2008 
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เมื่อสร้างโมเดลเฟืองตรงเสร็จแล้วจึงน ามาประกอบ (Assembly) เพ่ือจ าลองการขบกันของ

ฟันเฟืองที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ด้วยโปรแกรมการออกแบบ CATIA ดังแสดงในรูปที่ 2.11 เมื่อ

ก าหนดโมเดลเฟืองให้อยู่ในต าแหน่งการขบที่ต้องการแล้วจึงท าการบันทึกข้อมูลไฟล์เป็นสกุล . IGS 

และน าไปวิเคราะห์ต่อในโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS ต่อไป 

 

รูปที่ 2.11 การประกอบโมเดลของเฟืองตรงในโปรแกรมการออกแบบ CATIA 
 

2.4.3 การก าหนดคุณสมบัติของวัสดุ (Material Properties) 
 ในโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS นั้นมีฐานข้อมูลวัสดุต่างๆ ที่ใช้ในงานวิศวกรรมเป็นจ านวนมาก 

ในการตั้งค่าคุณสมบัติวัสดุสามารถท าได้ง่ายและสะดวกโดยการคลิกเลือกรายการวัสดุที่ตรงกับปัญหา

ที่จะพิจารณา ซึ่งในแต่ละรายการก็จะแสดงคุณสมบัติพ้ืนฐานของวัสดุไว้โดยสามารถพิมพ์เพ่ือ

เปลี่ยนแปลงเป็นค่าที่ต้องการได้ภายในช่องหลัก B หรือเปลี่ยนเป็นหน่วยที่ต้องการได้ในช่องหลัก C 

ดังแสดงในรูปที่ 2.12 โดยในการศึกษานี้ก าหนดให้เฟืองตรงมีคุณสมบัติของวัสดุเป็นเนื้อเดียวกัน 

(Homogeneous) ไอโซโทรปิก (Isotropic) คุณสมบัติยืดหยุ่น (Elastic) ตามกฎของฮุค และเลือกใช้

วัสดุ Structural Steel ที่มีค่าอัตราส่วนปัวซอง 0.3 และค่ายังโมดูลัส 200 GPa  
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รูปที่ 2.12 คุณสมบัติทางวิศวกรรมของ Structural Steel 
 

2.4.4 การเลือกลักษณะการสัมผัส (Connections Contact) 
 ปัญหาของแข็งที่อยู่ในสมดุลส่วนใหญ่มักจะเป็นในลักษณะวัตถุชิ้นเดียวที่วางอยู่บนจุดรองรับ

หรือถูกยึดติดแล้วมีแรงภายนอกมากระท า แต่ถ้าพิจารณาเป็นระบบของวัตถุที่มีการสัมผัสกัน ค าสั่ง

พวกนี้ถึงจะปรากฏขึ้น โดยผู้ใช้งานสามารถเลือกว่าวัตถุใดเป็นวัตถุที่ เข้าชนและวัตถุที่ ถูกชน 

นอกจากนี้ยังสามารถเลือกได้ว่าลักษณะการสัมผัสของผิววัตถุเป็นไปในลักษณะใดซึ่งรายละเอียดของ

แต่ละผิวสัมผัสสามารถกล่าวได้ดังนี้ 

Bonded ก าหนดให้ผิวสัมผัสของชิ้นส่วนที่ประกอบกันเชื่อมติดกัน และไม่

สามารถแยกจากกันหรือทับซ้อนกันได้ 

No Separation ก าหนดให้ผิวสัมผัสของชิ้นส่วนสามารถเลื่อนไถลได้ แต่ไม่สามารถ

แยกออกจากกันหรือทับซ้อนกันได้ 

Rough ก าหนดให้ผิวสัมผัสของชิ้นส่วนสามารถแยกออกจากกันได้แต่ไม่

สามารถเลื่อนไถลได้ 

Frictionless ก าหนดให้ผิวสัมผัสของชิ้นส่วนสามารถแยกออกจากกันหรือเลื่อน

ไถลได้ แต่ไม่ทับซ้อนกัน 
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Frictional ก าหนดให้ผิวสัมผัสของชิ้นส่วนสามารถแยกออกจากกันหรือเลื่อน

ไถลได้ถ้ามีแรงมากระท ามากกว่าแรงเสียดทานสถิต 

โดยการก าหนดรูปแบบลักษณะการสัมผัสแบบ Bonded และ No Separation ที่ก าหนดให้

ผิวสัมผัสเชื่อมติดกันจะท าให้พฤติกรรมโครงสร้างของวัตถุเป็นแบบเชิงเส้น (Linear) ส่วนในกรณีการ

สัมผัสอ่ืนๆ ที่ได้กล่าวมานอกเหนือจาก 2 ลักษณะนี้ พฤติกรรมโครงสร้างของวัตถุจะเป็นแบบไม่เชิง

เส้น (Non-linear) ซึ่งลักษณะของแต่ละผิวสัมผัสตามที่ได้กล่าวไว้ สามารถเขียนสรุปดังตารางที่ 2.2 

โดยกรณีผิวสัมผัสที่ถูกเชื่อมติดกันไม่สามารถแยกออกจากกันได้ หมายถึงช่องว่างระหว่างชิ้นส่วนปิด 

ส่วนกรณีท่ีผิวสามารถแยกออกจากกันได้หมายถึงช่องว่างเปิด 

 

ตารางที่ 2.2 ชนิดและพฤติกรรมของลักษณะการสัมผัสในแบบต่างๆ 
ลักษณะการสัมผัส ช่องว่างระหว่างชิ้นงาน ความสามารถการเลื่อนไถล 

Bonded ปิด ไม่สามารถ 
No Separation ปิด สามารถ , 0 =  

Rough เปิด ไม่สามารถ , 0 =  
Frictionless เปิด สามารถ , 0 =  
Frictional เปิด สามารถ , ถ้า 

Sliding FrictionF F  
 

เพ่ือจ าลองปัญหาฟันเฟืองที่ถูกขบอัดกัน ณ เวลาใกล้เคียงสภาวะหยุดนิ่ง โดยไม่พิจารณาผล

ของแรงเสียดทาน ในงานวิจัยนี้จึงได้เลือกให้ผิวสัมผัสบนหน้าฟันเฟืองเป็นแบบ Frictionless ซึ่งแสดง

ว่าผิวสัมผัสของชิ้นส่วนสามารถแยกออกจากกันหรือเลื่อนไถลได้ แต่ไม่ทับซ้อนกัน ดังแสดงในรูปที่ 

2.13 โดยเส้นสีแดงแสดงถึงวัตถุที่เข้าชน และเส้นสีน าเงินแสดงถึงวัตถุที่ถูกชน 
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รูปที่ 2.13 การก าหนดลักษณะการสัมผัส 
 

เพ่ือจัดให้โมเดลเฟืองทั้งคู่สัมผัสกันพอดี จึงเลือกให้โปรแกรมปรับโมเดลให้เกิดการสัมผัสโดย

ใช้ค าสั่ง Adjust to Touch และเนื่องจากปัญหาการสัมผัสของฟันเฟืองเป็นปัญหาแบบไม่เชิงเส้น 

ดังนั้นจึงต้องตั้งให้โปรแกรมมีการค านวณซ้ าโดยใช้ค าสั่ง Update Stiffness – Each Iteration และ

ค าสั่งอ่ืนๆ ตั้งค่าตามรูปที่ 2.14 

 

รูปที่ 2.14 การตั้งค่าโปรแกรมการเลือกลักษณะการสัมผัส 
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2.4.5 การแบ่งเอลิเมนต์ (Discretization) 
 หนึ่งในขั้นตอนของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่ส าคัญคือขั้นตอนการแบ่งเอลิเมนต์ ซึ่งใน

โปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS จะด าเนินการแบ่งเอลิเมนต์ให้ โดยอัตโนมัติเมื่อกดปุ่ม Mesh → 

Generate Mesh ยกตัวอย่างเช่น ถ้าปัญหาที่ต้องการวิเคราะห์เป็นปัญหาในสองมิติ โปรแกรมจะ

พยายามแบ่งโมเดลปัญหาเป็นเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมให้โดยอัตโนมัติ หรือถ้าโมเดลปัญหาที่น ามาวิเคราะห์

มีรูปร่างซับซ้อนไม่สามารถแบ่งเอลิเมนต์ในลักษณะดังกล่าวได้ โปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS จะ

แบ่งเป็นเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแทน ซึ่งในโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS ผู้ใช้สามารถควบคุมลักษณะการ

แบ่งเอลิเมนต์ได้พอสมควร โดยกดปุ่ม Mesh Control ก็จะมีตัวเลือกขึ้นมาให้ จากนั้นก็เลือกปรับได้

ตามต้องการ โดยทางเลือกในการควบคุมการแบ่งเอลิเมนต์ที่น่าสนใจ กล่าวพอสังเขปได้ดังนี้ 

Method ก าหนดว่าจะให้โปรแกรมแบ่งเอลิเมนต์รูปแบบไหน เช่น ทรงหก

หน้า, ทรงสี่หน้า, ทรงปริซึม ในกรณี 3 มิติ หรือ เอลิเมนต์สี่เหลี่ยม 

หรือสามเหลี่ยมในกรณี 2 มิติ 

Sizing ก าหนดขนาดของ Element บริเวณที่เลือก โดยอาจเลือกทั้งวัตถุ

หรือหรือเส้นก็ได้ 

Contact Sizing  ก าหนดขนาดของ Element เฉพาะบริเวณผิวสัมผัส 

Refinement ก าหนดให้แบ่ง Element ให้มีความละเอียดมากขึ้นบริเวณที่เลือก

อัตโนมัติ 

Inflation ก าหนดให้แบ่ง Element โดยสามารถขยายตัวตามรูปร่างของ

โมเดลจริงได้ 

เนื่องจากในการศึกษานี้ได้ตั้งสมมุติฐานให้การกระจายแรงตลอดหน้าฟันของเฟืองตรงเป็น

แบบสม่ าเสมอ จึงสามารถลดรูปปัญหาการสัมผัสกันของฟันเฟืองเป็นปัญหาความเครียดในระนาบ 

(Plain Strain) ในแบบสองมิติดังแสดงในรูปที่ 2.15 เนื่องจากเฟืองมีรูปร่างซับซ้อนและมีขนาดของเอ

ลิเมนต์ในแต่ละพ้ืนที่ของโมเดลแตกต่างกัน ท าให้การแบ่งเอลิเมนต์แบบสี่เหลี่ยมไม่สามารถกระท าได้ 

ดังนั้นในที่นี้จึงได้แบ่งเอลิเมนต์เป็นเอลิเมนต์แบบสามเหลี่ยมสามจุดต่อแบบ Plain Strain โดยใช้

ค าสั่ง Method 
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รูปที่ 2.15 การก าหนดโมเดลเป็นปัญหาความเครียดในระนาบ Plain Strain 
 

การแบ่งเอลิ เมนต์ของคู่ เฟืองตรงจะแบ่งแบบ All Triangles ท าให้ เอลิ เมนต์ เป็นรูป

สามเหลี่ยมทั้งหมดดังรูปที่ 2.16ก และเพ่ือเพ่ิมความละเอียดในการค านวณจะเพ่ิมจ านวนเอลิเมนต์ใน

ส่วนที่สัมผัสกันของฟันเฟืองให้มากขึ้น โดยในตัวอย่างนี้ก าหนดขนาดเอลิเมนต์ตรงบริเวณผิวที่

ฟันเฟืองสัมผัสกันมีขนาดประมาณ -65×10  m  ซึ่งถือว่าเพียงพอกับขนาดของเฟืองในตัวอย่างนี้ โดย

ในตัวอย่างนี้จะใช้ชุดเฟืองที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์ 90 mm  ดังแสดงในรูปที่ 2.16ข 

   

 (ก)    (ข)  
(ก) เอลิเมนต์รูปสามเหลี่ยมทั้งหมดของคู่เฟือง (ข) เอลิเมนต์บริเวณผิวที่ฟันเฟืองสัมผัสกัน 

รูปที่ 2.16 การแบ่งเอลิเมนต์แบบรูปสามเหลี่ยม 
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2.4.6 การก าหนดเงื่อนไขขอบเขตของปัญหา (Boundary Conditions) 
 ในการแก้ปัญ หาของแข็ งมี ความจ าเป็ นต้องก าหนดเงื่อน ไขขอบเขต (Boundary 

Conditions) ซึ่งการก าหนดจุดรองรับบนวัตถุก็เป็นรูปแบบหนึ่งโดยก าหนดค่าเคลื่อนตัวที่จุดต่อ 

(Node) ในระบบสมการรวม รูปแบบจุดรองรับที่สามารถเลือกได้ กล่าวได้พอสังเขปดังนี้ 

Fixed Support  ก าหนดบริเวณท่ีเลือกไม่สามารถเคลื่อนที่ได้ทุกองศาอิสระ 

Displacement ก าหนดให้บริเวณที่เลือกไม่สามารถเคลื่อนที่ได้ในองศาอิสระที่

เลือก 

Frictionless Support ก าหนดให้บริเวณท่ีเลือกไม่สามารถเคลื่อนที่ได้ในแนวตั้งฉากกับ

พ้ืนผิว 

ในปัญหานี้ เพ่ือจ าลองการขบอัดกันของฟันเฟืองตรงจึงก าหนด Frictionless Support ที่

ขอบรูเพลาของเฟืองขับ (เฟืองด้านขวา) ยกเว้นในบริเวณร่องลิ่มทั้งสอง ซึ่งจะท าให้บริเวณที่ก าหนด

ไม่สามารถเคลื่อนที่ในทิศทางรัศมีแกนเพลา แต่เคลื่อนที่ในทิศทางเส้นสัมผัสกับขอบของรูเพลาได้ 

และเนื่องจากเฟืองหมุนด้วยความเร็วต่ า จึงก าหนด Fixed Support ที่ขอบรูเพลาของเฟืองตาม 

(เฟืองด้านซ้าย) ซึ่งท าให้บริเวณที่ก าหนดนั้นไม่สามารถเคลื่อนที่ในทิศทางใดๆ  ได้ดังแสดงรูปขยาย

เน้นส่วนจุดรองรับของปัญหาในรูปที่ 2.17 

 

รูปที่ 2.17 จุดรองรับที่ก าหนดในปัญหา 
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เพ่ือก าหนดจุดรองรับปัญหาการสัมผัสกันของเฟืองในโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS ในที่นี้จึง

ก าหนดจุดรองรับตามปัญหาดังกล่าวโดยติดตั้งจุดรองรับแบบ Fixed Support (แถบ A) ที่ผิวรูเพลา

ของเฟืองตาม และก าหนดจุดรองรับแบบ Frictionless Support (แถบ B) ที่ผิวรูเพลาของเฟืองขับ

ยกเว้นในบริเวณร่องลิ่มทั้งสอง โดยแสดงขอบที่ก าหนดจุดรองรับตามที่กล่าว โดยแสดงเน้นเป็นเส้นสี

ม่วงดังรูปที่ 2.18 

 

รูปที่ 2.18 การก าหนดเงื่อนไขขอบเขตของปัญหาเฟืองตรง 
 

2.4.7 การเลือกรูปแบบภาระ (Loads) 
การก าหนดเงื่อนไขขอบเขตนอกจากรูปแบบรองรับแล้ว อีกวิธีที่ เหลือก็คือการก าหนด

รูปแบบภาระ รูปแบบภาระท่ีสามารถก าหนดได้ในโปรแกรม สามารถกล่าวได้พอสังเขปดังนี้ 

Pressure  ก าหนดให้บริเวณท่ีเลือกมีความดันกระท า 

Force   ก าหนดให้บริเวณท่ีเลือกถูกแรงกระท า 

Moment  ก าหนดให้บริเวณท่ีเลือกมีโมเมนต์กระท า 

เนื่องจากในการศึกษาการสัมผัสกันของเฟืองตรงได้พิจารณาให้เป็นปัญหาแบบสองมิติ ดังนั้น

ในที่นี้จึงได้ใส่แรงต่อหนึ่งหน่วยความยาวที่มีขนาดสมมูลกับแรงบิดที่ต าแหน่งร่องลิ่มทั้งสองของเฟือง
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ตาม การใส่แรงของปัญหาแสดงในรูปที่ 2.19ก โดยแรงกระจายที่ใส่มีขนาดเท่ากันคือ 1w  และ 2w  

ที่ขอบของร่องลิ่มทั้งสอง ซึ่งมีระยะจากแกนรูเพลาของเฟืองขับถึงต าแหน่งก่ึงกลางของร่องลิ่ม r  การ

ค านวณแรงที่ใส่แสดงได้ดังต่อไปนี้ 

ก าหนดให้เฟืองขับมีแรงบิด 250 N-m กระท า แรงบิดนี้มีค่าเทียบเท่ากับผลคูณของแรง

สมมูลที่กระท าที่ร่องลิ่มกับระยะห่างระหว่างแรงทั้งสอง ซึ่งวัดจากกึ่งกลางของร่องลิ่มหนึ่งไปยังอีกร่อง

ลิ่มหนึ่ง ซึ่งส าหรับเฟืองในรูปที่ 2.19ก ระยะนี้เท่ากับ 32 mm จากความสัมพันธ์นี้จะสามารถหา

ขนาดแรงสมมูลได้จากสมการ 

-3

250 .
7812.5

32 10

 N m
F  N

r  m


= = =


    

 แรงสมมูลที่ค านวณข้างต้น เป็นแรงรวมที่กระท าบนพ้ืนที่รับแรงของร่องลิ่ม เนื่องจาก

พิจารณาปัญหาเป็นแบบ 2 มิติ ท าให้แรงที่ใส่เข้าไปในโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS เป็นแรงต่อความ

ยาวร่องลิ่ม ซึ่งค านวณได้จากการน าเอาแรงสมมูลหารด้วยความกว้างหน้าฟันของเฟือง หากสมมุติให้

ความกว้างหน้าฟันมีค่า 20 mm จะสามารถค านวณได้จากสมการ 

1 2 -3

7812.5
390625 /

20 10

 N
w w  N m

 m
= = =


   

แรงต่อความยาวที่ค านวณได้จะถูกใส่ลงในโปรแกรมด้วยค าสั่ง Force ที่ต าแหน่งขอบของ

ร่องลิ่มของรูเฟืองขับ (แถบ C และ D) ดังแสดงขอบผิวที่ใส่แรงกระท าโดยเน้นขอบด้วยเส้นหนาในรูป

ที่ 2.19ข 

  

(ก) การให้แรงกระจายบนร่องลิ่ม (ข) การให้แรงกระจายบนร่องลิ่มในโปรแกรม 
รูปที่ 2.19 แรงกระจายบนขอบร่องลิ่มทั้งสองที่ก าหนดในปัญหา 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 45 

2.4.8 การเรียกดูผลลัพธ์การเสียรูป (Results) 
 เมื่อค านวณด้วยโปรแกรมเสร็จสิ้นแล้วจะสามารถเรียกดูผลลัพธ์ต่างๆ ได้แก่ ความเค้น 

ความเครียด หรือการเสียรูปในทิศทางต่างๆ ได้ ในการค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟืองจะต้องเก็บ

ค่าการเสียรูปในแนวเส้นแรงกระท า ซึ่งตรงกับแนวแกน Y พอดี โดยแสดงผลการค านวณความเค้น

รวมในแนวแกน Y บนพ้ืนที่สัมผัส ซึ่งมีค่าเท่ากับแรงในแนว line of action ดังรูปที่ 2.20(ก) และการ

เสียรูปของเฟืองดังรูปที่ 2.20(ข)-2.20(ง) บริเวณสีน้ าเงินในรูปซึ่งเกิดที่ฟันของเฟืองขับเป็นต าแหน่งที่

มีการเสียรูปมากที่สุด ส่วนบริเวณสีแดงมีการเสียรูปน้อยที่สุด 

     

(ก) ความเค้นในแนว line of action (ข) การเสียรูปของคู่เฟือง 
 

    

(ค) การเสียรูปของเฟืองตาม (ง) การเสียรูปของฟันเฟืองตาม 
รูปที่ 2.20 ผลลัพธ์ความเค้นและการเสียรูปของเฟืองในรูปของเฉดสี 
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รูปที่ 2.21 แสดงค่าการเสียรูปในแนวแกน Y ของบริเวณที่ฟันเฟืองสัมผัสกัน จากจุดที่ 1 ถึง

จุดที่ 2 โดยตัวอย่างในรูปแสดงค่าการเสียรูปมากที่สุด -51.207×10  m  ค่านี้จะน าไปค านวณหาค่า

ความแข็งเกร็งในหัวข้อถัดไป 

 

 

รูปที่ 2.21 การเสียรูปบริเวณขอบที่เกิดการสัมผัสและค่าการเสียรูปตามแนวแกน Y 
 

2.4.9 วิธีการหาค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงกรณีฟันเฟืองขบกัน 1 คู่ 
ค่าการเสียรูปที่อ่านได้จากโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS เป็นการเสียรูปของเฟืองแค่ตัวเดียว

เท่านั้น ดังนั้นค่าความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จึงเป็นของเฟืองขับหรือตามตัวใดตัวหนึ่งเท่านั้น อย่างไรก็

ตามในการขบกันของคู่เฟือง เฟืองทั้งคู่จะมีการเสียรูป ค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองจึงต้องเป็น

ผลรวมของความแข็งเกร็งของทั้งเฟืองขับและเฟืองตาม ซึ่งอาจพิจารณาได้เช่นเดียวกับการต่อสปริง

อนุกรมกันดังแสดงในรูปที่ 2.22 
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รูปที่ 2.22 โมเดลสปริงแสดงลักษณะการขบกันของเฟืองขับและเฟืองตาม 
 

ค่าเคลื่อนตัวที่ค านวณออกมาได้เมื่อเทียบกับกรณีโมเดลสปริงคือค่า 1x  และ 2x  แต่

เนื่องจากค่า 2x  เป็นผลจากการเสียรูปของทั้งสปริงขับและสปริงตาม ดังนั้นในการศึกษานี้จึงท าการ

อ่านค่าเคลื่อนตัวของสปริงตาม 1x  (ค่าเคลื่อนตัวของจุดสีขาว) ซึ่งเป็น ค่ายุบตัวของสปริงจริงๆ เพ่ือ

ค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตาม หลังจากนั้นจึงค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองขับและ

เฟืองตามโดยพิจารณาให้ค่าความแข็งเกร็งของเฟืองขับในต าแหน่งเดียวกันกับเฟืองตามมีค่าเท่ากับค่า

ความแข็งเกร็งของเฟืองตาม เนื่องจากในที่นี้ก าหนดให้เฟืองมีอัตราทด 1 : 1 เฟืองขับจึงมีขนาด

เท่ากับเฟืองตาม โดยการค านวณจะตั้งค่าโปรแกรมให้เกิดการสัมผัสเพียงแค่หนึ่งคู่ฟัน และท าการเก็บ

ค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตามตั้งแต่เริ่มการขบจนกระทั่งสิ้นสุดการขบ 

ค่าการเสียรูปตามแนวแกน ( )Y x  อ่านได้จากการค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์

จะน ามาหาค่าความแข็งเกร็ง ( )k  ได้ดังสมการ 

1

Driven

F
k

x
=     (2.7) 

โดยที ่ 1x  คือ ขนาดของค่าเคลื่อนตัวที่ผิวสัมผัสของเฟืองตามในแนวแกน Y ที่อ่านค่าได้จาก

 โปรแกรม ANSYS ( )m  

 F  คือ ขนาดของแรงที่สมมูลกับแรงบิดที่กระท ากับชุดเฟืองในแนว LOA ( )N  

 

จากขั้นตอนดังกล่าวสามารถหาค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตาม Drivenk  ได้ ค่านี้จะมีค่า

เท่ากับค่าความแข็งเกร็งของเฟืองขับ 
Drivingk  ที่ต าแหน่งเดียวกันบนฟันเฟือง ค่าความแข็งเกร็งของคู่
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เฟืองในทุกๆ ต าแหน่งการขบ ตั้งแต่ต าแหน่งเริ่มต้นขบ ซึ่งโคนของเฟืองขับจะสัมผัสกับปลายของ

เฟืองตาม จนถึงสิ้นสุดการขบเมื่อปลายฟันของเฟืองขับจะสัมผัสกับโคนฟันของเฟืองตาม สามารถหา

ได้จากการต่ออนุกรมค่าความแข็งเกร็งของเฟืองขับและเฟืองตามดังสมการ 

Driving Driven

Gear Pair

Driven Driving

k k
k

k k


=

+
   (2.8) 

 

2.5 การหาค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง 
 

 การหาค่าความแข็งเกร็งในหัวข้อที่แล้วเป็นการหาค่าความแข็งเกร็งของทั้งคู่เฟือง หาก

ต้องการหาค่าความแข็งเกร็งเฉพาะคู่ฟันเฟืองก็สามารถหาได้โดยตัดความแข็งเกร็งในส่วนของ

ทรงกระบอกเฟืองออก ท าให้เหลือความแข็งเกร็งในส่วนของฟันเฟือง 2 ส่วน คือ ความแข็งเกร็ง

เนื่องจากการสัมผัสกันของฟันเฟือง ( )Mk  และความแข็งเกร็งเนื่องจากการดัดโค้งของฟันเฟือง 

( )Tk  ดังแสดงในรูปที่ 2.23 

 

รูปที่ 2.23 ลักษณะความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง 
 

ค่าความแข็งเกร็งของฟันเฟืองขับหรือเฟืองตามในกรณีที่ไม่คิดค่าความแข็งเกร็งจากการเสีย

รูปของทรงกระบอกเฟือง (Cylinder Gear Stiffness) Ck  สามารถหาได้จากสมการ 

    

1 1 1

Tooth Driving or Driven Driving or Driven Ck k k
= −   (2.9) 
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2.6 สรุป 
 

 บทนี้กล่าวถึงการหาความแข็งเกร็งในแต่ละส่วนของเฟืองตรงด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

ได้แก่ ความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง และความแข็งเกร็งของคู่เฟือง โดยเริ่มอธิบายจากการตั้ง

ค่าต่างๆ ในโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS เช่น การก าหนดลักษณะของปัญหา การตั้งสมมติฐาน การ

แบ่งเอลิเมนต์ การก าหนดเงื่อนไขขอบเขตของปัญหา การให้ภาระกระท า และการเรียกดูผลลัพธ์ ซึ่ง

การตั้งค่าเหล่านี้สามารถช่วยลดความซับซ้อนของปัญหาและช่วยลดระยะเวลาในการค านวณลง 

ส าหรับความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองสามารถหาได้จากสมการที่ (2.8) โดยใช้ค่าความแข็งเกร็งของคู่

เฟืองและค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง 
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บทที่ 3 
ผลการค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรงจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

 

 ในบทนี้จะแสดงถึงผลการค านวณค่าความแข็งเกร็งในส่วนทรงกระบอกเฟือง ค่าความแข็ง

เกร็งของคู่เฟือง และค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง ซึ่งจะแสดงผลลัพธ์ในรูปแบบความสัมพันธ์ของ

ผลพารามิเตอร์ทางเรขาคณิตของเฟืองต่อค่าความแข็งเกร็ง ผลลัพธ์ที่ได้จากความสัมพันธ์ดังกล่าวจะ

น าไปใช้เป็นข้อมูลในการสร้างสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง ซึ่ง

จะอธิบายในบทต่อไป 

 

3.1 พารามิเตอร์ของชุดเฟืองตรงท่ีใช้ในการค านวณ 
 

ผลของพารามิเตอร์รูปร่างต่างๆ ต่อค่าความแข็งเกร็งของเฟือง ทราบได้โดยเปรียบเทียบค่า

ความแข็งเกร็งของชุดเฟืองที่มีพารามิเตอร์ต่างๆ กัน จ านวน  8 ชุด โดยชุดเฟืองทั้งหมดมีอัตราทด    

1 : 1 ดังแสดงในตารางที่ 3.1 และรัศมีโคนฟันของเฟืองดังแสดงในรูปที่ 3.1 ซึ่งค านวณได้จาก

โปรแกรมออกแบบเฟือง GearTrax2008 ผลของโมดูลต่อความแข็งเกร็งจะทราบได้จากการ

เปรียบเทียบชุดเฟือง A B C และ D ซึ่งมีค่าโมดูลต่างกันแต่พารามิเตอร์อ่ืนเท่ากัน ส่วนผลของมุมกด

ต่อความแข็งเกร็งจะทราบได้จากการเปรียบเทียบชุดเฟือง A E และ F ซึ่งมีมุมกดต่างกันแต่

พารามิเตอร์อ่ืนมีค่าเท่ากัน และผลของจ านวนฟันต่อความแข็งเกร็งจะทราบได้จากการเปรียบเทียบ

ชุดเฟือง B G และ H ซึ่ งมีจ านวนฟันต่างกันแต่พารามิ เตอร์ อ่ืนมีค่าเท่ากัน นอกจากนี้ยังมี

ผลเปรียบเทียบความแข็งเกร็งในกรณีนี้ของเฟืองที่มีโมดูลต่างกันแต่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์

เท่ากันโดยการเปรียบเทียบชุดเฟือง A กับชุดเฟือง G และชุดเฟือง B กับชุดเฟือง H 
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ตารางที่ 3.1 พารามิเตอร์ของชุดเฟืองตรงที่ใช้ในการค านวณ 

พารามิเตอร์
ของเฟือง 

ชุดเฟืองที่ใช้ค านวณ 

A B C D E F G H 

จ านวนฟัน 
(ซี่) 

30 30 30 30 30 30 45 60 

โมดูล (mm) 3 2 4 5 3 3 2 2 

มุมกด 
(องศา) 

20 20 20 20 14.5 25 20 20 

ความกว้าง
หน้าฟัน 
(mm) 

20 20 20 20 20 20 20 20 

อัตราทด 1 : 1 1 : 1 1 : 1 1 : 1 1 : 1 1 : 1 1 : 1 1 : 1 

รัศมีโคนฟัน 
(mm) 

41.35 27.55 55.15 68.95 41.35 41.25 42.55 57.55 

รัศมีรูเพลา 
(mm) 

15 15 15 15 15 15 15 15 

Contact 
Ratio 

1.654 1.654 1.654 1.654 1.947 1.474 1.736 1.785 

ระยะการขบ 
(mm) 

14.644 9.763 19.526 24.407 17.762 12.588 10.249 10.537 

อัตราส่วนปัว
ซอง 

0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 

ค่ายังโมดูลัส 
(GPa) 

200 200 200 200 200 200 200 200 
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รูปที่ 3.1 พารามิเตอร์วงกลมพิตซ์ วงกลมฐาน และวงกลมโคนฟันของเฟืองตรง 
 

3.2 ผลการค านวณค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง 
 

 ผลการค านวณค่าความแข็งเกร็งในส่วนของทรงกระบอกเฟืองของชุดเฟืองต่างๆ จะ

ก าหนดให้แรงกระท าที่ขอบของทรงกระบอกเฟืองทุกชุดมีค่าเท่ากัน ซึ่งท าให้แรงบิดที่กระท ากับเฟือง

ในแต่ละชุดจะมีค่าไม่เท่ากัน เนื่องจากทรงกระบอกเฟืองแต่ละชุดมีขนาดต่างกัน ในที่นี้จะยกตัวอย่าง

การค านวณแรงที่กระท าของชุดเฟือง A ซึ่งมีรัศมีขอบด้านนอกของทรงกระบอกเฟืองเท่ากับ 

41.35r  mm=  และให้แรงบิดกระท ากับทรงกระบอกเฟือง A เท่ากับ 250 Nm  โดยแรงกระท าที่

ขอบด้านนอกของทรงกระบอกเฟืองสามารถค านวณได้จากสมการ 

 

250
5912.10

41.35

A

A

 Nm
F  N

r  mm


= = =  

 

โดยที่ 
A  คือ แรงบิดที่กระท ากับทรงกระบอกของชุดเฟือง A 

Ar  คือ รัศมีขอบด้านนอกของทรงกระบอกของชุดเฟือง A 
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เมื่อได้ค่าแรงที่กระท ากับทรงกระบอกเฟืองแล้ว สามารถค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของ

ทรงกระบอกเฟืองจากความสัมพันธ์ของแรงและค่าการเสียรูปในแนวเส้นสัมผัสทรงกระบอกที่ค านวณ

ได้จากโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS จากสมการ 

C

C

F
k


=     (3.1) 

โดยที่ Ck  คือ ค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง (N/m) 

 

 ค่าการเสียรูปของทรงกระบอกเฟืองของเฟืองและค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง

ของเฟืองแต่ละชุดเมื่อให้ภาระในแนวเส้นแรงกระท า 5912.10 N  เท่ากันทุกชุดดังตารางที่ 3.2 

 

ตารางที่ 3.2 ค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง 
Model Root Radius (mm) Deformation Y axis 

( m ) 
Stiffness of Cylinder 

(MN/m) 
A 41.35 2.02 2931.14 
B 27.55 0.73 8149.00 
C 55.15 3.82 1548.97 
D 68.95 6.13 965.24 
E 41.35 2.02 2931.14 
F 41.25 2.01 2947.50 
G 42.55 2.15 2745.98 
H 57.55 4.20 1409.19 

 

จะเห็นได้ว่าค่าการเสียรูปในแนวแกน Y ของทรงกระบอกเฟืองของชุดเฟืองที่มีเส้นผ่าน

ศูนย์กลางน้อยจะมีค่าน้อยกว่าค่าการเสียรูปของทรงกระบอกเฟืองของชุดเฟืองที่มีเส้นผ่านศูนย์กลาง

มาก ส่งผลให้ค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองของชุดเฟืองที่มีเส้นผ่านศูนย์กลางน้อยมีค่า

มากกว่าค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองของชุดเฟืองที่มีเส้นผ่านศูนย์กลางมาก 
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3.3 ผลการค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟือง 
 

 การค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองของชุดเฟืองต่างๆ จะก าหนดให้แรงกระท าท่ีเส้นแนว

แรงกระท าเท่ากันทุกชุดเฟืองโดยมีค่าเท่ากับ 5912.10 N  เช่นเดียวกับค่าที่ใช้ค านวณในกรณีของ

ทรงกระบอกเฟือง แต่การให้แรงบิดที่กระท ากับคู่เฟืองในแต่ละชุดเฟืองจะมีค่าไม่เท่ากัน โดย

รายละเอียดของผลทั้งหมดกล่าวได้ดังนี้ 

 

3.3.1 ผลการค านวณความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงกรณีฟันเฟืองขบกัน 1 คู่ฟัน 
 ผลการค านวณค่าความแข็งเกร็งที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของคู่เฟือง A แสดงในรูปที่ 3.2 โดย

ต าแหน่งการขบ n ในรูปเป็นอัตราส่วนระหว่างระยะจากจุดสัมผัสถึงจุดพิตซ์บนเส้นแนวแรงกระท า

ต่อระยะ base pitch ดังสมการ 

𝑛 =
ระยะจากจดุสัมผัสถึงจุดพิตซ์บนเส้นแนวแรงกระท า

𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑝𝑖𝑐𝑡ℎ
  (3.2) 

 

 เมื่อได้ค่าการเสียรูปของเฟืองตามที่ค านวณได้จากโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS สามารถน ามา

ค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตาม โดยค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตามที่ต าแหน่งเริ่มขบจะมี

ค่าน้อยเนื่องจากต าแหน่งเริ่มขบจะขบที่ปลายฟันซึ่งมีความหนาน้อย ค่าความแข็งเกร็งจะมีค่าเพ่ิม

มากข้ึนเรื่อยๆ เนื่องจากความหนาของฟันส่วนที่ขบมีค่ามากข้ึนจนมีค่ามากท่ีสุดในต าแหน่งสิ้นสุดการ

ขบที่โคนฟันของเฟืองตาม และเนื่องจากคู่เฟืองมีอัตราทด 1 : 1 ค่าความแข็งเกร็งของเฟืองขับจะมีค่า

เท่ากับค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตามในต าแหน่งการขบเดียวกัน โดยเฟืองขับจะเริ่มสัมผัสที่โคนฟัน

และสิ้นสุดการขบที่ปลายฟัน ดังนั้น ลักษณะของกราฟความแข็งเกร็งเกร็งของเฟืองขับและเฟืองตาม

จึงเหมือนกันเพียงแค่กลับด้านเท่านั้น เมื่อน าค่าความแข็งเกร็งของเฟืองทั้ง 2 มาต่อกันแบบอนุกรมจะ

ได้ค่าความแข็งเกร็งรวมของคู่เฟืองดังแสดงด้วยเส้นกราฟที่มีจุดทึบในรูป 
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รูปที่ 3.2 ความแข็งเกร็งของเฟืองขับ เฟืองตาม และคู่เฟืองในต าแหน่งการขบต่างๆ 
 

3.3.2 ผลของมุมกดต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง 
ค่าของมุมกดจะส่งผลต่อรูปร่างของเฟือง โดยเมื่อเฟืองมีมุมกดมากขึ้นซี่ฟันจะแหลมขึ้นดัง

แสดงในรูปที่ 3.3 และส าหรับผลของมุมกดสามารถทราบได้โดยเปรียบเทียบชุดเฟือง E A และ F ซึ่งมี

มุมกด 14.5, 20 และ 25 ตามล าดับ 

 

รูปที่ 3.3 รูปร่างฟันเฟืองที่มีมุมกดค่าต่างๆ [13] 
 

รูปที่ 3.4 แสดงค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่มีมุมกดต่างๆ กัน โดยจะเห็นได้ว่าเฟืองที่มีมุม

กดน้อยจะมีค่าความแข็งเกร็งน้อยกว่าเฟืองที่มีมุมกดมากกว่า ซึ่งสอดคล้องกับลักษณะของฟันเฟือง ที่

ฟันของเฟืองที่มีมุมกดน้อยจะมีลักษณะรูปร่างเรียวกว่าฟันของเฟืองที่มีมุมกดมาก ส าหรับระยะการ

ขบของคู่เฟืองแต่ละคู่จะแตกต่างกัน โดยคู่เฟืองที่มีมุมกดน้อยจะมีระยะการขบมากกว่าเฟืองที่มีมุมกด
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มาก ซึ่งสอดคล้องกับผลการศึกษาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่มีมุมกดต่างกันของงานวิจัย H. 

Sachidananda [20] 

 

รูปที่ 3.4 ค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่มีมุมกดต่างกันที่ต าแหน่งการขบต่างๆ 
 

3.3.3 ผลของจ านวนฟันต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง 
 เฟืองตรงที่มีค่าโมดูลเท่ากันแต่มีจ านวณฟันต่างกัน จะมีเส้นผ่านศูนย์กลางของเฟืองต่างกัน 

โดยเฟืองที่มีจ านวนฟันมากกว่าก็จะมีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางเฟืองใหญ่กว่า ส่วนเฟืองที่มีจ านวนฟัน

น้อยกว่าก็จะมีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางเฟืองน้อยกว่าดังแสดงในรูปที่ 3.5 

 

รูปที่ 3.5 เฟืองที่มีโมดูลเท่ากันแต่มีจ านวนฟันต่างกัน [21] 
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 โดยความสัมพันธ์ของจ านวนฟันกับเส้นผ่านศูนย์กลางและโมดูลแสดงดังสมการ 

d m z=      (3.3) 

โดย d  คือ เส้นผ่านศูนย์กลางของเฟืองที่ต าแหน่งพิตซ์ 

 m  คือ โมดูล 

 z  คือ จ านวนฟัน 

 

เมื่อเปรียบเทียบค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง B G และ H ที่มีจ านวนฟันต่างกันแต่มีขนาด

โมดูลและมุมกดเท่ากันดังแสดงในรูปที่ 3.6 พบว่าชุดเฟือง H ที่มีจ านวนฟันมากที่สุดจะมีค่าความแข็ง

เกร็งน้อยกว่าชุดเฟือง B และ G ที่มีจ านวนฟันน้อยกว่า และชุดเฟือง B ที่มีจ านวนฟันน้อยที่สุดจะมี

ค่าความแข็งเกร็งมากที่สุด ซึ่งสอดคล้องกับผลการศึกษาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่มีจ านวนฟัน

ต่างกันของงานวิจัย Y. Afework และ T. Tesfaye [6] 

 

รูปที่ 3.6 ค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่มีจ านวนฟันต่างกันที่ต าแหน่งการขบต่างๆ 
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3.3.4 ผลของโมดูลต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง 
 ค่าของโมดูลจะส่งผลต่อทั้งขนาดของฟันเฟืองและขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางของเฟือง โดยเมื่อ

โมดูลมีค่าเพ่ิมข้ึน เฟืองจะมีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางใหญ่ขึ้นตามสมการที่ 3.2 และขนาดของซี่ฟันก็จะ

มีขนาดใหญ่ขึ้นเช่นกัน ดังรูปที่ 3.7 

 

 

รูปที่ 3.7 ฟันเฟืองที่มีขนาดโมดูลต่างกัน [21] 
 

เมื่อเปรียบเทียบค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟืองที่มีจ านวนฟันและมุมกดเท่ากันแต่มีขนาด

โมดูลแตกต่างกันของชุดเฟือง B A C และ D ที่มีโมดูลจาก 2 3 4 และ 5 ตามล าดับดังแสดงในรูปที่ 

3.8 จะเห็นว่าชุดเฟือง D ที่มีขนาดโมดูลใหญ่ที่สุดจะมีค่าความแข็งเกร็งน้อยที่สุด ส่วนชุดเฟือง B ที่มี

โมดูลเล็กที่สุดจะมีค่าความแข็งเกร็งมากที่สุด ซึ่งสอดคล้องกับผลการศึกษาความแข็งเกร็งของเฟือง

ตรงที่มีโมดูลต่างกันของงานวิจัย A. D. Tsolakis [16] 

 

รูปที่ 3.8 ค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่มีโมดูลต่างกันที่ต าแหน่งการขบต่างๆ 
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3.3.5 ความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์เท่ากันแต่โมดูลต่างกัน 
รูปที่ 3.9 แสดงการเปรียบเทียบค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟืองที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางวงกลมพิตซ์

เท่ากันแต่มีขนาดโมดูลต่างกัน โดยชุดเฟืองเฟือง A และ G จะมีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์ 90 มม. 

เท่ากันแต่โมดูลของเฟือง A จะใหญ่กว่าเฟือง G ส่วนชุดเฟือง C และ H จะมีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลาง

พิตซ์ 120 มม. เท่ากันแต่โมดูลของเฟือง C จะใหญ่กว่าเฟือง H ผลที่ได้พบว่าเฟืองที่มีขนาดเส้นผ่าน

ศูนย์กลางพิตซ์เท่ากันจะมีค่าความแข็งเกร็งใกล้เคียงกันแม้ว่าจะมีขนาดโมดูลต่างกันก็ตาม และชุด

เฟืองที่ขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางมากจะมีการเสียรูปจากการดัดโค้งมากว่า จึงมีค่าความแข็งเกร็งน้อย

กว่า ซึ่งสอดคล้องกับผลการศึกษาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่มีรูเพลาต่างกันของงานวิจัย X. Liang 

[19] 

 

รูปที่ 3.9 ความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์เท่ากันแต่โมดูลต่างกัน 
 

 

 

 

 

 

120 mm

90 mm

0

50

100

150

200

250

300

350

-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

St
if

fn
es

s 
(M

N
/m

)

n

Model A Model C Model G Model H



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 60 

3.4 ผลการค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง 
 

 ผลในหัวข้อที่แล้วเป็นผลความแข็งเกร็งของคู่เฟืองซึ่งรวมทั้งผลส่วนที่เป็นทรงกระบอกเฟือง

และฟันเฟือง ความแข็งเกร็งเฉพาะส่วนฟันเฟืองสามารถหาได้โดยไม่พิจารณาผลความแข็งเกร็งใน

ส่วนที่เป็นทรงกระบอกของเฟือง โดยการพิจารณาค่าความแข็งเกร็งเฉพาะส่วน จะท าให้วิเคราะห์ผล

ของพารามิเตอร์ต่างๆ ที่ส่งผลต่อความแข็งเกร็งของคู่เฟืองได้ชัดเจนยิ่งขึ้น ซึ่งค านวณได้จากสมการที่

ได้กล่าวไว้ในบทที่ 2 และน ามาแสดงไว้อีกครั้งดังนี้ 

Driven C
Tooth Driven

C Driven

k k
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−
   (3.4) 

 

3.4.1 ผลของมุมกดต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง 
 ผลของมุมกดต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองแสดงในรูปที่ 3.10 เมื่อเปรียบเทียบกับค่า

ความแข็งเกร็งของคู่เฟืองในรูปที่ 3.4 จะเห็นได้ว่าค่าความแข็งเกร็งรวมของคู่ฟันเฟืองจะมีค่ามากกว่า

ค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟือง ความแตกต่างของค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟืองที่มีมุมกดต่างๆ จะมีค่า

มากกว่าในกรณีค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟือง ในกรณีนี้เฟืองทั้ง 3 ชุดมีจ านวนฟันและโมดูลเท่ากัน ท า

ให้เส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์ของเฟืองทั้ง 3 ชุดมีค่าเท่ากัน ดังนั้นแนวโน้มของค่าความแข็งเกร็งที่มุมกด

ต่างๆ จึงยังคงเหมือนกับกรณีความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่แสดงในรูปที่ 3.4 

 

รูปที่ 3.10 ผลของมุมกดต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง 
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3.4.2 ผลของจ านวนฟันต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง 
 ผลของจ านวนฟันต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองดังแสดงในรูปที่ 3.11 เมื่อเปรียบเทียบ

กับผลของจ านวนฟันต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองในรูปที่ 3.6 จะเห็นได้ว่าเมื่อไม่น าค่าความแข็ง

เกร็งจากการเสียรูปของทรงกระบอกเฟืองมารวม ค่าความแข็งเกร็งของเฟืองทั้ง 3 ชุดจะมีค่าใกล้เคียง

กันและมีค่ามากกว่าในกรณีค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟือง โดยเฟืองที่มีจ านวนฟันน้อยจะมีการเพ่ิมขึ้น

ของค่าความแข็งเกร็งน้อยกว่าเฟืองที่มีจ านวนฟันมาก เมื่อพิจารณาถึงรูปร่างของเฟืองทั้ง 3 ชุด จะ

เห็นได้ว่า เฟืองทั้งหมดมีโมดูลและมุมกดเท่ากัน ขนาดฟันจึงเท่ากัน ส่งผลให้ค่าความแข็งเกร็งของ

ฟันเฟืองทั้ง 3 ชุดใกล้เคียงกัน โดยที่จ านวนฟันแทบไม่มีผลต่อความแข็งเกร็งของฟันเฟืองเลย ความ

แตกต่างของความแข็งเกร็งของคู่เฟืองในรูปที่ 3.6 จึงเป็นผลมาจากความแข็งเกร็งของทรงกระบอก

เฟืองเป็นหลัก 

 

รูปที่ 3.11 ผลของจ านวนฟันต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง 
 

3.4.3 ผลของโมดูลต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง 
 ผลของโมดูลต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองดังแสดงในรูปที่ 3.12 เมื่อเปรียบเทียบผลกับ

กรณีคู่เฟืองในรูปที่ 3.8 พบว่าขนาดความแข็งเกร็งเฉพาะฟันของเฟืองที่มีค่าโมดูลต่างๆ มีค่าใกล้เคียง

กันมากกว่าในกรณีที่เปรียบเทียบทั้งคู่เฟือง ทั้งนี้เนื่องจากโมดูลต่างกัน ขนาดของทรงกระบอกเฟือง

จะต่างกัน ดังนั้นความแตกต่างของความแข็งเกร็งของคู่เฟืองในรูป 3.8 จึงเป็นผลมาจากความแข็ง

เกรง็ของทรงกระบอกเฟืองที่ต่างกันมากกว่า 

30 Teeth

45 Teeth

60 Teeth

0

50

100

150

200

250

300

350

-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

St
if

fn
es

s 
(M

N
/m

)

n

30 Teeth 45 Teeth 60 Teeth



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 62 

 จากผลที่ได้สรุปได้ว่า โมดูลมีผลน้อยต่อค่าความแข็งเกร็งของฟันเฟือง เพราะถึงแม้ว่าขนาด

ฟันจะใหญ่ขึ้น แต่ระยะวัดจากโคนฟันถึงจุดที่แนวแรงกระท า ซึ่งส่งผลต่อการดัดของฟันก็เพ่ิมมากขึ้น

เช่นกัน ท าให้ค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองไม่เปลี่ยนแปลงมากนัก 

 

รูปที่ 3.12 ผลของโมดูลต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง 
 

3.4.4 ความแข็งเกร็งคู่ฟันเฟืองที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์เท่ากันแต่โมดูลต่างกัน 
 ผลของเฟืองที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์เท่ากันแต่โมดูลต่างกันต่อค่าความแข็งเกร็ง

แสดงในรูปที่ 3.13 เมื่อเทียบกับผลกรณีของคู่เฟืองในรูปที่ 3.9 จะพบว่ามีความแตกต่างกัน โดยในรูป

ที่ 3.9 เฟืองที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์พิตซ์เท่ากันจะมีความแข็งเกร็งใกล้เคียงกัน แต่เนื่องจากในกรณีนี้ได้

หักผลของทรงกระบอกเฟืองทิ้งไปเหลือเฉพาะผลของฟันเฟืองแล้ว จะพบว่าเฟือง G และ H ซึ่งมี

โมดูลและมุมกดเท่ากันแต่จ านวนฟันต่างกันจะมีความแข็งเกร็งใกล้เคียงกันและมีค่ามากกว่าเฟือง A 

และ C ซึ่งมีค่าโมดูลมากกว่าเล็กน้อย ผลในรูปที่ 3.13 นี้ยังสอดคล้องกับผลของจ านวนฟันในรูปที่ 

3.11 และผลของโมดูลในรูปที่ 3.12 อีกด้วย 
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รูปที่ 3.13 ความแข็งเกร็งของเฟืองที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์เท่ากันแต่โมดูลต่างกัน 
 

3.5 การศึกษาผลของภาระต่อค่าความแข็งเกร็ง 
 

 ค่าความแข็งเกร็งของระบบที่มีการเสียรูปในช่วงอีลาสติกโดยทั่วไปจะมีค่าคงที่ อย่างไรก็ตาม

ค่าความแข็งเกร็งในส่วนของฟันเฟืองนั้น จะรวมถึงค่าความแข็งเกร็งในส่วนของการสัมผัสด้วย ซึ่ง

ปัญหาการสัมผัสเป็นปัญหาไม่เชิงเส้น ซึ่งอาจจะท าให้ความสัมพันธ์ของภาระที่กระท ากับการเสียรูป

ไม่เป็นแบบเส้นตรงได้ ดังนั้นจึงจ าเป็นที่จะต้องศึกษาผลของภาระต่อค่าความแข็งเกร็งเพ่ิมเติม 

 

3.5.1 การให้ภาระกระท ากับชุดเฟืองตั้งต้นเพ่ือตรวจสอบผล 
 เนื่องจากความแข็งเกร็งของชุดเฟืองที่ค านวณโดยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และใช้สร้าง

สมการท านายค่าความแข็งเกร็งในบทก่อนค านวณมาจากการให้ภาระตามแนวเส้นแรงกระท าเป็น

ค่าคงที่ค่าเดียว เพ่ือเป็นการตรวจสอบผลของแรงที่กระท ากับชุดเฟืองต่อค่าความแข็งเกร็ง ในที่นี้จะ

เปลี่ยนค่าแรงกระท ากับชุดเฟืองเดิม โดยใช้แรงบนเส้นแนวแรงกระท าของเฟืองชุด A เท่ากับ 100 

Nm 150 Nm 200 Nm 250 Nm และ 300 Nm เพ่ือให้แรงขนาดสมมูลกับแรงที่กระท ากับชุดเฟือง 

A กับชุดเฟืองอ่ืนๆ จะท าให้ได้ค่าแรง F1 – F5 ที่กระท าบนเส้นแนวแรงของชุดเฟืองต่างๆ ดังแสดงใน

ตารางที่ 3.3 
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ตารางที่ 3.3 ชุดเฟืองที่ใช้ตรวจสอบภาระบนเส้นแนวแรงกระท า 

พารามิเตอร์ของเฟือง 
ชุดเฟืองที่ใช้ค านวณ 

A B C D 

จ านวนฟัน (ซี่) 30 30 30 30 

โมดูล (mm) 3 2 4 5 

มุมกด (องศา) 20 20 20 20 

ความกว้างหน้าฟัน (mm) 20 20 20 20 

อัตราทด 1 : 1 1 : 1 1 : 1 1 : 1 

ภาระท่ี LOA F1 (N) 2364.8 2364.8 2364.8 2364.8 

ภาระท่ี LOA F2 (N) 3547.3 3547.3 3547.3 3547.3 

ภาระท่ี LOA F3 (N) 4729.7 4729.7 4729.7 4729.7 

ภาระท่ี LOA F4 (N) 5912.1 5912.1 5912.1 5912.1 

ภาระท่ี LOA F5 (N) 7094.6 7094.6 7094.6 7094.6 

อัตราส่วนปัวซอง 0.3 0.3 0.3 0.3 

ค่ายังโมดูลัส (GPa) 200 200 200 200 
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3.5.2 ผลของภาระต่อค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟืองตั้งต้น 
 หัวข้อนี้จะแสดงผลลัพธ์ความแข็งเกร็งจากการเปลี่ยนค่าแรงในแนวเส้นแนวแรงกระท ากับชุด

เฟือง A B C และ D ที่มีโมดูลเท่ากับ 2 3 4 และ 5 ท าโดยเปลี่ยนภาระกระท าในเส้นแนวแรงกระท า 

F1 – F5 ในโปรแกรมค านวณ จากนั้นน าค่าการเสียรูปที่ค านวณได้จากโปรแกรมมาหาความแข็งเกร็ง

ของคู่เฟือง พบว่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่ต าแหน่งการขบตั้งแต่เริ่มขบถึงสิ้นสุดการขบ ดังแสดงใน

รูป 3.14 ยังคงมีค่าใกล้เคียงกัน 

 

 

รูปที่ 3.14 ผลในรูปแบบความสัมพันธ์ของแรงในแนวเส้นแนวแรงกระท าต าแหน่งที่ #1 - #11 
 

 รูปที่ 3.15 แสดงให้เห็นว่าแรงมีผลต่อความแข็งเกร็งน้อย โดยยืนยันได้จากการเลือกผลจาก

ต าแหน่งเริ่มต้นขบ (ต าแหน่งที่  #1) จนถึงต าแหน่งพิตซ์ (ต าแหน่งที่  #6) มา plot เทียบเพ่ือ

ค านวณหาความคลาดเคลื่อน โดยในที่นี้ให้ความแข็งเกร็งเนื่องจากแรง F4 เป็นค่าความแข็งเกร็ง

อ้างอิง ผลการค านวณพบว่าเมื่อแรงมีค่าเปลี่ยนไปความแข็งเกร็งของคู่เฟืองเปลี่ยนไปน้อยมาก โดยมี
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ค่าความคลาดเคลื่อนสูงสุด 6% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยเพียง 2% ดังแสดงในตารางที่ 3.4 ใน

กรณีนี้จึงสรุปได้ว่าภาระท่ีกระท าไม่มีผลกับชุดเฟือง 

 

 

รูปที่ 3.15 ผลในรูปแบบความสัมพันธ์ของแรงในแนวเส้นแนวแรงกระท าต าแหน่งที่ #1 - #6 
 

ตารางที่ 3.4 ค่าความคลาดเคลื่อนผลของภาระต่อค่าความแข็งเกร็งในรูปที่ 3.15 
Model Module Maximum Absolute Error % Average Error % 

A 3 2.936 -0.463 
B 2 5.153 1.507 
C 4 5.947 -0.964 
D 5 3.817 -0.153 
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3.6 สรุป 
 

 จากผลการค านวณความแข็งเกร็งของทรงกระบอกของชุดเฟือง A – H ผลการค านวณพบว่า

ความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองของชุดเฟืองที่มีเส้นผ่านศูนย์กลางน้อยมีค่ามากกว่าความแข็ง

เกร็งของทรงกระบอกเฟืองของชุดเฟืองที่มีเส้นผ่านศูนย์กลางมาก ส าหรับผลการค านวณหาค่าความ

แข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงที่มีพารามิเตอร์รูปร่างต่างๆ กัน พบว่าเฟืองที่มีมุมกดน้อยจะมีความแข็งเกร็ง

น้อยกว่าเฟืองที่มีมุมกดมาก ผลของขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์มีผลอย่างมากต่อความแข็งเกร็งของ

คู่เฟือง โดยเฟืองขนาดใหญ่ที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์มากจะมีค่าความแข็งเกร็งน้อยกว่าเฟืองที่

มีขนาดเล็กกว่า ส าหรับการศึกษาผลของพารามิเตอร์ต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง ท าโดยตัดค่า

ความแข็งเกร็งในส่วนที่เป็นทรงกระบอกของเฟืองออกไป ผลการศึกษาพบว่ามุมกดมีผลอย่างมากต่อ

ความแข็งเกร็งของคู่ฟัน โมดูลมีผลเล็กน้อย ส่วนจ านวนฟันแทบไม่มีผลต่อความแข็งเกร็งของคู่

ฟันเฟืองเลย นอกจากนี้ยังศึกษาผลของภาระที่กระท าในเส้นแนวแรงกระท ากับชุดเฟือง พบว่าเมื่อ

แรงมีค่าเปลี่ยนไปความแข็งเกร็งของคู่เฟืองเปลี่ยนไปน้อยมาก โดยมีค่าความคลาดเคลื่อนสูงสุด

ประมาณ 6% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยประมาณ 2% จึงสามารถสรุปได้ว่าภาระที่กระท าไม่มีผล

กับชุดเฟือง 

 การค านวณการเสียรูปและหาค่าความแข็งเกร็งโดยใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ถึงแม้ว่าจะ

ประยุกต์ใช้ได้กับเฟืองที่มีพารามิเตอร์และรูปร่างต่างๆ อย่างไรก็ตามการหาค่าความแข็งเกร็งด้วยวิธีนี้

ยังมีข้อด้อยที่ส าคัญอยู่ด้วย ในการค านวณค่าการเสียรูปด้วยโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS เนื่องจากต้อง

ค านวณทีละต าแหน่งการขบของฟันเฟือง และเลือกเก็บค่าทีละค่า จึงต้องใช้เวลาในการค านวณมาก 

เมื่อพารามิเตอร์เปลี่ยนไปการค านวณก็ต้องท าใหม่ การค านวณในลักษณะนี้ไม่เหมาะสมที่จะน ามา

ค านวณหาค่าความแข็งเกร็งในการใช้งานจริง ซึ่งอาจจะต้องค านวณค่าของเฟืองหลายๆ ชุด ใน

งานวิจัยนี้จึงจะเสนอการสร้างสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง โดยใช้

ผลการค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ เป็นข้อมูลในการสร้างสมการ เพ่ือให้สมการที่ได้

สามารถใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟืองอ่ืนๆ โดยสามารถค านวณได้อย่างรวดเร็วและไม่ซับซ้อน 
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บทที่ 4 
สมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟือง 

 

 ในบทนี้จะกล่าวถึงการสร้างสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง 

โดยจะแบ่งสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองออกเป็น 2 ส่วนคือ สมการเพ่ือ

ใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง Ck  และสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ค านวณค่าความ

แข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง  Tooth Pairk  การสร้างสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งโดยการ

แยกส่วนของทรงกระบอกเฟืองและส่วนของคู่ฟันเฟืองออกจากกันในลักษณะนี้เป็นประโยชน์อย่าง

มากในการน าสมการไปใช้ค านวณจริง เนื่องจากคู่เฟืองจริงแม้ว่าจะมีพารามิเตอร์เฟือง เช่น มุมกด 

จ านวนฟัน โมดูล หรือความกว้างหน้าฟัน ที่เหมือนกันแต่ก็อาจมีลักษณะทรงกระบอกเฟืองและรูเพลา

แตกต่างกันได้ การแยกค านวณหาความแข็งเกร็งเป็นส่วนๆ จะท าให้การค านวณมีความยืดหยุ่นและ

สามารถประยุกต์ใช้กับปัญหาจริงได้ง่าย โดยเมื่อได้สมการอย่างง่ายทั้ง 2 ส่วนนี้จะสามารถค านวณหา

ความแข็งเกร็งรวมของคู่เฟืองได้จากสมการการต่อสปริงแต่ละส่วนแบบอนุกรม การสร้างสมการอย่าง

ง่ายเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟืองแต่ละส่วนและสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ค านวณค่าความ

แข็งเกร็งของคู่เฟืองกล่าวได้ดังต่อไปนี้ 

 

4.1 สมการเพื่อใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของส่วนทรงกระบอก 
 

 สมการเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง จะเป็นการประยุกต์ใช้สมการ

พ้ืนฐานของความเค้น (Stress) ความเครียด (Strain) และกฎของฮุค (Hooke’s Law) ในพิกัด 

r −  ในการหาค่าเคลื่อนตัว (Displacements) ในทิศทาง ( )r u  และในทิศทาง ( )v  เมื่อหาค่า

เคลื่อนตัวได้แล้วจะน าค่านี้ไปหาสมการเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง Ck  

ต่อไป โดยขั้นตอนการสร้างสมการเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองกล่าวได้

ดังต่อไปนี้ 
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4.1.1 สมการพื้นฐานของความเค้น ความเครียด และกฎของฮุค 
 สมการพ้ืนฐานของความเค้น  ความเครียด และกฎของฮุค ในพิกัด r −  ที่ใช้ในการ

ค านวณหาค่าเคลื่อนตัว u  และ v  มีดังต่อไปนี้ 
 

สมการพื้นฐานของความเค้น (Stress) 

ความเค้นในทิศทาง r  

2

2 2

1 1
r

r r r

 




 
= +

 
    (4.1) 

ความเค้นในทิศทาง   

2

2r






=


    (4.2) 

ความเค้นเฉือนในพิกัด r −  

2

2

1 1 1
r

r r r r r


  


  

  −  
= − =  

     
   (4.3) 

 โดยที่   คือ ฟังก์ชันของความเค้น (Stress Function) 

สมการพื้นฐานของความเครียด (Strain) 

ความเครียดในทิศทาง r  

r

u

r



=


    (4.4) 

ความเครียดในทิศทาง   

u v

r r





= +


    (4.5) 

ความเครียดเฉือนในพิกัด r −  

r

u v v

r r r




 
= + −

 
   (4.6) 

โดยที่ u  และ v   คือค่าเคลื่อนตัวในทิศทาง r  และ   ตามล าดับ 
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กฎของฮุค (Hooke’s Law) 

ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับความเค้นในทิศทาง r  

 
1

r r
E

  = −     (4.7) 

ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับความเค้นในทิศทาง   

 
1

r
E

   = −     (4.8) 

ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดเฉือนกับความเค้นเฉือนในพิกัด r −  

1 2(1 )
r r r

G E
  


  

+
= =    (4.9) 

 โดยที่ G  คือ โมดูลัสเฉือนมีค่าเท่ากับ 

( )2 1

E
G


=

+
     (4.10) 

 

4.1.2 การประยุกต์ใช้สมการพ้ืนฐานในการสร้างสมการความแข็งเกร็งส่วนทรงกระบอก 
 การหาสมการค่าเคลื่อนตัว u  และ v จากสมการพ้ืนฐานจ าเป็นที่จะต้องทราบลักษณะ

ของปัญหาการจับยึดและการให้ภาระที่ชัดเจนเสียก่อน รูปที่ 4.1 แสดงถึงเงื่อนไขขอบเขตและการให้

ภาระที่กระท ากับทรงกระบอก โดยในกรณีนี้จะให้เงื่อนไขขอบเขต Fixed Support ที่ขอบวงกลม

ด้านในของทรงกระบอก และจะให้โมเมนต์กระท าท่ีขอบด้านนอกของผิวทรงกระบอก 

 

รูปที่ 4.1 เงื่อนไขขอบเขตและภาระท่ีกระท ากับทรงกระบอก 
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โดยการให้เงื่อนไขขอบเขตและภาระท่ีกระท ากับทรงกระบอกในลักษณะนี้สามารถหาค าตอบ

ได้จากวิธีการที่เขียนในเอกสารอ้างอิง [20] และจะมีฟังก์ชันของความเค้น ดังสมการ 

2

tM 



=     (4.11) 

 โดยที่ tM  คือ โมเมนต์ต่อหน่วยความกว้างของทรงกระบอก .N m

m

 
 
 

 

และโมเมนต์ที่กระท ากับทรงกระบอกหาจาก tM M w=  โดย w  คือความกว้างทรงกระบอก 

 เมื่อได้ฟังก์ชันของความเค้นของปัญหาที่จะท าการวิเคราะห์แล้ว ขั้นตอนต่อไปเป็นการน า

ฟังก์ชันของความเค้นมาหาสมการค่าเคลื่อนตัว u  และ v จากสมการพ้ืนฐานต่างๆ และเงื่อนไข

ขอบเขตและภาระท่ีกระท ากับทรงกระบอก โดยขั้นตอนการหาสมการค่าเคลื่อนตัวกล่าวได้ดังนี้ 

1. แทนค่าฟังก์ชันของความเค้น   ลงในสมการความเค้น (4.1)-(4.3) จะได้ 

2

2 2

1 1
0r

r r r

 




 
= + =

 
   (4.12) 

2

2
0

r






= =


   (4.13) 

2

1 1

2

t
r

M

r r r





 

−  
= = 
  

   (4.14) 

จะเห็นว่าในกรณีนี้ค่าความเค้นในแนว r  และ   จะมีค่าเป็นศูนย์มีเพียงความเค้นเฉือน r  

เท่านั้น 

2. แทนค่าความเค้นที่ได้จากสมการ (4.12)-(4.14) ลงในสมการความสัมพันธ์ของความเค้น-

ความเครียด (4.7)-(4.9) จะได้ 

 
1

0r r
E

  = − =     (4.15) 

 
1

0r
E

   = − =    (4.16) 

2

1

2  

t
r r

M

G G r
  


= =     (4.17) 

จะพบว่าค่าความเครียด r  และ   มีค่าเป็นศูนย์และมีเพียงความเครียดเฉือน r  เท่านั้น 
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3. แทนค่าความเครียดที่ได้ลงในสมการค่าเคลื่อนตัว (4.4)-(4.6) 

ส าหรับค่า r  จะได้ 

0r

u

r



= =


    (4.18) 

จากสมการนี้จะพบว่า u  จะต้องเป็นฟังก์ชันของ   หรือเป็นค่าคงที่ อย่างไรก็ตาม 

เนื่องจากปัญหาทรงกระบอกนี้เป็นปัญหาสมมาตรรอบแกนของทรงกระบอก ดังนั้น u  จึงไม่เป็น

ฟังก์ชันของ   ดังนั้นในกรณีนี้ u  จึงเป็นค่าคงท่ี 

ส าหรับค่า   เมื่อแทนค่าในสมการ (4.16) ลงในสมการ (4.5) จะได้ 

0
u v

r r





= + =


   (4.19) 

เนื่องจากปัญหานี้เป็นปัญหาสมมาตรรอบแกน ดังนั้น v  จึงไม่เป็นฟังก์ชันของ   ท าให้ 

0
v




=


 จากสมการนี้จะได้อีกว่า 0

u

r
=  หรือ 0u =  ด้วย 

เมื่อพิจารณาค่า r  จะได้ 

22  

t
r

M u v v

G r r r r


 

 
= = + −

 
  (4.20) 

 เนื่องจาก 0u =  จะได้ 

22  

tMv v

r r G r


− =


   (4.21) 

 สมการอนุพันธ์นี้จะมีค าตอบในรูป 

4  

tM
v Cr

G r
= − +    (4.22) 

 โดย C  คือ ค่าคงที่ ซึ่งสามารถหาได้จากเงื่อนไขขอบเขตดังนี้ 

 พิจารณาที่ ir r=  เนื่องจากเป็นการจับยึดแบบยึดแน่น ดังนั้น 0v =  แทนเงื่อนไขนี้ลงใน

สมการ (4.22) จะได้ 

0
4  

t
i

i

M
Cr

G r
= − +  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 73 

 ดังนั้น จะได้ค่าคงที ่

24  

t

i

M
C

G r
=  

แทนค่า C  ลงในสมการ (4.22) และจัดรูปจะหาค่าเคลื่อนตัว v  ได้ดังสมการ 

2 2

24  

t i

i

M r r
v

G r r

 −
=  

 
    (4.23) 

ความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง Ck  สามารถค านวณได้จากความสัมพันธ์ระหว่างแรงใน

แนวสัมผัสผิวทรงกระบอก F  กับค่าเคลื่อนตัวของทรงกระบอกเฟือง v  ดังสมการ 

F
k

v
=     (4.24) 

โดยแรงในแนวเส้นสัมผัสทรงกระบอกได้จากความสัมพันธ์ระหว่างแรงบิด M  กับรัศมีของ

ทรงกระบอกดังสมการ 

tM wM
F

r r
= =    (4.25) 

 แทนค่า v  ในสมการ (4.23) และ F  ในสมการ (4.25) ลงในสมการ (4.24) จะได้สมการที่

ใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกดังสมการ 

2

2 2

4 i

i

wGr
k

r r


=

−
    (4.26) 

 

4.1.3 ผลการค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง 
 จากสมการที่ใช้ค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอก สามารถน ามาใช้หาค่าความ

แข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองของเฟืองที่มีพารามิเตอร์ต่างๆ ได้ โดยในที่นี้จะยกตัวอย่างการ

ค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองของชุดเฟือง A ดังตัวอย่างที่ 4.1 
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ตัวอย่างท่ี 4.1 การค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองของชุดเฟือง A 

จากคุณสมบัติของชุดเฟืองในตารางที่  3.1 เฟือง A มีค่าโมดูลัสความยืดหยุ่น 200 E GPa=

อัตราส่วนปัวซอง 0.3 =  ความกว้างหน้าฟัน 0.02 w m=  และขนาดรัศมีของรูเพลาของเฟืองมีค่า

เท่ากับ 0.015 ir m=  

ค านวณหาค่า shear modulus G จากสมการ 

( ) ( )
200 

76.923 
2 1 2 1 0.3

E GPa
G GPa


= = =

+ +
 

ส าหรับรัศมีที่ขอบด้านนอกของทรงกระบอกเฟือง r  จะมีขนาดเท่ากับรัศมีของโคนฟัน Root 

radius ส าหรับค่ารัศมีนี้สามารถหาได้จากโปรแกรม GearTrax ที่ใช้เขียนแบบเฟืองในงานวิจัยนี้ โดย

มีค่า 41.35 r mm=  

แทนค่าต่างๆ ลงในสมการ (4.26) เพ่ือค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองของ

ชุดเฟือง A จะได้ 

( )

( ) ( )

292

2 22 2

4 0.02 76.923 10  0.015 4
2929.705 /

0.04135 0.015 

i

i

m Pa mwGr
k MN m

r r m m

     
= = =

− −
 

 

ผลการค านวณค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองจากสมการอย่างง่ายของชุดเฟืองอ่ืนๆ 

แสดงไว้ในตารางที่ 4.1 โดยได้แสดงค่าความแข็งเกร็งของส่วนทรงกระบอกที่ค านวณโดยระเบียบวิธี

ไฟไนต์เอลิเมนต์เปรียบเทียบไว้ด้วย จากตารางจะพบว่าค่าจากสมการและค่าจากการค านวณด้วย 

FEM มีค่าใกล้เคียงกันมาก โดยมีความคลาดเคลื่อนมากที่สุดเพียงประมาณ 0.5 % เท่านั้น ผลที่ได้

ยืนยันว่าสมการที่สร้างขึ้นมีความถูกต้องและเหมาะสมที่จะใช้ในการค านวณหาค่าความแข็งเกร็งใน

ส่วนของทรงกระบอกเฟือง 
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ตารางที่ 4.1 การเปรียบเทียบค่าความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จากสมการอย่างง่ายกับ FEM 
Model Shear 

Modulus 
G  (GPa) 

Shaft 

Radius ir  
(mm) 

Root 
Radius 
r  (mm) 

Stiffness of 
Cylinder 
(MN/m) 

Stiffness 
from FEM 
(MN/m) 

%Error 
% 

A 76.92 15 41.35 2929.71 2931.14 0.05 
B 76.92 15 27.55 8146.51 8149.00 0.03 
C 76.92 15 55.15 1544.47 1548.97 0.29 
D 76.92 15 68.95 960.46 965.24 0.50 
E 76.92 15 41.35 2929.71 2931.14 0.05 
F 76.92 15 41.25 2945.96 2947.50 0.05 
G 76.92 15 42.55 2743.66 2745.98 0.08 
H 76.92 15 57.55 1409.14 1409.19 0.01 
I 76.92 15 41.95 2834.30 2836.36 0.07 

 

4.2 การสร้างสมการอย่างง่ายเพื่อหาความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง 
 

 ลักษณะส่วนโค้งของฟันเฟืองคือโค้งอินโวลูต การหาต าแหน่งบนส่วนโค้งฟันเฟืองจึงซับซ้อน 

การหาค่าความแข็งเกร็งในส่วนของคู่ฟันเฟืองจึงไม่สามารถท าได้ด้วยวิธีการวิเคราะห์โดยง่าย ในส่วน

นี้จึงจะสร้างสมการอย่างง่าย (Empirical formula) เพ่ือหาความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองแทน 

สมการอย่างง่ายที่จะสร้างขึ้นนี้ ได้จากการน าผลลัพธ์ของค่าความแข็งเกร็งที่ค านวณด้วย

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในหัวข้อที่ 3.4 มาใช้ในการสร้างสมการ โดยกระบวนการสร้างสมการจะ

เริ่มจากการก าหนดพารามิเตอร์ที่ส่งผลต่อความแข็งเกร็งของฟันเฟืองจากนั้นจึงจัดกลุ่มตัวแปรให้เป็น

กลุ่มตัวแปรไร้มิติ (Dimensional Group) เพ่ือให้ไม่มีปัญหาเกี่ยวกับหน่วยในสมการ ท าให้สะดวกกับ

การสร้างสมการท านายค่าความแข็งเกร็งต่อไป  

 

4.2.1 รูปแบบของสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ประมาณค่าความแข็งเกร็งของฟันเฟือง 
 ลักษณะของฟันเฟืองตรงในรูปที่ 4.2 สามารถพิจารณาได้ว่ามีความคล้ายคลึงกับลักษณะของ

คานยื่น (Cantilever beam) ในรูปที่ 4.3 โดยสมการที่ใช้หาค่าความแข็งเกร็งของคานยื่นจะอยู่ใน
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เทอมของตัวแปรรูปร่างและสมบัติวัสดุของคาน ซึ่งในการหารูปแบบของสมการเพ่ือประมาณค่าความ

แข็งเกร็งของฟันเฟืองตรงก็จะใช้รูปแบบท านองเดียวกับรูปแบบของสมการหาค่าความแข็งเกร็งของ

คานยื่น 

 

รูปที่ 4.2 ลักษณะของฟันเฟืองตรง 

 

รูปที่ 4.3 ลักษณะของคานยื่น Cantilever beam 
 

ค่าความแข็งเกร็งของคานยื่นสามารถหาได้จากสมการซึ่งอยู่ในหนังสือกลศาสตร์วัสดุ

โดยทั่วไปและมีรูปแบบดังสมการ 

3

3EI
k

L
=  
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 ในกรณีของคานหน้าตัดสี่เหลี่ยมผืนผ้า ซึ่งมีความสูง h  และความลึก b  ดังรูปที่ 4.3 ค่า

โมเมนต์ความเฉื่อย I  มีค่าเท่ากับ 31

12
bh  แทนค่านี้ลงในสมการค่าความแข็งเกร็งจะได้ 

3

3
3

3 4

1

12

13

L

h
Ebbh

L

E
k =








=  

เมื่อเปรียบเทียบกับกรณีฟันเฟืองจึงอาจพิจารณาได้ว่าความแข็งเกร็งของฟันเฟือง  k  ควรมี

ความสัมพันธ์กับตัวแปรต่างๆ ในรูป 

3

3

P
k CEw

L
=     (4.27) 

โดย C  คือ ค่าคงที ่

 อย่างไรก็ตาม หากพิจารณาให้แรงกระท าที่ต าแหน่งพิตซ์ของฟันเฟืองพอดี จะได้ว่า P  จะ

เท่ากับความหนาของฟันเฟืองซึ่งหาได้จาก 

1

2 2

D m
P

z

 
= =  

และ L  ของเฟืองมาตรฐานจะมีค่าเท่ากับระยะ dedendum ซึ่งมีค่าสัมพันธ์กับโมดูล โดยกรณีเฟือง

มีมุมกด 20  L  จะมีค่าเท่ากับ 1.25 m  

 เมื่อแทนค่าต่างๆ เหล่านี้ลงในสมการ (4.27) จะได้ 

3 3
2

1.25 2.5

m
k CEw CEw

m

    
= =   

   
   (4.28) 

โดย 'C  คือ ค่าคงที ่

 จะเห็นว่าค่าความแข็งเกร็ง k  จะขึ้นกับโมดูลลัส E  และความกว้างหน้าฟัน w  เท่านั้น 

โดยโมดูลไม่รวมอยู่ในสมการนี้ด้วย และเมื่อพิจารณาผล FEM ในรูป 3.11 จะเห็นว่าเมื่อโมดูลต่างกัน

ค่าความแข็งเกร็งจะมีความแตกต่างกันไม่มากนัก 

 ดังนั้นรูปแบบสมการอย่างง่ายพ้ืนฐานจะไม่รวมผลของโมดูลในสมการ ผลของโมดูลจะถูก

รวมในตัวแปรปรับแก้  mC  ซึ่งก็อยู่ในรูปตัวแปรไร้มิติเช่นกันดังจะกล่าวถึงในภายหลัง 
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สมการ (4.28) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปกลุ่มตัวแปรไร้มิติได้ดังสมการ 

k
Const

Ew
=     (4.29) 

 ตัวอย่างที่แสดงข้างต้นและใช้พิจารณาจนได้ความสัมพันธ์ในสมการ (4.28) และ (4.29) นั้น

เป็นความสัมพันธ์ที่ต าแหน่งจุดพิตซ์เท่านั้น หากต าแหน่งการขบเปลี่ยนไปค่าอัตราส่วนไร้มิติ k

Ew
 จะ

เปลี่ยนไปด้วย ดังนั้นจึงได้ว่า k

Ew
 เป็นฟังก์ชันของต าแหน่งการขบ 

 นอกจากค่าโมดูลัส E  ความกว้างหน้าฟัน w  และโมดูล m  แล้วยังมีพารามิเตอร์อ่ืนที่

ส่งผลต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองอีก ได้แก่ 

1. ต าแหน่งการขบ : เพ่ือให้สะดวกในการเปรียบชุดเฟืองต่างๆ ที่มีระยะการขบแตกต่างกัน ใน

ที่นี้จัดรูปแบบต าแหน่งการขบให้เป็นเทอมไร้มิติดังสมการ 

𝑛 =
ระยะจากจุดสมัผสัถึงจุดพิตซ์บนเสน้แนวแรงกระท า

𝑏𝑎𝑠𝑒 𝑝𝑖𝑐𝑡ℎ
 

2. มุมกด   : จากผล FEM ในบทที่ 3 จากรูปที่ 3.9 จะเห็นว่ามุมกดมีผลอย่างมากต่อความ

แข็งเกร็งของฟันเฟือง อย่างไรก็ตาม ค่ามุมกดมาตรฐานที่ใช้กันทั่วไปมีเพียง 3 ค่าคือ 14.5  

20  และ 25  ดังนั้นในการสร้างสมการจึงควรสร้างสมการอย่างง่ายแยกต่างหากส าหรับ

ค่ามุมกดแต่ละค่า 

3. ผลของจ านวนฟันนั้น จะส่งผลต่อขนาดของทรงกระบอกเฟืองเป็นหลัก และจากผล FEM รูป

ที่ 3.10 จะพบว่าหากค่าโมดูลและมุมกดเท่ากันแล้วค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองที่มี

จ านวนฟันต่างกันแทบจะมีค่าเท่ากัน ดังนั้นพารามิเตอร์จ านวนฟันจึงจะไม่ถูกรวมในการ

พิจารณา 

4. ส าหรับผลของภาระที่กระท ากับชุดเฟืองจากรูปที่ 3.14 - 3.15 และตารางที่ 3.4 จะเห็นว่า

ถึงแม้จะเปลี่ยนค่าแรงทีก่ระท ากับชุดเฟือง แต่ความความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จากโปรแกรม

ยังคงมีค่าใกล้เคียงกัน จึงสรุปได้ว่าแรงแทบไม่มีผลต่อความแข็งเกร็งของเฟือง ดังนั้นใน

งานวิจัยนี้จึงไม่รวมผลของแรงเข้าไปในสมการอย่าง่าย 
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จากที่กล่าวมาข้างต้น จะสามารถสรุปกลุ่มพารามิเตอร์ไร้มิติ π ที่ใช้ในการสร้างสมการอย่าง

ง่ายได้ดังนี ้

π1 =
k

Ew
 , π2 = Cm , π3 = n , π4 = α   (4.30) 

 โดยรูปแบบของสมการเพ่ือหาความแข็งเกร็งจะเขียนให้อยู่ในรูปของความสัมพันธ์ของกลุ่ม

พารามิเตอร์ไร้มิติได้ดังสมการ 

 π1 = π2 × f(π3)  เมื่อ  π4 มีค่าคงที่ 

หรือ k

Ew
= Cmf(n)  เมื่อ มุมกด α คงท่ี  (4.31) 

 

4.2.2 การสร้างสมการอย่างง่ายพื้นฐาน 
 การสร้างสมการเพ่ือหาค่าความแข็งเกร็งตามรูปแบบสมการ (4.31) ท าได้ โดยหา

ความสัมพันธ์ของกลุ่มพารามิเตอร์ไร้มิติ 
1

k

Ew
 =  กับ 3 n =  ก่อน โดยก าหนดให้ 4  หรือมุมกด 

  คงที่ ซึ่งในที่นี้จะก าหนดให้ 20 =   ส่วนการปรับค่าเนื่องจากผลของโมดูล  mC  จะกล่าวถึง

ในหัวข้อถัดไป 

 รูปที่ 4.4 แสดงความสัมพันธ์ของค่า 
1

k

Ew
 =  ที่ต าแหน่งการขบ n ต่างๆ ของชุดเฟืองที่มี

มุมกด 20  ซึ่งได้แก่ชุดเฟือง A B C D G และ H ซึ่งรวบรวมมาจากผลการค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟ

ไนต์เอลิเมนต์เช่นเดียวกับผลที่แสดงในรูปที่ 3.11, 3.12 และ 3.13 
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รูปที่ 4.4 การ Fit curve หาสมการความแข็งเกร็งของฟันเฟืองที่มีมุมกด 20  
 

 จากรูปพบว่าค่า k

Ew
 ของชุดเฟืองต่างๆ จะมีค่าเกาะกลุ่มกันในช่วงกึ่งกลางการขบใกล้

ต าแหน่งพิตซ์ (n=0) และจะมีการกระจายมากขึ้นในช่วงเริ่มต้นขบและสิ้นสุดการขบ โดยมีความ

แตกต่างกันไม่เกิน 0.02 เนื่องจากค่าทั้งหมดมีการกระจายไม่มากจึงสามารถสร้างสมการความสัมพันธ์

ของค่า k

Ew
 ที่ต าแหน่งการขบ n ต่างๆ ได้ เส้นโค้งในรูปคือเส้นแนวโน้มที่ค านวณได้โดยวิธีการ

ถดถอยแบบพหุนาม (polynomial regression) โดยเลือกใช้เส้นโค้งก าลังสอง ซึ่งมีสมการ 

2-0.0205633392 0.074383399
k

n
Ew

= +   (4.32) 

โดยมีค่าสัมประสิทธ์แสดงการตัดสินใจ (coefficient of determination) 

2 0.6104138685R =  

เมื่อพิจารณาลักษณะเส้นแนวโน้มและค่า 2R  พบว่าสมการที่ได้สามารถท านายค่า k

Ew
 ที่

ต าแหน่งการขบ n ต่างๆ ได้ดีพอสมควร อย่างไรก็ตาม เพ่ือเพ่ิมความแม่นย าของสมการจึงจ าเป็นที่

จะต้องเพ่ิมค่าการปรับแก้ผลของโมดูล  mC  ลงในสมการด้วย 

y = -0.0205633392x2 + 0.0000000000x + 0.0743833990

R² = 0.6104138685
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4.2.3 การปรับแก้ผลของโมดูล 
 จากผลค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ในบทที่ 3 พบว่าโมดูลมีผลต่อค่าความแข็ง

เกร็งด้วย โดยเฟืองที่มีโมดูลต่างกันจะมีค่าความแข็งเกร็งต่างกันเล็กน้อย รูปที่ 4.5 แสดงการ

เปรียบเทียบอัตราส่วนระหว่างค่า k Ew  ที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ของเฟืองต่างๆ กับค่า ( )
ref

k Ew  

ซึ่งเป็นค่าที่ค านวณได้จากสมการ (4.32) จากรูปหากสมการ (4.32) สามารถท านายค่า k Ew  ได้

ถูกต้อง อัตราส่วน ( )( ) /
ref

k Ew k Ew  จะมีค่าเท่ากับ 1 อย่างไรก็ตาม อัตราส่วนนี้มีความ

เบี่ยงเบนออกไป เมื่อให้สมการ (4.32) ท านายค่าเฟืองที่มีโมดูลต่างๆ ดังนั้น หากต้องการให้การ

ท านายมีความแม่นย ามากขึ้นแล้ว จะต้องคูณผลการท านายด้วยค่าปรับแก้โมดูลซึ่งมีค่าเท่ากับ

อัตราส่วนนี้เข้าไปด้วย 

ก าหนดให้ iC  คืออัตราส่วน ( )( ) /
ref

k Ew k Ew  ที่ต าแหน่งการขบ i  ดังสมการ 

( )[( ) / ]i iref
C k Ew k Ew=  

จากรูปที่ 4.5 จะพบว่าค่า iC  ที่ต าแหน่งการขบ n ต่างกันจะมีค่าต่างกันไม่มากนัก ดังนั้นจะ

สามารถหาค่า  mC  ที่เป็นตัวแทนของ iC  ที่ต าแหน่งต่างๆ ได้จากการหาค่าเฉลี่ยดังสมการ 

 mC  = ค่าเฉลี่ยของ iC  = ค่าเฉลี่ยของ ( )

( )
ref i

k Ew

k Ew

 
 
  

  (4.33) 
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รูปที่ 4.5 ค่าการปรับแก้ผลของโมดูลในต าแหน่งการขบต่างๆ ของเฟืองแต่ละชุด 
 

 รูปที่ 4.6 แสดงความสัมพันธ์ของค่า  mC  ที่ค านวณจากสมการ (4.33) ของเฟืองที่มีโมดูล

ต่างๆ กัน โดยแกนนอนในกราฟเป็นค่าอัตราส่วนผลต่างโมดูล mr  เทียบกับโมดูลอ้างอิง ซึ่ง mr  ก็

เป็นกลุ่มตัวแปรไร้มิติดังสมการ 

ref

m

ref

m m
r

m

−
=     (4.34) 

โดยในที่นี้เลือกใช้ m = 3 mm เป็นค่า refm  

 จากรูปจะสามารถประมาณค่าความสัมพันธ์ระหว่างค่า mr  กับค่า  mC  ได้โดยวิธีการ

ถดถอยแบบพหุนามได้ตามสมการ 

20.2018972511 0.1426744686 0.9639197555m m mC r r= − +   (4.35) 

โดยค่าสัมประสิทธิ์แสดงการตัดสินใจในกรณีนี้คือ 0.945 

 สมการ (4.35) จะใช้หาค่าตัวปรับแก้ของโมดูล  mC  ในการค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่

ฟันเฟืองต่อไป 
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เมื่อแทนค่าความสัมพันธ์ของ )( Ewk  ที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ในสมการ (4.32) และค่า 

 mC  ในสมการที่ (4.35) ลงในสมการที่ (4.31) จะได้สมการที่ใช้ท านายค่าความแข็งเกร็งของคู่

ฟันเฟืองดังสมการ 

( )20.020563392 0.074383399m

k
C n

Ew
= − +  (4.36) 

 

 

รูปที่ 4.6 ค่าเฉลี่ยค่าการปรับแก้ผลของโมดูลของทุกต าแหน่งการขบ 
 

 

 

 

 

 

 

y = 0.2018972511x2 - 0.1426744686x + 0.9639197555

R² = 0.9451744886

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

M
o

d
u

le
 C

o
rr

e
ct

io
n

 C
m

rm



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 84 

4.2.4 ผลการค านวณความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง 
 ในหัวข้อนี้จะแสดงผลการค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองเพ่ือตรวจสอบในเบื้องต้น

ว่าสมการที่สร้างขึ้นสามารถท านายค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตั้งต้นที่ใช้สร้างสมการได้ถูกต้องหรือไม่ 

รูปที่ 4.7 แสดงผลการเปรียบเทียบระหว่างผลการค านวณค่า k Ew  โดยใช้สมการ (4.36) กับผล

ค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ที่แสดงในบทที่ 3 ผลที่ได้พบว่าค่าจากสมการมีความใกล้เคียง

กับค่าที่ค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ โดยค่าที่บริเวณก่ึงกลางการขบจะมีความคลาดเคลื่อน

น้อย ความคลาดเคลื่อนจะมากขึ้นทีต่ าแหน่งบริเวณที่เริ่มต้นขบและสิ้นสุดการขบ 

 

 ตารางที่ 4.2 แสดงค่าความคลาดเคลื่อนในการค านวณค่า k Ew  จากรูปที่ 4.7 ความคลาด

เคลื่อนมากที่สุดในการค านวณของทุกชุดเฟืองมีค่าน้อยกว่า 10 % ส่วนค่าเฉลี่ยความคลาดเคลื่อนใน

แต่ละกรณีมีค่าน้อยกว่า 5 % ซึ่งแสดงให้เห็นว่าสมการที่สร้างขึ้นสามารถใช้ท านายค่าความแข็งเกร็ง

ของชุดเฟืองตั้งต้นที่ใช้สร้างสมการได้อย่างถูกต้อง 
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รูปที่ 4.7 การเปรียบเทียบระหว่างผลการค านวณค่า k Ew  ของชุดเฟือง A – H 
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ตารางที่ 4.2 ค่าความคลาดเคลื่อนของผลการเปรียบเทียบค่า k Ew  จากรูปที่ 4.7 
Model Module Maximum Error % Average Error % 

A 3 2.756 -1.162 
B 2 0.778 0.376 
C 4 8.269 1.370 
D 5 3.863 -0.358 
G 2 -1.477 -4.637 
H 2 -0.393 -2.890 

 

4.3 ค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟือง 
 

 ค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองซึ่งรวมทั้งส่วนทรงกระบอกและฟันเฟืองสามารถหาได้จาก

สมการอย่างง่ายที่ใช้ค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟือง Ck  ในหัวข้อที่ 4.1 และ

สมการอย่างง่ายที่ใช้ค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง Tooth Pairk  ในหัวข้อที่ 4.2 โดยน า

สมการทั้ง 2 มาต่อแบบอนุกรมกันดังสมการ 

 

( ) ( ) 

1 1 1 1

Gear Pair Tooth Pair C CDriving Driven
k k k k

= + +   (4.37) 

 

 ผลการเปรียบเทียบค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่ค านวณตามสมการที่ (4.37) กับค่าที่

ค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์แสดงในรูป 4.8 จากรูปพบว่าแนวโน้มความแข็งเกร็งที่ค านวณ

ด้วยวิธีการทั้งสองมีลักษณะเป็นเส้นโค้งพาราโบลาคว่ า (Paragliding) โดยมีความแข็งเกร็งสูงสุดบน

จุดยอด (Vertex) ตรงกับต าแหน่งพิตซ์พอดี ผลความคลาดเคลื่อนของการค านวณด้วยวิธีทั้ง 2 แสดง

ดังตารางที่ 4.3 ผลที่ได้พบว่าสมการที่สร้างขึ้นสามารถค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่ เฟืองตั้งต้นได้

อย่างถูกต้อง โดยผลจากสมการมีความคลาดเคลื่อนจากผลจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์สูงสุดไม่

เกิน 10% และมีความคลาดเลื่อนเฉลี่ยสูงสุดน้อยกว่า 5% โดยขั้นตอนการค านวณสามารถสรุปได้อีก

ครั้งดังรูปที่ 4.9 
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รูปที่ 4.8 การเปรียบเทียบความแข็งเกร็งท่ีค านวณได้จากสมการกับ FEM ของชุดเฟือง A – H 
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ตารางที่ 4.3 ค่าความคลาดเคลื่อนของความแข็งเกร็งของคู่เฟืองจากรูปที่ 4.8 
Model Module Maximum Absolute Error % Average Error % 

A 3 2.378 -0.968 
B 2 0.878 0.498 
C 4 6.393 1.070 
D 5 2.607 -0.198 
G 2 8.456 -3.992 
H 2 6.002 -2.701 
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รูปที่ 4.9 แผนผังการค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟือง 

Gear Parameter: m, z, 𝒓𝒊, 𝒓𝑹𝒐𝒐𝒕, w, E, , 𝜶 

Gear Cylinder 𝒌𝑪 
Stiffness of Gear Cylinder: 

 

Module Correction 𝑪𝒎 
Module Ratio:  

Module Correction: 

 

Gear Tooth Pair 𝒌𝑻𝒐𝒐𝒕𝒉 𝑷𝒂𝒊𝒓 

Gear Parameter 

Calculation Meshing Positions: (n) 

Stiffness of Gear Tooth Pair: 

 

A Spur Gear Pair 𝒌𝑮𝒆𝒂𝒓 𝑷𝒂𝒊𝒓  

Calculation Stiffness of Gear Pair: 
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4.4 สรุป 
 

 ในบทนี้กล่าวถึงกระบวนการสร้างสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ประมาณค่าความแข็งเกร็งของคู่

เฟืองตรง โดยแบ่งค่าความแข็งเกร็งออกเป็น 2 ส่วน ได้แก่ 1. ค่าความแข็งเกร็งส่วนทรงกระบอกเฟือง 

และ 2. ค่าความแข็งเกร็งส่วนของคู่ฟันเฟือง โดยสมการค านวณค่าความแข็งเกร็งส่วนทรงกระบอก

เฟืองสร้างจากสมการพ้ืนฐานกลศาสตร์ของแข็ง ส าหรับสมการค านวณความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง

สร้างโดยใช้การ Fit curve จากผลการค านวณพ้ืนฐานที่ค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์และ

คูณการปรับแก้โมดูลเพ่ิมเข้าไปเพื่อให้ค่าที่ได้มีความถูกต้องมากยิ่งข้ึน  

 ผลการค านวณข้างต้นพบว่าสมการที่สร้างขึ้นสามารถประมาณค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟือง

ที่ใช้ในการสร้างสมการได้อย่างถูกต้อง โดยมีความผิดพลาดสูงสุดน้อยกว่า 10% และมีความผิดพลาด

เฉลี่ยน้อยกว่า 5% ซึ่งแสดงให้เห็นว่าเป็นไปได้ที่สมการที่สร้างขึ้นจะสามารถน าไปใช้ท านายค่าความ

แข็งเกร็งของเฟืองตรงได้ โดยการตรวจสอบสมการที่สร้างขึ้นกับชุดเฟืองอ่ืนๆ และงานวิจัยอ่ืนๆ จะ

แสดงในบทต่อไป 

 วิธีการค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่แสดงในบทนี้เป็นเฉพาะเฟืองที่มีมุมกด 20  

เท่านั้น ส าหรับเฟืองที่มีมุมกด 14.5  หรือ 25  ก็สามารถท าได้โดยใช้หลักการเดียวกัน 
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บทที่ 5 
การตรวจสอบผลการค านวณความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงด้วยสมการที่สร้างขึ้น 

 

 ในบทที่ผ่านมาได้น าเสนอสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ประเมินค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงไป

แล้ว อย่างไรก็ตามยังมีประเด็นที่จะต้องศึกษาเพ่ิมเติมเพ่ือให้ได้สมการที่สมบูรณ์มากขึ้น โดย

การศึกษาในขั้นตอนต่อไปมีรายการดังนี้ 1. การตรวจสอบผลการค านวณด้วยสมการที่สร้างขึ้นกับผล

จากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟืองอ่ืนๆ โดยตรวจสอบกับชุดเฟืองที่มีโมดูลัส โมดูล ความ

กว้างหน้าฟันและอัตราทดแตกต่างจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการ และ 2. การเปรียบเทียบผลการ

ค านวณด้วยสมการที่สร้างข้ึนกับผลของงานวิจัยอื่น โดยรายละเอียดแต่ละหัวข้อเป็นต่อไปนี้ 

 

5.1 ชุดเฟืองที่ใช้ตรวจสอบผลการค านวณด้วยสมการ 
 

จากบทที่ 4 จะเห็นได้ว่าสมการอย่างง่ายที่สร้างขึ้นสามารถใช้ท านายค่าความแข็งเกร็งของ

ชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการได้อย่างถูกต้อง อย่างไรก็ตามเพ่ือให้มั่นใจได้ว่าสมการที่สร้างขึ้นสามารถ

น าไปใช้ได้จริง จึงจ าเป็นที่จะต้องค านวณเพ่ือตรวจสอบกับชุดเฟืองอ่ืนๆ ด้วย โดยในที่นี้ได้เลือก

ตรวจสอบผลการค านวณด้วยสมการกับผลที่ค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟืองอ่ืนๆ 

ซึ่งมีพารามิเตอร์ดังตารางที่ 5.1 ได้แก่ 1. การตรวจสอบผลของค่ายังโมดูลัสด้วยชุดเฟือง TE 2. การ

ตรวจสอบผลของโมดูลด้วยชุดเฟือง TM 3. การตรวจสอบผลของความกว้างหน้าฟันด้วยชุดเฟือง TW 

และ 4. การตรวจสอบกับชุดเฟืองที่มีอัตราทดแตกต่างไปจากชุดเฟืองตั้งต้นด้วยชุดเฟือง TR 
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ตารางที่ 5.1 ชุดเฟืองที่ใช้ตรวจสอบผลการค านวณด้วยสมการที่สร้างขึ้น 

Gear 

Parameter  

Gear Verify 

TE1 TE2 TE3 TM1 TM2 TM3 TR1 TW1 TW2 TW3 

Number 

of Teeth 

(Teeth) 

30 30 45 60 36 15 18 36 30 30 30 

Module 

(mm) 
3 2 2 1 2.5 6 3 3 3 3 

Pressure 

Angle ( ) 
20 20 20 20 20 20 20 20 40 60 

Gear Ratio 1 : 1 1 : 1 1 : 1 1 : 1 1 : 1 1 : 1 1 : 2 1 : 1 1 : 1 1 : 1 

Poisson’s 

Ratio 
0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 

Young’s 

Modulus 

(GPa) 

70 70 115 200 200 200 200 200 200 200 

Force at 

LOA (N) 
2364 2364 2364 2364 2364 2364 2364 7094 7094 7094 
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5.2 การตรวจสอบผลการค านวณในกรณีค่าโมดูลัสต่างจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการ 
 

การตรวจสอบผลการค านวณในกรณีท่ีเฟืองมีค่าโมดูลัสต่างจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการ โดย

ค านวณเทียบกับชุดเฟือง TE1, TE2, TE3 ที่มีพารามิเตอร์ทางเรขาคณิตเช่นเดียวกับเฟือง A B และ 

G แต่มีค่าโมดูลัสแตกต่างออกไป โดยวัสดุที่เลือกใช้ท าเฟือง ได้แก่ Aluminum, Bronze และ Iron 

ซึ่งมีค่าเท่ากับ 70 GPa, 115 GPa และ 200 GPa ตามล าดับ 

 รูปที่ 5.1 - 5.3 แสดงการเปรียบเทียบผลลัพธ์ความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จากสมการที่สร้าง

ขึ้นและระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง TE1 TE2 และ TE3 ที่มีค่าโมดูลัสต่างจากชุดเฟืองที่

ใช้สร้างสมการ พบว่าความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จากทั้ง 2 วิธีของเฟืองทั้ง 3 ชุดมีค่าใกล้เคียงกันมาก 

โดยมีความคลาดเคลื่อนสูงสุดไม่เกิน 10% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยไม่เกิน 5% ดังตารางที่ 5.2 

โดยชุดเฟืองที่มีค่าโมดูลัสมากกว่าแต่พารามิเตอร์อ่ืนเท่ากันก็จะมีความแข็งเกร็งมากกว่าชุดเฟืองที่มี

โมดูลัสน้อยกว่า ซึ่งการตรวจสอบแบบนี้แสดงให้เห็นว่าสมการที่สร้างขึ้นสามารถใช้ท านายค่าความ

แข็งเกร็งของเฟืองที่มีค่าโมดูลัสแตกต่างออกไปได้อย่างถูกต้อง 

 

 

รูปที่ 5.1 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งของชุดเฟือง TE1 
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รูปที่ 5.2 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งของชุดเฟือง TE2 
 

 

รูปที่ 5.3 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งของชุดเฟือง TE3 
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5.3 การตรวจสอบผลการค านวณกับเฟืองที่มีโมดูลต่างจากเฟืองที่ใช้สร้างสมการ 
 

การสร้างสมการเพ่ือท านายความแข็งเกร็งได้ใช้ผลของชุดเฟืองที่มีโมดูล 2, 3, 4 และ 5 ใน

การสร้าง อย่างไรก็ตามสมการที่สร้างขึ้นจะสามารถยืนยันว่าใช้ได้กับชุดเฟืองที่มีค่าโมดูลต่างออกไป

หรือไม่ ในที่นี้จึงใช้ชุดเฟือง TM1, TM2, TM3 ซึ่งมีโมดูลเท่ากับ 1 mm, 2.5 mm และ 6 mm เพ่ือ

ตรวจสอบสมการที่สร้างขึ้น โดยเฟือง TM2 จะมีค่าโมดูลอยู่ในช่วงโมดูลของเฟืองตั้งต้นที่ใช้สร้าง

สมการ ( 2 - 5 mm ) ส่วนเฟือง TM1 และ TM3 จะมีค่าโมดูลน้อยกว่าและมากกว่าโมดูลของชุด

เฟืองที่ใช้สร้างสมการตามล าดับ 

รูปที่ 5.4 - 5.6 แสดงผลลัพธ์ความแข็งเกร็งที่ค านวณได้จากสมการที่สร้างขึ้นและระเบียบวิธี

ไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง TM1 TM2 และ TM3 ตามล าดับ พบว่าความแข็งเกร็งของชุดเฟืองทั้ง 3 

มีแนวโน้มไปในทิศทางเดียวกันและมีค่าใกล้เคียงกัน โดยมีความคลาดเคลื่อนสูงสุดของเฟืองทุกชุดมี

ค่าไม่เกิน 10% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยไม่เกิน 5% ดังตารางที่ 5.2 ในกรณีนี้แสดงให้เห็นว่า

สมการค านวณที่สร้างขึ้นสามารถท านายความแข็งเกร็งของชุดเฟืองที่มีโมดูลแตกต่างกันได้อย่าง

ถูกต้อง 

 

 

รูปที่ 5.4 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งของชุดเฟือง TM1 
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รูปที่ 5.5 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งของชุดเฟือง TM2 
 

 

รูปที่ 5.6 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งของชุดเฟือง TM3 
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5.4 การตรวจสอบผลการค านวณในกรณีความกว้างหน้าฟันต่างจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการ 
 

เนื่องจากสมการที่สร้างขึ้นเพ่ือค านวณความแข็งเกร็งของคู่เฟืองขึ้นอยู่กับค่ายังโมดูลัสและ

ความกว้างหน้าฟัน ซึ่งการตรวจสอบผลการค านวณในกรณีที่เฟืองมีค่าโมดูลัสต่างอกกไปได้กล่าวไป

แล้ว ในหัวข้อนี้จึงจะกล่าวถึงการตรวจสอบผลของความกว้างหน้าฟัน โดยเลือกใช้ชุดเฟืองตั้งต้น A ที่

มีโมดูลเท่ากับ 3 mm ซึ่งมีความกว้างหน้าฟันเท่ากับ 20 mm 40 mm และ 60 mm และให้แรง

กระท าในเส้นแนวแรงกระท าเท่ากันมีค่าเท่ากับ 7094.6 N 

รูปที่ 5.7 – 5.9 แสดงผลการค านวณด้วยสมการเปรียบเทียบกับผลที่ค านวณด้วยระเบียบวิธี

ไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง TW1 TW2 และ TW3 พบว่าความแข็งเกร็งของชุดเฟืองที่มีความกว้าง

หน้าฟันมากกว่าจะมีค่ามากกว่าความแข็งเกร็งของชุดเฟืองที่มีความกว้างหน้าฟันน้อยกว่า  เนื่องจาก

ความกว้างหน้าฟันมากขึ้นส่งผลให้ความต้านทานการเสียรูปของเฟืองมากข้ึนเช่นกัน ดังนั้นการเสียรูป

ของเฟืองจึงน้อย ท าให้ความแข็งเกร็งของเฟืองก็จะมีค่ามากขึ้นด้วย โดยผลการค านวณมีความ

คลาดเคลื่อนสูงสุดของเฟืองทุกชุดมีค่าไม่เกิน 10% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยไม่เกิน 5% ดัง

ตารางที่ 5.2  

 

 

รูปที่ 5.7 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งของชุดเฟือง TW1 
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รูปที่ 5.8 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งของชุดเฟือง TW2 
 

 

รูปที่ 5.9 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งของชุดเฟือง TW3 
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5.5 การตรวจสอบผลการค านวณกับคู่เฟืองที่มีอัตราทดต่างจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการ 
 

เนื่องจากชุดเฟืองตั้งต้นทั้งหมดที่ใช้สร้างสมการมีอัตราทด 1 : 1 เพ่ือตรวจสอบว่าสมการที่

สร้างขึ้นสามารถท านายความแข็งเกร็งของชุดเฟืองที่มีอัตราทดแตกต่างออกไปได้หรือไม่ ในที่นี้ใช้ชุด

เฟือง TR1 ซึ่งมีอัตราทด 1 : 2 โมดูลเท่ากับ 3 mm เฟืองตัวแรกมีจ านวนฟันเท่ากับ 18 ซี่ และเฟือง

ตัวที่สองมี 36 ซี่ โดยเปรียบเทียบระหว่างผลที่ค านวณด้วยสมการที่สร้างขึ้นกับผลจากระเบียบวิธีไฟ

ไนต์เอลิเมนต์ ซ่ึงวิธีการค านวณหาค่าการเสียรูปของเฟืองด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์จะก าหนดให้

เฟืองทั้ง 2 เป็นเฟืองตามทั้งคู่ โดยให้เฟืองที่เหลืออีกตัวเป็นเฟืองขับสลับกันดังแสดงในรูปที่ 5.10 

จากนั้นค านวณหาการเสียรูปของเฟืองตาม โดยใช้หลักการที่ได้กล่าวไว้ในบทที่ 2 และสามารถน าค่า

การเสียรูปมาหาความแข็งเกร็งรวมของคู่เฟืองได้ 

 

  

รูปที่ 5.10 การเสียรูปของเฟืองที่มีอัตราทดแตกต่างจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการ 
 

ความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่มีอัตราทด 1 : 2 ที่ค านวณได้จากสมการที่สร้างขึ้นเทียบกับผล

การค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ดังแสดงในรูปที่ 5.11 พบว่าแนวโน้มความแข็งเกร็งที่

ค านวณได้จากสมการมีลักษณะเป็นเส้นโค้ง โดยมีความแข็งเกร็งรวมของคู่เฟืองที่ต าแหน่งการขบ

เดียวกันแต่ทิศทางตรงกันข้ามมีค่าเท่ากัน ส่วนผลจาก FEM กราฟจะมีลักษณะเบ้ไปทิศทางใดทิศทาง

หนึ่งเนื่องจากผลของการเสียรูปของเฟืองขับและเฟืองตามมีค่าไม่เท่ากัน ความแข็งเกร็งของเฟืองทั้ง

สองจึงมีค่าไม่เท่ากัน แต่เมื่อน ามาหาความแข็งเกร็งมารวมแล้วยังมีแนวโน้มของค่าที่ใกล้เคียงกับผลที่
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ค านวณได้จากสมการ โดยมีความคลาดเคลื่อนสูงสุดของเฟืองมีค่าไม่เกิน 5% ดังตารางที่ 5.2 ดังนั้น

จึงยืนยันได้ว่าสมการที่สร้างขึ้นสามารถน าไปค านวณกับชุดเฟืองที่มีอัตราทดอ่ืนๆ ได้ถูกต้อง 

 

 

รูปที่ 5.11 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งของชุดเฟือง TR1 
 

 ตารางที่ 5.2 แสดงความคลาดเคลื่อนในหัวข้อการตรวจสอบผลการค านวณด้วยสมการที่

สร้างขึ้นกับผลที่ค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟืองที่มีพารมิเตอร์แตกต่างจากชุด

เฟืองตั้งต้น โดยมีชุดเฟือง TE1 TE2 TE3 ที่มีค่ายังโมดูลลัสต่างจากชุดเฟืองตั้งต้น ชุดเฟือง TM1 

TM2 TM3 ที่มีโมดูลต่างจากชุดเฟืองตั้งต้น ชุดเฟือง TW1 TW2 TW3 ที่มีความกว้างหน้าฟันต่างจาก

ชุดเฟืองตั้งต้น และชุดเฟือง TR1 ที่มีอัตราทดต่างจากชุดเฟืองตั้งต้น ผลการค านวณพบว่าความ

คลาดเคลื่อนสูงสุดของเฟืองทุกชุดมีค่าไม่เกิน 10% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยไม่เกิน 5% ดังนั้น

สมการที่สร้างขึ้นสามารถท านายค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟืองที่มีพารมิเตอร์แตกต่างจากชุดเฟืองที่ใช้

สร้างสมการได้อย่างถูกต้อง 
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ตารางที่ 5.2 ความคลาดเคลื่อนของชุดเฟืองที่พารามิเตอร์ต่างจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการ 

Model 

Test 

Young's 

Modulus 

(GPa) 

Module 

(mm) 

Face 

Width 

(mm) 

Gear 

Ratio 

Maximum 

Error % 

Average 

Error % 

TE1 70 3 20 1 : 1 4.86 -4.59 

TE2 70 2 20 1 : 1 5.35 -3.68 

TE3 115 2 20 1 : 1 4.10 -3.51 

TM1 200 1 20 1 : 1 3.11 2.07 

TM2 200 2.5 20 1 : 1 2.85 2.47 

TM3 200 6 20 1 : 1 5.04 3.76 

TW1 200 3 20 1 : 1 8.01 -4.23 

TW2 200 3 40 1 : 1 5.59 -2.55 

TW3 200 3 60 1 : 1 4.02 -0.85 

TR1 200 3 20 1 : 2 4.34 2.03 
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5.6 การตรวจสอบผลการค านวณกับผลของงานวิจัยอ่ืน 
 

 การตรวจสอบในหัวข้อนี้ท าโดยการค านวณหาค่าความแข็งเกร็งด้วยสมการที่สร้างขึ้น

เปรียบเทียบกับผลความแข็งเกร็งของงานวิจัยอื่นที่มีการแสดงค่าพารามิเตอร์ของเฟืองที่ครบถ้วน โดย

งานวิจัยที่ใช้ตรวจสอบผลลัพธ์ ได้แก่ งานวิจัยของ Hui Ma [12] และงานวิจัยของ A. Fernandez 

Del Rincon [22] ซึ่งรายละเอียดของการตรวจสอบกล่าวต่อไปนี้ 

 

5.6.1 เปรียบเทียบความแข็งเกร็งกับงานวิจัย Hui Ma [12] 
 ในที่นี้ได้น าชุดเฟืองจากงานวิจัยของ Hui Ma ที่มีพารามิเตอร์ของเฟืองดังแสดงในตารางที่ 

5.3 มาใช้ในการตรวจสอบผลจากการค านวณด้วยสมการที่สร้างขึ้น โดยเปรียบเทียบผลการค านวณ

กับชุดเฟือง 2 ชุดที่มีพารามิเตอร์แตกต่างกัน ซึ่งก็คือชุดเฟือง Gear Pair 1 และ Gear Pair 2 

 

ตารางที่ 5.3 พารามิเตอร์ของชุดเฟืองจากงานวิจัยของ Hui Ma  

 

 

รูปที่ 5.12 แสดงผลความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงจากงานวิจัยของ Hui Ma โดยในผล

ดังกล่าวแสดงค่าความแข็งเกร็งที่ค านวณด้วยระเบียบไฟไนต์เอลิเมนต์ (FEM) ผลจากวิธีวิเคราะห์เดิม

ของ Hui Ma (TM) และผลจากสมการที่ปรับปรุงขึ้นใหม่ของงานวิจัยดังกล่าว (IM) โดยในที่นี้จะ

พิจารณาผลจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ FEM  (บริเวณเส้นสีด ามีจุด) และผลจากสมการที่



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 103 

ปรับปรุงขึ้นใหม่ของงานวิจัยดังกล่าว IM  เพ่ือน ามาเปรียบเทียบกับผลที่ค านวณด้วยสมการที่สร้าง

ขึ้น 
 

 

รูปที่ 5.12 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งจากงานวิจัยของ Hui Ma [12] 
 

ผลการเปรียบเทียบระหว่างความแข็งเกร็งที่ค านวณด้วยสมการที่สร้างขึ้นกับผลลัพธ์จาก

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของงานวิจัย Hui Ma แสดงในรูปที่ 5.13 ส าหรับผลการเปรียบเทียบความ

แข็งเกร็งของชุดเฟือง Empirical 1 และรูปที่ 5.14 ส าหรับผลการเปรียบเทียบความแข็งเกร็งของชุด

เฟือง Empirical 2 จากตารางที่ 5.5 แสดงความคลาดเคลื่อนจากผลการเปรียบเทียบของเฟืองทั้ง 2 

ชุด พบว่าความคลาดเคลื่อนจากผลการค านวณด้วยสมการที่สร้างขึ้นของชุดเฟือง Empirical 1 มีค่า

ต่างจากผลจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของงานวิจัย Hui Ma ประมาณ 2% ต่างจากวิธีการ

วิเคราะห์ประมาณ 5% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยประมาณ 2% ส่วนผลการค านวณของชุดเฟือง 

Empirical 2 มีค่าต่างจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ประมาณ 3% ต่างจากวิธีการวิเคราะห์ประมาณ 

7% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยประมาณ 4% จึงสรุปได้ว่าสมการที่สร้างขึ้นสามารถท านายค่า

ความแข็งเกร็งของเฟืองได้อย่างถูกต้อง 
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รูปที่ 5.13 ผลการเปรียบเทียบชุดเฟือง Empirical 1 
 

 

รูปที่ 5.14 ผลการเปรียบเทียบชุดเฟือง Empirical 2 
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5.6.2 เปรียบเทียบความแข็งเกร็งกับงานวิจัย A. Fernandez Del Rincon [22] 
 การเปรียบเทียบความแข็งเกร็งในหัวข้อนี้ใช้พารามิเตอร์ของเฟืองดังแสดงในตารางที่ 5.4 

และใช้ผลความแข็งเกร็งจากงานวิจัยของ A. Fernandez Del Rincon ดังแสดงในรูปที่ 5.15 โดยเส้น

บางคือผลความแข็งเกร็งของ Fernandez จากรูปแสดงผลในกรณีที่ให้ภาระกระท ากับเฟืองต่างกัน 

จะเห็นได้ว่าความแข็งเกร็งจะมีค่าต่างกันด้วย อย่างไรก็ตามงานวิจัยนี้ให้แรงบิดกระท ากับชุดเฟืองมี

ค่าเท่ากับ 100 Nm – 300 Nm การเปรียบเทียบผลลัพธ์จึงพิจารณาเฉพาะผลจากงานวิจัยของ 

Fernandez เป็นที่มแีรงบิดกระท าเท่ากับ 100 Nm เท่านั้น ส าหรับกรณีนี้จะใช้ชุดเฟือง Empirical 3 

ค านวณความแข็งเกร็งจากสมการที่สร้างขึ้นเปรียบเทียบกับผลการค านวณจากงานวิจัยดังกล่าว 

นอกจากนี้ในรูปยังแสดงผลเส้นด าคือความแข็งเกร็งของงานวิจัย Kuang กับ Cai ที่ไม่ขึ้นกับภาระ

กระท า 

 

ตารางที่ 5.4 พารามิเตอร์ของเฟืองตรงจากงานวิจัยของ A. Fernandez Del Rincon [22] 
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รูปที่ 5.15 ผลลัพธ์ความแข็งเกร็งจากงานวิจัย A. Fernandez Del Rincon [22] 
 

จากรูปที่ 5.16 เมื่อค านวณหาความคลาดเคลื่อนจากผลการเปรียบเทียบระหว่างผลที่ค านวณ

ได้จากสมการที่สร้างขึ้นกับผลจากงานวิจัยของ Fernandez (ANL) ของชุดเฟือง Empirical 3 จาก

ตารางที่ 5.5 พบว่ามีความคลาดเคลื่อนสูงสุดไม่เกิน 5% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยไม่เกิน 3% จึง

สรุปได้ว่าสมการที่สร้างขึ้นสามารถใช้ท านายค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงได้อย่างถูกต้อง 
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รูปที่ 5.16 การเปรียบผลลัพธ์กับงานวิจัยของ A. Fernandez Del Rincon 
 

ตารางที่ 5.5 ความคลาดเคลื่อนจากงานวิจัยอ่ืน 
Model Test Maximum Absolute 

Error from FEM % 
Maximum Absolute 
Error from ANL % 

Average Error % 

Empirical 1 2.05 4.44 -1.49 
Empirical 2 2.78 6.35 -4.13 
Empirical 3 - 4.96 2.57 
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5.7 สรุป 
 

 ในบทนี้ได้กล่าวถึงการตรวจสอบสมการที่สร้างขึ้นกับชุดเฟืองที่มีพารามิเตอร์แตกต่างจากชุด

เฟืองที่ใช้สร้างสมการ โดยตรวจสอบกับผลการค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟืองที่มี

ค่าโมดูลัส โมดูล ความกว้างหน้าฟัน และอัตราทดของเฟืองที่แตกต่างออกไป ผลการตรวจสอบพบว่า

ความคลาดเคลื่อนจากสมการที่สร้างขึ้นกับผลจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟืองที่มี

พารามิเตอร์ต่างออกไปดังกล่าวมีความคลาดเคลื่อนสูงสุดไม่เกิน 10% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ย

ไม่เกิน 5% ดังนั้นสมการที่สร้างขึ้นสามารถใช้ท านายค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่มีค่าโมดูลัส โมดูล 

ความกว้างหน้าฟัน และอัตราทดที่แตกต่างจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการได้อย่างถูกต้อง  ส าหรับการ

เปรียบเทียบผลการค านวณจากสมการที่สร้างขึ้นกับผลจากระเบียบวิธีไฟไนต์ของงานวิจัย Hui Ma 

[12] และ A Fernandez Del Rincon [22] พบว่ามีความคลาดเคลื่อนสูงสุดไม่เกิน 10% ซึ่งผลการ

ตรวจสอบที่ได้กล่าวมาทั้งหมดนั้นยืนยันได้ว่าสมการที่สร้างขึ้นสามารถใช้ค านวณความแข็งเกร็งของคู่

เฟืองตรงที่มีมุมกดเท่ากับ 20  แต่มีพารามิเตอร์อ่ืนแตกต่างไปจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการได้อย่าง

ถูกต้อง 
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บทที่ 6 
บทสรุป 

 

 ในบทนี้เป็นการสรุปสาระส าคัญทั้งหมดของวิทยานิพนธ์ฉบับนี้ ซึ่งเป็นการรวบรวมเนื้อหา

ส าคัญในแต่ละบท รวมถึงข้อเสนอแนะเพ่ือเป็นแนวทางในการศึกษาความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง

ต่อไป 

 

6.1 สาระส าคัญของวิทยานิพนธ์ 
 

 ในบทที่ 1 กล่าวถึงความแข็งเกร็งของเฟืองตรง ซึ่งเป็นพารามิเตอร์ที่มีคุณสมบัติต้านทานการ

เสียรูปของเฟืองภายใต้แรงที่กระท าบนเส้นแนวแรงกระท า และมีความจ าเป็นในการน าไปใช้กับ

ปัญหาการสั่นสะเทือนเพ่ือสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์วิเคราะห์การสั่นสะเทือนของเฟือง โดย

การศึกษาหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงในงานวิจัยก่อนหน้ามักใช้วิธีการวิเคราะห์หรือใช้การค านวณ

ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ แต่วิธีเหล่านี้ไม่สามารถค านวณได้โดยง่าย จึงไม่สะดวกในการน าไปใช้

งานจริง งานวิจัยนี้จึงมีเป้าหมายในการสร้างสมการค านวณหาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงโดยใช้

ทฤษฎีพ้ืนฐานกลศาสตร์ของแข็งและผลการค านวณพ้ืนฐานที่ค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ 

โดยค านวณหาการเสียรูปของเฟืองตรงที่ต าแหน่งการขบต่างๆ ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์โดยใช้

โปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS และค านวณหาค่าความแข็งเกร็งของเฟือง ผลการค านวณที่ได้สามารถ

น ามาวิเคราะห์รูปร่างของเฟืองตรงที่มีพารามิเตอร์ต่างๆ ที่มีผลต่อค่าความแข็งเกร็งของเฟืองและใช้

สร้างสมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ประมาณค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองได้ โดยประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ

จากงานวิจัยนี้ ได้แก่ ทราบวิธีการใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ส าหรับปัญหากลศาสตร์การสัมผัส

พ้ืนฐาน สามารถอธิบายผลของพารามิเตอร์ต่างๆ ที่มีผลต่อค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรงและได้

สมการอย่างง่ายเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรง และสามารถน าไปประยุกต์ใช้กับเฟืองที่

มีพารามิเตอร์อื่นๆ ได้ 

 ในบทที่ 2 ได้กล่าวถึงการพิจารณาความแข็งเกร็งในส่วนต่างๆ ของเฟืองตรงและการ

ประยุกต์ใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือค านวณหาการเสียรูปของเฟือง โดยการแบ่งส่วนความแข็ง

เกร็งของเฟืองในงานวิจัยนี้ได้แบ่งออกเป็น ความแข็งเกร็งส่วนของทรงกระบอกเฟือง ความแข็งเกร็ง
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ของคู่เฟือง ซึ่งวิธีการหาความแข็งเกร็งของคู่เฟืองท าได้โดยการน าความแข็งเกร็งของเฟืองขับและ

เฟืองตามมาต่อสปริงแบบอนุกรมกัน และความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟือง นอกจากนี้ยังได้อธิบายถึง

วิธีการค านวณหาค่าความแข็งเกร็งในกรณีที่เฟืองขบส่งก าลัง 2 คู่ฟันอีกด้วย ส าหรับการประยุกต์ใช้

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เพ่ือค านวณหาการเสียรูปส่วนทรงกระบอกเฟืองและของคู่เฟืองท าโดยการ

สร้างโมเดลเฟืองจากโปรแกรม GearTrax ประกอบเฟืองตามต าแหน่งการขบที่ต้องการด้วยโปรแกรม

ออกแบบ CATIA และน าเข้าวิเคราะห์ต่อในโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS โดยขั้นตอนและวิธีการใช้

โปรแกรมค านวณจะเริ่มอธิบายตั้งแต่การตั้งสมมติฐานและการตั้งค่าต่างๆ ในโปรแกรม เช่น การ

ก าหนดลักษณะของปัญหา การแบ่งเอลิเมนต์ การก าหนดเงื่อนไขขอบเขตของปัญหา การให้ภาระ

กระท า และการเรียกดูผลลัพธ์ ซึ่งการตั้งสมมติฐานและการตั้งค่าเหล่านี้จะสามารถช่วยลดความ

ซับซ้อนของปัญหาและช่วยลดระยะเวลาในการค านวณลง ค่าการเสียรูปที่ค านวณได้จากโปรแกรมใช้

ค านวณหาความแข็งเกร็งได้ ส าหรับความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองสามารถหาได้โดยใช้ค่าความแข็ง

เกร็งของคู่เฟืองโดยที่ไม่พิจารณาค่าความแข็งเกร็งส่วนทรงกระบอกเฟือง 

 ในบทที่ 3 ได้กล่าวถึงผลการค านวณความแข็งเกร็งในส่วนต่างๆ ของเฟืองตรงจาการค านวณ

ด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ส าหรับผลการค านวณความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองของชุด

เฟืองตั้งต้น ผลการค านวณพบว่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองของชุดเฟืองที่มีเส้นผ่าน

ศูนย์กลางน้อยมีค่ามากกว่าความแข็งเกร็งของทรงกระบอกเฟืองของชุดเฟืองที่มีเส้นผ่านศูนย์กลาง

มาก ส าหรับความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงที่มีพารามิเตอร์รูปร่างต่างๆ กัน ผลการค านวณพบว่าเฟือง

ที่มีมุมกดน้อยจะมีความแข็งเกร็งน้อยกว่าเฟืองที่มีมุมกดมาก เฟืองที่มีจ านวณน้อยจะมีความแข็งเกร็ง

มากกว่าเฟืองที่มีจ านวณฟันมาก เฟืองที่มีโมดูลน้อยจะมีความแข็งเกร็งมากกว่าเฟืองที่มีโมดูลมาก  

และเฟืองที่มีขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์เท่ากันจะมีค่าความแข็งเกร็งใกล้เคียงกันแม้ ว่าจะมีขนาด

โมดูลต่างกันก็ตาม โดยชุดเฟืองที่ขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางมากจะมีความแข็งเกร็งน้อยกว่า ผลของ

ขนาดเส้นผ่านศูนย์กลางพิตซ์มีผลอย่างมากต่อความแข็งเกร็งของคู่เฟือง และการศึกษาผลของ

พารามิ เตอร์ต่อค่าความแข็งเกร็งของคู่ ฟันเฟือง ซึ่ งไม่ พิจารณาความแข็งเกร็งในส่วนที่ เป็น

ทรงกระบอกของเฟือง พบว่ามุมกดมีผลอย่างมากต่อความแข็งเกร็งของคู่ฟัน โมดูลมีผลเล็กน้อย ส่วน

จ านวนฟันแทบไม่มีผลต่อความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองเลย นอกจากนี้ยังศึกษาผลของภาระที่กระท า

ในเส้นแนวแรงกระท ากับชุดเฟือง พบว่าเมื่อแรงมีค่าเปลี่ยนไปความแข็งเกร็งของคู่เฟืองเปลี่ยนไป

น้อยมาก โดยมีค่าความคลาดเคลื่อนสูงสุดไม่เกิน 10% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ยไม่เกิน 5% 

สามารถสรุปได้ว่าภาระท่ีกระท าไม่มีผลกับชุดเฟือง  
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 ในบทนี้ยังได้กล่าวถึงอุปสรรคและปัญหาในการค านวณด้วยโปรแกรม โดยการค านวณการ

เสียรูปและหาค่าความแข็งเกร็งด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ถึงแม้ว่าจะประยุกต์ใช้ได้กับเฟืองที่มี

พารามิเตอร์และรูปร่างต่างๆ อย่างไรก็ตามการหาค่าความแข็งเกร็งด้วยวิธีนี้ยังมีข้อด้อยที่ส าคัญอยู่ 

เนื่องจากการค านวณค่าการเสียรูปด้วยโปรแกรมส าเร็จรูป ANSYS ต้องค านวณทีละต าแหน่งการขบ

ของฟันเฟือง และเลือกเก็บค่าทีละค่า จึงต้องใช้เวลาในการค านวณมาก เมื่อพารามิเตอร์เปลี่ยนไป

การค านวณก็ต้องท าใหม่ การค านวณในลักษณะนี้ไม่เหมาะสมที่จะน ามาค านวณหาค่าความแข็งเกร็ง

ในการใช้งานจริง ซึ่งอาจจะต้องค านวณค่าของเฟืองหลายๆ ชุด ในงานวิจัยนี้จึงเสนอการสร้างสมการ

อย่างง่ายเพ่ือใช้ค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง โดยใช้ผลการค านวณพ้ืนฐานจากระเบียบวิธี

ไฟไนต์เอลิเมนต์เป็นข้อมูลเพ่ือใช้สร้างสมการท านายค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรง โดยสามารถ

ค านวณได้อย่างรวดเร็วและไม่ซับซ้อน 

 ในบทที่ 4 ได้กล่าวถึงกระบวนการสร้างสมการเพ่ือใช้ค านวณความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรง 

โดยสมการค านวณความแข็งเกร็งแบ่งออกเป็น 2 ส่วน ได้แก่ 1. สมการค านวณความแข็งเกร็งส่วน

ทรงกระบอกเฟืองสร้างจากทฤษฎีกลศาสตร์ของแข็ง โดยประยุกต์ใช้สมการพ้ืนฐานของความเค้น 

(Stress) ความเครียด (Strain) กฎของฮุค (Hooke’s Law) ในพิกัด r −  ค านวณหาค่าเคลื่อนตัว

ของทรงกระบอก u  และ v  และ 2. สมการค านวณความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองสร้างโดยใช้ข้อมูล

ผลการค านวณพ้ืนฐานที่ค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของคู่ฟันเฟืองที่มีโมดูลตั้งแต่ 2 – 5 

mm สร้างด้วยวิธีการถดถอยแบบพหุนาม โดยคูณการปรับแก้โมดูลเพ่ิมเข้าไปเพ่ือให้ค่าที่ได้มีความ

ถูกต้องมากยิ่งขึ้น ส่วนสมการค านวณหาความแข็งเกร็งของคู่เฟืองได้จากการน าสมการค านวณค่า

ความแข็งเกร็งส่วนทรงกระบอกเฟืองและสมการค านวณค่าความแข็งเกร็งของคู่ฟันเฟืองมาต่อแบบ

อนุกรมกัน 

 สมการที่สร้างขึ้นเพ่ือใช้ค านวณความแข็งเกร็งส่วนทรงกระบอกเฟือง ค านวณความแข็งเกร็ง

ของคู่ฟันเฟือง และค านวณความแข็งเกร็งของคู่เฟือง พบว่าสมการทั้งหมดที่สร้างขึ้นสามารถใช้

ค านวณค่าความแข็งเกร็งของชุดเฟืองตั้งต้นที่ใช้ในการสร้างสมการได้อย่างถูกต้อง โดยมีความ

ผิดพลาดสูงสุดน้อยกว่า 10% ซึ่งแสดงให้เห็นว่า สมการที่สร้างขึ้นยืนยันได้ว่าสามารถน าไปใช้ท านาย

ค่าความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่มีพารามิเตอร์เหมือนกับชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการได้ 

 สมการค านวณความแข็งเกร็งของคู่เฟืองตรงที่แสดงในบทนี้สร้างขึ้นเพ่ือใช้กับเฟืองที่มีมุมกด 

20  เท่านั้น ส าหรับเฟืองที่มีมุมกด 14.5  หรือ 25  ก็สามารถสร้างขึ้นเพ่ือท านายค่าความแข็ง

เกร็งไดโ้ดยใช้หลักการเดียวกัน 
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 ในบทที่ 5 ได้กล่าวถึงการตรวจสอบสมการที่สร้างขึ้นกับชุดเฟืองที่มีพารามิเตอร์แตกต่างจาก

ชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการ โดยตรวจสอบกับผลการค านวณด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟือง

ที่มีค่าโมดูลัส โมดูล ความกว้างหน้าฟัน และอัตราทดของเฟืองที่แตกต่างออกไป ผลการตรวจสอบ

พบว่าความคลาดเคลื่อนจากสมการที่สร้างขึ้นกับผลจากระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ของชุดเฟืองที่มี

พารามิเตอร์ต่างออกไปดังกล่าวมีความคลาดเคลื่อนสูงสุดไม่เกิน 10% และมีความคลาดเคลื่อนเฉลี่ย

ไม่เกิน 5% ดังนั้นสมการที่สร้างขึ้นสามารถใช้ท านายค่าความแข็งเกร็งของคู่เฟืองที่มีค่าโมดูลัส โมดูล 

ความกว้างหน้าฟัน และอัตราทดที่แตกต่างจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการได้อย่างถูกต้อง ส าหรับการ

เปรียบเทียบผลการค านวณจากสมการที่สร้างขึ้นกับผลจากระเบียบวิธีไฟไนต์ของงานวิจัย Hui Ma 

[12] และ A Fernandez Del Rincon [22] พบว่ามีความคลาดเคลื่อนสูงสุดไม่เกิน 10% ซึ่งผลการ

ตรวจสอบที่ได้กล่าวมาทั้งหมดนั้นยืนยันได้ว่าสมการที่สร้างขึ้นสามารถใช้ค านวณความแข็งเกร็งของคู่

เฟืองตรงที่มีมุมกดเท่ากับ 20  แต่มีพารามิเตอร์อ่ืนแตกต่างไปจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการได้อย่าง

ถูกต้อง 

 โดยสรุป สมการที่สร้างขึ้นสามารถน าไปใช้ค านวณความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่มีมุมกด 20 

แต่มีพารามิเตอร์อ่ืนแตกต่างออกไปจากชุดเฟืองที่ใช้สร้างสมการได้อย่างถูกต้อง นอกจากนี้วิธีการ

ศึกษาในงานวิจัยนี้ยังสามารถใช้เป็นแนวทางในการศึกษาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงที่มีมุมกดอ่ืนได้ 
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6.2 ข้อเสนอแนะ 
 

 ผู้วิจัยมีข้อเสนอแนะส าหรับงานวิจัยที่จะท าต่อเนื่อง ดังนี้ 

1. สมการค านวณความแข็งเกร็งของเฟืองตรงในการศึกษานี้พิจารณาเฉพาะเฟืองที่มีมุมกด 

20  เท่านั้น เพ่ือความครบถ้วน ควรสร้างสมการเพ่ือใช้ค านวณความแข็งเกร็งของเฟือง

ตรงที่มีมุมกด 14.5  และ 25  เพ่ิมเติม โดยใช้หลักการเดียวกันนี้ 

2. การตรวจสอบสมการค านวณความแข็งเกร็งที่สร้างขึ้นในกรณีต่างๆ ของการศึกษานี้มีไม่มาก

นัก อาจตรวจสอบในกรณีอ่ืนๆ เพ่ิมเติมเพ่ือความถูกต้องของสมการได้ นอกจากนี้ยังควร

พิจารณาเพ่ิมข้อมูลพื้นฐานที่ใช้สร้างสมการเพ่ือความแม่นย าให้มากขึ้น 

3. การศึกษาความแข็งเกร็งของเฟืองตรงโดยส่วนใหญ่มักใช้วิธีการวิเคราะห์และระเบียบวิธีไฟ

ไนต์เอลิเมนต์ หากสามารถตรวจสอบโดยใช้วิธีการทดลองได้ จะท าให้มั่นใจได้ว่าค่าที่หาได้มี

ความถูกต้อง 

4. แนวคิดนี้อาจน าไปประยุกต์ใช้กับเฟืองเฉียง ซึ่งอาจพิจารณาได้เป็นเฟืองตรงบางวางซ้อนกัน

เอียงท ามุมกันเท่ากับมุมฮีลิกซ ์
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