
2.1 แบบจำลองกายภาพ และ แบบจำลองโมดัล

I
I

ทบ

*
รูปท่ี 2.1 ตัวอย่างระบบการส่ัน 3 ระดับข้ันเสรี

จากรูปท่ี 2.1 เป็นตัวอย่างของระบบการส่ันท่ีมี 3 ระดับข้ันเสรี ซ่ึงสามารถหาสมการการเคล่ือน 
ท่ีของระบบ ได้ด้วยกฎข้อท่ีสองของนิวตัน หรอ'ไซ้สมการ'ของลากรอง'จ์ (Lagrange's equation) ได้ 
สมการในรูปแบบของเมทริกซ์ (matrix) ดังน้ี

[M]{x}+[C]{x}+[K]{x} = {f} (2. 1)

โ ด ย  M  =  [ X j  , x 2 , x 3 ]

{f}= [f1 , f2 , f3 ]
เวคเตอร์การกระจัด (displacement vector) 
เวคเตอร์แรง (force vector)

[M] =

rrij 0 0

0 m 2 0

0 m.

เมทริกซ์มวล (mass matrix)

0
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[C] =

[K] =

C1 + c 2 " C2

C2 c2 + c 3

0 C3

k j  +  k 2 ' k 2

- k 2 k 2 +  k

0 - k 3

เมทรกซ์ความหน่วง (damping matrix)

เมทริกซ์ความแข็งสปริง (stiffness matrix)

สมการ (2.1) เป็นสมการท่ีอยู่ในโคออร์ดิเนตกายภาพ (physical coordinate) คือ X 1 , X2 , Xg 

หากพิจารณารูปแบบของเมทริกซ์ [M] 1 [K] และ [C] แล้วจะเห็นได้ว่า แต่ละโคออร์ดิเนตมีความ 
เก่ียวโยงกัน (couple) ซ่ึงยากแก่การหาผลเฉลยของสมการ

การแก้ไขความเก่ียวโยง สามารถทำได้โดยเปล่ียนโคออร์ดิเนตจากโคออร์ดิเนตกายภาพ ให้ 
เป็นโคออร์ดิเนตอื่นที่ไม่มีความเกี่ยวโยงกัน ขั้นตอนนี้จะเรียกว่าการวิเคราะหํโมดัล (modal 
analysis) และโคออร์ดิเนตใหม่น้ีเรียกว่า โคออร์ดิเนตมุขสำคัญ (principal coordinate)

เมทริกซ์ [C] เป็นตัวกำหนด'วิธีการท่ีใช้ในการวิเคราะ'ห์โมคัล หาก [C] มีคุณสมบัติเป็นคัดส่วน 
โดยตรงกับมวลและความแข็งสปริง น่ันคือ [C] = oc[M] + p[K] ( ซ่ึงโดยท่ัวไปจะเป็นข้อสมมติ 
ของตัวหน่วงทางโครงสร้าง ( s t r u c tu r a l d a m p in g )  ) จะสามารถทำการวิเคราะห์โมคัลโดยการ 
แปลง,โคออร์ดิเนต จากสมการ (2.1) ได้ทันที

หากเมทริกซ์ [C] ไม่มีคุณสมบัติตังที่กล่าวมา (ซ่ึงเป็นตัวหน่วงแบบวิสคัสโดยท่ัวไป) ก่อนท่ีทำ 
การวิเคราะห์โมคัล จำเป็นจะต้องจัดรูปสมการ ( 2. 1) ให้เหมาะสมเสียก่อน ด้วยวิธีของตันแคน 
(D u n c a n )  [3] ซึ่งเป็นการแปลงลมการ (2.1) ท่ีเป็นระบบสมการอนุพันธ์เชิงเล้นอันดับ 2 ให้กลาย 
เป็นระบบสมการอนุพันธ์เชิงเล้นอันคับ 1 ท่ีมี'จำนวนสมการ (อันตับของระบบ) เพิ่มขึ้นอีกเท่าต ัว 

ตังน้ี

-3x3 [M] ป ) [M] -3x3 ป , ' -3x1
< > + < > —

[M] [C ]_ _ —3x3 [K ]_ _ { f } _
(2.2)
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กำหนดให้

{x} ~{0}~
{z} = {q } =

_{x}_

[0] [M ] [-M ] [ o f
[B] =

J M ] [C]_ _ [0] [K ]_

จากข้อกำหนด (2.3) และ (2.4) สมการ (2.2) จะมีรูปแบบดังน๋ึ

[A]{z}+ [B] {2} = {q} 

สมการ (2.5) เป็นสมการท่ีมีคุณสมบัติในการวิเคราะห็โมดัล

วิเคราะห์ผลตอบสนองเสรี (free response)

แทน {q} = {0 }  ลงในสมการ(2.5)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

[A]{z}+ [B]{z} = {0}
คูณด้วย [A ] 1 ตลอด

{z}+ น ] ' 1 [ 5 ] { z }  =  {0 }

สมมติคำตอบ {z(t)> = { z } e ^

(Xl + น ] '1น ] ) {z} = {0} (2.6)
สมการ (2.6) เป็นปัญหาค่าเจาะจง (eigen value problem) สำหรับระบบท่ีมีการส่ันแบบ 

ความหน่วงต่ํากว่าวิกฤต เม่ือแก้ปัญหาค่าเจาะจงแล้วจะได้ค่าเจาะจง ( eigenvalue 1 X ) ท่ีเป็นคู่ 
ลังยุคเชิงซ้อน (complex conjugate pair) ซึ่งค่าเจาะจงแต่ละคู่จะอยู่ในรูปแบบดังน้ี

\ , 2  ~  ■ °  n i

^3,4 ~  ' w ท2
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^5,6 —  " j ^ ' ^ 2 w «3

โดย พ nj คือ ความถ่ีธรรมชาติของระบบโหมดท่ี i

£. คือ อัตราส่วนความหน่วงของระบบโหมดท่ี i

สำหรับเวกเตอท์จาะจง ( eigenvector 1} $ } )  ในตัวอย่างน้ีมี 6 เวกเตอร์ โดยเวทเตอร์เจาะจง 
โหมดท่ี i จะอยู่ในรูปแบบดังน้ี

{d> 1 =  โ$  $  ; $  . $  ; $  . 4> -1TL^I i  > ^ 2 i J  * 3 i ’ น i ) Ÿ 5 i > Ÿ 6 i J

หากนำเวคเตอร์เจาะจงทั้งหมดมาเขียนเรียงกัน จะถูกเรียกว่าโหมดเซพเมทริกซ์ (mode
shape matrix 1 [O ] )

[ $ ]  =  [ { $ 1} , { $ 2 } , . . . , { $ 6 } ]

สมมติให้ [O ] เป็นโหมดเชพเมทรีกซ์ท่ีถูกนอร์ปัลไลซ์ด้วยมวล (mass normalized) ดังน้ัน [® ] 
มีคุณสมปติต้ังฉาก (orthogonal property) กับเมทริกซ์ [A] และ [B] ในสมการ (2.5) ดังน้ี

[ $ f  น ][$ ]  = 1 (2.7)
[$ ]T [B] [$] = diag(-x1,-x2 , . . . , - x 6; (2.8)

วิเคราะห์ผลตอบสนองปังคับ (force response)

หาผลตอบสนองปังคับด้วยการวิเคราะห์โมคัลดังน้ี

ก ำ ห น ด {z} = [$ ] { ท ุ}

โด ย {z} = [ x i , X 2  , X 3 , X j , x 2 , x 3 ] T เป ็น โ ค อ อ ร ์ด ิเ น ต ท า ง ก า ย ภ า พ

{ๆ} = [ๆ \ > 2ๆ > 3ๆ > 4ๆ ’ 5ๆ > (ๆ,} เป ็น โ ค อ อ ร ์ด ิเ น ต ม ุข ส ำ ค ัญ

จากลมการ (2.5)

[A]{z}+ [B] {2} = {q}
แทนสมการ (2.9) จะได้

น ] [$ ]{ทุ}+  [£][$]{ ทุ} =  {q}
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คูณด้วย [ $ ]T ตลอด

[ $ ] T [A] [ $ ] { ทุ} +  [ $ ] T [ 5 ] [ $ ] {ทุ} =  [ $ ] T {q}

จากคุณสมบัติตั้งฉากในสมการ (2.7) และ (2.8)

{ทุ} + diagC-Xj9-X2 ,..., -X6) {ทุ} = [ $ ]T{q} (2.10)

สมการ (2.10) ประกอบไปด้วยสมการท่ีเป็นอิสระต่อกัน 6 สมการ ซ่ึงแต่ละสมการเป็นคำ 
ตอบของการส่ันใน 1 โหมด และจากสมการ (2.9) คำตอบ {z} ซ่ึงเป็นความเร็วและการกระจัดบน 
โคออร์ดิเนตกายภาพ ก็จะหาได้จากผลรวมคำตอบบนโคออร์ดิเนตมุขสำคัญ ( {ท ุ} ) ในแต่ละโหมด

พิจารณาสมการ (2.1) เป็นสมการท่ีอยู่ในโคออร์ดิเนตกายภาพ (physical coordinate) 

คือ X., 1 X21 x3 จึงถูกรียกว่าแบบจำลองกายภาพ (physical model) ซ่ึงพารามิเตอร์ต่างๆท่ีปรากฏ 
ในสมการเป็นพารามิเตอร์กายภาพ (physical parameter) คือ ค่ามวล (ทา ) 1 ค่าความแข็งสปริง 
(k) และค่าความหน่วง (c)

พิจารณาสมการ (2.9) และสมการ (2.10) เป็นสมการท่ีต้องใช้คู่กัน ในการหาผลตอบสนอง 
การส่ัน ซึ่งถือเป็นแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ท่ีเรียกว่าแบบจำลองโมคัล (modal model) โดยค่า 
พารามิเตอร์ท่ีปรากฏอยู่ในสมการเป็นพารามิเตอร์โมคัล (modal parameter) ซ่ึงประกอบไปด้วย 
ค่าเ,วกเตอร์เจาะจง (X) และเมทริกซ์ของโหมดเซพ ( [$ ] )

2.2 แนวทางการหาแบบจำลองเซิงการทดลอง

รูปท่ี 2.2 แผนภาพการวิเคราะห์การส่ันสะเทือนด้วยทถูษฎีทางตรง

รูปท่ี 2.2 เป็นแผนภาพการวิเคราะห์การส่ันสะเทือนโดยวิธีทางทฤษฎี ทางตรง (forward 
analysis) เร่ิมต้นท่ีการหาค่าพารามิเตอร์ของระบบ แล้วจึงนำมาสร้างเป็นแบบจำลองทาง 
คณิตศาสตร์หลังจากนันจึงนำแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ท่ีได้ มาวิเคราะห์หาผลการตอบสนอง



า5

รูปท่ี 2.3 แผนภาพการวิเคราะห์การส่ันสะเทือนเชิงการทดลอง

รูปท่ี 2.3 เป็นข้ันตอนการวิเคราะห์เชิงการทดลอง ซ่ึงเป็นการทำกลับ (inverse analysis) 
คือทำการทดลองให้อินพุทกับระบบท่ีทำการคืกษา ซ่ึงอาจใส่เป็นแรงโดยตรง หรอให้เป็นเง่ือนไข 
เร่ิมต้น แล้วทำการวัดผลตอบสนองท่ีเกิดข้ึน จากน้ัน จึงนำข้อมูลแรงกับผลการตอบสนองท่ีได้จาก 
การทดลอง มาวิเคราะห์เพื่อหาแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ หรือฟังก์ชันถ่ายโอน (transfer 
function) แล้วจึงนำแบบจำลองคณิตศาสตร์ท่ีได้ ย้อนหาค่าพารามิเตอร์ของระบบ

ฟังก์ชันถ่ายโอนเป็นฟังก์ชันที่ขึ้นกับพารามิเตอร์ของระบบด้วยรูปแบบความสัมพันธ์ทาง 
คณิตศาสตร์ท่ีแน่นอน ดังน้ันหากมีข้อมูลของฟังก์ชันถ่ายโอนจากการทดลอง จึงอาจย้อนกลับหา 
พารามิเตอร์ของระบบ (parameter estimation) ได้ ด้วยระเบียบวิธีการถดถอยแบบกำลังสองน้อย 
สุด (least-squares regression) ซ่ึงมีหลักการคือ กำหนดเทอมความผิดพลาด (error term) แล้วทำ 
การหาค่าพารามิเตอร์ระบบที่ทำให้ค่าผลรวมของกำลังสองของเทอมความผิดพลาดนั้นมีค่าน้อยที่ 
สุด การกำหนดเทอมความผิดพลาดอาจเป็นไปได้ 2 ลักษณะคือ

1) ความผิดพลาดระหว่างฟังก์ชันถ่ายโอนท่ีได้จากการทดลอง กับ ฟังก์ชันถ่ายโอนท่ีประเมินได้
2) ความผิดพลาดระหว่างเอาท์พุทท่ีได้จรืงจากการทดลอง กับเอาท์พุทท่ีคำนวณได้จากฟังก์ชัน 

ถ่ายโอนท่ีประเมินข้ึนมา

วิธีการหาพารามิเตอร์ระบบท่ีทำให้ผลรวมของกำลังสองของค่าความผิดพลาดมีค่าน้อยท่ีสุด 
อาจเป็นการหาคำตอบทางตรง (analytic solution) หรือเป็นการหาคำตอบแบบเชิงตัวเลข 
(numerical method) ซ่ึงวิธีหลังเป็นวิธีท่ีนิยมมากกว่า เน่ืองจากฟังก์ชันถ่ายโอนมักจะมีความ 
สัมพันธ์กับพารามิเตอร์ของระบบในรูปแบบท่ีไม่เป็นเชิงเล้น ดังน้ันการใช้ระเบียบวิธีทำซ้ํา 
(iterative method) เพ่ือหาคำตอบเซิงตัวเลข จึงมีความเหมาะสมกว่าการหาคำตอบทางตรง เว้น 
แต่มีการทำปรับรูปแบบของฟังก์ชันถ่ายโอนให้มีความเป็นเซิงเล้น (linerization) จึงจะสามารถหา 
คำตอบทางตรงได้ง่าย [4]

ข้อเสียของการใช้ระเบียบวิธีทำซ้ํา เพ่ือหาคำตอบเชิงตัวเลข คือจำเป็นต้องกำหนดค่าเร่ิมต้นให้ 
กับพารามิเตอร์ท่ีต้องการจะหา ซ่ึงหากค่าเร่ิมต้นของพารามิเตอร์เหล่าน้ีไม่เหมาะสม อาจจะทำให้



ดังท ี่ได ้กล่าวมาแล้วในหัวข้อ 2.1 แบบจำลองทางคณ ิตศาสตร์อาจเป ็นได ้ใน 2 รูปแบบ คือ 
แบบจำลองกายภาพ หรือแบบจำลองโมดัล ดังน ั้นการหาค่าพารามิเตอร์ของระบบ จึงอาจจะหา 

พารามิเตอร์กายภาพ หรือหาพารามิเตอร์โมดัลก็ได ้ ซึ่งหัวข้อ 2.3 และ 2.4 จะเป็นแนวทางการหา 
พารามิเตอร์เมดัล และพารามิเตอร์กายภาพ ตามลำดับ

2.3 แนวทางการหาพารามิเตอร์โมดัล

วิธ ีการหาพารามิเตอร์โมด ัล จำเป็นต้องอิงกับฟ ังก ์ช ันถ่ายในโดเมนของความถี่ ดังนั้นจึงต้องจัด 
รูปสมการแบบจำลองโมคัล ให้อยู่ในโดเมนความถี่เส ียก่อน

จากสมการ (2.10)

{ }ๆ + diagC-Xj ,-X2 , ..., - X6 ) { }ๆ = [$ ]T {q}

หาผลตอบสนองเชิงความถี (frequency response)

การทำซ ํ้า  ล ู่ออก ห ร ืออ าจจ ะได ้ร ับ ค ่าพ าราม ิเต อร ์ท ี่ไม ่ค ่อย ม ีค วาม ถ ูก ต ้อ ง ด ังน ั้น ไนทางป ฏ ิบ ัต ิ จึงจำ

เป ็น ต ้อ งม ีค วาม ร ู้ค วาม เข ้าใจ เก ี่ย วก ับ พ าราม ิเต อ ร ์ของระบ บ อย ู่บ ้า ง

กำหนด {q> ={F>ejtJt - (2.11)

สมมติผลเฉลย { ช ุ} - {T7>ej<Jt (2.12)

{z} =  {X)ej"  * (2.13)

แทน(2.11) และ (2.12) ลงในสมการ (2.10)

jco {77> + diag(-X15-x2 ,..., -x6) {7]} = [$ ]T{F}

diag(jw -Xpjco -x 2 ,...., jw -X6) {r/} = [$ ]T{F} (2.14)

ลมการ (2.14) ประกอบด้วย 6 สมการ (ในแต่ละโหมด) ที่เป ็นอิสระต่อกัน

แยกมอง 1 สมการสำหรับโหมดท ี่ โ จะได้



17

จากสมการ (2.9)

{z }  =  [ ^ ] {ๆ}

แทน (2.12) และ (2.13) ลงในสมการ (2.9)

{X} =  [$>]{ๆ}

เปลี่ยนลมการ (2.10) ให้อยู่ในรูปผลรวมแต่ละโหมด

{ X } =  £  ๆ r { ^ โ}

(2.16)

(2.17)

แทนสมการ (2.15) ลงในสมการ (2.17)

6 { $  }T { F} { $  }
{ x }  = £  — L (2.18)

jo i - X r

สมการ (2.18) เป ็นสมการผลตอบสนองเชิงความถี่ ซ ึ่งอธิบายความหมายได้ว ่า ผลตอบสนอง 
X ตัวหนึ่งๆ จะเป็นผลรวมของผลตอบสนองของแรงทุกแรงที่มากระทำ และภายในผลตอบสนอง 

ของแรงแต่ละแรง ก็ย ังเป ็นผลรวมของคำตอบในแต่ละโหมด

พิจารณารูปที่ 2.1 ผลตอบสนองการสั่น (output) มีทั้งสิ้น 3 ตำแหน่ง สำหรับแรงที่กระทำกับ 

ระบบ (inpu t) ก็เป็นไปได้ 3 ตำแหน่ง ในการวิเคราะห์หาฟังก์ช ันถ่ายโอน จะพ ิจารณาฟังก์ช ันถ่าย  

โอนเพียงทีละชุด กล ่าวค ือจากสมการ (2.18) หากสนใจเอาท์พุทที่เก ิดฃึ้นที่ตำแหน่ง 0 เนื่องจาก 
อินพุทกระทำที่ตำแหน่ง i จะมีฟ ังก์ช ันถ่ายโอนเป็น

ยกตัวอย่างเช ่น หากต้องการฟังก์ช ันถ่ายโอน โดยสนใจการเคลื่อนทีของมวล ทา1 ที่เกิดขึ้นเนื่อง 
จากแรงที่กระทำที่มวล ทา2 เมื่อเทียบรูปแบบกับลมการ (2.3) พบว่าเป ็น Z ตัวที่ 4 และเป็น q 
ตัวที่ 5 นั่นคือ 0 = 4 1 i =  5 ดังนั่นฟังก์ช ันถ่ายโอนจะเป็น

6 $  $
P  i r

(2.19)



18

cb d> cf> cb^ 5 i  41 _|_ ^ 5 2 ^ 4 2

JO) - Xj jco - X2
$  $  $  $  $ < £ >

* 5 3  * 4 3  I 54 44 I 55 45 I 56 46

jw -X3 jco -X4 jw -X5 jw -X6

(2 .20)

รูปที่ 2.4 เป ็นตัวอย่างกราฟขนาดของฟังก์ช ันถ่ายโอน 1 H 54 (พ )  ท ี่ความถ ี่ต ่างๆกันซ ึ่งได ้มา 

จากการสมมติค ่าพารามิเตอร์กายภาพขึ้นมาตังน ี้ค ือ กก1 = 120 kg 1 ทา2 = 100 kg 1 ๓ 3 = 
80 kg 1 k1 = 80 kN/m  1 k2 = 60 kN/m  1 k3 = 50 kN/m  1 c, = 100 N-s/m  1 c2 = 80 N-s/m  
และ c3 = 60 N-s/m  ซึ่งค ่าพารามิเตอร์กายภาพภาพเหล่าน ี้ สามารถนำมาคำนวณหาค่าพารา 

มิเตอร์โมตัลได้จากการแก้ป ัญหาค่าเจาะจงในสมการที่ (2.6) (รายละเอียดการคำนวณแสดงไว้ใน  

ภาคผนวก ง) จากนั้นจ ึงนำค ่าพาราม ิเตอร์โมต ัลท ี่คำนวณได้ แทนในสมการ (2.20) เพื่อให้ได ้

H,. (พ )  ท ี่เป ็นฟังก์ช ันของความ ถ่ีเพียงอย่างเดียว

รูปท่ี 2.4 กราฟขนาดของฟังก์ชันถ่ายโอน 1H54(พ)
คำนวณหาฟังก์ชันถ่ายโอนทางทฤษฏี

ด้วยการสมมติค่าพารามิเตอร์กายภาพแล้ว
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ในทาง ปฏิบัติ H 54 (พ ) จะหาได้จากการทดลองใส่แรงกระตุ้นระบบ ที่มวล ทา2 (โดยทั่วไป 
นิยมใช้แรงกระแทกอิมพัลส์' เพราะทำการทดลองเคาะเพียง 1 ครั้ง จะได้ผลตอบสนองในหลาย 

ความถี่พร้อมๆกัน ) และทำการวัดการเคลื่อนที่ของมวล ทา1 จากนั้นจึงใช้การแปลง'ฝูริเยร์แบบไม่ต่อ 
เนื่อง ( d is c r e te  F o u r ie r  t r a n s fo rm )  ทำการแปลงส ัญญาณ แรง และสัญญาณการตอบสนองให้อยู่ 
ในโดเมนของความถี่ และจึงนำส ัญญาณทั้งสองท ี่ตำแน่งความถี่ต ่างๆมาหารกัน (ดังแสดงในรูป

2 .5  ) ก็จะได้รับ H 54 (พ ) ออกมาในรูปของข้อมูลเชิงซ้อน ที่ความถี่ต ่างๆกัน

รูปท่ี 2.5 แผนภาพการคำนวณหาฟังก ์ช ันถ ่ายโอน H(w) ด้วยวิธีการทดลอง

ต่อไปจะกล่าวถึงแนวทางการหาค่าพารามิเตอร์โมดัล พ1 , £ 1 [3>] โดยเรมต้นที่กำหนด 

ให้ G 54 (พ )  เป็นฟังก์ช ันถ่ายโอนที่ได ้จากการทดลอง ซึ่งเป็นข้อมูลเชิงซ้อนที่ความถี่ต ่างๆกัน และ 

กำหนดให้ H 54(พ )  เป ็นฟังก ์ช ันถ่ายโอนทางทฤษฏีซึ่งสมมติว่ายังไม่ทราบค่าพารามิเตอร์ใดๆเลย

สมมติให ้ม ีข ้อม ูล G 54 (พ )  ที่ตำแหน่งความถี่ต ่างๆกัน M ตัว นั่นคือ

พ k คือความถี่ท ี่ตำแหน่งที่ k โดย k = 1 , 2 , ... , M

G (พ k ) คือฟังก ์ช ันตอบสนองความถี่ตำแหน่งที่ k 

ซึ่งจะเห็นได้ว ่า G (พ ) เป็นฟังก์ชันที่ข ึ้นกับความถี่ พอย ่างเด ียวเท ่าน ั้น

ขณะที่ H 54 (พ )  เป็นฟังก์ชันถ่ายโอนทางทฤษฏี ซ ึ่งย ังไม่ทราบค่าพารามิเตอร์ใดๆ และมี 

โครงสร้างตามสมการ (2.20) ดังนั้น แ 54 (พ )  จึงเป็นฟังก์ช ันของพารามิเตอร์โมดัลต่างๆด้วย ซึ่ง
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ในที่น ี้กำหนดให้ 7  เป็นตัวแปรแทนค่าพารามิเตอร์โมดัลทุกๆตัว ที่ย ังไม่ทราบค่า โดยสมมติให้มีท ั้ง 

หมด N ตัว จะได ้

H(w) H (w ,7 r 7  2 >•••> 7n  )

ดังนั้น ค่าความผิดพลาดของฟ ังก ์ช ันถ ่ายโอน ที่ตำแหน่งความถี่ พ k หาได้จาก

Ek (Ti ' ' y2 ...7n ) =  0 (“  บ -H ( "  k 'T r \ ....I 'm ) (2-21>k '  T  '2

จากสมการ (2.21) จะเห ็นได้ว ่าค ่าความผิดพลาดที่ตำแหน่งท ี่ k จะมีค ่าขึ้นอยู่ก ับ 7  หาก 

ทำการหาค่าผลรวมของกำลังสองของความผิดพลาดในทุกๆตำแหน่งของความถี่ จะได ้

สมการ (2.23) ม ีท ั้งส ิ้น N สมการ ที่ใช ้หาค่าพารามิเตอร์โมดัลทั้งหมด N ตัว โดยทั่วไป 

แล้วสมการนี้จะไม่ม ีความเป็นเชิงเล้น จ ึงน ิยมหาคำตอบเชิงตัวเลขด้วยกระบวนวิธ ีการทำซํ้า เว้นแต่ 
จะมีการทำให้เป ็นเชิงเล้นเสียก่อน

ในทางปฏิบ ้ต ิ ค่า พ 1 1 £ ของทุกโหมด อาจหาได้จาก ฟังก์ชันถ่ายโอนอันใดอันหนึ่ง เพียง 

อันเดียว หากต้องการได ้แบบจำลองโมดัลท ี่สมบูรณ ์ คือได้โหมดเชพ [ $ ]  ครบถ้วนทุกตัว จำเป็นที่ 

จะต ้องทดลองใส ่แรงและวัดผลการตอบสนองในหลายๆตำแหน ่ง เพ ื่อให้ได้ร ับฟังก์ช ันถ่ายโอนที ่
มากพอที่จะใช ้ในการวิเคราะห์

สำหรับรายละเอียดต่างๆ ในหัวข้อนี้ อยู่ในเอกสารอ้างอิงหมายเลข [4] 1 [5] 1 [6]

2.4 แนวทางการหาพารามิเตอร์กายภาพ

หัวข้อน ี้เป ็นทฤษฏีพ ื้นฐานในการหาค ่าพาราม ิเตอร์กายภาพจากการทดลอง โดยค่าพารา 
มิเตอร์กายภาพที่ได ้ สามารถนำมาวิเคราะห ์ทฤษฏีทางตรง เพื่อหาพารามิเตอร์โมดัลได้

E, . 1 = £  I E (7) I2 =  £  E, (7)E* (7) 
to ta l k = l  k  k“ l k  k

(2 .22)

ดิฟเฟอเรนชิเอต (d iffe ren tia te ) E 1 เทียบกับ 7  ทีละตัว แล้วจับเท่ากับ 0total

1 = 1 ,2 , ...., N (2.23)



ๆ ^ ^ ^ ? ^ ^พ ุ ^ « เ ท ท » « ■ พ ิ ^ ! -

สำหรับระบบท่ีเป็นเซิงเสัน 1 พารามิเตอร์ของระบบไม่ข้ึนกับเวลา (linear time invarient 
system) และไม่มีสัญญาณรบกวน (disturbance) แบบจำลองปริภูมิเลตท จะมีรูปแบบดังน้ีคือ

ร ูป แ บ บ ข อ ง แ บ บ จ ำ ล อ ง ท ี่เห ม า ะ ส ม ก ับ ก า ร ห า ค ่า พ า ร า ม ิเต อ ร ์ท า ง ก า ย ภ า พ  ค ือ แ บ บ จ ำ ล อ ง

ป ร ิภ ูม ิเส ต ท แ บ บ ต ่อ เน ื่อ ง  (c o n tin u o u s  s ta te  sp a c e  m o d e l)  เน ื่อ ง จ า ก พ า ร า ม ิเต อ ร ์ท ุก ต ัว ท ี่ป ร า ก ฎ

อ ย ู่ใ น แ บ บ จ ำ ล อ ง ช น ิด น ี้ เป ็น พ า ร า ม ิเต อ ร ์ก า ย ภ า พ  [7]

•

{x} =  A {x}+  B {น} (2.24)
{y} =  C {x}+ D {u } (2.25)

{x} = ตัวแปรเลตท (state variable) ( ท X 1 )
{น} = สัญญาณอินพุท (input signal) ( r X 1 )
{y} = สัญญาณเอาท์พุท (output signal) ( m  X 1 )
A = เมทริกช์ระบบ (system matrix) ( ท X ท )

B = เมทริกซ์สัญญาณอินพุท (input matrix) ( ท X r )
C = เมทริกซ์สัญญาณเอาท์พุท (output matrix) ( m  X

D = เมทริกซ์สัญญาณป้อนไปข้างหน้า (feedforward matrix) (m X 1 

ท = อันดับของระบบ (system order) 
m = จำนวนสัญญาณเอาท์พุท 
r = จำนวนสัญญาณอินพุท

ต่อไป เป็นตัวอย่างในการจัดรูปแบบพรรณนาปริภูมิเสตท (state space description) ของ 
ระบบ ดังรูปท่ี 2.1 โดยเร่ิมต้นจากสมการ (2.1)

[M]{x}+ [C]{x}+ [K]{x} = {f}
คูณตลอดด้วย [M] 1

{x} + [M]'1 [C] {x} + [M]_1[K]{x} = [M] 1 {f}

{x} = - [M] 1 [C] {x} - [M] 1 [K]{x} + [M]_1{f} (2.26)

สมการ (2.26) เป็นสมการเชิงอนุพันธ์อันดับสองท่ีมี 3 สมการ ลามารถขยายให้เป็นสมการ 
6 สมการ ได้ โดยมีรูปแบบดังน้ี
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. a

> =
- [M]_1[C] - [M]~'[K]

- 3 x 3

พ
พ .

> +
-1[M]

- 3 x 1

พ

กำหนดตัวแปรเสตท {X} =< {พ่

พ .

และให้อินพุท {น}= { f }

สมการ (2.26) กลายเป็น
' [M] 1 [C] - [M] 1 [K] [M] 1

พ  = {X} +

พ  — 3 x 3 _  — 3 x 1

นำสมการ (2.28) เทียบรูปแบบกับสมการปริภูมิเสต ท  (2.24) จะได้

" [M] 1 [C] - [M] 1 [K] [M] " 1

A = B =
พ  — 3 x 3 _  - 3 x 3  _

หาก เอาท์พุทท่ีสนใจคือ |x |  ( การกระจัดของมวลท้ัง 3 ตัว ) จะได้

{y} -  [03x3 พ X3 ̂ <
พ
พ

นำสมการ (2.30) เทียบรูปแบบกับสมการ (2.25) จะได้

(2.27)

พ} (2.28)

(2.29)

(2.30)

c  =  [ - 3 x 3  * 3 x 3  J ^  =  - 3 x 3 (2.31)
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เมื่อได้เมทริกซ์ A,B,C,D ครบถ้วน ขั้นตอนต่อไปจะทำการวิเคราะห์หาฟังก์ช ันถ่ายโอน  
ลำหรับแบบจำลองปริภ ูม ิเสตท

จากสมการ (2.24) { x }  =  A { x }  +  B {u }

ทำการแปลงลาปลาซ (lap lace  transform ation)

ร ( ร ) }  - { x ( 0 ) }  =  A { X ( ร ) } +  B {บ (ร ) }

[ S I -  A ]  { X ( ร ) }  = B {บ (ร ) }  + { * ( 0 ) }

{ X ( S ) }  =  [S I - A ]  1 B { u ( s ) }  +  [S I - A ] _1{ x ( 0 ) }  (2.32)

จากสมการ (2.25) {y} = c{x}
ทำการแปลงลาปลาซ (Y (S ) }  =  C {x (S ) }  (2.33)

แทน (2.33) ลงใน (2.32) ได้

{Y (S ) }  =  C [S I - A ]  1 B {บ (ร ) }  +  C [S I -  A ] _1{ x ( 0 ) }  (2.34)

สมการ (2.34) สามารถอธิบายความหมายได้ว่า ผลตอบสนอง y จะเป็นผลรวมของผล 
ตอบสนองเน่ืองจาก 2 อินพุท คือ แรงกระทำโดยตรง และ เง่ือนไขเร่ิมต้น

ดังจะได ้กล่าวต่อไปว่าการทดลองในวิทยานิพนธ์น ี้ ใช ้ อินพุทเป็น เงื่อนไขเริ่มต้น โดยไม่มี 

แรงภายนอกกระทำ นั่นคือ {บ (ร )} = {0 } สมการ (2.34) จึงลดรูปเป็น

{ Y ( S ) } =  C t S I - A ] '1 น (อ ) }  (2.35)

กำหนด [H (s)] = C[SI - A ] 1 เป็นเมทริกซ์ชุดฟังก์ชันถ่ายโอน จะได้

พ ร ) }  =  [H ( s ) ] { x ( 0 ) }  (2.36)

{y(t)}= ป 1พ ร )}  (2.37)

ต ัวอย ่างการหาพาราม ิเตอร ์กายภาพจากระบบรูปท ี่ 2.1 สามารถทำได ้โดยทดลองจ ัด  

ตำแหน่งเริ่มต้นให้แก่มวลทั้ง 3 ก้อน ซึ่งถือเป็นการใส่ค่าเงื่อนไขเริ่มต้น { x ( 0 ) }  ให้กับระบบ จากนั้น 
จึงปล่อยให้ระบบสันอย่างอ ิสระและวัดค่าเอาท์พ ุทที่สนใจให้ครบทั้งหมดทุกตัว (ตัวอย่างนี้เอาท์พุท
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ท่ีสนใจมีท้ังส้ิน 3 ตัว คือการกระจัดของมวลทั้ง 3 ก้อน ) โดยเอาท์พุทที่วัดได้ ถูกเก็บอยู่ในรูปของ 
ข้อมูลไม่ต่อเน่ือง ณ เวลาต่างๆกัน

กำหนด y ,(tk)  เป็นข้อมูลเอาท์พุทตัวที่ i ที่ได้จากการทดลอง ณ เวลาท่ี tk 
เม่ือ i = 1, 2, 3 และ k = 1,2, 3 1... N 

Yj(tk) เป็นเอาท์พุทตัวท่ี i ที่คำนวณได้จากฟังก์ชั่นถ่ายโอนลมการ (2.36)

และ (2.37) ณ เวลา ท่ี t k เม่ือ i = 1 ,2 , 3 และ k=  1,2, 3 .... N

กำหนด เทอมผมรวมกำลังสองของความผิดพลาดของเอาท์พุทตัวที่ i

E i =  ร  [ y i ( t k ) - y , ( t k )32 (2.38)

ตังน้ัน เทอมความผิดพลาดทั้งหมดที่เกิดขึ้นกับเอาท์พุททั้ง 3 ตัวคือ

^ total ^  (2.39)

การหาพารามิเตอร์กายภาพสามารถทำได้ด้วยระเบียบวิธีการทำซํ้า โดยเร่ิมต้นท่ีกำหนด 
ค่าเริ่มต้นของค่าพารามิเตอร์ต่างๆ จากนั้นจึงทำการปรับหาค่าพารามิเตอร์ที่ทำให้ค่าความผิด
พลาดรวม (Etota 1) มีค่าตํ่าสุด

รายละเอียดเกี่ยวกับหัวข้อนี้ อ่านได้จากเอกสารอ้างอิงหมายเลข [7]

2.5 อุปกรณ์ที่ใข้ในการวิเคราะห์เชิงทดลอง

รูปท่ี 2.6 ภาพรวมของอุปกรณ์ท่ีใชในการทดลองหาแบบจำลองทางคณิตศาสตร์
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จากรูปที่ 2.6 แสดงภาพรวมของการทดลองหาแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ เร่ิมต้นท่ี 
กระตุ้นระบบให้เกิดการสั่น และทำการวัดผลการตอบสนอง จากนั้นจึงนำสัญญาณที่วัดได้ มา 
วิเคราะห์เพื่อหาฟังก์ชันถ่ายโอน และหาค่าพารามิเตอร์ต่อไป

อุปกรณ์ที่ใช้โนการวิเคราะห์เซิงการทดลอง มี 3 อุปกรณ์หลัก ดังน้ี

1) อุปกรณ์กระตุ้นระบบท่ีนิยมใช้ 2 ชนิดคือ

1.1) เครื่องเขย่า (shaker) อุปกรณ์น้ี ประกอบด้วยส่วนกำเนิดสัญญาณ (signal 
generator) กับมอเตอร์ไฟฟ้า (electrical motor) สามารถให้สัญญาณกระตุ้น 
ระบบได้หลายแบบตามต้องการ เซ่นสัญญาณการกระตุ้นแบบคลื่นรูปไซน์ 
(sinusoidal excitation) หรือการกระตุ้นแบบส่ม (random excitation) ข้อดีของ 
อุปกรณ์กระตุ้นแบบนี้คือ สามารถกระตุ้นระบบได้ในพลังงานท่ีสูง และสามารถ 
ควบคุมขนาดของแรงให้มากหรือน้อยตามต้องการได้ แต่ข้อเสียคือต้องมีการยึด 
ติดอุปกรณ์เขย่าเข้ากับโครงสร้างที่จะทดสอบด้วย จึงต้องระวังผลกระทบจากมวล 
ของอุปกรณ์ด้วย

1.2) ค้อนกระแทก (impact hammer) มีลักษณะเป็นค้อนท่ีมีตัวเปลี่ยนสัญญาณแรง 
ให้เป็นสัญญาณทางไฟฟ้า โดยการเคาะจะทำให้เกิดสัญญาณแรงที่มีลักษณะใกล้ 
เคียงกับแรงดล (impulse force) โดยทั่วไปขนาดของการกระแทก ข้ึนกับมวลของ 
หัวค้อนและความเร็วในการเคลื่อนที่ การกระตุ้นแบบนี้จะไม่มีผลกระทบในเรื่อง 
ของ mass loading เพราะไม่ได้มีการยึดติดอุปกรณ์เข้ากับโครงสร้าง แต่มีข้อเสีย 
คือ ควบคุมและปรับแต่งแรงการกระตุ้นได้ยาก และอาจให้พลังงานไม่เพียงพอใน 
ช่วงความถี่ที่ต้องการ
อย่างไรก็ตาม การกระตุ้นระบบ อาจใช้เงื่อนไขเริ่มต้นเป็นอินพุทเข้าส่ระบบ ซ่ึงทำ 

ให้ไม่จำเป็นต้องใช้อุปกรณ์กระตุ้นระบบใดๆ

2) อุปกรณ์วัดผลการตอบสนอง
จะทำหน้าที่เปลี่ยนผลการตอบลนองของระบบ เซ่น ระยะทาง 1 ความเร็ว หรือ 

ความเร่ง ให้อยู่ในรูปของสัญญาณทางไฟฟ้า ตัวอย่างอุปกรณ์ เซ่น

2.1) อุปกรณ์วัดความเร่งแบบพิโซอิเล็กตริก (piezoelectric type) อุปกรณ์วัด
ความเร่งชนิดน้ีจะใช้สารพิโซอิเล็กตรืก ซึ่งเมื่อถูกกด สารชนิดนี้จะคายประจุออก 
มา ซึ่งสามารถตรวจสอบแรงดันไฟฟ้าท่ีเกิดขึ้นได้ โดยเป็นสัดส่วนกับค่าความเร่ง
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2.2) อุปกรณ์วัดความเร่งแบบสเตรนเกจ (strain gauge type) อุปกรณ์วัดความเร่ง 
ชนิดน้ี เหมาะท่ีจะใช้กับระบบพลศาสตf ท่ีมีความถ่ีต่ําๆ เม่ือสเตรนเกจมีการยืด 
หดตัวจะทำให้ความต้านทานเปลี่ยนไป ดังน้ันค่าท่ีวัดได้ออกมาคือค่าแรงดันไฟ 
ฟ้าตกคร่อม สเตรนเกจ ท่ีเป็นสัดส่วนกับค่าความเร่งท่ีเกิดข้ึน

2.3) อุปกรณ์วัดระยะทาง LVDT (linear variable differential transformer) เป็น 
อุปกรณ์วัดระยะทางโดยอาดัยหสักการของหม้อแปลง ภายในตัวอุปกรณ์จะมีขด 
ลวดปฐมภูมิ 1 ขด และขดลวดทุติยภูมิ 2 ขด และมีแกนเหล็ก ซ่ึงเคล่ือนท่ีอยู่ภาย 
ในตรงกลาง โดยค่าท่ีวัดได้คือแรงดันไฟฟ้าซ่ึงจะเป็นสัดส่วนโดยตรงกับระยะทาง 
ท่ีแกนเหล็กตรงกลางเคล่ือนท่ีได้

3) อุปกรณ์วิเคราะห์สัญญาณ

เม่ือทำการวัดสัญญาณแรง หรือสัญญาณการตอบสนองของระบบเรียบร้อยแล้ว 
สัญญาณดังกล่าว จะถูกนำมาวิเคราะห์ผล ด้วยเครองวิเคราะห์สัญญาณ ซ่ึงอาจเป็น 
เคร่ืองวิเคราะห์สัญญาณเซิงความถ่ี (FFT Analyzer) และหลังจากน้ัน เคร่ืองมือก็จะ 
คำนวณผล เพ่ือให้ได้มาซ่ึง ฟังก์ชันถ่ายโอนและค่าพารามิเตอร์ของระบบ

ในส่วนของการนำสัญญาณท่ีได้มาวิเคราะห์ผล สามารถใช้เคร่ืองคอมพิวเตอร์ 
แทนได้ กล่าวคือ นำสัญญาณท่ีวัดได้ ผ่านการ์ดแปลงสัญญาณ (A/D card) เปล่ียน 
สัญญาณ อนาล็อก (analog) เป็นสัญญาณดิจิตอล (digital) เพ่ือนำเข้าล่เคร่ือง 
คอมพิวเตอร์ หลังจากน้ันจึงนำข้อมูลท่ีได้ไปคำนวณผลด้วยการเขียนโปรแกรมภาษา 
ในคอมพิวเตอร์

2.6 สรุปวิธีและอุปกรณ์ท่ีเลือกใชไนวิทยานิพนธ์

การกระตุ้นระบบจะกระทำโดยให้เง่ือนไขเร่ืมต้น (initial condition) เน่ืองจากข้อจำกัดใน 
ด้านอุปกรณ์การกระตุ้นระบบ กล่าวคือ ระบบท่ี,ทำการคืกษ'า เป็นระบบแขวนของรถยนต์ซ่ึงจำเป็น 
ต้องได้รับแรงกระตุ้นท่ีมากพอจากอุปกรณ์กระตุ้นขนาดใหญ่ จึงจะเห็นการส่ันโดยรวมของระบบ 
แขวนท้ังระบบได้ แต่การให้เง่ือนไขเร่ิมต้น สามารถกระตุ้นให้เกิดการส่ันท้ังระบบได้โดยไม่ต้องใช้ 
อุปกรณ์ช่วย โดยจะให้ผู้ทดลองกดท่ีตำแหน่งหน่ึงตำแหน่งใดของรถ แล้วปล่อย เพ่ือให้รถเคล่ือนท่ี 
ได้อย่างอิสระ

จากท่ีเลือกใช้เง่ือนไขเร่ิมต้นเป็นอินพุทให้กับระบบ จึงเลือกการหาแบบจำลองคณิตศาสตร์ 
โดยอิงวิธีการหาพารามิเตอร์กายภาพ เน่ืองจากวิธีน้ีสามารถประยุกตํใช้ได้กับฟังก์ชันถ่ายโอนท่ีเป็น
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ผลเน่ืองจากเง่ือนไขเร่ิมต้น (โดยไม่มีแรงภายนอกกระทำ) อีกเหตุผลหน่ึงคือ หากหาพารามิเตอร์ 
กายภาพได้ ก็สามารถนำไปคำนวณหาพารามิเตอร์โมดัลได้จากการทำคำนวณทางทฤษฎี

ในส่วนของอุปกรณ์วัดผลตอบสนองเลือกใช้อุปกรณ์วัด LVDT เน่ืองจากข้อจำกัดด้าน 
จำนวนอุปกรณ์ซ่ึงจำเป็นต้องวัดผลตอบสนองหลายจุดวัดพร้อมๆ กัน และอีกเหตุผลหน่ึงท่ีเลือกใช้ 
อุปกรณ์ LVDT คือเป็นการวัดการกระจัดโดยตรง ซ่ึงรูปแบบของฟังก์ชันถ่ายโอนท่ีใช้งาน ก็เป็นผล 
หารระหว่าง อินพุท กับเอาท์พุท ท่ีเป็นการกระจัด

ในส่วนของอุปกรณ์วิเคราะห์ผล จะใช้การ์ดแปลงสัญญาณ (A/D card) เปล่ียนสัญญาณ 
อนาล็อก (analog) ให้กลายเป็นสัญญาณดิจิตอล (digital) เพ่ือนำเข้าส่เคร่ืองคอมพิวเตอร์ และใช้ 
โปรแกรมประยุกต์แมทแล็ป เวอร์ชัน 6.1 (Matlab Version 6.1) เป็นโปรแกรมช่วยในการประมวล 
ผลสัญญาณ และใช้ system identification toolbox ในโปรแกรมแม็ทแลปช่วยในการคำนวณหา 
พารามิเตอร์ระบบ (โปรแกรมน้ีจะอิงแบบจำลองในรูปแบบจำลองปริภูมิเสตท) โปรแกรมจะค้นหา 
พารามิเตอร์ระบบท่ีทำให้ผลรวมของกำลังสองของความผิดพลาดมีค่าน้อยท่ีสุดด้วยกระบวนการ 
ทำช้ําแบบเกาส ั- น ิวตัน คือเร่ิมต้นท่ีกำหนดค่าร่ิมต้นของค่าพารามิเตอร์ต่างๆ ให้เหมาะสม จากน้ัน 
โปรแกรมจะทำชำ เพ่ือค้นหาค่าพารามิเตอร์ท่ีดีข้ึนในทุกๆ คร้ังของการทำซ้ํา และจะหยุดการทำช้ํา 
เม่ือไม่สามารถทำให้ค่าความผิดพลาดน้อยลงไปได้อีก [7]
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