
แบบจำลองการสั่นสะเทือนของรถยนต์ 7 ระดับขนเสร

3.1 ข้อสมมติของแบบจำลอง

แบบจำลองการส่ันสะเทือนของรถยนต์ 7 ระดับข้ันเสรี เป็นแบบจำลองวัตถุแข็งเกร็งท่ีมีข้อ 
สมมตสิำคั ญดังน้ี

1) ส่วนท้ังหมดของรถยนต์ท่ีถูกรองรับด้วยระบบแขวน เซ่น ตัวถังรถ 1 เครองยนต์ รวมถึงท่ีน่ัง 
ผู้โดยสาร ถูกรวมเป็นวัตถุแข็งเกร็งเดียวถัน เรียกว่า มวลถูกแขวน (sprung mass)

2) ส่วนท่ีไม่ได้ถูกรองรับด้วยระบบแขวน แต่ถูกรองรับด้วยยางรถยนต์ ถูกเรียกว่า มวลไม่ถูก 
แขวน (unsprung mass) ประกอบด้วย
- ล้อหน้า 2 ล้อ เคล่ือนท่ีอิสระต่อถัน ซ่ึงเป็นคุณสมบัติสำหรับรถยนต์ท่ีมีระบบแขวนด้าน 

หน้าแบบอิสระ (independent front suspension)
- เทืเองท้าย, เพลาล้อหลัง และล้อหลังท้ัง 2 ข้าง ถูกรวมเป็นวัตถุแข็งเกร็งเดียวถัน (ชุดเพลา 

ล้อหลัง) ซึ่งเป็นคุณสมบัติสำหรับรถยนต์ที่มีระบบแขวนด้านหลังแบบคานแข็ง (solid 
rear axle suspension)

3) ส่วนประกอบที่เชื่อมต่อระหว่างมวลถูกแขวนกับมวลไม่ถูกแขวน เช่นสปริงแหนบ, 
โช้คอัปซอร์บเบอร์, สปรังขด, แขนควบคุม และอ่ืน  ๆสามารถถูกแทนด้วยสปริงท่ีมีความยืด 
หยุ่นแบบเซิงเล้น (linear elastic spring) และตัวหน่วงแบบวิสคัส (viscous damping) 
ซึงถูกเรียกว่าสปริงสมมูล (equivalent spring) และตัวหน่วงสมมูล (equivalent 
damping) ตามสำดับ

4) ยางล้อรถ ถูกแทนด้วยสปริงท่ีมีความยืดหยุ่นเซิงเล้น และตัวหน่วงแบบวิสคัส
5) คำนึงการส่ันของรถยนต์ท้ังหมด 7 โหมดการส่ันดังน้ี

- โหมดการเต้นข้ึนลงของมวลถูกแขวน (body bounce)
- โหมดการกระดอนของมวลถูกแขวน (body pitch)
- โหมดการโคลงตัวของมวลถูกแขวน (body roll)
- โหมดการกระโดดของล้อหน้าท้ัง 2 ล้อ (front wheel hop)

โหมดการกระดอนของล้อหน้าทัง 2 ล้อ (front wheel tramp)
โหมดการกระโดดของชุดเพลาล้อหลัง (rear wheel hop)

- โหมดการกระดอนของชุดเพลาล้อหลัง (rear wheel tramp)
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หมายเหตุ

รถที่ใช้ในการทดสอบเป็นรถบรรทุกขนาดเล็ก มีระบบแขวนด้านหน้าประกอบด้วยชุดปีกนก, 
สปริงขดและโช้คอัปซอร์บเบอร์ ระบบแขวนด้านหลังประกอบด้วยสปริงแหนบกับโช้คอัปซอร์บเบอร์ 
(รูปส่วนประกอบระบบแขวนแสดงในภาคผนวก ก) โดยสปริงสมมูลและตัวหน่วงสมมูลของระบบ 
แขวนด้านหน้า ถูกสมมติให้รองรับอยู่ ณ ตำแหน่งก่ึงกลางของสปริงขด, สปริงสมมูลและตัวหน่วง 
สมมูลของระบบแขวนด้านหลัง ถูกสมมติให้รองรับอยู่ ณ ตำแหน่งก่ึงกลางสปริงแหนบ

3.2 แบบจำลองกายภาพ

จากข้อสมมติต่างๆ ในหัวข้อ 3.1 สามารถสร้างแบบจำลองการลันได้ดังรูป 3.1



รูปท่ี 3.1 แบบจำลองวัตถุแข็งเกร็งของระบบแขวนรถยนต์แสดงค่าพารามิเตอร์ต่างๆ

ÇO๐
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สำหรับคำอธิบายพารามิเตอร์ต่างๆ  เป็นดังน้ี 
คุณสมปัติเชิงมวล

- Mb มวลของมวลถูกแขวน (kg)

- Mg มวลของชุดเพลาล้อหลัง (kg)

- Mw มวลของล้อหน้า โดยสมมติว่าล้อหน้าท้ัง 2 ข้าง มีมวลเท่ากัน (kg)

คุณสมบติความเฉ่ือยเซิงมวล

lp ความเฉ่ือยเชิงมวลรอบแกน y ณ จุด c.g. ของมวลถูกแขวน (kg-m2)

I ความเฉ่ือยเชิงมวลรอบแกน X ณ จุด c.g. ของมวลถูกแขวน (kg-ทา2)

I ความเฉ่ือยเชิงมวลรอบแกน y ณ จุด c.g. ของชุดเพลาล้อหลัง (kg-m2)

คุณสมป้ติเชิงมิติ
- L ระยะห่างตามแกน Xระหว่างจุด c.g. ของล้อหน้ากับล้อหลัง (m)

- Lf ระยะห่างตามแกน X จากจุด c.g. ของล้อหน้า ถึงจุด c.g. ของมวลถูกแขวน (m)

- l_r ระยะห่างตามแกน X จากจุด c.g. ของล้อหลังถึงจุด c.g. ของมวลถูกแขวน (m)

- Lt ระยะห่างตามแกน Y ระหว่างจุด c.g. ของล้อหลังซ้ายกับล้อหลังขวา (m)

- l_t 1 ระยะห่างตามแกน Y จากจุด c.g. ของล้อหลังซ้าย ถึงจุด c.g. ของชุดเพลาล้อหลัง (m)

- L ระยะตามแกน Y จากจุด c.g. ของล้อหลังขวา ถึงจุด c.g. ของชุดเพลาล้อหลัง (m)

- l_c ระยะห่างตามแกน Y ระหว่างจุดรองรับ ด้านหน้าทางซ้ายกับทางขวา (m)

- l_c| ระยะห่างตามแกน Y จากจุดรองรับด้านหน้าทางซ้าย ถึงจุด c.g. ของมวลถูกแขวน (m)

- l_cr ระยะตามแกน Y จากจุดรองรับด้านหน้าทางขวา ถึงจุด c.g. ของมวลถูกแขวน (m) 

l_s ระยะห่างตามแกน Y ระหว่างจุดรองรับด้านหลังทางซ้ายกับทางขวา (m)

- ■ 1_ร| ระยะตามแกน Y จากจุดรองรับด้านหลังทางซ้าย ถึงจุด c.g. ของมวลถูกแขวน (m)

- Lsr ระยะตามแกน Y จากจุดรองรับด้านหลังทางขวา ถึงจุด c.g. ของมวลถูกแขวน (m)
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ค่าความแข็งสปริงสมมูล

- Ksf ค่าความแข็งสปริงของระบบแขวนด้านหน้า 1 ข้าง โดยสมมติว่า ค่าความแข็ง 
สปริงของระบบแขวนด้านหน้าท้ัง 2 ข้าง มีค่าเท่ากัน (N/m)

- Ksr ค่าความแข็งสปริงของระบบแขวนด้านหลัง 1 ข้าง โดยสมมติว่า ค่าความแข็ง 
สปริงของระบบแขวนด้านหลังท้ัง 2 ข้าง มีค่าเท่ากัน (N/m)

- Kt ค่าความแข็งสปริงของยางล้อ โดยสมมติว่าค่าความแข็งสปริงของยางล้อทุกล้อมี 
ค่าเท่ากัน (N/m)

ค่าความหน่วงสมมูล

- Csf ค่าความหน่วงของระบบแขวนด้านหน้า 1 ข้าง สมมติว่าค่าความหน่วงของระบบ
แขวนด้านหน้าท้ัง 2 ข้าง มีค่าเท่ากัน (N-s/m)

- Csr ค่าความหน่วงของระบบแขวนด้านหลัง 1 ข้าง สมมติว่าค่าความหน่วงของระบบ
แขวนด้านหลังท้ัง 2 ข้าง เท่ากัน (N-s/m)

- c t ค่าความหน่วงของยางล้อ สมมติว่าความหน่วงยางล้อทุกล้อ เท่ากัน (N-s/m)

ข้อสมมติ
1) เพ่ือความง่ายของปัญหา จะสมมติว่าระบบมีความสมมาตรรอบแกน X น่ันคือจุด c.g. ของ

มวลถูกแขวน และจุด c.g. ของชุดเพลาล้อหลัง อยู่ตรงก่ึงกลาง (เม่ือมองในระนาบ YZ) เป็น
L L L

ผลให้ L = L = —  , L = L = —  และ L 1= L = —si sr 2  cl cr 2  il tr 2

2) ค่าความหน่วงของยางล้อมีค่าน้อยมากเม่ือเทียบกับค่าความหน่วงของระบบแขวน ดังน้ันจึง 
สมมติให้c t = 0 ซ่ึงงานวิจัยการส่ันตามเอกสารอ้างอิงหมายเลข [8] มีการสมมติในลักษณะน้ี
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กำหนดโคออร์ดิเนต โดยสนใจอินพุทคือการเคลือนทีของพืนถนน เอาท์พุทคือการเคลือนทีของ 
รถ ท่ีคำนึง 7 ระดับข้ันเสรี' ดังรปท่ี 3.2

7 ระดับข้ันเสรี ด้วยโคออร์ดิเนตหลัก 7 ตัว

คำอธิบายสัญลักษณ์ต่างๆ เป็นดังน้ี

- Y1 ,Y 2 'Y3 'Y4 การเคล่ือน'ท่ีของพืนถนน ท่ีกระทำกับล้อหน้าขวา, ล้อหน้าซ้าย,ล้อหลัง
ขวา และล้อหลังซ้ายตามลำดับ

- X1 , X2 การเคล่ือนท่ีขึนลงของล้อหน้าขวา, ล้อหน้าซ้าย ตามลำดับ

- Xa , ô a การเคล่ือนท่ีข้ึนลงท่ี1จุด c.g. และการหมุนรอบแกน X ของชุดเพลาล้อ
หลังตามลำดับ

- X ç , d p , 6 r การเคล่ือนท่ีขึนลงท่ีจุด c.g. 1 การหมุนรอบแกนY และการหมุนรอบ
แกน X ของมวลถกแขวน ตามลำดับ
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เพือความสะดวกในการพิสูจน์สมการ จึงตังโคออร์ดิเนตช่วยตามรูปที่ 3.3

รูปท่ี 3.3 การพรรณนาการเคลื่อนที่ของแบบจำลองระบบแขวนรถยนต์ที่คำนึงการเคลื่อนที่ 
7 ระดับข้ันเสรี ด้วยโคออร์ดิเนตช่วยในการพิสูจน์สมการการเคล่ือนที่

คำอธิบายสัญลักษณ์ต่างๆ เป็นดังน้ี

x3 1 x 4 การเคลื่อนที่ขึ้นลงที่1จุด c.g. ของล้อหลังขวา และซ้าย ตามลำดับ

- X3S , X4S การเคลื่อนที่ฃ้ึนลงของชุดเพลาล้อหลัง ณ จุดรองรับของระบบแขวนด้าน
หลัง ทางขวา และซ้าย ตามลำดับ

- x5 1 Xg การเคล่ือนท่ีฃ้ึนลงของมวลถูกแขวน ณ จุดรองรับของระบบแขวนด้าน
หน้า ทางขวา และซ้าย ตามลำดับ

- x7 1 Xg การเคลื่อนท่ีฃ้ึนลงของมวลถูกแขวน ณ จุดรองรับของระบบแขวนด้าน
หลัง ทางขวา และซ้าย ตามลำดับ
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แยกเขียนผังวัตถุอิสระของแต่ละวัตถุแข็งเกร็ง ตามรูปท่ี 3.4 -  3.6 และสร้างสมการการ 
เคล่ือนท่ีเพ่ือหาแบบจำลองทางคณิตศาสตร์

y ๑ — ►  * y<? — ►  x

รูปท่ี 3.4 ผังวัตถุอิสระของล้อหน้าซ้ายและขวาตามลำดับ



çp๐ไ)
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ล้อหน้าขวา สมมติ Xi > Y i , x 5 > X i

[ Z f2= Mw X i A + ]
M Xi = - C  ( X i - Y i )  + C ,  ( X s - X i ) - K  f X i - Y i )  + K  , ( X 5 - X 1 ) (3.1)พ  t  S I t  S I

ล้อหน้าซ้าย สมมติ  X 2 > Y 2 5 X6 > X 2

[ Z F z= M w x 2 A  + ]

M w X 2 = - C  ( X 2 - Y 2 )  + C ( X 6 - X 2 ) - K t ( X 2 - Y 2 ) + K sf ( X 6 - X 2 ) (3.2)

ชุดเพลาล้อหลั ง สมมติ  X7 > X 3S , X8 > X 4 ร , X 3 > Y3 , X 4 > Y 4 

[ Z F z= M a x a , 1  + ]

M &x a = - C t ( X 3 - Y 3 ) - C t ( X 4 - Y 4 )  + Csr ( X 7 - X 3s )  + Csr ( X 8 - X 4s )  
- K t ( X 3 - Y 3 ) - K t ( X 4 - Y 4 ) +  K s r ( X 7 - X 3 3 )  +  ^  ( X 8 - X 4 5 )

แกน x =  .ท ิศ ต า ม เ™ + ]
•• • • • •  • •

Ia @a = - C {L tr( X 3 - Y 3 ) + c  L t 1 ( X 4 - Y 4 ) - CsrL sr ( X 7 - x 3s )

+ C srL s l ( X 8 ' X 4 s ) ' K tL tr( X3 ' Y3 ) + K tL t l ( X4 - V  (3.4)
- ^ r L s r ( X7 - X 3S) + K srL s1 ( X8 - X 45)

มวลถู กแขวน สมมติ x 5 > Xi , x 6 > x 2 , X 7 > X 3S 5 Xg > x 4ร

[ l F z= M b X g , -i + ]
• •  • •  • •  • •

M b X g = - C sf ( X 5 - X i ) - C sf ( X 6 - X 2 ) - C sr ( x 7 - x 3s )

■ Cs r ( x s - X 4 s )  • K s f ( X 3 - X , ) - K s f ( X 6 - X 2 ) (3.5)

- K s r <x 7 - * 3ร ) - K s 1. ( X , - X 4S)
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[ £ M, «บแทน y = \ 6 V . ™ » ™ «  + ]

I 0 p  = - C gfL f ( X 5- X i ) - C J L f (X6-  X 2 ) + c  L ( X 7 - X3s)sf f sr r

+ c  L ( X 8 - X 4 s ) - K  L (X , - X . ) - K L (X 6 - X 2 ) (3.6)sr r SI f  5 1 SI I 6 ^
+ K L (X 7 - X 35) +  K L (X 8 - X  4,.)sr r sr r 8 'Ms

[E M รอบแกน X = I 0 1- 1 ท ิศทวนเข ็ม +  ]

I r 0 r = - C s f L c r ( X 5- X i )  + Cs f L c l (Xô-  X 2 )-C__L_ ( x 7- x 3s )sr sr

+ CsrLs l ( X , - X 4s ) - K s f L 01( X 5 - X , ) + K s f L c l ( X 6 - X 2 ) (3.7)

" K srL sr <x? '  x 3ร )+ K srLs l <Xร ■ X 4 

ความสัมพันธ์ระหว่างโคออร์ดิเนตช่วย และ โคออร์ดิเนตหลัก เป็นดังน้ี

X 3 - X a + L , 0 a
X « - X . - L t * .
X 1C = x  +  L 6■ 3S sr a
X 4 8 = X - L , 6si a
x 5 = X G + L f # + L  6

X^ X 0 + L f V Lc Y *
X 7 = X _ - L d + L 6  1 Ci r P sr r
x „  = X  - L 6  - L 16s G r P si r

(3.8)

สมมติให้ระบบมีความสมมาตรรอบแกน X

L 1 = L L ccl cr 2
L 1 = L

L___ s_si sr 2
L 1 = L

L t
tl tr 2

(3.9)
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สมมติให้ค่าความหน่วงของยางล้อ น้อยมากเมื่อเทียบกับความหน่วงระบบแขวน
c r o (3.10)

จากสมการที่(3 .1 )-(3 .1 0 )เขียนเป็นแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ในรูปเมทริกชํได้ดังนี้

[M]{x}+ [C]{x}+ [K] {X} = {F} (3.11 ;

โดย {X} = [X  1 , x 2 , x  a , d  a , x  0 , 0  0  r ] T

{F} =  [B 1 ] {ท} =

K t 0 0

0 K

K L 
t  t

2

0

K  L 
t  t

Y,

Y.

Y ,

Y .

[M] =

M 0 0 0 0 0 0

0 M  0 0 0 0 0พ

0 M  0 0 0 0

0 I a 0 0 0

0 0 M  0 0

0 0 0 1 0 
P

0 0 0 0 1
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สมการ (3.11) เป็นแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ ในรูปของแบบจำลองทางกายภาพที
แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง อินพุท คือการเคล่ือนท่ีของพ้ืนถนน Y1 1 Y2, Y3 1 ¥4 กับ เอาท์พุท คือ 
การส่ันตามตำแหน่งต่างๆ ของรถยนต์ ¥1, X2 , xa , ô a 1 XG , 0 p , 6 r  ซึงบล็อกไดอะแกรม 
(block diagram) เป็นดังรูปที 3.7

รูปท่ี 3.7 บล็อกไดอะแกรมแสดง อินพุทและเอาท์พุทของแบบจำลองระบบแขวนรถยนต์
ท่ีคำนึงการเคล่ือนท่ี 7 ระดับข้ันเสร

3.3 แบบจำลองปริภูมิเลตทแบบต่อเนื่อง

หัวฃ้อนึเป็นการจัดแบบจำลองคณิตศาสตร์ให้อยู่ในรูปแบบจำลองปริภูมิเลตทแบบต่อเนื่อง 
(state space model) ซึ่งเป็นรูปแบบที่จะใช้ในการวิเคราะห์หาค่าพารามิเตอร์กายภาพ

กำหนดตัวแปรเลตท

{■ X} — [Xj 1 X 2 , X 3 , X 4 1 X j , Xg , X 2 1 Xg , X 9 , XjQ ,xn , Xj2 , X jj 1X ,4]
(3.12

=  [ ¥ 1 , x 2 1 x a , da , XG 1 dp , dr 1 X 1 , X 2 , x a , 0 a , X 0 , 0  , 6 y  
อินพุทคือการเคลื่อนที่ของพื้นถนน

{น}  = [น1 , น 2 , น 3 , น 4 ] T

=  [Y  Y  Y  Y  1 T  L 1 ’ 2 ’ 3 ’ 4 J

เอาท์พุทท่ีสนใจ คือการเคลื่อนที่ของรถยนต์ที่ตำแหน่งต่างๆ คือ

{หั} =[y1 , y2>y3> y  4 ’ y  5 >y 6 ’ตัร]1
=  [ X , , X 2 , X a . ภ ู ,  X G . ภ ู , ภ ู ] T

(3.14)
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อ้างอิงจากลมการ (2.23) 1 (2.24) 1 (2.28) 1 (2.30) สมการ (3.11) สามารถจัดอยู่ในรูป 
แบบปริภูมิเสตทได้ดังนี

{x} = A{x}+ B{u} (3.15)
{y} = c{x} +  D {น}

โดย T I____1 ท
 

1—
—1 ร

่
1___

_1 [ M ] ' 1 [ B 1]
B =

17 0  ๆ7_  7  — 7 x 7 - 7 x 4

C - [ 0 M  i 7] . d = 0 7x 4

3.4 แบบจำลองโมดัล
หัวข้อน้ีเป็นการจัดแบบจำลองคณิตศาสตร์ไนรูปของแบบจำลองโมดัล ซ่ึงเป็นรูปแบบ 

จำลองท่ีเหมาะสมท่ีจะใชในการหาผลตอบลนองการส่ัน เน่ืองจากชุดสมการเป็นสมการท่ีเป็นอิสระ 
แก่กัน ง่ายแก่การหาผลเฉลยของสมการ สำหรับพารามิเตอร์ของแบบจำลองโมดัลได้แก่ ค่าความถ่ี 
ธรรมชาติ(พ1), ค่าอัตราส่วนการหน่วง (£) และโหมดเซพ ( [$ ]) ซ่ึงเป็นตัวอธิบายพฤติกรรมการ 
ส่ันของระบบในโหมดต่างๆ

แบบจำลองกายภาพตามสมการ (3.11) ลามารถจัดในรูปแบบของดันแคน โดยการเพ่ิม 
โคออร์ดิเนตของความเร็ว จะได้ลมการในรูปแบบดังน้ี

[A]{z}+[B]{z} = {q} (3.16)

{X} ~{0}~
{q} =

_{X}_ _{F}_
{Z} =
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"[0] [M] [-M] [0]
[A] = [B] =

JM] [C]_ _  [ 0 ] [K]_

อ้างอิงตามวิธีการในหัวข้อ 2.1 โดยทำการแปลงโคออร์ ดิ เนตให้อยู ่ ในโคออร์ดิเนตมุขสำคัญ 
จะได้สมการในรูปแบบดังน้ีคือ

{ ๆ} +  diag(-X, ,-X2 5 - \ 14 )  {ๆ} =  [<Ê]T{q} (3.17ก)

และ {Z} = [ ^ ] {ๆ} (3.17ฃ)

โดย {Z} = [X i ,x 2 , x a , 0a, XG 1 0p , Ô r , X 1, x 2 , x a 1 0a 5 XG , 6  , 6  r ] T 
เป็นโคออร์ดิเนตทางกายภาพ

{ ๆ} — [ๆ^ , ๆ2 )  ๆ3 > ๆ 4 ’ ๆร ) ๆ6> ๆๅ ’ ๆร > ๆ g y ๆ\0 > ๆ พ ’ ^13’ 'พ \4^
เป็นโคออร์ดิเนตมุขสำคัญ

ลมการ (3.17ก) และ (3.17ข) เป็นสมการแบบจำลองโมคัล ท่ีจำเป็นต้องใช้คู่กันในการหาผล 
ตอบสนองการสัน โดยมีค่าฃึนกับพารามิเตอร์โมคัลคือค่าเจาะจง X ท้ังส้ิน 14 ตัว รวมท้ังเวกเตอร์ 
เจาะจงท่ีถูกนอร์มัลไลซ์ด้วยมวล { $ } ท้ังส้ิน 14 เวกเตอร์ เซ่นเดียวกัน

หมายเหตุ

โหมดการส่ันสำหรับแบบจำลอง 7 ระคับข้ันเส'รีน้ี มีท้ังส้ิน 7 โหมดด้วยกัน โดยสำหรับโหมดการ 
สันทีเป็นการส่ันแบบต่ํากว่าวิกถูตจะได้ค่าเจาะจง 2 ตัวท่ีเป็นคู่สังยุคเชิงซ้อนต่อกัน (เวกเตอร์ 
เจาะจงจะเป็นคู่สังยุคเชิงซ้อนต่อกันด้วย) แต่สำหรับโหมดการส่ันแบบสูงกว่าวิกถูตจะได้ค่าเจาะจง 
2 ตัวที,เป็นจำนวนจริง
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