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เสถียรภาพ , ความควบคุมได้ และ ความสังเกตได้ของระบบ

การหาเสถียรภาพ , ความควบคุมได้ และ ความสังเกตได้ของระบบเร่ิมด้วยการพิจารณา 
ระบบให้อยู่ในรูปสเตทสเปซดังนี (ไพศาล กิตติศุภกร, 2538)

X  =  Ax +  Bu
y  = CX (ก-1)

โดยท่ี
X คือตัวแปรสเตทของระบบ
น คือตัวแปรปรับของระบบ
y  คือตัวแปรออกของระบบ

เสถียรภาพของระบบ (System stability)

ในการตรวจสอบลูว่าระบบนั้นๆมีเสถียรภาพหรือไม่นั้น สามารถลูได้จากค่าของ OPEN- 
LOOP POLES ของระบบน้ันว่าอยู่ทางซ้ายหรือทางขวาของแกนเชิงซ้อน ถ้า Pole อยู่ทางซ้ายก็ 
แสดงว่าระบบนั้นๆมีความเสถียร แต่ถ้ามี Pole ค่าใดค่าหนึ่งของระบบอยู่ทางขวามือของแกน 
เชิงซ้อนก็แสดงว่าระบบนั้นๆไม่มีความเสถียร

POLE

STABLE UNSTABLE

LHP RHP
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วิธีการหา Pole Location (ขณะยังไม่มีตัวควบคุม)

ถา เห
X  =  Ax

X  =  kext
จะ

X = A k e x t

แทนค่า X  ท่ีได้ลงในสมการ (ก.2) เป็น

(ก.2)

Akext = Akext 
Ax = Ax 

{A I -  A )x  = 0
det(2/ -  A) =  0 (เม่ือ X  ไม่เท่ากับ 0)

ค่า A ทได ้ คอ ค่าของ Open-Loop Poles นันเอง

ความควบคุมได้ของระบบ (Controllability)

ระบบใดๆก็ตามจะสามารถกล่าวได้ว่าเป็นระบบที่ควบคุมได้ก็ต ่อเมื่อสามารถทำให ้ค่าของ 
ต ัวแปรส เตทมีค่าลู่เข้าสู่ค่าใดๆได้ภายในช่วงเวลาที่ต้องการ โดยใช้ตัวแปรปรับท ี่เล ือกไว้

เมตริกซ์การควบคุมได้ =  [B AB A 2B .........  A n^ B ]

เม่ือ ท คือจำนวนตัวแปรสเตท

การพ ิจารณาว่าเป ็นระบบท ี่สามารถควบค ุมได ้หร ือไม'น ัน สามารถพิจารณาได้จากค่า

Rank ของเมตริกซ์การควบคุมได้ ถ้าค่านีมีค่าเท่ากับ Fu ll Rank ของเมตริกซ์เด ียวกันแล้วระบบนี 
จะเป ็นระบบที่สามารถควบคุมได้ด ้วยตัวแปรปรับกระบวนการที่เล ือกไว้

Full Rank คอ Dimension ของเมตรกซหมายเหตุ
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ในกรณีที่เมตริกซ์การควบคุมได้เป็นเมตริกซ์จ ัต ุร ัส ค่า Rank ของเมตริกซ ์สามารถหาได้ 
จากการหาค่าดีเทอร์มิแนนท์ของเมตริกซ์นั้น ถ้าค่าดีเทอร์ม ิแนนท์ไม่เท่ากับศูนย์แสดงว่า ค่า Rank 

จะเท่ากับขนาด

ตัวอย่างเช่น

ถ้า ท = 2 จะได้

เมตริกซ์การควบคุมได้ =  [B AB]

จะมี Full Rank เท่ากับ 2

ส่วนกรณีท ี่เมตริกซ์การควบคุมได้ไม ่เป ็นเมตริกซ์จ ัต ุร ัส ค่า Rank ของเมตริกซ์สามารถ 
หาได้โดยตรวจสอบว่า แต่ละแถวใดๆไม่สามารถถูกแทนด้วยแถวอื่นได้ ซ ึ่งแสดงถึงว ่าสมการไม ่ 
ขึนต่อกัน เพราะฉะนัน ค่า Rank เท่ากับขนาด (Dimension)

ความสังเกตได้ของระบบ (Observability)

ระบบใดๆก็ตามจะสามารถกล่าวได้ว ่าเป ็นระบบที่สามารถสังเกตได้ก ็ต ่อเม ื่อ ค่าตัวแปร

ออกสามารถใช้เป ็นตัวแทนที่ใช ้ประมาณค่าสเตทหรือพารามิเตอร์ของระบบนั้นๆได้ ซ ึ่งจะสามารถ 
พิจารณาได้จากค่า Full Rank และค่า Rank ของเมตริกซ์การสังเกตได้ด ังเช่นกรณีของการตรวจ 
สอบความควบคุมได้ของระบบ โดยที่

เมตริกซ์การสังเกตได้ [CT AtCt .........  {ATy~xCT]
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การหาคำตอบของระบบสมการไม่เชิงเส้น

การหารากของระบบสมการที่มีเพียงตัวแปรเดียว จัดว่าง่ายกว่าการหารากของระบบที่มีตัง 
แต่ 2 สมการขึ้นไป โดยทั่วไปในการหาคำตอบนั้นนิยมเขียนสมการในรูปแบบของ f ( x )  = 0 
แล้วทำการหาจุดที่เส้นกราฟตัดแกน X

ข.! ระเบียบวิธีกำหนดขอบ (Bracketing)

Bracketing หรือการล้อมกรอบบริเวณที่คำตอบควรจะอยู่ อาศัยหลักการที่ว่า ล้า f ( x )  

เป็นความสัมพันธ์ต ่อเนื่องบนช่วง [a,b] แล้ว ถ้า f ( a ) f ( b ) <  0 จะมีจุด C อย่างน้อย 1 จุดที่ค่า 
f { c ) = 0 วิธ ีการนี้น ิยมใช้ในการหาช่วงที่คาดว่าจะมีคำตอบอยู่ค ่อนที่จะทำการหาคำตอบด้วยวิธี
การอื่นๆต่อไป การล้อมกรอบนั้นทำได้โดย

1. เลือกจุดเร่ิมต้น f ( a )

2. กำหนด AX แล้วคำนวณหา f { a  + Ax)

3. ตรวจสอบว่า f ( a )  - f { a  + Ax)  < 0 หรือ̂ ไม่ ถ้าเง่ือนไขไม่เป็นจริง ให้ทำการบวกค่า AX เช้า 
ไปอีก แล้วทำการคำนวณว่า f { d  + (/7 -1) Ax) ■ f  [a + ท Ax)  < 0

4. ล้าการล้อมกรอบเป็นไปได้ช้า อาจเพ่ิมช่วงก้าว Ax ให้กว้างข้ึนไปเป็น 2 เท่าของช่วงก้าวก่อน 
หน้าน้ัน แต่อาจทำให้พลาดช่วงท่ีมีคำตอบได้ หรืออาจต้องทำการก้าวไปในทิศทางตรงข้าม
กับก้าวแรก
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f(a)

รูปท่ี ข.! ภาพประกอบในการหาคำตอบด้วยระเบียบวิธีกำหนดขอบ

ข.2 ระเบียบวิธีแบ่งคร่ึงช่วง (Bisection)

วิธ ีการนี้สามารถเริ่มได้หลังจากที่ทำการล้อมกรอบบริเวณที่ม ีคำตอบได้แล้ว โดยหลังจาก 
ท ี่ได ้ช ่วง (a, £ )จะกำหนดให้ a x = a , b x = b  และให้ p x เป็นจุดกึ่งกลางระหว่าง a  กับ b  ซึ่งหา 

ได ้จาก Px -  ^  2 b — โดยถ้า f ( P \ )  = 0 แล้ว Px คือคำตอบของสมการนั้น แต่ล้า f { P i ) *  0

ก็จะทำการตรวจสอบดูว่า p x มีเครื่องหมายเหมือนกับ a x หรือ b x ถ้า p x มีเครื่องหมายเหมือน 
กับ a x ก็จะทำการหาต่อไปในช่วง { p Xlb  1) โดยกำหนดให้ a 2 = เ.? !และ b 2 = b x ขันตอนในการ 
คำนวณสามารถสรุปได้ด ังน ี

1. ก ำ ห น ด ใ ห ้/= 1

2. ถ้า / <  N (จำนวนรอบที่จะทำการคำนวณ)

2.1. คำนวณ p  = a + b̂ ~̂

2.2. ถ้า f ( p )  = 0 หรือ < Toi (ค่าความคลาดเคลื่อน) คำตอบคือ P  แล้วหยุดการ 

คำนวณ

2.3. กำหนดให้ i  = i  + 1
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2.4. ถ้า f { a ) f ( p ) >  0 เป็นจริง จะกำหนดให้ a  = p  แต่ถ้าเป็นเท็จจะกำหนดให้ b  = P  
แล้วกลับไปข้อ 2.1 ใหม่

3. ถ้า /  > N  และยังไม่ได้รับคำตอบ แสดงว่าอาจกำหนดค่า N  น้อยเกินไปหรือวิธีการนี้ใช้ไม่
ได้ผล

รูปที่ ข.2 ภาพประกอบในการหาคำตอบด้วยระเบียบวิธีแบ่งครึ่งช่วง

ข.3 ระเบียบวิธีการทำ0]ทจนสำเร็จหรือการทำซ้ําแบบจุดคงท่ี (Successive 
iteration or Fixed-point iteration methods)

ในกรณีน้ีจะเขียนสมการให้อยู่ในรูปแบบ X = g ( x )  แทนท่ีจะเป็น f { x )  = 0 การหาคำ 
ตอบกระทำได้โดยการเดาค่า V แล้วแทนค่าลงไปใน g ( x ) แล้วทำการตรวจสอบดูว่าค่า X  ท่ีได้ 
จากการคำนวณเท่ากับค่าท่ีเดาไว้หรือไม่ ถ้ายังมีความแตกต่างอยู่ก็จะนำค่าท่ีได้จากการคำนวณ
แทนกลับเข้าไปใน g ( x )  ใหม่ การคำนวณจะส้ินสุดเม่ือความแตกต่างระหว่างค่าที่ใส่เข้าไปกับ 
ค่าท่ีได้จากการคำนวณอยู่ในขอบเขตท่ียอมรับได้ ขันตอนในการทำงานมีดังนี

1. กำหนดให้ / = 1
2. ถ้า / < N  (จำนวนรอบท่ีจะทำการคำนวณ)

2.1. กำหนดให้ P = g(Pv)
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2.2. ถ้า \ p -  P Q\ < T o !  (ค่าความคลาดเคลื่อนที่ยอมรับได้) การคำนวณสิ้นสุด
2.3. กำหนดให้ /  = /  +1
2.4. กำหนดให้ Pq = P (เพื่อที่จะได้กลับไปทำการคำนวณรอบใหม่) แล้วกลับไปที่ขั้นตอน

2.1 ใหม่
3. ถ ้า / > N  และยังไม่ได้รับคำตอบ แสดงว่าอาจกำหนดค่า N  น้อยเกินไปหรือวิธีการนี้ใช้ไม่ได้ 

ผล

รูปที่ ข.3 ภาพประกอบในการหาคำตอบด้วยระเบียบวิธีการทำชำจนสำเร็จหรือการทำซาแบบจุดคง 
ท่ี

ข.4 ระเบียบวิธีการวางตัวผิดท่ีและระเบียบวิธีเซแคนต์ (False position and 
Secant method)

สำหรับพีงก์ชันท่ีมีลักษณะค่อนข้างราบเรียบ และถ้าจุดเร่ิมด้นอยู่ใกล้กับคำตอบเพียงพอ 
ระเบียบวิธีการวางตัวผิดท่ีและระเบียบวิธีเซแคนต์จัดว่าเป็นวิธีท่ีว่ิงเข้าหาคำตอบได้รวดเร็วกว่า 
ระเบียบวิธีแบ่งคร่ึงช่วง โดยทังสองวิธีใช้การสมมติพีงก์ชันเส้นตรงจากจุดเร่ิมด้น แล้วทำการหาจุด 
ท่ีเส้นตรงนันตัดแกน X ความแตกต่างระหว่างวิธีการทังสองอยู่ท่ีระเบียบวิธีการวางตัวผิดท่ีจะเก็บ 
ค่าประมาณท่ีมีเคร่ืองหมายตรงข้ามกัน ตังทันในระหว่างการคำนวณคำตอบจึงถูกล้อมกรอบตลอด
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เวลาในขณะท่ีระเบียบวิธีเซแคนต์จะเก็บค่าใหม่ท่ีได้จากการคำนวณและทำการโยนค่าเก่าท้ิงไป 
เม่ือเปรียบเทียบกันแล้วระเบียบวิธีเซแคนต์มีโอกาสสูงกว่าท่ีจะว่ิงเข้าหาคำตอบได้เร็วกว่าระเบียบ 
วิธีการวางตัวผิดท่ี แต่เน่ืองจากคำตอบไม่ได้ถูกล้อมกรอบตลอดเวลา จึงมีโอกาสสูงกว่าท่ีจะไม่ได้ 
คำตอบเน่ืองจากความไม่ราบเรียบของฟิงก์ชัน ข้ันตอนในการทำงานของแต่ละวิธีมีตังน้ี

ระเบียบวิธีการวางตัวผิดท่ี

1. เริ่มต้นด้วยระเบียบวิธีกำหนดขอบเพื่อหาจุด ( a , f ( a ) )  และ ( b , f ( b ) )  ที่เป็นจุดที่ล้อมกรอบ 
บริเวณที่มีคำตอบอยู่

2. คำนวณหาจุด C ซึ่งเป็นจุดที่เล้นต่อระหว่างจุด (a , f { a )) และ ( b , f { b ) )  ตัดแกน X จาก 
สมการ

c  = b -------a ~ b  - f ( b )f { a ) - m

3. ตรวจสอบดูว่าค่า /^ c ) น้อยกว่าค่าความคลาดเคลื่อนที่ยอมรับไต้หรือไม่ ล้ายอมรับได้ การ 
คำนวณก็จะสินสุดลง

4. ตรวจสอบดูว่า f ( c )  มีเครื่องหมายเหมือน f ( a ) หรือ f ( b )  ล้า f ( c )  มีเครื่องหมายเหมือนจุด 
ใด ให้ตัดจุดนันออกแล้วใช้จุด C แทน

5. ย้อนกลับไปขั้นตอนที่ 2 ใหม่

(c.f(c))
(b.f(b))

รูปที่ ข.4.1 ภาพประกอบในการหาคำตอบด้วยระเบียบวิธีการวางตัวผิดที่
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ระเบียบวิธีเซแคนฅ์

1. เลือกจุด ล, b  เทือคำนวณหา f {ล), f { b )  โดยที f  {ล), f { b )  ไม,จำเป็นต้องมีเคร่ืองหมายตรง 
ข้ามกัน

2. คำนวณหาจุด C ซึ่งเป็ดจุดที่เสันลากผ่านจุด {ล, f  {ล)) และ { b , f { b ) )  ตัดแกน X จากสมการ

c  = b -------a ~ b  - f { b )f { a ) - f { b )

3. ตรวจสอบดูว่าค่า /"(c)น้อยกว่าค่าความคลาดเคล่ือนท่ียอมรับได้หรือไม่ ถ้ายอมรับได้ การ 
คำนวณก็จะส้ินสุดลง

4. ตัดจุด a ออกแล้วใช้จุด C แทน
5. ย้อนกลับไปขันตอนที่ 2 ใหม่

รูปที่ ข.4.2 ภาพประกอบในการหาคำตอบด้วยระเบียบวิธีเซแคนต์
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ข.5 ระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson method)

ระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสันจัดเป็นวิธีการหน่ึงท่ีใช้กันแพร'หลายมากท่ีสุด วิธีน้ีมี'ข้อแตก 
ต่างจากวิธีอ่ืนอยู่ตรงท่ีมีการใช้อนุพันธ์ของฟิงก์ชันในการคำนวณ น่ันคือเป็นการลากเสันสัมผัส 
จากจุดเร่ิมต้น แล้วหาว่าเส้นสัมผัสน้ีไปตัดแกน X ท่ีตำแหน่งใด ข้ันตอนการทำงานมีดังต่อไปน้ี

1. กำหนดให้ / = 1, กำหนดจุดเร่ิมต้น a
2. ล ้า /< N  (จำนวนรอบท่ีจะทำการคำนวณ)

2.1 คำนวณหาจุด C ท่ีเส้นสัมผัสตัดแกน X จากสมการ

2.2 ถ้า \ c - a \ <  TOL ให้ยุติการคำนวณ
2.3 กำหนดให้/' = /■ +1 แล้วย้อนกลับไปทำข้อ2.1ใหม่

3. ถ ้า / > N  และยังไม่ได้รับคำตอบแสดงว่าอาจกำหนดค่า N น้อยเกินไปหรือวิธีการน้ีใช้ไม่ได้ 
ผล

รูปท่ี ข.ร ภาพประกอบในการหาคำตอบด้วยระเบียบวิธีของนิวตัน-ราฟสัน
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วิธีการนียังสามารถใช้ได้กับกรณีท่ีมีหลายสมการ จุดเด่นของวิธีน้ีคือเม่ือการคำนวณเร่ิมว่ิง 
เข้าหาคำตอบ จะว่ิงเข้าหาคำตอบอย่างรวดเร็วมาก ในกรณีท่ีไม่สามารถทำการหาอนุพันธ์โดยวิธี 
ธรรมดาได้ก็อาจหาได้โดยใช้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข แด่ถ้าเลือกขนาด AX ท่ีใหญ่เกินไป อัตราเร็วใน 
การว่ิงเข้าหาคำตอบอาจสัระเบียบวิธีเซแคนต์ไม่ได้

ข.6 เง่ือนไขในการหยุดการคำนวณ

ปีญหาหน่ึงท่ีเกิดข้ึนก่อนท่ีจะทำการหาคำตอบคือ ควรใช้เง่ือนไขใดเป็นตัวกำหนดว่าค่าท่ี 
ได้ถูกต้องเพียงพอแล้ว ถ้ากำหนดให้ TOL เป็นขนาดของความคลาดเคล่ือนท่ีเรายอมรับได้ เง่ือน 
ไขท่ีจะยุติการคำนวณอาจเป็นเช่น

1- \p „ - p „ + i \ < t o l

2. K  ~ Pn+11 < 7VL
\Pn\

3. \ f { p n)\ < TOL
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