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บ ร ร ณ า บ ุก ร ม

ภ า » า ใ ท ฆ  

ห น ัง ส ิอ

ป ร ะ ค อ ง  ก ร ร ณ ส ูต .  ฝ ีก ิต ิ เ พ ี ่อ ก า ร ว ิจ ัย ท า ง พ ฤ ต ิก ร ร ม ศ า ส ต ร ์ . ก ร ุง เ ท พ ม ท า น ค ร  : ส าน ัก ท ิม พ '  

บ ร ร ณ ก ิจ ,  2 5 2 5 .

พนัส ห ัน น า ค ิน ท ร ์ . ว ิช า ร! ด ค ร ุป ร ะ ก า ศ น ผ บ ัต ร ม ัt ร ย ม ช อ ง คุร ุส ภ า  ค ณ ิต ค า ฝ ืต ร ์ต อ น  3  ว ิธ ีส อ น  

ค ณ ิต ศ า ฝ ึต ร ์. ก ร ุง เ ท พ ม ห า น ค ร  ’.  โ ร ง ท ิม พ ์ค ุร ุส ภ า ,  2 5 1 4 .

ชุพิน พ ห ิธ ค ุล .  ก า ร เ ร ีย น ก า ร ส อ น ค ณ ิต ศ า ส ต ร ์ . ก ร ุง เ ท พ ม ห า น ค ร  ; บ พ ธ ก า ร ท ิม พ ์ ,  2 5 2 3 .

บ ท ค ว า ม

คม ท อ ง พ ส ู.  " จ ัด ข ้น เ ร ีย น แ ล ะ จ ัด ค ร ุ เ ข ้า ส อ น อ ย า ง ไ ร ด ี . "  ป ร ะ ช า ก ร ศ ึก ษ า  4 ( 34)

( ม ก ร า ค ม  2 5 2 7 )  .* 2 0 - 2 7  .

จ ัน ท ร ์ฉ า ย  เ ต ม ิย า ค า ร  . " น ัก เ ร ีย น เ ร ีย บ ด ้ว ย ต น เ อ ง จ ะ ช ่ว ย แ บ ่ง เ บ า ภ า ร ะ ผ ู ้ส อ น จ ร ิง ห ร ีอ . "  

ศ ึก ษ า ค า ฝ ึค ร ์ส า ร  1 1 ( 3 - 4 )  ( เ ม ษ า ย น - ก ัน ย า ย น  2 5 2 6 )  I 1 6 - 2 2 .

ท ว ิป  อเต ิส ิท0 . " ส ์อ ก า ร เ ร ีย น ก า ร ส อ น แ ล ะ ส ์อ ก า ร เ ร ีย น ก า ร ส อ น ผ ส ม . "  ค ุร ุป ร ิท ัศ น ์ 9 ( 4 )
$

( พ ฤ ษ ภ า ค ม  2 5 2 7 )  '. 7 0 - 7 1 .

ว ิร ิต ร า  ค ุป ก า ร ม ิต ิ เ ก ษ ต ร .  " ก า ร ต ัด ส ิน ใ จ . "  ว า ร ส า ร ค ณ ิต ศ า ส ต ร ์  2 8 ( 3 0 8 - 3 0 9 )  

( พ ฤ ษ ภ า ค ม - ม ิช ุน า ย น  2 5 2 7  )  ! 1 2 .

สนิท ไ ก ร ส ิน ผ ู ้ .  " ก า ว ส อ น เ ด ็ก ไ ด ย ก า ร แ บ ,ง ก ช ุ ่ม ต า ม ค ว า ม ส า ม า ร ถ . ” ว ิท ย า ส า ร  2 4  ( 2 6 )  

( ธ ัน ว า ค ม  2 5 1 6 )  ’. 3 2 - 3 3 .

อ ล ง ก ร  จ ัน ท ร า ร ม ย ์ .  " ก า ร ส อ น ท ี ่ม ีป ร ะ ส ิท ธ ิภ า พ . "  ส า ร พ ัฒ น า ห ล ัก ส ูต ร  1 7  ( ค ุม ภ า พ น ย ์  2 5 2 6 )

. 3 5 - 3 9 .
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ส ม y ร ฌ ์  ศ า ล ย า ส ิ ว ิ น .  " ก า ร ส อ น ใ ห ้ เ ห ม า ะ ส ม ต า ม ล ั ก ษ ฌ ะ ข อ ง แ ต ่ ล ะ บ ุ ค ค ล . "  ศ ีก บ า ศ า ส ต ร ์ ส า ร  

8 ( 2 )  ( ก ร ก ฎ า ค ม - ก ั น ย า ย น  2 5 2 2 )  ’.  7 - 2 2 .

เ อ ก ส า ร อ น  ๆ

เ ข ีอ น  เ ส ิ อ ค า .  " ก า ร ท ี ก ษ า เ ป ร ี ย บ เ ท ี ย บ ป ร ะ ส ิ ท ธ ิ ภ า พ ก า ' ร เ ร ี ย น ภ า ษ า ไ ท ย  ส ัน ป ร ะ ถ ม ป ีท ี ่  4  

ร ะ ห ว ่ า ง ว ิ ธ ี แ น ะ น า ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น เ ร ี ย น ด ้ ว ย ต น เ อ ง ต า ม ล า พ ั ง  ว ิ ธ ี แ น ะ น า ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น  

เ ร ี ย น ด ้ ว ย ต น เ อ ง เ 3 น ก ล ุ ่ ม บ ่ อ ย . "  ป ร ิญ ญ า น ิพ น ธ ์ก า ร ท ีก บ า ม ห า บ ัณ ท ิต  ม ห า ว ิ ท ย า ล ั ย  

ศ ร ีน ค ร ิน ท ร ว ิโ ร ฒ  ป ร ะ ส า น ม ิ ต ร ,  2 5 2 1  .

พ ิส ัย  ง า ม ย ิ ง ย ว ด  . " ก า ร เ ป ร ี ย บ เ ท ี ย บ ผ ล ล ั ม ฤ ท ธ ึ ๋ ก า ร เ ร ี ย น ว ิ ช า ค ณ ิ ต ศ า ส ต ร ์ ข อ ง น ั ก เ ร ี ย บ เ ก ่ ง  

ส ัน ม ัธ ย ม ท ีก ษ า ป ีท ี ่  5  ร ะ ห ว ่ า ง ก ล ุ ่ ม ท ี ่ เ ร ี ย น เ ส ร ี ม จ า ก ค ร ู ก ั บ ก ล ุ ่ ม ท ี ่ เ ร ี ย น ด ้ ว ย ต น เ อ ง . "

ว ิท ย า น ิพ น ธ ์ป ร ิญ ญ า ม ห า ม ัถ ! ท ิต  ภ า ค ว ิ ช า ม ั ธ ย ม ท ี ก บ า ม ั ณ ท ิ ต ว ิ ท ย า ล ั ย  จ ุฬ า ล ง ก ร ณ ์ ม ห า ว ิ ท ย า ล ั ย  

2 5 2 9  .

พ น ิด า  พ ิส ิฐ อ ม ร ส ัย  .  " ก า ร เ ป ร ี ย บ เ ท ี ย บ ผ ล ล ั ม ฤ ท ธ ท า ง ก า ร  เ ร ี ย น ว ิ ช า ค ณ ิ ต ศ า ส ต ร ์ ข อ ง น ั ก เ ร ี ย น  

ก ล ุ ่ม อ ่อ น  ส ัน ม ัธ ย ม ท ีก บ า ป ิท ี ่  5  ร ะ ห ว ่ า ง ก ล ุ ่ ม ท ี ่ เ ร ี ย น เ ส ร ิ ม จ า ก ค ร ู ก ั บ ก ล ุ ่ ม ท ี ่ เ ร ี ย น เ ส ร ิ ม  

จ า ก เ ท ี ่ อ น น ั ก เ ร ี ย น . "  ว ิท ย า น ิพ น ธ ์ป ร ิญ ญ า ม ห า ม ัณ ท ิต  ภ า ค ว ิ ช า ม ั ธ ย ม ท ี ก ษ า  บ ัฌ ท ิต ว ิท ย า ล ัย  

จ ุ ฬ า ล ง ก ร ณ ์ ม ห า ว ิ ท ย า ล ั ย ,  2 5 2 8 .

พ ัช ร ี  เ อ ี ่ ย ม ท ั ศ น ์ .  " ก า ร เ ป ร ี ย บ เ ท ี ย บ ผ ล ก า ร ส อ น ว ิ ช า ค ณ ิ ต ศ า ส ต ร ์  โ ด ย ว ิธ ีก ร ะ บ ว น ก า ร ก ล ุ ่ ม ล ัม พ ัน ธ ์  

แ ล ะ ว ิธ ีส อ น แ บ บ ธ ร ร ม ด า ใ น ส ัน ป ร ะ ถ ม ป ็ท ี ่  5 . "  ว ิท ย า น ิพ น ธ ์ป ร ิญ ญ า ม ห า ม ัณ ท ิต  

ภ า ค ว ิ ช า ป ร ะ ถ ม ท ี ก ษ า  ม ัท ) ท ิต ว ิท ย า ล ัย  จ ุ ฬ า ล ง ก ร ณ ์ ม ห า ว ิ ท ย า ล ั ย ,  2 5 1 9 .

ไ พ ศ า ล  ป ร ะ ท ุม ช า ต ิ  .  " ก า ร ท ี ก ษ า เ ป ร ี ย บ เ ท ี ย บ ผ ล ก า ร ส อ น ค ณ ิ ต ศ า ส ต ร ์ ใ น ร ะ ด ั บ ส ั น ม ั ธ ย ม ท ี ก บ า  

ป ิท ี ่  1 ( ม . 1 )  เ ร ื ่ อ ง  ก า ว น า  เ ส น อ ข ้ อ บ ุ ล โ ด ย ใ ช ้ บ ท เ ร ี ย น โ ม ด ู ล ก ั บ ก า ร ส อ บ ป ก ต ิ . "

ป ร ิญ ญ า น ิพ น ธ ์ก า ฯ ท ีก บ า ม ห า บ ัฌ ท ิต  ม ห า ว ิท ย า ล ั ย ศ ร ี น ค ร ิ น ท ร ว ิ โ ร ฒ  ป ร ะ ส า น ม ิ ต ร ,  2 5 2 2 .

ผกา ล ัตยธรรม. "ว ิธ ีสอนโดยกระบวนการกลุ่มล ัมพ ันธ์หรึอว ิธ ีสอนด้วยการแ บ ่งกล ุ่น". มิตรJครู

21 (1 o) (พฤษภาคม 2522) '. 8 -14 .
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เ พ ็ญ ส ุข  ภ ู ่ ต ร ะ ค ู ล .  " ก า ร เ ป ร ี ย บ เ ท ี ย บ ผ ล ส ม ฤ ท ธ ึ ๋ ใ น ก า ร อ ่ า น เ ส ่ อ ค ว า ม 1 ข ้ า ใ จ ภ า ษ า อ ั ง ก ฤ ษ ฃ อ ง  

น ั ก เ ร ี ย น ข ้น ม ัธ ย ม ศ ึก ษ า ป ิท ี ่ห ้ า  ท ี ่ เ ร ี ย น โ ด ย ใ ห ้ เ ส ่ อ น ช ่ ว ย ส อ น ท ั บ ท ี ่ เ ร ี ย น ด ้ ว ย ต น เ อ ง  

ว ิท ย า น ิพ น ธ ์ป ร ิญ ญ า ม V ท บ ัณ ท ิต  ภ า ค ว ิช า ม ัธ ย ม ศ ึก ษ า บ ัท ; ท ิต ว ิท ย า ร ั ย  จ ุ พ า ล ง ก ว ณ ์ ม ห า ว ิ ท ย า ร ั ย  ,

2 5 2 8  .

ว ร ร ณ า  ต ว ง ม ั ย ป ิ ด ั .  " ก า ร  เ ป ร ี ย บ เ ท ี ย บ ผ ล ส ม ฤ ท ธ ี ้ ท า ง ก า ร  เ ร ี ย น ว ิ ช า ค ณ ิ ต ศ า ส ต ร ์  โ ด ย ว ิ ธ  เ ร ี ย น  

เ ป ็น ค ณ ะ ท ับ น ัก เ ร ี ย น เ ป ็น ข ้น ป ก ต ิ  ข อ ง น ัก เ ร ี ย น ข ้น ม ัธ ย ม ศ ึก ษ า ป ็ท ี ่  2 . "  ว ิท ย า น ิพ น ธ ์  

ป ร ีญ ญ า ม ห า ม ัณ ท ิต  ภ า ค ว ิ ช า ม ั ธ ย ม ศ ึ ก ษ า  บ ัณ ท ิต ว ิท ย า ร ั ย  จ ุ พ า ล ง ก ว ณ ์ ม ห า ว ิ ท ย า ร ั ย ,

2 5 2 0  .

ส ม ค ิด  ว ง ศ ์ น า ถ .  " ก า ร เ ป ร ี ย บ เ ท ี ย บ ผ ล ส ม ฤ ท ธ ึ ้ ท า ง ก า ร  เ ร ี ย น ว ิ ช า ค ณ ิ ต ศ า ส ต ร ์  เ ร ื ่ อ ง  ต ร ร ก ศ า ส ต ร ์  

ส ญ ล ัก ษ ณ ์  โ ด ย ใ ช ้ ช ุ ด ก า ร ส อ น ต า ม I อ ท ั ต ภ า พ ท ั บ ก า ร ส อ น แ บ บ บ ว ร ย า ย ร ะ ด ั บ ป ร ะ ก า ศ น ิ ย บ ั ต ร  

ว ิ ช า ก า ร ศ ึ ก ษ า ข ้ น ส ู ง . "  ว ิท ย า น ิพ น ธ ์ป ร ิญ ญ า ม ห า ฆ ัฌ ท ิต  ภ า ค ว ิ ช า ม ั ธ ย ม ศ ึ ก ษ า  ม ั เ น ท ิต ว ิท ย า ล ัย  

จ ุ พ า ล ง ก ร ณ ์ ม ห า ว ิ ท ย า ล ั ย ,  2 5 2 2 .

เ ส ิ ย ง  ช ุส ๆ ล  .  " ก า ร ท ด ล อ ง เ ป ร ี ย บ เ ท ี ย บ ผ ล ส ม ฤ ท ธ ึ ๋ ใ น ก า ร  เ ร ี ย น ว ิ ช า ค ณ ิ ต ศ า ส ต ร ์ แ ล ะ ค ว า ม ส น ใ จ  

ใ น ก า ร เ ร ี ย น ว ิ ช า ค ณ ิ ต ศ า ส ต ร ์ จ า ก ก า ร เ ร ี ย น เ ป ็ น ก ส ู ่ ม  เ ป ็น ว า ย ช ุ ค ค ล โ ด ย ใ ช ้ บ ท เ ร ี ย น โ ม ด ู ส  

แ ล ะ ก า ร เ ร ี ย น ต า ม แ ผ น ก า ร ส อ น  ส ฝ ี ว ท .  ร ะ ด ับ ม ัธ ย ม ศ ึก ษ า ป ิท ี ่  2 . "  ป ร ิญ ญ า น ิพ น ธ ์  

ก า ร ศ ึก ษ า ม ห า ม ัณ ท ิต  ม ห า ว ิ ท ย า ล ั ย ศ ร ี น ค ร ิ น ท ร ว ิ โ ร (3J ป ร ะ ส า น ม ิ ต ร ,  2 5 2 5 .

ภ า ษ า ต ่ า ง ป ร ะ  เ ท ศ  

ห น ัง ส  อ

B e g g s ,  D o n a ld  L .  a n d  L e w i s ,  E r n e s t  L .  M e a s u r e m e n t  a n d  E v a l u a t i o n  i n  

t h e  S c h o o l .  B o s t o n  ะ H o u g h t o n  M i f f i n  C o . ,  1 9 7 5 .

C a l f e e , R o b e r t  a n d  B r o w n ,  R o g e r .  C la s s r o o m  M a n a g e m e n t  ะ G r o u p in g

S t u d e n t s  o f  I n s t r u c t i o n .  1 S t  e d .  P r i n t  i n  t h e  U n i t e d  s t a t e s

o f  A m e r i c a . , 1 9 7 9
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รายนามผู้ทรงคุณ'}ฒิท่ีตรวจสอบแบบทดสอบความรู้พนฐาน และแบบทคสอบวัดผลลัมฤทธ๋ึ 

กาวเรียนวิชาคณิตศาสตร์ เร่ือง "ฟังก์ชํโน"

1 . รองศาสตราจารย์พชากร แปลงประสพโชค

รองศาสตราจารย์ประจาคณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 

บางเขน

2 . รองศาสตราจารย์ยงอุทธ ธนูกฤติ

รองศาสตราจารย์ประจาคณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 

บางเขน

3. อาจารย์ธนูฟัย ภูอุดม

อาจารย์ประจาคณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ บางเขน



ภาคผนวก ข

Iครึ่องมึอท่ีใช้ในการวิจัย
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แบบทดสอบกวาแ■{พนฐานการ เรียนวิรทคณิตศาสตร์ เร่ือง "ฟังก์ตัน"

คาสัแจง

1 . แบบทดสอบฉบับน้ืมีทุคบุ่งหมายเพ่ีอต้องกาววัดความ•{พ่ีนฐานในการเรียน 

เร่ือง "ฟังก์บัน"

2. แบบทดสอบฉบับนมีจานวน 30 ข้อ กรุเนาตอบให้ครบทุกข้อ

3. วิซีตอบแบบทดสอบฉบับน ให้นักเรียนทาเคร่ืองหมาย X ให้ตรงกับอักษร 

กขค หรีอ ง ร่ืงตรงกับตัวเลึอกพ่ีนักเรียนเ ล ึอกตอบในกระดาษคาดอบ

ตัวอย่าง

(o) ถ้า >’. + 1 

ก . 0

ข. 1

ค . 2 

ง . 3

= 2 แล้ว X มีค่าตรงกับข้อใด

กระดาษคาตอบ

(o) ก ข ค ง

(0)

X
J .

เมอนกเรยนคดวาขอ ก

ก ข ค ง

X X
ร  \

เม่ือนักเรียนต้องการจะเปล่ียนคาตอบจาก ก เป็น ข
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แบบทดสอบความร์พ๋ึ,นฐานการ เรียนวิชาคณิตศาสตร์ เร่ือง 

ฟัง ค์ฟัน

จดประสงค์ที่  1 หาสับเซตไต้อย่างกกต้องเมื่อ จดประสงค์ท่ี 2 หาอันเดอร์ เชกฟันได้อย่าง
กาหนคเซตให้ ถูกต้อง เมื่อกาหนด เซตให้

1. ข้อใดถูกต้อง 4 .  ให้ r x = {(0,2) , ( 3 , 5 ) ,  ( 4 ,1 ) ,  (5,0)}
ก. | { ( 1 , 2 )} jc |( l  ,2)  . ( 2 . 4 ) .  ( 3 , 6 ) ,  (4.8 )J และ r 2 = {(0,1) , (1 ,2) , (3 ,4)  , (4,5)}

ข . { 0 } c { ( 1 . 2 ) .  (2.4)} ข้อใดถูกต้อง
ค . 
ง .

|(1 .2) ,ç f}c  j( l  . 2 ) .  (2.4)}
{ ( 4 , 8 ) } c  {(1 .2)  . (2 .4 )  . ( 3 . 6 ) ,  (4 .8 ) }

ก. อ ก  อ = { o , 1 , 3 , 4 , 5 }
1 2

ข. Dr ท Dr ก {0,1,2} = {๐, l}

1 ค. Drก น r ก { o , l , 2 , 3} = เ 0 , 1,2,3}2. { ( x , y ) e  RxR/ X  = -y  เม่ือ x >  0แป็นรํโบเซตชอ\
ความสัมพันธ์ข้อใด ง .  น ก  น ก  {o, 1 , 2 , 3 , 4}= {0 , 3 , 4} 

ri  r 2 1ก . J(x,y)G  RXR/ X  = y \
ข .

1 J 
{( X , y ) G RXR/ X  = 1 y 11 5 . ให้ R เฟ้นเซตของจานวนจรังบวก

ค . {( X , y ) G R*R/ y = 1 x l j และ P = {ะ;/X G r} ; Q  = { x /x e R +}
ง . {(x ,y) G RxR/ y = X2} ข้อใดถูกต้อง

ก. P ก Q = 0  

ข. p n Q = { x /x € r} 
ค. PO Q = { x /x e R } 
ง.  p n ç  = |x /x €  R+}

3. ให้ r = {(x,y)GR*R /  X  = y2}
ความสัมพันธ์ในข้อใดเฟ้นสับเซตของความสัมพันธ์ r
ก . {(x,y ) e  RXR/ x =  7 7 }
ข .  |(x,y)ER<R/ y = - X 2 }

ค . {(x,y) e  RXR/ y = / x  }
ง . { ( x , y ) e  RXR/ y  = X 2 }
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6 . ให้ r 1 = {(x,y)G RxR / y = -^ly}

และ r  2 = {(x,y)£ RXR / y = ^x }

ข้อใดถูกห้อง

ก. D ก ช = /x/ x g r } 
r i  r 2 1

ข. D ท D = {x/x£ R และ X   ̂ l} 
r i  r2

ค. D O D  = (x/xGR และ X j- - l}  
r 1 r 2

'ง. D O D = {x/x€ R และ X   ̂ 1
r i  r 2

^ - 1 }
10

และ X

จุดประสงค์ที ่  3 หาค่าดัมนรณ์ไห้อย่างถกห้อง เมึ่อ 

กาหนคจานวนจ5งให้

7. ข้อใดถูกห้อง

ก. 1-3-11 = 4

ข. 13-41 = -1

ค. 12-31 = 5

ง . 1x-y 1 = x-y

8. ให้ 1x1 > 2 เมื่อ X  >  0 ค่าของ X  ตรงกับข้อใด

ก. X < 2

ข. X ^ -2

ค. X > 2

ง .  x >  2

จุดประสงค์ที ่  4 เขียนช่วงบนเส้นจานวนไห้อย่าง 

ถูกห้องเมื ่อกาหนดจานวนใด  ๆ ให้

{ x  /  -1 ^  X <  2 เ ต รงกับข้อใด

ก ----► --3 --- 1--- ๐--2  -1 0 1
— O-2 3

ไย . ' -3 -2 - 1 0 1 2 3
fl . ■ * '“3 -2 -1 0 2 3

๘1 i' -2 -1 0 1 2 3

ให้ A ={[ o , l , 2 , 3,4] B =■ {o , 1, 2
, 10}
เขียน r  = |(x ,y )€  Axi3/y=xZ }เป็น 

แบบแจกแจงสมาขีกไห้ดังข้อใด

ก. r= {(0,0), (1,1),  (4,2),  (9,3)} 

ข - r= {(0,0), (1,1), (2,4),  (3,9)} 

H. r= {(0,1) , (1,2) ,  (2,5),  (3,10)} 

ง .  r= {(0 ,0) , (1 ,1 ) ,  (2,2), (3,3), 

(4,4)}

ให้ A = {2 , 3, 4} ; 3 ={5 , 6 , 8 , 9 }

และ r  คึอความดับพันธ์ "หารลงดัว'’ จาก 

A ไป B เขียน r  เป็นแบบแจกแจง 

สมาขีกไห้ดังข้อใด

ก. r  = {(2,6) , (3, 6) , (4, 9)}

ข. r  = {(2,6) , ( 3 , 6) ,  (4,8)}

ค. r  = {(2,6) , ( 3 , 5) , (3, 9) , (4, 8)}  

ง .  r  = {(2,6), (2,8),  ( 3 , 6) , ( 3 , 9) ,  

(4,8)}
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จดประสงค์ท่ี 6 เขียนความสมพันธ์แบบบอกเง่ือนไข 
ได้อย่างถูกต้อง Iม่ีอกาหนตความสมพั'นธ์ใด้

12. ใต้ A = j o , 1 , 2 , 3 , . . . , 10}

และ r  = {(0,0) , (1,1) , (2,4) , (3,9)} 

ความสมพันธ์ r  ตรงกับข้อใด
ก. {(x,y)EAXA /  X = y2}

ข .  {(x,y)EAXA /  y =  X 2 }

ค. {(x,y)EA*A /  y = x2- l}

ง.  {(x,y) & AXA / y = 2x~l}

จดประสงค์ท่ี 7 บอกไดเมนของความสมพันธ์ไร 
อย่างถูกต้อง เม่ือกาหนดความสมพันธ์ใต้

1 3 .  ใ ต ้  A  =  { 3 , 5 , 5 }  ;  B  =  { 0 , 1 , 3 , 5 , 7 }

และ r = { ( x ,y )€ AxB /  x -y  = 2 }
โดเมนของ r ตรงกับข้อใด

"• พ
ย.  {5}
ค. { 3 . 5}
ง . {3 ,5 .6 }

1 4  . ใต ้ r =■ {(x,y)e RxR /  y =^|y| 

โด เมนของ r ตรงกับข้อใด
ก. { X  /  X  7* 0 1 

ข. |x  /  X /  i |
ค. {x /  X  < 1 }

ง. (x  /  X  > 1}

15. ใต้ r = { (x ,y )G  RXR /  x2+y2 ^  25} 
โดเมนของ r ตรงกับข้อใด
ก . { > ' / > . <  5}
ข . {x /  X ะร. -p}
ค . { x  /  -5  ร ?  X 5 }

ง . {x /  0 !ร:  X <ะ 5 เ

จดประสงค์ท่ี 8 บอกเรนจ์ของความสมพันธ์ 
ไต้อย่างถูกต้อง เม่ือกาหนดความสมพันธ์ใต้

16. ใต้ A  =  { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }

และ r = j(x,y)€AXA /  y =  x+l}
เรนจ์ของ r ตรงกับข้อใด
ก . {1 . 2 . 3 . 4 . 5}
ข . { 1 , 2 , 3 , 4 . ธ ,6 เ
ค . เ0  . 1 , 2 . 3 , 4 , ธ}
ง . {o,1  .2 ,3 ,4 ,5 ,6 }

17 .  ใต้ A =  { y  / - 5  y  ^  รเความสมพันธ์ท่ี
ม ีเรนจ์เทำกับ r ตรงกับข้อใด
ก . { ( x , y ) E  R * R  /  x y  =  2 5 }

ข . { ( x , y ) 6  R X R  /  y  =  x 2 +  2 5 }

ค . { ( x , y ) 6  R X R  /  x 2+ y 2  =  25 }

ง . { ( x , y ) €  R X R  /  y  =  I 5 I }
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จดประฝีงค‘ท 9 เขียนกราฟของความสัมพันธ์ใต้ 
อย่างถูกต้อง เม่ือกาทนดความสัมพันธ์ใต้

1 8 .  ใ ต ้  A  =  เ 0 , 1 , 2 , 3 , . . . , 1 0 เ

และ r = { ( x , y ) ( E A * A  /  y = x 2 |
«I

กราฟของความฟ้มพันธ์ r ตรงกับข้อใด

ข
y

10

5

19. ใต้ r = j(x ,y )E  RXR /  y 2 = x j  
กราฟของความสัมพันธ์ r ตรงกับข้อใด

V "■0 ไ
\ Y

y
ข . ง .Ü x 0 *

20 . ใต ้ r = j ( x ,y )£  RxR /  y = />โ I 
กราฟของความสัมพันธ์ r ตรงกับข้อใด

ก .
y

ค .
iy

0 •“ ะ' บ

ข.



6 1



6 2

27. ให้ r  = |(x ,y)e  RxR / y = >:+2เ

ความสมพันธ์ที่มีกราฟดังข้างค้นนื้ อิน เ วอร์ส 

ของความสมพันธ์ตรงกับห้อใด

ก. j(x ,y)GRxR / y = x2|

ข . j(x,y)£ RXR / y = /x~J
ค . {(x,y)£ RxR / X  = y2 J
ง .  j ( x , y ) e  R x r  /  y  =  - / ไ โ }

จดประฝีงค์ที่ 12 บอกไค้ว่าเส้นตรงที ่ขนานแกน X  หรีอ 

แกน y ต้'ดกราฟของความสมพันธ, 1 ชุดหรอมากกว่า 

ไค้อย่างถูกค้อง Iมีอก’าหนคความสมพันธ์ให้

29. ความสมพันธ์ในข้อใด มีเส้นตรงอย่างน้อย 1 เส้น

ที่ขนานกับแกน X  ต ัด มากกว่า 1 ช ุด
yi y

ก . ค .

*-X0 0 J



63

30. ความตับพันธ์ในข้อใดมีเส้นตรงอย่างน้อย 1 เส้นmjนานกับแกน y ตัดมากกว่า 1 จุด

ก. |(x,y)GR*R / y = 3x + 1เ 

ข. | ( x , y ) €  RxR /  y 2 = X I 
H • { ( x , y ) e  RxR /  y = f x  }
ง .  { ( x , y ) e  RXR /  y  — l x l + l }

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%



ขันทีกการสอบ



คาบที่ 1

ห ัว ข ้a  I ร ื่อ ง  ค ว า ม ห ม า ย ข อ ง พ ัง ก ์พ ัน

จ ด ป ร ะ ส ง ค ์ภ า ร เ ว ีย น ร ู้

เม ื่อ เว ีย น จ บ ค า บ แ ล ้ว น ัก เว ีย น ส า ม า ร ถ

1 .  บ อ ก น ิย า ม ข อ ง พ ัง ก ์พ ัน ไ ต ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

2 . บ อ ก ไ ต ้ว ่า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ท ี่ก า ห น ค ใ ห ้ข ้อ ใ ด  เป ็น พ ัง ก ์พ ัน ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

3 .  ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ท ้า ย ท ี่ว ไ ม ง ไ ต ้ถ ูก ต ้อ ง  80%

4 .  ท า แ บ บ ฝ ัก ห ัด ใ ต ้ถ ก ต ้อ ง  8 0 ’/.

เน อ ห า

น ิย า ม  พ ังก ์พ ัน  ค ิอ  ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ช ี่ง ใ น ส อ ง ค ู่อ ัน ต ับ ใ ด   ๆ ข อ ง ค ว า ม อ ัม พ ัน ธ ์น ั๊น  

ถ ้า ม ีส ม า พ ัก ต ัว ห น ้า เห ม ือ น ก ัน แ ล ้ว  ส ม า พ ัก ต ัว ห ล ัง ต ้อ ง ไ ม ่ต ่า ง ก ัน

ห ว ีอ

พ ังก ์พ ัน  f  ค ือ  ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ิ! ง ถ ้า ม ี ( x , y ) £  f  แ ล ะ  ( x , z ) £  f  

แ ล ้ว  y  =  Z

ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ท ี่เข ีย น แ บ บ แ จ ก แ จ ง ส ม า พ ัก

ต ัว อ ย ่า ง ท่ี 1 r 1 = {(1,3),  (2 , 4) , (3 ,5)  , (4,6 )j

r  เป ็น พ ัง ก ์พ ัน เพ ร า ะ ไ ม ่ม ีค ู่อ ัน ด ับ ใ ด ท ี่ม ีฝ ีม า พ ัก ต ัว ห น ้า เห ม ือ น ก ัน เล ย
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r 2 ไม่ เป็นฟังธ ์ร น  เพราะมีภู่อันดับที่มีฝึมาร ก ตัวหน้าเหมีอนกัน แต่สมาร ก  

ตัวหลังต่างกัน ตัวอย่างของภู ่อันดับนได้แก่ (1 , 2) ,  (1 , 3 )

ตัวอย่างที่ 3 r  2 = {(1,2) , (3,2),  (4,5)}

r  เป็นพังถ้อัน เพราะไย่มีภู ่อันดับใดที ่มีสมารกตัวหน้าเหมีอนกัน เลย 

ความลัมพันธ์ที่เขียนแบบบอกเงื ่อนไร)

การพิจารณาว่าความลัมพันธ์ r  ริ?งเขียนแบบบอกเงื ่อนไข เป็นพังก์ร น หรึอไม่ 

อาจใช้วิซีการดังน้

ก. ให้ (x,y)€ r  และ (x,z)e r

แล้วเขียน y ในรูปของ X และเขียน Z ในรูปของ X โดยใช้เงื ่อนไข 

ของความลัมพันธ์ที ่กาหนคให้

ถ้า y = Z แสดงว่า r  เป็นพังธ์รน  

y /  Z  แสดงว่า r  ไย่เป็นพังก์รน

ข . ถ้าสามารถยกตัวอย่างภู่อ ันดับสองคู่อ ันดับในความลัมพันธ์ท ี่ม ีสมารกดัวหน้า

เหมีอนกัน แต่สมาร ก ตัวหลังต่างกันจะสรูปได้ทันทีว่า ความลัมพันธ์นูนไย่

เป็นพังกร่น
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คัวอย่างท่ี 4 จงแสดงว่า f = {(x,y) / y = x2+ l[ เป็นฟ้งก์คัน 

วิธีทา ให้ (x,y)e f และ (x,z)€ f

จะได้ y - X2 + 1 และ Z  = x2+ 1

สรุปได้ว่า y = Z

แสดงได้ว่า f เป็นฟังด้คัน

คัวอย่างท่ี 5 g = | ( x ,y )  /  y 2= x }  เป็นคังก์คันหริอไม่

วิธีทา เน่ืองจากรคู่อันคับ (1,-1)ร g และ (1,1)£ g

g ไม,เป็นฟ้งก์คันเพราะสมาคักคัวหห้าของคู่อันคับท๊ังสองเหรอนกัน 

แต่สมาคักคัวหลังของคู่อันคับท่ีงสองน่ืต่างกัน

คัวอย่างท่ี 6 จงแสดงว่า f = {(x,y) / y = X + lj เป็นคังก์คัน 

วิธีพา ให้ (x,y)G f และ (X , Z)G f

จะได้ y = X + 1 และ Z = X + 1

สรุปได้ว่า y = Z

แสดงได้ว่า f เป็นฟังด้คัน

คัวอย่างท่ี 7 f  = |( x ,y )  / X = I y I I เป็นคังก์คันหริอไม่ 

วิธีทา เน่ืองจากรคู่อันคับ (1 ,-1 )Ê  f และ ( 1 ,])£ f
g ไม่เป็นฟังก์คัน เพราะสมาคักคัวหลังของคู่อันดับท่ีงสอง เหรอนกัน 

แต่สมาคักคัวหลังของคู่อันดับท่ี’งสองบต่างกัน

โจทย์พ I ศษห้ายท่ีวไมง

จงพ๊จารณาว่าความลัมพันย่ในข้อใดเป็นคังก์คัน

1. r l  = -((2,5) , (5 , 6 ) ,  (6,7) , ( 7 , 3) }
2. r 2 = { ( 2 , 2 ) , (2 , 3) ,  (3 ,2) ,  (3,5)}
3. r 3 = {(x,y) /  y  = X + l }

4. r 4 {(x,y)
(2,  X c  0

/  y  ={ 0, 0 ^  X < 1 
น ,  X >  1
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ท่ีอการ เรียนการสอฆ แผนภาพสรุปนิยามของพังก์รน 
กิจกรรมการ เรียนการฝีอฆ

ขนนา

1 . ครูยกตัวอย่างความสัมพันธ์หลาย  ๆ ตัวอย่าง แล้วให้นัก เรียน 

สังเกตว่าความสัมพันธ์ใคท่ีสมารกในเซตแรกมีความสัมพันธ์กับสมารกในเซตท่ีสอง 

เพัยงสมารกเดียว

2. ครูให้นักเรียนสังเกตและบอกว่าความสัมพันธ์ท๋ีมืสมารกในเซต 

แรกรความสัมพันธ์กับสมารกในเซตท่ีสองเพียงสมารกเดียวเรียกความสัมพันธ์น๊ันว่า"พังก์รน

ข๊ัน สอน

1 . ครูยกตัวอย่างความสัมพันธ์ 3 ลักษณะ ดีอ สมารกตัวหน้าต่างกัน 

สมารกตัวหน้าเหมือนกันบางตัวและทุกตัว แล้วให้พิจารณาความสัมพันธ์ว่าเป็นพังก์รน

2. ครูให้นักเรียนสรุปนิยามซองพังก์รน

นิยาม พังธ์รนคีอ ความสัมพันธ์ซ่ีงในสองคู่อันคับใค  ๆ ของ 

ความสัมพันธ์น้น ถ้ามืสมารกตัวหน้า เหมือนกันแล้ว 

สมารกตัวหลังต้องไม่ต่างกัน

หรีอ

พังก์รน f  ดีอความสัมพันธ์ ริ!งถ้ามื (r.,y)Ef และ

(x,z)E f แล้ว y  =  Z



3 . ครุยกตัวอย่างความสมพันธ์ที ่เขียนแบบบอกเงื ่อนไขให้นักเรียน 

พิจารณาว่าเฟ้นพังก์ขํโนหรือไม่

กรณีท่ี 1 ความสมพันธ์ที ่สามารถเขียนจากแบบเงื ่อนไขเฟ้นแบบ 

แจกแจงสมาขีกได้ดังคาราง

ความสมพันธ์ พังก์ฟ้น

แบบแจงแจกสมาขีก แบบเงื ่อนไข เป็น ไม่เป็น

r = {(x,y)£AxB/ 

y = x2+ 1}

r  = { ( 0 , 0 ) ,  ( 1 , 1 ) ,  
( 2 , 4 ) ,  (3,9)}

ๆลๆ

เม่ือ A = { ๐ ,1 ,2 ,3 ,4 ,5} ; B = {0 ,1 ,  2, . . . , 10}

กรณีท่ี 2 ให้พิจารณาตังตัวอย่าง

ตัวอย่าง จงแสดงว่า f  = |(x,y) / y = X 2 +  l j i ป ็น พ ัง ก์พัน

ว ิร ท า

ให้ (x ,y)G  f  และ ( X ,  Z ) <E f

จะไห้ y = x2+ 1 และ Z = x 2 + 1

น๋ันคิอ y = 2

แสคงว ่า  f  เฟ้นพังก์ฟ้น

ตัวอย่าง g = j(x ,y)  / y 2 = X } เป็นพังห้ขีนหริอไม่

วิรทา

เนื่องจากมีภู่อันดับ ( l , - l ) e  g และ ( l ,] )(= g  

ที่งสมาขีกตัวหน้าของคู ่อันดับทั้งสองเหมีอนกันแต่สมาขีกตัวหลังของ 

คู่อันดับทั้งสองนื่ต่างกัน ตังท้ัน g  ไม่เฟ้นพังก์ขีน
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4 . ค ร ูใ ห ้น ัก  เร ีย น ส ร ุป ก า ร พ ิจ า ร ณ า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ r  ซ ึ่ง เน ีย น แ บ บ

บ อ ก  I ง ื่อ น ไ ข

จ า ก ต ัว อ ย ่า ง อ า จ จ ะ ส ร ุป ไ ห ้ว ่า

ก า ร พ ิจ า ร ณ า ว ่า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ r  ซ ึ่ง เน ีย น แ บ บ บ อ ก เง ื่อ น ไ ข  เป ็น พ ัง ก ์พ ัน ห ร ีอ  

ไ ม ่ม ีว ิธ ีก า ร ต ัง น ื้

ก )  ใ ห ้ ( x , y ) E  r  แ ล ะ  ( x , z ) E  r

เข ีย น  y  ใ น ร ูป  X แ ล ะ  Z ใ น ร ูป  X โ ด ย ใ ช ้เ ง ื่อ น ไ ข ข อ ง ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ 

ท ึ่ก า ห น ค ใ ห ้

ถ ้า  y  =  Z แ ส ด ง ว ่า  r  พ ังก ์พ ัน
เ ป ็น / ไ ม ่เป ็น

ถ ้า  y  j-  Z แ ส ด ง ว ่า  r  พ ัง ก ์พ ัน
เป ็น /ไ ม 'เป ็น

ข )  ถ ้า ส า ม า ร ถ ย ก ต ัว อ ย ่า ง ค ู่อ ัน ต ับ ใ น ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ท ี่ม ีส บ า พ ัก ต ัว ห น ้า เห ม ีอ น ก ัน

แ ต ่ส ม า พ ัก ต ัว ห ล ัง ต ่า ง ก ัน  จ ะ ส ร ุป ไ ห ้ว ่า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ พ ัง ก ์ช ัน
เ ป ็น / ไ ม ่เป ็น

ข น ส ร ุป

1 . ค ร ูใ ห ้น ัก เร ีย น ช ่ว ย ก ัน ส ร ุป ก า ร พ ิจ า ร ณ า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ว ่า  เป ็น พ ัง ก ์พ ัน  

โ ด ย ก า ร ถ า ม ต อ บ

ก า ร ว ัด แ ส ะ ป ร ะ  เม ีน ผ ล

ก า ร ว ัด ผ ล ก า ว ป ร ะ เม ิน ผ ล

1 . ส ัง เ ก ต จ า ก ก า ร ต อ บ ค า ถ า ม ข อ ง น ัก เร ีย น 1  .  น ัก เร ีย น ต อ บ ค า ถ า ม ไ ด ้ป ร ะ ม า ณ  8 0 “/

2 .  ด ูจ า ก ก า ร ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ท ้า ย ช ่ว โ ม ง 2 .  ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ท ้า ย พ ัว โ ม ง ไ ด ้ป ร ะ ม า ณ

4  ข ้อ 8 0 /

3 .  ด ูจ า ก ก า ร ท า แ บ บ ฝ ึก ห ัด  2 . 1  ห น ้า 3 .  น ัก เร ีย น ท า แ บ บ ฝ ึก ห ัด ไ ห ้ป ร ะ ม า ณ  9 0 /

4 4  ข ้อ  1
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แบบฝ็กฟัคเพ่ิมเดิม

1 . ความฟัมฟันธ์'ในข้อใค เรนฟังก์ฟัน

r 1 = | ( l , a ) , ( 2 , a ) , ( 3 , a ) j

r 2 = { ( l , a )  , ( 2 , ๖ ) ,  ( 3 , c ) }  

r 3 = 1 , a  ̂ / < 1 »i>) f (3 , c ) }
r 4 = { ( 0 , 1 )  , ( 0 , 4 )  , ( 1 , 1 )  , ( 1 , 2 )  , ( 2 , 3 ) }

2 . จงแสดงว่า f  = {(x,y) / y = X + l| เรนฟังก์ฟันหรัอไม่

3. ๖= |(x,y) / X = |yl } เรนฟังก์ฟันหรึอไม,
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คามท่ี 2

พัวข้อเรึ่อง โดเมนและเรนจ์ของพังก์พัน

จ ด ป ว ะ ฝ ีง ค ์ก า ร เ ร ีย น ร ู ้

เมื่อเรียนจบคาบแล้วนักเรียนสามารถ
1 . เขียนโดเมนและเรนจ์ของความอัมพันธ์ท่ีเป็นพังธ์พันได้อย่างถูกต้อง
2 . บอกปิยามของโด เมนและเรนจ์ของพังก์พันได้อย่างถูกต้อง
3 . ทาโจทย์«เศษท้ายมื่วโมงได้อย่างถูกต้อง 80%
4 . ทาแบบพักพัดได้อย่างถูกต้อง 80%

เนอทา

นิยาม ล้า f  เป็นพังก์พัน
= โคเมนของ f  = เซตของสมาพักดัวแรกของแต่ละคู่อันดับใน f  

Rf  = เรนจ์ของ f  = เซตของสมาพักดัวหลังของแต่ละคู่อันดับใน f  
ทรีอ Df = jx  /  ( x ,y ) G f }

j_________ Rf = {y /  ( x , y ) £  f } _________

ตัวอย่าง ใท้ f  = j (x ,y )  /  y = X2 } จงหาโคเมนและเรนจ์ของพังก์พัน 
วิธีทา

Df  = { X /  x € r}
R f  = {  y  /  y  ะ& 0 }

ตัวอย่าง ให้ f  = |( x ,y )  /  y = X + l |  จงหาโดเมนและเรนจ์ของพังก์พัน

Df  = { x / x 6 r }

Rf = {y /  y }

ว ิธ ีทา
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โ จ ท ย ์พ ิ เ ศ ษ ห ้ า ย ช ่ ว โ ม ง

จ ง ท า โ ด  เ ม น แ ล ะ เ ร น จ ์ข อ ง ฟ ั ง ก ์ต ั น ต ่ อ ไ ป น ื ้

1 .  f  =  { ( 1 , 2 ) ,  ( 2 , 3 ) ,  ( 3 , 4 ) ,  ( 4 , 5 ) }

2 .  g  = { ( x , y ) /  y  = lx| }

ท ี ่ อ ก า ร เ ร ี ย น ก า ร ส อ น  แ ผ น ภ ูม ิ ส ร ุ ป น ิ ย า ม ข อ ง โ ด เ ม น แ ล ะ เ ร น จ ์ข อ ง ฟ ั ง ก ์ต ั น

ก ั จ ก ร ร ม ก า ร เ ร ี ย น ก า ร ส อ น  

ข น น า

1 . ค ร ู ท บ ท ว น ก า ร ห า โ ด เ ม น แ ล ะ เ ร น จ ์ ข อ ง ค ว า ม ต ั ม พ ั น ธ ์ โ ด ย ก า ร ถ า ม ด อ บ  

เช่ น r x = { ( a ,  1)  , (๖,  1 ) ,  ( c ,  1)}

r 2 = { ( x , y )  /  y 2 = x }

ขน สอ น

1 . ค ร ู ย ก ต ั ว อ ย ่ า ง ค ว า ม » โ ม พ ั น ธ ์ ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ห า โ ด เ ม น แ ล ะ เ ร น จ ์

2 .  ค ร ู ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น บ อ ก ว ่ า ค ว า ม ต ัม พ ัน ธ ์ท ี ่ ย ก ต ั ว อ ย ่ า ง ใ ด เ ฟ ้น ฟ ั ง ก ์ต ั น

3 .  ค ร ู ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ต ั ง เ ก ด ว ่ า โ ด เ ม น ข อ ง ค ว า ม ต ัม พ ัน ธ ์ท ี ่ เ ฟ ้ น ฟ ั ง ก ์ต ั น เ ร ี ย ก ว ่ า  

โต  เมนของพ ั งห ้ต ั น  แล ะ เ ร ฆ จ ์ข อ ง ค ว า ม ต ัม พ ัน ธ ์ท ี ่ เฟ ้ น ฟ ั ง ก ์ต ั น  เ ร ี ย ก ว ่ า  เ ร น จ ์ฃ อ งพ ั งก ์ต ั น

4 . คร ู ให ้ น ั ก  เ ร ี ย น ฝ ี ร ู ป น ิ ย า ม ข อ ง โ ด  เ ม น แ ล ะ  เ ร น จ ์ข อง ฟ ั งก ์ต ั น  

น ิยา ม  ห้ า f  เฟ้นฟั งก ์ตั น

Df  = โ ด เ ม น ข อ ง  f  = เ ซ ต ข อ ง ส ม า ต ัก ต ั ว แ ร ก ข อ ง แ ด 1ล ะ ค ่ อ ั น ด ับ ใ น  f  

Rj. = เ ร น จ ์ข อ ง  f  = เ ซ ต ข อ ง ส ม า ต ัก ต ั ว ห ต ั ง ข อ ง แ ด ,ละ ค ู ่ อ ั นด ับ ใน  f

หร ี อ  D f  = J x / ( x , y ) G f j  ; R f  = { y  /  ( x , y ) G  f }

5 . ค ร ู ย ก ต ั ว อ ย ่ า ง พ ั ง ห ้ ต ั น ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ห า โ ด เ ม น แ ล ะ เ ว น จ ์

f  = { ( x , y ) /  y  = X 2 }

g = { ( x , y ) /  y  = X + 1 }

Il = {(X , y  ) G  A X A  /  y  = 2 เม ื ่ อ A
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ข้ฆสรุป

1 . ครูให้นักเรียนสรุปนิยามโดเมนและเรนจ์ของพังก์พันโดยการถามตอบ

การวัดและประเมินผล

การวัดผล การปร ะเมินผล

1 . พังเกดจากการตอบคาถามของนักเรียน 1 . นักเรียนตอบคาถามได้ประมา{น 80%

2 . ดูจากการทาโจทย์พิเศษท้ายข้วโมง 2 ข้อ 2 . ทาโจทย์พิเศษท้ายข้’วโมงได้ประมาณ

3. ดูจากการทาแบบฝักพัด 2.1 หห้า 46 80%

ข้อ 7 และ 8 3. นักเรียนทาแบบฝักพัดได้ประมาณ 80%

แบบฝักพัดเพมเดิม

จงหาโด เมนและ เรนจ,ของพังก์พันต่อไปน

1 . f = \[ (x,y ) / y = -เ3> : + 2 }

2  . g = \[ (x,y)G AxA / X  + y = 7 I เม๋ึอ A = IX G I / X  6  j

3 . h = jf(x,y)€ IXI / y = , - 2 ^ x <4}

4 . k = \[(x,y) / y = i- }
X  + 2x + 2
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ค า บ ท ี่ 3

คัวข้อเรื ่อง การพิจาร{นาพังธ์ขี’นจากกราฟ

จดประฝีงค์การเรียนรู้

เบื ่อเรียนจบคาบแล้วนักเรียนสามารถ

1. เขียนกราฟจากความคับพันธ์ไค้อย่างถูกล้อง

2. บอกค่า y เบื่อกาหนคค่า X  มาให้โดยใช้กราฟไค้อย่างถูกล้อง

3. บอกชุดที่เส้นขนานที่ลากขนานกับแกน y ตัดกราฟของความคัมพันธ์ 

ไค้อย่างถูกล้อง

A. สชุปวิธีการพิจาร{นาพังก์พันจากกราฟไค้อย่างถูกล้อง

5. เขียนคับเชตของความคัมพันธ์ที ่เป็นพังก์พันไล้อย่างถูกล้อง

6. ทาโจทย์พิเศบท้ายที ่วโมงไค้อย่างถูกต้อง 80*/

7 . ทาแบบฝึกคัดไล้อย่างถูกล้อง 80°/,

การพิจาร{นากราฟว่า เป็นพังก์พันหรีอไม่ ขีขนตอนตังน 

ก. ลากเส้นขนานกับแกน y ตัดกราฟของความคัมพันธ์ 

ข. พิจาร{นาเส้นขนานกับแกน y ตัดกราฟของความคัมพันธ์

ท้าเส้นขนานใด  ๆ ตัดกราฟเพิยงแห่งเคยว ความคัมพัมธ์นั๊นเป็นพังก์พัน 

ท้าเส้นขนานใด  ๆ ตัดกราฟมากกว่าหนี ่งแห่ง ความคัมพันธ์นนไม’ เป็นพังธ์พัน

จากกราฟจะเห็นว่า เส้นขนานกับแกน y  ไม่ว่าเส้นใดจะตัดกราฟของ 

กวามคัมพันธ์เพิยงชุดเคียว ตังนน r  เป็นพังธ์พัน

เนอหา

ว่าเป็นพังก์พันหรีอไม’y*
ว ิธ ีท า

I  0
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วิธทา

ตัวอย่างที่ 2 จงพิจารททจากกราฟ r^x  j ( x ,y ) £  R * R / y ^  = x j  ว่ าเป็นฟังก์ ฟัน
หวี อไบ่

จากกราฟจะเห็นว่า ถ้าลากเส้นขนานกับแกน y จะรเส้นขนานแกน y 

ตัดกราฟ 2 จุด ตังน๊ัน r 2  ไมเป็นฟังก์ฟัน

ตัวอย่างที ่ 3 จงพิจารททจากกราฟ = | ( x , y ) £ R  X R / y = x2+ l |
ว่า เป็นฟังก์ฟันหวีอไม่

วิธีทา

จากกราฟจะเห็นว่า ถ้าลากเส้นขนานกับแกน y ไม่ว ่าเส ้นใดจะตัด 

กราฟของความสิโมฟันถ้เพิยงจุดเดียว ตังนน r  เป็นฟังก์ฟัน

ตัวอย่างที ่ 4 จงพิจารทท r  4 = |(x,y)€E R X R / X = Iy I เว ่า  เป็นฟังถ้ฟัน 

หวีอไม่

วิธีทา

จากกราฟจะ เห็นว่า ถ้าลากเส้นขนานกับแกม y จะม๊เส้นขนานแกน y
ตัดกราฟ 2 จุด ตังนน ไม่เป็นVโงก'ฟัน
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ก า ร พ ิจ า ร ณ า พ ัง ธ ์พ ัน จ า ก ส ับ เซ ต ข อ ง ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ ม ีว ิร ก า ร ค ึอ

1 )  พ ิจ า ร ณ า ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์เด ิม  เม ึ่อ ล า ก เส ้น ข น า น ก ัม น ก น  y  

จ ะ ต ัด ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ 2  จ ุด  แ ส ด ง ว ่า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ไ ม ่I รน  

พ ัง ก พ์ัน

2)  ห า ก ร า ฟ ข อ ง ส ับ เซ ต ท ี่ล า ก เส ้น ข น า น ก ับ แ ก น  y  ตัดก ว า ฟ ใ น พ ิย ง จ ุด เด ีย ว  

จ ะ ไ ด ้ก ร า ฟ ข อ ง ส ับ  เซ ต ข อ ง ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ท ีเ  ร น พ ังก ์พ ัน

ร )  ห า เง ี๋อ น ไ ข ข อ ง ส ืบ  เซ ต

ต ัว อ ย ่า ง ท ี่ 6

ก )  r  1  =  { ( x , y ) G  R X  R /  y 2 =  x |
Yi

r -1 ไ ม ่เ ร น พ ัง ก ์พ ัน  แ ต ่ส า ม า ร ถ พ า ส ับ เซ ต ข อ ง  r า ท ี่เ ร น พ ัง ก ์พ ันไ ด ้ เช ่น

r  2  =  { (x,y ) E  R X  R  /  y =  /x }  

r 3 = {( x , y )e  R X R / y = - , f x }

> y
r -  V

0 0

ข )  r  1  =  | ( x , y ) 6 R  X r. /  X =  | y | |

r  ไม่เป็นพังธ์พัน แต่สามารถหาส ับเซตของ พ ี่เรนพังก์พัน เช่น
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จ ง  เ ข ีย น ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม พ ัม พ ัน ธ ์

1. r 1 = { ( x , y )G ท X R

2- r  2 = | ( x , y ) Ê  R X R

3- r 3 = {(x,y)G R X R

แ ล ะ พ ิจ า ร ณ า ก า ร  I ร น พ ัง ส ้พ ัน ข อ ง  ค ว า ม พ ัม พ ัน ธ ์ต ่อ ไ ป น ึ่

/  y = 2* }
/  y  =  I >ะ ! }

/  X  =  I y 1}

ก ิจ ก ร ร ม ก า ร เร ีย น ก า ร ส อ น  

ข น น า

1  .  ค ร ูอ ร บ า ย น ิย า ม พ ัง ก ์พ ัน ค ิอ

1. 1  ค ว า ม พ ัม พ ัน ธ ์เร น พ ัง ก ์พัน ค ีอ  (x,y)€E f  แ ล ะ  (x , z  )€f  
แ ล ้ว  y =  Z น ั่น ค ิอ ม ี X ค ่า ห น ึ่ง จ ะ ไ ด ้ค ่า  y เ พ ิ ย ง ค ่ า เ ค ี ย ว  

1 . 2  ค ว า ม พ ัม พ ัน ธ ์ใ ม ่เ ร น พ ัง ก ์พัน ค ีอ  ( x , y ) e f  แ ล ะ  (x,z)&f  
แ ล ้ว  y ^  Z น ั่น ค ีอ ร  X ค ่า ห น ึ่ง จ ะ ไ ด ้ค ่า  y ม า ก ก ว ่า ห น ึ่ง ค ่า

2 .  ค ร ูอ ธ ิบ า ย ท ้อ  1 . 1  ว ่า  X  ค ่า ห น ึ่ง จ ะ ไ ด ้ค ่า  y  เ พ ิ ย ง ค ่ า เ ค ี ย ว ก ํ ค ี อ  

ล า ก เส ้น ข น า น แ ก น  y จ ะ ต ัด ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม พ ัม พ ัน ธ ์จ ุด  เ ค ีย ว

แ ล ะ ท ้อ  1 . 2  X  ค ่า ห น ึ่ง จ ะ ไ ด ้ค ่า  y ม า ก ก ว ่า ห น ึ่ง ค ่า ก ็ค ีอ ล า ก เส ้น ข น า บ  

แกน  y จ ะ ต ัด ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม พ ับ พ ัน ธ ์ม า ก ก ว ่า  1 จ ุด

3 .  ค ร ูอ ธ ิบ า ย ว ่า จ า ก ท ้อ  2  จ ึง ส า ม า ร ถ พ ิจ า ร ณ า พ ัง ธ ์พ ัน จ า ก ก ร า ฟ ไ ด ้
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ขนลอน

1 . ครูยกตัวอย่างความลัมพันธ์ให้นักเรียนช่วยกันเขียนกราฟ

การพิจารณาพังก์พันจากกราฟน่ืนสิ,งท่ีสาตัญมากท่ีจะห้องทาประการนรกก็คีอ 

จะห้องสามารถ เขียนกราฟของความลัมพันธ์ไห้ ซ่ีงพอจะสรูปเป็นหลักไห้ดังน คือ 

1 . สมมติค่า X  และหาค่า y จากเง่ึอนไขของความลัมพันธ์ท่ีให้มาแล้ว

เขียนค่า X ,  y ลงในตาราง (การสมมติค่า X ห้องลัมพันธ์กับโด เมน 

ของความลัมพันธ์)

2 . นาค่า X  และ y หรีอ(x,y) มาลงรูดในระนาบแกนบุมฉาก

3. โยงรูดค่าง  ๆ ห้อเน่ืองกัน

ตัวอย่างท่ี 1 1) r 1 = |(x,y)G R X R / y = x + l |

2) -r2 = j ( x ,y )e  R X R / y 2 = xj

2  . ครูยกตัวอย่างความลัมพันธ์ให้นักเรียนพิจารณาดังตาราง

ลากเส้นขนานแกน y พังก์พัน

กราฟของความสมพันธ
ตัดกราฟจานวน (จุด)

ความหมาย
เป็น ไม่ เป็น

r i = {(x' y )GR >

/ - I

F / y = X  + l j

F l

1 (x ,y)ef  และ 

( x ,z ) e f  แล้ว

y = Z

y

r 2 = |(x,y)E R A

0

R / y 2= x} 2 (>,y)ef และ 

(x ,z)e f  แล้ว

Y  /- Z

y

/
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กราฟของความดัมฟันอ์เฟ้นฟังก์ฟ้นเม๋ีอลากเส้นขนานแกน y  จะมีเส้นขนานคัด 

กราฟของความดัมฟันธ์จุดเดียว

3 . ครูให้นักเรียนสรุปการพิจารณากราฟของความดัมฟันธ์ว่าเฟ้น̂ งถ้ฟันหรีอไม,

การพิจารณากราฟของความดัมฟันท์จะเฟ้นฟังก์ฟันหร้อไม่ มีขนตอนดังน

1 . ลากเส้นขนานแกน y ท่ีตาแหน,ง X ใดๆ ดัดกราฟของความดัมฟันธ์

2 . พิจารณาเส้นขนานแกน y ดัดกราฟของความดัมฟันธ์

ถ้าเส้นขนานดัดกราฟจุด เดียว ความดัมฟันธ์น๊ันเฟ้นฟังก์ฟัน 

ถ้าเส้นขนานดัดกราฟมากกว่า 1 จุด ความดัมฟันธ์นนไม่ เฟ้น 

ฟังถ้ฟัน

4. ครูให้นักเรียนพิจารณากราฟของความดัมฟันอ์ท่ีไม่เฟ้นฟังก์ฟัน แล้ว ให้

นักเรียนสร้างความดัมฟันท์ใหม่ท่ีเฟ้นดับเซตของความดัมฟันธ์เดิมแต่เฟ้น 

ฟังก์ฟ้น ดังตาราง

ฟังก์ฟัน กราฟของดับ เซตของ
กราฟของความดัมฟันธ์ เหต ุผล

เฟ้น ไม่เฟ้น ความดัมฟันธ์ท่ีเฟ้นฟังก์ฟ้น

กราฟของดับเซตของ

ความดัมฟันถ้เม๋ึอ

จะดัดกราฟของดับ เซต

{(x,y)e R*R/y2= ะ:} y  r 2= {น,y)GRxR/y = J x }  จคเคยว

|(x, y )GUxR/y = - f x  I
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5  . ค ร ูใ ห ้น ัก เร ีย น ส ร ุป ก า ว พ ิจ า ร ณ า ฟ ัง ย ์ฟ ัน จ า ก ส บ เซ ต ข อ ง ค ว า ม ส ม พ ัน ธ ์ 

ม ิว ิท ีก า ร  ค ึอ

—-------------------------------------------------------------------------------------------------- !]
ส ร ุป  ก า ว พ ิจ า ร ณ า ฟ ัง ก ์ฟ ัน จ า ก ส บ  เซ ต ข อ ง ค ว า ม ส ม พ ัน ธ ์ม ิว ัร ก า ร  ค ึอ

1 . พ ิจ า ร ณ า ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม ส ม ฟ ัน ธ ์เค ิม  เม ี๋อ ล า ก เส ้น ข น า น ก ับ แ ก น  y  

จ ะ ต ัด ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม ส ม ฟ ัน ธ ์ 2  ร ุด  แ ส ด ง ว ่า ค ว า ม ส ม พ ัน ธ ์ไ ม ่เป ็น
I

ฟ ังก ์ฟ ัน

2 .  ห า ก ก ร า ฟ ข อ ง ส บ เซ ต ท ี๋ล า ก เส ้น ข น า น ก ับ แ ก น  y ต ัด ก ร า ฟ น เพ ิย ง  

ร ุด เ ด ย ว  จ ะ ไ ด ้ก ร า ฟ ข อ ง ส บ เซ ต ข อ ง ค ว า ม ส ม ฟ ัน ธ ์ท ี่เป ็น ฟ ัง ก ์ฟ ัน

3 .  ห า เง ื่อ น ไ ข ข อ ง ส ม เซ ต

6  . ค ร ูย ก ต ัว อ ย ่า ง ค ว า ม ส ม พ ัน ธ ์ใ ห ้น ัก เร ีย น เข ีย น ก ร า ฟ แ ล ้ว ใ ห ้พ ิจ า ร ณ า  

ค ว า ม ส ม พ ัน ธ ์ว ่า  เป ็น ฟ ัง ก ์ฟ ัน ห ร ีอ ไ ม ่

เช ่น  r  =  |(x,y)E R X R /  y =  x 2+ l |

ด้นสรุป
1 . ค ร ูใ ห ้น ัก เร ีย น ส ร ุป ก า ร พ ิจ า ร ณ า ฟ ัง ก ์ฟ ัน จ า ก ก ร า ฟ โ ด ย ก า ร ถ า ม ค อ บ

ก า ร ว ัด แ ส ะ ป ร ุะ เม ิน ผ ล

ก า ร ว ัด ผ ล ก า ร ป ร ะ เม ิน ผ ล

1 . ส ง เก ต จ า ก ก า ร ต อ บ ค า ถ า ม ข อ ง น ัก เ ร ีย น

2 .  ด ูจ า ก ก า ร ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ข ้า ย ด ้ว โ ม ง  3  ข ้อ

3 .  ด ูจ า ก ก า ร ท า แ บ บ ฝ ัก ห ัต  2 . 1  ห น ้า  4 4 - 4 5  

ข ้อ  3

1 .  น ัก เร ีย น ต อ บ ค า ถ า ม ไ ด ้ป ร ะ ม า ณ  8 0* /

2 .  ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ห ้า ย ด ้ว โ ม ง ไ ด ้ป ร ะ ม า ณ  8 0%

3 .  น ัก เร ีย น ท า แ บ บ ฝ ัก ห ัด ไ ด ้ป ร ะ ม า ณ  80%

แ บ บ ฝ ัก ห ัด เพ ิ'ม เต ิม

จ ง  เข ีย น ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม ส ม พ ัน ธ ์แ ล ะ พ ิจ า ร ณ า ก า ร  เป ็น ฟ ัง ก ์ฟ ัน ข อ ง ค ว า ม ส ม พ ัน ธ ์ต ่อ ไ ป น

2.
- 2เ-1, X< 0X, 0 ^ X sg J2, X >■ 1h { ( x , y )  /  y  =
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ค า น ท ี่ 4

ห ัว ข ้อ ูเ ร ื่อ ุง  ฟ ัง ก ์ห ัน จ า ก  A ไ ป  E ฟ ัง ย ์ห ัน จ า ก  A ไ ป ท ั๋ว ถ ีง  B แ ล ะ ฟ ัง ก ์ห ัน ห น ึ่ง ต ่อ ห น ึ่ง

จ ต ุป ร ะ ส ง ค ์ก า ร เ ร ีย น ร ู้

เ ม ึ๋อ เ ร ีย น จ บ ค ร บ แ ล ้ว น ัก เร ีย น ส า ม า ร ถ

1 . เข ีย น ไ ค เม น แ ล ะ เร น จ 'ข อ ง ฟ ัง ก ์ห ัน ท ี่ก า ห น ด ใ ห ้ไ ด ้อ ย า ง ถ ูก ต ้อ ง

2 .  บ อ ก ค ว า ม ส ม ฟ ัน ซ ์ข อ ง ไ ค เม น แ ล ะ เร น จ 'ก 'บ เซ ต น ึ่ง ป ร ะ ก อ บ เฝ ็น ฟ ัง ค ์ห ัน ไ ด ้อ ย ่า ง  

ถ ูก ด ้อ ง

3 .  ส ร ุป น ิย า ม ข อ ง ห ัง ก ์ห ัน จ า ก  A ไ ป  B ไ ด ้อ ย า ง ถ ูก ด ้อ ง

4 .  เข ีย น ก า ร จ ับ ค ู,ข อ ง ไ ค เม น แ ล ะ เร น จ ์ข อ ง ห ัง ก ์ห ัน จ า ก  A ไ ป  B ไ ด ้อ ย ่า ง ถ ูก ด ้อ ง

5 .  บ อ ก เง ี๋อ น ไ ข ข อ ง ห ัง ก ์ห ัน ห น ึ่ง ต ่อ ห น ึ่ง จ า ก  A ไ ป  B ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ด ้อ ง

6 .  บ อ ก เง ี๋อ น ไ ข ข อ ง ห ัง ก ์ห ัน ห น ึ่ง ต ่อ ห น ึ่ง จ า ก  A ไ ป ท ี่'ว ล ีง  B ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ด ้อ ง

7 .  ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ห ้า ย น ึ่ว โ ม ง ไ ด ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง  8 0  y„

8 .  ท า แ บ บ ฝ ็ก ห ัด ไ ด ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง  8 0 * /

เน ึ่อ ห า

1 . ฟ ัง ก ์ห ัน จ า ก  A ไป  B

พ ิจ า ร ถ ท ฟ ัง ก ์ห ัน ท ี่ไ ด ้จ า ก ก า ว จ ับ ค ู่ร ะ ห ว ่า ง ส ม า ห ัก ข อ ง เซ ต  A แ ล ะ  E 

ต ัว อ ย ่า ง ท ี่ A = { 1 , 2 , 3 }
t  I  1 1B =  { a  ,  b  ,  c  ,  d

A =  { 1  , 2  , 3  , 4  , 
1 1

B = { a  , b  , c  ,  d  1

A =  { 1  , 2 , 3 , 4 }
I  t  1 V

B =  { a  , b  ,  c  ,  d  ,

A =  { 1  , 2 , 3 , 4 }
1  XB =  { a  , ๖ ,  c  , d  1
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นิยาม f เฟ้นฟังก์ฟันจาก A ไป B เขียนแทนด้วย f ะ A  •*- B

หมายถึงïT’งก'ฟัน f ท่ีมีโดเมนเท่ากัม A และมีเรนจ์เฟ้นรุ้(บเชดของ 

E (ดังตัวอย่างท่ี 1-4)

ตัวอย่างท่ี 5 กาหนดให้ A = เ0,1,2,3,4เ

B = เ0,1,2,3,...,1๐1 

และ f = |(x,y)e AX B / y = x2} 

g = {(x,y)e B* a y = X I 

จงพิจารถทคูว่า 1) f เฟ้นฟังก์ฟันจาก A ไป B หรึอไม่ 

2) g เฟ้นฟังก์ฟันจาก B  ไป A หรีอไม่

วิรทา 1) f = {(0,0), (1,1), (2,4), (3,9)I

จะทบว่า f เฟ้นฟังก์ฟัน แด่โดเมนของ f = {o,1,2,3I /  A 

เท'ทะฉะนน f ไม1เฟ้นฟังกํฟันจาก A ไป B 

2) g = [(0,0), (1,1), (4,2), (9,3)}

จะทบว่า g เฟ้นฟังก์ฟัน แด่โดเมนของ g = j o ,1,4,9} /  F 

เพราะฉะนน g ไม่เฟ้นฟังก์ฟันจาก B ไป A

ตัวอย่างท่ี 6 กาหนดฟังด้ฟันดังต่อไปน

1 ) f = j(x,y)G R X R / xy =

2 ) g = j(x,y)e R X R / 1 x|

3) h = {(x,y)e R .* R / y3 =

ในแด่ละฟังก์ฟันจงหาเซต A ริ}งทาให้เฟ้นฟังก์ฟันจาก A ไป R

วิรทา

1) จากสมการ xy = 1 จะพบว่า ห้า X เฟ้นจานวนจริงใด  ๆ

ท่ีไม่เท่ากับ 0 แห้ว สามารถหาค่า y ได์เสมอ แสดงว่า 

โดเมนของ f = jxGR /  X /  0} = R -{0 }

เพราะ«ะนน ห้าให้ A = R-joj-แห้ว f จะเฟ้นฟังห้ฟันจาก

A  ไป  R
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2 )

3 )

จากสมการ Ixly = 1 จะได้ว่า y = ๅ—P ชึ่งจะหาค่า yน !
ได้เสมอเมึ๋อ X เป็นจานวนจ?งใด  ๆ ทึ่ไม่เท่ากับ 0 แสดงว่า 
โดเมนของ g = -fxGR/x ji 0  I = R-{oj 
เพราะฉะน๊ัน ถ้าให้ A = R -joj จะได้ว่า f  เป็นฟังก์ฟัน 
จาก A ไป R
จากสมการ y 3 = X จะพบว่าไม่ว่า X จะเป็นจานวนจริงใด  ๆ
เราสามารถหาจานวนจริง y ได้เสมอ โดยทึ๋ y = ว่/"X

แสดงว่าโดเมนของ h = R
ดังน๊ัน ถ้าให้ A = R จะได้ว่า h เป็นฟังก์ฟันจาก A ไป R

2 . ฟังถ้กันจาก A ไปท่ัวกัง B (function from A onto B)

นิยาม f เป็นฟังถ้สันจาก A ไปท๋ึวถ๊ง E เขียนแทนด้วย f :A - - B
ท๋ึวถีง

หมายสืง ฟังก์ฟัน f ท๋ีรโคเมนเท่ากับ A และมีเรนจ์เท่ากับ E * 1 2

ดัวอย่างท๋ี 7 ให้ A = {1 ,3 ,5} และ B = เ2,4}

1) f 1  = {(1,4), (3,2), (5,2)}

จะไ ด ้ ว่า f ̂  เป็นฟังก์ฟันจาก A ไ ป ท๋ัวถีง B เพราะว่า

D = {1 , 3 ,5}= A และ Rf = {2 ,4} = B

2) f 2  = {(1,2), (3,2), (5,2)}

จะไ ด ้ ว่า f2 ไ ม ่ เป็นฟังก์ฟันจาก A ไ ป ท๋ัวถีง B เพราะว่า

R = {2} ส์ง R j i B

รัวอย่างท่ึ 8 กาหนดให้ A = {1 , 2, 3} และ B = {a,๖,c}

1) f 1 = |(l,a), (2,a), (3,b)}

จะได้ว่า f 1 ไม่เป็นฟังก์ฟ้นจาก A ไปท๋ัวถีง B เพราะว่า Rf /  B

2) £2 = {( l,a) , (2,c) , (3,b)}

จะไ ด ้ ว่า f ? เป็นฟังก์ฟันจาก A ไ ป ท๋ัวถีง  B เพราะว่า

Df = {1 , 2 , 3} = A และ Rf = ja,L,c} = B
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3) £3 = { ( l , b ) , (2,a) ,  (3,๖)}

จะได้ว่า f  ไม่เฟ้นฝังก์ฝันจาก A ไปทั๋วถีง B เพราะว่า R ^ B
f 3

3. ฟังก'ฝันหน่ึงต่อหน่ึง (one to one funct ion)

ฝังก์ฝันหนึ่งต่อพนง (one to one funct ion) หมายถึง ฝังด้ฝัน 

ทึ ่สมาป็กแต่ละตัวของเรนจ'จะถูกจับคู ่ โดยสมาฝักของโดเมนตัวเดียว 

เท่านึ่น

1) f  เป็นฝังก์ฝันหนงด่อหนงจาก A ไป B (one to  one fu n ct io n  from 

A in to  B) เขียนแทนด้วย f  ะ A — *■  B หมายถึง ฟังก'ฝันหน่ึงต่อหน่ึง

ท่ึม Df  = A และ R f C  B

2) f  เป็นฟังก์ฝันหนึ่งด่อหนึ่งจาก A ไปหั๋วถึง B (one to one funct ion

from A onto B or one to one correspondence) เขียนแทนด้วย

f s A - i —̂ ► B หมายถึง ฟังก์ฝันหนึ่งต่อหนึ่งท่ึม = A และ R ^ =  B
ท๋ัวถึง

ตัวอย่าง A = ( 1 , 2 , 3 , 4 [

_ i  1E = j a , ๖ , c , d , e j

จะเฟ้นว่าการจับคู ่ของสมาฝักระหว่าง A กับ B เฟ้นฟังด้ฝันหนึ่งต่อหนึ่งจาก 

A ไป B

ตัวอย่าง A = {1 , 2 , 3 , 4}XP = |a , ๖ ,  c , d }

จะเฟ้นว่าการจับคู ่ของสมาฝักระหว่าง A กับ E เฟ้นฝังก์ฝันหนึ่งต่อหนึ่ง 

จาก A ไปทั๋วถึง B



โจทฆ์นิเศ»ท้ายท้วโมง

จงเติมคาถามลงในตารางเมื ่อ A = เ 1 , 2 , 3 I B = |a,b,c|

r~------- --------------------------

ฟ้'งก์ฟ้น แผนภาพ
f  ะ! -1 f  ะ A^-vB

1-1
F ะ A ----*■ B 1

ท๋ัวถีง 1
เป็น ไม่เป็น เป็น ไม,เป็น เป็น(ไม่ เป็น J

£1= | ( l , c ) , ( 2 , b ) , ( 3 , a)}
'

£2= !( 1 ,a) , (2,a) , (3 ,a)}

f  ={( l ,c)  , (2,b) , (3,c)j

£4= !( 1 ,a) , (2,b) , (3,c)I

£5= !(1 ,b) , (2,b) , (3,a)}

___ L
มื ่อการเ3ฆนการลอน

กิจการมการ เ3ฆนการลอน 

ท้นนา

1 . กาทมทวนการนิจา'รณาฟ้งท้ฟ้นทร์อมท้งโดเมนและเรนจ์  

ตัวอย่าง A = {1 , 2 , 3}* V  1B = ^a,b,c,d}
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A

B

A

B

A

B

= { 1 , 2 , 3 , 4 }
X= {a,b,c,df

ขนสอน

1. ครูถามนักเรียน■’าฟังก์ฟันในข้อใครโดเมนเท่ากับ A และมีเรนจ์เป็นกับเซ«ของ B

2. ครูให้นักเรียนกังเกตและบอกว่า ข้าฟังก์กันรโดเมนเท่ากับ A และเรนจ์เรนกับ เซต 

ของ B เรียกฟังก์ฟันน’นว่า ฟังก์ฟันจาก A ไป B

3 . ครูยกตัวอย่างความกัมฟันซ์ให้นัก เรียนพิจารณาว่าความกัมฟันธ่นน เป็นฟังก,ฟันจาก 

A ไป B หรีอไม่

ตัวอย่าง A = {1 , 3 , 5} B = {2 , 4} 

r x = {(1,2) , (3,4) , (5,4)}  

r 2 = {(1,4) , (3,2),  (5,2)} 

r 3 = {(2,1),(4,5)}

4. ครูให้นักเรียนสรูปนิยามฟังก์ฟันจาก A ไป B

นิยาม f เป็นฟังก์ฟันจาก A ไป B เขยนแทนด้วย f ะ A—ด- B

หมายถึง ฟังก์ฟัน f ท่ีมีโคเมนเท่ากับ A และรเรนจ์เป็นกับเซตของ B

5. ครูยกตัวอย่างฟังก์ฟันให้นัก เรียนหาไดเมนและเรนจ์ และให้พิจารณาว่าI ป็น

ฟังก์ฟันจาก A ไป B หรีอไม่ และให้กั งเ

ใดมี เรนจ์ เท่ ากับ F

ตัวอย่าง A = {1 , 3 , 5 } , B = {2 , 4}

IIr—1
น { (1 , 2) , (3 , 4) , (5 , 4)}

r 2 = {(1,4) , (3,2) , (5,2)}

r 3 = {(1,2) , (3,2) , (5,2)}
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6. ครูให้นักเรียนส์งเกตและบอกว่าถ้าฟังก์ฟันมีโคเมนเท่ากับ A และเรนจ์เท่ากับ 

E เรียกฟังห้ฟันน่ึนว่า ฟังก์ฟันจาก A ไปท่ัวถึง B

7. ครูยกตัวอย่างความฟัมฟันธ์ให้นักเรียนพิจารณาว่าความฟ้มฟัมธ์เป็นฟังถ้ฟัน

จาก A ไป ท่ัวถึง b  หรีอไม, เทราะ เหตุ1ผล

ตัวอย่าง ใ ห ้ A =  1( 1 , 2 , 3} และ B II ซ' ก

เฯ II { ( l , a ) , ( 2 , ๖ ) , ( 3 , 0 ) } -

r 2 = { ( l , a ) , ( 2 , a ) , ( 3 , ๖ ) }

r 3 { ( l , a )  , ( 2 , c ) , ( 3 , ๖ ) }

r 4  = ( d , b ) , ( 2 , a ) , ( 3 , ๖ ) }

8. ครูให้นักเรียนสรูปนิยามฟังก์ฟันจาก A ไปท่ัวถึง B

นิยาม f เป็นฟังถ้ฟันจาก A ไปท่ัวถึง B เมียนแทนห้วย f :A -—► B
ทั ่ วถึง

หมายถึง ฟังก์ฟัน f ท่ัมีโดเมนเท่ากับ A และมี เรนจ์เท่ากับ B

9. ครูยกตัวอย่างฟังก์ฟันหน่ึงต่อหน่ึงและฟังถ้ฟันท่ัไม่เป็นฟังก์ฟันหน่ึงต่อหน่ึง

10. ครูถามนักเรียนว่า ฟังก์ฟันหน่ึงต่อหน่ึงสมาฟักแต่ระตัวของเรนจ์จะถูกจับคู่โดย

โตเบนก่ีตัว

ตัวอย่าง ให้ A = เ2,4,6} และ B = ja,b,cj 

r  1  = j(2,c) ,(4,a), (6,b)|

r 2  = |(2,a) , (4,b) , (6,c)j

r3 = j(2,a) , (4,๖) , (6,a)j

11 . ครูให้นัก เรียนสรูปนิยามฟังก์ฟันหน่ึงต่อหน่ึง

นิยาม f  เป็นฟังก์ฟันหน่ึงต่อหน่ึง หมายถึง ฟังก์ฟันท๋ึสมาฟักแต่ละตัวของ 

เรนจ์จะถูกจับคู่โดยสมาฟักของโคเมนตัวเดียวเท1าน่ึน
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1 2. ครูยกตัวอย่างความส์'มพันธ์ และให้พิจารณาว่าความพัมพันธ์เป็นพังก์พันจาก 
A ไป E จาก A ไปท๋ัวถีง B หน่ึงต่อหน่ึงหรือไม่

พังก์พัน แผนภาท
พังธ์พันหน่ึงต่อหน่ึง พังก์พันจาก A ไป 3 พังก์พันจาก A ไปท๋ึวถีง B

เป็น ไม่เป็น เป็น ไม่เป็น เป็น ไม่เป็น

ถ้า A = { l , 2 , 3 , 4 }  และ 
B = {a ,๖ , c , d , e
f 4= { น , a ) ,  ( 2 ,๖ ) ,

(3 , c ) , (4,d) j

ถ้า A = | l , 2 , 3 ,4เ  และ 
B = { a ,b ,c ,d {  
f 5= { ( 1 ,a ) , ( 2 , b) ,

(3 ,d) , ( 4 , c)I

ถ้า A - i l , 2 , 3 , 4 , 5} และ 
B = { a , b , c , d ]
f  6= { น , a) , (2 ,b) ,

(3 ,c) , (4 , c ) , 
(5,d)}

___________
1

13. ครูยกตัวอย่างให้นักเรียนทา

f =  1  ( x , y ) e  R X  R / x y  =  l j -

g =  { ( x , y ) G  R X R / 1X  1 y  =  1

h =  { (  X ,  y  ) G  R *  R / V 3 " * }

ในแต่ละพังก์พันจงหาเชต A น่ึงทาให้เป็นพังก์พันจาก A ไป R
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ขนสรุป

1 . ครูให้นักเรียนสรุปการพิจารณาฟ้'งก*จาก A ไป B จาก A ไปทั๋วถีง B 

และฟังก์นันหน่ึงต่อหน่ึง

การวัดและประเมินผล

การวัดผล กาวประเมินผล

1 . นังเกตจากการตอบคาถามของนักเรียน 1 . นักเรียนตอบคาถามได้ประมาณ 80%

2 . ดูจากการทาโจทย์พิเศษห้ายนัวโมง 2 . ทาโจทย์พิเศษห้ายนั'วโมงได้ประมาณ 80%

3. ดูจากการทาแบบฝ็กหัด 2.1 หน้า 44-47 3. นักเรียนทาแบบฝิกหัคได้ประมาณ 80%

ข้อ 2, 9

แบบพิกหัดเพมเดิบ

ให้  A = { ๐ , 1 , 2 , 3 , 4} และ B = < CN 
1—1 
O

, 3 , . . . , 10}

f = { ( x ,y )e  A < E / y  = x 2} เป็น f  ::A . b หรีอไม,

g = |(x,y)G B X A / y = X 1 เป็น g ::b — ► A หรือไม่



9 1

พ ัว ข ้อ  เ ร ื่อ ง  ก า ร พ ิจ า ร  f in  ฟ ังก ,ส ัน ห น ึ่ง ต ่อ ห น ึ่ง จ า ก ก ว า ฟ

จ ด ป ร ะ ส ง ค ์ก า ร เ ร ีย น ร ู้

เม่ือ เรียนจบคาบแล้วนักเรียนสามารถ

1  . เข ีย น ก ร า ฟ ข อ ง พ ัง ธ ์พ ัน ไ ด ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

2 .  บ อ ก จ า น ว น จ ุด น ึ่ง เส ้น ข น า น ท ี่ล า ก ข น า น ก ับ แ ก น  X ต ัด ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม ร ิโ ม พ ัน ธ ์ 

ไ ด ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

3 .  ส ร ุป ว ิธ ีก า ร พ ิจ า ร ณ า พ ัง ก ์พ ัน ห น ึ่ง ต ่อ ห น ึ่ง จ า ก ก ร า ฟ ไ ต ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

4 .  ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ท ้า ย น ึ่ว โ ม ง ไ ด ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง  80%

5 .  ท า แ บ บ ฝ ึก ห ัด ไ ด ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง  80%

เนอหา

ก า ร พ ิจ า ร ณ า พ ัง ก ์พ ัน ว ่า เป ็น พ ัง ก ์พ ัน ห น ึ่ง ต ่อ ห น ึ่ง จ า ก ก ร า ฟ

น ิย า ม  f เป็นพังก์พ ัน ห น ึ่งต่อห น ึ่ง  (one to one function) ห ม า ย ถ ีง  

พ ัง ก ์พ ัน ท ี่ส ม า ข ีก แ ต ่ล ะ ต ัว ข อ ง I ร น จ ์จ ะ ถ ูก จ ับ ค ู่ไ ด ย ส ม า พ ัก ข อ ง โ ต เม น  

ต ัว เ ด ีย ว

ก า ร พ ิจ า ร ณ า พ ัง ก ์พ ัฆ ว ่า เป ็น พ ัง ก ์พ ัน ห น ึ่ง ต ่อ ห น ึ่ง จ า ก ก ร า ฟ  ม ข ้น ต อ น ต ัง น ึ่ 

• เ )  ล า ก เส ้น ข น า น แ ก น  X ท ี่ต า แ ห ย ่ง  y ใ ด ๆ  ต ัด ก ร า ฟ ข อ ง พ ัง ก ์พ ัน

2)  พ ิจ า ร ณ า เส ้น ข น า น แ ก น  X ท ี่ต ัด ก ร า ฟ ข อ ง พ ัง ก ์พ ัน  ด ีอ

ก .  เส ้น ข น า น ต ัด ก ว า ฟ เพ ิย ง จ ุด เด ีย ว  พ ัง ธ ์พ ัน น ึ่น เป ็น พ ัง ก ์'พ ัน ห น ึ่ง ต ่อ ห น ึ่ง

ข .  เส ้น ข น า น ต ัด ก ร า ฟ ม า ก ก ว ่า  1 จ ุด  พ ัง ธ ์พ ัน น ึ่น ไ ม ่เป ็น พ ัง ก ์พ ัน ห น ึ่ง ต ่อ ห น ึ่ง

ต ัว อ ย ่า ง  จ ง พ ิจ า ร ณ า พ ัง ก ์พ ัน ต ่อ ไ ป น ึ่ว ่า พ ัง ธ ์พ ัน ใ ด I ป ็น พ ัง ธ ์พ ัน ห น ึ่ง ต ่อ ห น ึ่ง

f = |(x,y)<= R X R / y = X 2 j
g  = | ( x , y ) £  R < R /  y = 2x + l |
ท = {(x,y)€E R X  R /  y = -  /วิr|
k. = | (x ,y ) (5 R  * R /  y = fx j

คาบที่ 5
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วิธีทา เขียนกราฟของตังก์สัน

*. x

y

0 v x

f  ไม่เป็นตังธ์สันหน่ึงต ่ อหน่ึง เทราะรเส้นขนานกัยแกน X ท่ีตัด 

กราฟมากกว่า 1 ตุด

g , h , k  เป็นตังก์สันหน่ึงต ่ อหน่ึง เพราะรเส้นขนานกับแกน X ตัดกราฟเพียง 

ตุด เดียวเท่าน่ึน

โจทย์พีเศษท้ายช่วโมง

จงพีจารณา f = |(x,y)CE R X R / y = -2x + 1 I ว่าเป็นตังก์สันหน่ึงต่อหน่ึง 

หรึอไม, พร้อมท้งเหตุผล

ffa การเรียนการสอน

กิจกรรมการเรียนการฝีอน 

ขนนา

1 . ครูทบทวนหลักการเขียนกราฟของความสัมพันธ์โดยให้เขียนกราฟ เช่น 

ตัวอย่างท่ี 1 f = (x,y) R y R / y = X2

X . . . - 2 - 1 0- -. 1 2 • • •

y 4 1 0_____ 1 4 • • •

f = { . . . , ( - 2 , 4 ) , ( - 1 , 1 ) , ( 0 , 0 ) , ( 1 , 1 ) ,  (2 ,4) , . . .j
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ก ร า ฟ ข อ ง

ต ั ว อ ย ่ า ง ท ี ๋

2. ให้นัเ

ข น ส อ น

เ ร ี ย น ส ร ุ ป ห ล ั ก ก า ว เ ข ี ย น ก ร า ฟ  ต ัง น ึ ้

1 )  ส ม ม ต ิค ่ า  X  แ ล ะ ห า ค ่ า  y จ า ก เ ง ี ๋ อ น ไ ข ข อ ง ค ว า ม ล ั ม พ ั น ธ ์ ท ี ๋ ใ ห ้ ม า  

แ ล ้ ว เ ข ี ย น ค ่ า  x , y  ล ง ใ น ต า ร า ง  ( ก า ว ส ม ม ต ิ ค ่ า  X  ห ้อ ง ล ัม พ ัน ธ ์  

ก ั บ ใ ด เ ม น ข อ ง ค ว า ม ล ั ม พ ั น ธ ์ )

? )  น า ค ่ า  X  แ ล ะ  y ห ร ีอ  ( x , y )  ม า ล ง ร ุ ด ใ น ร ะ น า บ แ ก น ร ุ ม ฉ า ก

3 )  โ ย ง ร ุ ด ค ่ า ง  ๆ ต ่อ เ น ึ ๋ อ ง ก ัน

ครุยกตัวอยางกราฟของพังก์กัน และลากเส้นขนานแกน X ตัดกราฟให้น ักเรียน

ลังเกดรุดตัดของเล้นดวงกับกราฟแล้วตอบคาถาม
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ก .  เ ส ้น ข น า น แ ก น  X  ต ั ด ก ร า vl 2  จ ุด  ค ีอ  ค ่ า  y ค ่า ห น ึ ่ ง จ ับ ค ู ่ ก ับ ค ่ า  X

2  ค ่ า

ข .  เ ส ้น ข น า น แ ก น  X  ต ัด ก ร า ฟ  1 จ ุด  ค ีอ  ค ่ า  y  ค า ห น ึ ่ ง จ ับ ค ู ่ ก ับ ค ่ า  X  

1  ค ่ า

2 .  ค ร ู อ ธ ิบ า ย ใ น ก ร ถ ี ! เ ส ้น ข น า น แ ก น  X  ต ัด ก ร า ฟ  1 จ ุด ว ่ า ต ร ง ก ับ พ ิ ง ก ์ฟ ้น ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง

3 .  ค ร ู ใ ห ้ น ัก เ ร ี ย น ส ร ูป ภ า ร พ ิจ า ร ณ า พ ิง ห ้ฟ ้ ' น ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง จ า ก ก ร า ฟ  " พ ิ ง ก ์พ ิน เ ป ็น

พ ิ ง ห ้พ ิน ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง เ ม ึ ๋ อ ล า ก เ ส ้น ข น า น แ ก น  X  ต ั ด ก ร า ฟ ข อ ง พ ิ ง ห ้ พ ิ น เ พ ี ย ง จ ุ ด เ ด ี ย ว "  

4  .  ค ร ู ย ก ต ั ว อ ย ่ า ง ก ร า ฟ ข อ ง พ ิ ง ห ้ ต ั น ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น พ ิ จ า ร ณ า ก า ร  เ ป ็น พ ิง ก ์ต ัน ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง

ท่ีนสรูป
1  .  ค ร ู ใ ห ้น ัก  เ ร ี ย น ส ร ูป ก า ร พ ิ จ า ร ณ า พ ิ ง ห ้ ต ั น ห น ึ ่ ง ต ่ อ ห น ึ ่ ง จ า ก ก ร า ฟ โ ด ย ก า ร ถ า ม ต อ บ  

I ก า ร พ ิจ า ร ณ า พ ิง ก ์ต ัน ว ่ า เ ป ็น พ ิ ง ก ์ต ัน ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง จ า ก ก ร า ฟ  ม ิข ั ๊ฆ ต อ น ต ัง ฆ

1 )  ล า ก เ ส ้ น ข น า น แ ก น  X ท ี ่ ค า แ ห ย ่ ง  y ใ ด ๆ  ต ัด ก ร า ฟ ข อ ง พ ิง ห ้ต ัน

2 )  พ ิจ า ร ณ า เ ส ้ น ข น า น แ ก น  X ท ี ่ ต ัด ก ร า ฟ ข อ ง พ ิง ห ้ต ัน  ค ึอ

ห ้ า เ ส ้ น ข น า น ต ั ด ก ร า ฟ เ พ ี ย ง จ ุ ด  เ  ด ี ย ว  พ ิง ห ้ต ัน น ึ ่น เ ป ็น พ ิง ก ์ต ัน ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง  

ห ้ า เ ส ้ น ข น า น ต ั ด ก ร า ฟ ม า ก ก ว ่ า  1 จ ุด  พ ิ ง m f น น ึ ่น ไ ม ่ เ ป ็น พ ิง ก ์ต ัน

ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง

ก า ร ว ั ด แ ล ะ ป ร ะ เ ม ิ น ผ ล

ก า ร ว ั ด ผ ล ก า ว ป ร ะ เ ม ิ น ผ ล  1 2

1 .  ต ั ง เ ก ต จ า ก ก า ร ต อ บ ค า ถ า ม ข อ ง น ั ก เ ร ี ย น  1 .  น ั ก เ ร ี ย น ต อ บ ค า ถ า ม ไ ค ้ ป ร ะ ม า ณ  8 0 %

2 .  ด ู จ า ก ก า ร ท า โ จ ท ย ์ พ ิ เ ศ ษ ท ้ า ย ท ี ่ ว โ ม ง  2 .  น ั ก เ ร ี ย น ท า โ จ ท ย ์ พ ิ เ ศ ษ ท ้ า ย ท ี ่ ' ว โ ม ง

ไ ค ้ป ร  ะ ม า ณ  0 0 %



แบนฝึกพัด Iพ ิ่มเด ิบ

พังก์พันในข้อใด 1รนฟ้'งก์พันหน่ึงต่อหน่ึง

1. f  = | (x ,y )  /  y = X -  2 I
2. g = | (x ,y )  /  y = x 2- l |

= | (x ,y )  /  y = 5x2-  l }3 .  h
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คาบที 6

หัวข้อเร่ือง กาวกาหนดหังก์หัน

จดป วะสงค์การเรียนร์

เม่ือเรียนจบคาบแล้วนักเรียนสามารถ

1 . ยกตัวอย่างฟังค์หันแบบคาง  ๆ ทีกาหนดให้ได้อยางถูกต้อง

2 . เขียนหังก์หันคามนบบทีกาหนดให้ใต้อยางถูกต้อง

3. สามารถสรุปนบบต่าง  ๆ ของการกาหนดฟังต้หันไต้อย่างถูกต้อง

4. ทาโจทย์พิเศษท้ายซ่วโมงไต้อย่างถูกต้อง 80%

5. ทาแบบฝึกหัดไต้อย่างถูกต้อง 80%

เนอหา

การกาหฆดหังก์หัน มีวิรการเขียนฟังค์หันไต้หลายวิธี ดังน้ี

1 ) โดยการแจกแจงสมาหักเป็นคู,ลาดับท๊ังหมด เซ่น

f  = j u , a ) , ( 2 , ๖) ,  ( 3 , c ) }
2) โดยแผนภาพแสคงการจับคู่วะหว่างสมาหักของ เซตสอง เ/ชต

3) โดยตาราง เซ่น

แ
1  h 3 • # •
1 1 1I y • • •L -I.  2 ว

4) โดยการเขียนกราฟ่ เซ่น

f = |(x,y) G R < R / y = I X,' เนอ 0 < X $  1
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เขียนกราฟได้ ดังน้ึ
y
ไ.3 

2 0-

—t — t— 1— - 3  -2 -1 K t--- ‘-— เอ 1 2 3♦  -1
•- -2  
•- -3

ธ) ไดยการกาหนดเงี ๋อนไขสมาสักในเชด หรีอแไนริ;ดร แสดงฟังก์สัน เช่น

f  = |(x,y)G R * R / y  = x + l}’ อาจเขียนแทนด้วย

f  (x) = X + 1
g = j ( x , y ) €  R X R /  y = X + 3x -  lj- อาจเขียนแทนด้วย

g(x) = x^+ 3x -  1
h = / (x, y )e  R X R /  y = 'fx -3  } อาจเขียนแทนด้วยI J

h (x) = / x  -  3
เรียก f  (x) , q (x) และ h(x) ว่า เอฟของเฮกซ์. จีของเด้กช์ 

เอชของเอ'’กช์ ตามลาดับ ที่งหมายความว่า เรนค่าของฟ้งก์สัน f , g  แล: 
f (x )  ก็ดัอค่า y ของฟังก์สัน f  นั่นเอง
g(x) ก็คีอค่า y ของฟังก์สัน g นั๋นเอง
h(x) ก็คีอค่า y ของฟังก์'สัน h นั่นเอง

ตัวอย่างที่  1 กาหนคใด้ f(x) = 2x -  3 จงหา f (1)
วิธีทา X = 1, f ( l ) = 2(1) -  3 = -1

. ■ • y = f ( l )  = -1
X = 2, f  (2) = 2(2) -  3 = 1

น = 1
X = 3, f (3) = 2(3) -  3 = 3

y = 3

และ
h :SL
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ตัวอย่างท่ี2

วิรทา

ตัวอย่างท่ี 3

วิ P หา

กาหนดให้ f (x )  = x~+ 3 จงหา f (0) ,  f ( - 1 ) ,  f ( a ) ,  
f ( x  + 1) -  f  (x)

f  (0) = 0 + 3 = 3
f  (-1) = ( - 1 ) 2+ 3 = 4
f  (a) = ( a ) 2+ 3 = a 2 + 3
f ( x  + 1) = (x + 1 ) 2+ 3 = x 2+ 2x + 1 + 3 

= x 2+ 2x + 4
f  (x) = (x )2+ 3 = x 2+ 3
f ( x  + 1) - f ( x )  = (x2+ 2x + 4) -  (x2+ 3)

=  x2+ 2x + 4 -  X 2 -  3
= 2x -  1

f 2x3+ 1 ร้า X  <  2
กาหนคให้ f (x )  = < ห ้า  2 <  X  3

จงหา
1)

X  -  2
[ 2x -  5 ห้า X  ะ> 3 

1) f  ( / 2) 2) f  ( /ริ) 3) f d )

3)

X  = / 2 ท ี่ง  / 2 <: 2
f  (x) 2x3 +

II 2 (f2)3

1 2 / 2 ท่ี-
f  (x) 1X - 1

IIIf 1
( ร  -  2

x = 2  = 32 * *

f  (x) 2x -  5

’ < 3 * - 5 = 2
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โ จ ท ย ์ พ ิ เ ศ » ท ้ า ย ส ั ว โ ม ' J

ไ ห ้  f ( x )  =  3 x 2 -  X +  2  จ ง ห า  f ( a ) ,  f ( - a ) ,  - f ( a ) ,  f ( a + b )

^ อ ก า ร เ ร ิ ผ น ุ ก า ร ฝ ี อ น ุ

ก ิ จ ก ร ร ม ก า ร เ ร ี ย น ุ ก า ร ฝ ี อ น ุ  

ข น น า

1 .  ค ,2 ท บ ท ว น ก า ร พ ิ จ า ร ฌ า ก า ร เ ป ็ น พ ิ ง ก ์ ส ั น โ ด ย ก า " » ถ า บ ด อ บ  

เ ช ่น  f  =  | ( l , a ) , ( 2 , ๖ ) , ( 3 , c ) }

f

x>

f  =  j ( x ,y )e  R  K  R  / y = X + lj



1 00

ข น ส อ น

ค ร ูอ ธ ิบ า ย ส ั ใ ห ้น ัก  เ ร ย น เ ห ็ น ว ่ า  ก า ว ก า ห น ด พ ั ง ก ์ ร น น น ส า ม า ร ถ ก า ห น ด ไ ค ้ ห ล า ย

ว ิธ ี  ด ั ง น

1 )  โ ด ย ก า ร แ จ ก แ จ ง ส ม า ร ก

f  = { ( l , a )  , ( 2 , b ) , ( 3 , c)J  
g = { ( 1 , 2 ) , ( 2 , 3 ) , ( 3 , 4 ) , ( 4 , 5 ) }

2 )  โ ด ย แ ผ น ภ า พ แ ส ด ง ก า ร จ ั บ ค ู ,ร ะ ห ว ่ า ง ส ม า ร ก ข อ ง  I ช ด ส อ ง เ ซ ต

ท 1ท
V 3 •J- 1

ะ

จ ะ เ ห ็ น ว ่ า ก า ร ก า ห น ด พ ั ง ก ์ ร น โ ด ย แ ผ น ภ า พ น น ท า ใ ห ้ เ ห ็ น ค ว า ม ฟ ้ ม พ ั น ธ ์ ร ะ ห ว ่ า ง  

ส ม า ร ก ข อ ง เ ซ ต ส อ ง  เ ซ ต อ ย ่ า ง ร ด  เ จ น  แ ล ะ ส า ม า ร ถ แ ย ก โ ด  เ ม น แ ล ะ I ร น จ ์ ข อ ง พ ั ง ก ์ ร น อ ย ่ า ง ร ด  เ จ น

3 )  โ ด ย ต า ร า ง  เ ป ็ น ก า ร ก า ห น ด พ ั ง ก ์ ร น ^ ง เ ข ้ า ใ จ ก ั น โ ด ย ง ่ า ย ว ิ ธ ี ห น ี ๋ ง

จ า น ว น ด ู ก ก ว า ด 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

ร า ค า  ( ส ต า ง ค ) 4 0 8 0 1 0 0 1 4 0 1 8 0 2 0 0 2 4 0 2 8 0 3 0 0 3 4 0  
________ L

โ---------------------
X 1 2 —เJ 4 • • •

J ____
y 1 1

2
1
7

1
7 • . •



101

4 )  โ ด ย ก ว า ฟ  เ ป ็ น ก า ร น า ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น ม า แ ส ด ง ใ ห ้ เ ข ้ า ใ จ ไ ด ้ ง ่ า ย  ๆ โ ด ย เ ข ี ย น แ ท น  

ถ ู ' อ ั น ด ั บ ค ู ่ ห น ึ ่ ง ด ้ ว ย ช ุ ด ใ น ร ะ น า บ

y 1
3 -

•4---—C
-ร1

จ า ก ก ร า ฟ  ช ุ ด ด ้ น แ ส ด ง ว ่ า ก ร า ฟ ร ว ม ช ุ ด น ึ ่ น  แ ต ่ ว ง ก ล ว ง แ ส ด ง ว ่ า ก ร า ฟ ไ ม ่ ร ว ม  

ช ุ ด ส ั น  ก ร า ฟ ด ั ง ก ล ่ า ว ม ส ม ก า ร  ค ั ง น ึ ่

-1,  X <0

f(x) = < X, 0 $  X 1

2, X > 1

ธ )  โ ด ย ก า ร ก า ห น ด เ ง ื ่ อ น ไ ข ส ม า ข ี ก ใ น เ ซ ต  ห ร ี อ เ ป ็ น ส ู ต ร แ ส ด ง ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น

f  = |(x,y)£ R X R / y = x  + l l

2 .  ค ร ุ อ ร บ า ย ก า ร ก า ห น ด เ ง ื ่ อ น ไ ข ส ม า ร ก ใ น เ ซ ต  เ ช ่ น

f  = |(x,y)e R X R / y = X + l]|

อ า จ เ ข ี ย น แ ท น ด ้ ว ย  f ( x )  =  X  +  1

3 .  ค ร ุ ย ก ต ั ว อ ย ่ า ง ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น แ บ บ เ ง ื ่ อ น ไ ข ใ ห ้ เ ข ี ย น เ ป ็ น แ บ บ ส ั น  เ ช ่ น

g = {(x , y)e  R X R / y = x2+ 3x -  lj- 

h  =  {(x,y)e R *  R /  y =  X  -  3 ^

4 .  ค ร ุ ย ก ต ั ว อ ย ่ า ง ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น แ บ บ เ ง ื ่ อ น ไ ข ใ ห ้ ห า ค ่ า ข อ ง ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น  เ ช ่ น

f (x)  = 2x - 3 ให้หาค่าของ f (1), f (2), f(a)

5 .  ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ส ร ุ ! เ ก า ร ห า ค ่ า ข อ ง ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น

ก า ว ห า ค ่ า  f(x) เ น ึ ่ อ  X  = 1 ก ํ ค ิ อ ก า ว แ ท น ค ่ า  X  ด ้ ว ย  1 ใ น ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น  f
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6 .  ค ร ู ย ก ต ั ว อ ย ่ า ง ข อ ง ฟ ั ง ย ์ ฟ ้ น แ ล ้ ว ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ช ่ ว ย ก ั น ห า ค ่ า ข อ ง ฟ ั ง ก ์ ห ั น  เ ช ่ น

f ( x )  =  x 2 +  3  จ ง ห า  f ( 0 ) ,  f ( - l ) ,  f  ( a )  ,  f ( x  +  1 )  - f ( x )

f ( x )  =  \

2 x  +  1 ,  X  ^  2  

1
X  -  2  

k 2 x  -  5  ,  X  ว »  3

,  2  < x  < 3  จ ง ห า  f ( / 2 ) ,  f  ( / 8 ) ,

รุ่รฺนสรูป
1  .  ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ส ร ู ป ก า ร ห า ค ่ า ฟ ั ง ก ์ ห ั น โ ด ย ก า ร ถ า ม ต อ บ

ก า ร ว ั ด แ ล ะ ป ร ะ เ ม ิ น ผ ล

ก า ร ว ั ด ผ ล ก า ร ป ร ะ เ ม ิ น ผ ล

1 .  ฟ ั ง เ ก ด จ า ก ก า ร ด อ บ ค า ถ า ม ข อ ง น ั ก เ ร ี ย น 1 .  น ั ก เ ร ี ย น ต อ บ ค า ถ า ม ไ ค ้ ป ร ะ ม า ณ  8 0 %

2 .  ด ู จ า ก โ จ ท ย ์ พ ิ เ ศ ษ ห ้ า ย ช ่ ว โ ม ง 2 .  น ั ก เ ร ี ย น ท า โ จ ท ย ์ พ ิ เ ศ ษ ท ้ า ย ช ่ ว โ ม ง ป ร ะ ม า ณ  8 0 %

3 .  ด ู จ า ก แ บ บ ฝ ึ ก ห ั ด  2 . 1  ห น ้ า  4 6  ข ้ อ  4 , 3 .  น ั ก เ ร ี ย น ท า แ บ บ ฝ ึ ก ห ั ด ไ ค ้ ป ร ะ ม า ณ  8 0 %

5 . 6

แ บ บ ฝ ึ ก ห ั ด  เ พ ,ม เ ต ิ ม

1 .  ใ ห ้  f  ( x )  =  X  +  3 x  -  2  จ ง ห า  f  ( 2 x )  ,  f  ( 2 )  ,  f ( x - l ) ,  f  ( 2 x - l )

r 0 ,  X  <■  0  

X2 .  ใ ห ้  f  ( x )  = x _  1 ,  0 ^ X < 1  จ ง ห า  f  ( - 1  )  ,  f  ( 2*) ,  f  ( ร ู - )  .  f  ( 3 )  ,

1 ,  X  ะร 1 f  ( - 2 ) + f ( 2 )

1
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ค า บ ท ึ ๋  7

พ ัว ข ้อ เ ร ีอ ง  พ ัง ก ์พ ัน เ พ ัง เ ส ้น  พ ัง ก ์พ ัน ค ่า พ ับ ถ ูร ฌ ์ แ ล ะ พ ัง ก ์พ ัน ข ้น บ ัน ไ ด

จ ด ป ร ะ ฝ ึง ค ์ก า ร เ ร ีย น ร ู ้

เ ม ื ่อ เ ร ีย น จ บ ค บ แ ล ้ว น ัก เ ร ีย น ส า ม า ร ถ

1 . บ อ ก ก ร า ฟ ย อ ง ค ว า ม พ ับ พ ัน ธ ์ท ี ่ เ ป ็น พ ัง ก ์พ ัน ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

2 . ย ก ต ัว อ ย ่า ง พ ัง ก ์พ ัน เ พ ัง เ พ ัน  พ ัง ก ์พ ัน ค ง ต ัว  พ ัง ธ ์พ ัน ค ่า พ ัม ถ ูร ผ ์  แ ล ะ พ ัง ก , พ ัน ข ้น บ ัน ได  

ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

3 .  ฝ ี ' } ป ร ูป ท ั ่ว ไ ป ข อ ง พ ัง ธ ์พ ัน  เ พ ัง เ ส ้น  พ ัง ก ์พ ัน ค ง ต ัว  พ ัง ก ์พ ัน ค ่า พ ัม ถ ูร ณ ์ แ ล ะ พ ัง ก ์พ ัน  

ข ้น บ ัน ไ ด ไ  ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

4 .  จ ' า แ น ก พ ัง ก ์พ ัน เ พ ัง เ ส ้น  พ ัง ธ ์พ ัน ค ่า พ ัม ถ ูร ณ ์ แ ล ะ พ ัง ก ์พ ัน ข ้น บ ัน ไ ด ไ ค ้อ ย า ง ถ ูก ต ้อ ง

5 .  เ ข ีย น ก ร า ฟ ข อ ง พ ัง ก ์พ ัน เ พ ัง เ ส ้น  พ ัง ก ์พ ัน ค ่า พ ัม ถ ูร ณ ์ แ ล ะ พ ัง ก ์พ ัน ข ้น บ ัน ไ ด ไ ค ้ 

อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

ธ .  ท า โ จ ท ย ์พ ิ เ ศ ษ ค ้า ย พ ัว โ ม ง ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง  8 0%

7 .  ท า แ บ บ ฝ ็ก ท ัค ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง  8 0%

เ น อ ท า

1 .  พ ัง ก ์พ ัน เ พ ัง เ ส ้น  (Linear Function) ค ึอ พ ัง ก ์พ ัน ท ี ่อ ย ู ่ใ น 2 ป  

f(x) = ax + b เม ื ่อ  a แ ล ะ  b เ ป ็น จ า น ว น จ ร ีง  เช ่น

f  (x) = 2x + 3
f (x)  = X -  1 
f (x)  = -4x

ก ร า ฟ ข อ ง พ ัง ก ์พ ัน  เ ท ล ่า น เ ป ็น เ ส ้น ต ร ง ไ ม ่ข น า น ก ับ แ ก น  y

พ ัง ก ์พ ัน เ พ ัง เ ส ้น  f(x) =  ax +  ๖ เม ื ่อ  a  =  0  จ ะ ไ ค ้พ ัง ธ ์พ ัน อ ย ู ่ ใ น 2 ป 

f(x) =  b พ ัง ธ ์พ ัน น ม ีท ี ่อ เ  ร ีย ก เ ฉ พ า ะ ว ่า  พ ัง ก ์ 'พ ัน ค ง ต ัว  (Constant Function) ก ร า ฟ ข อ ง  

พ ัง ก ์พ ัน ค ง ต ัว จ ะ เ ป ็น เ ส ้น ต ว ง ข น า น ก ับ แ ก น  X แ ล ะ ก ร า ฟ จ ะ ท ับ แ ก น  X เม ื ่อ  b =  0
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2 . ฟังก์ฟันค่าฟัมyรญ์ (Absolute Value Function) คือฟังก์ฟันที่ขีเครื ่องหมาย

ค่าฟัมyรฌ์ปรากฏอยู่ 1ช่น f  (x) = jx  + 2 [ มกราฟ ดังน

3 . ฟังย่ฟันขนบันได (Step Function) คือฟังก*ฟันท๋ีขีค่าคงตัว เป็นช่วง  ๆ กราฟ 

ของฟังก์ฟันมีรูปคล้ายขนบันไค 1ช่น

f  (X) =
-1, X <-0 

0, 0 < X < 2 

^  2 
y .

<  O r  0

I 1, X

’>-1
X

โจทย์พิเศษห้ายช่วโมง

จงจาน'นกชนิดของฟังก์ฟันพร้อมทั๊งเขียนกราฟของฟังก์ฟันต่อไปน

1) f  (x) = 1 -  | x 2) f (x)  = 2x -1

3) f (x)
0,  X ^  0
1 , 0 < x  <  1 

-1, x.> 1

ฝอการเรียนการฝีอน แผนถูมีสรุปนิยามฟังก์ฟันชนิดต่าง ๆ

กิจกรรมการเรียฆการฝีอน 

ขนนา

1 . ครูยกตัวอย่างฟังก์ฟันเขีงเล้น ฟังก์ฟันค่าฟัมyวณ์ และขนบันได แล้วให้นักเรียน 

เขียนกราฟของฟังก์ฟัน

2 . ครูให้นักเรียนฟังเกดแล้วบอกการเป็นฟังย์ฟัน 

ขนฝีอนุ

1 . ครูยกตัวอย่างฟังก์ฟันเขีงเส้นให้นักเรียนเขียนกราฟ เช่น

f(x) = 2x + 3 ,  f(x)  -  -x-1 และ f(x) = 5 ๆลๆ

2 . ครูให้นักเรียนสรุปรูปทั ๋วไปของฟังย่ฟันเขีงเส้น และการเขียนกราฟของ

สมการเขีงเส้น
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ฟังก์ฟันIธงเส้น (Linear Function) คิอฟังก*ธนทีอยู่ในรุป f (x) = ax + b 

เม่ือ a และ b เป็นจานวนจริง 

ข้อฝังเกด

1 . กราฟของฟังก*ธนเธงเส้นเป็นเส้นตวงไย่ขนานกับแกน y 

2 . ฟังก*ธนคงตัวคิอฟังก*ธนเธงเส้นเม่ือ a = 0 จะไค้ f(x) = b

3 . ครุยกตัวอย่างฟังก*ธนค่าฝัมy™ (Absolute Valve Function) ไค้ 

ปักเรียนเขียนกราฟ เช่น f (x) = |x|, f(x) = |x - if , f(x) = |x + il 

f(x) = Ixl - 1, f(x) = I >ะ I + 1

4. ครุไค้ปักเรียนฝังเกดฝักษผะกราฟ

ธ. ปักเรียนสรุปนิยาบของฝังก์ธนค่าฝัมyรณ์

ฟังก์ธนค่าฝัมyรญ์คิอ ฟังก์ธนทีม เ คร่ีองหมายค่าฝัมyรฌ์ปรากฎอยู่

6. ครุยกตัวอย่างฟังก*ธนขนบันได (Step Function) ไค้ปักเรียนเรียน

- 1 , X <  0
f  ( X ) _  < 0 , 0 ะ ^ - x  < 2

,  1 , X ว -  2
7. ไค้ปักเ รียนฝังเกดฝักษผะของกราฟแล้วสรุปนิยามฟังค่ธนขนปันได

ฟังก์ธนขนบันได (Step Function) ค็อฟังก์ธนทีมีค่าคงตัว เป็นช่วง  ๆ

กราฟของฟังก์ธนมีรุปคล้ายขนบันไค

ข้นฝี*;ป

1) ครุยกตัวอย่างฟังก์ธนไค้ปักเรียนจาแนกชนิดของฟังก*ธน 2 ข้อ แล้วไค้ทา 

ลงสบุดแบบฝิกหัด 2 ข้อ เช่น

~ 2 , 1  < x  < ;  2
1 ' 0  < x  ^  1
0 , - 1  < x  ร?  0
- 1 , - 2  <■  X เ ^

2) ครุไค้นักเรียนสรุปรุปท๋ัวไปของฟังก์ธนเธงเส้น ฟังก์ธนค่าฝัมyรผ์และ

ฟังก์ฟ้นข้นบันไดโดยการกามดอบ
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การวัคและประเมินผล

■———-----------------------------------------
การวัดผล การประเมินผล

1. วังเกดจากการตอบคาถามของนักเรียน 1 . นักเรียนตอมคาถามได้ประมาณ 80/

2. วังเกดจากการร่วมกิจกรรมของนักเรียน 2. นักเรียนร่วมกิจกรรมดีมาก

3. ดูจากการทาโจทย์ฟัเศษท้ายข้วไมง 3. นัก เรียนทาโจทย์พิ เ ศษท้า ยวั'วโมงได้ปร ะมาณ

4. ดูจากการทาแบบฝักบัด 2.2 ข้อ 1,2 80/

i
4. นักเรียนทาแบบฝักบัดได้ประมาณ 80/

แบบฝึกบัดเพ่ิมเคน

ฟังก์วันในข้อต่อไปนฟังก์วันใดเฟ้นฟังก์วันเมิงเส้น ฟังก์วันใด เฟ้นฟังก์วันค่าวัมyวณ์ 

และฟังก์วันใดเฟ้นฟังก์วันข้นบันได

1 ) f  ( x ) = r  + 1
2 ) f  ( x ) = i x  -  i l

3 ) f  ( x ) = 2 -  3 x

4 ) f  ( x ) = t X  1 ; -  2 -■ « X  <  3

r 5 ; 0  < .  X  -C.20
5 ) f  ( x ) = 1 4 ; 2 0  <  X < 4 0

. 2  ; 4 0  <  X  « . 6 0
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พัวข้อ เร ื่อ ง  กาว เขียนพังธ์ปันจากโจทย์ปัญหา

จดประฝ ีงต ้การเข ียนว ู้

เม ื่อเข ียนจบคาบแล้วน ักเข ียนสามารถ

1 . เขียนพังก์ปันแสดงความพัมพันธ์จากโจทย์ปัญหาทึ่กาหนดให้ไตอ้ ย ่า ง ถูกต ้อ ง

2. ทาโจทย์หิเศ»ห้า ยม ื่วโมงไ ต้อย่างถูกต้อง 80%

3. ทาแบบฝักพัดไต้อย่างถูกต้อง 80%

เนื้อหา

การเขียนพังก์ปันจากโจทย์ปัญหา

คัวอย่างที๋ 1 จงเขียนพังธ ์ป ันแสดงความพัมพ ันธ์ระหว่างปริมาตร V ของ'รูปทรง 

กระบอกกับรัศมี r  ของหน้าคัดโดยให้ส่วนสูงของรูปทวงกระบอกคงทึ่ต ิอ 10 เชนติเมตร

ส ูต ร ป ร ิม าต ร ท ร ง ก ร ะ บ อ ก ค ิอ  น ื้นท ึ๋ฐาน X สูง 

แต ่น ื้นท ึ่ฐาน  เป ีน ว งก ล ม ด ังน ื้น น ื้น ท ีฐ าน ค อ  77 f 2

สวนสูง 

ด ัง น๊ัน

( h )  ข อ ง ร ูป ท ว งก ร ะ บ อ ก ค อ  1 0  เซ น ต ิเม ต ร  

ป ร ิม าต ร ท ว ง ก ร ะ บ อ ก ค ็อ  ( ? ^ r 2 ) h

V = (^ y )r2 (10)

ดังนื้น 220 r 2
V 7
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พัวอย่างที่ 2 ทากล่องที่เหที่ยมผนย่าจากแผ่นกระดาษรูปที่เหที่ยมพนผ้าที่กว้าง 

50 เซนพัเมตร ยาว 100 เชนต ิเมตร โดยพัคที่บุมแผ่นกวะดาษออกเฝ็นที่เหลี่ยมจัตุรัส แล้ว 

พับขึ้นตามรอยพัด จงเขียนพังก์พ ันแสดงความฝัมพ ันธ์ระหว่างปริมาตร V ของกล่องท ี่สร้างได้ 

ก ับความยาว X ของที่เหที่ยมจัตุรัส แต่ละรูปที่พัดออกมา

วิธีทา พ - X -----100 -  2x ------ ► !<-X  -V

โ
X

I I

L 1 ,

5 0  - 2ว

' '

: ____________________________

จากรูปจะได ้กล ่องกว้าง =  5 0  -  2 x เชนต ิเมตร

กล่องยาว =  1 0 0  -  2 x เซนติ เมตร

กล่องสูง X เชนต ิเมตร

จากรูปจะได ้ปริมาตรกล่อง ที่เหลี่ยมผึนผ้า = กว้าง * ยาว *

น๋ันคิอ V =  ( 5 0  -  2 x )  ( 1 0 0  -  2 x )  ( x )

=  4 x 3 -  3 0 0 x ^ +  5 0 0 0 x  ยูกบาศก์เซนติเมตร

พัวอย่างที่ 3 จานวน 2 จานวนร วมกันได้ 16 นละมีผลคูณมากที่สุด จงเข ียน

พังก์พันแสดงความพัมพันธ์ของจานวนทงสอง

วิธีทา

ให้จานวนหนี่งคีอ X

อีกจานวนหนี่งคีอ 16 -  X

ผลคูณมากท่ีสุด = ( 16 -  x) X

= 16x - x̂

ให้ y  แทนผลคูณมากท่ีสุค

=  1 6 x  -  x ^ดังนน y
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โจทย์พเศ»ห้ายทีวโมง

จงเขียนฟังย์กันทีแสดงความตัมพันธ์'ระหว่างพนทีของรูปสาม1ทลี่ยม (A) กับ 

ความยาวของฐาน (b) ท้าส่วนสูงเฟ ้นครึ่งหนึ่งของฐาน

ท ีอการเร ียนการสอน

ก ิจกรรมการเร ียนการสอน

ขนนา

1 . ครูทมทวนนิยามของกังก์กันโดยการถามตอบ

2. ครูบอกว่ากังก์ก ันน้นสามารถเขียนในรูปโจทย์กัญหาไท้

ขเนฝีอนุ

1 . ครูยกตัวอย่างโจทย์กัญหาแล้วสร้างกังย์ก ันจากโจทย์กัญหาพร้อมอรบายและให้

น ัก เร ียน ช ่วยก ัน ท า

ต ัว อ ย ่างท ี 1 จง เข ียน ก ังก ์ก ัน แ ส ด งค วาม น ัม ก ัน ย ์ระห ว ่างป ร ิม าต ร  V ข อ งร ูป ท รงกระบ อ ก 

กับรัศมี r ของห น ้าต ัดโดยให ้ส ่วน ส ูงของร ูป ท รงกระบ อกคงท ีค ีอ  10 เชน ต ิ'เมดร 

วรท า

10 เชนต ิเมตร

ส ูตรปร ิมาตรทรงกระบอกคอ พนทีฐาน X สูง 

แด ่พนท ีฐานเฟ ้นวงกลม ตังน้นพนทีฐานกิอ T f  r 2 

ส่วนสูง (h ) ของร ูปทรงกวะบอกต ิอ 10 เช น ต ิเม ต ร  

ตังนึ่'น ปร ิมาตรทวงกระบอกค ีอ (T )' r 2 ) h

ต ัง น้น V 220 2
7
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ต ัว อ ย ่า ง ท ึ่ g  ท า ก ล ่อ ง ล ี่เห ล ี่ย ม ผ ิน ผ ้า จ า ก แ ผ ่น ก ร ะ ด า ษ ร ูป ล ี่เห ล ี่ย ม ผ ิน ผ ้า ท ี่ท ว ้า ง  

5 0  เซ น ต ัเม ต ร  ย า ว  1 0 0  เซ น ต ิเม ต ร  โ ค ย ต ัด ท ี่บ ุม แ ผ ่น ก ร ะ ด า ษ อ อ ก เป ็น ล ี่เห ล ี่ย ม จ ัต ุร ั'ส แ ล ้ว  

ท ับ ข ึ้น ต า ม ร อ ย ต ัด  จ ง เข ีย น ท ัง ก ์ฟ ้น แ ส ด ง ค ว า ม ต ัม ท ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง ป ร ิม า ต ร  V ข อ ง ก ล ่อ ง ท ี่ส ร ้า ง ไ ด ้ 

ก ับ ค ว า ม ย า ว  X ข อ ง ล ี่เห ล ี่ย ม จ ัต ุร ัส  แ ต ่ล ะ ร ูป ท ี๋ต ัด อ อ ก ม า

ว ิรท า

50 -

X -H < - -100 -  2x. ->!■ <=- X —>1

จ า ก ร ูป จ ะ ไ ด ้ก ล ่อ ง ก ว ้า ง  =  ___________________  เซ น ต ิเม ต ร

ก ล ่อ ง ย า ว  =  --------------------------- - เซ น ต ิเม ต ร

ก ล ่อ ง ส ูง  =  ___ ________________ เซ น ต ิเม ต ร

จ า ก ร ูป จ ะ ไ ด ้ป ร ิม า ต ร ก ล ่อ ง ล ี่เห ล ี่ย ม ผ ิน ผ ้า  =  ก ว ้า ง  X  ย า ว  X  ส ูง  

น ั๋น ค ีอ  V

ล ูก บ า ศ ก ์เซ น ต ิ เม ต ร

ต ัว อ ย ่า ง ท ี่ 3  จ า น ว น  2  จ า น ว น  ร ว ม ก ัน ไ ด ้ 1 6  แ ร ะ ม ี» (ล ค ูเน ม าก ท ี่ส ุด  จ ง เ ข ีย น  

ว ิร พ า

ให ้จานวนหนึ่งค ีอ X

อ ีก จ า น ว น ห น ึ่ง ค ีอ  ___________________

ผ ล ค ูณ ม า ก ท ี่ส ูด  ___________________

ใ ห ้ y  แ ท น ผ ล ถ ูฌ ม าก ท ี่ส ุด  

ด ังน บ  y  =
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2 . ค ร ูแ ล ะ น ัก เร ีย น ช ่ว ย ก ัน ส ร ูป ห ล ัก ก า ร  เข ีย น ฟ ัง ก ์ฟ ั'น จ า ก โ จ ท ย ์น ัญ » ท

ช ่อ ฝ ัง เก ก  ก า ร เข ีย น ฟ ัง ก ์ฟ ัน จ า ก โ จ ท ย ์น ัญ ห า ม ีห ล ัก ต ัง น  ค ีอ  

1 . ว า ด ร ูป ต า ม โ จ ท ย ์ถ ้า ส า ม า ร ถ ว า ด ร ูป ไ ด ้

2 . ห า ค ว า ม ล ัม ฟ ัน ธ ์ข อ ง ส ิง ต ่า ง   ๆ ด า ม เง ึ่อ น โ ข

3 .  ค ร ูย ก ต ัว อ ย ่า ง โ จ ท ย ์น ัญ ห า ใ ห ้น ัก เร ีย น  เร ีย น ฟ ัง ก ์ฟ ัน  

ข ั๊น ส ร ูป

1  .  ค ร ูใ ห ้น ัก เร ีย น ฝ ีร ูป ห ล ัก ก า ร เข ีย น ฟ ัง ก * ฟ ัน จ า ก โ จ ท ย ์ป ิญ ห า

ก า ว ว ัด แ ล ะ ป ร ะ เม ิน ผ ล

ก า ร ว ัด ผ ล ก า ร ป ร ะ เม ิน ผ ล

1 .  ล ัง เ ก ต จ า ก ก า ร ต อ บ ค า ถ า ม ข อ ง น ัก เ ร ีย น

2 .  ด ูจ า ก ก า ร ท า โ จ ท ย พ ิเศ ษ ห ้า ย ช ่ว โ ม ง

3 .  ด ูจ า ก ก า ร ท า แ บ บ ฝ ึก ห ัด  2 . 2  ช ่อ  3 - 8

1  .  น ัก เร ีย น ต อ บ ค า ถ า ม ไ ด ้ป ร ะ ม า ณ  6 0 '/.

2 .  น ัก เร ีย น ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ห ้า ย ช ่ว โ ม ง ไ ด ้ 

ป ร ะ ม า ณ  0 0 ’/

3 .  น ัก เ ร ีย น ท า แ บ บ ฝ ึก ห ัด ไ ด ้ป ร ะ ฆ '8 0 ’/’

แ ข ม ฝ ึก ห ัด เท 1ม เด ํม

จ ง เข ีย น ฟ ัง ถ ้ฟ ัน แ ส ด ง ค ว า ม ล ัม ฟ ัน ย ์ร ะ ห ว ่า ง พ น ท ึ๋ฝ ิว ก ว ะ ป * อ ง  (A ) ก ับ ค ว า ม ย า ว ข อ ง  

ร ัศ ม ิข อ ง ฐ า น  ( r )  เม ี่อ ก ร ะ ป * อ ง ท ร ง ก ร ะ บ อ ก ไ ม ,ม ีฝ า ป ิด  ไ ม ่ม ิถ ้น แ ล ะ ม ิค ว า ม ส ูง  เป ็น  4  เท ่า ข อ ง  

เส ้น ผ ่า ด ูน ย ์ก ล า ง ข อ ง ฐ า น
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ค า บ ท ี 9

ห ัว ข ้อ  เ ร ื่อ ง  ฟ ัง ก ์ฟ ัน ก า ล ัง ส อ ง - ช ุด ว ก ก ล ับ ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน ก า ล ัง ส อ ง - ค ่า ส ูง ส ุด ห ร ิอ ค ่า ส ุด ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน

ก า ล ัง ส อ ง

ช ุด ป ร ะ ส ง ค ์ก า ร เร ีบ น ร ู้

เ ม ื่อ เ ร ีย น จ บ ค า บ แ ล ้ว น ัก I ร ิย น ส า ม า ร ถ  

1  .  ห า ร ูป ท ั๋ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร ก า ล ัง ส อ ง ไ ด ้ภ ูก ด ้อ ง

2 .  จ ัด ร ูป ท ั๋ว ไ ป ข อ ง ส ม ก า ร ก า ล ัง ส อ ง เฟ ้น ร ูป ก า ล ัง ส อ ง ส ม ส ูร ญ ์บ า ง ส ่ว น ไ ด ้ถ ูก ด ้อ ง

3 .  อ ธ ิบ า ย ล ัก ษ ณ ะ ข อ ง ก ร า ฟ  แ ล ะ เข ีย น ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน ก า ล ัง ส อ ง ไ ด ้ถ ูก ด ้อ ง

4 .  บ อ ก ค ่า ส ูง ส ุด ห ร ิอ ค ่า ค ่า ส ุด  แ ล ะ ช ุด ว ก ก ล ับ ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน ก า ล ัง ส อ ง ไ ด ้ถ ูก ต ้อ ง

5 .  ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ท ้า ย ฟ ัว ไ บ ง ไ ด ้อ ย ่า ง ถ ูก ด ้อ ง  8 0 * /

6 . ท า แ บ บ ข ีก ห ัด ไ ด ้อ ย ่า ง ถ ูก ด ้อ ง  80%

เน อ ห า

ฟังก์ฟันกาลังสอง (Quadratic Function) คีอฟังก์ฟันทีอยู่ในรูป f(x) =

2  J
ax + bx + C เมื่อ a ,b ,c  เฟ้นจานวนจริงใด  ๆ และ a /  0 ลักษณะของกราฟของ 

ฟังล้ฟันนขนอยู่กับค่าของ a ดังรูป

-+-X

ก ร า ฟ ท ีไ ด ้เฟ ้น ร ูป ท า ร า ใ บ ล า  ล ้า  a >  0  ก ร า ฟ จ ะ ห ง า ย ข ้น  แ ล ะ  a <- 0

กราฟจะควาลง
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การพิจารถทจุดวกกลัข ข้ึง เ ร น จ ุดท่ีฟ้'งถ้ล ั น ร ค่าฐง สุดหริอตำสุด ทาไค้ดังน้

y = ax + bx + C

,  2 _ L  I= a ( X + ~Y> + c

ab
■  a(x2+ า โ  + (2 เ ,2 )  + °  4a 2

* a<x + d r )2 + c -  4 Ï
ถ ้า  a ะ> 0 , y จ ะ ม ค ่า น ้อ ย ทีส่คุ เม ีอ  X + — ■ = 0 น ึ๋น ค ิอ  X = -  

ถ ้า  a < 0 , y จ ะ ร ค ่า ม า ก ท ี่ส ุด เม ึ๋อ  X +  =  0 น ึ๋น ค ึอ  X =  -  Y Y

- ๖  b2ด ัง น ้น  จ ุด ท ี่ก ร า ฟ ว ก ก ล ับ ค ึอ  จ ุด  ( Ÿ g  ' c

ก า ร ห า ค ่า ต ำ ส ุด ห ร ิอ ส ุง ส ุด โ ด ย ใ ช ้จ ุด ว ก ก ล ับ

ด ัว อ ย ่า ง  จ ง ห า ค ่า ต ำ ส ุด ห ร ิอ ส ูง ส ุด ข อ ง ฟ ้ง ถ ้ล ัน ต ่อ ไ ป ฆ ึ้

1) y = 2x2-  4x + 3
จ า ก ร ูป ท ั๋ว ไ ป  f ( x )  =  ax2+bx +  C จ ะ ไ ค ้

a = 2 , b = -4 , c = 3
เน ึ๋อ ง จ า ก ล ับ ป ร ะ ส ิท ท ิข อ ง  X 2 ค ิอ  2  ด ัง น ้น ก ร า ฟ จ ึง เฟ ้น พ า ร า โ บ ล า ห ง า ย

ฟังก์ลันจิงมีค่าตำสุด

ค่าตำสุดของ y จะเกิดขึ ้นเมึ ๋อ X = -b
2 a
(-4)

TÛT
= 1

ดังน้น ค่าตำสุดคีอ y = 2(1) -  4(1) + 3  (แทนค่า X = 1)

2) y = - x 2+x + 5

2 ^
จ า ก ร ูป ท ั ๋ ว ไ ป  f(x) = ax + bx + C  จ ะ ไ ค ้

a = -1 , b- 1, c = 5

เ น ึ ่ อ ง จ า ก ล ับ ป ร ะ ส ิท ธ ึ ้ ข อ ง  X 2  ค ็อ  - 1  ด ั ง น ้น ก ร า ฟ จ ึ ง  เ ป ็น ห า ว า โ บ ร ท ท ว า
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ค ่า ส ูง ส ุด ข อ ง  y  จ ะ เก ิด ข ึ้น เ ม ึ๋อ  X - — ■

ด ัง น น  ค ่า ส ูง ส ุด ค ึอ  y =

ห ร ิอ  y =

โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ท ้า ย ข ีว โ ม ง

จ ง ห า ค ่า ส ูง ส ุด ห ร ิอ ต ำ ส ุด แ ล ะ ส ุด ว ก ก ล ับ ข อ ง ฟ ัง ก ์ข ีน ก า ล ัง ส อ ง ต ่อ โ ป น

1) y = 2x2- 4x + 3

2) y =  - X 2 -  8x -  10 

cfa ก า ร เร ิย ฆ ก า ว ส อ น

ก ิจ ก ร ร ม ก า ร เร ิย น ก า ร ส อ น  

ข ึ้น น า

1 .  ค ร ูย ก ต ัว อ ย ่า ง ค ว า ม ล ัม ฟ ัน ย ์ท ี๋เข ึ้น ฟ ัง ก ์ข ีน ก า ล ัง ส อ ง ใ ห ้น ัก เร ีย น เข ีย น ก ร า ฟ แ ล ้ว  

ให้น ัก เ  ร ิย น พ ิจ า ร ณ า ว ่า ค ว า ม ล ัม ห ัน ย ่น น เข ึ้น ฟ ัง ถ ้ข ี'น ห ร ิอ ไ ม ่

2 . ค ร ูเข ีย น ร ูป ท ึ๋ว ไ ป ข อ ง ฟ ัง ก ์ข ีน ก า ล ัง ส อ ง

f(x) = ax2+ bx + c

ข ึ้น ส อน

1  . ใ ห ้น ัก เร ีย น ล ัง เก ด ล ัก ษ ณ ะ ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ข ีน ก า ล ัง ส อ ง จ ะ ไ ห ้ 

ถ ้า  a  0  ล ัก ษ เฃ ะ ก ร า ฟ เข ึ้น พ า ร า โ ม ล า ห ง า ย

2 (-1) 
1  
2

.1. 2 1
-  2> + 2 + 5

4

C - b
4a"

5 -

21
T

(1)
4 ( -1)

ถ ้า  a <0 ล ัก ษ ณ ะ ก ร า ฟ เข ึ้น พ า ร า โ บ ล า คว ่า  

ถ ้า  a  =  0  ไ ม ่เข ึ้น ห ัง ก ์ฟ ัน ก า ล ัง ส อ ง
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2 . ค ร ูใ ห ้น ัก  เร ีย น ส ร ูป ร ูป ท ั๋ว ไ ป แ ล ะ ล ัก ษ ณ ะ ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน ก า ล ัง ส อ ง

ฟ ัง ก ์ฟ ัน ก า ล ัง ส อ ง  (Quadratic Function) ค ีอ ฟ ัง ก ์ฟ ัน ท ี่อ ย ู่ใ น ร ูป  

f(x) =  ax2+ bx +  C เม ื่อ  a ^  0 ; a ,b ,c  เป ็น จ า น ว น จ ร ิง ใ ด  

ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน น จ ะ เป ็น พ า ร า โ บ ล า ห ง า ย ห ร ิอ พ า ร า ใ บ ล า ค ว ่า แ ล ้ว แ ต ่ 

ค ่า ข อ ง  a

1 .  ห ้า  a  >  0  ก ร า ฟ จ ะ ห ง า ย ข ึ้น  เช ่น  f ( x )  =  2 x 2 +  1  ( เป ิด บ น )

2 . ห้า a <.0 กราฟจะคว่าลง เช่น f(x)  = -2x^+ X - 3 (เปิดล่าง)

3 .  ค ร ูใ ห ้น ัก เร ีย น พ ิจ า ร ณ า ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน ก า ล ัง ส อ ง  

ใ น ก ร ณ ี ก ร า ฟ ห ง า ย ข ึ้น ค ่า ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน จ ะ ม ีค ่า ค ่า ส ุด

ก ร า ฟ ค ว ่า ล ง ค ่า ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน จ ะ ม ีค ่า ส ูง ส ุด

4 .  ค ร ูอ ธ ิบ า ย ก า ร พ ิจ า ร ณ า ส ุด ว ก ก ล ับ  ข ึ้ง เป ็น ส ุด ท ี่ฟ ัง ก ์ฟ ัน ม ีค ่า ส ูง ส ุด ห ร ิอ ค ่า ส ุด

y =

ค ั ง น ั ๊ น  y =

5 .  ค ร ู อ ธ ิ บ า ย ก า ร ห า ค ่ า ส ู ง ส ุ ด ห ร ิ อ ต ่ า ส ุ ด จ ะ ไ ห ้

1 .  a  ■ > 0 / y จะมีค่าน้อยที่ส ุ ด เมื ่อ X  +^- = 0

J  - - ๖นันคิอ X

;  - , 2y 4a

a x  +  b x  +  C

(ax +bx) + c 

a (x2+ x) + c

r 2 ๖ , bx 2 , b,  2)
a | x a x + 2a ~ 1 2 ?  ' + 

I 2  ̂ b , ๖ .  2 ๖_ 1
a l x a x + 12?  -  + c

[ 2.  b  ̂ , ๖ .  2] ab2 
a l x a x + <2? 1- ^ 2  + c

•  <x  +  j b 2  +  c  -
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2. a <0 ; y จะมีมากกี ่สุดเมื ่อ X  + Y ^ -  = 0

6  .  ค ร ูใ ห ้น ัก เร ีย น ช ่ว ย ก ัน ส ร ุป เก ี่ย ว ก ับ จ ุค ก ี่ฟ ัง ก ์ฟ ัน ม ีค ่า ส ูง ส ุด ห ร ีอ ด ่า ส ุด

f  ( x )  =  a x 2 +  b x  +  C จ ะ ไ ด ้

1 .  เม ื่อ  a  >  0  ก ร า ฟ จ ะ เรนพ า ร า โ บ ล า ห ง า ย โ ด ย ม ีจ ุด ด ่า ส ุด ค ็อ

2 . เม ื่อ  a  < . 0  ก ร า ฟ จ ะ เรนพ า ร า โ บ ล า ค ว ่า โ ด ย ม ีจ ุด ส ูง ส ุค ค ิอ

7 .  ค ร ูย ก ต ัว อ ย ่า ง ฟ ัง ย ์ฟ ัน ก า ล ัง ส อ ง อ ร บ า ย ก า ร ห า ค ่า ส ูง ส ุด ห ร ีอ ด ่า ส ุด  แ ล ะ จ ุด ว ก ก ล ับ  

เช ่น  y =  2x2- 4x +  3
y  = - x 2+ X  + 5

ข น ส ร ุป

1  . ค ร ูใ ห ้น ัก เร ีย น ช ่ว ย ก ัน ส ร ุป ก า ร ห า ค ่า ส ูง ส ุด ห ร ีอ ด ่า ส ุด โ ด ย ก า ร ถ า ม ต อ บ

ก า ร ว ัด แ ล ะ ป ร ะ เม ีน ผ ล

ก า ร ว ัด ก า ร ป ร ะ เม ิน ผ ล

1 . ล ัง เ ก ด จ า ก ก า ร ต อ บ ค า ถ า ม ข อ ง น ัก เร ีย น 1  .  น ัก เร ีย น ต อ บ ค า ถ า ม ไ ด ้ป ร ะ ม า ญ  8 0 7 ,

2 .  ด ูจ า ก ก า ร ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ด ้า ย ฟ ัว โ ม ง 2 .  น ัก เร ีย น ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ห ้า ย ช ่ว โ ม ง ไ ด ้

3 .  ด ูจ า ก ก า ร ท า แ บ บ ฝ ัก ห ัด  2 . 8  ข ้อ  9 , 1 0 ป ร ะ ม า ณ  8 0 %

3 .  น ัก เร ีย น ท า แ บ บ ฝ ัก ห ัด ไ ด ้ป ร ะ ม า ณ  80%
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แบบฝึกหัค I fi'xj Iลับ

จงหาจุดวกกลับของฟ้งก์สัน ค่าสูงสุดหรึอด่าสุด

f ( x )  =  - X 2 -  8 x  -  1 0
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คาบที่ 10

พัวช้อเรื ่อง เซตคาตอบของอสมการกาลังสอง และโจทย์ป็,ญหาพังค์พันกาลังสอง

จตุประสงค์การเร ียนร

เมื ่อเรียนจบคาบแล้วนักเรียนสามารถ

1 . หาเซตคาตอบของอสมการกาลังสองโดยใช้จุดวกกลับและโดยใช้กราฟไต้อย่าง

ถูกต้อง

2. หาคาตอบโจทย์นัญหาของพังค์พันกาลังสองไต้อย่างถูกต้อง

3. ทาโจทย์พิเศษช้ายช้วโมงไต้อย่างถูกต้อง 80%

4. ทาแบบฝักพัดไต้อย่างถูกต้อง 80%

เนอหา

1 . การเขียนกราฟตลอดจนการหาจุดวกกลับของพังค์พันกาลังสองนอาจนาไปใช้ใน 

เรื ่องต่าง  ๆ ดังน

ตัวอย่างที่ 1 

วิรทา

1J จุดดัดแกน y คิอ X  = 0 แลว y = f  (0) = 
2) จุคดัดแกน X  คอ y = 0 แล้ว 2x2-

จงวาดกราฟของฟ้งค์พัน f  โดยกาหนดให้

f ( x )  = 2x2-  6x + 4
ในกรณีที่ไม่ไต้กาหนดโตเมนของ f  ขอให้เช้าใจว ่าโด เมนของ f  

คอ R กราฟของ f  เฟ้นเส้นโต้งพาราโบลาหงาย โดยมจุดด่าสุด

เมื่อ

-b ,-6 ,x = o = “ (—j)2a 4
2
2

47.3, _ 2.9 6 .3
uat y -  f ( f )  = f -  1 + 4

2
แสดงว่าจุดด่าสุดอถู่ที ่ (y, -  -̂)

การวาดกราฟให้ใกล้เคียงควรหาจุดดัดแกน X และแกน y ดังน

6 X  +  4 0
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. ’ .  X 2 -  3 x  +  2  =  0  

.  ’ .  ( x  -  2 )  ( x  -  1 )  =  0  

.  * .  X  =  1  พ ว ี อ  2

แ ส ด ง ว ่ า จ ุด ต ัด แ ก น  y  ค ี อ  ( o  , 4 )  แ ล ะ จ ุด ต ัด แ ก น  X  ค ี อ

ว ิ ร ท า  ก ร า ฟ  f  เ ป ็ น เ ส ้ น โ ค ้ ง พ า ร า โ บ ล า ด ว ่ า  ฑ ี ร จ ุ ค ส ูง ส ุด  เ บ ื ่ อ

แ ล ะ  y  =  f ( l )  =  8  +  2  -  1  =  9

แ ส ด ง ว ่ า จ ุด ส ู ง ส ุด ค ิอ  (1 , 9 )

ก า ร ว า ด ก ว า ฟ ใ ค ้ ใ ก ล ้ เ ค ี ย ง ค ว ร พ า จ ุ ด ต ั ด แ ก น  X  แ ล ะ แ ก น  y  ด ัง น

0  จ ุด ต ัด แ ก น  y  ค ็อ  X  =  0  แ ล ้ว  y  =  f  ( 0 )  = 8  

2 )  จ ุด ต ัด แ ก น  X  ค ีอ  y  =  0  แ ล ้ว  X 2 -  2 x  -  8  =  0

.  ' .  ( X  -  4 )  (X +  2 )  =  0  

.  " .  X  =  - 2  ห ว ีอ  4

แ ส ด ง ว ่ า  จ ุด ต ัด แ ก น  y  ค ีอ  ( o , a )

จ ุด ต ัด แ ก น  X  ค ีอ  ( - 2 , 0 )  แ ล ะ  ( 4 , 0 )

บ ื ่ ง  จ ะ ไ ค ้ ก ร า ฟ ด ั ง ' 2 ป ต ่อ โ ป น
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การIขัยนกราฟตลอดจนการหาจุดวกกลับและฟ้งถ้สันกาลังสองนึ่อาจนาไปใช้ใน เรี่อง 

ต่าง  ๆ ดังน

ตัวอย่างที 1 จงหา1ชตคาตอบของอสมการ 2x2- 3x + 1 ^ :0  

วิรพา ให้ y = 2x2 -  3x + 1

เขียนกราฟของ y = 2x2 - 3x + 1 ได้ดังนึ่

ดังน่ึน Iชตคาตอบของอสมการ 2x2-  3x + 1 <  0 คีอ jx  / J  < x  <  l}

ตัวอย่างที 2 ถ้าจานวนสองจานวนบวกกันได้ 20 จานวนแด'ละจานวนจะต้อง เ รฆ 

เท่าใด ผลคูtuของจานวนพงสองบนจึงจะมีค่ามากทีสุด

วิรพา

1 ) โดยการหาจดวกกลับ

ให้จานวนหนึ่งรอ X  ดังนึ่นอีกจานวนหนึ่งคึอ 20 - X  

ผลคู{บของจานวนทีงสอง รอ X  (20 - X )

ให ้ y = X (20 - X )



จ ุดวกกล ับของกราฟ ของสมการน ึ่ค ิอจ ุคท ี่ X = รุ้^- = 2 0
2 a 2 (-1) 

= 10
ดังนน y  จะม ีค ่าม ากท ี่ส ุด เม ื่อ  X = 10

จาน วน ห งส อ งจ ะต ้อ งเท ่าก ัน ค ีอ  10 ผลค ูณ จ ึงจะม ีค ่ามากท ี่ส ุด

2 )  โพ ย ก าร เข ีย น ก ร าฟ

ใต ้จานวนหน ึ่งค ีอ  X ด ังนนรกจานวนพนึ่งค ีอ 20 -  X

ผลค ูณ ของจานวนสองจานวนคีอ 2 0 x  -  X*
ใ ต ้ y  = 2 0 x  -  X และเข ีย น กร าฟ ไต ้ด ํงน

จ าก ก ร าฟ จ ะ เห ็น ว ่า  y  ม ีค ่าส ูงส ุด เม ื่อ  X = 10 ด ังน ึ่นจานวน  

ท ี่งส อ งม ีค ่า เท ่าก ัน ค ิอ  10

โจทย์พ ิ เ ศษท ้ายน ึ่วโมง

1 .  จงห าเซ ต ค ็าต อบ ข อ งอส ม การ  - X 2-  6 x ^  5

2 .  จาบวน สองจาน วนบ วกก ันไต ้ 50 จ าน ว น แ ต ่ล ะ จ าน ว น จ ะ ต ้อ ง เห ็น เท ่า ใด  

จ ึงจะใต ้ผลค ูณ ของสองจานวนน ึ่ม ีค ่ามากท ึ่ส ุด

ก ิจกรรม การ เร ียน การส อน  

ขนนา

1 . ค ร ูย ก ต ัวอ ย ่างด ังก ์ด ัน ก าล ังส อ งแล ้ว ใต ้น ัก เข ียน ห าจ ุด ส ูงส ุด ห ข ีอ ด ่าส ุด

2 .  คร ูถาม น ัก เข ียน เก ึ่ยวก ับ การห าจ ุดด ัดข องกราฟ ข องความ ล ัม ด ัน ซ ์ก ับ น กน  : 

และ y จ ะ ไต ้ กราฟ ดัดแกน y  คีอ X = 0

กราฟดัดแกน X คีอ y  = 0
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ขั๊นสอน

1 . ค ร ูและน ัก เร ียน ช ่วยก ัน เข ียน กราฟ ข องก ังก ์ก ั'น ก 'าล ังส องโค ยใซ ้จ ุด วกกล ับ  และจ ุด  

ตัดแกน X  และ y  Iช่น

f  (x ) = 2 x 2 -  6 x  + 4

f ( x )  = 8 + 2 x  -  X2

2 .  ค ร ูย ก ต ัว อ ย ่างก ารห าค าต อ บ ข อ งอ ส ม ก าร  Iช่น 

ต ัว อ ย ่างท ี 1  จ ง ห า 1 ชตคาตอบของอสมการ 2 x 2 -  3 x  + 1 <L 0 

ว ิรท า

ให ้ y  = 2 x 2-  3 x  + 1

(ห าค ่า X  ท ีท าให ้ y  <■  0 )

จ าก ก ร าฟ จ ะ เห ็น ว ่า  y  จะ เป ็น จ าน วน ลบ เม ื่อ  -J < x  - O  

ตังนน เชตคาตอบ ของอส ม การ 2 x 2 -  3 x  + 1 <  0 คึอ

{ x  /  J < x  < l ]

3 .  ค ร ูยกต ัวอย ่างโจท ย ์ป ัญ ห าข องฟ ังก ์ก ัน กาล ังส อง

ต ัวอ ย ่างท ี 2 จานวนส องจาน วน บ วกก ันได ้ 20 จานวน แต ่ล ะจ าน ว น จ ะด ้อ ง เ รน 

เท,า ใด  จ ีงจะท าให ้ผลถ ูผของส องจาน วน น มากท ีส ุด

ว ิรท า 1 ) ส ร ้างก ังก ์ก ัน ฮ ่งท ีจ ะห าค ่าฐ งส ุด ห ร ีอ ต าส ุด  

ให ้จาน วน แรกค ็ย  X  

ตังนั๊น จานวนหล ังค ีอ 20  -  X  

ผลถูเปของสองจานวนคึอ X (20  - -  x )

ใ ห ้  y =  2 0 x  -  X 2 (y  = ผลถ ูณ ของสองจานวน)
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2 )  ห า ค ่ า ม า ก ท ี ่ ส ุ ด ไ ค ย ใ ช ้ จ ุ ด ว ก ก ล ั บ  

y  จ ะ ม ี ค ่ า ม า ก ท ี ่ส ุค เ ม ึ ๋ อ  X -๖
2 a
-20
พ 1 )

10
ด ัง น น  จ า น ว น แ ร ก ค ึ อ  1 0  จ า น ว น ห ล ั ง ค ี อ  1 0

พ ัว อ ย ่ า ง ท ี ่  3  ถ ้ า ต ้อ ง ก า ร ก ็ น ร ้ ว ร อ บ ท ี ่ ด ิ น ร ู ป ส ์ เ ห ล ี ่ ย ม ผ ี น ผ ้ า ต า ม แ น ว ค ล อ ง  เ ท ี ่ อ เ  

จ ะ ต ้ อ ง ก น ว ้ ว อ ย ่ า ง ไ ร  จ ึ ง จ ะ ไ ต ้พ น ท ี ่ม า ก ท ี ่ส ุด  เ ม ี ๋ อ ม ี ไ ม ้พ อ ก ็น ว ้ว ย า ว  4 0  เ ม ต ร

ว ิ ร พ า

1 .  ส ร ้ า ง ฟ ้ ง ก ์ด ัน ฮ ่ ง ท ี ่ จ ะ ห า ค ่ า ส ู ง ส ุด ห ร ึอ ค ่ า ส ุด

จ า ก ร ู ป ใ ต ้ ต ้ า น ก ว ้ า ง ข อ ง ร ้ ว ย า ว ต ้ า น ล - X เ ม ต ร

ต ้ า น ย า ว ข อ ง ร ํ ่ ว ย า ว 4 0  - 2 x  เ ม ต ร

พ น ท ี ่ท ี ่ ง ห ม ด ก ว ้ า ง  X ย า ว

= X  ( 4 0  - 2 x )

= 4 0 x  - 2 X 2

ใ ต ้  y 4 0 x  - 2 x 2

2 .  ห า ค ่ า ม า ก ท ี ่ ส ุ ด ไ ด ย ใ ช ้ จ ุ ด ว ก ก ล ั บ

- 4 0
2H 2)

= 10
ด ัง น ั ๊น  พ น ท ี ่ ม า ก ท ี ่ส ุค ก ็ต ่อ เ ม ึ ๋ อ ร ว ก ว ้ า ง  1 0  เ ม ต ร ย า ว  2 0

♦ -------------------- 4 0  -  2 x  --------------------*■

ส ั ย ง เ ป ็ ด

เ ม ต ร
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4 . ครูและนักเรียนช่วยกันสรุปกาวหาเซตคาตอบของอสมการกาลังสองโคย 

การ เขียนกราฟ

ก า ร ห า เ ซ ต ค า ต อ บ ข อ ง อ ส ม ก า ร ก า ล ั ง ส อ ง โ ด ย ก า ร เ ข ี ย น ก ร า ฟ  ม ีห ล ัก ต ัง น ึ ่  

1  .  ส ร ้ า ง พ ิ ง ก ้ข ี ’น ส ิ ง ท ี ่ จ ะ ห า ค ่ า ส ู ง ส ุด ห ร ีอ ต ำ ส ุด

1  . 1  พ ิจ า ร ณ า ว ่ า โ จ ท ย ์ ต ้ อ ง ก า ร ห า ค ่ า ใ ด ม า ก ท ี ่ ส ุ ด ห ร ี อ น ้ อ ย ท ี ่ ส ุ ด  

1 . 2  ใ ห ้แ ท น ส ิง ท ี ่ ไ ม ่ท ร า บ ค ่ า ด ้ ว ย  X  จ า น ว น ห น ึ ่ ง

1 . 3  ท า ค ่ า  y  ใ น ร ูป  X

2 .  น า พ ิ ง ก ์ ล ั น ม า เ ข ี ย น ก ร า ฟ แ ล ะ พ ิ จ า ร ท ท ส ิ ง ท ี ่ โ จ ท ย ์ ต ้ อ ง ก า ร จ า ก ก ร า ฟ

5 .  ค ร ู แ ล ะ น ั ก เ ร ี ย น ช ่ ว ย ก ั น ส ร ุ ป ก า ร น า ก า ร ห า ค ่ า ต ำ ส ุ ด  ห ร ี อ ส ู ง ส ุด ข อ ง พ ิ ง ก ์ล ัน ม า  

แ ต ้โ จ ท ย ์น ัญ ห า

ก า ร น า ก า ร ห า ค ่ า ต ำ ส ุ ด  ห ร ีอ ส ู ง ส ุ ด ข อ ง พ ิ ง ก ์ ล ั น ม า แ ก ้ โ จ ท ย ์ ก ัญ ห า ม ีห ล ัก  ด ั ง น ึ ่  

1  .  ส ร ้ า ง พ ิ ง ก ์ ล ั น สิงท ี ่ จ ะ ห า ค ่ า สูงส ุด ห ร ีอ ต ำ ส ุด

1  . 1  พ ิจ า ร ถ ท ว ่ า โ จ ท ย ์ ต ้ อ ง ก า ร ห า ค ่ า ใ ด ม า ก ท ี ่ ส ุ ต ห ร ี อ น ้ อ ย ท ี ่ ส ุ ต ใ ห ้ ส ิ ง น น  

แ ท น ด ้ว ย  y

1 . 2  ใ ห ้แ ท น ส ิง ท ี ่ ไ ม , ท ร า บ ค ่ า ด ้ ว ย  X  จ า น ว น ห น ี ่ ง  

1  . 3  ห า ค ่ า  y  ใ น ร ูป  X

2 .  ห า ค ่ า ส ู ง ส ุ ด ต ำ ส ุ ด โ ด ย ใ ช ้ ส ุ ด ว ก ก ล ั บ

6 .  ค ร ู ย ก ต ั ว อ ย า ง ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ช ่ ว ย ก ั น ท า  เ ช ่น

โ ร ง เ ร ี ย น ร า บ ฎ ร ้ แ ห ่ ง ห น ี ่ ง ท บ ว ่ า  ผ ล ก า ไ ร ม ี ค ว า ม ล ั ม พ ิ น ซ ์ ก ั บ จ า น ว น ห ้ อ ง เ ร ี ย น  ด ั ง น ึ ่  

y =  - 2 x 2 +  8 8 x  ถ ้ า  y เ ป ็ น ก า ไ ร  X  เ ป ็ น จ า น ว น ห ้ อ ง เ ร ี ย น  จ ง ห า ว ่ า  

ถ ้ า ต ้ อ ง ก า ร ก า ไ ว ม า ก ท ี ่ ส ุ ด จ ะ ต ้ อ ง ม ี ห ้ อ ง ก ี ่ ห ้ อ ง

ข ั ๊ น ส ร ุป

1 .  ค ร ู ใ ห ้น ัก  เ ร ี ย น ส ร ุ ป ห ล ั ก ก า ร ห า เ ซ ต ค า ต อ บ ข อ ง อ ส ม ก า ร  ก า  ล ั ง ส อ ง  แ ล ะ แ ก ้ โ จ ท ย ์  

ก ั ญ ห า พ ิ ง ก ์ล ัน ก า ล ั ง ส อ ง
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การวัดและประเมินผล

การวัดผล การประเมินผล

1. พังเกคจากการตอบคาถามของนักเวียน 1 . นักเวียนตอมคาถามได้ประมาณ 80%

2. ดูจากกาวทาโจทย์พิเศษท้ายข้วโมง 2. นักเวียนทาโจทย์พิเศษท้ายท่ีวโมงได้ 80%

3. ดูจากการทาแบบฝึกหัด 2.2 หน้า 56 3 . นักเวียนทาแบบฝึกหัดได้ประมาณ 80%

ข้อ 11-14

แบบฝึกคู้'คเพ'บเติม

1. จงเขียนกวาฟของ f(x) = 2x1 2+ 2x - 1

2. ระยะความสูงท่ีวัตคุเคล่ือนท่ีได้ (ร) พัมพันธ์กับเวลา (t) เป็นไปคามสมกาว

ร = 2 I t  -  3 t 2 เม่ือ ร มีหน่วย เป็น̂ ต และ t มีหน่วยเป็นวินาท เวลาเท่าไว 

วัตคุจีงจะเคล่ือนท่ีไค้'ระยะสูง 36
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คาบท่ื 11

inข้อเร่ึอง ฟังย์สันพทุนาม (Polyncmial Function) และซนิคของฟังก์สัน

จดประสงค์การ เรียน7

เม่ือเรียนจบคาบแส้วนกเรียนสามารถ

1. ยกตัวอย่างฟังก์สันพทุนามไต้อย่างถูกต้อง

2. บอกตัวแปร จานวนจรีง จานวนเต็ม ท่ีงมากกว่าหรีอเท่ากับฐนย์ไต้อย่าง

ถูกต้อง

3. เขียนรุปท๋ึวไปของฟังก์สันพทุนามไต้อย่างถูกต้อง

4. บอกฟังค์สันพิชค(นิดหรีอฟังก์สันอดิลัยไต้อย่างถูกต้อง เม่ือกาหนคฟังก์สันให้

5. ทาโจทย์พิเศษท้ายสัวโมงไต้อย่างถูกต้อง 80*/

6 . ทานมบฝ็กหัคไต้อยางถูกต้อง 80%

เนอหา

ฟังก์สันพทุนาม (Polynomial Function) คิอ ฟังก์สันท่ีอยู่ใน■ฐป 

f (x) = â x11 + an 1xn ^+. . .  + â x + aQ โดยท่ี â , an_1' .../

a2,a ,̂a0 เป็นจานวนจริง และ ท เป็นจานวนเต็มท่ีงมากกว่าหรีอเท่ากับฐนย์ เช่น

f ( X )  = X 3
f(x) =  x̂ + X 3 -  X  +  4

เม่ือ ท = 2 ฟังก์สันพทุนามจะเป็นฟังก์สันกาลังสอง 

ท = 1 ฟังก์สันพทุนามจะเป็นฟังก์สันเสังเส้น 

ท = 0 ฟังก์สันพทุนามจะเป็นฟังก์สันคงตัว

ตัวอย่าง

1) ฟังค์สันกาลังสองจะอ ย ูใ่น-Jป f(x) = a2x2+ a2x + a Q a2  ̂ 0

เช่น f(x) = x 2 +  2x + 1

2) ฟังก์สันเขีงเส้นจะอยู่ใน-Jป f(x) = â x + aQ เม่ือ  ̂ 0

เช่น f (x) X  +  1



1 27

3) ฟังก์ฟันคงตัว จะอยู ่ใน'2ป f (x) = aQ Lม๋ึย aQ คึอค่าคงที่ 

เช่น f (x) = 4
จากข้างต้นจะเห็นว่า ฟังย์ฟันกาลังสอง ฟังก์ลันเอง เส้น และฟังก์ฟันคงตัว

เ3นฟังก์ฟันพทุนาม

ชนิดของฟังก์ฟัน

1 ) ฟังก์ฟันพีชคณิต (A lgebra ic  Function) คิอฟังก์ฟันที่ค่าของฟังก์ฟัน เขียน 

โดยใข้นิพจน์ (Expression) มื ่งประกอบด้วยค่าคงตัว ตัวแปว และเครื ่องพมาย บวก ลบ 

คูณ หาร กวณท์ ยกกาลัง ตังตัวอย่างต่อไปน

f ( x )  = 3x -  4
f ( x )  = x2+ X  + 2

f  (x) = 1 + X

2) ฟังก์ฟันอดิลัย (Transcendental Function) หมายถิงฟังก์ฟันใด  ๆ

ท่ีไม่ใช่ฟังก์ฟันพีชคณิต เช่น

ก. ฟังก์ฟันเอกช่โปเนนเฟัยล (Ej^jonential Function) คีอ

ฟังก์ฟันที่อยู่ในวูป f  (x) = aX เมื่อ x€ R  และ a t  R +  ไคยที่ 

a j- 1 เช่น f  (x) = 2X

ฟังก์ฟันชนิดสัมักพบเสมอในเรื ่องกาวเพมของประชากร การเน่าเมื ่อย 

ของอินทรีย์วัตชุ การคิดดอกเมื ่ยทบต้น

ข. ฟังย์ฟันลอการีทีม (Logarithmic Function) คีอฟังก์ฟันที่อยู่ใน'2ป

f  (x) = log^x เมื่อ X e  R+ และ a £ R + ไดยที่ a  ̂ 1 

(log^x อ่านว่า ลอการีทีมของเอกช์ฐาน A)

เช่น f  (x) = log^x

ฟังก์ฟันชนิดน์มักจะพบในเรื ่องความเข้มของเสียง กาวส์นสะเทิอนของ 

แพ่นดินไหว
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ค . ฟังก์ฟันตรีโกณมิติ (Trigonometric Function) ตัวอย่างของ 

ฟังก์ฟันตรีโกณมิติ คีอ

f ( x )  = s i n  X  เร ียก f  ว่าฟังก์ฟันไชน์ ( s i n  X อ่านว่า

ไชน์ เอกช์ )

f(x)  = cos X  เรียก f  ว่าฟังก์ฟันโคไซน์ (cos X  อ่านว่า 

คอสน์เอกธ์)

ฟังย์ฟันชนิดนมักพบในเรี ๋อง คลีนเสิยง คลีบแม่เหล็กไฟฟ้า

โจทย์พี เศษท้ายฟัวโมง

1. ฟังย์ฟันที ่เรนฟังก์ฟันพทุนามตรงกับข้อใด

1 . 1 y  =
£
X

1 . 2 y  = 5x - 1

1.3 y  = 3x2- X  +  1

ฟังก์ฟันในข้อโด เรนฟังก์ฟันพีชคณิตหรีอฟังก์ฟันอดิลัย

2 . 1 y  = 2 x + 1

2 . 2 y  =
5x + 3

X

2.3 y  = s in  X  + 1

2.4 y  = log*

ลีอการเรียนการสอน

กิจกรรมการ เรียนการสอน 

ข้นนา

1 . ครูยกตัวอย่างฟังก์ฟันเธงเส้น ค่าลัมyรณ ข้นบันไค และกาลังสองโท้ 

นักเรียนจาแนกชนิดของฟังก์ฟัน

ข้นสอน

1 . ครูอ ร บายว่านอกจากฟังก์ฟันข้างต้นแส้วยังมิฟังย์ฟันอีกชนิดหลีงคิอ ฟังก์ฟ้น

พทุนาม
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2 .

3.

4 .
ฟังกู้ฝันพีชคณิต

5.

ค ร ู อ ธ ิ บ า ย ร ู ป ท ึ ๋ ว ไ ป ข อ ง ฝ ั ง ก ู ้ ฝ ั น พ ท ุ น า ม

ฝ ั ง ก ู ้ ฝ ั น พท ุ นา ม  ( P o l y n o m i a l  F u n c t i o n )  ค ิ อ ฝ ั ง ก ์ ฝ ั น ท ี ่ อ ย ู ่ ใ น ร ู ป

f  ( x )  =  a ^ x n +  a ^  1 x n  +  . . .  +  a ^ x ^ +  a ^ x  +  a ^

โ ด ย ท ี ่  a ^ , a n _ 1 , a ^ _ 2 , . . . , a 2 , a - j ^ a 0  เ ป ็ น จ า น ว น จ ร ิ ’ง  แ ล ะ  

ท เ ป ็ น จ า น ว น เ ต ็ ม ช ี ่ ง ม า ก ว า ห ร ี อ เ ท ่ า ก ั บ  0 

ค ร ู ย ก ต ั ว อ ย ่ า ง ฝ ั ง ก ์ ฝ ั น พ ท ุ น า ม แ ล ะ ฝ ั ง ก ์ ฝ ั น ช น ิ ด อ ึ ๋ น  ๆ ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น จ า แ น ก  

ค ร ู อ ธ ิ บ า ย ว ่ า จ า ก ฟ ั ง ก ู ้ ฝ ั น ท ี ่ ก ล ่ า ว ม า ท ั ๊ ง ห ม ด  เ ร า ส า ม า ร ถ แ ย ก เ ป ็ น  2  ชนิด ค อ  

แ ล ะ ฟ ั ง ก ู ้ ฝ ั น อ ด ิ ล ั ย  

ค ร ู อ ธ ิ บ า ย ฟ ั ง ก ์ ฝ ั น พ ี ช ค ณ ิ ต

ฝังกู้'ฝันพีชคณิต (Algebraic  Function) คีอฟ้งกู้ฝันที่ค่าของฟังกู้ฝัน เขยนโดยใช้ 

นิพจน์ (Expression) ที ่งประกอบห้วยค่าคงตัว ตัวแปร และเครึ ๋องหมาย บวก ลบ คูrj หาร 

กรฌ์และกาลัง

6 . ครูยกตัวอย่างฟังกู ้ฝันเฝังเส้น ค่าลัมyรณ์ ขนบันได กาลังสอง และพทุนาม 

แล้วถามนัก เรียนว่าฝังกู้ฝันเหล่าน์นเป็นฝังกู้ฝันพีชคณิตหรีอไม,

7. ครูอธิบายฟังกู้ฝันอดลัย

ขนฝีรูป

1 . ครูให้นักเรียนสรูปฟังกู ้ฝันพีชคณิตและอคิลัยโดยให้นักเรียนยกตัวอย่าง

กาววัดและปวะเมินผล

กาววัดผล การประเม ินผล

1 . ล ังเกดจากการตอบคาถามของน ักเรียน

2. ดูจากกาวทาโจทย์พเศพห้ายช้วโมง

3. ดูจากแบบฝักหัค เ«มเด ิม

1. นักเรียนตอบคาถามไห้ประมาณ 80V.

2. นักเรียนทาโจทย์พเศพไห้ประมาณ 80'/

3. นักเรียนทาแบบฝักหัดไห้ประมาณ 80"/
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แบบสกหัด เพ,ม เติม

หังก์กันทึ่เป็นหังก์กันฑทุนามตรงกับข้อใด

1 . 1  y  = x 3+ x 2 + X +  1

1 . 2  y  = 3 2 x

1 . 3  y  = 5

1 -4 y -  7 T T
2 . หังก์กันในข้อใดเป็นหังก์กันพชคผิดหริอฟ้งก์กันอติฝัย

2 .  1 y = <J)X
2 . 2 y =
2 . 3 y = X -  1

2 . 4 y = 3 x  -  1  
x  +  1
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คาบท่ี 12

พัวข้อเร่ือง นิยามของพังย์พันคอมโพสิท

จดประสงค์การเรียนวู้

เม่ือเรียนจบคาบแล้วนักเรียนสามารถ

1. หาค่าของพังก์พัน f เม่ือกาหนดค่า X ไค้อย่างถูกต้อง

2 . หาโคเมนและเรนจ์ของพังก์พันได้อย่างถูกต้อง

3. สร้างพังค์พันคอมโพสิท gof ไค้อย่างถูกต้อง 

4 . ส̂ ปนิยามของพังค์พันคอมโพสิทไค้อย่างถูกต้อง

5. ทาโจทย์พิเศษข้ายท่ีวโมงไค้อย่างถูกต้อง 80%

6 . ทาแบบฝึกพ ัด ไค้อย่างถูกต้อง 80%

เนอหา

นิยามของพังก์พันคอมโพสิท

ให้ f และ g เป็นพังก์พัน ดังแสดงในภาพ

จากภาพจะไค้  f (1) = a , f (2) = c ,

g (a) = P , g (b) = P F

จาก f  และ g ที ่กาหนดใข้จะไค้

g ( f (1)) = g(a) = P

g ( f (2) ) = g(c) = q

g ( f (3)) = g(b) = P

อาจสร้างพังก์พันใหม่เรียกว่า พังค์พันคอมโพสิท g o f  (อ่านว่า จีโอเอฟ) เป็น

พังย์พันจาก A ไป C กาหนคโดย



1 32

(gof) (1) = g ( f  ( 1) )

(gof) (2) = g ( f (2) )
(gof) (3) = g ( f (3))

ดังนน (gof) (1) = P
(gc ) (2) = q
(gof) (3) = P

นึ๋นค็อ gof = | ( l , p ) ,  ( 2 ,q)
** จะ เห็นว่า gof  จะ เกิดขึ ๋นได้เมี ่อ R.p

จากรูป จะได้ gof  เรนฟ้งก์คันจาก A ไป C
โดยท่ี ( x , z ) e  gof  หรือ Z = (gof) (x)
ดังนั๊น (gof) (x) = g ( f ( x ) )  = Z

กล่าวคึอ ค่าของฟังก์คัน go f  ท่ี X เท่ากันค่าของฟั,งก์คัน g

จะ เห็นว่า Rf c  D และ Dgo f  = Df

คัวอย่างที่  1

รเ.
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จากแผนภาพ f  = {( l ,a)  , (2,b) ,  (3, c)}

g = {(a,5) , (b,8) ,  (c, 10) , (d

( g o f ) (1) g ( f  (1) ) = g (a) = 5

( g o f ) (2) g ( f (2) ) = g (b) = 8

(gof) (3) g ( f  (3) ) = g (c) = 10

. ' . gof {(1,5 ), (2 ,8) ,  (3 ,10)}

* จะเห็นว่า gof จะเกิดขึ ้นได้เมื ่อ R..C D
f  g

คัวอย่างที ่  2

จากแผนภาพ f  ะ A --- *-B แต่ g ไย่เป็นคังก์คันจาก B ไป C

คังนน R..C D จีงไม, เกิด goff  g

ปิยาม ให้ f  และ g เป็นคังก์คัน และ R1-c  D—— f g
ฟังก์คันคอมโพสิทของ f  และ g เขียนแฑนด้วย gof

กาหนดโดย (gof) (x) = g (f (x) ) สาหรับทุก x e D f

จะเห็นว่า = Df

โนกาเรที่  R,<3̂  D_ ถีอว่าไย่มีฟังก์คันคอมโพสิทบองf T  g f  และ g
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ต ั ว อ ย ่ า ง ท ี ่  3  f  =  j ( l , a )  , ( 3 , ๖ ) ,  ( 5 , c )  I  ,  g  =  j ( a , 8 ) ,  ( ๖ , 1 1 )  

( c , 1 3 ) ,  ( d , 1 3 ) I 

จ ง ห า  1 ) g o f  2 )  f o g

1 )  ห า  g o f

จ ะ เ ห ็ น ว ่ า  d  ฉ ะ น น จ ี ง เ ก ิ ด  g o ff  g

D 4, = D .g o f  f

g o f  (1) =  g ( f (1) ) =  g ( a )  = 8

g o f (3) =  g ( f  (3) ) =  g (๖) 1 1

gof  ( 5 )  =  g ( f  (5) ) =  g(c) = 13

. ' . gof =  ((1,8) , (3,11) , (5,13)}

2 )  ห า  f o g

Rg C D f

แต่  Rg  = {8 , 1 1 , 1 3 , 15} , Df  = ( 1 , 3 , 5 }

• ' *  Rg ?  D f

นึ ๋นคึอ f o g  เ ก ิ ด ไ ย ่ ไ ด ้

แ น บ ฝ ั ก ห ั ด พ ิ เ ศ ษ ท ้ า ย ท ี ่ ว โ ม ง

จ ง ห า ห ั ง ถ ้ ห ั น ค อ ม ไ พ ส ิ ท ถ ้ า ห า ไ ด ้

2 .  ใ ห ้  f  =  { ( l , a )  , ( 3 , ๖ )  , ( 5 , c ) [  แ ล ะ  g  =  { ( a ,  8 )  ,  ( L ,  1 1 )  , ( c ,  1 3 )  , ( d ,  1 3 ) }

จ ง ห า  g o f  แ ล ะ  f o g
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if am รเร ีฆฆการสอน

กิจกรรมการ เรียนการสอน 

•รนนา

1. ครูทบทวนการหาค่าของฟังก์คันที่ ค่า X  ใ ด ๆ

1 ซ ่ นให้  f  (x) =  X  + 3 ,  g (x) =  4x -  1 ให้หาค่า f ( l ) ,  f  (-3) ,  
f  (a), g ( f  ( D )  , g ( f  ( - 3 )  , g ( f ( a ) ) ,  g( f (x))

'ขนฝึอน

1 . ครูยกคัวอย่างฟังก ์ค ัน  f  เรนฟังก์คันจาก A 111 B นละ g Iร น ฟังด ้ค ันจาก 

B ไป C โดยที่  R.-C1 D แล้วสร้างฟังก์คันขนใหม่จาก A ไป Cf  g
ให้ f  และ g 1รนฟังก์คันดังแสดงในภาพ

A E C

จากแผนภาพจะได้  f (1) a , f (2) = c , f  ( 3) = ๖

g (a) = P / g (b) = P f g(c) = g

จาก f  และ g ที่กาหนคให้จ ะโด้

g ( f  (1) ) = g (a) = P

g ( f  (2) ) = g (c) = q

g ( f  (3)) = g (b) = P

อาจสร้างฟังก่คันใหม่ เรียกว่า ฟังก์คันคอมโพสิท gof (อ่านว่า จี ใอเอป) 

Iรนฟังก์คันจาก A ไป C กาหนดโดย

(gof) (1) = g (f ( 1) )

(gof) (2) = g ( f  (2))

(go f)  (3) g ( f  (3))
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ดังน๊ัน

( g o f ) (1) = P

( g o f ) (2) = q

( g o f ) (3) = P

น๋ันคึอ gof = { ( l , p ) , (2,q)

2 . ครูให้นัก เรียนดังเกดฟังห้ฟัน gof ว่าเป็นฟังก์ฟ้นจาก A ไป C และ

R^c D_
f  g

3 . ครูยกตัวอย่างฟังห้ฟันที่ไม่สามารถหาฟังห้ฟันคอมโทสิทได้

เซ่น

4. ครูให้นักเรียนดังเกดฟังก์ฟัน yof  ว่าเป็นฟังก์ฟันจาก A ไป C หรีอไม,

และ R̂ c: D หรีอไม่f g
5. ครูอซิบายการสร้างฟังก์ฟันคอมไทสิทโดยใช้ภาทประกอบ

ห้าให้  x £ A  , y e p .  และ z e e  และ

f  เป็นฟังก์ฟันจาก A ไป B โดยที่  ( x , y ) e f  แ ร ีอ  y = f(x)  

g เป็นฟังก์ฟันจาก B ไป C โดยที่  (v ,z )e  g ห ร ีอ  Z = g(y) = g ( f (x ) )

y = f  (x) —*{z = g (y) = g ( f  ( x )

จ ะ ไ ด ้  gof เป็นฟ ั ง ก ์ ฟันจ า ก  A ไ ป  C โ ด ย ท ี ่  ( x , z ) i r g o f  ไ โ ร อ Z  =  ( g o f )  ( x )

คังนน (gof) (x) = g ( f ( x ) )  = Z
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6. ให้นักเรียนฝังเกดความฝัมพันธ์ของ R และ อ และ Df g g o f
จะไห้ R̂ . c  D

D =  D g of f
7 . ครูให้นักเรียนช่วยกันส - เ ข นิยามของพังก์พันคอมโพสิท

นิยาม ให้ f  และ g เป็นพังธ์พัน และ R_c Df  g
พังธ์กันคอมโพสิทฃอง f  และ g เขียนแทนห้วย g o f กาหนคโคย
(gof) (x) = g ( f ( x ) )  สาหรับทุก XËD^

8. ครูยกตัวอย่างพังก์พันให้หาพังก์•กันคอมโพสิท
ตัวอย่างที่ 1 ให้ f  ะ A —♦  B และ g  ะ b —*■ C ตังแสดงในแผนภาพ

ตังน๊ัน gof เป็นพังก์พันจาก A  ไป C โดยท่ี
(gof) (4) = g ( f  (4) ) = g (8) = 9
(gof) (5) = g ( f  (5) ) = g ( 7) = 10
(gof) (6) = g ( f  (6) ) = g (8) = 9

g o f  =  [ ( 4 , 9 ) ,  ( 5 , 1 0 ) ,  ( 6 , 9 ) ]

ตัวอย่างที่ g กาหนดให้ A = /a ,b ,c }  , R = { 1 , 2 , 3} และ C = {5 , 7}
f  =  I  ( a ,  1 )  ,  ( ๖ , 3 ) ,  ( c , 3 ) |

g  =  { ( 1 , 5 ) ,  ( 2 , 7 ) ,  ( 3 , 7 ) }
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เนึ๋องจาก R f  =  { 1 , 3 } ,  =  { 1 , 2 , 3 }

จะได้ R._c  D จึงมีพังก์สันคอมโพอัท g o ff  g
g of = { ( a ,5 ) ,  (๖ ,7 ) ,  (c ,7 )}

9 . ค'รูให้นัก เรียนอังเกตการหาพังก์สันคอมโพสิท 

1 . g o f จะมีได้ก็ต่อเมี่อ R c  Df  g
ดังนน fog จะมีได้ก็ต่อเมึ๋อ R C D.g f

2 . D g C f  =  D f  ดังนนการพาค่าพังก์สัน g of จึงคล้ายกับการพิจารณา 
คู,อันดับจาก f  ไป g

ข๊ันฝีรูป
1  . ค■รูให้นักเรียนส'รูปการหาพังก์สันคอมโพสิทโดยใช้กลอน

f  จาก A ไป B ทีกาหนค g ปรากฏจาก B ไป C หนา

อีกทงเรนจ*ของ f  ทีให้มา ทุกทุกคาเป็นอับเซตโดเมน g

เกิดพังย์'สัน A ไป C ดังทีคิค เรียกคอมโพสิทพังก์สันอย่าฝันหนี

(gof) (x) ตรงคูริ! กับค่า g ( f (x ) ) นั ๊นเท่ากันเอย

การวัดและปรุะเมีนผล

กาววัดผล การประเมีนผล

1. อังเกดจากการตอบคาถามของนักเรียน 1 . นักเรียนตอบคาถามได้ประมาณ 80*/
2 . ดูจากกาวทาโจทย์พิเศษห้าย'ทีวโมง 2 . นักเรียนทาโจทย์พิเศษท้ายส์วโมงได้ประมาณ
3. ดูจากการทาแบบฝักพัด 80%

3 . นักเรียนทาแบบฝักพัดได้ประมาณ 80%
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แบบฝิกห้'ดเ พิ,มIด ิบ

1 . f =  { ( l , a )  , ( 3 , b)  , ( 5 , c ) |  , g  = I ( a , 8)  , ( b ,  11 )  , ( c , 13 )  , ( d ,  1 5 ) |

จ ง หา (1)  g o f  ( 2 )  f o g

2 .  กาหนดฟังก์ฟ ้น f  ะ A ------- >-B และ g  ะ B ------ ■ >€  ด ังภาพ
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คาบที 13

หัว ข ้อ เร ื่อง การหาหังก์หันคอมโพสิท

จคประฝ ีงคการเร ียนร ้

เมื่อ เร ียนจบคาบแล ้วน ักเร ียนสามารถ 

1 . บอกความหมายของพิงก์หันคอมโพสิทโล้อย่างถูกล้อง

2. บอกโคเมนและเวนจ์ของพิงก์ห ันใน-2ปการกาหนคเงี่อนไขไล้อย่างถูกต ้อง

3. หาพิงก์หันคอมโพสิทโต้อย่างถูกต้อง เมื่อกาหนคหังก์หันสองหังก์หันโค ๆ ใต ้

4. ทาโจทย์พิเศษท้ายมื่วโมงไล้อย่างถูกต้อง 80*/

5. ทาแบบฝ็กหัคไต้อยางถูกต้อง 80“/

คัวอย่าง กาหนดใต้ f ( x )  =  2 x  และ g ( x )  = X + 3  จะมี g o f  หรีอ

เน ื่องจาก f ( x )  = 2x

จะโล้ Df  = | x / xe R ^  ; Rf  = (x/x e R  I 

เนื ่องจาก g (x) = X  + 3

จะไล้  Dg = { x / x e R j  ; Rg = {x/x £ r | 

1 )  g o f  มี เพราะว่า R - C  D
f  g

เนอหา

fog หรีอไม่ เพราะเหต ุใด ล้ามีจงหา g o f ,  fog

วัรทา

(go f ) (x )
g
g ( f  (x) )

g ( 2 x )

2 x  +  3

( f o g ) ( x ) f  (g (x) )

f ( x  +  3 )

2 ( x  +  3)
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= 2x + 6
ตังIJน fog = {(x,y) /  y = 2x + 6เ

ตัวอย่าง กาหนคให้ f (x) = X + 1 และ g(x) = ,/ไT จะมี gof หวีอ 
fog หวีอไม, Iพราะ1หตุใด ห้ามีจงหา gof 

วิธีทา
เ น ี ๋ อ ง จ า ก f  ( x ) = X  +  1

จ ะ ไ = 1  x / x  e  R  J  ; R f  =  j y / y . e R f

เ น ื ่ อ ง จ า ก g ( x ) = X

จ ะ ไ ค ้  อ ค ู
[

= ( x / x  0  1 r Rg = { y / y  >  oj
1 ) g o f ไ ม ่ ม ี เ พ ร า ะ ว ่ า  R 1 Dg
2 ) f o g ม ี เ พ ร า ะ ว ่ า R  Cg Df

( f o g )  ( x ) = f ( g ( x ) )

= f  ( / ฬ ิ

ตัวอย่าง
ตังนบ fog

กาหนด f(x) = x2+
จงหา (gof)(-1) และ

= f x  + 1
= j x / y  =  X + l |

2 x  + 1 และ g ( x )  = 3x -  1 

( f o g ) (6)

ว ิ ธ ี ท า

เน ื ่ องจาก f ( x )

จะไค ้  D

Rf
เ น ื ่ องจาก g  (x)

จะไค ้  D

Rg
เ พรา ะว ่ า  R. -C D และf g

= x 2 + 2 x  + 1

= ( x  + l ) 2 

=  { x / x ( = r }
= {y/y ะ& oj-
= 3x - 1 
= I  x / x  CE r J 

=  { y / y  (ะ R }

D c D จึงทาให้หา gof และ fogg f
ไค้ตามลาตับ
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1) ( g o f ) (x)  = g ( f  (x)  )

= g ( x 2 + 2 x  + 1)

=  3 ( x 2 +  2 x  +  1 )  -  1
( g o f )  ( - 1 )  ห า ไ ด ้ เ พ ร า ะ ว ่ า  - I C E D

g o f ( - l )  = 3 ( ( - 1 ) 2+ 2 ( - 1 )  + 1) - 1

= - 1

2)  ( f o g )  (x)  = f  (g ( x)  )

= f ( 3 x  -  1)

= ( 3x  -  1) 2+ 2 ( 3x -  1)  + 1

( f o g )  ( 6)  ห า ไ ด ้ เ พ ร า ะ ว ่ า  6 Ê

( f o g )  (6)  = ( 3 ( 6 )  - 1 ) 2 + 2 ( 3 ( 6 )  - 1 )  + 1

= 324

โ จ ท ย ์ พ ิ เ ศ ษ ห ้ า ย ฟ ั ว โ ม ง

1 )  ให้  f  ( x)  =  x 2 + 1 ,  g ( x )  =  X  +  1 จ ง ห า  g ( f ( x ) )  แ ล ะ  f ( g ( x ) )

2) ให้  f ( x )  = 2 x 2-  1 ,  g ( x )  = X  + 1 จ ง ห า ค ำ  ( f o g ) (2)

^ อ ก า ร เ ร ี » ฆ ก า ร ส อ น

แ ผ ่น ใ ส ส ร ุป เ พ ล ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน ค อ ม โ พ ส ิท

น ิจ ก ร ร ม ก า ร เ ร ี ย น ก า ร ส อ น  

ข น น า

1 .  ค ร ุท บ ท ว น ค ว า ม ห ม า ย ข อ ง พ ิ ง ก ์ ฟ ั น ค อ ม โ พ ส ิ ฑ โ ด ย ร ้ อ ง เ พ ล ง ป ร ะ ก อ บ

2 .  ค ร ุ ย ก ต ัว อ ย ่ า ง ฟ ั ง ห ้ฟ ัน ใ ห ้น ัก เ ร ี ย น ห า ฟ ัง ก ์ฟ ัน ค อ ม โ พ ส ิท แ ล ะ ท บ ท ว น เ ง ึ ๋ อ น ไ ข  

ท ี ๋ ใ ช ้ ใ น ก า ร ห า ฟ ั ง ย ์ฟ ัน ค อ ม โ พ ส ิท  แ ล ะ น ิย า ม ฟ ัง ด ้ฟ ัน ค อ ม โ พ ส ิท

3 .  ค ร ุท บ ท ว น ก า ว ห า ค ำ ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน ท ี ๋ ค ำ  X  ใ ค ๆ

เ ช ่น  ห ้ า  f ( x )  =  X  +  3 ,  g ( x )  = 4 x  -  1 ใ ห ้ห า ค ำ  f ( a ) ,  g ( a )  

g  ( a  +  b ) ,  g  ( f  (x)  ) แ ล ะ  f  (g (x)  )
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ข น ส อ น ุ

1 . ค ร ูก า ห น ค ฟ ัง ศ ์ส ัน ใ ห ้น ัก เร ีย น ห า โ ด เม น แ ล ะ เว น จ ์ข อ ง ฟ ัง ศ ์ส ัน ด ัง ต า ร า ง

ฟ ังก"สัน โด  เมน
[" "" 1

เวนจ์
ความฺลัมพ ัน ธ ์ 
ระหว่างเรนจ  ์
และโด เมน

เกิด / ไ ม ํเกิด 
คอมโพส ิท ฟ ังก์สัน

f ( x )  =  2 x { x / x e  r [ j y / y e  R]- R ^ c  Df  g หา ชุo f  ไม*ไค้
g  ( x )  =  / ไ โ { x / x  2: o} { y /y  2r o} Rg c  Df

•

•

•

หา f o g  ไค้

2 .  จ า ก ต า ร า ง ใ ห ้น ัก เร ีย น พ ิจ า ร ณ า ว ่า จ ะ เก ิด ค อ ม โ พ ล ัท พ ัง ก " ส ัน ใ ด บ ้า ง

3 .  ค ร ูย ก ต ัว อ ย ่า ง ด ัง ต า ร า ง อ ีก  2 - 3  ต ัว อ ย ่า ง

4  . จ า ก ต า ร า ง ใ ห ้น ัก  เร ีย น พ า ฟ ัง ศ ์ส ัน ค อ ม ไ พ ส ิท ข อ ง ฟ ัง ศ ์ส ัน ท ีก า ห น ด ใ ห ้ใ น ร ูป  

ก า ร ก า ห น ด เง ึ๋อ น ไ ข

ขนฝี!ป
1 . ใ ห ้น ัก เร ีย น ส ร ูป ก า ร ห า ฟ ัง ก ์ส ัน ค อ ม โ พ ล ัท โ ด ย ใ ช ้เพ ล ง

เพ ล ง พ ิง ก '1ส ัน ค อ ม โ พ ส ิท

เน อ ร ้อ ง  น า ย ว ร ร ซ น พ ง ศ ์ ส ิท ร โ ช ค  ท า น อ ง  ท บ ร ัก ห น ้า อ า เภ อ

ฟ ัง ก ์ส ัน ค อ ม โ พ ส ิท น ้น ห น า จ ะ บ อ ก ใ ห ้ว ่า  อ ย ่า ไ ค ้ไ ป ก ล ัว

เ ร น จ ์ f  ท ีม ิม า ก โ ข เป ็น ล ับ เช ต โ ต เม น  g  ต ้อ ง  s u r e

g o f  เขา■ {ก ันท ั๋ว ( g o f )  ( x )  อ ย ่า ม ั๋ว

จ ง อ ย ่า เ พ ิง ก ล ัว ว ่า ต ัว จ ะ อ ีค โ ป g ( f ( x ) ) คอค ่ า ท ึ ๋ ใ ค ้

g  ( f  ( x ) ) จ า ใ ห ้ข น ใ จ จ ะ ย า ก เ ท ีย ง ใ ด ก ็จ า ไ ค ้ s u r e  s u r e

ก า ว ว ัต แ ล ะ ป ร ะ เม ิน ผ ล

ก า ร ว ัด ผ ล ก า ว ป ร ะ เม ิน ผ ล

1 . ล ัง เก ต จ า ก ก า ว ต อ บ ค า ถ า ม ข อ ง น ัก เ ร ีย น 1 . น ัก เร ีย น ต อ บ ค า ถ า ม ไ ต ้ป ร ะ ม า ณ  8 0 #

2 .  ด ูจ า ก ก า ว ท า โ จ ท ย พ ิเศ ษ ท า ย ! ? ว โ ม ง 2 .  น ัก เร ีย น ท า โ จ ท ย ์พ ิเศ ษ ไ ค ้ป ร ะ ม า ณ  8 0 #

3 .  ค ูจ า ก ก า ว ท า แ บ บ อ ีก ห ัด  2 . 3  ข ้อ  3 - 6 3 .  น ัก เร ีย น ท า แ บ บ อ ีก ห ัด ไ ค ้ป ร ะ ม า ณ  8 0 #
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แบนฝักหัด I ฟิม I หับ

1 . ถ้า f  : R -— k R และ g ะ R --- R ร์!งกาหนดดังน

f  (x) XCN

cVXII

g (x) = x2+ 1

จงหา (1) (gof) (x)

(2) ( fo g ) (x)

(3) (gof) (3)

(4) (fog) (-2)

2 . f  : R --- *■ R และ g : R --- *• R ริ!งนิยาบโดย

f  (x) = x2+ 3x + 1

g (x) = 2x - 3

จงหา (1) fog

(2) gof

(3) gog

(4) fo f



1 45

คาบที 14

หัวข้ B เรื่อง ความหมายของพังก์ลันอินเวอร์ส

จดประสงค์การเรียนรู้

เมึ๋อเรียนจบคามแล้วนักเรียนสามารถ 
1 . หาอิน เวอร์สของพังค์ลันทีกาหนดใท้ไต้อย่างถูกต้อง
2. บอกความหมายของพังค์ลันอินเวอรํสไต้อยางถูกต้อง
3. เขียนฟ้โญลักษณ์แทนพังค์ลันอิน เวอรสไต้อย่างถูกต้อง
4 . เขียนพังค์ลันอิน เวอร์สจากโจทย์ทีกาหนดให์ไต้อย่างถูกต้อง
5. บอกโด เมนและเรนจ์ของนังย์ลันอิน เวอรสได้อย่างถูกต้อง
6 . ทาโจทย์พิเศษท้ายช่วโมงไต้อย่างถูกต้อง 80%
7 . ทาโจทย์แบบกักหัดไต้อย่างถูกต้อง 80%

เนอหา

ความหมายของฟังก์ลันอิน เวอร1,ส
เนองจากพังค์ลันเป็นความลัมพันธ์ ดังน่ึนอิน เวอริสของพังย์ลันจีงมีคุณสมบัติเช่นเดียวกัน 

กับอินเ วอร์สของความลัมพันธ์ แต่มีฃ้อทีน่าลังเกดดีออินเวอร์สของพังก์ลันโม,จาเป็นต้องเ รนพังก์ลัน 
เสมอไป เช่น

1) f { ( a ,2 ) , (2 ,3 ) , (3 ,4 )} เป็นพังก์ลัน
f - 1 = {(2 ,1 ) , (3 ,2 ) , (4 ,3 )} เป็นพังก์ลัน

2) h | ( l , a ) , ( 2 , ๖ ) , ( 3 , c ) | เป็นพังก์ลัน

IIrH1ระ { (a , 1) , ( ๖ , 2 ) , (c ,3 )} เป็นพังก์ลัน
3) g {(1 ,2 ) , ( 2 ,3 ) , ( 3 ,2 ) } เ ป็มพัง ย์ลัน

-1g {(2 ,1 ) , (3 ,2 ) , (2 ,3)} ไม่เป็นพังย์ลัน

ในทีนึ่จะเรียก อินเวอรสของพังก์ลันทีเป็นพังก์ลันว่า พังค์ลันอินเวอรู้ส
พังย์ลันทีจะมีพังย์ลันอินเวอร์สไต้นึ่’น ต้อง เป็นพังก์ลันหน่ึงต่อหนง
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สาป 1) อินIวอร์สของฟังก์ฟัน f  ท่ึเป็นฟังก์ฟัน เรียกว่า ฟังก์ฟันอินเวอรส
(Inverse Function)

2) ถ้า f  เป็นฟังถ้ฟัน 1-1 กาหนดโดย y = f (x )  จะสามารถ 
หาฟังก์ฟันอินเวอร์สของ f  ได้โดยเขียน X อยู่ในเทอมของ y 
(สลับทระหว่าง X กับ y)

จะได้ว่า X = f   ̂(y) เมื่อ yeD^-1

หรือ y = f  1 (x) เมื่อ x e D  -1

ดัวอฆ'างมื่ 1 พิจารณาฟังก์ฟัน f  นื ่งกาหนดโดย f  (x) = 3x + 1 เขียน f  

ให้อยู ่ในรูปเซตจะได้

f  = <[ ( x , y ) / y  = 3 x  + 1 }

. - . f - 1 = 1[ ( x , y ) /  X = 3 y  + 1 } (สลับตาแหน,ง

-  \I( x , y ) /  X -  1 = 3 y }

X กับ y )

= 1 ( x , y )

rH1 ro 
X1!>1\

เนื่องจาก f  เป็นฟังก์ฟัน 1--1 พังนน f  1 จึง เป็นฟังถ้ฟัน f  1
เขียนโดยบอก เงึ๋อนไ ขจะได้ X -  1

y  -  ว ิ

หรือ f  1 (x) = -x- ÿ '-1

พัวอย่างท่ึ 2 กาหนดให้ f  (x) = X2 จงหา f  1 และพิจารถทว่า f  1 
เป็นฟังก์ฟันหรือไม ่  เพราะเหคใุด  

วิรทา เขียนฟังก์ฟัน f  ในรูปเซตจะได้
f  = j (x ,y )  /  y = X2 }
f  1 = j(x ,y ) /  X = y 2 |  (สพับตาแหน'ง X กับ y)

= {(x ,y ) /  y = -  Jx  }
จะเห็นว่า f  1 ไม'เป็นฟังก์'ฟัน เพราะฮ (1, -1 )G  f  1 และ 

-1( U ) t - f
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'แอลั Îกค 1 . ถา f  เฟ้นฟังก์สัน 1-1 แร้ว f   ̂ จะเฟ้นฟังก์สัน 1-1 ด้วย 

2 . ถ้า f  ไม่เป็นฟังก์'สัน 1-1 แร้ว f   ̂ จะไม่เฟ้นฟังก์สัน

หมายเหศ

การหาอินเวอร์สของฟังก์สัน f  กวะทาได้  2 แบบ คีอ 

1  ) สลับที ๋ระหว่าง X กับ y  ท๋ีคู่อันดับ 

2 .  สลับทึ ่ระหว่าง X  กับ y  m งี๋อนไข

3 )  ถ้าสลับที ๋ระหว่าง X กับ y  ทงทึ ่ คู ่อันดับและเงื ่อนไขด้ วย 

(ฟังก์สัน f  จะเหรอนเดิม)

โจทย์พิเศ»ห้ายสัวโมง

1 . ให้  f  = {(1,1) , (2,8) , (3,27) , (4,64)} จงหา f -1

2 . ให้  g =  { ( x , y )  /  y  =  X 2 } จงหา g 1

อ̂การเรียนการสอน

กิจกรรมการเรียนการสอน 

ขนนา

1 . ครูยกดัวอย่างฟังก์สันแร้วให้นักเรียนหาอินเวอร์สของฟังก์สัน แร้วพิจารณา 

ว่าอินเวอว์สของฟังก์สันว่าเฟ้นฟังก์สันหรีอไม1 ดังตาราง

ฟังก์สัน อ ิน เวอว ์สของฟ ังก ์ส ัน
อ ิน เวอรส ของฟ ังห ้ส ัน

เฟ้นฟังถ้สัน ไ ม' เ ฟ้นฟัง ก์สัน

f  = { ( 1 ,2 )  , (2,3) , (3,4)} f _1= { ( 2 , 1 ) ,  ( 3 , 2 ) ,  (4,3)} 

—

y
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ส า ห ร ับ ฟ ัง ก ์ฟ ัน ท ี เ ข ีย น ใ น ร ูป แ น ม บ อ ก เ ง ื ่อ น ไ ข น ้น ก า ร  ห า ฟ ัง ก ์ 'ฟ ัน อ ิน  I ว อ ร ้ส ก ็ใ ช ่ห ล ัก  

ก า ร เ ด ีย ว ก ับ ก า ว ห า ฟ ัง ก ์ฟ ัน อ ิน เ ว อ ร ส ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน แ บ บ แ จ ก แ จ ง ส ม า ฟ ัก  ด ีอ โ ด ย ก า ร ส ล ัม ต า แ พ น ,ง  

ร ะ พ ว ่า ง ส ม า ข ีก ต ัว ห น ้า ก ับ ต ัว ห ล ัง ซ ึ ่ ง ท า ไ ค ้  2 ล ัก ษ ณ ะ  ค ึอ

1 ) ส ล ับ ท ี  X ก ับ  y  ที ( x , y )  ข อ ง เ ง ื ่อ น ไ ข

f 1= { ( x , y )  /  y  =  3 x  + l |

จะไ ค ้  f ” 1 = j ( x , y )  /  y  = 3 x  + l j

2 )  ส ล ับ ท ี  X ก ับ  y  ท ีเ ง ื ่อ น ไ ข

f  1 =  { ( x , y )  /  y  =  3 x  +  1 }

f ^ 1 =  { ( x , y )  /  X =  3 y  +  1 I

ห ม า ย เ ห g

แ ต ่ค ้า ท า ท ง ล ัก ษ ณ ะ ท ี 1 แ ล ะ  2 พ ร ้อ ม ก ับ ฟ ัง ก ์ฟ ัน จ ะ ไ ม , เ ป ฝ ย น แ ป ล ง

5 .  ค ร ูย ก ต ัว อ ย ่า ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน แ บ บ เ ง ื ่อ น ไ ข แ ล ้ว ใ ห ้น ัก เ ร ีย น ช ่ว ย ก ัน ห า ฟ ัง ก ์ฟ ัน อ ิน เ ว อ ร ' ,ส

ข น ส ร ุป

1 . ค ร ูใ ห ้น ัก เ ร ีย น ส ร ุป ก า ว ห า ฟ ัง ค ้ฟ ้น อ ิน เ ว อ ร ้ส โ ด ย ก า ร ถ า ม ต อ บ

ก า ร ว ัต แ ล ะ ป ร ุะ เ ม ิน ผ ล

ก า ร ว ัตผล ก า ร ป ร ะ เ ม ิน ผ ล

1  . ล ัง เ ก ด จ า ก ก า ร ต อ บ ค า ถ า ม ข อ ง น ัก เ ร ีย น 1  . น ัก เ ร ีย น ต อ บ ค า ถ า ม ไ ค ้ป ร ะ ม า ณ  80%

2 .  ด ูจ า ก ก า ร ท า โ จ ท ย ์พ ิ เ ศ ษ ห ้า ย ช ่ว โ ม ง  3 ช่อ 2 . น ัก เ ร ีย น ท า โ จ ท ย ์พ ิ เ ศ ษ ไ ค ้ป ร ะ ม า ณ  80%

I 3 •  ด ูจ า ก ก า ร ท า แ บ บ ฝ ึก ห ัด  2 . 4  ช ่อ 3 - 9 3 .  น ัก เ ร ีย น ท า แ บ บ ฝ ึก ห ัด ไ ค ้ป ร ะ ม า ณ  80%

แ บ บ ฝ ึก ห ัด เ พ ม  เ ต ม

1 . ให้ f  = j ( x , y )  /  y  = 3 x  -  2 I จงหา f  1

2 . ให้  g = j ( a , l )  , ( d , 2 )  , ( ๖ , 3 ) ,  ( c , 4 ) }  และ f  = j ( a ,  1 ) , ( ๖ , 5 ) }  

จงหา ( g o g  1 ) ( 1 ) ,  (g 1o g )  ( a )  และ ( g o f  ■*■ ) (5)
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ค า บ ท ี ่  1 5

ห ั ว ข ้ อ I ร อ ง ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ค ์ห ัน อ ิน เ ว อ ร ส

จ ด ป ร ะ ส ง ค ์ก า ร เ ร ีย น ร ู ้

เ ม ื ่อ เ ร ีย น จ ฆ ค า บ แ ล ้ว น ัก เ ร ีย น ส า บ า ร ถ

1  . บ อ ก แ ก น ส ม ม า ต ร ข อ ง ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ค ์ห ัน แ ล ะ ฟ ัง ค ์ห ัน อ ิน เ ว อ ร ู ้ส ไ ต ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

2 . เ ข ีย น ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ค ์ห ัน อ ิน เ ว อ ร ์ส ไ ต ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

3 .  ท า โ จ ท ย ์พ ิ เ ศ ษ ท ้า ย ท ี ่ว โ ม ง ไ ต ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง  80%

4 .  ท า แ บ บ ส ก ห ัค ไ ต ้อ ย า ง ถ ูก ต ้อ ง  80%

ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ค ์ห ัน อ ิน เ ว อ ร ส

ฟ ัง ก ์ห ัน อ ิน เ ว อ ร ์ส ข อ ง ฟ ัง ก ์ห ัน  y  =  X  ค ือ ฟ ัง ก ์ห ัน  X  =  y  ช ี ่ ง จ ะ เ ห ็น ไ ต ้ว ่า เ ป ็น

ฟ ัง ค ์ห ัน  เ ค ืม  ต ัง น ั ๊น ล ้า พ ิจ า ร ณ า ใ น แ ง 1ข อ ง ฟ ัง ค ์ห ัน อ ิน  เ ว อ ร ู ้ส ฟ ัง ค ์ห ัน น จ ีง ม ีค ุณ ส ม บ ัต ิพ ิ  เ ศ ษ  ฟ ัง ก ์ห ัน  

อ ิน  เ ว อ ร ู ้ส ข อ ง ฟ ัง ค ์ห ัน น ค ึอ  ต ัว ข อ ง ม ัน  เ อ ง  แ ล ะ « บ ว ่า ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ห ัน ใ ค ก ็ต า ม ก ับ อ ิน  เ ว อ ร ์ส ข อ ง  

ฟ ัง ค ์ห ัน น ั ๊น ไ ม ,ว ่า จ ะ เ ป ็น ฟ ัง ค ์ห ัน ท ร ีอ ไ ม ่  จ ะ ม ี เ ส ้น ต ร ง  y  =  X  เ ป ็น แ ก น ส ม ม า ต ร

ต ั ว อ ย ่ า ง ท ี ่  1 ก า ห น ด ใ ท ้  f  =  | ( x , y ) e  R X R /  y  =  2 x  +  l }

เ น ึ ้ อ ห า

{ ( x , y ) e  R X R /  y  = x  -  1
2
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จากกราฟจะเห็นว่าเมึ๋อลากเส้นจากจุด (a ,b) ของ f  ไชยัง (b ,a) ของ f  1 
เช่น ( o , i )  ของ f  ไปยัง (1 ,o ) ของ f  1 เส้นเหล่าฟ้จะตงฉากกับเส้นตวง y = X 
และจะแสดงไค้ว่าจุด (a ,b ) และ (b,a) อยู่ห่างจาก เส้นดวง y = X เป็นระยะทางเท่ากัน 
เรียก (a ,b) และ (b ,a) ว่าเป็นจุดสมมาตร ไดยมีเส้น y = X เป็นแกนสมมาดร กล่าวคีอ 
ค้าหับ-1 ปนตามแนว y = X แล้วกราฟของฟ้’งก์ยันท้งสองจะทับกันทอดี.

ตัวอยางททงที่ 2 กาหนดใค้ f  = |(x ,y )  /  y = x3 j  จงหา f  
กราฟของ f  และ f  1 

วิกีทา จาก f  = j(x ,y ) /  y =
ตังนน f  1 = j(x ,y ) /  X =

= ( น , y) /  y = J/x ’ }

-1 แล้ว เขียน

* };;

โจทย์ขีเศษท้ายช่วโมง
1 . ให้ f (x )  = 2x + 3 จงเขียนกราฟของ f  และ f  1
2 .
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ฝอการเรีฆฆก'•ทสอน กระคา«ลอกลาย

กิจกรรมการเรียนการสอน

ข ้พ า

1 . ครุทบทวนความหมายของพังก์ทันอินเวอร์สโคยการถามตอบ 

2. ค,Iยกตัวอย่าง 2-3 ตัวอย่างให้นักเรียนหาพังก์ทันอิเวอร'ส

ขนสอน

1  . ครุยกตัวอย่างความสัมพันธ์ f  = j (x ,y )e  R X R /  y = xj 

ให้นักเรียนหา f  1

2 . ครุให้นักเรียนเขียนกราฟของ f  และ f  1  และสังเกตความสัมพันธ์ของ 

กราฟ f  และ f  1

3. ครุให้นักเรียนเขียนกราฟของ f  และ f  1 เม่ีอ f  i= | ( x , y ) G R  X R /

y = 2x + l j
4 . ให้นั ก เรียนสัง เกฅวามสัมพันธ์ของกราฟ f  และ f   ̂ กับกราฟของ 

ความสัมพันธ์ fm | ( x , y ) €  R X R / y = x j
จากกราฟจะเห็นว่าเมี ๋อลากเส้นจากจุด (a,b) ของ f  ไชย ัง(b,a) ของ 

f  1  เซ่น ( 1  ,๐) และ ( o , i )  เส้นเหล่านจะตงฉากกับเส้นตวง y =  X  และจะไค้จุด (1 ,o) 

และ ( o , i )  อยู ่ห่างจากเส้นตรง y =  X  เห่ากัน

เรียกจุค (1,๐) และ ( o , i )  ว่าจุคสมมาตร โคยมี y = X เป็นแกนสมมาตร

ร .  ให้นักเรียนวาดกราฟของ f  แ ล ะ  f  1  ลงในกระดาษลอกลายแล้วพับกระดาษ 

ตามเส้นตรง y = X  สังเกตกราฟของ f  แ ล ะ  f  1  

ข้อสังเกต

1 . จุด (1,0) และ (๐,1) พับกัน

2 . จุดในรุปที่ (a,b) ของ f  ทับกับจุด (b,a) ของ f  1  ชุกจุด

6 . ครุอรบายจากข้อ 5 แสดงกราฟของ f  แสะ f  1  เมึ ๋อเส้นตวง y = X

เป็นแกนสมมาตร
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7 .  ค ร ู ย ก ต ั ว อ ย ่ า ง ฟ ั ง ก ์ ล ั น ใ ห ้ ว า ด ก ร า ฟ ข อ ง  f  แ ล ะ  f  อ ีก  2 - 3  ต ั ว อ ย า ง

8 .  ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ส ร ุ ป ค ว า ม ล ั ม ฟ ั น ท ์ ก ร า ฟ ท อ ง  f  แ ล ะ  f  1

ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ล ัน  f  แ ล ะ  f  จ ะ ส ม ม า ต ร ก ัน โ ด ย I ส ้น ต ร ง  y  =  X

9 .  ค ร ูอ ธ ิบ า ย ก า ร ห า ก ร า ฟ ท อ ง  f  1  เม ี่อ ม ิก ร า ฟ ข อ ง  f  ค ีอ เม ึ๋อ ม ิก ร า ฟ ข อ ง  f  

ห า ก ร า ฟ ข อ ง  f  1  ไ ห ้โ ด ย ก ล ับ ก ร ะ ด า ษ ก ร า ฟ ข อ ง  f  จ า ก ห น ้า เป ็น ห ล ัง  แกน  X เป ็น แ ก น  y  

แ ล ะ แ ก น  y  เป ็น แ ก น  X  ล า ย ก ร า ฟ ข อ ง  f  จ ะ ก ล า ย เป ็น ก ร า ฟ ข อ ง  f  1

1 0 . ค ร ูย ก ต ัว อ ย า ง ฟ ัง ก ์ล ัน ใ ห ้เข ีย น ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ล ัน แ ล ะ ฟ ัง ก ์ล ัน อ ิน เว อ ร ์ส

ข๊ันสรุป
1 .  ค ร ูใ ห ้น ัก เร ีย น ส ร ุป ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ล ัน อ ิน เว อ ร ์ส

ก า ร ว ัด แ ล ะ ป ร ะ เม ิน ผ ล

ก า ร ว ัด ผ ล ก า ร ป ร ะ เม ิน ผ ล

1 . ล ัง เก ด จ า ก ก า ว ต อ ม ค า ถ า ม ข อ ง น ัก เ ร ีย น 1 .  น ัก เร ีย น ต อ บ ค า ถ า ม โ ห ้ป ร ะ ม า ท )  80%

2 . ด ูจ า ก ก า ร ท า โ จ ท ย ์ฟ ัเ ศ ษ ท ้า ย T?ว โ ม ง  2  ข ้อ 2 .  น ัก เ ร ีย น ท า โ จ ท ย ์พ เ ศ ษ ท ้า ย ^ ว โ ม ง ไ ค ้

3 .  ด ูจ า ก ก า ว ท า แ บ บ ฝ ึก ห ัด  2 . 4  ข ้อ  2 - 9 ป ร ะ ม าท ) 80%

3 .  น ัก  เร ีย น ท า แ บ บ ฝ ึก ห ัด ไ ห ้ป ร ะ ม า ท )  80%
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แขขฝึกทัพ t m i l  ติแ

(ก)

1  . ทังก์ทันทมีกราฟด ั ง ข้อต่อ.ใป น , ท ั ง ก ์ท ัน ใ ด ม ีท ั ง ก ์ท ัน อ ิน เ วอรส
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คานท่ี 1 6

พัวข้อ เร่ือง การบวกพีชคณิตของพังก์พันและการลบพีชคณิตของพังก์พัน

จดประสงค์การ เรียนรุ้

เบ่ือ เรียนจนคาบแล้วนัก เรียนสามารถ 

1 . หาโด เมนและเรนจ์ของพังค์พันได้อย่างถูกต้อง

2 . หาโด เมนร่วมระหว่างพังก์พันได้อย่างถูกต้อง

3. หาผลบวกและลบพีชคณิตของพังก์พันได้อย่างถูกต้อง

4. บอกโด เมนและ เรนจ์ของผลบวกและลบพีชคณิตของพังค์พันได้อย่างถูกต้อง

5. สรุปนิยามการบวกและลบพีชคณิตของพังก์พันได้อย่างถูกต้อง

6 . ทาโจทย์พี เศษท้ายพัวโมงได้อย่างถูกต้อง 90%

7. ทาแบบฝืกพัคได้อย่างถูกต้อง 90%

เนอหา

นิยาม กาหนคใท้ f และ g เบ่ืนพังก์พันท่ีมื D และ อ เนินโคเมนของพังก์พัน- ^ -  f g
f แสะ g ตามลาสับ

f + g = {(x,y) / y = f(x) + g(x) และ xe Dfก Dg! 

f - g = {(x,y) / y = f (x) -g (x) และ X £  Df ก Dg|

ตัวอย่าง กาหนดใท้ f = {(1,3),(2,1),(3,2),(4,0)} 

g = j(l,2) , (2,3), (3,4)}

จงหา f + g และ f - y

D f  =  { l , 2 , 3 , 4 }  ,  D g  =  { 1 , 2 , 3}

V  Dg -  I 1 ' 2 ' 3}
. ' . f + g = {(1,5),(2,4),(3,6)}

f - g = {(1,1),(2,-2),(3,-2)}
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ตัวอย่างท่ี 2 กาหนดใท้ f = I (x,y) / y = X และ 0<ะ X -ç. 5 j

g  = | ( x , y )  /  y  = 1 เ-

จ'วพา f + g และ f - g พร้อมโค เมนและ เรนจ์และ: เขียนกราฟ

ว ิ ธ ี ทา

( f  +  g )  ( x )  =

แ ล ะ  ( f  -  g )  ( x )  =

|x / 0  ̂X 5 เ 

j x / 0 < x ^ 5 j  
f ( x )  +  g ( x )  

x + l , 0 < x < 5  
f  ( x )  -  g  ( x )

= R

คั งนั ๊ น f  +  g

f  -  g

= X - 1

= j ( x , y )  /  y  = X +

=  { ( x , y )  /  y  =  X -

1 และ 0-$: X  ̂51 

1 และ 0 X < 5 J

ที่อการ เร ียนการลอน แผนฎมิสรุปการบวกและกา-3ลบทีชพิตของฟ้งก์ขีน



1 โ. 7

คัวaย่างที่ 3 กาพนดให้ f (x )  = X + 1 > g (x ) = X 2  จงหา (f  + g) (x)
และ (f -  g )(x )

วิรฑา
Df  = jx  /  x € r} ,  D 1 = |x  /  x ë r J.
Df ท D(f = |x  /  x e  r}
จาก (f + g) (x) = f  (x) + g (x)

= (x + 1) + (x2)
= x2+ x + 1

จาก (f -  g) (x) = f  (x) -  g(x)
= (x + 1) -  (x2)
= -x 2+ x + 1

โจทย์พิเศษห้ายที่วโมง
1) ให้ f  = j ( l ,3 )  , (2 ,5 ) , (3 ,7) ,(4 ,9 ) }  , 5 = | ( 2 , 6 ) , ( 3 ,8 ) , ( 4 ,1 0 )  

จงหา f  + g และ f  -  g
2) ให้ f  = j(x ,y ) /  y = x"}, g = |(x ,y )  /  y = 2x + l |

จงหา f  + g และ f  -  g

กิจกรรมการเรียนการสอน 
ขนนา
1 . ครูให้นักเรียนยกคัวอย่างฟังก์คันท่ีเขียนแบบแจกแจงสมาขีกมาคัก 3-4  คัวอย่าง 

แล้วครูเขียนบนกระดานดา
2. จากคัวอย่างที่นักเรียนยกมา ครูให้นักเรียนหาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์คัน

เหล่านน
3. ครูถามนักเรียนว่า ฟังก์คันใดม้างท่ีรโดเมนเหรอนกัน
4. ครูถามนักเรียนว่า จากฟังก์คันท่ีมโคเมนเหรอนกันน๊ัน เรนจ์ของฟังก์คันคีอ

อะไร
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5. ครูถามนักเรียนว่า ถ ้าเรานา เรนจ์ท่ีมีโดเมนเหรอนกันมาบวกกัน คู่อันตับ 
ใหม่ที่ได้มีอะไรบ้าง

6 . จากน๊ันครูนาคู่อันตับใหม่มาเขียนอยู่ในรูปของเซต แล้วครูให้นักเรียนพิจารณา 
ว่าเซตใหม่ท่ีได้ในป็นพังก์มีนหรีอไม่ นักเรียนจะตอมว่าเป็นนังถ้มีน

ขนสอน
1 . ครูให้นักเรียนพิจารณาและตอบคาถามครูว่า เซตใหม่ท่ีได้นเกิดจากความอัมพันธ์ 

ของพังก์มีนใด และนาพังก์มีนนนมาทาอะไรกัน นักเรียนจะตอบว่า เกิดจากพังถ้มีน f  และพังก์มีน 
g และนามาบวกกัน หรีอ f+g

2. ครูยกตัวอย่างพังก์มีนแบบแจกแจงสมามีกอัก 2-3 ตัวอย่าง แล้วครูให้นักเรียน 
หาผลบวกของพังก์มีน เหล่านน พร้อมทงเขียนกราฟของพังก์มีนใหม่ท่ีหามาได้

3. ครูยกตัวอย่างพังถ้มีนท่ีเขียนอยู่ในรูปแบบบอกเงื่อนไขอัก 3-4 ตัวอย่าง และ 
ให้นักเรียนหาโคเมนและเรนจ'ของพังถ้มีนเหล่านน

4. ครูให้นักเรียนจับคู่พังก์มีนท่ีรโคเมนเหมีอนกัน
5. ครูถามนักเรียนวา ถ้าจะนาพังก์มีนแด,ละคู่มาบวกกันจะทาอย่างไร ถ้านักเรียน 

ตอบไม่ได้ ครูอธิบายและแสดงวิธีทาให้นัก เรียนตังตัวอย่างที่ 2
6 . ครูยกตัวอย่างพังก์มีนแบบบอกเง่ือนไข แล้วครูให้นักเรียนหาผลบวกพีชคณิต 

ของพังถ้มีนโดยใช้วิธีการถามตอบ พร้อมทงเขียนกราฟของพังก์มีนใหม
7 . ครูใช้คาถาม-ถามตอบให้นักเรียนช่วยกันสรูปการบวกพีชคณิตของพังก์มีน 

พร้อมกับครูแผนภูมิบนกวะดานคา
8. ครูบอกนักเรียนว่า เราสามารถเขียนการบวกพีชคณิตของพังก์มีนอยู่ในรูป 

อัญลักษณ์ได้ตังน
f+g = |(x ,y )  y = f  (x) + g(x) และ >: €  p ^ l

9. ในทานองเคียวกัน (วิธีการสอนการบวกของพีชคณิตพังก์มีน) ครูสอนการลบกัน 
ของพีชคณิตพังก์มีน โดยครูยกตัวอย่างพังถ้มีนแบบแจกแจงสมามีก 2-3 ตัวอย่าง แล้วครูให้
นักเรียนหาผลลบของพังถ้มีน โดยให้นักเรียนพิจารณา
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1 0 .  จ า ก ก า ร บ ว ก ข อ ง พ ี ช ค ณ ิ ต ฟ ั ง ย ์ ฟ ั น  พ ร ้ อ ม ก ั น น ึ ่ น ค ร ู ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น เ ข ี ย น ฟ ั ง ย ์ ฟ ั น ใ ห ม ่

1 1 .  ค ร ู ย ก ค ั ว อ ย ่ า ง ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น แ บ บ บ อ ก เ ง ื ่ อ น ไ ข  ๘* — 3  ต ั ว อ ย ่ า ง  แ ล ะ ค ร ู ใ ช ้ ค า ถ า ม ถ า ม ต อ บ  

ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ห า ผ ล ล บ ข อ ง ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น  พ ร ้ อ ม ท ง เ ข ี ย น ก ร า ฟ

1 2 .  ค ร ู ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ช ่ ว ย ก ั น ส ร ู ป  ก า ร ล บ พ ี ช ค ณ ิ ต ข อ ง ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น โ ด ย ก า -  ไ ซ ้ ค า ถ า ม ถ า ม ต อ บ  

พ ร ้ อ ม ท ั ๊ ง ค ร ู ต ั ด  แ ผ น ภ ู ม ิ บ น ก ร  ะ ด า น ด า

1 3 .  ค ร ู ใ ช ้ ค า ถ า ม ถ า ม ต อ บ เ พ ื ่ อ ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ส ร ู ป ก ั ญ ล ั ก ษ ณ ์ ก า ร ล บ ข อ ง พ ี ช ค ณ ิ ต ท ึ ่ ส า ม า ร ถ  

เ ข ี ย น ไ ด ้ ค ั ง น ื ้

f - g  = { ( x , y )  /  y  = f ( x ) - g ( x )  แ « ะ  X  e  D f ก  }

ข น ส ร ู ป

1 .  ค ร ู ใ ช ้ ค า ถ า ม ถ า ม ต อ บ  ใ ห ้ น ั ก เ ร ี ย น ช ่ ว ย ก ั น ส ร ู ป ก า ร บ ว ก แ ล ะ ก า ร ล บ พ ี ช ค ณ ิ ต ข อ ง  

ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น อ ี ก ค ร ้ ง ห น ึ ่ ง

ก า ร ว ั ด แ ล ะ ป ร ะ เ ม ิ น ผ ล

ก า ร ว ั ด ผ ล ก า ร ป ร ะ เ ม ิ น ผล

1 .  ก ั ง เ ก ด จ า ก ก า ร ต อ บ ค า ถ า ม ข อ ง น ั ก เ ร ี ย น 1 .  น ั ก เ ร ี ย น ต อ บ ค า ถ า ม ไ ด ้ ป ร ะ ม า ณ  8 0 %

2 .  ค ู จ า ก ก า ร ท า โ จ ท ย ์ พ ิ เ ศ ษ ห ้ า ย ช ้ ว โ ม ง 2 .  น ั ก เ ร ี ย น ท า โ จ ท ย ์ พ ิ เ ศ ษ ท ้ า ย ช ้ า โ ม ง ไ ต ้

3 .  ด ู จ า ก ก า ร ท า แ บ บ ฝ ึ ก ห ั ด ป ร ะ ม า ณ  8 0 %

3 .  น ั ก เ ร ี ย น ท า แ บ บ ฝ ึ ก ห ั ด ไ ด ้ ป ร ะ ม า ณ  8 0 %

แ บ บ ฝ ึ ก ห ั ด  เ  พ,ม  เ  ต ิ ม

ก า ห น ด ใ ห ้  f  ( x ) |x[
X + 1

g ( x )

X <  0 
0  X  < -  1 
X > 1

จ ง ห า  f  +  g  แ ล ะ  f - g  พ ร ้ อ ม ท ง โ ค เ ม น แ ล ะ เ ร น จ ์  แ ล ะ เ ข ี ย น ก ร า ฟ



1 6 0

m n  ย เท g

ในการยกต ัวอย ่ างฟ ั งก ์ฟ ันแบ!ทเจกแจงสมาฟ ักแระแบบบอกเง ื ่อนไข และคร ูใบ ้น ักเร ียนหา 

โดเมนและIรนจ ์น ั ๊น  คร ูอาจจะด ีดารางด ัง (ทวอผางข ้ างล ่ างต ่อไปน ื ้

ฟังก์ฟัน
โด เมนของ 

ฟังก์ฟัน

เรนจ ์ของ 

ฟังก์ฟัน
T -

ความฟัมพันธ์ 'ระหว่าง 

ฟังบ้ฟัน

f  1 =  { ( 1 , 2 )  , เ 1  » 2 , 3 , 4  } { 2 , 4 , 5 , 7 } CN 1—1 f  1+ g  1= { ( 1 , 3 ) ,  ( 2 , 6 )  ,

( 2 , 4 )  , ( 3 , 8 ) }

( 3 , 5 )  ,

( 4 , 7 ) }

g  1= { ( 1 , 1 ) , { 1 , 2 , 3 } { 1 , 2 , 3 } £ 1 - g 1= { ( 1 , 1 ) ,  ( 2 , 2 )  ,

( 2 , 2 )  , ( 3 , 2 ) }

( 3 , 3 ) }
_____________ น
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คามที่  17

มัวข้อเรื ่อง การคูณพีชคณิตมองมังก์มัน และการหารพีชคณิตของมังก์มัน

จดประฝีงค์การเรียนรู้

เมื ่อเรียนจบคาบแล้วนักเรียนสามารถ 

1 . หาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์มันได้อย่างถูกต้อง

2. หาโดเมนร่วมระหว่างมังก์มันได้อย่างถูกต้อง

3. หาผลคูณและหารพีชคณิตของมังก์มันได้อย่างถูกต้อง

4. บอกได เมนและเรนจ์ของผลคูณและหารพีชคณิตของVไงก์มันได้อย่างถูกต้อง 

5 . สรุปนิยามการคูณและหารพีชคณิตของมังก์มันได้อย่างถูกต้อง

6. ทาโจทย่พีเศษท้ายมัวโมงได้อย่างถูกต้อง 80"/

7. ทาแบบฝึกมัดได้อย่างถูกต้อง 80"/

เนอหา

นิยาม กาหนดใท้ f  และ g เป็นมังก์มันที่ มี D,. และ D เป็นโดเมนของมังก์มัน* f  g

g และ f  ตามลาดับ

f  .g

fg
= |(x,y)/ y = 

= {(x,y) / y =

f(x).g(x) และ x G D f ก dJ  

= g (x) และ X G D f n Dg ' g(x) * °}

ตัวอย่างที ่  1 กาหนคให้  f  = { (1,5) , (2,10) , (3 ,15) ,  (4,20), (5,25)]

{(1,1) , (3 

วิ ธีทา

,3 ) ,  (5,5),  (7,7)} จงหา f  .g และ —g

Df = 1[ l , 2 , 3 , 4 , 5} , Dg = {1 , 3, 5 , 7}

Dt ก Dg . [1 , 3 , 5}

. " . D D_ f 1f  .g f  = {1 , 3 , 5 }g

. f . g { (1,5) , (3,45) , (5,125)}

. fg {(1,5), (3,5) , (5,5)}
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ตัวอย่างที ่  2 กาหนดให้ f  (x) = >ะ -  1 , g (x) = X + 1 จงหา

และ — พร้อมที ่งโดเมนและIรนจ์g
วิธีทา

Df n Dg

f  .g

Dfg

= { x  /  x € r } ; Dg = | x  / xE r ! 
= { X /  x g r |
= I X /  x ER }

= I X / x E R ,  g (x) / o)
จาก (f .g) (x) = f  (x) .g (x)

(x - 1 ) (x + 1)

3 2= X + X -  X
จาก (H (x)g

f  (x) 
g (x)

X2-  1 
X + 1

= X -  1

; g(x)  ̂ O

; X + 1 ^ O
; X  ̂ -1

f .g = | ( x , y )  / y = x 3+ X2-  X -  l |

= { (x ,y)  / y = X -  1, X ^ - l |

ตัวอย่างที่  3  ก า หนคให้ f (x) = X + 1  และ g ( x )  = X 2  จ ง หา ( f

fg

และ (H  (x)

วิ ธีทา

= j x  / ; : £ r ) 1 D = |x / xE r }

Dfก Dg = I X / X e  R j
จาก (f .g)(x)  = f (x ) .g (x )

= (x + 1) X *
3  ̂ 2= X + X

• g) (x)
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X  พ  , f Xจ า ก  (—) ( x )  =  — 7— !g  g  ( x ) , g (x) ท่ี  0

X +  1 
2

2,  X 7* 0
X

X +  1  
2 1 X ท่ี  0

X

โ จ ท ย ์ พิเศษห ้ า ย ฟ ั ว โ ม ง

1 .  ให ้ f  =  { ( 1 , 2 ) ,  ( 3 , 4 ) ,  ( 5 , 6 ) } ,  g  = { ( 1 , 3 ) ,  ( 3 , 5 ) , ( 5 , 0 )  ,  ( 7 , 9 )

จ ง ห า f . g  และ —g
2 . ให ้ f  =  j ( x , y )  /  y  =  X +  1 } , g =  ■f  ( x , y )  /  y  =  2 x |

จ ง ห า  f . g  และ —g
ท่ีอกา ร I รียนการสอน แผนภรสรุปการคูณและหารพีชคณิตของฟังก์ฟัน

กิจกรรนการเรียนการสอน 

ขนนา

1 . ครูยกตัวอย่างฟังก์ฟันแบนแจกแจงสมารกและแบบบอกเง่ือนไขอย่างละต ัว อยาง 

ครูใช้คาถามตอบให้นักเรียนช่วยกันหาผลบวกและผลลบพีชคณิตของฟังก์ฟัน

ขนฝีอนุ

1. จากตัวอย่าง ครูใช้คาถามถามนักเรียนว่า ถ้าครูต้องการผลคูณพีชคณิตของ 

ฟังก์ฟันจะทาอย่างไร โดยให้นักเรียนใช้หลักการเคียวกันกับการบวกและการลบฃองฟังก์ฟัน 

ถ้านัก เรียนตอบไม่ไต้หรีอตอบไม่สบyรณ ครูอรบาย Iพี,มเติม

2. ครูให้นักเรียนยกตัวอย่างการคูณพีชคณิตของฟังก์ฟันทงแบบแจกแจงสมาฟัก 

และแบบบอกเง่ึอนไข และใช้คาถาม ถามตอบเพ่ีอให้นักเรียนช่วยกันหาผลลัพถ้ พร้อมกับเขียน 

กราฟของฟังก์ฟันใหม่ท๋ึไต้

3. ครูให้นักเรียนช่วยกันสรุปนิยามการคูณพีชคณิตของฟังก์ฟัน และลัญลักษณ์การคูณ 

ของฟังก์'ฟัน พร้อมกับครูติดแผนภรบนกระดาบดา

4. ครูยกตัวอยางฟังก์ฟันแบบแจกแจงสมาฟัก 2-3 ตัวอย่าง และให้นักเรียบช่วยกัน 

หาผลหารพีชคณิตของฟังก์ฟ้น โตยให้นัก เรียนใช้หลักการ เดียวกันกับการคูณพีชคณิตของฟังก์ฟัน 

พร้อมกับให้นักเรียนเขียนกราฟของฟังก์ฟันใหม่ท่ีหาใ»โ
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5. ครูยกตัวอท่างด้งตัวอยางท่ี 2 ให้นักเรียนหาผลลัพธ์ในการหารพีชคณิต 

ของหังย์ตันโดยครูให้,นักเรียนพิจารณาหลักในการทาคล้ายกับการคูณหังก์ตัน แต่ครูจะห้อง 

เน้นว่า ในการหารจานวนใด  ๆ ตัวหารน้นจะห้องไม่เก็นคูนย์เพราะละน้นการหารหังก์ตัน 

ก็เหรอนกัน ตัวหารของหังก์ตันก็จะห้องไม่เก็นคูนย์ห้วย (ซ่ึงครูอาจจะใช้ถาฆนักเรียนก็ไห้ 

ถ้านักเรียนตอบไม่ไห้ครูจึงบอก)

6 - ครูยกตัวอย่างการหารพีชคณิตของ'ลังก์ตันแบบบอกเง่ือนไข 2-3 ตัวอย่าง 

และให้นักเรียนช่วยกันหาผลลัพธ์ตังตัวฮยางท่ี 2 และไห้นักเรียนเขียนกราฟห้วย

7. ครูให้นักเรียนช่วยกันสรูปนิยามการหารพีชคณิตของฟังก์ตัน และลัญลักษณ์ 

ท่ีใช้ในการหารพีชคณิตของนังก์ตัน ไดยใช้วิรการถามตอบ พร้อมกับครูคิดแผนฎรสรูป

ขนฝีรูป

1 . ครูให้นัก เรียนสรูปข้อแตกต่างระหว่างการคูณและการหารพีชคณิตของลังก์ตัน 

การวัคและประIรนผล

การวัดผล การประ เรนผล

1. ลังเกดจากการตอบคาถามของนักเรียน 1. นักเรียนตอบคาถามไห้ประมาณ 80"/

2 . คูจากการทาโจทย์พิเศษท้ายตัวโมง 2. นักเรียนทาโจทย์พี เศษท้ายท่ีวใมงไห้

3. คูจากการทาแบบรกหัด ประมาณ 80"/

3. นักเรียนทาแบบรกหัดไห้ประมาณ 80"/

แบบรกหัด เ พี,ม เ ติม

1 . กาหนดให้ f (x) = -j--"—- , q(x) 

จงหา f.q และ — พร้อมทั ๊งโคเมนและเรนจ์ และเขียนกราฟg

น: I2 . กาหนคให้ f (x) = x 1■_  ̂ , g(x)

จ งหา f . q  และ 77 พร้อมทงโ ค เมนและเรนจ์
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หมาฆ เหg

ในการยกตัวอย่าง ฟัง ก์ฟั'นแบบแจกแจงสมารกและแบบบอกเงื ่อนไข และครูให้ 
นักIรืยนหาโดเมนและ;เ รนจ์น่ัน ครูอาจจะตีตารางตังตัวอยางต่อไปนั่

โดเมนของ เรนจ์ของ โค เมน
ฟัง ก์ฟัน

ฟัง ก์ฟัน ฟังก์ฟัน ร่วม
ความฟัมฟันธ์ร ะหว่างฟังก์ฟัม

f  1= {(1,2) , (2 ,3 ) ,  (3,4)  , { 1 ,2 ,3 ,4 } { 2 ,3 ,4 ,5 } 3 , 2 , 3 } f i*q r
(4,5)}

จ2 = {(1 ,1 ) ,  (2,2) , (3,3)} 3 , 2 , 3 } {■ ,2,3} ร-
น ัถ พ าท ี่ควร เน ้น

1 . ข น ต อ น ใน ก าร ค ูถ !แ ล ะ ห าร พ ีช ค ณ ิต ข อ งฟ ังก ์ฟ ัน แ บ บ บ อ ก เง ื่อ น ไ ข

น ั่น แรก ด ูข อ บ เข ต ข อ ง ต ัว แปร X ห ร ือ ห าโ ด เม น ข อ งฟ ังค ้ฟ ัน ใน แ ต ่ก ะ ฟ ังก ์ฟ ัน

ขนท ี่สอง ค ูว ่าฟ ังก ,ฟ ัน ท ี่น าม าค ูณแ ล ะ ห ารน ั่น ม ีโค  เม น ร วม ก ัน ห ร ือ ไม ,

ขนท ี่สาม น าค ่าข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ้น  X ม าค ูถ น เล ะห ารก ัน  แ ล ้ว จ ะ ไ ค ้ค ่าข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน  

ท่ี >: ให ม ่ ช ง โ ด เม น ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน ใ ห ม ่ค ีอ  โ ด เม น ม ี่ร ่ว ม ก ัน ร ะ ห ว ่า ง  

ฟ ังก ์ฟ ัน เต ีมน ั่น  เอ ง

ใน ก ารห ารพ ีช ค ณ ิต ข อ งฟ ังท ์ฟ ัน น ั่น  ฟ ัง ก ์ฟ ัน ท ี่น าบ าห าร จ ะ ต ้อ ง ไ ม , เป ็น ค ูน ย ์ น ั่นคิอ นอกจากVโงก์ฟ ัน 

ท ี่ม า ห า ร จ ะ ไ ม ่เท ่า ก ับ ค ูน ย แล ้ว จ ะ ต ้อ ง ไ ม ,ม ีค ่า  X  ใด   ๆ ท ี่ท าให ้ฟ ังก ์ฟ ัน น ั่น เรน ส ูน ฆ ์ ล ้าม ีจ ะ ห ้อ ง  

ย ก เว ้น ท ี่ค ่าน ั่น  แต่ฟ ังค ้ฟ ัน ท ี่เป ็น ต ัว น ั่ง อ า จ จ ะ เป ็น ค ูน ย ์ห ร ือ ไ ม ่ก ็ไ ค ้

2 . ล ้าโ ด Iม น ข อ ง ฟ ัง ห ้ฟ ัน ท ี่น าม าค ูณ แ ล ะ ห าร ก ัน น ั่น ไ ม ่ม ีโ ด เม น ร ว ม ก ัน  เล ย จ ะ น า  

ฟ ัง ก ฟ ัน เห ล ่าน ั่น ม าค ูณ แ ล ะ ห าร ก ัน โ ม ่ไ ด ้



ช ุด ก า ร  เร ีย น ก า ร ส อ น ร า ย บ ุค ค ล  1รอV] "ฟ้ง m fน''
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จดการ เรียนการสอฆท่ี 1 

เ ร่ีอง

ควา mi มายของ ฟ้’งก,?น

ฝัตรคาฝัง

ให้ปัก เรียนปฎิปัคิดาบขนตอนฝังน่ึ 

1 . ทาflดรfiจกร'รม

2 . ศึกษาจากปัครเน้ือหาอีกคร่ีงหน่ึงถ้าไม่เข้าใจ ห»โงจากท่ีทาปัดรกจกรรมแล้ว

3. ทาปัดรแบมศึกหัค หริอปัดรงานหร้อมทงดรวจผaงานท่ีปัตร เฉลย 

4 . ทาปัดรทตสอบหริอปัดรปัญหาห'โอมท๊ังตรวจผลงานท่ีปัดรIฉลย



1 r ,a

บัตร เนอหา

เรื ่อง 1. ความหมายของพังก์ชิบ

1  .1 ความหมายของพังก์ชิน

นิยาม พังก์ชินคิอ ความสมพันธ์ซึ่งในสองคู ่อันคับใค  ๆ ของความสมพันธ์นั ๊น ถ์ามี 

สมาชิกคัวหน้า เหมีอนกันแร้ว สมาชิกคัวหสังท้องไม, เท่ากัน

หวีอ

พังก์ชิน f  คีอ ความสมพันธ์ซึ่งร้ามี ( x , y ) £ f  และ ( x , z)€  f  แร้ว

y  = Z

ความสมพันธ์ที่ เขียนแบบแจกแจงสมาชิก

คัวอย่างที ่ 1 r  1 = {(1,3) , (2,4) , (3, 5) , (4, 6)}

r 1 เรบพังก์ชิน เหราะไม่มีคู ่อันคับใคที่มีสมาชิกคัวหน้า เหมีอนกัน เสย 

คัวอย่างที่ 2 r  2 =  { ( 1 , 2 )  , ( 1 , 3 )  , ( 4 , 5) , (5,6)}

r 2 ไม่ เรนพังก์ชิน เหราะมีคู่อันคัมที่มีสมาชิกคัวหน้าเหมีอนกัน แค่สมาชิกคัวห รง 

ตางกัน คัวอย่างของคู ่อันคับน้ไค้แก, (1,2), (1,3)

คัวอย่างที ่ 3 = {( 1, 2) , (3, 2) , (4, 5)}

1 โ 3  เ ร น พ ั ง ช ิ น  เ ห ร  าะไม ่ ม ็ ค ู ่ อ ั น ค ั บ ใ ค ท ี ่ ม ี ส ม า ช ิ ก ค ั ว ห น ้ า  เ ห ม ี , อ น ก ั บ  เ ล ย
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ท ว า ม ด ัฆ พ ัน  c'y! เข ีย น แ บ บ บ อ ก  เง ื่อ น ไ ข

ก า ร พ ิจ า ว ท ท ว ่า ค ว า ม ด ัม พ ัน ธ ์ r  ง ื่ง เข ีย น แ บ บ บ อ ก  เง ื่อ น ไ ข  เป ็น ด ัง ก ์ท ัน ห ร ัอ ไ ม ่ 

อ า จ ใ ช ้ว ิธ ีก า ว ด ัง น

ก .  ใ ช ้ ( x , y ) £  r  แ ร ะ  ( x , z ) €  r

แ ล ้ ว เ ข ี ย น  y ใ น -ร ุป ข อ ง  X  แ ร ะ เข ีย น  Z ใน-J i h เอ ง  X  โ ท ย ใ ช ้เ ง ื่อ น ไ ข  

ข อ ง ค ว า ม ด ัม ด ัน ถ ้ท ี่ก า ห น ด ใ ช ้

ถ ้า  y  =  Z  แ ส ค ง ว ่า  r  เป ็น ด ัง ถ ้ท ัน

y ï  Z  แ ส ค ง ว ่า  r  ไ ม ่เป ็น ด ัง ก ์ท ัน

ข .  ถ ้า ส า ม า ร ถ ย ก ต ัว อ ย ่า ง ค ู่อ ัน ด ับ ส อ ง ค ู่อ ัน ด ับ ใ น ท ว า ม ด ัม ด ับ ธ ท ี่ม ีส ม า ท ัก ต ัว ห น ้า

เห ม อ น อ ัน  แ ค ่ส ม า ท ัก ต ัว ห ด ัง ค ่า ง อ ับ จ ะ ส ร ุป ไ ค ้ท ัน ท ีว ่า  ค ว า ม ด ัม ด ัน ถ ้น ้น ไ บ ่เป ิบ  

ด ัง ก ์ท ับ

ต ัว อ ย ่า ง ท ี่ 4  จ ง แ ส ค ง ว ่า  f  =  { ( x , y )  /  y  =  x 2 +  l }  เ ป ็ นด ั งก ์ ท ั น 

ว ิ ธ ี ทา  ใ ช ้  ( x , y ) € f  แ ล ะ  ( x , z )  €  f

จ ะ ไ ค ้ y = x 2 +  1 แ ล ะ  z  = x 2 +  1 
ส ร ุป ไ ค ้ว ่า  y  =  Z 

แ ส ค ง ไ ค ้ว ่า  f  เป ็น ด ัง ก ์ท ัน

ต ัว อ ย ่า ง ท ี่ 5  g =  { ( x , y )  /  y  =  x j  เป น็ ด งัก , ท นั ห รอิ ไบ ่

ว ิธ ีท า  เน อ ง จ า ก ม ีค ู่อ ัน ด ับ  ( 1 , - 1 ) €  g  แ ล ะ  ( 1 , 1 ) 6  g

g  ไ ม ่เป ็น ด ัง ก ์ช ัน  เพ ร า ะ ส ม า ท ัก ต ัว ห น ้า ข อ ง ค ู่อ ัน ด ับ ท ี่ง ฝ ึอ ง  เห ม อ น ก ัน  

แ ค ่ส ม า ท ัก ต ัว ห ด ัง ข อ ง ค ู่อ ัน ด ับ ท ง ส อ ง น ค ่า ง อ ัน

ต ั ว อ ย ่ า ง ท ี ่  6  จ ง แ ส ค ง ว ่ า  f  = I (x,y)  /  y  = X  + l ]  เป ็น ด ั ง ก์บ้'น
ว ิธ ีท า  ใ ช ้ ( x , y ) €  f  แ ล ะ  (X ,  z )  £  f

จ ะ ไ ค ้  y  =  X  +  1  แ ล ะ  z  =  X  +  1

ส ร ุป ไ ค ้ว ่ า  y  =  Z

แ ส ค ง ไ ค ้ว ่า  f  เป ็น ด ัง ก ์ท ัน



ตัวอฆ่างทึ่  7 f  = I ( x , y) /  X = | y | j  เป็นฟ้งก์สันหรีอไม,
ว ิ5ทา เน ึอ่งจากมีคู่อันดับ (1, -1)£  f  และ (1,1) € f

g ไม่ เป็นฟ้งก์สัน เพราะสมาสักตัวหน้าของคู่อันดับทงสอง เหมัอบกัน 
แต่สมาชิกตัวหลังของคู่อันดับทั๊งสองน้ต่างกัน
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บพรกิจกร■ รม

เ ร ี่ร ง  1 . ท ว า ม ห ม า ย ข อ ง พ ัง ธ ์ส ัน

1 . 1  ค ว า ม ห ม า ย ข อ ง พ ัง ก ์ส ัน

จ ด ป ร ะ ส ง ค ์ก า ร เ ร ีย น ร ู้

น ัก เร ีย น ส า ม า ร ถ

1 .  บ อ ก น ย า ม ข อ ง พ ัง ค ์ส ัน ไ ห ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

2  .  บ อ ก ไ ห ้ว ่า ค ว า ม ส ิม พ ัน ธ ์ท ีก า ห น ค ใ ห ้ข ้อ ใ ด  เฟ ้น พ ัง ก ์ส ัน ไ ห ้อ ย ่า ง ถ ูก ห ้อ ง

ก ิจ ก ร ร ม

ใ ห ้น ัก เร ิย น พ ิจ า ร ถ ท ข ้อ ค ว า ม ข ้า ง ล ่า ง น

ในขีวิตประจาวัน มบุษย่พ้อง เทียวข้องกับบุคคลและสิ’งต่าง  ๆ อยู่ตลอด เวลา เริมพงแต่ 

กี่นนอนในคอน เข้า สิงทีจะห้องทาคีอ แปรงพัน ล้างหข้า อาบข้า ๆลๆ พังนนฮ่งทีเราจะห้อง 

เทียวข้องห้วยก็คอ แปรงสิพัน ยาสิพัน สยู่ ๆลๆ บุคคลทีจะห้อง เกี่ยวข้องห้วยก็บิ บิดา มารคา ที 

ข้อง เทีอน ๆลๆ เมึ ๋อมาพิจารณาดูความ เกี ่ยวข้องใดความ เกี่ยวข้องหนึ่ง ส ิงทีเราอาจ เห็นไห้ 

หริอทราบไห้ก็คิอ ส์งทีบิ.จวาม เกี่ยวข้องนึ่น  ๆ ต่อกัน เช่น การแปรงพัน เฟ้นความ เกี่ยวข้องหนึ่ง 

ดังนึ่ ๅร่ผ้สัยชอมใช้ยาสิพันคอสเกต นิตยาชอบใข้ยาสิพันดาว์กั วะวิวรรณชอบใข้ยาสิพันใกล้ขัค 

และกรีทาบุทซ ชอบใข้ยาสิพันวิเศ»นิยม จากทีกล่าวมา เราทราบแต่เพียงใคร เกี่ยวข้องกับยาสิพัน 

ยี่ห้อใดห้วย "การชอบใช้" และสามารถ เขียน เฟ้นแผนภาหหริอคู,อับพับไห้ พังน่ึ

( ใ ร ส ัย ,  ท อ ล เน พ )

( น ิต ย า ,  ค า ร ์ก ี)

( ว ะ ว ิว ว ร ณ ,  ใ ก ล ข้ ั ด) 

( ก ว ีท า บ ุท ท ,  ว ิเ ศ ษ น ิย ม )

จ ะ  เห ็น ว ่า ค ว า ม  เก ี่ย ว ข ้อ ง ห น ึ่ง  ท า ใ ห ้เก ิด ก า ร อ ัม ถ ู’ข อ ง ส ิง ต ่า ง   ๆ ส อ ง ท ว ก ท ีม ี

ท ว า ม  เท ีย ว ข ้อ ง น น  ๆ ต ่อ ก ัน  น ึ่ง ใ น ว ิช า ค ณ ิต ศ า ส ต ร ์เร า  เ ร ีย ก  " ค ว า ม  เ ก ี่ย ว ข ้อ ง ” ว ่า  " ท ว า ม ฝ ัม พ ัน ธ ์"



จากนิยามคาทนพัมพันธ์ กล่าวว่า r เป็นความพัมพันธ์จาก A ไป B ก็พ่อเนึ่อ r เป็น 

สิบเซตของ A X B ซ่ึง A X B คีอผลคูณคาธ์ที เชิยนของ เซต A และเซต B ซงคิอเซตของคู่พันพับ 

( a ,๖) ทั๊งหมด โคยที่ a เป็นสมาชิกของ เซต A และ ๖ เป็นสมาชิกของ เซต B

ตังน่ึน ความพัมพันธ์ข้างต้นอาจเขยนเป็นเซตไล้คิอ I(ไรช ิย.คอลเภต), (นิตยา,คาธ์ท ี), 

(ระวิวรวฌ.ใกล้ช ิด), (กรีทายุทธ,วิเศษนิยม)}

ในบางกรณี เซตสอง เซตที่มิความสิมพันธ์กันนบ สมาชิกแต่ละสมาชิกใน เซตแรกมี 

ความพัมพันธ์กับสมาชิกในเซตทึ่สอง เพัยงสมาชิกเคยวเป็นอย่างมาก ในกรณีเซ่นนกล่าวว่า 

"ความสัมพันธ์นบ เป็นพังธ์ชินจาก เซตที่หนึ่งไปยัง เซตที่สอง"

ยาพัพันคอลเกคอย่าง เคียว บิตยามีความพับพันธ์กับยาสิพันดาว์ทีอย่าง เคียว ระวิวรร{นมิความพัมพันธ์ 

กับยาสิพันใกล้ชิตอย่าง เคียว และกรีทาyทธมิความพัมพันธ์กับยาสิพันวิ เศษนิยมอย่าง เคียว ตังน๊ัน 

ความพัมพันธ์นึ่จ็ง เป็นพังธ์ฟ้น

ตัวอย่างที่ 1

(ไฒิซัย, คอสเกต)

(บิตยา, คาร’ก)

(ระวิวรรณ, ใกล้ชิต) 

(กรีซายูทธ. วิเศษนิยม)

จากความพัมพันธ์ของ เซตของคนกับเซตของยาสิพัน จะเห็นว่า ไฒิชิยมิความสัมพันธ์กับ

ตัวอย่างที่ 2

(บิตยา, คอลเกต)

(ระวิวรรณ, ใกล้ชิต) 

(กรีซายูทธ, วิเศษนิยม)

(ไรฟ้ย . คอลเกต)

เขียนกวามพัมพันธ์ใบไปของ เซตไล้ ตังนึ่
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จ า ก ท ว า บ ก ับ พ ัน ซ ' ข อ ง เ ซ ต ข อ ง ค น ก ัย เ ช ต ข อ ง ย า ส ิฟ ัน  จ ะ เ ห ็น ว ่า  ^ พ ิก ัย ม ี« ว า ม ส ิฆ ค ัน ท ์ 

ก ับ ย า ส ิก ัม ก อ ล เ ก ต อ ย ่า ง  1 ค ีย า  น ิต ย า ม ีค ว า ม ก ัม ค ัน ธ 'ก ับ ย า ส ิก ัน ค อ ล  เ ก ค อ ย ่า ง  เ ค ย ว  ร ะ ว ิว ร ร ณ ม ีค ว า ม  

ส ม ค ัน ท ์ก ัม ย า ส ิก ัน ใ ก ล ้ช ิด อ ย ่า ง  เ ค ีย ว  แ ล ะ ก ว ีท า t jท ธ ม ีค ว า ม ก ัม ก ัน ธ 'ก ับ ย า ส ิก ัน ว ิ  เ ศ ษ น ิย ม อ ย ่า ง  เ ค ี ย ว  

ด ัง น น ค ว า ม ก ับ ก ัน ธ 'น ึ ่จ ็ง  เป ็น ก ัง ก 'ก ัน

ต ัว อ ย ่าง ท ี๋ 3

( ๅ ฒ ิก ัย ,  ค อ ล เ ก ต )

( น ิค ย า ,  ค อ ล เ ก ต )

( น ิต ย า . ด า ร ์ก ั )

( ร ะ ว ิว ร ร ณ ,  ใ ก ล ้ช ิด )  

( ก ว ีท า ย ูท ธ . ว ิ เ ศ ษ น ิย ม )

เข ีย น ค ว า ม ก ับ ก ัน ธ 'ใ น - 2 ป ข อ ง  เ ซ ต ไ ด ้  ด ัง น

j ( ๅ ฒ ิก ัย . ค อ ล เ ก ต ) ,  ( น ิด ย า , ค อ ล เ ก ต ) ,  ( น ิค ย า , ด า ร ' ก ิ ) ,  ( ร ะ ว ิว ร ร ณ , ใ ก ล ้ช ิด ) ,  

( ก ว ีท า ย ุท ธ , ว ิ เ ศ ษ น ิย ม ) ]

จ า ก ค ว า ม ก ับ ก ัน ธ ์ข อ ง เ ซ ต ข อ ง ค น ก ับ  เ ซ ต ข อ ง ย า ส ิก ัน  จ ะ เ ค น ว ่า  น ิด ย า บ ีค ว า ม ก ัม ค ัน ธ ์ก ับ  

ย า ส ิก ัน ค อ ล เ ก ต  แ ล ะ ย า ส ิก ัน ค า ว 'ก ิร ็! ง  เก ิน ค น ึ ่ง ส ิง  ด ัง น ้บ ค ว า ม ก ัม ก ัน ธ 'น ึ ่จ ง ไ ม ่  เป ็น ก ัง ก ์ก ับ

ก า ร พ ิจ า ร { บ า ค ว า ม ก ัม ก ัน ท 'ว ่า  เป ็น ก ัง ก 'ก ัน ค ว ีอ ไ ม ่อ า จ แ ย ก  เป ็น 3 ก ร g  ค ิอ  

กรณ ีท ี ่  1 ส ม า ช ิก ต ัว ห น ้า ต ่า ง ก ัน

ล า ด ั บ ท ี ๋ ค ว า ม ส ม ก ั น ธ ์
r

แ ผ น ภ า ค
ก ังก 'ก ัน

เป ็น ไ ม ่ เป ็น
เห ต ุผ ล

1 1 r 1 = { ( 1 , 3 )  , ( 2 , 4 )  , ( 3 , 5 )  , ( 4 , 6 ] }

j

เ̂  /ใ l v / -
ส ม า ช ิก แ ต ล ะ ส ม า ช ิก ใ น  เ ซ ต แ ร ก  

ม ีค ว า ม ก ับ ค ัน ธ ์ก ับ ส ม า ช ิก ใ น  เซ ต  

ท ึ ่ส อ ง  เ พ ิย ง ต ัว  เ ค ีย ว

I ว
\ ; T T 7 y

j

2  1 JT2 = { c i ,  2 )  , ( 3 , 2 )  , ( 4 , 5 ) }

i

1
ร / -

เห ม อ น  เค ม

:

p 4 —
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จากตารางจะอ ัง เกตไค้ว่า

กาฌิทสมารกใน เซตแรกไนความคับหันธ์ตางกั'นท■งหมด ความคับพันก์บน 

หังก์รน
เ£๒/ไม' เป็น

กรถัJท่ี 2 สมารกคัวหน้า เหมีอฆกันขางตัว

ล า ค ัม ท ี ่ ค ว า ม ค ัม ห ัน ท ์ น พ น ภ าห
' ห ังล 

เป ็น

รน
ไม ่ เป ็น

เ ห ต ุผ ล

1 r  1 = { (1 ,2 )  , (1 ,3 )  , (4,5)  

(5,6)}

Æ ^
4 J __
5 - C l

V 2 \
1*  3 \
r 5 
\ 6  /

- y
ม ีค ่อ ัน ค ับ  ( 1 , 2 )  แ ล ะ  ( 1 . 3 )

ม ีส ม า รกใ น  เซ ต น ร ก ม ีค ว า ม ค ัม ห ัน ซ ์  

ก ับ ส ม า รก ใ น เ ซ ต ท ี ่ส อ ง  2  ค ัว

2 r 2 = { ( l , a )  , ( 2 , ๖ ) ,  ( 2 , ๖ ) } r BJ -

มี ( 2 , ๖ )  กับ ( 2 , ๖ )  ซ ี ๋ง ส ม า รท 
ใ น  เ ซ ต น ร ก  เห ม ีอ น ก ัน  น ล ะ ส ม า ซ ิก  

ใน  เ ซ ต ท ี ่ส อ ง  เห ม ีอ น ก ัน  ต ัง น ้บ จ ีง  

ก ัอ ว ่า  เป ็น ค ู ่อ ับ ต ับ  เค ีย ว ก ัน

3 r 3 =  { ( l , a )  , ( 1 , ๖ )  , ( 3 , c ) } (̂  1 l

VV-
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ลาค ัมท ี กวามต ัมค ันท ์ แผนภาพ
ค ังก ์รน ------------w-rg 'y -----------------------------

เหต ุผล
เป็น ไม, เป็น

4 r 4 = { ( 0 ,1 )  , ( 0 , 4 )  , ( 1 , 1 )  , 

( 1 , 2 ) , ( 2 , 3 ) } 0 0

จ า ก ค า ร า ง จ ะ ล ัง  เก ต ไ ด ้ว ่า

ถ ้าส ม ารกต ัวหถ ้าของภ ู่อ ันค ับ  เห มอนอ ัมบางต ัว ใ»โพจารถทสมารกตัวหลังค ็อ

ส ม ารกต ัวหล ัง เหมิอนอัน จะส ร ุป ได ้ว ่ากวาม ต ัม พ ัน ธ ์ พ ังก ์รน
Iร น /ไ ม ่เป ็น

ส ม ารกต ัวห ล ังต ่างอ ัน  จะส ร ุป ได ้ว ่าก วาม ต ัม พ ัน ธ ์ พ ังธ ์รน
เป ็น /ไ ม ่ เป็น

กรถ็รที 3 สมารกต ัวหน ้า เหมิอนอัน»3กตัว

ลาคับที ความล ัมพ ันธ ์ แผนภาพ
ค ังถ ้รน

เป็น ไม, เป็น
เหตุผล

1 r 1= { ( 1 , 2 ) , ( 1 , 3 ) , ( 1 , 4 ) } K

' r f
r 2 \- 3
* 4  / — J L

มีภู่อันคับ ( 1 , 2 ) , ( 1 , 3 )  และ 

( 1 , 4 )  î lงส ม ารก ใน เช ค แ ร ก ม ี 

ความต ัมพ ันธ ์อ ับสมารกใน เชตท ีสอง 

3 ตัว

2 r  = { ( 1 , 2 ) , ( 1 , 2 ) } ก
—

1

จ า ก ค า ว า ง จ ะ ส ร ุป ไ ด ้ว ่า

ถ ้าส ม ารกต ัวหถ ้าของภ ู่อ ันค ับ เหมอนอ ันท ุกต ัว โ»โพ ิจารถทสมารกตัวหลัง คอ

ส ม ารกต ัวหล ัง เหมิอนอัน จะส ร ุป ได ้ว ่าความล ัมค ัน ซ  ค ังก ์รน
เป ็น /ไ ม ่ เป็น

ส ม ารกต ัวห ล ังต ่างอ ัน  จะส ร ุป ได ้ว ่าความ ต ับ ค ัน ท ์ ค ัง ก ร์ม
เป ็น /ไ ม ้ เป็น
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จาก ก าว «จ าว ท ท ค ว าม ต ัม พ ัน ท ว ่า  เน ้นพ ังก ์พ ันหรีอไม่ทง 3 กวณี จ ะ ส ร ุป ไ ค ้ว ่า

น ิยาม  พังก์พ ันคีอ ความต ัมพ ันท ์ส ์งในสองถ ู่อ ันค ับใค  ๆ ของความตัมพ ันส ์น ้น 

ถ ้าม ีสมาพ ักต ัวหน ้า เหมีอนกันนถ้ว ส ม าพ ักต ัวห ต ังค ้องไม ่ค ่างก ัน

หรีอ

พังก์พ ัน f  ค ีอความต ัมพ ันB  ร}งถ้ามี ( x , y ) £  f  นสะ ( x , z ) €  f  

นถ้ว y  =  Z

เต ิม ข ้อ ค ว าม ล ง ใ น ช ่อ ง ว ่าง ใน ด าร าง

สาคับ* ความตัมพันธ แพนภาห
พังก์พัน

เหตุผล
เน้น ไม่ เน้น

1 r 1={(2,5) , (5,6)  , (6,7) ,(7,8)]
A
J

2 r 2={(2,2) ,(2,3)  , (3,2)  ,(3,5))

3 r 3= { ( 1 , 2) , ( 2 , 3 ) , (3 , 3 ) , (1 , 4 ) )

0 0
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กาวพจาวททความสัมพัฆย่ท่ี เปียฆนบบนรก เง่ีอฆไขว่า เป็นพังก์ชินหริอไม่ 

กาพนคให้ A = j o , 1 ,2 ,3 ,4 ,5] นระ B = เ0 ,1 , 2 , 3 , . . . , 10เ

สาค ับ ท่ี ความอัมพ ันห ้ พังก์ชิน
เหทุผล

แบบแจกแจงส มาช ิก แบบ เง ึ่อ น ไข เป็น ไม ่เป ็น

1 r 1= { (0 ,1 ) ,(1 ,2 ) ,(2 ,5 ) , * 1 -  {( x , y ) é A  * B / y — ส ม าช ิกค ัวห น ้าค ่างก ัน

(3,10)} y  = x 2+ 1 } ที่งหมค

2 r 2 = r  2= | ( x , y ) £  A X B /
y  = x |

3 r 3= {(0,0) ,(1 ,1 ) ,(2 ,4 ) , r 3 =

C3,9)}

จ า ก ต า ว า ง จ ะ เห ็น ว ่า

1 )  ถ ้าความคัมพ ันซ ์แบบบอก เง ึ๋อ บ ไ ข ส าม าว ก เข ีย น แ บ บ แ จ ก แ จ งส ม าช ิก ไ ค ้จ ะ  

ส าม าว ก บ อ ก ไค ้ว ่า  เป ็นพังก์ช ินหริอไม,

ร ) ถ ้าความอัมพ ันห ้แฆบบอก เง ึ๋อนไขไม,ส าม าว ก  เข ิยน แ บ บ แจก แจงส ม าช ิก ไค ้ 

ทุกคู,อ ันคับจะไม,ส าม าว ก บ อ ก ไ ค ้ว ่า  เป ็นพ ังก ์ช ินหริอไม ่

ในกวณีที่ 2 ให ้พ ิจ าวท ท ค ังค ัวอ ย ่าง

ค ัว อ ย ่างท ี่ 1 จ ง แ ส ค ง ว ่า  f  = j ( x , y )  /  y  = x 2+ 1 ]  เป ็นพ ังก ์ช ิน

ว ิ5 พา

ให ้ ( x , y ) € f  แสะ ( x , z ) £ f

จ ะ ไ ค ้ y  = x 2+ 1 แระ Z = x 2+ 1 

ส ใป ไค ้ว ่า  y = Z

แ ส ค งว ่า  f  เป ็นพังถ้ช ิน
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คั'วBข่างที ่ 2 g  = j ( x , y )  /  y 2 = X I  เป็นพังก์คันหริอไม่

ว ิ5พา

1นึ ๋องจากมีถู ่อ ันคับ ( 1 , - 1 ) €  g นระ ( 1 , 1 ) 6  g

ที ่งสมาคักคัวหน้าของถู ่อันคับที ่เงสอง Iหมอนคันแค่สมาคักคัวหรงของคู ่อ ันคับ 

หงสองนค่างคัน

คังนั๊น g  ไม่เป็นพังก์ค ัน

ก ารพ ิจ าวถ ก ว ่าค ว าม อ ัม พ ัน ธ ์ r  ช ีง เข ีย น แ บ บ บ อ ก เง ี่อ น ไ ข  เป ็นพ ังก ์ข ีนหริอไม ํ 

ม ีว ิรก าวค ังน

ก) ให้ ( x , y ) € r  แระ  ( x , z ) € r

เขียน y  ใน-2ป X และ Z ใน-5ป X โดยใช ้เง ึ ่อนไขของความอ ัมพ ันธ ์ 

ที ่กาหนคให้

ห้า y  = Z แ ส ค งว ่า  r  พ ังก ์ค ัน
เป ็น /ไม ่เป ็น

ห้า y  /  Z แ ส ค งว ่า  r  พังก์คัน
เป ็น /ไม ่ เป็น

ข )  ห ้าส ามาวถยกค ัวอย ่างถ ู่อ ัน ค ับ ใน ความ อ ัม พ ัน ธ ์ท ี่ข ีส ม าค ักค ัวห น ้าเห รอน ก ัน

แค่สมาคักคัวหอังค่างคัน จะสร ุปไห ้ว ่าความอ ัมพ ันธ ์ พังธ์คัน

เป ็น /ไ ม ่ เป็น

คัวอย่างท่ี 3 จงแสคงว่า f  = |(x,y) /  y = X + l} เป็นพังห้คันหริอไม่
วิรพา



ส วัอยา่'งท ี๋ 4  f = | ( x , y ) / x  = l y

ว5ิท ’า
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เวึ ๋อง 1 .

นบบฝิกหัค

บัพวแบบฝึภหัคหริอบพ*;งาน

ความหมายของพังก์สัน 
1 .1 ความหมายของพังก์สัน

1 . ความสัมพันธ์ต่อไปนเรนพังก์สันหริอไม่เรนพังก์สัน เท•ไ ท  ะ  เหคุใค
(1) i d , a ) , (2, b) 9 ( 3 , b ) , (5 ,c ) j
(2) { น , a ) , (2, b) 9 ( 3 , c ) , ( 4 , d ) ,  (4 ,c )J
(3) { น , a) , (2, a) 9 ( 3 , a ) , ( 4 , a)}
(4) {(x,y)<= A X A / y $5 X } ; A = { 1 , 2 , 3 }
(5) {(x,y)  ç B X B / y = X - 2 } ; B = { - 2 ,  - 1 , 0 , 1 , 2
(6) {(x,y)  ร R X R / X = 3 }
( 7 )  {(x,y)  €  R X R /  y  =  - 2}

(8) {(x,y) e  R X R /  y = / x ]
(9) {(x,y)  ç  A X B /  y <  X } ; A = {o,  l )  ; B = { - 1 ,1  }

{ ( x , y ) £  R X R / y =
1 เม่ีอ X ^  0 

, - 1  เม่ือ X 0 }(10)
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เ 0 ส ย  แบบฝึกหัพ 

1 . (1) f ( l , a )  , (2,๖), (3,๖), (5,C)J
เป็นฟังก์ชัน เหวา  ะไม่มีคู ่อันดับทึ ่มสมารกตัวหน้ๆช้ากัน เลย

( 2 )  ( d , a ) ,  ( 2 , ๖ ) ,  ( 3 , c )  , ( 4 , d ) ,  ( 4 , c ) }

ไม่ เป็นฟังก์ชัน เพวา::มถู ่อันคับ ( 4 , d )  ,  ( 4 , c )  ทึ ่มีสมาชักตัวหน้าชากัน 

แต่สมาชักคัวหลังด่ างกัน

(3) ( น , a ) ,  (2,a) ,  (3,a) ,  (4,a)}
เป็นฟังก, ชัน เพวาะไม่มีภ ู ่อ ันคับใคทึ ่สมาชักคัวหน้าช้ากัน เลย

(4) ให้ r II ÎT IT
) A X  A / y 2 .  x } ; A = { 1 , 2 , 3}

A X  A =  { ( 1 , 1 ) , ( 1 , 2 ) ,  ( 1 , 3 ) , ( 2 , 1 ) ,  ( 2 , 2 ) ,

( 3 , 1 ) , ( 3 , 2 ) ,  ( 3 , 3 ) }

คังน้น  r =  { ( 1 , 1 ) , ( 1 , 2 ) ,  ( 1 , 3 ) , ( 2 , 2 ) ,  ( 2 , 3 ) ,

ไ ม ่เป ็น ฟ ัง ก ์ช ัน  เพ ว า ะ ม ีถ ู่อ ัน ค ับ  ( 2 , 2 ) ,  ( 2 , 3 )  ท ึ่ม ีส ม า ช ัก ต ัว ห น ้า ช ้า ก ัน

แ ต ่ส ม า ช ัก ค ัว ห ล ัง ต ่า ง ก ัน

( 5 )  { ( x , y ) €  B X B / y  =  X -  2 } ; B ะ= { - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 . }

เป ็น ฟ ัง ก ์ช ัน  เห ว า : :ไ ม ,ม ีค ู่อ ัน ค ับ ท ึ่บ ีส ม า ช ัก ต ัว ห น ้า ช ้า ก ัน เน ย

( 6 )  { ( x , y ) €  R X r / x  = 3 I

ไ ม ่เป ็น ฟ ัง ก ์ช ัน  เพ ว า ะ ม ีถ ู่อ ัน ค ับ  เช ่น  ( 3 , 1 )  ( 3 , 2 )  ท ึ่ง ม ีส ม า ช ัก ต ัว ห น ้า

ช ้า ก ัน  แ ต ่ส ม า ช ัก ต ัว ห ล ัง ต ่า ง ก ัน

(7) {(x,y) € R X r /y = - 2 }
เป ็น ฟ ัง ก ์ช ัน  เพ ว า ะ ไ ม ,ม ค ู่อ ัน ค ับ ท ี่ม ีส ม า ช ัก ต ัว ห น ้า ช ้า ก ัน  เล ย  

(e) | ( x , y ) Ç R x R / y  = / x j
เป ็น ฟ ัง ก ์ช ัน  เพ ว า ะ ไ ม ่ม ภ ู่อ ัน ค ับ ท ี่ม ส ม า ช ัก ต ัว ห น ้า ช ้า ก ัน เล ย  

( ร )  ใ ห ้  r  =  { ( x , y ) e  A  X B / y  <  x ]  ;  A  =  { 0 , 1 }  ,  B  = { - l , l }  

A x B  =  { ( 0 , - 1 ) ,  ( 0 , 1 ) ,  ( 1 , - 1 ) ,  ( 1 , 1 ) ]

ค ังน ้น  r  =  { ( 0 ,  - 1 ) ,  ( 1 ,  - 1 )  ]  เป ็น ฟ ัง ก ์ช ัน  เ พ ว า ะ ไ ม ่ม ีภ ู่อ ัน ค ับ ใ ก

ท ึ่ม ส ม า ช ัก ต ัว ห น ้า ช ้า ก ัน  เน ย
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(-0)  j ( x , y ) €  R y R/ y  -  ( 1 iS b * 3» 0 }
'  - 1  เมื ่ อ X ^  0

ไ ม ่เฟ ้น ก ัง ก 'ส ัน  เพ ร า ะ ร ค ู,อ ัน ค ับ  ( o . i )  แ ล ะ  ( o , - i )  ม ส ม า ร ก ล ัว ห น ้า ช ้า ก ัน  

แ ต ่ส ม า ร ก ล ัว ห ร ''ง ค ่า • ง ก ัน
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พัตรทคสอบพรอ £fดรปัญหา

เวึ ่อง 1. «วามทมายของพังก์สัน
1 .1 ความทมายของพังก์พัน

ค าฝ ัง  จ ง ท า เค ร ีอ ง ท ม าย ก า ก ม าท  ( X ) ล งใน วงเล ็บ ต รงพ ับ ข ้อ  ก แร ีอ  ข พวีอ ค ทริอ ง 

ใน กระดาษ คาตอบ ช ีงท ่าน เท ํน ว ่าถ ูกต ้องท ี่ส ุด  เท ียงข ้อ  เค ยว

1 .  ค ว า ม ฝ ั ม พ ั น ซ ์ ใ ด  เ ฟ้ นพั งก ์ พ ั น

2.  ความฝัมพันซ์ในข้อใคไม่เฟ้นพังก์พัน

3. ความฝัมพันย์ใดเฟ้นพังก์พัน
ก. { ( l , a ) , ( 2 , d ) , ( 3 , b ) , ( l , c ) }  
ข. { (1 ,  a) , (1,๖) , ( l , c )  , (2, a)} 
fl. | ( p , a )  , (q,.b) , ( r , c )  , ( ร , d)} 
ง.  { ( x , l )  , ( y , l )  , (x, 0)|

4.  ความฝัมพันซ์ใดไม่เฟ้นพังก์พัน
ก. |(1 .3)  . ( 2 . 4 )  . ( 3 . ธ) . (4 .6 ) }  
ข. |(1 , 2 ) . ( 1  . 3 ) . ( 4 . 5 ) . ( 5 ' . 6 ) |
ค. {(1 .2) . (3 .2 )  , ( 4 .5 ) }
ง .  { ( 1  . 3 )  . ( 2 . 3 ) .  ( 3 . ธ ) }

5  . ใ ต ้  A =  { o ,  1 , 2 , 3 , . . . ,  1 0 เ  แ ค ะ  

r  = { ( x , y ) €  A  X A /  y  =  x 2 +  l }

ข ้ อ ใ ด ถ ู ก ต ้ อ ง

f l -  { ( ° . o ) , ( 1  . 1 ) . ( 2 . 2 ) . ( 3 , 3) }

ข -  { ( ๐ . 1 ) . ( 1  . 2)  . ( 2 , 5 )  . ( 3 . 10) }

ค - { ( ° . 1 ) . (1  . 2) . ( 2 . 3 ) . ( 3 . 4) }

ง .  { ( 1  . 0) , ( 2 . 1 ) . ( 5 , 2) . ( 1 0 , 3) }

6 .  « ว า ม ฝ ั ม พ ั น ข ้ ท ึ ๋ ไ ม ่ เ ฟ ้ น พ ั ง ก ์ พ ั น ต ว ง ฝ ั น ข ้ อ ใ ด

ก .  { ( x , y ) € B  X B  /  y 2 =  x }  เมึ ๋ อ 

B =  { - 1 , 0 , 1 }

ข .  { ( x , y ) € B  X B  /  y  =  I X I  }  เ ที ่ อ

B = { - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 }

ค .  { ( x , y ) G B  * B / y  =  x + l }  เ ที ่ อ 

B = { 0 , 1 , 2 , 3 }

ง .  | ( x , y ) € B  X B /  y  =  }  เ ฟ้ อ

B = { 1 , 2 , 3 , 4 }

7 .  ค ว า ม ฝ ั ม พ ั น ย ์ ไ ม ่ เ ฟ ้ น พ ั ง ก ์ พ ั น ค ็ อ ข ้ อ ใ ด

f l -  | ( x , y )  /  y  =  2 x 2 }

ข .  { ( x , y )  /  y  =  X }

ค .  { ( x , y )  /  y  =  / ว ี โ }

ง .  { ( x , y )  /  I y  I =  X -  1 }



1ชลยขอทดสอบ
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จ ต ุการ เร ียน การส อ น ท ี่ 2 

เว ึ๋อ ง

ก าวพ ิจารผ าฟ ังก ์ฟ ัน จาก ก ราฟ

ป ัตรกาฟ ัง

ให ้ฟ ักเร ียนปฏป ัต ิคามข ้นตอนฟ ังบ 

1 . ท'าฟัคร?ใจกรรม

2 .  ศ ึก ษ าจ าก ฟ ัต ร เน อ ห าอ ีก ค 'ร งท น ี่งห ้าไ ม เข ้าใจ  หฟ ังจากท ี่ท 'าฟ ัตว?ใจกรรมแล ้ว

3 .  ท’าปัตรแบบฝ็กหัค ห ร ีอป ัควงาน พ ร ้อม ข ้งต รวจผลงาบ ท ี่ฝ ัต ว เอ ล ย

4 .  ท 'าป ัตรทคสอบหรีอป ัตรป ัญ หาพร ้อมทงตรวจผลงาบท ี่ฝ ัตวเอลย
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บู้'ครุ เนอหา

เ ร ึ่P ง 1 . ค ว าม « ม าย ข อ ง  พังก์สัน

1 .2  ก ารพ ิจ ารผ าพ ังก ์พ ัน จ าก ก ร าฟ

ก า ร พ ิจ า ร ผ า ก ร า ฟ ว ่า  เป ็นพ ังก ์พ ันหรีอไม ป ีข น คอฆคีงน 

ก .  รากเส ้นขนานก ับนกน y  ก ัคกราฟ ของความก ัมพ ัน ธ ์ 

ข .  พ ิจารผาเส ้น ข น าน ก ับ แกน  y  ก ัดกราฟ ของความก ัมพ ัน ธ ์

ส ้า เส ้น ข น าน ใค   ๆ ก ัค ก ร า ฟ เค ีย ง แ ท ่ง เค ีย ว  ความกับพ ันธ์นนเป ็นพ ังก ์พ ัน 

ส ้า เส ้น ข น าน ใค   ๆ ก ัค กราฟ ม ากกว ่าห น งแท ่ง ความกัมพันธ์นนไม, เป็นพังก์พัน

กัวอย่างที๋ 1 จงพิจารผาจากกราฟ = {(x,y)€ R x R / y  = x + l }

วิ รทา

จ า ก ก ร าฟ จ ะ เท ํน ว ่า  เส ้นขนานกับแกน y  ไม,ว ่า  เส ้น ใค จ ะ ก ัค ก ราฟ ข อ ง 

ค ว าม ก ัม พ ัน ธ ์เค ียงจ ุด  เค ีย ว  กังนั๊น เป็นพังภ์พัน

ก ัว อ ย ่า ง ท ี๋ 2  จ ง พ ิจ า ร ผ า จ า ก ก ร า ฟ  r  2 =  | ( x , y ) €  R X  R /  y 2  =  x |  

ว ่า  เ ป ็น พ ัง ก ์พ ัน ห ร อ ไ ม ,

จากกราฟจะ เห็นว่า ส้าอาก เส้นขนานกับแกน y จะมี เส้นขนานแทน y
กัคกราฟ 2 จุด กังนน r 2 ไม, เป็นพังก์พัน
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ตัวอย่างที่ 3

วิ5ฑ*า

จ ง « จ าว ท ท จ าก ก ร าฟ  r  3 = j ( x , y ) €  R X R /  y  = x 2+ 1 } 

ว ่า  เห ็นพ ังก ์พ ันหริอไม่

จ าก ก ร าฟ จ ะ  เห ็นว ่า ถ ้าล าก  เส้นขนานกับนกน y  ไ ม ่ว ่า  เส ้น ใดจะต ัดกราฟ  

ของความต ับ ท ัน 0 เพ ิย ง จ ุค เด ีย ว  ตังนน r  3 เห็นพังถ้พัน

จ าก ก ว าฟ จ ะ  เห ็นว ่า ถ ้าล าก  เส้นขนานกับนกน y  ไ ม ่ว ่า  เส ้น ไดจะต ัค กราฟ

ข อ งค วาม ส ม พ ัน ซ ์เพ ิยงจ ุด  เด ีย ว  ตังนน r  4 ไม, เห็นพังภ์พัน

ตัวอย่างที่ 5 

ก .

จงพ ิจารณ าความสมพ ัน ซ ์ใน ข ้อด ่อไป น ว ่า เห ็นพ ังถ้พ ันหริอไม่ โด ย อ าต ัย ก ร าฟ

= I ( x , y )  e  R X R /  y  = 2X |
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ข .  r 2 = | ( x , y ) €  R x  R /  y  = I x l j
y

•*- X

ก . r 3 = {(x,y)  € R X R /  xy = l }
y

X

จาก ข ้อ  ท,  ข และ ค จะ ได ้ r ^ ,  r  2  และ r  2 เป ็นพ ังกรนที่งหมด 

เพ ร า ะ ว ่า ล า ก  เส้นขนานแกน y  ไ ข ่ว ่า  เส ้น ใดจะค ัดกราฟ ขอ งความ ค ัม พ ัน ธ ์ 

เพ ียงจ ุด  เด ิย ว

ก า ร พ ิจ า ร ท)า พ ังกรนจากค ับ เซ ตของท วามค ัมพ ัน ธ ์ มีวิรการค ัอ

1 )  พ ิจารท ท กราฟ ข องค วามค ัมพ ัน ธ ์เด ิม  เม ื่อลากเส ้น ขน าน ก ับ แกน  y  จะค ัด 

กราฟ ของกวามค ัมพ ันธ ์ 2 จุด แสดงว ่ากวามค ัมพ ันธ ์ไม, เป ็นพังก์ป ็น

2 )  ห ากราฟ ของค ับ เซ ตท ี่ลาก เส ้น ขน าบ ก ับ แกน  y  ค ัด ก ร า ฟ ม ื่เพ ิย ง จ ุด เด ิย ว จ ะ ไ ด ้ 

กราฟ ข องค ับ เซ ตข องกวามค ัมพ ัน ธ ์ท ี่เป ็น พ ังก ร์น
3 )  หา เง ื่อ น ไข ข อ งค ับ เซ ต

ค ัว อ ย ่างท ี่ 6

r  2 ไข ่ เป ็นพ ังก ์รน แค,สามารทห าค ับ  เซ ต ข อ ง r  2 ท ี่เป ็น พ ังก์รนได ้ เซ่น
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Z  2  = {(x>y)G R X R  /  y  =  / x )  

r 3  =  { ( x , y )  e  F  y  R  /  y  =  -  / ว ิ โ }

ไ ม ่เป ็น ฟ ัง ก ์ฟ ัน  แ ต ่ส า ม า ร ถ ห า Ê f in ช ต ข อ ง  ท ึ่เป ็น ฟ ัง ก ์ฟ ัน ไ ด ้ เช ่น

^2 =  | ( x , y ) e  R  X R  /  y  =  X เ มี ่ อ X  ^  0  } 

r 3 = ( ( x , y ) € R x R /  y  = - x  เ มึ ๋ อ X ' ^ .  0  }
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น ั ก ร ก ิ จ ก ร ร ม

เ ร อ ง  1 .  ก ว า บ ห ม า ย ข อ ง พ ั ง ก ์ พ ั น

1  . 2  ก า ร พ ิ จ า ร ณ า พ ั ง ก ์ พ ั น จ า ก ก ร า ฟ

จ ุ ก ป ร ะ ส ง ค ์ ก า ร  เ ร ีฆ น ร ์

น ัก  เ ร ี ย น ส า ม า ร ถ

1  .  เ ข ี ย น ก ร า ฟ จ า ก « ว า ม ส ม พ ั น ธ ์ ไ ค ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

2 .  บ อ ก ก ำ  y เ ม ี ่ อ ก า ห น ก ก ำ  X  ม า ใ ต ้ โ ก ย ใ ช ้ ก ร า ฟ ไ ค ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

3 .  บ อ ก ไ ค ้ ว ่ า เ ส ้ น ข น า น ก ี ๋ ล า ก ข น า น ก ั บ แ ก น  y ต ัค ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม ส ม พ ั น ธ ์ ท ี ่ จ ุ ก ใ ก  

ไ ค ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

4 .  ส ร ุป ว ิ ร ก า ร พ ิ จ า ร ณ า พ ั ง ท ์ พ ั น จ า ก ก ร า ฟ ไ ค ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

5 .  เ ข ย น ส บ เ ช ก ข อ ง ค ว า ม ส ม พ ั น ธ ์ ก ี ๋ เ ป ็ น พ ั ง ก ์ พ ั น ไ ค ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

ก ิ จ ก ร ร ม

ใ ต ้น ัก  เ ร ี ย น พ ิ จ า ร ฌ า ช ้ อ ก ว า ม ช ้ า ง ล ่ า ง น

ก า ร พ ิ จ า ร ณ า พ ั ง ก ์ พ ั น จ า ก ก ร า ฟ น ี ่ น ก ี ๋ ง ก ี ๋ ส า ก ัญ บ า ก ก ี ๋ จ ะ ต ้ อ ง ท า ! ) ร ะ ก า ว แ ร ก ท ค อ  จ ะ ต ้อ ง  

ส า ม า ร ถ  เ ข ี ย น ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม ส ม พ ั น ธ ์ ไ ค ้  ก ี ๋ ง ท อ จ ะ ส ร ุป เ ป ็น ห ร ก ไ ค ้ก ั ง น ี ่  ค ิอ

1 .  ส ม ม ต ิก ำ  X  แ ล ะ ห า ก ำ  y จ า ก เ ง ื ่ อ น ไ ข ข อ ง ค ว า ม ส ม พ ั น ธ ์ ก ี ๋ ใ ต ้ ม า น ส ้ ว เ ข ย น ก ำ  

X ,  y  ล ง ใ น ค า ร า ง  ( ก า ร ส ม ม ต ิก ำ  X  ต ้ อ ง ส ม พ ั น ธ ์ ก ั บ โ ก เ ม น ข อ ง ก ว า ม ส ม พ ั น ธ ์ )

2 .  น า ก ำ  X  แ ล ะ  y  ห ร ีอ  ( x , y )  ม า ล ง จ ุ ก ใ น ว ะ น า ม แ ก น บ ุ ม ส า ก

3 .  ใ ย ง จ ุ ก ต ่ า ง   ๆ ก ํ อ เ น ี ่ อ ง ก ัน

r.1 = { . . . , ( -2 ,-1) ,( -1 ,0) ,(0 ,1) ,(1 ,2) ,(2 ,3) , . . .}  
ก ราฟ ข อ ง กิอ
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r i

X

จากกราฟ ถ้ากาหนคค่า X  ให้นค่ถ ้องการจะทาค่า y โคยใช ้กราฟจะร 

ว ํรการค ัอ  ใถ้รากเส้นขนานนทน y ทีตานหน1•ง X ทีกาหนคให้ตัคกราฟ นถ้วราก 

เส้นจากชุคตัคขนานนกน X ตัคแกน y คานหน'งทีตัคนกน y  คอค่า y ทีถ้องการ 

ตังนน ถ้า X = 3 จะไถ ้ y = 4 

X = -3  จะไถ ้ y  = -4

จะ เห้นว่า เมื่อลาก เส้นขนานแกน y ไม่ว่าที X ตานทน'งใค1  เส้นขนาน 

จะต ัคกราฟจานวน 1 จุค

ตัวอย ่ างท ี  2 1โ2 = { ( x , y ) €  R X R /  y 2=  X j  ทรีอ 

r  2  = { ( x , y ) Ç  R X R /  y  =  - f x  ]

r 2 = -----
กราฟของ r 2 ก็อ- y

0 *  X

จากกราฟ ถ้ากาหนคค่า X ให้นค่ถ้องการค่า y โคยใช ้กราฟม ีว ิรการ Rb

ตังนั๊น ถ้า X = 2.5 จะไถ ้ y = (ประมาพ) 

(ประบาพ)X 3.5 จะไถ ้ y
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จะ เหนว่า 1£เอลาก Iส้นขนานแกน y ไม่ว่า»! X ตาแพน,ง■น ๆ เส้นขนานจะ 

ตัดกราฟจานวน _______ จุด

จากนิยามพังก์สัน

พ ังก ์ส ัน  f  คิอความสับพันธ์  นีงส้ามี  ( x , y ) e  f  แระ  ( x , z ) e  f  แส้ว

y  = Z

ส้เyfcyjQfi
1 . ความสัมพันธ์เป็นพังก์สัน คีอ ( x , y ) € f  แระ ( x , z ) e  f  แส้ว 

y  = Z นั๋นคีอบ X ค่าหนีงจะไค้ค ่า y เพียงค่า เคียว

คอ ลากเส้นขนานแกน y ตัดกราฟของความสัมพั'นธ์เพ ียงจุดเคียว

2 . ความสัมพันธ์ไม,เป็นพังก์สัน คิเอ ( x , y ) e  f  และ ( x , z ) 6 f  แล้ว y /  Z 

นนคิอม X ค่าหนีงจะไค้ค ่า y มากกว่าหนีงค่า

รอ ลากเส้นขนานแกน y พัคกราฟของความสัมพันธ์มากกว่าหนีงจุด

พีจารททกราฟจากนิยามพังก์สัน

กราฟของความสัมพันธ์

ลาก เส้นขนานแกน y 

ตัดกราฟจานวน (จ ุด)

ความหมาย

พังก์สัน

เป็น ไม่  เป็น

r 1 = { ( x , y )  € R > R /  y  = X + l j

X
1 ( x , y ) e  f  และ 

( x , z )  €  f  นส้ว

y  = Z

J

À 1 0 ; i

l

r 2  = { ( x , y )  e  R >

/

- R /  y 2= x }

y

)
1
f ___

/ l

2 ( x , y ) G  f  และ 

( x , z ) Ê  f  นส้ว

y /  2

y

0

1
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ก ราฟ ข องค วาม ฝ ับ ด ัน ด ้
ลากเส ้น ขนาน แกน  y 

ด ัดภ-ทฟจานวน (ชุดJ
ความ ห มาย ดังถ ้ด ัน

เฟ้น ไม ่ เฟ้น

r  = { ( x , y ) €  R X R  /  y  = x 2+ l }

V
- î  0

?
1 * x

-1

r „ = {(x,y) e  R V R /  X = I y II

0

■
จ าก ด าร า•ง จ ะ ฝ ัง  เก ด  เห ็นว ่า

กราฟ ข องค วาม ฝ ัม ด ัน ท ์เฟ ้น ด ังก ์ด ัน เม ึ๋อ ลาก เส ้น ข น าน แก น  y  จะ ร  เส ้นขนานด ัดกราฟ

ขอ งความ ฝ ัม ด ัน ม ่ ________________ ________
ชุด เค ีย ว /ม า ก ก ว า  1 ชุด

สชุป

ก าวพ ิจารณ าก ราฟ ข อ งท วาม ฝ ัม ด ัน ก ์จะ  เฟ ้นด ังก ์ด ันหริอไม ่ มขนตอนดังฟ ้

1 .  รากเส ้นขน าน แทน  y หี๋ตาแหน,ง X ใ ด ๆ  ดัดกราฟ ข องค วาม ฮม ด ัน ถ ้

2 .  พ ิจารณ าเส ้น ขนาบ แกน  y  ด ัดกราฟ ของความฝ ัมด ัน ถ ้

ถ ้า  เส ้นขนานด ัดกราฟช ุด เค ีย ว  ทวามฝัมดันถ้นน เฟ ้นด ังก ์ด ัน

ถ ้า  เส ้น ขน าน ด ัดกราฟ ม ากกว ่า 1 จุด ทวาบฝัมดันด้นนไม่ เฟ ้นดังก ์ด ัน
J  ------- ---- -------------------- —----------------------------------------------------------------- — --------------- -------- --------------------------------------------------------------------------- .I

จากดัวอย,างท ี๋ 1 แระ 2 จะได้

กราฟของความฝัมดับด้ทึ๋ไม่เฟ้นดังก์ด ัน ดัอ______________ เพ ร า ะ ว ่า_____________
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กราฟทองความส ัมพ ันธ ์ท ี่ เป็นพังก์พัน?)อ เพ ร า ะ ว ่า

พ ัว อ ย ่าง  จงพ ิจารณ าความ ส ัมพ ัน ธ ์ใน ข ้อต ่อไป น ว ่า เป็นพังธ์พ ัน»!รีอไม,โค ยอ าพ ัยก ราฟ

ก .  r 1 = j ( x , y ) £  R X R /  y  = 2 X I

X • • • - 2 - 1 0 1 2 3 • • •

y • • • — — — — — — • • 0

กวาฟค ีอ

พังก์พัน เค ร า ะ ว ่า

ข .

1 เป ็น /ไ ม ่เป ็น

r 2 = { ( x , y ) €  R X R /  y = | x l  ]■

y —
กวาฟค ีอ

r 2 พังก์พัน เพ ร า ะ ว ่า
เป ็น /ไ ม ่ เป็น
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การพิจารททพังก์ป้ฆจากสบเซตของความสมพั’ฆ0

การพิจารถทพังก์สนจากสบเซตของกวามสบพันธ์นั ๊นส่งทึ ๋สาพัญประการนรกสือ 

จะต้อง■{ว่าสบเซตเป็นอย่างไร ดังน๊ัน*5งขอกล่าวรงการหาสมเซตของความสมพันธ์ ดังต่อไ!}น

เซต A สบเซตของ A คิอ เซต B

{พ่อ. แม่ .  ดูก} {พ ่อ} .  { แ ม ่ } ,{ ร ก }  , { พ ่อ , แ ม ่ } . { ห ่อ , ด ูก } , { แ ม ่ . ด ูก } . { พ ่อ , แ ม ่ . ด ูก } ,  0

{ 1 , 2 } { 1 } , { 2 } , { 1 , 2 }  , 0

{ ( 1 , 2 ) ,  ( 2 , 4 ) } { ( 1 , 2 ) } ,  { ( 2 , 4 ) } ,  { ( 1 , 2 )  , ( 2 , 4 ) }  , 0

จ า ก ต า ร า ง จ ะ  เห็นว่ า เซต B นนเป ็นสบเซตของ A ( B C A )  

(BCA เพ ราะ ว ่ าส มาอ กท ุกต ัวใ น เขต  B เป็นสฆาอกข อ ง เ ซ ต  A)

r 2r i r  2 เป็นสบ เซตของ r  1 ไม่เป็นสืบเซตของ r  1
เหตุผล

{ ( 1 , 2 ) , ( 2 , 4 ) , ( 3 ,6 ) ,(4,8)} {(4,8)} y — (4,8)£r2^  (4f8)€r
{(1,2) , (2,4)} y — (1 .2)  , (2 , 4)6  r 2 ->

(1.2) , (2,4)6
{(5,10)} y (5 .10) € r 2 แต่

(5.10) ๔
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r l r 2

r 2

เหคุผลเฟ้นฝัข เชต 
นอง r

ไม่เฟ้นฝับ 1ชต

*อง r 2

{(x,y)GR X  R / y 2= X  1 {(x,y)£R*R/

y = { * }

7 — rJ1={(x,y)€RxR/ 

y2= x)

หรึอ = |(x,y)€ KxR/

y - - ^ }

r  1= |(x,y)€RxR/ 

y = x ]  U 

{(x,y)£RXR/ 

y = - X  ]

|(x,y)€RvR/
y - -6ท y

{(x,y)6R X  R /  X  = 1 ylj {(x,y)eR*R/

y = X , X > o)
{(x,y)6R*R/ 

y*-XjX > oj

จาก»ทวาง«ระสร ุปไค ้ว ่ า

r  2 เฟ ้นฝ ็บเชดของ r 1 ก์ต่อเมี ่อ



1 97

ส ร ุป  ก า ว « จ า ร ท ท พ ัง ก ์ส ัน จ า ก ก ัม  เซ ต ข อ ง ค ว า บ ก ัม พ ัน อ ์ม ีว ิร ก า ว  ค ือ

1 .  ด ิจ า ร ท ท ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม กัมพัน ท ์เด ิม  เบ ี๋อ ล า ก  เส ้น ข น า น กั บแ ก น  y  จ ะ ก ัด  

ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม ก ัม พ ัน ท ์ 2  จ ุค  แ ส ด ง ว ่า  ค ว า ม ก ัม พ ัน ด ้ไ ม ่ เฟ ้น พ ัง ก ์ก ัน

2 .  พ า ก ว า ฟ ข อ ง กั บเช ด ท ึ่ล า ก เส ้น ข น า น ก ับ แ ก น  y  กั ดก ร า ฟ น เก ัข ง จ ุด  เ ด ิย ว  

จ ะ ไ ด ้ก ร า ฟ ข อ ง ก ับ  เช ต ข อ ง ค ว า ม ก ัม พ ัน O ÎH  ฟ ้น พ ังก ์ก ัน

3 . พ า  เง ึ๋อ น ไ ข ข อ ง ก ับ  เช ด



1 9G

ม ค ร แ ม ม ฝ ็ก ห ั H ห ร ิ อม พ ร ง า น

เ ร ี่อ ง  1 . ค ว า ม ห ม า ย ข อ ง พ ัง ก ์พ ัม

1  . 2  ก า ร พ ิจ า ร ถ ท พ ัง ก ์ฟ ้น จ า ก ก ร า ฟ

นฆ มฝ ึกพ ัพ

1  .  จ า ก แ ผ น ภ า « ห ร ิอ ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม ส บ พ ัน ธ ์ต ่อ ไ ป น ึ้ จ ง « จ า ว ถ ท ว ่า ค ว า ม ส ม พ ัน ธ ์ใ น ข ้อ ใ « บ ้า ง

ท ี่ เบ ้น พ ัง ธ ์พ ัน แ ร ะ ข ้อ ใ ด บ ้า ง ท ี่ไ ม ่เบ ้น พ ัง ก ์ฟ ้น

(1)
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2 . จง«จารททว่า ความสัมพันธ์ต่อไปนเป็นฟ้งก์ifนหริอไม, ถ้าไม ่เป ็น พั[งก์ฟ้น จงสร้าง 

ความสัมพันธ์ที๋ เป็นสับ เซตของความสัมmin เดิม และ เป็นฟ้งก์ฟ้น

r  =  { ( x , y ) € R x R / y 2 = x + l j



เอรยแบบรกห'ด

200

1 . 1) เป็นฟังก์ฟ้น เพวาะไตเมฆของความกัมฟันซ์ไม่เหรอนกันเลย

2 ) เป็นฟังก์ฟ้น เพวาะได เมนของความกัมฟันม่ไม, เหรอนกัน เลย

3) a) ไม, เป็นฟังก์กัน เพวาะร้าลาก เร้นขนานกับแกน y จะรเร้นขนาน

แกน y กัคกวาฝมากกว่า 1 จุด

๖) เป็นกังก,กัน เพวาะก้ารากเร้นขนานกับแกน y ไม ่ว ่าเร ้นใดจะด ัด

กวาฟของความกัมฟันร้เพยงจุด เดียว

4) a) เหรอน 3.(๖)

๖) เหรอน 3 . (a)

5) a) เหรอน 3.(๖)

๖) เหรอน 3 . (a)

2 . ไม่เป็นฟังก์ฟ้น

กับเชดของความกัมพันร้ y 2= X  + 1 ท่ีเป็นฟังก์ฟับดีอ y = Jx + 1 และ
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ปัพรทดสอบหรีอปัตรปัญหา

เรื ่อง 1 . ทวามหฆายของสังก์ สัน

1 . 2  กาวทีจารฌาสังก์สันจากกวาฟ

ทาส่ง จงทาเครื ่องหมายกากบาท ( X  ) รงโนวงเล็มตวงสบข้อ ก หรีอ ข หริอ ค ตรีอ ง 

ในกระดาษคาตอบซีงท่าน เห็นว่า!)กต้องทึ่สุด เทียงข้อ เดียว

1  . กราฟของ f  = j(x ,y)  / y = X -  2 J- 

คิอข้อใท

ค.

3. กราฟของความสมสันข้ใด เห็นสังก์สัน

X

ค .
Ù

^ดใดไม'อยู่บนกราฟของ f(x) = 5x2- 1 

ก. (1.4)

ข. (2,19)

ก. (3.44)

ง .  (4,80)

ข้อใด!)กต้อง

ก. เส้นขนานนกน X ตัดกราฟร}ด เดียว 

ความสมสันซ์นฆเห็นสังก์สัน 

ข. เส้นขนาบแกน y ตัดกวาฟ^ดเดียว 

ทวาบสมสันซ์ห็น เห็นสังก์สัน 

ท. เส้นขนานแกน y ตัดกราฟบากกว่า 1 ร}ด 

ดวามสมสันข้ฟ้นเห็บสังก์สับ 

ง .  เส้นขนานแกน X ตัดกราฟบากกว่า 1 ด̂ 

กวาบฟ้มสันท์ฟ้น เห็นสังก์สัน



เ0ลยขอทดสอบ
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จดการเรียนการสอนที 3  
เร๋ึอง

โดเมนและเรนจ์ของฟ้งก์สัน

ส ัต ร ด า ส ัง

ใ ห ้'ส ัก เร ีย น ป ฎ ิส ัต ิต า ม ข น ต อ น ส ั'ง น  

1  .  ท า ส ัต ร ท จ ก ร ว ม

2 .  ศ ิก ษ ๆจ า ก ส ัต ว เ น อ ห า อ ีก ด ร ั๊ง ห น ีง ถ ้า ไ ม ่เ ข ้า ใ จ  ห ส ัง จ า ก ท ีท า ส ัต ว ท จ ก ร ร ม น ฝ ีว

3 .  ท า ส ัต ร น ม ม ฝ ็ก ห ัค  ห ร ิอ ส ัต ร ง า น « ร ้อ บ ห ้ง ต ร ว จ ผ ฝ ีง า น ท ีส ัต ร  เฉ ฝ ีย

4 .  ท า ส ัต ร ท ค ฝ ีอ ม ห ร ิอ ส ัต ร ฝ ัญ ห า ห ร ้อ ม ท ีง ต ร ว จ ผ ฝ ีง า น ท ีส ัต ร เฉ ฝ ีย



บัด 11 นอพา

1 ร ึ๋อ ง  1 .  ค ว า ม พ ม า ย ข อ ง บ ัง ก ์บ ัน

1 . 3  โ ค  เมนและ: เร น จ ์ข อ ง บ ัง ถ ้บ ัน

ฆ ฆ าม  ถ ้า  f  Iรนบ ัง ก ์บัน
Df  =  โ ค เม น ข อ ง  f  =  เซ ต ข อ ง ส ม า บ ัก ค ัว น ว ก ข อ ง แ ต ่ล ะ ถ ู,ร'น ค ับ โน  f
R f  =  เว น จ ์ข อ ง  f  =  เซ ต ข อ ง ส ม า บ ัก ต ัว พ ล ัง ข อ ง แ ต ่ล ะ ฐ ่ร ' 'น ค ับ ใ ฆ  f

ห ว ิอ

Df  = { x  /  ( x , y ) €  f }

Rf  = {y /  ( x , y ) €  f }

• ~  J ความฝัมบันถ้ (r)
บังก์บัน โค เมนของ เวนจ์ของ

ลาคบท บr K r
เรน ไม, เรน บังก์บัน บังถ้บัน

1 r.1 = {(x,y) / y =  X2} (x/xe R jy /y->o] y - {x /x £ r ) (y/y 5ะ0 }

2 r 2={(x,y) / y = x+l] (x/xe r}(y / yeR } y - (x /x€ r } ( y / y e  r }

3 r  3= (<x,y> / y 2= x} (x lx ÿO{ (y/y€R } - y - -

4 r 4= ((1,2) ,(2 ,3)  , (1 , 2 , 3, {2, 3, 4, y - { 1 , 2 , 3, 4} (2,3,4,5}

(3,4) ,  (4,5)) 4 } 5 )

5 r 5= { ( - l , l )  ,  (0,0) ,  

(1,1)}

{-1 , 0, 1} {0 , 1 ) y - {-1,0,1} {o,l}

6 r g={(3,2) ,  (2,2)} {3, 2} { 2 } - y - -

7 r ?= ((1,2) ,(1 ,5)  , {1 , 2 , 3} {2 , 5 , 7} - y - -

(3,5) ,  (2,7)}

8 r g = ((2,4) ,  (2,3) ,  

(7,1) ,  (5,4)}

(2, 7 , 5} {1 , 3, 4} - y - -

9 r g= {(x,y)£A X A/

X  + y =  7 }

เมีอ A ={xei+/x{6}

{ 1 , 2 , 3 ,

4,5,6}

{1 , 2, 3,

4,5,6}

y (1,2,3 ,4 ,5 ,  
6}

{ l , 2, 3,4 
5,6}

10

___ ___

r x 0 = { ( x , y )  /  y = Ixl I ( x / x e R } ( y / y > o } j

1

y - ( x / x  t  r } ( y / y  า- 0 }
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ป ัพรก ิจกรรม

จ ด ป ว ะ ฝ ึงค ์ก าร  เร ีย น ร ู้

นัก เร ีย น ส าม าร ถ

1 .  เข ย น โ ค เม น แ ล ะ  เวนจ ์ของความส ัมพ ัน ธ ์ท ี เรน พ ังก ์ส ัน ไค ้อ ย ่างฐก ค ้อ ง

2 .  ม อ ก น ยาม ข อ งโด  เมนและ เรน จ ์ของพ ังก ์ส ัน ไค ้อย ่าง{เกห ้อง

ก ิจกรรม

ให้นัก เร ีย น พ ิจ าร ถ ท ข ์อ ค ว าม ข ้างล ่างน

เนองจากพ ังก ์ส ันนนท ุกพ ังก ์ข ้นจะห ้อง เรน ความส ัมพ ัน ธ ์ ด ังน น ก ารให ้ค วาม ห ม ายข อ งโด  เมน 

และ เรน จ ์ขอ งพ ังก ์ส ัน จะ เห ม ีอ น ก ับ ก าวให ้ค วาม ห ม ายข อ งโด  เมนและ เวนจ,ของความส ัมพ ัน ธ ์ ด ังต ่อไปฟ ้

เร ึ๋อง 1 . ความหมายของพังก์สัน

1 .3  โด เมนและ เวนจ์ของพังก์สัน

ลาดับที ความสัมพันก (r) Dr

พังก์สัน โค เมนของ เรนจ์ของ

r
เป็น ไม่ เป็น พังก์สัน พังก์สัน

1 r r (a , l )  , (๖,1) , (c,l)} ๖ , c) { ง v ' - ( a ,๖ , C ) ผ
2 r 2= ( 1 ,8 ) , (1 ,9 ) , (2 ,9 )} {1 , 2) (8,9เ - ✓ — —

3 r 3=

r 4 =

((x,y)/y = X2)

4 (x ,y)/y  = X + l )

5 r 5~ ( x ,y ) / y 2 = x}

จ า ก ต า ร า ง จ ะ ส ัง  เก ด ว ่า

1 .  โด เมนของพ ังก ์ส ันค ็อ โคเมนของความส ัมพ ันธ ์ท ี พังก์สัม
เร น /ไ ม ่ เป็น

2 .  เวนจ ์ของพ ังก, สันค็อ เวนจ ์ของความส ัมพ ันธ ์ท ี พังธ์สัน
เป ็น /โ ม ่ เป็น
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อ ังน ั๊นร ิงสร ุปน ิยามร)องโค เมนนละ เร น จ ์ข อ ง ร ง ก ร์น อังน 

น ิยาม  ถ ้า  f  เรน อ ังก ์รน

D f = โด เม น ข อ ง f  = เซตของสมารกอัวน■ รกขBงนต่ละคู่'อ ันอัมใน f  

= เ•รนจ์ของ f  =  เซ ตของส มารกต ัวพ ล ังขอ ่งนก ่ละค ู่อ ัน อ ับ ใน  f

หริอ Df  = {x / ( x , y ) ç  f  } ; R = |y /  ( x , y )G  f  }

ลาอ ัม ความลัฆพันท์ Dr Rr
ร’งก์รน โค เมนขอ 3 เรน จข อ ง 

ฝ ังก ์รนฟ ้น ไ ม ่เร น รงก ์รน

1 r  1 = { ( 1 , 2 ) , ( 2 , 3 ) , ( 3 , 4 ) ,  

( 4 , 5 ) )

2 r 2 = ! ( - 1 , 1 )  , ( 0 , 0 )  , 

( 1 ,1 ) }

3 r 3= { ( 3 , 2 )  , ( 2 ,2 ) }

4 r 4 = { ( 1 ,2 )  , ( 1 , 5 )  , ( 3 , 5 )  , 

( 2 , 7 ) }

5 r 5 = { ( 2 ,4 )  , ( 2 , 3 )  , ( 7 , 1 )  , 

( 5 , 4 ) }

6 r  6 = {(x,y)é A X A /

X + y = 7 }
เม ี่อ  A = { x t l V x  6 เ

7 r  7= { ( x ,y )  /  y  = l x | )
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นครแบนฝิกห ัคหริอนครงาน

เร ี่อ ง 1 . ความหมายของฟ้งก์ชัน

1 .3  โค เมฆและเรนจ์ของฟ้'งก์ชัน

แนบฝิกหัค

1 .  กาหนค บ = 1[ o , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 } จงหาโค เมนและ เรนจ์ของฟ้งถ้ชันต่อโปนใน
บ y บ หร้อมทงเขียนกราฟถ้วย
(1) f  (X) = 2x -  3
(2) f  (x) = 2x
(3) y 2X2
(4) f { ( x , y ) / x 2+ y 2 = 25}

2 . ถ้า li£ X2-  6 และโคเมนของ h คิอ ( x / - 4  • < X < 3 }
จงหาเรนจ์ของ h
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t a a t m  บนฝิกทัพ

1.  1) f  = { ( 2 , 1 ) ,  ( 3 , 3 ) ,  (4 , 5 ) }
Df  = { 2 , 3 , 4 }
Rf  = { 1 , 3 , 5 }

8

4 ■

2) f  = {(0,0)  , (1,2)  , ( 2 , 4) }  
Df  = { 0 , 1 , 2 }
R f  = { 0 , 2 , 4 }

4Y4 .

-4 X

--4

3) f  = {(0,0)  , (1,2)}

4) f  = { ( 0 , 5 ) ,  ( 3 4 ) ,  ( 4 , 3 ) ,  (5 ,0)}
5 "
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2. ถ้า h (x) = X -  6 แระโดเมนของ h คิอ j x / - 4  < X <ะ 3 I 

จะได ้เวนจ ์ของ h ดิอ | y / - 6  ^  y < 10 I 

วิธีคิค เน ื่องจาก h(x) = X2-  6 จะเห ็นได ้ว ่า

X >: 0 เสฆอไม่ว่าจะนทน X ด ้วยจาบวนใดในโค เมน 

ดังน่ืน 1 )  X 2-  6 มีค ่าด ่าสุดเน ื่อ X 2 = 0 แค่ X2 = 0 เนื่อ X = 0

ดังนื่นค่าค ่า สุดของจาบวบที่ เรนสมาชิกของ เวนจ์ของ h ค็อ 

h (0) = 0 -  6 = -6
2 ) X 2 -  6 มีค่าสูงสุด เมี๋อ X 2 มีด่าสูงสุด แค่ X 2 มีค ่าสูงสุดเน ื่อ 

| x l  มีค ่าสูงสุดในโด เมน ท ิจารผาโด เมนของ h จะทบว่าไม่มี X 

ร็เงมีค่าดัมสุรณสูงสุด แค่ทราบว่าค่าฝ ัมy รณ์ฃองสมาชิกสุกคัวใน 

โคเมนมีค ่าไม ่เก ิน 4 เทวาะโด เมน คิอ | x / - 4  <  X  < 3]•

ดังบนค่าของ h(x) ด้องน้อยกว่า 4 ^ - 6  หริอ 10 ไม่ว ่าจะแทน 

X ด ้วยจานวนใดใบโด เมน

ด ัง น่ืน จะ เห็นว ่าจาน วน ท ี่จะ  เรนสมาช ิกของ เวนจ ์ข อง h  ได ้ 

ด ้อ ง เรนจาน วน ท่ีอ ย ู่ใน เชด  A = ( y  / - 6 ^ :  y <  1 0 I
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ปัตรทดสอบหริอปัตรปัญหา

เร ื ่อง 1 . ควานหมายของฟ้งก์ปัน

1 .3  โด เมนและเรนจ์ของปังก์ปัน

คาฝัง จงทาเครื่องหมายกากบาท ( X ) ลงในวงเล ์มตรงป ับข ้อ ก หริอ ข หริอ ค 51ร ิอ ง 

ในกระดาษคาตอบขีงท่าน เห็นว่าถูกต้องที๋ชุค เทียงข้อ เดียว

ใต้  f  == { ( 1 , 2 ) , ( 2 , 4 ) , ( 3 , 6 ) ,  (4,8)} 4 .

โคเมนของ f  ดีอข้อใค 
ก.  { 2 , 4 . 6 }
ข.  เ1 , 2 . 3 }
ก. เ1 , 2 , 3 , 4 }
ง .  { 2 , 4 , 6 . 8 }

2 . ใต้  g = | (a,b)  , ( ๖ , c) , (c,d)} เรนจ์ของ 
g คอข้อใด
ก. { a , ๖}
ข.  { c , d j  
ค . { a , b , c }
ง .  { b , c , d }

3 .  ใต้  A = { o , l ,  2 , 3 , 4 , 5 }  และ
f  = {(x,y)€A X A /  y = 2X|

เรนจ์ฃอง f  ดีอข้อใด 
ก. เ1 , 2 . 4 }
ข.  เ 0 , 1  , 2 , 3 . 4 . ธ}
ค .  { l  , 2 . 4 , 8 . 1 6  , 32}

ง.  {x /  X e r}

ใต้ A ={0, 1 , 2 , 3 , 4 , 5 } และ

B ={0,1,2......... ,10}
f  = { น , y)GA X B /  y = x2+ 1 }

เร น จ์ของ f  รอข้อใด
ก. { 1 , 2 , 5 }
ข . {1  . 2 , 5 , 10 }
ค. {l  , 2 , 3 , 4 . 5 }
ง.  {1 , 2 . 5 . 1 0  . 17 ,26}

( x , y ) €  I X I /  y= —— —-----
X + 2x + 2

- 2  ^ x  <  4 เโค เมนของ f  รอข้อใด
ก. { o , 1 , 2 }
ข.  { - 2 , - 1  .0,1 ,2}
ค. { 2 , 5 , 1 0 }
ง.  {x  /  -2  $  X <  4 }

6 .  ใต้  g ={ ( x , y )  /  y = J 3x + 2 }
โดเมนของ g รอข้อใด 
ก. { x  /  x €  R }
ข.  { X /  x ^ o j  
ค. {x  /  X >  4 }
ง .  { x  /  x ^  4}
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ให้ h =.{น,y)
ก. Rh ={y/ y> 0 }
ข. \ - { y / y > 1 }
ก. Rh ={1 , 2 }
ง. Rh ={1 , 2, 3}

8. ให้ f = j(x,y) /  y = I 5x I -2 แ“รนห้ของ f รอห้อใด
ก. Rf  ={y /  y 3: - 2 }
ข. Rf ={y /  y > 0}
ค. Rf ={y /  y «"อ!
ง* Rf ={y /  y < - 2}

9 . ให้ K =|(x,ÿ) /  y = ■—̂— 1 I โดเมนของ K ดีอห้อใด

1 0 . ให้ f = j(x,y) /  y = — I ห้อใดถูกต้อง 
ก. Df = R , R = R
ข. Df = R-{o| 1 Rf = R
ค. Df = R , Rf = R- {0}
ง. Df = R-{0} , Rf = R-{o}

/
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เ ฉ ล ย ข ้อ ท ค ส อ บ

1 . ค

2 . ง
3  . ก

4  . ข

5 . ข

6 . ค

7 . ค

8 . ก

9 . ค

1 0 . ง
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จตุการ เรียนการสอนที่ 4 

เรื่อง

ฟังก์ฟ้นจาก A ไป B, ฟังก,'ifนจาก A ไปทั๋วรง B และฟังก์ฟันหนึ่งต่อหนึ่ง

ฟัตรทาฟัง

ให้ปักเรียนปฎิฟัติคาบข้นตอนฟังน่ึ 

1 . ทาฟัดร?ไจกรรม

2. ศึกษาจากฟัครเน่ึอหาอีกคร๊ังหน่ึงถ์าไ ม ่เข้าใจ หฟังจากท่ีทาฟัดร?ไจกรรมนลว

3. ทาปัตรแบบฝักหัด หรีอฟัครงานพร้อมข้งตรวจ«ลงานท่ีฟัตร เฉลย

4. ทาฟัครทคสอบหรีอฟัดรปัญหาพร้อมท่ีงตรวจ«ลงานท่ีฟัครเฉลย
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บู้,?ท เนอหา

เร่ึอง 1 . ทวามหมายของฟังก์ฟัน

1 .4.1 ฟังก์ฟันจาก A ไป B

1.4.2 ฟังก์ฟันจาก A ไปท๋ัวถึง B

1.4.3 ฟังก์ฟันหน่ีงต่อหน่ีง

1 .4.1 ฟังก์ฟันจาก A ไป B

«จารผาฟังก์ฟันท่ีไท้จากการตับคู่ระหว่างสมารกของ เชค A นละ B

ตัวอย่างท่ี 1 A "Ji ■ ï1 ï1 1
= {a , ๖ , c , d }B

ตัวอย่างท่ี 2 A - { 1 , 2 , 3 , 4 5 )
J 1 I X  X= (a , ๖ , c , d 1B

ตัวอย่างที 3 A « {1 , 2 , 3 , 4 )
1 1 ( 1  1 

= (a , ๖ , c , d , e)B

ตัวอย่างท่ี 4 A = {1 , 2 , 3 4 }
t 1 X

= {a , ๖ , c , djB

นิยาม f เป็นฟังก์ฟันจาก A ไป B เขียนแทนท้วย f : A —* B หมายถึงฟังก์ฟัน f 

ท่ีขีไคเมนเท่ากับ A และขี เรนจ์เป็นฟับ เชตของ B (ดังตัวอย่างท่ี 1-4)

ตัวอย่างท่ี 5 กาหน?!ให้ A = {0 , 1 , 2 , 3 , 4  )

B = I O , 1, 2 ,3 ,  . . . , 10 )
และ f = {(x,y)£ A X B /  y = X2} 

g = {(x,y)€ B X  A / y = Jx|

จง«จาวผาคูว่า 1) f เป็นฟังก์ฟันจาก A ไป B หวีอไม,

2) g  เป็นฟังก์ฟันจาก B ไป A หวีอไม่

รรพา 1) f  = { ( 0 , 0 ) ,  ( 1 , 1 ) ,  ( 2 , 4 ) ,  (3 ,9)}
จะ«มว่า f  เป็นฟังก์ฟัน แค่โดเมนของ f = (o, 1 , 2 , 3} f i  A 

เพราะละนน f  ไม่เป็นฟังก์ฟันจาก A ไป B
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2 ) g = {(0 ,0 )  , (1 ,1 )  , (4 ,2 )  , (9,3))

จะพ บ ว ่า g  เฟ้นฟังก์สัน แ ต ่โค เม น ข อ ง g  =  { o ,  1 , 4 , 9 } /  B 

เพ ราะซ ะน ั๊น  g  ไม ่ เป ็นฟ ังก ์ฟ ันจาก B ไช  A

ดัวอย1าง ท ี๋ 6 กาหนคฟังก์ฟ ัฆดังต่อไปน

1 ) f  = | ( x , y )  e  R X R / x y  =  1 )

2 ) g = { ( x , y ) €  R X R / I x ly  = 1 }

3) h  = { ( x , y )  e  R  X R / y 3 =  X }

ไนแต ่ละฟ ังถ ้ฟ ันจงหา เชค A ช ีงท าไห ้ เฟ ้นฟ ังก ์ฟ ันจาก A ไป R

1 )  จ า ก ส ม ก า ร  x y  =  1  จ ะ พ บ ว ่า  ถ ้า  X เฟ ้น จ า น ว น จ ร ิง ไ ค  ๆ ที๋ 

ไ ม ่เท ่า ก ับ  0 แ ถ ้ว  ส า ม า ร ถ ห า ค ่า  y  ไ ห ้เส ม อ  แ ส ค ง ว ่า

ไ ค เม น ข อ ง  f  = {วc e  R /  X /  0 } =  R - { 0}

เพราะซะนน ถ ้าให ้ A = R—{0} แล้ว f  จะ เฟ ้นฟ ังถ ้ฟ ันจาก A 

ไป R
ร )  จ า ก ส ม ก า ร  I x l y  =  1  จ ะ ไ ค ้ว ่า  y  =  -j-i-j- ร ็} ง จ ะ ห า ค ่า  y  

ไ ค ้เ ส ม อ เ ม ึ๋อ  X เฟ ้น จ า น ว น จ ร ิง ไค  ๆ ท ี๋ไ ม ่เท ่า ก ับ  0  แ ส ด ง ว ่า  

โ ค เบ น ข อ ง  g  = ( x e  R l x  j t  0 } = R -{ o }

เพราะซะบ ั๊น  ถ ้าไห ้ A = R - {0} จ ะ ไ ค ้ว ่า  f  เฟ ้นส ืงก ์ฟ ันจาก A 

ไป R

3 )  จ า ก ส ม ก า ร  y 3  =  X จ ะ พ บ ว ่า ไ ม ่ว ่า  X จ ะ เฟ ้น จ า บ ว น จ ร ิง ไ ค  ๆ

เร าส าม าร ถ ห าจ าน ว น จ ร ิง  y  ไค ้เส ม อ  โคยท ึ่ y  = 3/ x  แ ส ค งว ่า

ไ ค เม น ของ h = R

ดังนน ถ ้าไห ้ A = R จ ะ ไ ค ้ว ่า  h  เฟ ้นฟ ังก ์ฟ ับจาก A ไป R

. 4 . 2  ฟ ังท ์ฟ ันจาก A ไปท ึ๋วถ ิง B ( f u n c t i o n  f r o m  A o n t o  B)

น ิย า ม  f  เฟ ้น ฟ ังก ์ฟ ัน จ า ก  A ไ ป ท ึ๋ว ถ ีง  B เข ีย น แ ท น ค ้ว ย  f : A ——►  B
ท ึ๋ว ถ ง

ห ม ายถ ีง  ฟังก์ฟัน f  ทึ๋ข ีโค เม น เท ่าก ับ  A และม เร น จ ์ เท ่าก ับ  B
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พ ัว อ ย ่างท ี่ 7 ให ์ A = { 1 , 3 , 5} และ B = {2 , 4 }

1)  f  1 = { ( 1 , 4 ) ,  ( 3 , 2 ) ,  (5 , 2) }
จะ:ไควา เฟ ้นพ ังก ์พ ันจาก A ไปท ี่วถ ิง B เพ ร า ะ ว ่า

Df  = { 1 , 3 , 5} = A และ R = {2 , 4 } = B
1 r l

2) f 2 = { ( 1 , 2 ) ,  ( 3 , 2 ) ,  (5 ,2) }
จ ะ ไ ค ้ว ่า  f  2  ไม, เฟ ้นพ ังก ์พ ันจาก A ไปท ี่วถ ีง B เพ ร า ะ ว ่า

Rf  = { 2 } ช ีง  R 7i  B
2 t 2

พ ัวอ ย ่างท ี่ 8 กาห น คใค ้ A = {1 , 2, 3 } และ B = { a , b , c }

1)  f  1  =  ( d , a )  , ( 2 , a) , (3,๖)}
จ ะ ไ ค ว า  ไผ ่ เฟ ้นพ ังก ์พ ันจาก A ไปท ึ๋วถ ีง B เพ ร า ะ ว ่า  ^  B

2) f  2 = {(ว.,a) , ( 2 , c) , (3,๖)}
จ ะ ไ ค ว ่า  f 2  เฟ ้นพ ังกพ ันจาก A ไปท ึ๋วถ ีง B เพ ร า ะ ว ่า

D£ = { 1 , 2 , 3} = A และ R = { a , ๖ , c}  = B

3) £ 3 = {(1,๖) , ( 2 , a ) ,  (3,๖)}
จ ะ ไ ค ้ว ่า  f - ,  ไผ ่เฟ ้น พ ังก ์พ ัน จาก A ไปท ี่วถ ีง B เพ ร า ะ ว ่า  R -  /  B

*3

. 4 . 3  พังก์พ ันหนีงต่อหนีง ( o n e  t o  o n e  f u n c t i o n )

พังก์พ ัฆหนีงต่อหนีง (o n e  t o  o n e  f u n c t i o n )  ห มายส ิง พังก์พ ันที่สมาพัก 

แต ่ละพ ัวของ เว น จ ์จ ะ ถ ูก พับภู ่โคยส ม าพ ักข องโค เมนพัว เค ีย ว  เท ่าน ีน

1) f เฟ้นพังก์พัฆหนีงต่อพนีงจาก A ไป B (one to one function from A 

into B) เขียนแทนค้วย f;A ► B หมายสิง พังก์พันหนีงต่อหนีงท่ีมี Df= A 

แระ RfC B

2) f เฟ้นพังก์พันหนีงต่อพนีงจาก A ไปท๋ึวถีง_B (one to one function from

A onto B or one to one correspondence) เขียนแทนค้วย f:A 1 2~1► B
ท่ีวถีง

หมายสิง พังก์พันหนีงต่อหนีงท่ีมี = A และ R =̂ B
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ต ัว อ ย ่า ง  A = ( l  , 2 , 3 , 4 )

B = ( a , b , c , d , e )

จะ เห ็น ว ่ากาวต ับ ถ ู,ข อ งส ม าร ก ว ะ ห ว ่าง  A กับ B เห ็นก ังกรนห น ึ่งต ่อห น ึ่งจาก A

ไป B

ต ัว อ ย ่า ง  A = { l  , 2 , 3 , 4 )

1

B = { a  , ๖ ,  c  ,  a)
จะ เห ็น ว ่าก าร ต ับ ถ ู่ข อ งส ม าร ก ร ะ ห ว ่าง  A กับ B เห ็นก ังกรนหน ึ่งต ่อหน ึ่งจาก A 

ไปท ีวถ ีง B

กาวพิจารณากังก์รน ว่า เห็นกังก์รนหน่ึงต่อหน่ึงจากกราฟ

กังก์รนจะเห็นกังก์รน 1-1 กํต่อเน่ึอ ถ้า สากเส้นครงไค  ๆ ให้ขนานกับนกน X

นละให้ตัดกับกราฟของกังถ้รนแส้ว เส้นครง เหล่าน่ึทุก เส้นจะห้องตัคกราฟของกังก ์ร น เพิยงชุด เดียว 

เท่าน่ึน

ต ัว อ ย ่า ง ท ี 9  จ ง พ ิจ า ร ณ า ว ่า ก ัง ก ์ร น ต ่อ ไ ป น เห ็น ก ัง ก ์ร น  1 - 1  ห ร ีอ ไ ม ่โ ด ย ใ ช ้ก ร า ฟ

ไม่เห็น เห็น

เห็นไม่ เห็น



บัตรกิจกรรม

เร่ึอง 1 . ควายหมายทอ'ป้ฟังก์ชัน

1.4.1 ฟังก์ชันจาก A ไป B

1.4.2 ไ!โงก์ชันจาก A ไปท่ีว?Îง B 

1 .4.3 ฟ้'งก์ชันหน่ึงต่อหนีง

จ ด ป ร ะ ส ง ค ์ก า ร  เ ร ีย น ร ้

น ัก  เ ร ีย น ส า ย า ว ถ

1  . เขียนโค เมนนละ เวนจ์ของฟังก์ชันท่ีกาหนคใต้ไค้อย่างถูกต้อง

2 . บอกความนัยพันซ์ของไค เมนนละ เวนจ์กับเชตริ!งประกอบ เรนฟังก์ชันไค้อย่าง 

ถูกต้อง

3. สรุปนิยามของฟังก์ชันจาก A ไป B ไค้อย่างถูกต้อง

4. เขียนการนับคู่ของไดเมนนระเวนจ์ของ»โงก์ชันจาก A ไป B ไค้อย่างถูกต้อง 

ธ. บอก เง่ือนไขของฟังก์ชันหน่ึงต่อหน่ึงจาก A ไป B ไค้อย่างถูกต้อง

6 . บอกเง่ือนไขของ»โงก์ชันหน่ึงต่อหน่ึงจาก A ไปท๋ัวกิง B ไค้อย่างถูกต้อง

7 .  เข ีย น ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ช ัน ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ค ้อ ง

8 .  บ อ ก ค ่า  X ไ ค ้เม ึ่อ ก า ห น คค ่า  y ม า ใ ต ้ โ ค ย ใ ช ้ก ร า ฟ ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

9 .  บอกไค้ว่าเส้นขนาบท่ีลากขนานกับนกบ X ตัดกราฟของความนัยพันร์ท่ึ จคใค 

ไค้อย่างถูกต้อง

1 0 . สรุปวิรกาวพิจารณาฟังก์ชันหน่ึงต่อหน่ึงจากกราฟไค้อย่างถูกต้อง

กิจกรรม

ใต้นัก เ รียนพิจารณาช้อความช้างล่างน 

1 .4.1 ฟังก์ชันจาก A ไป B

จากท่ีกล่าวช้างค้น สามารถคอมไค้ว่าความนัม»โนก์เรนฟังก์ชันหรีอไม่ โคเมนนล

เวนจ์ของฟังก์ชันกัอเชดอะไร แต่ถ้าถูกถามว่า ฟังก์ชันเรนฟังก์ชันจาก A ไป B หรีอไม่นักเรียน 

คงยังตอบไม่ไค้ ขอใต้นัก เรียนกักบาตารางช้างล่างน่ึ



ค'•ทางที 1

------------------------------------- โ
กาวสับคู ่ของสมาสัก แผนภาพ เขียนในวูป เซต

ฟ้งก์สัน โค เมน
(A)

เวนจ์

(B)

โค เมน เวนจ ์

เป็น ไม่ เป็น =A yA =B C B

A = { 1 , 2 , 3 }
1 { /  ;

B = { a , ๖ ,  c , d }

A ' '
/ T v

r r > B
r . =  { ( l , a )  , ( 2 , ๖ ) ,  

( 3 ,๖ )}

y — { 1 , 2 , 3 } ( a , ๖} y — — y

0

A

y

A - " ' r 2~^B
A = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5}

I  ใ / / i f t \ r \
r 2= { ( l , a )  , ( 2 , ๖ )  , y — { 1 , 2 , 3 , { a ,  ๖ , y

■
y y

B = { a , ๖ , c , d )
p

( 3 , ๖ ) , ( 4 , c )  , 4 , 5 } c ,  d }

M
พ

( 5 , d ) }

A ^ r 3 ^ B
A = { l , 2 , 3 , 4} / T v Y § \

1 1 น 1 2 า f  ๖  \B = ( a , ๖ ,  c , d , e } 3 - c
\  4 7 i d

พ

A -  ( l .  2 . 3 , 4  \
I I  X A

B = { a , b , c , d }

L

1

0

-

i . . .

พมาฆ เพคฺ

ถ้าฟ้โงก์สันทีมโด เมน เทากับ A นละมี เวนจ, เป็นสับ เชฅของ B เรียกวา ฟ้งกสันจาก

A ไ1เ B ดังน๊ันจากดารางท่ี 1 จะศรุปได้ดังตาวางที 2
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ดาวางที ่  2

ความพัมพันธ์
พังก์พันจาก A ไป B

เหตุกอ
เป็น ไม'เป็น

r 1={(l ,a) , (2,๖) , (3,๖)} y — เทราะว่า เป็นพังก์พันที่ ขีโคเมนเท่ากับ A 

และ เรนจ์  เป็นกับเชคของ B

r 2={(l ,a) , (2,๖) , (3,๖) , 

( 4 , c ) , (5,d)} y —

เพราะว่า r 2 เป็นพังก์พันที่มโค เมน เท่ากับ A 

และเรนจ์ เป็นพับเชตของ B

r 3= { ( l , a ) , ( 2 , ๖ ) , ( 3 , c ) , 

(4,d)}

r 4={(l,a)  , ( 2 , ๖),  (?,d) , 

(4,c)}

จากตาฯางสรุปได้ว่า

---------------------------------------- ^
นยาม f  เป็นพังก์พันจาก A ไป B เขียนแทนด้วย f:A~* B

ทมายถัง พังก์พัน f  ที่ มีไค เมน เท่ากับ A นละมี เฯนจ์ เป็นพับเชต

มอง B

ถากาทนคใด้  A ={1 , 2 , 3] และ B ={4 , 5} ร'ท^า™ทนด้ว เ i๒ขอ!ความลงในตา'รางด้างล,าง

ความพัมพันธ์
f  :A -*• B

เป็น ไม'เป็น
เทตุผล

r 1={(l,4) , (2,5) , (3,4)} y —- เพราะว่า r  1 เป็นพังธ์พันที่ ม็โค เมน เท่ากับ A

และเรนจ์ เป็นพัมเชดของ B

r 2= {(1,5) ,(2,4) ,(3,5)}

r 3= {(4,1) ,(5,3)}

r 4= {(4,1) , (5,2) , (4,3)}
1.
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ถาก'าหบ«ให้ A = {o, 1 , 2 , 3 , 4  } และ B = -£o,1,2 1 0 ) จงพัจาว{นานล้ว เ รมข้อ«วาม

ลงในดาวางข้า'งล่าง

«วามสมพันธ์ f:A-*-B หริอ g: B-*- A
«วามสมพันธ์แบฆบอก เงึ ่อนไข เหชุพล

แบบแจกแจงสมารก เป็น ไม, เป็น

f  =  { ( x , y ) C  A  X B / y  =  x 2j  f

g ={(x,y)€  B X A / y  = x) g

พัวอย่าง กาหน«พังภ์รนดังต่อไปน

1) f  = j ( x , y )e  R X  R / xy = l}

2) g = {(x,y)€ R X R / lx|y = l}

3) h = {(x,y)€ R X  R / y 3= x )

ในแด่ละพังกรนจงหาเซต A ชีงทาให้เป็นพังก์รนจาก A ไป R 

วิธีทา

จากพังธ์รนจาก A ไป R หมาย«วามว่า พังก์รนนจ ะห้องมีโดเมนเท่าสม A 

และมีเวนจ, เป็นสบ เซตของ R

กาวหาเซต A ก็ดัอ กาวหาใด เมนของพังห้รนน๋ึน เอง

1) f  = {(x,y) € R X  R / xy = 1 1

เขยนแทนห้วย xy = 1  หวอ y = -i

หบว่าจะหาค่า y ไห้เสมอยกเว้นเมึ ่อ X  = 0

Df  = {x /x ê r } -  |o]

ดังบ๊ัน ห้าให้ A = { X  /x€ r ) -  (oj แห้ว f  จะ เป็นพังก์รนจาก A ไป R

2)
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3)

สรุป
การพิจารณา f  ว่า เป็นฟังก์ชันจาก A ไป B มีว้รการตังน คิอ

1. พิจารณา f  ว่า เป็นฟังก์ชันหรีอไม่

2 . พิจารณา Df  ว่าเท่ากับ A หรึอไม่

3. พิจารณา Rf  ว่า เป็นกับ เซตของ B หรัอไม่

ถ้า f  เป็นฟังก์ชันที๋มีโค เมน เท่ากับ A และเรนจ์เป็นกับเซตของ B กล่าว 

ไค้ว่า f  เป็นฟังก์ชันจาก A ไป B ( f ะA —► B)

1.4.2 ฟังก์ชันจาก A ไปหึ ๋วลิง B

จากกี ่กล่าวในตอนกี ่แล้ว เกี่ยวกับฟังก์ชันจาก A ไป B ว่า เป็นฟังก์ชันกี่มีโค เมน เท่ากับ A 

และมีเวนจ์เป็นกับเซตของ B ค่อไปนจะมาพิจารณาฟังก์ชันจาก A ไป B ในกรณีท๋ี เรนจ์ เท่ากับ B 

คังดํอไปน

กาหนคใค้ A = {1 , 3 , 5} และ B = {2 , 4 } จงพิจารณาตารางข้างล่างน

ความกัมฟันก์ IlKWnW Dr R
r

f :A-> B f  ะ A T ’ะ B หัวลิง
เป็น ไม่ เป็น เป็น .ไม, เป็น

r 1={(1 ,2)  , ( 3 , 4 )  , (5,4)} / X Î T \
3 j [

\  5 / — St 4 y

{1 , 3 , 5 } {2 , 4 ) y — y -

r 2= {(1,4) , ( 3 , 2 )  , ( 5 , 2 ) }
A

r \

\ J

r B

c y -

r 3= {(1,2) , ( 3 , 2 )  , (5 ,2) }
A

ท

พ

r ? B

ง

- y
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จากตาวางข้างบนจะกัง เกต เห็น-ท

ฟังก์ฟันทึ่เห็นหง f : A —► B และ f  : A — ► B ม ีเวนจ์ค ิอ __________
ทึ๋วถิง

ตังนั๊น อาจจะสรุปนิยามนองฟังก'ฟันจาก A ไปฑึ๋วรง B (fu n ctio n  from A onto B) 

ไข้ตังน

นิอาฆ f  เห็นฟังก'ฟันจาก A ไปหึ๋วถิง B เมียนแทนห้วย f  ะA —— ► B
ทึ๋วถีง

หมายรง ฟังก'ฟัน f  ที๋ม ีโคเมนเท่ากับ A นละมีเวนจ'เท่ากับ B

กาหนคให้ A = {1 , 2 , 3 } และ B = (a ,b ,c )

จงพจารผาฟังกฟันคอไปนฟังก'ฟันโค เห็นฟังก'ฟันจาก A ไปทั๋วรง B หว้อม เหตุผล
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1.4.3 ฝังกรนหนึ่งต่อหนึ่ง (one to  one fu n ctio n )

กาหนดให้ A = {2 , 4 , 6 } และ B = {a,b,c}

จากตารางห้างบนจะฝัง1กคเห็นว่า

ฟังก์ฟ้นท่ี เห็นฝังก์รนหนึ่งต่อหนึ่งสมารกแต่ละตัวของ B ท่ีถูกตับคู่ จะถูกตับคู่โตย

สมารกของ A ____________ ______
ตัว เคียว/มากกวา 1 ตัว

ตังนึ่นอาจสรุปนิยามของฝังก์รนหนึ่งต่อหนึ่ง (one to  one fu n ctio n ) ไต้ตังนึ่

f  เป็นฝังก์รฆหนึ่งต่อหนึ่ง (one to  one fu n ction ) หมายถิง ฝังกรนที่ 

สมารกแต่ละตัวของ เรนจ์จะถูกตับถู่โตยสมารกของโต เมนตัว เคียว เห่านึ่น
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I ด ิมข ้ อ ค ว า ม ร ง ใ น ช ่อ ง ว ่า ง ใ น ด า 'ท ง

ฟังก์ชัน แผนภาพ
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ฟังก์ชันจาก A ไป B ฟังชันจาก A ไปทั๋วถึง B

เรน ไม่ เรน เรฆ ไม่ เรน เรน ไม่ เป็น

ข้า A = {l, 2, 3,4 } และ 

B ={a,b ,c ,d ,e}  

f 4={(l ,a) , (2,b) , 

(3,c) , (4,d)j

A
น 0

ข้า A = {l, 2, 3 , 4} และ 

B = {a, b , c , d}

£5={(1,a ) , ( 2 , b ) , 

(3,d) , (4 ,c)|

ท(A

ข้า A = -[1 , 2 , 3 , 4 , 5} และ 

B = |a,b,c ,d)  

f 6= {(l,a) , (2 ,b) , 

(3,c) , (4,c) , 

(5,d)}

ทA
J

จ า ก ด า ร าง ข ้า ง ม น จ ะ ฟ ัง 1 ก ต  เห ็น ว ่า

1 )  ข ้าฟ ังก ์ช ันห น ึ่งต ่อห น ึ่งจาก A ไป B ค ิอฟ ังก ์ช ันท ี่เรนหงฟ ังก ์ช ันหน ึ่งต ่อหน ึ่ง

และฟ ังก ์ช ัน จาก A ไป B ด ังนนฟ ังก ์ช ันหน ึ่งต ่อหน ึ่งจาก A ไป B ห มายถ ึง _____________________

2 )  ข ้าฟ ังก ์ช ันห น ึ่งต ่อห น ึ่งจาก A ไปท ั๋วถ ึง B ด ัอฟ ังก ์ช ัน ท ี่เรนหงฟังก ์ช ัน

หนึ่งต่อหนึ่ง และฟ ังก ์ช ัน จาก  A ไปท ึ๋วถ ึง B ด ังนนฟังก ์ช ันหนึ่งต ่อหน ึ่งจาก A ไปท ี่วถ ึง B ห ม ายถ ึง
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ด ังน ีนอาจส^ปน ิยาบของฟ ้'งก ์ข ีนทเงลองไค ้ ดังน

1 • f  เ ป ็ น ฟ ั ง ก ข ี น VIฆ ง อ อ อ น ง จ า ก  A ไ ป  B ( o n e  t o  o n e  f u n c t i o n  f r o m  

A i n t o  B) เ ข ี ย น แ ท น ค ว ย  f :A -— i -  B ห ม า ย ถ ั ง  ฟ ้ ง ก ์ข ี น ห น ี ง ต ่ อ ห น ี ง ท ี ่ ม ั  

D f  = A แ ล ะ  R f  c  B (Df  = A แ ล ะ  R f  C B  เ ป ็น ! 3ถ1ส ม บ ั ต ิ ข อ ง

f  ะ A—*• B)

2 .  f  เป ็นฝังกข ีฆหฆงพอหนีงจาก A ไปท ี๋วถ ัง B ( o n e  t o  o n e  f u n c t i o n

f r o m  A o n t o  B o r  o n e  t o  o n e  c o r r e s p o n d e n c e )  เข ียนแทนค้วย

f:A B ห ม า ย ถ ั ง ฝ ั ง ก ์ ข ี น ห น ีง ต ่อ ห น ี ' งท๋ีฐ D, = A แ ล ะ  R,- = B
น ี ว ถ ั ง  f  f

( D f  = A  แ ล ะ  R  = B เ ป ็ น ภูท)ส ม บ ัตข อ ง  f ะA --------- B
ท ึ๋วถ ีง

จ ง พ จ า ร ท ท ฟ ้ โ ง ก ์ ข ี น ต ่ อ ไ ป บ แ ล ้ ว  เ ต ิ ม ข ้ อ ค ว า ม ล ง ใ น ด า ร า ง  

ก า ห น ค ใ ค ้  A = {1 , 2 , 3} •1 B = { a , ๖ , c ]

ฝังก์ขีน แผนภาท f  ะ 1-1 f  ะ A B f  ะ A r t  B 
หัวถัง

เป็น ไม'เป ็น เป็น ไม่ เป็น เป็น ไม ่ เป็น

f  1- {(l,c) , (2,๖) , (3 ,a) ' 

J.

■---

f  2= {(l ,a)  , (2 ,a)  ,(3,a)}
r sน

-—

— — —

f 3= {(1,0) , (2,๖) , (3,c)} โ — — —

f 4= {(l,a) , (2,๖) , (3,0)}

J ไr\ — — — ----

f  5= {(1,๖) , (2,๖) , (3 ,a)) r u  

J  \

r \

J — — — — — —
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การพิจารณาพังก่ขีฆว่า เป็นพังก์ขีฆหนึ่งต่อหนึ่งจากกราฟ

กาวพิจารถทฟังก,ขีนว่า เป็นพังก่ขีบหนึ่งต่อหนึ่งจากกราฟนึ่น ฮ่งสาคัญที่จะต่องทา 

ประการแรกกํคงจะ เหมอนกับการพิจารณาพังธ์ขีนจากกราฟ คอจะต่องสาบารถ เขียนกราฟ 

ของความกับพันธ์ก่อน

ขอทบทวนหลักการ เขียนกราฟมองกวามกัมพันธ์รี}งทอจะสรุปไต่คังนึ ่ คีอ

1) สมมุคัค่า X  แสะหาค่า y จากเงี ๋อนไขของความกับพันธ์ที ่ให้มา แล้วเขียนค่า 

x ,y  ลงไนคาวาง (การสมมคิค่า X  ต่องกัมพันธ์กับโคเบนของความกัมพันธ์)

2) นาค่า X  และ y หรีอ (x,y) มาลงรุคในวะนาบแกนบุมลาก

3) โยงจุคต่าง  ๆ ต่อเนึ ่องกัน

คัวอย่างที่  1 f  = | ( x , y) € H X R /  y = X1 2)

f  = | .  . ( - 2 , 4 )  , ( - 1 ,1 )  , (0 ,0)  , (1,1) , (2,4)  .j

1 ) จากกราฟ f  เป็นพังก่ขีนเทวาะว่าลากเส้นขนานแกน y คัคกวาฟรุคเคียว

2 )  ล้ากาหบคค่า y โห้แต่ต ่อ งกาวจะหาค่า X  โคยใช้กราฟจะมีวิรการคีอ 

ให้ลากเส้นขนานแกน X ท่ีคาแหน’ง y ที ่กาหนคให้คัคกราฟแล้วลากเส้น

จากรุคคัคขนานแกน y คัคแกน X  คาแหน,งที่คัคแกน X  คีอค่า X ที่ต่องการ
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ดังนึ่นถ้า y = 3 จะได้ X  = 1 .8 ,-1 .8  (ประมาณ) 

y = 5 จะได้ X = 2 .2 ,-2 .2  (ประบาณ)

จะ เห็นว่าเมึ ่อลาก เส้นขนานแกน X  ไม่ว่าที ่ y ดาแหน'งใด ๆ เส้นขนานจะดัด 

กราฟจานวน 2 จุด

ตัวอย่างที ่ 2 g = |(x,y)£ R X R / y = 2x + l }

จากกราฟ g ฟังกรนเพราะว่า
เห็น/ไม่ เป็น

ถ้า y = 3.5 จะได้ X = _______________

y = 4 จะได้ x =

จ ะ เห ็น ว ่า เ น ึ่อ ล า ก  เส ้น ข น า น แ ก น  X  ไ ม ่ว ่า ท่ี y ด า แ ห น 'ง ใด  ๆ เส ้น ข น า น  

จะด ัด ก ร า ฟ จานวน _______  จ ุด

จากfjณฝิมบดัของฟังก์รนหนึ่งต่อหนึ่ง

f  เห็นฟังภ์รนหนึ่งต่อหนึ่ง (one to one function) หบายถัง ฟังถ้ฟันท่ี 

สมารกแต่ละตัวของ เรนจ์ จะถูกจับถู ่ใดยสบารกของได เมนตัว เดียว
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พ ิจ า ว ถ ท ก ร า ฟ จ า ก ทณ ฝ ีม ม ัค ิฟ ัง ก ์ฟ ัน ห น ึ ่ง ต ่อ ห น ึ ่ง

ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน
ร า ก  เส ้น ข น า บ แ ก น  X 

ต ัค ก ร า ฟ
ท ว า ม ห ม า ย

ฟ ัง ก ์ฟ ัน ห น ึ ่ง ต ่อ ห น ึ ่ง

เห ็น ไ ม ่ เห ็น

£ 1 =  { ( x , y )  £  R

\ \

X  R /  y  =  x ^ l  

/ . , 2  จ ุด

ค ่า  y  ค ่า ห น ึ ่ง ? ม ฐ ่ก ับ ค ่า  

X 2  ค ่า

£ 2 =  { ( x , y )  €  R

y =  

. .

X  R /

2 x  +  l }
y

1 จ ุด

ค ่า  y  ค ่า ห น ึ ่ง ? บ ฐ ่ก ับ ค ่า  

X 1 ค ่า

J

£ 3 =  { ( x , y ) €  R y  r /  y  =  l x | |
y

/ .\/  _  V0

£ 4 =  | ( X , y )  €  R X  R /  y  =  2 X }

[Z-’
___ L

0

จ า ก ต า ว า • ง จ ะ  เห ็น ว ่า

ฟ ัง ก ์ฟ ัน  เ ห ็น ฟ ั ง ก ์ฟ ัน ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง เ น ึ ่ อ ร า ก  เ ส ้น ข น า น แ ก น  X  ฟ ัด ก ร า ฟ
จุด เ ด ี ย ว / ม า ก ก ว ่ า  1 จ ุด
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สรุป

ก า ว พ ิ จ า ร ณ า ฟ ั ง ก ์ ช ั น ว ่ า  เ ป ็น ฟ ั ง ก ์ช ัน ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง จ า ก ก ร า ฟ  ม ีข น ด อ น ด ัง น ึ ่

1 )  ร า ก เ ส ้ น ข น า น น ก น  X  ท ี ่ต า น ห น , ง  y ใ ด ๆ  ด ัด ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ช ัน

2 )  พ ิ จ า ร ถ ท เ ส ้ น ข น า น น ก น  X  ท ี ่ ต ัค ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์ช ัน  ด ีอ

ถ ้ า  เ ส ้ น ข น า น ต ัด ก ร า ฟ  เ พ ิ ย ง ช ุด  เ ด ี ย ว  ฟ ัง ก ์ช ัน น ึ ่น  เ ป ็น ฟ ัง ก ์ช ัน ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง  

ถ ้ า  เ ส ้น ข น า น ต ั ด ก ร า ฟ ม า ก ก ว ่ า  1 ชุด ฟ ัง ก ์ช ัน น ึ ่น ไ ม ่  เ ป ็น ฟ ัง ก ์ช ัน ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง

ต ั ว อ ย ่ า ง  จ ง พ ิจ า ร เ น า ฟ ั ง ก ์ช ัน ว ่ า  เ ป ็น ฟ ัง ก ์ช ัน ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง  เ น ึ ่อ

f  1 = { ( x , y ) £  R X R /  y = -2x + l }  
V

ฟ ัง ก ์ช ัน ห น ึ ่ ง ต ่อ ห น ึ ่ ง  เ พ ร า ะ ว ่ า
เ ป ็ น / ไ ม ่ เ ป ็ น
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บัดวแบบฝิกหัพหุวอบพรงาน

เรี ่อง 1. ความหมายของพิงก์สัน

1.4.1 พิงห้สันจาก A ไป B 

1  .4 .2  พิงกสันจาก A ไปที่วถีง B 

1 .4 .3  พิงก์สันหนึ่งต่อหนึ่ง

นฆฆฝึกหัค

1 . ให้  A = I x , y , z |  , B = {1 ,0)  จง เขี

2 . กาหนดให้ A = j a , ๖ ,c ๐IIm

f l =. {( a , c ) , ( b , d ) , (c , c) j

f 2
= {(a,a), (๖,๖),  (c , c)1

f 3 = j (๖, a), ( c , c ) , ( a , a) 1

f 4 = { ( a , b ) , (c,c)  , (๖,c)}

f 5 = { ( a , ๖), (๖,c ) , (c,d)}

f 6
= I ( a , c ) , (๖,c ) , (c,c)|

f 7 = {(b, ๖), (c,c) , (a,a)}

จงพิจารถทพิงก์สันที ่กาหนดให้ว่ารพิงก์สันใดข้างที ่  Iรน

1 ) พิงก์สันจาก A ไป B

2 ) พิงห้สันจาก A ไปที่วถีง B

3) พิงก์สันจาก B ไป A

4) พิงก์สันจาก B ไปที่วถิง B

5) พิงก์สันจาก A ไป A

ร) พิงก์สัมจาก 1 -1

V) พิงก์สันจาก B ไปที่วก็ง A
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เฉรผแบบฝิ กทั พ

1 . ใท้  f  เ&นดั งก์ ฟ้ นจาก A 111 B ดั งนม = A Rf  c  B

f l = ( u , l ) , (y , 1 ) , ( Z, 1 ) }

f 2 = {( x , 0 )  , (y, , 0 )  f ( z , 0 ) ]

f 3 = { ( x , l ) , (.y 1, 0 ) , ( z , 0 ) )

f 4 = { ( x , l ) , ( y . . 1 ) , ( Z,  0) }

f 5 = {( x , l )  , (y- , 0 ) , ( 2 , 1 ) }

f 6 = {( X, 0)  , ( y , . 1 ) , ( Z, 0)}

f 7 = { ( » 0 ) , ( y , , 0 ) , ( 2, 1)}

f 8 = {( X/0)  , ( y , . 1 ) , ( 2 , 1 ) }
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ฝัตวทคสอม หริอฝัครปัญหา

เรึ๋อง 1 . ความ หมา ยขอ'ง»ใงก์ฝัน
1 .4 .1  ฝังก์ฝันจาก A ไป B 
1 .4 .2  ฝังก์ฝันจาก A ไชฝั-วถีง B 
1 .4 .3  ฝังก์ฝันหน่ึงต่อหน่ึง

ทาฝัง จงทาเกวึ๋องหมายกากบา»» ( X ) ลงในวงเรบตรงฝัฆข้อ ก ตริอ ข หริอ ค หริอ ง
ในกระคา»*ทาตอฆชีงท่าน เหํนว่าฐกห้องฑ่ึอุต เหยงข้อ เดียว

1 . ใ ห,' A =  { l , 2 , 3 , 4  } B = { o , l , 2 , . . , l o } 4 . _  f
A '' " %  B

ข้า f  = { ( 1 , 2 )  , ( 2 , 4 )  , ( 3 , 6 )  , ( 4 , 8 ) } / I X
ข้อใคไม่ถูกต ้อง 2 "  

V 3 J

jr a  \  

^ b  /ก . Df  = A และ R c  B

ข . f  เฟ้นฝังก์ฝัน จากแพนภาหข้อใตไม,ฐกต้อง

ค . f  เฟ้นฟ้งก์ฝันจาก A ไป B ก . f  เฟ้นฝังก์ฝัน

ง . f  เฟ้นฝั งก ์ฝ ันจาก B ไป A ข . f  เฟ้นฝังก์ฝ ันจาก A ไป B

2 . ใ»! A = { a , ๖ , c , d }  และ B = { l ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 เ ก . f  เป็นฝังก์ฝ ันจาก A ไปฝ ัวถ ีง  B

ฝ ังก ์ฝ ันในข ้อใคเฟ ้นฟังก ์ฝ ันจาก A ไป B ง . f  เป็นฝังก์ฝันหนึ ่ งต่อหนึ ่ ง

f  1 =1 ( a ,  1) , (๖,  2) , ( c ,  3) , ( a , 4 ) j ธ .  ฟ้งก์ฝันหนึ ่ งต่อหนึ ่ งตรงฝับข้อใดก .

ข . f  2 = { ( l , a ) , ( 2 , ๖ ) , ( 3 , c)  , ( 4 , d ) , ก . {( a ,  1 ) , ( ๖ , 2) , ( ๐ ,  1) J.

( 5 , ๖ ) } ไ] . j ( p , l ) , ( q , l ) , ( r , 1 ) }

ก . f 3 = { ( a , 2 )  , ( ๖ ,  3) , ( c , l )  , ( d ,  4) 1 ก . { ( l , a )  , ( 2 , ๖ )  , ( 3 , c ) }

ง . f  4 = { ( l , a ) , ( 2 , ๖ ) , ( 4 , c ) , ( 5 , d)} ง . { ( 1 , 2 ) , ( 2 , 1 ) , ( 2 , 2 ) ,  ( 2 , 3 ) }

3 . ให้ A = { 1 , 3 , 5 } , B = { a , ๖ } ฝั งก์ฝ ันจาก

A ไปฝ ัวถ ิ ง B ดีอข้อใต

ก . { ( l , a ) , ( 3 , ๖ )  , ( 5 , a ) }

น . {(  1 , a )  , ( 3 , a )  , ( 5 ,  a )}

ท . { ( a , l )  , ( ๖ , 3 ) }

ง . { ( a , ๖ ) ,  ( ๖ , a ) , ( a , a ) , ( ๖ , ๖ ) }
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6 . กราฟขอ•งฟ้งห้สันในข้อใค เป็นสังก์สันหนีงต่อหนีง 9 .  ใ ห ้  C = {1 , 3 , 5 , 7 เ  ศ ง ก ์ ส ั นหนีง ต ่ อ ห น ี ง

จาก C ไป C คิอข้อใค

ก. {(1 , 1) , ( 3 , 3 ) , (5 , 5 )}

ข. { ( 5 , 1) , ( 3 , 5 ) , (1 , 3 )}

ค. { ( 1 , 3) , ( 3 , 5 ) , (5 , 7 ) , (7 , 1 ) }

ง .  {(1, 3) , (3 , 5) , (5 , 1)  , ( 7 , 7) , (1 , 1)}

ฟ้โงก์สันนี เป็นฟงก์สันหนีงต่อหนีง

ก.  f(x)  =* X + 2 

ข . f  (x) = lx -  3 I 

ค. f(x) = 3x -  1 

ง .  f  (x) f l  1นี อ X >  0= 1-1 เ น ี อ  X 3? 0

7 .  ให้  A ={1 , 3 , 5 } แระ c =  {l, 3,5,  7 } 

ห้า f  ={(5,1),  (3,5),  (1,3)}

ข้อโคไม่ถูกห้อง

ก. f  เป็นฟ้'งก์สันพนงต่อหนีงจาก A ไป A 

ข . f  เป็นฟ้งก์สันจาก A ไป#?วทีง A 

ท. f  เป็นสังก์สันหนีงต่อหนีงจาก A 

ไ ป  C

ง . f  เป็น#!’งก์สันจาก C ไป#?วถีง A

8 . ให ้ B ={a,๖} แระ C ={1,3,5,7เ  

สังก์สันจาก C ไป#?วถีง B ค็อข้อใค

ก. {(1, a) ,(3,๖) , (5, c)}

ข.  {(1,a) , ( 3 , ๖ ) ,  (5,๖) ,  (7,a)}

ค. {(1 , ๖) , ( 3 , ๖ ) ,  (5,๖) ,  (7,๖)}

ง .  {(1,a) , ( 3 , a) , ( 5 , a)}
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10ลยข้อทคสอบ

1 . ง
2 . ค

3 . ก

4 .  ง

5 . ค

6 .  ข

7 . 'ง

8 . Ï1
9 . ค

10.  ท
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จดการ เรียนการสอนท่ี 5 

เร๋ีอง

การกาหนดฝังก์ฟ้'น

ป ัด รลาฝ ัง

ให ้ป ักเร ียนปฏ ิป ัดดามขนตอนฝ ังน

1 . ท าป ัดรfîจกรรม

2 . ล กม าจาก ป ัด ร  เท ี่อ ห าอ ีก ค ว ง ท น ี๋ง ถ ้าไ ม ่เข ้าใจ  ห ฝ ังจากท ี่ทาป ัดรป ัจกรรมน ล ้า

3 .  ทาปัดรนมฆฝักทัด ห ร ีอป ัดวงาน พ ร ้อมท ี่งตรวจw aงาน ท ี่ป ัตวเท ลย 

A . ทาป ัดวทดสอบทรีอป ัดรป ัญทาพร้อมท ี่งดรวจผa งาน ท ี่ป ัต ร เน 3ย
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ฆ'พร เนอหา

เรึ ๋อง 1. ความหมายของฝังก์สัน

1 .ธ การกาหนคฝังก์สัน

การกาหฆพฝังก์สัฆ มวัรการ เขียนฝังก์สันไค้หรายวร พังน

1) โคยการแจกแจงสมาสักเรนคู ่ล,าพัมหงหมค เช่น

f  =  I ( 1 , a )  ,  ( 2 , ๖ )  1 ( 3 , c ) ]

2) โคยนพนภาพนสคงการ'ร’บคู ่ระหว่างสมาสักของ เชคสอง เชค

3) โคยคาราง เช่น

X 1 2 3
y 1

1

ไโ
1

ไโ . . . .

4) โคยการ เขียนกราฟ เช่น

f  =  | ( x , y )  €  R X R /  y  =
- 1 , เมื ่ อ X 0

X , เมื ่ อ 0  <  X ^  1
2 , เมื ่ อ 1  <  X

เขียนกราฟไค้ พังน
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พัวอย่างที 1 

วิรฑา

พัวอย่างที 2 

วิกีทา

ไคยการกาหนค เงึ ๋อบไขสมารกใน เซต หวีอเรนสูตรแสคงพังก์รน เซ่น

f  =  | ( x , y ) €  R x R / y  = x + l ]  อาจ เข ียนแทนด้วย f  (x )  =  X  +  1 

g  = { ( x / Y ) €  R X  R /  y  = x 2+ 3x -  l }  อ าจ  เขียนนทนด้วย 

g ( x )  = x 2+ 3 x  -  1

h = { ( x ,y )€ R  X R / y = /x -3เอาจ เขียนแทนด้วย h(x) = /x -  3

เวียก f  (x) , g (x) และ h(x) ว่า เอriของเอกช ิ, จีของเอ้กซ่ และ 

เอชของเอ้กซ์ ตามลาพับ ทีงหมายความว่า เรนค่าของพังกรน f ,  g และ h 

ที X

f(x)  กํคิอค่า y ของพังก์รบ f  นึ ๋นเอง 

g (x) ก์คีอค่า y ของพังก์รน g นึ ๋นเอง 

h(x) ก็คีอค่า y ของพังก์รน h นึ ๋นเอง

กาหนคให้ f(x) = 2x 

X  =  1  ,  f ( l )

. * •  y

X  =  2 ,  f  (  2 )

y

X  = 3, f  (3)

y

3 จงคา f ( l ) ,  f  ( 2) , f  (3) 

2(1) -  3 = -1

f ( l )  = -1 

2(2) - 3 = 1

1
2 ( 3 )  - 3 = 3  

3

กาหนคให้ f(x)  

- f  (x)

f  (0) 

f  (-1) 

f  (a)

f ( x  + 1)

=  X  + 3 จงหา f (0),  f ( - l ) ,  f ( a ) , f ( x  + 1)

= 0 + 3 = 3

= (-1) + 3 = 4
= (a)2+ 3 = a2+ 3

=  ( x + 1 ) 2 + 3  =  x 2 + 2 x  +  1  +  3

=  X  + 2x + 4

f  (x) =  X  +  3( x ) 2 +  3
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ต ัว อ ย ่าง ฑ _ 3

ว ้รพ า

.  f i x  +  1 ) - f ( x )  =  ( x 2
2=  X  +

=  2 x

ก า ห น ด ใ ห ้  f ( x ) =  <
3

2 x  +  1  ถ ้ า  
1

X  -  2  ๓
, 2 x  -  5  ห ้ า

จ ง ห า  1 )  f  ( / 2 ) 2 )  f ( / 5 )
1 )  X =  / 2 / 2  2

f ( x ) = 2 x 3 +  1
f  ( / 2 ) = 2  (  / 2 )  3 +  1

2 )  • .  •  X  =  / i = 2/2  ส ์ ง  2

f ( x ) 1X  -  1

f  ๙ 8 ) 1/ S  -  2
3 )  .  x  =  2 4  ^  4

f ( x ) = 2 x  -  5
f < ï > =

2 < l >  -  5

การกาห น ห ฟ ังก ์ฟ ัน ส าม ารถกาห น ห ไค ้ห ลายว ัร  

ต ัว อ ย ่า ง  f-L = j ( a , c ) ,  ( ๖ , d ) , ( c , c ) }

1 )  กาหนคฟ ังก ์ฟ ัน1รนแผนภาพไค ้ รอ

h  2 x  +  4 )  -  ( x 2 +  3 )  
2 x  +  4  -  X 2 -  3  

-  1
X  « ร .  2  
2  <  X  ^  3

=  4 / 2  +  1
<  2 ท  < :  3

>  3

= 2
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ต ัวอย ่าง กาทนคให ้ | ( x , y ) €  R v R / y  = x -  2 ]

1 ) กาหน«ฟังก ์ส ัน เฟ ้น ต าร าง  คีอ

2 ) กาหน«ฟังก,ส ัน โดยการแจกแจงส ฆ าช ัก

{ . . . ,  ( - 2 - 4 ) , ( - 1 , - 3 ) , ( 0 , - 2 ) , ( 1 , - 1 ) ,  ( 2 ,0 , ( 3 ,1 ) , . . . }
a )  กาหน«ฟังก ์ส ัน เฟ ้นกราฟ ่
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เ_ว ึ๋อ ง ุ 1 .  ก ว า ม ห ม า ย ข อ ง ฟ ้ง ต ้ร น

1 . 5  ก า ร ก า ห น ก บ ัง ก ์ร น

จ ก ป ร ะ ส ง ท * ก า ร  เ ร ีย น ร ุ้

น ัก  เ ร ีย น ส า ม า ร ถ

1 .  ย ก ต ัว อ ย ่า ง บ ัง ก ์ร น น น บ ด ่า ง  ๆ ท ี๋ก า ห น ก ใ ห ้ไ ห ้อ ย ่า ง ถ ูก ก ้อ ง  

2  .  เข ย น บ ัง ก ์ร น ต า ม แ บ บ » [ ก า ห น ก ใ ห ้ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ห ้อ ง

3 .  ส า ม า ร ถ ส ร ุป แ บ บ ต ่า ง  ๆ ข อ ง ก า ว ก า ห น ก บ ัง ก ์ร น ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ค ้อ ง

ก ิจ ก ร ร ม

ใ ห ้น ัก เร ีย น พ ิจ า ร เน า ข ้อ ค ว า ม ข ้า ง ล ่า ง น

ก า ว ก า ห น ด » โ ,ง ก ์ร บ น ;น ม ว ิธ ีก า ร ก ’า ห น ค ไ ต ้ห ล า ย ว ิธ ี

1 )  โ ก ย ก า ว แ จ ก แ จ ง ส ม า ร ก

f =  { น , a ) , ( 2 , b ) , ( 3 , c ) }  

g = {(1,2), (2,3),  (3, 4), (4,5)}

2)  โ ก ย แ ผ น ภ า » ) แ ส ด ง ก า ว จ ับ ค ู่ว ะ ห ว ่า ง ส ม า ร ก ข อ ง  เช ก ส อ ง  เช ต

จ ะ  เฟ ้น ว ่า ก า ร ก ’า ห น ก บ ัง ก ์ร น โ ก ย แ ผ น ภ า พ บ น ท ’า ใ ห ้ เฟ ้น ก ว า ม จ ัม ห ัน ท ์ร ะ ห ว ่า ง

ส ม า ร ก ข อ ง  เซ ต ส อ ง  เ ซ ต อ ย ่า ง ร ด  เจ น  แ ส ะ ส า ม า ร ถ แ ย ก โ ก  เบ น แ ส ะ  เว น จ ์ข อ ง บ ัง ก ์ร น อ ย ่า ง

ร ก  เจ น
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3 )  โด ย ต าวา■ ง  เป ็น ก า ว ก า ห น ค ค ัง ห ้ก ัน ร ํเง  เข ้า ใ จ ก ัน โ ค ย ง , า ย ว ิร ห น ีง

จ า น ว น ฐ ก ก ว า ค 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1  0

ร า ค า  ( ส ค า ง ต ่) 4 0 8 0 1  0 0 1 4 0 1 8 0 2 0 0 2 4 0 2 8 0 3 0 0 3 4 0

4 )  โ ค ย ก ร า ฟ  เ ป ็น ก า ร น า ฟ ้'ง ก ์ก ัน ม า แ ส ค ง ใ ห ้เข ้า ใ จ ไ ห ้ง ่า ย   ๆ โ ค ย เข ีย น แ ท บ

ค ู่อ ัน ค ับ ค ู่ห น ีง ห ้ว ย ^ ด ใ น ร ะ น า บ

|Y
■ ■ 3
2 O

จ า ก ก ร า ฟ  จ ุค ห ้น แ ส ค ง ว ่า ก ร า ฟ ร ว ม จ ุก น ีน  แ ต ่ว ง ก ล ว ง แ ส ด ง ว ่า ก ร า ฟ ไ ม ,ร ว ม จ ุด บ น  

ก ร า ฟ ค ัง ก ล ่า ว ม ส บ ก า ว  ค ัง น

f ( x )
- 1 ,  X <  0

0  < ; X 1
2 ,  X >  1

ธ)  โ คย การ กาห นค เง ี ่ อนไฃสมาก ักในIÏ H  หริอ เป็นสูครแสคงคังก์กัน

f  =  { ( x , y )  £ R x R / y = x + l )

อาจ  เขียนแทนห้วย f ( x )  = X + 1 

g = { ( x , y ) £ R  X R /  y  = x 2+ 3 x  -  l ]

อา จ  เขียนแทบห้วย g ( x )  = x 2+ 3 x  - 1  

h  = { ( x , y ) e  R X R /  y  = f x  -  3 เ

อาจ เข ียนแทนห้วน h ( x )  = ____________________
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เวา เวียก f  (X) ว่า เอฟของเอิกช์  หมายดวามว่า ค่าของฟ้งก์สัน

f  ที  X

g(x) ว่า จีของเอิกช์  หมายความว่า ค่าของฟ้งก์สัน

g ที X

h (x) ว่า เอชของเอิกช์  หมายคว่ามว่า

พัวอย่างที 1 กำหนดให้  f(x) = 2x -- 3 จงหา f (1), f (2) , f  (3)

วิรทำ

จาก f(x) = 2x -  3

f ( l ) = 2(1) -  3

= - 1

f (2) = 2(2) -  3

= 1

f (3) =

ข้อสังเกด

กๆวหาค่า f(x) เม๋ีอ X  = 1 ก็คิอกาในทนค่า X  ด้วย 1 ในฟ้งก์สัน f

พัวอย่างที 2  กำหนดให้  f(x) = x 2+ 3 จ ง หา f  ( 0 ) , f ( - l ) ,  f ( a ) ,  

f ( x  + l ) - f ( x )

วิรพา จาก f(x) 

f(0) 

f ( - l )  

f(a)

f (x  + 1) = 

f  (x)

= ( ) - (  )

x2+ 3

02+ 3 = 3

( ) 2+ 3

(x + 1)2+ 3 =

. ' .  f (x  + 1)- f(x)
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กัวร ย่างหี่  3 กาทนคให้  f(x)  =
2 x ^+  1 ถ ้า X  2 

^ — — 2  ถ ้า 2 <  X  3

V 2 x  -  5 ถ ้า  X  >  3

จ ง ห า  1 )  f  ( / 2 )  2 )  f  ( / 8 )  3 )  f ( | )

ว ิ ร ท า

1 )  f  ( / 2 )  ก ํ ก ั อ  X  =  y 2

จ ะ ไ ค ้ ว ่ า  / 2  2

ก ั ง น น  f ( x )  =  2 x 3 +  1

f  (  / 2 )  =  2 ( / i ) 3 +  1

= 4 / 2  + 1

2 )  f  ( / ร ิ )  ก ค ็ อ  X  =  / 8  =  2/2

จ ะ ไ ค ้ ว ่ า  2  < 2 / 2 ^ :  3

ก ั ง น ั ๋ น  f  ( x )  =  ____________________

f  ( / 8 )

3) f  (-̂ ) ก ํ ก ั อ  X  -  \  ^

จะไค้ว่า ■ 3 j  > 3 

กังนน f(x) =

จากทึ ่กร่าวมาห้างค้นจะ เห์นว่าการกาหนคกังก์กันสามารถกาหนคไค้หลายวิร 

ค้วยกันห้งสามารถ เรยนจากกาวกาหนดกังก์กันวิรหบึ ๋งมา 1ป็นอีกวิรหdงไค้  1ช่น 

กัวรย่าง กาหนดให้  f  = | ( a ,c ) ,  (๖,d) , (c,c)]

1 ) กาพนดกังก์กัน1รนนผนภาหไค้ ค็อ



(ร'วอย่าง กาทนดให ้ I ( x , y ) €  R x R / y  = x -  2

1 .  ก าท น ท ฟ ้งก ์ส ัน เร น ด าร าง  ค็อ

2 . กาทนคฟ้,งก์สันโคยการแจกแจงสมาสัก

{ ----------------------------------------}

3. กาทนคฟ้โงก์สัน เรนกราฟ
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มัพวแบบฝิกหั’หหริอมั m 'งาฆ

เร่ือง 1 . กวามหมายของฟ้งก์สัน
1.2 กาวกาหนกฟั'งก์สัน

แบฆฝิกหัค
1

2

3

ถ้า f (X) =  X1 2 5

จงหาค่าของ f (0) , f( -1) ' f (3 ) ,

1 เม๋ึอ X < 1

ถ้า f(x) =  . X เม๋ึอ 1  « X * c 3
2 เม๋ึอ X  > 3

จงหาค่าของ f( -2) , f (0) , f (1) ,

ถ้า f =  1 (x,y)€  R X H / y =  X

f (a) , f (a + b) liar f (x + b)

f  (- |)  , f  ( / 3) , f  (9 ) 

+ 4 x  -  3 }

(1 )  f  ( 3) + f  ( 2) = f  ( 3 + 2) ห รอิไม่

(2 )  f  ( 3 . 2 )  = f  (3 )  . f  (2 ) ห ร ิอไม,



laatmu นฝิกกัพ
1 .  f (๐) = 5 , f ( - l )  = - 7  , f (3) = 13 , f ( a )  = a 2+ 3a 

f ( a  + b) = a 2+ 2ab + b 2+ 3a + 3b -  5
f ( x  + b) = x 2+2xb + b 2+ 3x + 3b -  5

2 .  f ( - 2 )  = 1 , f  (๐) = 1 , f ( l )  = 1 , f ( - | )  = 1 , f  ( / 3) 
f ( 9 )  = 2

3.  ไม่1ท่ ากั น,  ไม่ เท่ ากั น
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ฟ ้โ ต ร ท ค ล อ ฆ V I ร อ ป ๋'ต ร ป ๋โ ญ » ท

เ ร ื่อ ง  1 .  ค ว า ม พ ม า ย ข อ ง พ ง ก ์ส ัน

1 . 5  ก า ร ก า ห น ค ฟ ั'งก์ ฟ้ น

จ ง ท า เ ก ร อ ง ห ม า ย ก า ก บ า ท  { X ) ล ง ใ น ว ง เ อ บ ด ร ง f )นUB ก ห ร ิอ  ข  ห ร ิอ  ค ห ร ิอ  ง
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1ทลยข้อทดสอบ

1 . ก

2 . ค

3 . ง

4 . ค

5. ข
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ช ด ก า ร เร ีย น ก า ร ฝ ีร น ท ี่ 6  

เ ร ึ่อ ง

ฟ ัง ค ่อ น เอ ง เส ้น  

ฟ ัง ค ่อ น ค ่า ส ม y ร ผ ์ 

ฟ ัง ก ์อ 'น ข น บ ัน ไ ค

บ ัต ร ค า ฟ ัง

ใส ้บ ัก  Iว ีย น ป ฏ ิบ ัต ิต า ม ข น ต อ น ฟ ัง น  

1  .  ท า บ ัต ร ? ไ จ ก ร ร ม

2 .  ศ ึก ษ า จ า ก บ ัต ร เ ท ี่อ ห า อ ก ค ร ั๊ง ห น ง ถ ้า ไ ม ่เ ข ้า ใ จ  ห ฟ ัง จ า ก ท ี่ท า บ ัต ร บ ัจ ก ร ร ม น ส ้ว

3 .  ท า บ ัต ร แ ย บ ศ ึก ฟ ัด  ห ร ิอ บ ัต ร ง า น « ข ้อ ม » ? ง ต ร ว จ ผ ล ง า น ท ี่บ ัต ร  เฉ ล ย

4 .  ท า บ ัต ร ท ค ฝ ็อ บ ห ร ิอ บ ัด ร บ ัญ ห า « ข ้อ ม ท ี่ง ต ร ว จ ผ ล ง า น ท ี่บ ัต ร เฉ ล ย



251
บัตร เนอทา

เรึ๋อง 2 . ฟังก์ธนชนิดต่าง ๅ
2.1 ฟังก์ธน เธงเส้น
2 .2  ฟังก์ธนท่าสมy in
2 .3  ฟังก์ธนขนบันได

2 . 1  ฟังก์ธนเธง เส้น (L inear Function) คีอฟังก์ธนทีอยู่ใน2ป f(x)  = ax + b 

1ม่ีอ a นละ b เป็นจานวนจรง เช่น

f(x) = 2x + 3 

f(x)  = X  -  1 

f(x) = -4x

f(x) = X 

f(x) = 1

กราฟของฟังก์ธน เทล่าน เป็น เส้นตรงทีไม่ขนานกับแกน y

ข้อฝัง เกด
1) ฟังก์ธน เธงเส้น f(x ) = ax + b กราฟจะ เป็นเส้นตรงทีมความธนเท่ากับ 

a และระยะตัดแกน y เท่ากับ b
2) ฟังก์ธนเธงเส้น f (x )  = ax + b เม๋ึอ a = 0 จะไค้ฟังก์ธนอยู่ในรป 

f (x )  = b ฟังก์ธนนเรียกว่า ฟังก์ธฆคงตัว (Constant Function) กราฟของฟังก์ธน 
คงตัวจะ เป็น เส้นตรงขนานกับแกน X และกราฟจะทับแกน X เม่ีอ b = 0

y
b

♦ X
0

2.2 ฟังก์ธนค่าฝัมนรณ์ (Absolute Value Function) กอฟังก์ธนทีนิเทร๋ึองทมายท่า 
ฝัม y วญ์ปรากฏอยู่ เช่น f(x )  = lx  + 2 I นิกราฟตังน
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2 .3  ฝังก์ฝันขนบันไค (Step Function) คอฝังค่ฝันท๋ีมีค่าคงอัวเป็นช่วง  ๆ กราฟของฝังrvฝัน 
นบีรูปคล้ายขนบันไค

ฝัวอย่าง เช่น อัคราค่าไปวษผียากวสาหรับส่งจคทมายโนประ เทศทางทรรมคา ต๊ังแด, 
วันท๋ี 15 เมษายน ท . ศ. 2524 (ไม่ใช่ทางอากาศ)

นาทนัก ค่าส่ง เป็นบาท

ไม่เกิน 20 กรัม 1 .25
เกิน 20 กรัม นต่ไม่เกิน 50 กรัม 1 .75
เกิน 50 กรัม นค่ไม’เกิน 100 กรัม 2.50
เกิน 100 กรัม นต่ไม่เกิน 250 กรัม 4.50
เกิน 250 กรับ แด่ไม่เกิน 500 กรัม 8 « 00

เขียนในรูปสมการ fia
1 .2 5  ; 0  <  วC 2 0

1 .75  ; 20 <  X ^  50
\  2 .50  ; 50 <  X <  100

4 .50  ; 100 <  X ^  250

๐๐C0* 250 <  X «5 500
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บ ัด ร ก ิจ ก  ร ร  น

เ ร ึ๋P ง  2 .  ฝ ัง ก ์ธ น ข น ัด ต ่า ง  ๆ

2 . 1  ฟ ัง ก์ธนเ ธ ง เ ส ้น

2 . 2  ฝ ัง ก ธนค ่า ต ัม ถ ูร ณ ์

2.3  ฝ ัง ก์ธนข ้น บ ัน ไ ด

จ ด ป •ร ะ ส ง ด ์ก า ร  เ ร ีย น ร ู้

น ัก  เ ร ีย บ ส า ม า ร ถ

1 .  ม อ ก ไ ค ้ถ ูก ต ้อ ง ว ่า ก ร า ฟ ข อ ง ค ว า ม ต ัม ฝ ัน ห ้ใ ด  เป ็น ฟ ัง ก์ธนไ ต ่อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

2 .  ส ใ ป '5 บ ัท ั๋ว ไ ป ข อ ง ฟ ัง ก์ธนเ ธ ง เส้น ฝ ัง ก์ธนคง(ร'ว ฝ ัง ก ์ธนค่าตัมถู■ รณ์ แ ล ะ  

ฝ ัง ก์ธนข้นบ ัน ไ ด ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

3. จ า แ น ก ฝ ัง ก ธ น เ ธ ง เ ต ับ  ฝ ัง ก ธ์นค ่า ต ัม ถ ูว ญ ์ แ ล ะ ฟ ัง ก ์ธนขนบ ัน ไ ค ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

4 .  เข ีย น ก ร า ฟ ข อ ง ฝ ัง ก ธน เ ธง เส น  ฝ ัง ก ์ธนค ่าต ัม ถ ู•รณ  แ ล ะ ฝ ัง ก์ธบข้นบ ัน ไ ด ไ ด อ ย ่า ง  

ถ ูก ต ้อ ง

กิจกรรม

ใ ค ้บ ัก  เร ีย น พ ิจ า ร ณ า ข ้อ ค ว า ม ข ้า ง ล ่า ง น

2.1 ฝังก์ธฆเธงเส้น (Linear Function)

ค ว า ม ต ัม บ ัน ท ช ึ่ง ม ีก •ร า ฟ  เป ็น  เส ้น ต - ร ง ว ่า ม 3ีป บ ัว ไ ป ค ีอ  y  =  m x  +  ๖  I £jq  m 

ค อ ค ว า ม ธนข อ ง เส ้น ต ว ง  b  ค ิอ ร ะ ย ะ ต ัด แ ก น  y  ช ึ๋ง ใ บ ก า ร ห า  เส ้น ต - ร ง อ า จ จ ะ ท า ไ ด ้ใ ด ย ก า ว ห า จ ุด  

ท ีต ัค แ ก น  X แ ล ะ แ ก น  y  ช ึ่ง ห า ไ ด ้ต ัง บ

(1) กาวหาจุดท๋ีเส้นตรงตัดแกน X กํคอ หาว่าเม๋ึอ y = 0, X จะเป็นเท่าใด

(2) การหาจุดทีเส้นตรงตัดแทบ y ก็คอ หาว่าเมี ่อ X  = O, y จะเป ็นเท ่าใด 

ขอให้พิจารณาตารางข้างล่างและ เตัมข้อความทีว่างไว้

r— 7
ลาตัมที ฝังก์ธน กราฟ

ฟังก์ธน
ตัก«ณะกราฟ

!เป็น ไม, เป็น

1

». ____

f(x) = 2x + 3

/
/

-2/

y
(■ 2

y

-

กราฟของฝังก์ธนฺ เป็น เส้นตรง 

ความธนกิอ 2 ตัดแกน X  ที ’ 

จุด (o,3) ตัดแกน y ทีจุค

C f .  °) !

‘ /  0

/
’ 2 ’

-21
__________
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ล า ต ับ ท ึ่ ฟ ้'งก์มีน ก ร า ฟ
ฟ ้งก ์ม ีน

ส ก ษ ถ !ะ ก ร าฟ
เป ็น ไม, เป ็น

2 f (x)  =  X  -  1 f v . . v / —

ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ง ก ์ม ีน  เป ็น  เส ้น ต ร ง

« ว า ม ม ีน ค ีอ _____ ต ัค แ ก น  X

ท๋ี ชุต_____ ต ัค น ก น  y ห่ึชุต___- l ’ c

3 f (x)  =  -4x

. y

1 b

4 f(x)  =  1

y ก ร า ฟ ข อ ง ม ีง ก ์ม ีน  เป ็น  เส ้น ต ร ง  

ข น า น แ ก น  X  « อ ม ีค ว า ม ม ีน เป ็น  

0 ต ั« แ ก น  y  ท ี่จ ุต  ( ๐ .  13b

5 f (x)  =  0

y

0 ♦  «— X

_____!

จากตาราง

1 . กราฟของฟ้งก์มีน เหร่านมีสกษถ!ะ: เป็น เส้นตรง _______ นกน y
ขนาน/ไมขนาน

2 . กรผีหี๋กราฟขนานแกน X «วามมีนของกราฟ«อ ___________________



ถ้าให้ทวามสันนทนด้วย a ระยะดัดแกน y แทนด้วย ๖

ดังก์สัน ความสัน (a) ระยะดัดแกน y (b) รูปท่ีวไป

f(x )  = 2x + 3 
f (x )  = X -  1 
f (x )  = -4x  
f (x )  = 1 
f (x )  = 0

2 3

rf(x) = ax + b 

kf(x )  = ๖
0 1

จากตาราง

ถา เรียกกราฟของฝังก์สันที เป็น Iส้นตรงไย่ขนานกับแกน y ว่าดังก์สัน เรง เร้น

ดังนนรูปที ่วไปของดังก์สันเรงเร้นค็อ f  (x) = _______________________
ถ้า เรียกกราฟของดังก์สันที่ขนานแกน X ว่าดังก์สันตงดัว (Constant 
Function) รูปที ่วไปของดังถ้สันf1เงดัวค็อ f (x )  = __________________

ดังก์สัน เรงเร ้น  (Linear Function) คอดังก์สันที่อยู่ในรูป f(x) = ax + b 

เมึ๋อ a และ b เป็นจานวนจริง

กราฟของดังห้สัน เหล่าน เป็น เร้นตรงไม่ขนานกัมนกน y

ข้อสัง เกตุ

1 ) กราฟของดังก์สัน เรงเร ้นเป ็นเร ้นตรงเสนอ และ เป็น เร้นตรงที ่มีความสัน เท่ากับ a 

และระยะดัคแกน y เท่ากับ b 

a) ดังก์สันคงดัว คีอดังก์สัน เรง เร้น เมึ๋อ a = 0

จะได้ f(x) = b

กราฟของดังก์สันคงดัวจะ เป็น เร้นตรงท่ีขนานกับแกบ X และกราฟจะทับแกน X
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2 . 2  ฟังก์ฟันค่าฝัมน.รผ์ (Absolute va lue Function)

จงพิจารผาดารางข้างร่างน

จากตารางจะ เฟ้นว่าฟังก์ฟันทุกฟังก์ฟันมิ เครื ่องหมายค,าฝัมyรท!ปรากฏอยู่ และมิ 

ข้อฝัง เกดลัก!«นะกราฟัหอสรุปคังฟ้ คิอ

เส์อ C >  0
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จ า ก ท ี๋ก ล ่า ว ม า ข ้า ง ต ้น จ ะ ส ร ุป ไ ต ้ว ่า

ฟ ้โงก ์ฟ ้นค ่าร ํโมy ร ผ ์ค ีอ  ฟ ัง ก ์ฟ ้น ฑ ึ่ม ีI ค ร ึ่อ ง พ บ า ย ค ่า ร โ ม y ว ผ ์ป ว า ก ฎ อ ย ู่

2 . 3  ฟ ัง ก ์ฟ ัฆ ข ้น ม น ไ พ  ( s t e p  F u n c t i o n )  

จ ง f i จ า ร ผ า ด า ร า ง ข ้า ง ล ่า ง น

จ า ก ต า ร า ง จ ะ  I ฟ ้น ว ่า ร ุป ก ร า ฟ น ส ะ ฟ ัง ก ์ฟ ัน ม ีส ัก « ผ ะ ค ล ้า ย  

ค ่า ข อ ง ฝ ัง ก ์ฟ ัน ม ีส ัก « ผ ะ  _________________
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ฝีรุป

ฟ ัง ก ์บ ัน ข น บ ัน ไ ด  (Step Function) ค ีอ ฟ ัง ก ์บ ัน ท ี่ข ีค ่า ค ง อ ัว เร น ช ่ว ง   ๆ

ก ว า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์บ ัน น ม ร ุป ค ร ท ย ข น บ ัน ไ ด

ฟ ัว อ ย ่า ง ท ี 1 อ ัค ร า ค ่า ไ ! ) ร ฌ ีย า ก ว ส า ห ร ับ ส ่ง จ ด ห ม า ย ใ น ! b ะ; เท ศ ท า ง ซ ร ว ม ด า  ด ง แ ค ่ 

อ ัน ท ี 1 5  เม ! ท ย น  ท . ศ .  2 5 2 4  ( ไ ย ่ใ ช ่ท า ง อ า ก า ศ )

น ้า ห น ัก ค ่า ส ่ง  เฟ ้น บ า ท

ไ ม ่เก ิน  2 0  ก ร ัม 1 . 2 5

เก ิน  2 0  ก ร ัม  แ ด ่ไ ม ่เก ิน  5 0  ก ร ัม 1 . 7 5

เก ิน  5 0  ก ร ัม  แ ด ่ไ ม ่เก ิน  1 0 0  ก ร ัม 2 . 5 0

เก ิน  1 0 0  ก ร ัม  แ ด ่ไ ม ่เก ิน  2 5 0  ก ร ัม 4 . 5 0

เก ิน  2 5 0  ก ร ัม  แ ด ่ไ ม , เก ิน  5 0 0  ก ร ัม 8  . 0 0

4..

i t ■ พ T k r 500
เข ีย น ใ น ร ุแ ม ่ส ม ก า ว ไ ด ้ อ ัง น  

( 1 .25  ; 0 <  X  ^  20 
1 .75  ; 20 <  X  ^  50 

f i x )  = 2.50 ; 50 <  X  ig: 100
4 .50  ; 1 0 0 <  X  250 

(8 .0 0  ; 250 <  X  <  500
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บ ัด  T »  บ ุบ  ฝ ึก ท ัพ ท ร ิ  อ บ  พ ร ง า น

เ ^ อ ง  2  .  น ิ ง ก ์รนช น ิด ค ่ า ง  ๆ

2 . 1  น ิ ง ถ ้ ร น  เ ร ง เ ส ้ น

2 . 2  น ิ ง ก ์ ร น ค ่ า ส ม y ร ฌ ์

2 . 3  น ิ ง ก ์รนข น บ ัน ไ ด

แ บ ฆ ฝ ึก น ิด

1 ) จ ง « จ า ร ณ า น ิ ง ถ้รนใ น ข ้ อ ค ่ อ ไ ปนว ่ า น ิ 'งก์รน ใ ด เ ป ็ น น ิ ง ก ์ ร น เ ร ง เ ส ้ น  น ิ ง ก ์ ร น ค ่ า ส ม y ร ท !

น ิ ง ก ์ ร น ข น บ ัน ไ ด  พ ร ้อ ม ท ง เ ข ี ย น ก ร า ฟ ข อ ง น ิ ง ก ์ ร น

1 .  f ( x )  =  2  -  3 x

2 .  f  ( x )  =  I X  -  1  I

3 .  f ( x )  =  - 3 x  -  1

4 .  f ( x )  = I X  I -  2

5 .  f ( x )

2 , X  >  3

0 , 3 X  >  0

- 2 , X  <  0

2 )  ใ ส ้ เ ข ี ย น ก ร า ฟ ข อ ง อ ั ต ร า ค ่ า ไ ป ว ษ ร ย า ก ว ใ น ก า ว ส ่ ง น ิ ส ค ุ ภ า ย ใ น ช ร : ; เ ท ศ  ใ ด ย ใ ส ้น ก น  X  

เ ป ็น ถ ้ า ห น ัก น ิส ค ุ  แ ล ะ แ ก น  y  เ ป ็ น ค ่ า ไ ป ร ษ ร ย า ก ร  ค ่ า ส ่ ง ค ิด ก ิ โ ล ก ร ม ส ะ  5  บ า ท  

ถ ้ า ไ ม ,ร ง ก ิ โ ล ก ร ั ม ค ั ด  เ ป ็น ห น ี ๋ ง ก ิ โ ล ก ร ัม  ถ ้ า  เ ก ิ น ก ิ โ ล ก ร ั ม ใ ด ก ์ ด า ม ค ิ ด เ ป ็ น ก ิ โ ล ก ร ั ม ร ด ไ ป

3 )  ง า น ก า ว ท ุ ศ ล ก ร ้ ง ห น ง  ก า ห น ด ร า ค า บ ั ต ร เ ข ้ า ช ม ง า น ด ั ง น  ย ู ้ท ีป ีอ า ย ุ เ ก ิน  1 2  ป ีข น โ ป  

บ ัต ร ล ะ  2 0  บ า ท  ส ้ท ี ๋ ม ีอ า ย ุด ง แ ค ่  3  ป ิรง 1 2  ป ี  บ ัต ร ล ะ  5  บ า ท  เ ด ็ ก อ า ย ุ ค ่ า ก ว ่ า  

3  ป ี  ไ ม ่ต ้อ ง ส ัอ บ ัต ร  จ ง  เ ข ี ย น น ิง ถ ้รนแ ส ค ง ค ว า ม อ ั ม น ิ น ถ ้ ว ะ ห ว ่ า ง อ า ย ุ ก ั บ ร า ค า บ ั ด ร

แ ล ้ว  เ ข ี ย น ก ร า ฟ ข อ ง น ิ ง ถ ้ ร น น
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เนลยนบบฝิกพัค
1. 1) f (x )  = 2 -  3x เป็นฟ้งก์รน เรง เส้น

2 ) f (x )  = | x  -  i l  เป็นฟ้,งก์รนค่า âijyïru

3 ) f (x )  = -3x  -  1 เป็นฟังก์ชันเรงเส้น1[y
-1  x \

3 ' ° l  V 1

- > A 0

- 1 \ 1
-1 0 1

yi- 2 ๐—►
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2 หลักการคุต

1 ) ให ้ต ัค ว าม ห ม าย โ จ ท ย ์ต าบ เง ี่อ น ไ ข ค ิอ  ถ ้าน ้าหน ัก เหิมขน 1 ก ิโลกร ัม หริอ 

มี เค พ ว าค าก ็ให ้ค ุต  Iทิมมนอีก 5 มาท Iร ี่อ ย   ๆ ไ!)

2) กราฟห้อง เป็นกราฟ-Jijขนบันไต (Step Function) เป็นช่วง ๆ

3 )  ใช้นกน X เป ็นแกนนสคงน ้าหน ักและแกน y  เป ็น แกน แส คงราคา

3 .  ห ล ัก ก าร ค ุต

1  )  จ า ก โ จ ท ย ์ ห ้ อ ง แ ย ก ใ ห ้ อ อ ก ว ่ า ส ํ ง ใ ต  เป ็น ล ั ว แ!)ร ท ึ ่ แ เ ล ี ย น ไ ! ) ใ ห ้ เป ็น ล ั ว แ!)ร อ ิส ร ะ  

เช ่น  อ า ย ุ ค ่ า ง  ๆ  ก ัน เป ็น แ ก น  X

2 )  เม ีอ ท ร า บ ท ว า ม ล ัม ท ัน ฑ ์ร ะ ห ว ่า ง อ า ย ุก ับ ร า ค า บ ัต ร ใ ห ้อ า ย ุ เป ็น แกน  X และ 

ร า ค า บ ัต ร  เป ็น แกน y

3 )  ห ้อ ง ร ะ บ ัต ร ะ ร ัง เค ร ี่อ ง ห ม า ย .^ :ห ร ิอ ^  ภายให ้หล ัก  เกทเห้รวมหริอไม,รวม

f  ( X )

' 0 ,  0  <  X < 1
' 5 ,  1  < - x  ^  1 2
. 2 0 ,  X  >  1 2

y (ราคา)

10'
• t —
4-0-1— f.

<5-
!III

»

+ -i----- ►
2 0  X  ( อ า ย ุ )
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ปิดวทดสอบหริอสตรป็โญหา

เรื่อง 2 . สงก์รนชปิดต่าง ๆ

2 . 1  ฟ้งก์ รน เองเส ้น

2 . 2  สงก์รนต่าฝัมyวฌ์ 

2 .3 ฟ้งก์รนขเนสนได

ทาฝัง จงทาเครื่องหมายกากบาท ( X ) ลงในวงเล็บควงสบข่เอ ก หริอ ข หรอ ด หริอ ง



กราฟของสังก์สันในข้อใด 1ป็ uff งภ์สัม
263

4  .

5.  ฟ้งก์สันข้นสันไดตรงสับข้อใด
ก . f ( x)  = 2x + 1
ข.  f ( x)  = X -  3 1

1 , X :> 0
ค. f ( x )  = .

-1  , X 0
1 , X 0

ง.  f (x)  = ' 0 , 0 <  X ^  1
- 1  , X >  1

ข้อใดไม่{เกต้อง
ก. f ( x ) 1 -  ^  X เป็นฟ้งก์สัน เธง เส้น
ข.  f  (x) I l  -  -J x |  เป็นสังก์สันค่าสบy รผ์
ค. f ( x)  = | 2 x | - l  เป็นสังก์สัน เสัง เส้น

f - 5  , X >  3
ง.  f (x) < 0  , 0 >  X >  0 เป็นฟ'งก์สันข้นสันไ

I l  , X ^  0
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เ ฉ ล ย ฃ ้ อ ท ค ส อ ข

1 .  ท

2 . ง
3  .  ค

4 . ก

5 . ง
6 .  ค
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จดการเรฆนการฝีอฆท่ึ 7 

เ ร๋ึอง

การ เขียนฟังก์บันจากโจทย์บัญหา

บัตรดาฟัง

ให้ฟักเวียนปฏิบัติตามข้นตอนฟังน 

1 . ทาบัดวfiจกรวม

2. ดิกษาจากบัตร เข้อหาอีกคร๊ังหนีงถ้าไม่เข้าใจ หฟังจากท่ีหาบัตร?ไจกรรมนล้ว

3. ทาบัตรนบบดิกหัด หวีอบัตรงานทร้อมข้งดรวจผaงานท่ีบัตรเฉลย

4. ทาบัตรทดสอบหรอบัดรบัญหาหร้อมข้งตรวจผลงานท่ีบัตรเฉลย
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บัคว เน้อหา

เร่ีรง 2. หังก์ชันซนิดต่าง ๆ

2.4 การเปียนหังก์ชันจากโจทย์ป ัญหา

2.4 การ เขียนฝังก์ชันจากโจทย์fltjlH า

ดัวอยางห 1 จง เขียนหังกชันแสดงความดัมหันธ์ระหว่างปริมาตร V ของ,รูปทรงกระบอก 

กับรัศมี r ของหน้าดัดโดยใน้ส่วนสูงของรูปทรงกระบอกคงทีมีอ 10 เซนติเมตร 

วิธทา

10 เชนติ1มครI
สูตรปริมาตรทรงกระบอกค็อ ทนทีฐาน X สูง 

แต่ทีfนทีฐาน เป็นวงกรมค ังนนท ีนทฐีานคีอ V "  X 2  

ส่วนสูง (h) ของรูปทรงกระบอกคีอ 10 เซนติเมตร 

ดังน้น ปริมาตรทวงกระบอกค็อ { T i r 2 ) h

V = (-?y)r2(10)
Z  220 2ด้งนิน V = - y -  r

ดัวอย่างที 2 ทากส่องที เหทียมมีนน้าจากแผ่นกระคาบรูปที เหทียมมีนน้าทีกว้าง 

50 เซนติเมตร ยาว 100 เซนติเมตร โดยดัคทีบุมแผ่นกวะดาษออก เป็นที เหทียมกัคุรัส แว้ว 

หับขนตามรอยดัด จง เขียนหังก์ชันแสดงความดับหันธ์วะหว่างปริมาตร V ของกล่องทีสร้างไค้กับ 

ความยาว X ของที เหทียมดัตุรัฮ แต่ละรูปทีดัคออกมา 

วรทา
X

5 0  -  2 x
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จ า ก 3 ป จ ะ ไ ค ้ ก ล ่ อ ง ก ว ้ า ง  =  50 -  2 x  เ ซ น ต ิ เ ม ต ร

ก ล ่ อ ง ย า ว  =  1 0 0  -  2 x  เ ช น ต ิ เ ม ต ร

ก ล ่ อ ง ฎ ง  X  เ ซ น ต ิ เ ม ต ร

จ า ก ^ ป จ ะ ไ ค ้ ป ร ั ม า ต ร ก ล ่ อ ง ส ์ เ ห ล ี ่ ย ม ผ ี น ผ ์ า  =  ก ว ้ า ง  X  ย า ว  X  ร ง  

น ึ ๋น ค ็อ  v  =  ( 5 0  -  2 x )  ( 1 0 0  -  2 x )  ( x )

=  4 x 3 -  3 0 0 x 2 +  5 0 0 0 x  ด ูก บ า ศ ก ์ เ ซ น ต ิ เ ม ต ร

ต ัว อ ย า ง ท ี 3  จ า น ว น  2 จ า น ว น ร ว ม ก ัน ไ ค ้ 1 6  แ ล ะ ม ผ ล ค ูณ ม า ก ท ีส ุค  จ ง เ ซ ีย น  

ก ัง ก ์ซ ีน แ ส ด ง ค ว า ม ก ัม ก ัน ธ ์ข อ ง จ า น ว น ห ง ส อ ง

ว ิธ ีท า

ใ ค ้จ า น ว น ห น ีง ก ึอ  

อ ีก จ า น ว น ห น ีง ค อ  

ผ ล ค ูณ บ า ก ท ีร ศ

X

1 6  -  X

=  ( 1 6  -  x ) x

=  1 6 x  -  X 2

ใ ห  y  แ ท น ผ ล ค ูณ ม า ก ท ีส ุค

ด ัง น ีน  y  =  1 6 x  -  X
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บ ัต ร ก ิจ ก ร ร ม

ท ี่ อ ง  2 .  ฝ ัง ก ์น ัน ช น ิด ด ่า ง  ๆ

2 . 4  ก า ร เ ข ีย น ฟ ้,ง ก ์น ัน จ า ก โ จ ท ย ์น ัญ ห า

จ ด ป ร ะ ส ง ค ์ก า ร  เ ร ีย น ร ู้

น ัก  เ ร ีย น ส า ม า ร ถ

เข ีย น ฝ ัง ค ์ฝ ัน แ ส ด ง ค ว า ม ฝ ัม ฝ ัน ซ ์จ า ก โ จ ท ย ์น ัญ ห า ท ี๋ก า ห น ด ใ ห ้ไ ค ้อ ย ่า ง ถ ูก ค ้อ ง

2 . 4  ก า ร  เข ีย น ฝ ัง ค ์ฝ ัน จ า ก โ จ ท ย ์น ัญ ห า

ส ัว อ ย ่า ง ห ึ่ 1 จ ง  เข ีย น ฝ ัง ก ์น ัน แ ส ค ง ค ว า ม ฝ ัม ฝ ัน ย ์ร ะ ห ว ่า ง ป ร ิม า ด ร  V ข อ ง '5 ป ท ร ง ก ร ะ บ อ ก  

ก ับ ร ัศ ม ี r  ข อ ง ห น ้า สัคโ ด ย ใ ห ้ส ่ว น ส ูง ข อ ง 2 ป ท ร ง ก ร ะ บ อ ก ค ง ท ีค ีอ  10 เช น ต ิเบ ด ร  

ว ิร ท า

!
1 0  เซ น ต ิเม ต รI

สูตรปริมาดรทรงกระบอกคอ ทนท่ึฐาน X สูง 

แด่น้นท่ึฐาน เฟ้นวงกลมกังนนห้นทีฐานคิ3 îfr2 

ส่วนสูง ( h)  ของ2ปทวงกระบอกกิอ 10 เซนติเมตร 

ฅังน้น ปริมาตรทรงกระบอกคีอ ( î f r 2)h

. ' .  V  = (-^-) r 2 (1 0 )
„ £ 220 2 
ก ัง น ัน  V  =  — Z j-  r

ส ัว อ ย , า ง ท ึ ่  2  ท า ก ส ่อ ง ล ี ่  เ ห ล ี ่ ย ม ฝ ิ น ผ ้ า จ า ก แ ผ ่ น ก ร ะ ค า น 2 ป ล ี ่  เ ห ล ี ่ ย ม R น ผ ้ า ท ี ก ว ้ า ง  

5 0  เ ซ น ต ิ เ ม ด ร  ย า ว  1 0 0  เ ซ น ต ิ เ ม ต ร  โ ด ย สัคท ีบ ุม แ ผ ่น ก ร ะ ค า น อ อ ก  เ ฟ ้น ล ี ่  เ ห ล ี ่ ย ม ก ัค ุ ร ั ฮ แ ค ้ว  

ฝ ั บ ข น ค า บ ร อ ย ส ัค  จ ง  เ ข ี ย น ฝ ั ง ก ์ น ั น แ ส ด ง ค ว า ม ฝ ั ม ฝ ั น ย ์ ร ะ ห ว ่ า ง ป ร ิ ม า ต ร  V  ข อ ง ก ล ่อ ง ท ี ๋ส ร ้ า ง ไ ค ้ก ับ  

ค ว า ม ย า ว  X  ข อ ง ล ี ่  เ ห ล ี ่ ย ม ส ัต ุร ิ ' ส  แ ด ่ ล ะ 2 ป ท ึ ่ส ัด อ อ ก บ า
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X 100 -  2x X
วิธีทา

X

5 0  -  2 x

x
. .

จากรูปจะไค้กล่องกว้าง = 

กร่องยาว =

เซนติ เมตร 

เซนติ เมตร

กลองฎง =________________ __ เซนติเมตร

จากรูปจะไค้ปริมาตรกล่องล่ี เหล่ียมผนผ้า = กว้าง X ยาว X ชุง 

น๊ัมคิอ V =

ฐกบาศก์เซมติ เมตร

คัวอย่างท่ี 3 จานวน 2 จานวน รวมทันไค้ 16 และมีผลคูเนมากท่ีชุด จงเขยน 

•ทังก์ซันแสดงความสมนับธ์ของจานวนหงสอง 

วิธีทา

ใค้จามวนหน่ึงดือ X

อีกจานวนหน่ึงดือ  ____  ■

ผลคูณมากท่ีสุด _____________

ให้ y แหนผลฎณมากท่ีชุด

ดังน่ึน y = _____________

I ข้อทัง เทฅ การ เมียนทังก์ทันจากโจทย์ทัญหามีหลักดังน่ึ ดือ 

1 . วาดรูปตามโจทย์ห้าสามารถวากรูปไค้
!

2 . หาความลับทันธ์ของล่ีงด่าง  ๆ คาบเง๋ึอนไข
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บัทรแบบโ!

อง 2. ฟ้งก์ชันชนิคต่าง ๆ

2.4 การสร้างฟ้งก์ชันจาก

แบบflกหัต
1 . จง เขียนหังก์ชันแสดงกวามล้มหันท์ระหว่างน้นท่ีของรูปสาม เหล่ียมค้าน เห่า (A)

กับค้านของรูปสาบ เหล่ียมค้าน เห่า (x) พร้อมilงบอกโด เมนและ เรนจ์ของ 
ใ'7ง ก์ชันน

2. เม่ือโยนค้อนหินลงไปในสระ หิวน้าจะ เกิดระลอก เป็นวงกลมชีงรัศมี (r) เท่ีบข้ึน 
ตาบ เวลาที่ผ่านไป (t) การเที่มของรัศขีเป็นไปตามสมการ r = 4 t จงหาว่า 
บนท่ีของวงกลมท่ี เกิดขนบนท่ี,นน้า ล้มใ'Ïนธ์กับ เวลาอย่างไว

3. จง เขียนหังก์ชันแสคงความล้มหันห้ระหว่างปริมาตรของทรงกลม (v) กับรัศมี 
ของใ!รงกลม (r) และจงหาค่าของ r เม่ือ V = 729 ^กบาศก์เชนตัเมดร

4. ค้องกาวทากล่องรูปทรงล่ี เหล่ียมบุมฉาก ให้มีฐาน เป็นรูปล่ี เหล่ียมกัตุรัส และมี 

ความจุ 18 ynบาศก์เมดร ค่าวัสคุท่ีใช้ทาฐาน ฝา และค้านข้างของกล่องต่อ 

ตารางเมดร เป็น 4, 5 และ 6 บาท ตามลาดับ ให้เขียนหังก์ชันแสดง 

ความล้มบันข้ระหว่างค่าวัสคุหง»ใมคกับกวามยาวของค้านท่ี เป็นฐานกล่อง

ธ. แผ่นป้ายหนีง เป็นรูปล่ี เหล่ียมบุมฉาก มีเน้อท่ี 18 ตารางเมตร ค้องการทาป้าย 

โยษ;!ทโดยเร้นเน้อท่ีขอบบนเห่ากับของล่าง โคยเว้นไร้ คู เมตร และค้านข้าง 

เมตร ส่วนท่ี เหรอ เป็น เน้อท่ีโยษนา จงหาความล้มล้นธ์ระหว่าง เน้อท่ีโยพ!ท 

ค้านใดค้านหนีงของแผ่นป้ายโยพนาน้

6 . จงหาความล้มนันย่ระหว่างน้นท่ีหิวของห้วยแห้วรูปทรงกระบอกกับทวามyงของ 

ห้วยแห้ว เม่ือห้วยแห้วมีดวามฐงเห่ากับความยาวของ เส้นผ่าฎนย์กลางของฐาน
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ห ล ัก ค ิด  1 )  ใ น ก า ร  เ ข ีย น ค ว า ม ล ับ ห ัน ธ ์ข อ ง ใ " ! ' ง ก ์ข ีน ค ้อ ง จ ัด ใ ห ้อ ย ู ่ ใ น ร ูป  X  ข ี ้ ง ห ม ด

2 )  จ ั ด ค ว า ม ถ ู ง ข อ ง  h  ใ ห ้อ ย ู ่ ใ น ร ูป  X

3) ขี้นที่สาบ เหลี่ยม = — (ฐาน)(ถูง)

J » I 2 1X, 2 y3= ๖ =  Vx -  (-j) = —J  X  หนวย. . ความฐงฃองสาม เหะ)ยมคาน เทา

ขี ้นที ่ของรูปสาบเหลี ่ยมรูปขี ้ (A) = •j(x) ic) = -f X 2  คารางหน่วย

คังนน r  = I 

และ = -

(x,A)/A = ^2  X 2 J ,  

[ X € R/x >  0 }

= jx € R/x A 0 1

แบาย เหg ขี้นที่รูปสาบ เหลี่ยมต้าน เท่า = —  (ค้าน)2กํไต้ จ;;ทาไค้รวด เร็วขี ้นรกบาก 

2 . หลักคิด 1 )  ขี้นที่ของวงกะ)ม A =Tfr2

2) จากโจทย์ r  = 4t

*.* A = ขี ้นที่ของวงกสมที่เกิทขี้นบนคิวห้า

= Tf r 2 = 7^(402 = 16^t2 การางหน่วย
 ̂ r 2

น๋ันคิอ ขี้นที่ทองวงกะ)มที่เกิคขี้นบนขี้นนา ลับลัน0กับ เวสา เป็น ' 6ใโบ 

ตารางหน่วย

หลักคิด ฐครปริมาตรทรงกลม (v) = - J^ r3 ถูกบาศก์หน'วน

เม๋ึอ V  =  7 2 9  ถ ูก บ า ศ ก ์ห น ่ว ย

. ■ .  7 2 9
4  ๆๅ 3  3
3  r  '  r  =

( 9 3 ) 3  47T
น น ค ิ อ  r  =  9 Ttr เชนติ เมตร
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หุลักคิด l )  พิจารณา เงื่อนไขจากโจนน้แล้ว เปียฆรูปจะช่วยใด้การกานวณ 
ง่ายข้ึน

2) ความลัมพิ'นธ์ระหว่างความยาวของด้าน เป็น X  และราคาวัสคุเป็น A
3) A = ผลมวกราคานองฐาน, ฝา และด้านน้างของกล่อง
*•* ได้ A = ราคาค่าวัฝ ึๆ, X  = ควานนาวของด้าน □  ฐาน 
. ข้ึนท่ี □  จ ั ต ุ ร ั ส เป็นฐาน = X 2  คาราง เมตร
แสดงว่า ราคาวัสตุที่ใน้หาฐาน = 4 ( x 2 ) บาท
และ ราคารัสตุที่ใน้ทาฝา =  5 ( x 2 ) มาท
' . * ความฐงของกล่อง = h 1 8 x

ว เมตร
X

ข้ึนท่ีด้ามน้างข้ึง 4 ฝา
-  ' น % > = ตารางเนตร

แสคงว่า ราคาวัสตุด้านน้าง = 6 ( 4
4 3 2-  ■  บาท

นึ ๋นคิอ ร า ค า ค ่ า ร ั ฝ ี ต ุ ข ึ ้ ง ส ั น  A =  4 x 2 + 5 x 2 +

๐ 432= 9x + —— บาท

5. หลักคิด ควานลัมน้'นธ์ท่ีด้องการค็อ เนอท่ีโนบณา (A) กับความยาวของป้าย
(x) แทะ เนอท่ี 1ขษเบา (A) กับควานกว้างของป้าย (y)

X

y
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6 . พล ักค ิด

ให้ A = เนอน่ีบริ เวถ]โม»ถ]า

แกะ x,y เป็นควาบยาวแกะความกว้างของป้ายดามลาคัฆ

ความยาวของเนอน่ีโมษถท = x-(f = X - 1 เมตร

และความกว้างของ เน้ือน่ีโม»ถท = ^ (| 4 > = y - 4 เ บ ต ร

. เนอน่ีบริเวท]โมษถ]า (A) = (X - 1) (y -!>

แต่แผ่นป้าย'5ปส์เหล่ียมบุมฉากบีเนอน่ี 18 = xy คารางเมตร

ดังมเน X = เมตร หริอ y = “ • เมตร

น๋ึนคิอ ความสมพันธ์'ระหว่าง เสัอน่ีโม»ถ]ากับค้านยาวของแผ่นป้าย

A = ( X - 1) (if - j)= ^  (x - 1) (72 - 3x) 

และความลัมพันธ์ระหว่าง เน้ือน่ีโม»ถ]ากับค้านกว้างของแผ่นป้าย

A = ( i i  -  1) (y -  1) = J -(1 8  -  y) (4y -  3)

โจทย์ต้องการความลับพันธ์ระหว่างน้ืนน่ีคิว (A) กับความสูง (h) 

ของห้วยแก้ว

ให้ A เป็นน้ืนน่ีคิวของห้วยแห้ว r และ h เป็นรัศมีและความสูง 

ของห้วย เม่ึอ h = 2r หริอ r = -J

น ื้น น ี่ค ิว  A  = น้ืนน่ีคิวข้าง + น้ืนน่ีฝาบนและล่าง

2 Î f ( r h )  +  [ t f r 2  +  T T r ~ ]  =  2  r h  +  2 T f r 2

2 Tl(j)h + 2 V ~  = ว้'nไ!2 คารางหน่วย

น๋ับคิอ ความลับพันธ์ระหว่างทนน่ีคิวของห้วย (A) กับความสูงของห้วย 

(h) เท่ากับ h2 คารางหน่วย



ปัดรทดสอบ ห รีอปั ดรปัญหา

เร ึ่อง 2 . ฟ้งก์สันซ0 คต่าง ๆ
2 .4  การสว้างปังก์สันจาทโจทย์ปัญหา

ข้อทุกสอบ
1 .  จ ง เ ข ีย น ฬ ง ก ส ัน ท ี ่แ ส ด ง ค ว า ม ฝ ัม ฟ ้ 'น ถ ้ร ะ ห ว ่า ง ท ุน ท ี ่ข อ ’ง ร ูป ส า ม เ ห ล ี ่ย ม  ( A )  ส ับ ค ว า ม ย า ว  

ข อ ง ฐ า น  ( ๖ )  ถ ้า ส ่ว น ฐ ง เ ป ็น ค ร ึ ่ง ห น ึ ่ง ข อ ง ฐ า น

2 . จงเขียนปังก์สันแสคงความสับฟ้'นถ้ระหว่าN]พนท่ี?)วกวะป้อง ( A) สับความยาวของรัศมี 
ของฐาน ( r )  เมื่อกระป้องทุรงกระบอกไม,มีฝาบค ไม่มีถ้นและมีความฐงเป็น 4 เท่า 
ของเส้นผ่าคูบย์กลางของฐาน
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เฉลยขอทคลอบ

1 . หสัก?๒ 1 ) พนท่ีสามเหล่ียม ( A) = -J (ฐาน)(ฐง)
2 ) ความยาวของฐาน = ๖
3 ) ความสูงเป็นคว่ีงหน่ึงของฐาน

.* .  ความสูง = ^

A

b

. พนท่ีสามเหล่ียม (A)

น่ันคึอ A

-  I (b> <!>
4 b 2

๖ 2

2 . หฝักRh 1 ) พนท่ีโ)วของกวะป้อง (A)
2 ) ความยาวรัศมีของฐาน
3) ความสูงของกวะท่อง

(เส้นวอบวง)(สูง) 
r

4 เท่าของ เส้นผ่า0นย์กลางฐาน
(4) ( 2r)

8r

. ท่ีมท่ีnวของกวะท่อง ( A)

น่ันคิอ A

= ( 2 TT r  ) ( 8 r )

= 16TT r 2

= 1 6 Ï Ï r 2
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?1ดการ เรียนการสอนท่ี 6 
เ ร่ึอง

หังก์ซ้'นกาลังสอง

ฝัดรคาฝัง

ให้นักเรียนปฏิปัต๊ดามข้นดอนฝังน่ึ 
1 . ทาปัดรfiจกรรม
2 . คิกษาจากปัตรเนึ่,อหาอีกครั๊งหนึ่งถ้าไม่เข้าใจ หฝังจากท่ีหาปัดร?ไจภรรบแล้ว
3 . ทาฝัฅรแบบคิกหัต หริอปัทรงานหร้อมข้งดววจผสงานท่ีปัดร เฉลย 
4 . ทาปัดรทดสอบหริอปัด.รปัญหาหรอบทงตรวจผลงานท่ีปัครเฉลย
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เรึ ่8ง 2

บัตร 1นอvn

ฟังถ้ฟันชนิดต่าง ๆ
2.5 ฟังถ้ชันกาลังสอง

2 . 4  ฟังถ้ฟันกาลังสอง (Quadratic Function) ค็อฟังก์ฟันท่ีอยู่ในรูป
2f (x )  = ax + bx + C เท่ีอ a  /  0 ; a ,b ,ç  เป็นจาบวนจริง

ใค  ๆ กราฟของฟังก์ฟันนจะเป็นทาราโฆลาหงายหริอพาราโบราควา แล้วแต่ค่าของ

จากกราฬที่ไค้เป็นรูปทาราโบสา
1 . ถ้า a >• 0 กราฟัจะหงายสัน เช่น £ (X) = 2x 2+ 1 (เปิดบน)
2 . ถ้า a <  0 กราฟัจะคว่าลง เช่น (f(x ) = - 2 x 2+ X -  3 (เปิดล่าง)

fl. จุดวกกรับของฝังก์ฟันกาลังสอง คิอจุดท่ีฟังถ้ฟับบีค่าสูงอุค หริอค่าค่าสุด ทิจารเนาไค้
ดังน

y = ax + bx + C 
2 bx. 1= a ( X + ~ )  + c
2 bx , b 2 ai. 2

=  a (X + ^  + ( ^ )  ) + c -  2

, 2  ̂ ๖ .  2X _ b 2
2a 4a

ถ้า a >  0 , y  จะบีค่าถ้อยท่ีสุด เท่ีล X + 2—

ถ้า a -c 0 , y  จะบีค่าบากท ี่ส ุค เท่ีอ X + ^  = 0  น๋ันดัอ X =

ดังนน จุดท่ีกราฟวกกรับดีอจุค (ว่ -̂ , C -  —  )
fy

„  4 - -b
0 บ ัน ค อ  X = ---

2a
0 น ั๋น  ดั อ X

-b

๙- 2a

‘ y
\

~v ^
0 -b

2a
-b
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1). การ เขียนกราฟคพอคจนการหาจุควกกร'บของ)■ โงก์คันการ'งสองน้ึอาจน"าไปใช้ใน 
เรึ่องด่าง  ๆ คังน

คัวอย่างที 1 จงวาคกราฟของ)ใงก์ขีน f  โดยกาพนดใช้
f  (>ะ) = 2x2-  6 x + 4

วิรท*า ในกรณีทีไม่ไค้กาหนดโค เมนของ f  ขอใช ้เช ้าใจว่าโค เมนของ f  
ค็อ R กราฟของ f  เป็น เส้นโค้งพาราโบสาหงาย โคยมีจุดด่าสุค 
เมีอ

X = 4  = - ( 4 )2a ^ 4

2.9 6 .3แสะ y = f  (^)= *3- -  ' ' ' ^  + 4
-2.
7

แสคงว่าจุดด่าสุดอยู่ที { — 1 -  -j)
การวาคกราฟใช้ใกส้เคียงควรหาจุคคัคนกน xnaะแกน y คังน

1) จุดคัดแกน y คีอ X = 0 แล้วy = f (0 )  = 4
2 ) จุดคัดแกน X คีอ y = 0 แล้ว 2x2- 6x + 4 = 0

.* .  X 2-  3 x +  2 = 0  

. " . (x -  2 ) (x -  1 ) = 0

. *. X = 1 หริอ 2
แสดงว่าจุดคัดแกน y คีอ ( o ,4) และจุคคัคแกน X คิอ 
( 1 .๐) และ (2 , 0) ทีงจะไค้กราฟคัง-Jปด่อไปน้ึ



๔*79

พ ั ว อ ย ่ า ง ท ึ ่  g

ว ิร ท ' า

จ ง ว า ค ก ว า ฬ ข อ ง พ ั ง ก ์ ข ี น  f  เ ม ึ ๋ อ ก า ห น ด ใ ห ้  

f ( x )  =  8  +  2 x  -  X 2

ก ร า ฟ  f  เ ป ็ น เ ส ้ น ไ ค ้ ง ห า ว า โ บ ล า ค ว ่ า  ท ี ่ ม ี จ ุด ฐ ง ส ุด เ ม ี ่ อ

* ■  i l  ■  ส )ํ  ■  1
แ ล ะ  y  =  f  ( ว . )  =  8 + 2 - 1  =  9

แ ส ค ง ว ่ า จ ุ ด ส ู ง ส ุด ค ีอ  ( 1 , 9 )

ก า ร ว า ด ก ร า ฟ ใ ห ้ ใ ก ล ้ เ ค ี ย ง ค ว ร ห า จ ุ ด พ ั ด แ ก น  X  แ ล ะ แ ก น  y  ด ั ง น

1 )  จ ุด พ ัด แ ก น  y  ค ีอ  X  =  0  แ ล ้ว  y  =  f  ( 0 )  = 8

2 )  จ ุด พ ัด แ ก น  X  ค ิอ  y  =  0  แล้ว X 2 -  2 x  -  8  =  0

.  * .  ( x  -  4 )  ( x  +  2 )  =  0  

.  * .  X  =  -  2  ห ร อ  4

แ ส ด ง ว ่ า  จ ุด พ ัด แ ก น  y  ค ีอ  ( o ,  8 )

จ ุด พ ัด แ ก น  X  ค ีอ  ( - 2 , 0 )  แ ล ะ  ( 4 , o )

ข ี ง จ  ะ ไ ค ้ก ร า ฟ ด ั ง ' เ ป ต ่อ ไ ป น

ก า ร  เ ข ี ย น ก ร า ฟ ต ล อ ด จ น ก า ร ห า จ ุ ด ว ก ก พ ั บ แ ล ะ พ ั ง ก ์ พ ั น ท า ส ง ส อ ง น อ า จ น ๆ ไ ป ใ ช ้ ใ น  เ ร ึ ่ อ ง  

ต ่ า ง  ๆ ด ั ง น

t 2 
พ ั ว อ ย ่ า ง ท ี ๋  1 จ ง ห า  เ ซ ต ค า ต อ บ ข อ ง อ ส ม ก า ร  2 x  -  3 x  +  1  <  0

ว ิ ร ฑ า  ใ ห ้  y  =  2 x 2 -  3 x  +  1

เ ข ี ย น ก ร า ฟ ข อ ง  y  =  ? x 2 -  3 x  +  1  ไ ค ้ด ั ง น
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จากกราฟจะ เห็นว่า y จะเป็นจานวนลบเนึ่อ — <  X <  1
ดังน่ึน เซตคาตอบของอสมการ 2 x 2-  3x + 1 < 0  คีอเX /  ■ รู- <  X <  1 เ

ด ัว อ ย ่ า ง ท ี ่  2  ถ ้ า จ า บ ว น ส อ ง จ า น ว น บ ว ก ก ั น ไ ค ้  2 0  จ า น ว น แ ต ่ ส ะ จ า น ว น จ ะ ค ้ อ ง  I ป ็น  เ ท ่ า ใ ด  

ผ ล ค ู ณ ข อ ง จ า น ว น ห ง ส อ ง น ึ ่น จ ึ ง จ ะ บ ีค ่ า ม า ก ท ี ่ส ุด

ว ิ ร พ า

1 )  โ ด ย ก า ร พ า จ ด ว ก ก ส ับ

ใ ห ้จ า น ว น ห น ึ ่ ง ค ีอ  X  ด ั ง น น ร ก จ า น ว น ห น ึ ่ ง ค ีอ  

ผ ล ค ูถ ) ข อ ง จ า น ว น ห ง ส อ ง  ร อ  X  ( 2 0  -  x )  

ใ ห ้  y  =  X  ( 2 0  -  x )

จ ุด ว ก ก ล ั บ ข อ ง ก ร า ฟ ข อ ง ส ม ก า ร น ึ ่ ค ี อ จ ุ ด ท ี ่  X  =

2 0  -  X

-b  = -20  
2a = 2“ 1)

= 10
ด ัง น ึ ่น  y  จ ะ ม ีต ่ า ม า ก ท ี ่ ส ุ ด เ ม ึ ๋ อ  X  =  1 0

จ า น ว น ห ้ ง ส อ ง จ ะ ต ้ อ ง  เ ท ่ า ก ัน ค ีอ  1 0  ผ ร ค ูณ จ ึ ง จ ะ บ ีค ่ า ม า ก ท ี ่ส ุด

2 )  โ ด ย ก า ร  เ ข ี ย น ก ร า ฟ

ใ ห ้จ า น ว น ห น ึ ่ ง ค ีอ  X  ด ั ง น ึ ่น อ ็ก จ า น ว น ห น ึ ่ ง ค ิอ  2 0  -  X  

ผ ล ค ู ณ ข อ ง จ า น ว น ส อ ง จ า น ว น ค ี อ  2 0 x  -  X 2  

ใ ห ้  y  =  2 0 X  -  X 2  แ ล ะ  เ ข ี ย ม ก ร า ฟ ไ ค ้ ด ั ง น ึ ่

จ า ก ก ร า ฟ จ ะ เ ห ็ น ว ่ า  y  บ ีค ำ ส ุ ง ส ุด  เ น ึ ่ อ  X  =  1 0  ด ั ง น ! น จ า น ว น  

พ ง ส อ ง บ ี ท ่ า เ ท ่ า ก ั น ค อ  1 0
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บัดรกิจกรรน

อง 2. ปังก์ปันชนิดต่าง ๆ

2.5 ปังก์ปันกาลังสอง (Quadratic Function)

2.5.1 กราฟของปังถ้ปันกาลังสอง

2.5. 2  เซตดาคอมของอสมการกาลังสอง

จคประสงค์การ เรียนร ู้

นัก เรียนสามารถ

1 . อรบายลักษณะของกรา1เ และ เขยนกราฟของปังก์ปันกาลังสองได้อย่างถูกต้อง

2 . หารูปทึ๋วไปของสมการกาลังสองได้อย่างถูกต้อง

3. ลัดรูปทึ๋วไปของสมการกาลังสอง เป็นรูปกาลังสองสมถูรณ์บางส่วนได้อย่าง

ถูกต้อง

4. บอกคาสูงสุดหรีอค่าด่าสุด และจุดวกกลัมของปังก์ปันกาลังสองได้อย่างถูกต้อง 

ธ . หา เซตกาตอบของอสมการกาลังสองโดยใช้จุดวกกลับแล::โดนใช้กราฟได้

อย่างถูกต้อง

กิจกรรม

ให้นัก เรียนพิจารณาช้อความช้างล่างน

2.5.1 กราฟของปังก์ปันกาลังสอง

ถ้าให้รูปทึ๋วไปของปังก์ปันกาลังสอง รอ f(x) = ax2+ bx + c 

โดย a แหนลัมประสิทรของ X 2  

b แทนลัมประสิททของ X  

C  แทนค่าคงหี๋

ข อ ใ ห ้ พ ิ จ า ร ณ า ค า ร า ง ช ้ า ง ล ่ า ง แ ล ะ  เ ต ิ ม ช ้ อ ก ว า ม ท ี ๋ ว ่ า ง ไ ว ้

ค ว า ม ล ัม ป ัน ถ ้ ค ่ า  X ท ึ ๋ล ัม ป ัน ถ ้ก ับ ค ่ า  y ก ร า ฟ
ป ัง ก ์ป ัน  

เ ป ็น  ไ ม , เ ป ็น

ล ัก ษ ณ ะ

ก ร า ฟ

f (x)  =  2 x 2 +  2x +  1  

a=2, b=2, C=1
I

X  | .  . . -2 - 1 0 1  1 2  j .  . .
V

--------------D

1 y
)
--------------- ►  X

v ' '

■

_

เ ป ็ น ก า ร า โ บ ล า  

ห ง า ยy  ! . . . 5 1 1 5 I 1 3 I " ‘ I

j
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จากตารางจะ เห็นไค้ว่า

1 . จากป ังก ์ป ันกาฝ ังสอง ค้า a >. 0 ฝักษณะกวาใเ เห็นใ'ทวาโบลา
หงาย/กวา

ค้า a <: 0 ฝักmนะกวาใ) เห็นVทวาโบลา
หงาย/กวา

2 . จาก3ปป ังก ์ปันกาฝังสอง ค้า a = 0 ปังก์ปันจะ เห็นปังก์ปันกาฝังสองหวิอไม ่

เห็น/ไม่ เห็น



?B3
สรุป

ฝังก์ฝันกาฝังสอง (Quadratic Function) ดัอฝังก์ฝันทีอยู่ในรูป 

f(x) = ax + bx + c เมึ๋อ a / 0 ; a , ๖ , c เฟ้นจานวนจริงใด ๆ

กราฟของฟ้งก์ฝันนั ้จะ เฟ้นหาวาโบลาหงายหริอหาวาโบลากว่าแล้าแต่ค่า

ของ a

1 ) ล้า a >  0 กราฟจะหงายขึ ้น เช่น f  (x) = 2x 2 +  1 (เปิดบน)

2 ) ล ้า  a  <  0 ก ร าฟ จ ะ ค ว ่าล ง  เช ่น f ( x )  = - 2 x 2 + X -  3 ( เป ิด ล ่า ง )

ก ารห ิจารถท จดวกกฝ ับ  ช ่ง เป ็นจ ดท ีฝ ังล ้ฝ ัฆป ีค ่าส งส กห ร ิอต ่าสด 

จาก ร ุป ท ีวไป ข อ งฝ ังก ์ฝ ัน ก าฝ ังส อ ง

y = ax2+ bx + c

(ax2+ bx) + c

ท 'าฝ ัม ป ระส ิท ข ึ้ X 2 ให้เฟ้น 1

น ค ่ห น ้าวงเล ็บ ร a  อ ย ู่ห น ้าว ง เล ็บ

ถ ูฌรอ -------- +  C

ดังน้ัน y ★

จะได้ว่า

1) a > 0 ; y จะปีค่าน้อยทีสคเบึ ๋อ X + —  = 0 

น้ันปีอ X =

y
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2 )  a  <  0  ; y  จ ะ บ ี ค ่ า ม า ก น ี ่ ส ุ ด 1มึ ๋ อ X +  —

นนคีอ X  =
= 0

y =
ดังน้ัน จุดนี่ฟ้งค้บีนบีค่าสูงสุดหริอต่าสุดกีอ (รู้ -̂, ๐^- )

จากกราฟจะ เห็นว่า

1 ) a > 0 กราฟจะเห็นหาราโบลาหงาย โดยจะรค่า
สูงสุด/ตาสุด

2) a <  0 กราฟจะ เห็นหาราโบลาดว่าโคยจะฐค่า
สูงสุด/ตาสุด

ส'}ป

1 ) เนี่อ a >  0 กราฟจะเห็นหาวาโบลาหงาย โดยบีจุดค่าสุคบีอ

( ะ ๖  b f
2a ' c 4a

2) เนี่อ a < 0 กราฟจะ เห็นหาราโบลาคว่า โดยบีจุดสูงสุด?๒

, 1 ๖  ๖^.
2a ' c 4a

ด ั ว อ ย ่างน ี่ 1 จ ง ว า ด ก ร า ฟ ข อ งบ ีงก บี์บ f  โ ด ย ก า ห ฆ ค ให้ f ( x )  = 2 x 2- 6 x  + 4  

ว ิ 5ท*า ด ังนั้น a  = 2  ,  ๖ = -6  ,  C  = 4

ใ น กรณีนี่ไม่ไค้กาหนคโกเมนของ f  ขอใ ห ้เข้าใจว่าโดเมนของ f  Sa R 
จาก a = 2 จะไค้กราฟของ f  เห็น เส้นโค้งพาราโบลาหงายโดยบีจุค
ค่าสุดดัอ (§7 ' c -  4^

X  = 1 ๖  = - (-6)
2(2)

2
2
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• V  =  c  -  b f _  4  -  ( - 6 ) 2  
y  4 a  4 Î 2 )

4 - 3 6
~8

- 1 _
2

ค ั ง น น จ ุ ค ด ่ า ส ุ ด อ ฆ ่ ท ี  ( - เ  ,  " • ! )

ก า ว ว า ด ก ร า ฟ ใ ห ใ ก ล  เ ค น ง ค ว ร จ ะ น ๅ 11ก น  x  แ ฐ ะ แ ก น  y  À h j f f  

1 )  จ ุ ด ส ั ค แ ก น  y  f f à  X  =  0

.  y  =  f ( 0 )  =  2 ( O ) 2 -  6 ( 0 )  + 4  

=  4

•  ' .  ส ั ค แ ก น  y  ท ี จ ุ ค  ( o  , 4 )

ร )  จ ุ ด ส ั ก แ ก น  X  S a  y  =  0

. * .  2 x 2 -  6 x  +  4  =  0

X 2 -  3 x  +  2  = 0

( x  -  2 )  ( x  -  1 )  =  0

X  =  1  ก ร ี อ  2

สัคแกน X ทีจุค (1 ,o) และ (2,o)

ส ั ง น น  ก ร า ฟ ข อ ง  f  ( x )  =  2 x 2 - 6 x  +  4  ร อ

ส ั ว ย ฆ ่ า ง ท ี  2  จ ง ว า ด ก ร า ฟ ข อ ง ส ั ง ก ' # ม  f  เ ท ี อ ก า ห น ด ใ น ้  f ( x )  =  8  +  2 x  -  X 2

ว ิ Ô ท า
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เชดคาพอDÏBงอสมการกาสิงฝีองโด»การ เขียนกราVI

จากทีกล่าวข้างต้นว่าฟ้’งก์5นก’าสิงสองคอ ฟ้งก์Ïโนทีอยู่ใน'3ป f  (x) = ax2+ bx + c 

เมื่อ a  ̂ 0 และ a , b , c  เป็นจานวนจริงใค ๆ
_๖ 2

นละเม ื่อ a >  0 กราฟจะเป็นนาราโบลาพงาย โดยรจุดตำสุดรอ (■̂ '' , c — )

I 2
a c  0 กราฟจะ เป็นนาราโบลาควำ โดยมีจุคสุงสุดรอ (•̂ ' , ° ~ ^')

การ เขียนกราฟตลอดจนการนาจุดวกกสิบของฟ้'งก์ฟ้นก’าสิงสองสัอาจน*าไปใข้ใน เรึ๋อง

ต ่ า ง  ๆ  ร อ

สิวอย่างที 1 จงนาเชดคาตอบของอสมการ 2x2-  3x + 1 <  0 
ว ิ6หา ใต้ y = 2x2- 3x + 1 

(หาค่า X ทีหาใต้ y .< 0)

เขียนกราฟของ y = 2x2- 3x + 1 ไต้ดังน
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จ า ก ก ร า ฟ จ ะ  เห ็น ว ่า  y  จ ะ  เป ็น จ า น ว น ล บ เน ีอ  - J  <  X  < 1

ด ังน น  เซ ต ค า ค อ บ ข อ ง อ ส ม ก า ร  2 x 2 -  3 x  +  1 .  <  0  ค ีอ  j x / y < x < L l j

ด ั ว อ บ า ง ท  2  ถ า จ า น ว น ส อ ง จ า น ว น บ ว ก ด ั น ไ ค  2 0  จ า น ว น แ ค ่ ล ะ จ า น ว น จ ะ ต อ ง  เ ป ็น  เ ท ่ า ใ ด  

ผ ล ค ู ณ ข อ ง จ า น ว น ห ง ส อ ง น น จ ี ง จ ะ ม ี ค ่ า ม า ก ท ี ่ ส ุ ค  

ว ั ร พ า  1 )  ส ร ้ า ง ด ั ง ก ์ด ัน ส ์ ง ท ี ๋ จ ะ ห า ค ่ า ส ู ง ส ูด ห ร ีอ ค ่ า ส ุด  

ใ ห ้จ า น ว น ห น ีง อ ีอ  X  

ด ั ง น น อ ีก จ า น ว น ร อ  2 0  -  X  

ผ ล ค ูณ ข อ ง พ ั ๊ ง ส อ ง จ า น ว น  ร อ  X ( 2 0  -  X )

ใ ห ้ y  =  2 0 x  -  X 2  ( y  =  ผ ล ค ูณ ข อ ง ส อ ง จ า น ว น )

2 )  เข ีย น ก ร า ฟ

y

จ า ก ก ร า ฟ จ ะ เ ห ็น ว ่า  y  ม ีค ่า ส ูง ส ูด เม ี่อ  X  =  1 0  

ด ัง น ีน จ า น ว น พ ง ส อ ง ม ีค ่า  เท ่า ด ัน ร อ  1 O

ข ้อ ฝ ั ง  เ ก ต ุ  ก า ว ห า  เ ซ ต ค า ต อ บ ข อ ง อ ส ม ก า ร ก า ฝ ั ง ส อ ง โ ด ย ก า ร  เ ข บ น ท ว า ฟ  ม ีห ฝ ัก ค ั ง น ี  

1 .  ส ร ้ า ง ด ั ง ก ์ด ัน ส ์ ง น ีจ ะ ห า ค ่ า ส ู ง ส ูด ห ร ็อ ค ่ า ส ูด

1 . 1  ท ี จ า ร ณ า ว ่ า โ จ ท ย ์ ต ้ อ ง ก า ว ห า ค ่ า ใ ด บ า ก พ ึ ่ ส ู ด ห ร ี อ ห ้ อ ย ท ี ่ ส ุ ต  

ใ ห ้ล ่ ง ฟ ้น แ ท น ต ้ว ย  y

1 . 2  ใ ห ้ แ ท น ล ่ ง ท ีไ ม ่ท ร า บ ค ่ า ค ์ ว ย  X  จ า น ว น ห น ีง

1 .  3  ห า ค ่ า  y  ใ น 3 ฟ X

2  . น า ด ั ง ย ์ ด ั น ม า  เ ข ี ย น ก ร า ฟ แ ล ะ ด ั จ า ร ท ท ล ่ ง ท ี ๋ โ จ ท ย ์ ต ้ อ ง ก า ร จ า ก ก ร า ฟ
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พ ัว อ ย ่า ง »  3  จ '0 ห า  I ช ด ค า ค อ บ ข อ ง อ ส ฆ ก า ร  - X 2 -  6 x i >  5  

ว ิร » * า  - X 2  -  6 x  ^  5

จ ะ ไ ต ้ - X 2 -  6 x  -  5 ^ 0
2ใ ต ้ y  =  - X  - 6 x  -  5 

( ห า ค ่า  X  ห » * าใต ้ y ^  0 )
i y

-J—I—I—เ- ท— I----rV X

จ า ก ก ร า ฟ จ ะ เ ห น ว ่า  y >  0  เน ื่อ

พ ัง น ัน๊  เช ค ค า ต อ บ ข อ ง อ ส บ ก า ร  - X 2 -  6 x  '^ .  5 ก ีอ

ก า ร ห า ท ่ า ค ่ า จ ด  ห ร ั อ จ ง จ ด ข อ ง พ ัง ก ์พ ัน โ ด ฆ ใ ต ้จ ด ว ก ก พ ับ

พ ั ว อ ย ่ า ง  จ ง ห า ท ่ า ค ่ า ส ุ ด ห ร อ ส ุ ง ส ุค ข อ ง พ ัง ก ์พ ัน ต ่อ ไ ป น  

1) y = 2x2- 4x + 3
จ า ก 3ป ท ึ ๋ ว ไ ป  f (x) = ax2+ bx +  C  จ ะ ไ ต ้

a = 2 , b = - 4 , c = 3
เ น ื ่ อ ง จ า ก พ ั บ ป ร ะ ส ิ » ธ ข อ ง  X 2  ร อ  2  พ ั ง น ั ๊ น ก ร า ฟ จ ี ง เ ป ็ น พ า ร า ใ บ อ า ห ง า ย  

พ ัง  ก ์พ ัน จ ี  ง ม ก ่ า ค ่ า ส ุ ด

ค ่ า ค ่ า ส ุ ด ข อ ง  y  จ ะ เ ส ิ ค ข น เ น ื ่ อ  X  =  ■ ^-

(-4)
2(2)

= 1
พ ังน ื่น  ท ่า ค ่า ส ุด ค ีอ  y  =  2 ( 1 ) 2 -  4 ( 1 )  + 3  (น ท น ค ่า  X  =  1 )

= 1

2 )  y  =  - x 2 +  X  + 5

จ า ก 3ป ด ี ๋ ว ไ ป  f ( x )  = a x 2 +  b x  + C  จ ะ ไ ต ้

a - - l , b = l , c = 5
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เ ส ่องจ า ก ด ั XJป ร ะ ส ิท ธ ึ ้ ข อ ง  X  ก ีอ  - 1  ด ั ง น น ก ร า ฟ จ ี ง เ บ ็ บ พ า ร า โ บ ร า ก ว ่ า  

ด ั ง ก ์ด ัน จ ิ ง ม ีค ่ า ส ู ง ส ุด

ด ่ า ฎ ง ส ุ ด บ อ ง  y จ ะ เ ก ิ ก ข ึ ้ น เ ส ่ อ  X  =  Y Y

-1
2  (-1)
1_
2

ดังนนด่าสุงสุดคีอ y = -  (-j) 2+ -J + 5

หริอกาฐงส ุ ด กิอ y = ŸY

5 -  ( I )2 
4 (-1)

21_

3) y = x2+ 3x + 2

จาก5ป£ทไป f(x) = ax2+ bx + c จะไค้

a = _____  , b = _____  , c - _____

ดังก์ดันจะให้ด่าด่าสุด เพราะว่า _________

.* . ด่าด่าสุดของ y = ______________

= - x 2-8 x  -  104) y



ตัวอย่าง

วิธทา

ตัวอย่าง

วิธีทา

จานวนสองจานวนบวกกันได้ 20 จานวนแด่ละจานวนจะด้อง เป็น เท่าใด จึงจ 

ทาใช้ผลฎฌของสองจานวนสับากท่ีสุด 

1 ) สร้างกังก์กันสิงท่ีจะทาค่าฎงสุดทวีอด,'าสุค 

ใช้จานวนแรกคีอ X

ดังนบจานวนทตังกีอ _______

ผลฎ:นของสองจานวน = _________

ใท้ y = ________ (y = ผลคู(นของสองจานวน)

2) ทาค่ามากท่ีสุคโดยใช้สุดวกกตับ 

y จะมีค่ามากท่ีสุคเพ่ือ X = -๖
2a

ดังสันจานวนแรกดิอ __

จานวนหตังคึอ __

ผอถูท]จึงจะมีค่ามากท่ีสุค

ช้าด้องการกบววรอบท่ีดิน3ปท่ี เทส่ยมผีนผ้าคามแนวคลอง เพ่ือ เลยง เป็ค 

จะด้องกนอย่างไร จึงจะได้พ่ืนท่ีมากท่ีสุด เพ่ือมีไม้«อกน ร ้ว ยาว 40 เมดร

40  -  2 x  '

1  ) สร้าง•กังด้กันส์งท่ีจะทาค่าป็งส ุ ดทวีอ ด ่ า ส ุ ด

ใช้ด้านกร้างของร้วยาวด้านละ X เมดร

ด้านยาวของร้วยาว 40 - 2X เมตร

ทนท่ีท่ีงทมค ก ว า ง  X  ย า ว
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ใต้ y = 40x - 2x^

2) พากำมากทีสุตโคยใช้จุดวกกลับ

y จะมีค่าบากทีสุกเบื ่อ x = tT

คังน้น พนทีมากทีสุคกํต่อ เบ่ือรวกว้าง __เมตร ยาว___เมตร

ข้อฝัง เกตุ การนาการหาค่าด่าสุค หรึอฎงสุดของฝังก้ฝันมาแก้โจทย์ฝัญหามี 

หลักคังม

1) สร้างฝังก์ฝันสํงทีจะหาค่าฎงสุคหร็อตำสุด

1 .1 ตจารพาว้าโจทย์ต้องการทาค่วใดมากทีสุดดรือ 

น้อยทีสุดใต้ส่งน้นแทนต้วย y

1.2 ใต้แทนส่งทีไม่ทราบค่าต้วย X จานวนทบ่ืง 

1 .3 หาค่า y โน3ป X

2) หาค่าสุงสุคต,าสุคโคยใข้จุดวกกลับ

ลัวอย่าง จานวนสองจานวนบวกฝันไต้ 50 จานวนแค่ละจานวนจะต้อง เป็น เท'าใค 

จังจะทาใต้ผลคูพของศองจานวนนมีค่ามากทีสุด

วิธีทา
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บัตร แบบม๋ึ ทโ1ทโ1ริอบัศวงาฆ

เร่ึอง 2. ฟ้งก้ชันชบัดต่าง ๆ

2.5 บังก์ชันกาลังสอง

แบบฝิกหัค

1  . จงทา เชฅคาตอบของอฝีมการต่อไปสัโดยกาว 1ชัยมกราvJ

(1) x 2 + 2x - 3  ̂ 0

(2 ) 2X - 2x > 35

(3) 2X - lOx + 24< 0

(4) 2X + 8 x <1 -15

(5) 2X - 7x - 44 .> 0

(6) 28 - 1 2 x  -  x 2<  0

(7) 2- X  + 6 x > 5

(8) S x -ร: 2X

จงห าค ่าส ูงส ุด ห ร ีอ ค ่าค ่าส ุด ข อ งบ ังก ์ช ัน ต ่

(1) y = 3x2- 4x + 2

(2) y = 2x2- 4x + 1

(3) y = x2+ 3x + 4

(4) y = 6  + X -  X 2

(5) y = -16 - 8x - X2

3 .  เม๋ึอโยนก้อนหินสันไปในอากาศใน เวลา t ใดๆ ระยะความสูงของก้อนหินจาก
2สัน เป็นไปตาบสมการ h(t) = 20t - 5t

(1 ) เม๋ึอใดก้อนหินจะอยู่สูงจากสัน 15 เมตร

(2) ก้อนหินท๋ึโยนน้ึจะสันไปสูงสุด เป็นระยะทาง เท่าใด

4. ในวงจรไปฟ้าบีแรงเคล๋ึอนไปฟ้า 220 โวลต์ และมความต์านทาน 22 โอท่ม

ก้า พ เป็นกาลังไฟฝ้าในทน่วยวัตต์ เม๋ึอมีกระแส I แอมแปร์ไหลผ่าน และเป็น 

ไปตามสมการ พ = 2 2 0 1  -  2 2 I 2 จงหากาลังไ!;ฝ้าสูงสุคทีจะ เกิดสันไค้ในวงจรสั
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5 .  เ จ ้า ข อ ง หอน ัก แ ท ่ง : :ท ี่ง ฑ บ ว ่า ผ ล ก า ไ ร ม ีด ว า บ ก ัม น ัน ธ ์ก ับ จ า น ว น ห ้อ ง ด ัง บ

P = -2 ร 2+ 88ร เม ึ๋อ  P  เฟ ้น ก า ไ ร  ร เฟ ้น จ า น ว น ห ้อ ง  จ ง ห า ว ่า ถ ้า ห ้อ ง ก า ร  

ผ ล ก า ไ ร บ า ก ท ี่ส ุก จ ะ ห ้อ ง ม ีห ้อ ง ก ี๋ห ้อ ง

6 .  ม ีไ ห ้ท า ร ั้ว ย า ว  4 0  เม ต ร  ห ้อ ง ก า ร ก น ร ั้ว ร อ บ ท ี่ด ิน ร ูป ก ี๋1 ท ล ี๋ย ม ม ีน ห ้า  ร ิ? ง อ ย ู่ค ิก แ ม ่ห ้า  

โ ด ย ก น ร ั้ว  เ ม ีย ง  3  ห ้า น  เท ี่อ ป ร ิ)ก ผ ัก ข า ย  จ ะ ห ้อ ง ก น ร ั้ว อ ย ่า ง ไ ร จ ีง จ ะ ไ ห ้ท ี่บ ท ี่ม า ก ท ี่ส ุด
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เยลุยแบบ?!กÿfa

1 . (1 ) x2+ 2x - 3 ะร. 0

. ' .  เซตคาตอบของศะม่การกึอ (x  I X  G R ยก เว้น -3 <  X  <  1 I แรีอ

R- ( - 3 ,1 )

(2) X 2 -  2x >̂ 35

X 2 -  2x - 35 ^  0

. ' .  เซตคาตอบของสมการคีอ |x / X  € R ยก เว้น -5 < x < 7 f  หรีอ 

R - (-5,7)

(3) X 2 -  10x + 24 <  0

. เซตคาคอบของสมการ กิอ | x / 4 - C x  < 6 เ



(4) x 2+ Bx ^  -1 5
x 2+ 8x + 15 <J 0

. เชตคาคอบของฝิมการคีอ ( x  1 x 6  R ยก Iว้ม -4  .<: X .<̂  11
กรีอ R- [ - 4 ,1 1 ]

(6) 28 -  12x -  x 2<  0

x2+12x -  28 >r 0

ยก เว้น -1 4  < x <  2

กรีอ R- ( -  14 , 2)
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( 7 )  - X  + 6 x

- X  +  6 x  -  5 >  0 

L y

X -  8 x ^ . 0

2 . จ ง « า ค ่ า ส ู ง ส ุ ด  « ร ี อ ค ่ า ส ุ ค บ อ ง ฝ ั ง n i ï มต่ อไปน

( 1 )  V  = 3 x 2 -  4 x  + 2

«ก ั กค ิ ด 1 )  ก ั บ ป ร ะ ส ิ « ธ ข อ ง  X 2  เ ร น  + ( a  >  0 )  ใป็น-2ป ใ - ท ร า โ บ อ า « ง า ย  

ค ่ า « ต ้ อ ง ท า ร ( ’เอ ค ่ าค ่ า ส ุ ค  ( m i n i m u m  v a l u e )
ไ " ’ 1 " = b !2 )  ส ู ด ร ค า น ว ผ  y  = C -  —

‘ ' y  = 3 x ~ -  4 x  + 2 1ทีขบกับ y  = a x  + b x  + c

a  = 3 >  0 ,  ๖ =  - 4  แล ะ  c  = 2
J -  • •• -  J f  „ (-4) _ 2_นนคิอ ค า ด า ส ุ ต ข อ ง « ง ก บ น น ิ  =  2 -  4 = 3
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( 2) y = 2x2- 4x + 1

หลักคิด เช่น 1ดียวกับข้อ (l)

• . •  a  = 2 >  0 ,  b  =  - 4 ,  c  = 1

น่ันคิอ ค่าตำสุดของฟังก์ชันน = 1 - ' ^ๆ ^ 2 )  ~  -1

( 3)  y  = x 2+ 3x + 4 = f ( x )

หลักคิด เช่นเดียวกับข้อ (ไ)

a  = 1 >  0 ,  ๖ =  3 นละ C  = 4
32 7น่ันดีอ ค่าตำสุดของฟังก์ชันน่ั = 4 - -  = 4

(4) y = 6 + X  -  X 2
หลักคิด 1) ลับชระสิทธของ X 2  มีเคร๋ึองหมาย - (a เป็น - หรึอ

a < 0) แสดงว่าสมการน่ัเป็นหาราโบลาคว่า ค่าห่ีได้ด้อง

เป็นค,าสุงสุดของฟังก์ชัน
. 1- b2

2 )  ไ ช ส ุ ด ร  y =  C  -  J g

3) เทียบ y = f(x) = 6 + X 

หาค่า a, b และ C

’ . ’ a  = - 1  <  0 ,  ๖ =  1 และ 

น่ันคิอ ค,าสุงสุดของฟังก์ชันน่ั = 6

-  X 2  ก ั บ  f ( x )  =  a x 2 +  b x  +  c

4  ( - 1 )  4

( 5 )  y  =  - 1 6  -  8 x  -  X 2

ห ล ั ก ค ิ ด เ ช ่ น เ ด ี ย ว ก ั บ ข ้ อ  ( 4 )

" . *  a  =  - 1 < ■  0 ,  ๖  =

น ั ่ ม ค ี อ  ค ่ า ส ุ ง ส ุ ด ข อ ง ฟ ั ง ก ์ ช ั น น ั ่

- 8  แ ล ะ  C  =  - 1 6
2I — H1

=  - 1 6  -
(-8)

4  ( - 1 )
0
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หลักคิด 1) จากสูตร ความสูง h = Ut + y ( g ) t  เม่ือวัคชุขนห?อรง

โดยอิสระภายใต้แรงดิงดูดของโลก จากโจทย์ h(t) = 201 - 5 t 2 

2) เม่ือแทนค่า h(t) = 15 เมดร จะทราบเวลา t  ท่ีก้อนหินเริมขน 

จนกงระยะ 15 เมดร จากสัน

*. ' h = 15 เมดร แทนค่าในสมการย่อมไต้ 15 = 20t - 5๖2, 

t 2-  4t + 3 = 0 ; (t  -  3 ) (t  -  1) = 0, t  = 3,1 

น๋ันดิอ เม่ือก้อนหินอสู่สูงจากสันคัน 15 เมตร ต้วยเวลาผ่านไป 1 หน่วยเวลา

และ 3 หน่วยเวลา

ขอฝังเกด เม่ือเวลาผ่านไป 1 วันาที อสู่สูงจากสัน เป็นขาขนสูง 15 เมตร 

แด'ถ้า เวลาผ่านไป 3 วินาที ก้อนหินเคม่ือนท่ีต่อไปจนลังจุดสูงสูด 

แล้ว เดท่ีอนท่ีลงมาท่ีตาแหน,งอสู่สูงจากสัน 15 เมดร 

(2) ก้อนหินท่ีไยบนจะขนไปสูงสูด เป็นระยะทาง เท่าใด

หลักคิด 1) จากสูตรสมการดามโจทย์  h(t) = 20t -  5 t 2 เป็นสมการกาลังสอง 

"2ปพาราโบลาคว่า เพราะฝัมประสิทธี ้ของ t  เป็นลบ 

2) จุดสูงสุด เป็นจุดวกกลับ (ค่าสูงสุดของหังก้ฝัน) คัอ

y ■ h = c  4a

จาก h(t) = 20t -  5 t 2 

a = -5 < 0, ๖ =  20, c = 0

ก ้อ น ห ิน ข น ไ ป ส ูง ส ุด  เ ป ็น ร ะ ย ะ ท า ง  ( h )  =  0  - (20)
4 ( - 5 ) =  2 0  เ ม ต ร

4 .  ห ล ัก ค ิด 1 )  ฝ ัง เ ก ด ่ฝ ีม ก า ร  พ  =  2 2 0 1  -  2 2 1 2 เ ป ็น ค ว า ม ฝ ัม ห ัน ซ ์ร ะ ห ว ่า ง

พ ก า ล ัง ไ ห ัป ้า  (ห ัง ก ้ฝ ัน  พ )  แ ล ะ  ก ร ะ แ ส ไ ฟ ป ้า  I  ( ต ัว แ ป ร อ ิส ร ะ )  

เ ป ็น ส ม ก า ร พ า ร า โ บ ล า ด ว ่า  เ พ ร า ะ ฝ ัม ป ร ะ สิทสัข อ ง  I  เป ็น ล บ

2 ) จ า ก ส ม ก า ร  พ = 2 2 0 1  -  2 2 I 2 ส าม าร ถ ค าน ว ณ ห า  I  ส ูงส ูด
2

=  -  — 3  แ ล ะ  พ =  C -  —  ได ้ท ันท ี ไ ค ย ไ ม ่ต ้อ ง ค ' า น ีง ล ัง  

แ ร ง เ ค ม ื ่อ น ไ ฟ ป ้า  แ ล ะ ค ว า ม ต ้า น ท า บ  

ส ม ก า ร  พ  =  2 2 0 1  -  2 2 1 2 

a  =  - 2 2  <  0 ,  ๖ =  2 2 0 ,  แ ล ะ  0 = 0



ค ัง น ั ๊น  ก ร ะ น ฝ ี โ น ว ง จ ร  I  =  -  'ๆ 2̂ 2 2 ) ~  5  แ ร ม น ม ัร ์

แ ล ะ  ก า ล ั ง ไ ฬ ฟ ์ า ส ู ง ส ุ ด  พ  =  0  -  =  5 5 0  ว ัด ต ้ ̂ * 4(-22)
ข ์ ย ล ั ง เ ก พ ค ่ า ส ู ง ส ุด ห ร ีอ ต ำ ส ุด ข อ ง พ ี ' ง ต ้ข ิ โ น  ใ ห ้ พ ิ จ า ร ณ า เ ค ร ึ ่ อ ง ห ม า ย ข อ ง  X 2

ถ ้ า  เ ด ร ึ ่ อ ง ห ม า ย  I ม ั น -  โ  จ ท ย ์ม ัก ใ ห ้ด า น ว ณ ห า ค ่ า ส ู ง ส ุด  เ พ ร า ะ ส ม ก า ร  

ก า ล ั ง ส อ ง เ ม ั น ว ุ ป พ า ร า โบล า ด ว ่ า  แ ล ะ ท า น อ ง  เ ด ี ย ว ก ั น  ถ ้ า ม ี เ ค ร ึ ๋ อ ง ห ม า ย  

เ ม ัน  +  ม ั ก ใ ห ้ก า น ว ถ ท 1 า ค ่ า ต ำ ส ุด  L ม ัน ต ้น

5 .  ห ล ัก ด ิด  จ า ก ส ม ก า ร  P = 2 ร 2+ 8 8ร

. a  = - 2  <- 0 ,  ๖  = 88  แสะ C = 0

เมื่อ P เมัน ผลกาไร และ ร เมันจานวนห้อง ต้องการหาจานวนห้อง 

หรีอ ร มากม ื ่ส ุด ไ ต ้จากส ูด ร  ร =  X  =  -  ~ 2 a

. ’ .  ใ ห ้ไ ต ้ก า ไ ร ม า ก ท ี ่ส ุค ต ้อ ง ม ีจ า น ว น ห ้อ ง ท ง ส ัน  =  -  ~ 2 ^ ~ 2 )  =  2 2  ^ อ ง  

ห ม า ย  เ ห g  น อ ก จ า ก ว ิ ธ แ ท น ค ่ า ต า ม ส ู ต ร  X  =  -  ^  แ ล ้ว  ส า ม า ร ถ ด า น ว ถ Jไ ต ้ ใ ค ย  

ว ิธ ี แ ต ้ส ม ก า ร ด ีอ  ใ ห ้  f ( x )  =  y  =  0  แ ล ้ ว ห า ค ่ า ข อ ง  X  อ า จ จ ะ อ ส ู ่ ใ น  

• ^ ป ข อ ง ก า ร แ ย ก แ พ ีก  เ ต อ ร ์ ก ็ ไ ต ้

โ, 9 9

6 . หลักคิด 1) โจทย์ต้องการทราบความกว้างแสะดวามยาว โดยมีเง๋ึอนไขว่า 

ให้ไต้พนท่ีมากท่ีสุค ท่ีงต้องกาหนดสมการในลักษณะของพนท่ี 

2) โจทย์กาหนดความยาวของ'เว ท่ีงล้อบไว้เพียง 3 ต้านเท่านน 

ยาว 40 เมตร

I I
X X

-f ก '■ พ K

3) สมมติให้ต้านยาวหรีอต้านกว้างกไต้ ยาว X เมตร ท่ีงดวรกาหนค 

สมมติต้านกว้างจะช่วยให้การดาบวณรวด เร็วขน

4) พนท่ีส์เหล๋ัยบผีนผ้า กว้าง X ยาว กลาย เมันสมการกาลังสอง

.*. ให้ต้านกว้างของร็วยาว = X เมตร

. ต้านยาวย่อมยาว = 4 0  - (x +  x )  = 4 0  - 2 x  เมตร

ให้ A  เมันสันท ึ ่ จ ะ ล้อมร็ว = x ( 4 0  - 2 x )  ต า ร า ง เมตร
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A = 40x -  2x^

เพอให้ไค้พนที่บริ เวท!ล้อมรั๊วมากที่สูค ย่อมหาไค้

คาราง เมตร

น๋ีนคีอ 

และยาว

จากสูตร A = C - 4a

เม ื่อ  a  = -2 , ๖ = 40 แ ล ะ  C = 0

แ ส ค ง ว ่า พ บ ท ึ่ล ้อ ม ร ั๊ว ม า ก ท ี่ส ุค  ค ็อ

A = 0 - (40)
4(-2) = 200 ตารางเมคร

แ ล ะ ห า ค ว า ม ก ว ้ า ง ท๋ึสุตไ ค ้ จ า ก สูตร X  =
2 a

แ ส ตงวาค้องกบรวใ ห ้กว้าง X  =  - 40
2 ^ 2 ) = 10 เมตร

และความยาวของพนที ่รว = 40 -  2(10) = 20 เมตร

จะล้อมรเวให้ไค้พนที๋มากทึ่สูค ห้องกั ๊นวั ๊วให้มีความกว้าง 10 เมตร 

2 0  เมตร
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เรึ ่อง 2 .  พังก์สันซฉดค่าง ๆ
2. 5 พังก์ฟ้นกาสังฝีอง (quadratic function)

2 .5 .1  กราฟซองพังก์สันกาสังสอง 
2 .5 .2  เซตคาตอนของอสมการกาสังสอง

คาส่ง จงทาเครึ ่องVIบายกากบาท ( X ) สงในวงเล็บตรงสับข้อ ก หรอ V หรือ ค หรือ ง 
ในกระคาบคาตอบซึ่งท่าน เห็นว่า2กต้องท่ีสุค เพียงข้อ เดียว

1 .

2 .

3 .

4 .

ให้ f (x )  = 4x2- 3 x + 1 ข้อใตถูกต้อง 
ก. จุดวกกสับคีอ ( f . ^ )
ข. จุด วก กสับดีอ ( ค ู ,^:)
ค. จุด วก กสับดี อ (^,■ ^)
ง . จุด วก กสับดี อ ( ^ ,^)
ให้ f (x )  = 1 + 3x -  X2 ค่า X ท่ี f(x)
บีค่าสูงสุคดีอ 
ก. 1

ค . 2
ง.  2^
ให้ f (x )  = X2- 6x + 2 ข้อใดถูกต้อง
ก. ค่าสูงสุดคอ 9
ซ. ค่าค่าสุดดีอ 9
ค. ค่าสูงสุดคอ -7
ง .  ค่าค่าสุดดีอ -7
ให้ Y = 2 + 3x - x" ข้อใดถูกต้อง
ก. y บีค่าสูงสุดดีอ 4~
ซ. y บีค่าต,'าสุคคอ 4^
ค. y บีค่าสูงสุดดีอ ไ -  
ง . y บีค่าค่าสุดคอ 1■“

5 .  ใ ห ้ y  =  2 x 2 +  2 x  -  1  ข ้ อ ใ ด ถ ู ก ต ้ อ ง
I

ก .  ก ร า ฟ เ ป ็ น พ า ร า โ ม ล า ค ว ำ จ ุ ด ว ก ก ส ั บ ท ี ่

!ข . ก ร า ฟ เ ป ็ น พ า ร า โ บ ล า ห ง า ย จ ุ ด ว ก กสั บที ่

X =  " I

ค .  ก ร า ฟ  เ ป ็ น พ า ร า โ บ ล า ค ว า จ ุด ว ก ก ส ับ ที ่  

-12
x = 8

ง  .  ก ร า ฟ เ ป ็ น พ า ร า โ บ ล า ห ง า ย จ ุ ด ว ก กส ั บ ห

-12
x = 8

6 .  ระยะค ว า ม ส ู ง ท ี ่ ส ั ค ช ุ เ ค ส ่ อ น เ ค ส ึ ่ ร น ท ี่ไต้ (ร) 

ส ั ม พ ั น ธ ์ ส ั บ เ ว ล า  ( t )  เ ป ็ น ไ ป ค า ม ส ม ก า ร

ร  =  2 1 t  -  3 t 2 เ ม ื ่ อ  ร  บ ีห น ่ ว ย เ ป ็ น ฟ ุ ต  

แ ล ะ  t  บ ี ห น ่ ว ย  เ ป ็ น ไ น า ท  เ ว ล า ท ี ่ ส ั ต ถ ุ เ ค ส อ น ท  

ไ ต ้ ร ะ ย ะ ส ู ง  3 6  ฟ ุ ค ด ี อ ข ้ อ ใ ด  

ก  .  2

ซ . 3
ค  .  5

ง  . 7
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7 .  รัตสุเคส่อนที่ไค้วะยะสูงที่สุดคือข้อใด 

ก. 36^ ฟุต
ข. 36^ ฟุต 
ค. 36^ ฟุต 
ง.  36^ ฟุต

8.  ฟ้งก์สันคำใข้จ่าย ( c  บาท) ในกาวผสิตของ X หน่วยอยู่ในรูป c  ( x )  = 5 0  + 
ส่วนฟ้งก์สันรายรับ (R  บาท) ในกาวขายของ X หน่วยอยู่ในรูป R ( x )  = 9 0 x  

และฟ้งก์สันกาไว ( P  บาท) ในกาวผรตและขายของ X หน่วยอยู่ในรูป P = R 

ค่าของ p ( x )  คือข้อใด
ก. X2+ 6 0 x  -  5 0  

ข. -X2 -  1 2 0 x  -  5 0  

ค. - x 2 + 6 0 x  -  5 0  

ง.  x 2 +  1 2 0 x  -  5 0

9.  คำ X ที่ทาให้ p(x) สูงท่ีสุดคือข้อใด 
ก. 10 บาท
ข. 30 บาท 
ค. 60 บาท 
ง.  1 20 บาท

10. กาไวสูงสุดคือข้อใด 
ก. 850 
ข. 950 
ค. 3,550  
ง .

3 0 X
2-  X

-  C

3 ,600
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เ ฉ ล ย ข ้อ » ' เ ด ส อ ฆ

1 .  ก

2 . ข
3  .  ง

4  .  ก

5  . ข

6  . ข

7  . ค

8  . ค

9  . ค

1  0  . ก

/

I
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7เดกา-3 Iรียนการฝีอนท่ี 9 
1ร่ีอง

ฟังก์ข้เนพทุนาม

ส ต ร ค า ฝ ัง

ใ ห ้ส ก 1 ร ีย น ป ฏ ิส ต ิต า ม ข น ต อ น ต ัง น ึ่ 

1  .  ท า ส ต ร ? ไ จ ก ร ร ม

2 .  ศ ึก ษ า จ า ก ส ต ร เน อ ห า อ ีก ค ร ้ง ห น ึ่ง ถ ้า ไ ม ่แ โ า ใ จ  ห ฝ ัง จ า ก ท ี่ท า ส ต ว ? ไ จ ก ร ร ม แ ล ้ว

3 .  ท า ส ต ร แ บ บ ศ ึก ห ัต  ห ร ีอ ส ต ร ง า น พ ร ้อ ม ท ั๊ง ต ร ว จ w a ง า บ ท ี่ป ัต ร  เฉ ล ย

4 .  ท า ส ต ร ท ด ส อ บ ห ร ็อ ส ต ร ป ัญ ห า พ ร ้อ ม ท ง ต ร ว จ ผ 3 ง า น ท ี่ป ัค ว Iฉ ล ย
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เร่ึอง

f ( x )

a 2 , a i

มัคร เนอพา

2.6 ฝังก์ชันพทุนาม (Polynomial  Function) ค็อ ฟังก์ชันท๋ีอยู่ใน-2ป 

: a X11 + a _̂ 1X11 + ••• + a2x2+ a i x + a0 ใดยที ๋  a  ,  a n  2 ' •••'

aQ เป็นจานวนจริง นละ ท เป็นจานว1 เค็มช่งมากกว่าทริอเฑ่ากับฐนย์  เช่น 

f(x) = X3

f(x) = x4+ X2- X + 4

เม่ือ ท = 2 ฟังก์ชันพทุนาบจะเป็นฟังก์ชันกาลังสอง 

ท = 1 ฝังก์ฝันพทุนามจะ เป็นฟังก์ฟ้น เฝัง เส้น 

ท = 0 ฟังก์ฝันพทุนามจะ เป็นฟังก์ฝับคงคัว

คัวอย่าง

■เ) ฝังก์ฝันกาลังสองจะอยู ่ใน-2ป f(x) = 32*2+ a yx + a0 เ อ̂ a 2  ̂ 0

เช่น f  (x) = x 2+ 2x + 1

2) ฟังก์ชัน เชิง เส้นจะอยู่ใน-รุป f(x) = a x̂+ aQ เม่ือ a  ̂ ft 0

เช่น f(x) = X  + 1

3) ฟังก์ฝันคงคัว จะอยู่ใน-รุป f(x) = a0 เม่ือ aQ คิอค่าศงที่

เช่น f(x) = 4

จากข้างค้นจะเม็นว่า ฟังก์ชันกาลังสอง ฟังก์ชันเชิงเส้น และฟังก์ชันคงคัวเป็น

2 .  ฟังก์ชันชบคค่าง ๆ
2 .6  ฟังก์ชันพทุนาม (P o ly n o m ia l F u n c tio n )

ฟังก์ชันพทุนาม
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บัดรกิจกรรม

ร คประฝีงค์การ เรียน•รู้

นัก เรียนสามารถ

1. ยกนัวอย่างฟังก์ฟัน«ทุนามไค้อย่างถูกต้อง

2. บอกตัวแปร จานวนจริง จานวนเต็ม ซี ่งมากกว่าทริอ เท่าน ับ ฎนย่ได,'อย่างถูกท่ฐง

3. เขียนรูปนัวไปของฟังก์ฟันทุทุนามได''อย่างถูกท่0ง

กิจกรรม

ใต้นัก เรียนพิจารณาข้อความข้างล่างน 

ฝังกฟั์น«ทุนาม

ใต้ฟังก์ขนที่อยู่ในรูป f(x) = a^x11 + 1xn 1 + . . ,+a2x 2a 1x+aQโดยที่

a^,a^ 1, . . . , a 2, a ^ a 0 เป็นจานวนจริง และ ท เป็นจานวน เค็มซี ่งบากกว่า«รีอเท่ากับคนย์

Bง 2 . ฟังก์ฟันชนิดต่าง ๆ

2 .6  ใrTงก์ฟันพทุนาม (P o ly n o m ia l F u n c tio n )

ฝังก์ฟัน
ฟังก์ฟัน«ทุนาม

เหตุผล
เป็น ไย่เป็น

f  (X) 
f  (x)

3= X
= x^+ X2-  X + 4

vX
V/"

— ท=3, a3= l ,  a 2=0' ai =0' a0= °  
ท=4, a4= l ,  a 2=อ, น2=1, a1= -1,

f  (x) = x 2+ 2x + 1

II๐(ซ

f  (x) = X + 1
f (x) = 4



จากคารางจะเหนวา

ฟังกฟันฑทุนามเม่ึอ ท = 1 จะ เฟ้นฝังก์ฝัน

ท = 0 จะ เฟ้นฝังก์ฟ้น

ท = 2 จะ เฟ้นฝังก์ฟ้น

ฝังก์ฝันหทุนาฆ (Polynomial Function) คีอฟ้งก์ฝันท่ีอยู่ใน-2ป

f(x) = anxn+ aท-l xn_i+*•‘+a2x2 + alx + a0 

โดยท่ี an,an_ 1,â _2' ' • * ,a2'al ' a0 เ3พจาพวพจรัง และ

ท เฟ้นจานวน เค็มท่ีงมากกว่าหริอ เท่ากัม 0
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บ B รแบบฝักฝั HW ริSUBรงาน

อง 2. ฝังก์ปันชนิคต่าง ๆ

2.6 ฝังก ์•ร 1นพทุนาม ("olynomial Junction)

แบบฝิทฝัค

จงพิจารณาฝังก์ฝันท่อไปน้ึว่าIlk ฝังก์ฝันนทุนามหรึอไม่

1. f  (X) = 2x + X2
2. f (x) 4

=  X + X2
3. f(x) = 2X + 1

4. f  (x) = lx + i l
5. f  (x) ** HII X >  ( 

X
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laamm บฝิกหัต

ข้อ 1.2 เฟ้นฟังก์สันพทุนามส่วนข้ออึ่น  ๆ ไม่เฟ้น
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ปั’ครทคสอบหริอฟัดรฝัญหา

ข้อทดสอบ

เใอง 2 . ฟังก์ฟันชปิดต่าง ๆ
2 .6 ฟังก์ฟันทแนาม (P o ly n o m ia l F u n c t io n )

ฟังก์ฟันท่ีไม่ เรนฟังก์ฟันทแนามดีอข้อใด

า-L • Y = X
2. y = 5x -  1
3. y = 3x2-  X + 1
4. y = x^+ x2+ X + 1
b. y = f x  + 2

6. y = 32x

7. y = 5
8. y = X -  3 

X + 2



เอลยขอทคฮอบ

ฟ ้ง ก ์ฟ ้น ท ี่ไ ม ่ เร น เไ ง ก ์ฟ ้น พ ^ น า ม ค ีอ ข ้อ  1 . 5 , 6 . 8
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f l ค ท า ร เ ว ็ เ ย ฆ ก า ร ส อ น ท ี ่  1 0  

เ ร ื ่ อ ง

ช น ิ ด ข อ ง ห ั ง ก ์ ห ั น

น ิต ร ค า ฝ ัง

ใ ห ้น ิก เว ีย น ป ฎ ิน ิต ิด า ม ข ้น ต อ น ฝ ัง น  

1  .  ท า น ิด ว ? ไ จ ก า ว ม

2 .  ค ีก ข า จ า ก น ิต ว เ น อ ห า อ ึก ค ว ง ห น ง ถ ้า ไ ม ่เ ข ้า ใ จ  ห ฝ ัง จ า ก ท ี่ท า น ิด ว f ไ จ ก ร ร ม น ล ์ว

3 .  ท า น ิด ว น ข น ฝ ัก ห ัด  ห ว ีอ น ิด ร ง า น ห ว ้อ ม ข ้ง ต ร ว จ ผ ล ง า น ท ี่น ิต ว  เฉ ล ย

4 .  ท า น ิด ว ท ด ส อ บ ห ว ีอ น ิด ว น ิญ ห า ห ว ์อ ม ข ้ง ต ร ว จ ผ ล ง า น ท ี่น ิด ร I ฉ ล ย
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บู้'ตรุ เนอดา

เร่ือง 2. ฟังก์ชันชนิดต่าง ๆ

2.7 ชนิดของฟังก์ฟัน

2.7 ชนิดของฟังก์ฟัฆ

2 .7.1 ฟังก์ชันทีชคณิด (Algebraic Function) คิอฟังก์ฟันท่ีค่าของ

ฟังก์ฟัน เขียนโดยใช้นิพจน์ (Fxpression) ท่ีงปรุะกอมด้วยค่าคงตัว 

ตัวแปรุ และ เคร่ืองหมาย มวก ลม คูท! ดารุ กรถ!ท์ ยกกาลัง 

ตังตัวอย่างต่อโปน

f(x)  
f i x ) 
f  (x)

f  (x)

= 3x -  4 
= x 2+ X  + 2

X  -  1
X  +  1

= 1 + f x

2 .7.2 ฟังก์ฟันอดิลัย (Transcendental Function) ดบายถึงฟังก์ฟันใด  ๆ

ท่ีไม่ใช่ฟังก์ชันทีชคนิ:ต เช่น

ก. ฟังก์ฟันเอกช้โปเนนเขียล (Exponential Function) คิอ 

ฟังก์ชันท่ีอคู่ใน2ป f(x) = aX เบ๋ึอ X  € R แล. a€R+

โดยท่ี a  ̂ 1 เช่น f(x) = 2X

ฟังก์ฟันชนิดน์มักพบเสมอใน เร่ืองการ เพิ,มของประชากร การ เน่า เท่ีอย 

ของอินทรีย์วัตชุ การคิดคอกเบยทบด้น

ข. ฟังก์ชันรอการิทีม (Eogarithinic Function) คิอฟังก์ชันท่ีอคู่ 

ในรุป f (x) = logjt 1ม่ึอ X  € R+ และ a e R+ โดยท่ี a /  1 

(log_x อ่านว่า ลอการีทีมของ เอกช้ฐาน A)

เช่น f(x) = l o g 2X

ฟังก์ชันชนิดน๋ึม'กจะพบใน เร่ืองความ เข้มของ เสียง การนิ?นสะเทีอน 

ของแผ่นดินไทว
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ft. ตังก์ตันครีไmuมิติ (Trigonom etir ic  Function) ตัวอย่าง 

ของตังย่ตันครีโกณมิติ คีอ

f(x)  = s i n  X เร ียก.£ ว่าตังก์ตันไซน์ ( s in  X อ่านว่า 
ไซน์เอกช)
f  (x) = cos X  เรียก f  ว่าตังน์ตันโคไซน์ (cos X  อ่านว่า 

คอสน์เอกซ์)

ตังก์ตันซนิคมมิกนบในเรึ ่อง คลีนเสิยง คลีนแม่เหล็กไฟฟ้า
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บัตรกิจกรรม

เร่ึรง 2. ฟังก์ชันชนิดค่าง ๆ

2 .7 ชนิดของฟังก์ชัน

คประรงค์การเรีขนรู้

นิ'ก เรียนสามารถ

1 . บอกฟังก์ชันพีชคผิดหรีอฟังก์ชันอดิคัยไค้อย่างถูกด้อง เม่ือกาหนคปงค์ชับให้

ก ิจ ก ร ร บ

ให ้น ัก  เ ร ีย น พ ิจ า ร ถ ) า ข ้อ ค ว า บ ข ้า ง ล ่า ง น

จ า ก ท ี ่ไ ด ้ก ิก ษ า ฟ ัง ก ์ช ัน ช น ิด ค ่า ง   ๆ ม า น ล ้ว  อ า จ แ บ ่ง ฟ ัง ก ์ช ัน อ อ ก เ ฟ ้น  2  ชน ิด กิอ

2 . 7 . 1  ฟ ัง ก ์ช ัน พ ิช ก ผ ิด  ( A l g e b r a i c  F u n c t i o n )  ก ิอ ฟ ัง ก ช ัน ท ี ่ค ่า ข อ ง ฟ ัง ก ์ช ัน  เ ข ีย น โ ด ย  

ใ ซ น ิพ จ น ์ ( E x p r e s s i o n )  ช ี ๋ง ป ว ะ ก อ บ ด ้ว ย ค ่า ค ง ค ัว  ค ัว แ ป ร  แ ร ะ เ ด ร อ ง ห ม า ย  บ ว ก  ลบ คูถ) ห า ร  

ก ร ท)แ ล ะ กาคัง

ลาคั บที ่
ฟั งก์ชันพิซคผิด

ฟั งก์ชัน ชนิดของฟั งก ์ ช ั น
เฟ้น 'ไม■ เฟ้น

เหต ุ ผล

1 f  ( x )  = 4 y — เฟ ้ นนิ พจน์ ท ี ่ งประกอบด ้ วย ฟั งก์ชันคงที ่

ค ่ าคงที ่

2 f ( x )  = 3 x  -  4 y — เฟ้ นนิ พจน์สองนิพจน์ลมกัน ฟั งก์ ชัน เ ช ั ง  เส้น

3 f ( x )  = x 2 + X + 2

4 f ( x )  = x t
1 ; X >  0

5 f  ( x )  = ^ - 1  ; X <:  0

จ า ก ต า ร า ง จ ะ ไ ด ้ว ่ า

1 ) ฟ ัง ก ์ช ัน ค ง ค ัว  น ังค ์ช ัน พ ิป ีค ผ ิด
เ ฟ ้น / ไ ม ' เ ฟ ้น

2 )  น ัง ค ์ช ัน  เ ช ัง เ ส น  ฟ ัง ก ์ช ัน พ ิช ค ผ ิด
เ ฟ ้ น / ไ ม  เฟ้น
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3) ฝังก์ฟันกาลังสอง ฝังก์ฟันพีชคณิต
เข้น/ไม่เม่น

4) ฝังก์ฟันค่าลับyรผ์ ฝังก์ฟันพีชคณิต
เข้น/ไม่ เข้น

5) ฟังก์ฟันข้นมันไค ฝังก์ฟ้นพีชคณิต
เข้ฆ/ไม่1ข้น

6 ) ฟังก์ฟันหทุนาม
เ:

ฝังก์ฟับพีชคณิต
ข้น/ไม่ เข้น

2 . 7 . 2  ฝ ั งก ์ ฟ ั นBคิลั ย (Transcendental Function) หมายถ ี ' ง  ฝ ั งย ์ ฟ ันใค  ๆ ทีไม่  

ใช ่ ฝ ั งก ์ ฟ ั นพีชคณิต 1ช่น

ฟังก์ฟัฆเอกช์ไม่ เบน เพียร (hxponontial Function) คีอฝังก์ฟันอยู่ 
ไนรูป f  (x) = a เทีอ X £ R และ a เข้นจานวนจริงบวกช่ีงไม'เท่ากับ 1
ตํ'วอ ย่าง f  ( x )  =  2 X

ฟ ัง ก ์ฟ ัน ช น ิค บ ม ัก พ บ  เ ส ม อ ใ น  เ ร ึ ่อ ง ก า ร  Iพี,ม ข อ ง ป ร ะ ช า ก ร  ก า ร  เ ม ่า  เ ท ีอ ย ข อ ง  

อ ิน ท ร ีย ์ว ัค ท ุ ก า ว ค ิด ค อ ก เ บ ย ท บ ต น

ฝ ัง ก ์ฟ ัน ฝ ิอ ก า ร ิท ีม  ( L o g a r i t h m i c  F u n c t i o n )  ค ีอ ฟ ัง ก ์ฟ ัน ท ีอ ย ู ่ใ น ร ูป  

f ( x )  =  l o g ^ x  เ ท ี0 X É R  แ ล ะ  a  เ ม ่น จ า น ว น จ ร ิง บ ว ก ซ ึ ่ ง ไ ม ่  เ ท ่า ก ับ  1 

( l o g _ x  อ ่า น ว ่า  ส อ ก า ร ิท ีบ ข อ ง  เ อ ก ช ่ฐ า บ  เ อ )  เช ่น  f  ( X ) =  l o g x

ฝ ัง ก ์ฟ ัน ช น ิด น ม ัก จ ะ พ บ ใ น  เ ร ึ ่อ ง ค ว า ม  เ ข ้ม ข อ ง  เ ถ ีย ง  ภ า ร ^ น ส ะ  เ ท ิอ น ข อ ง

แ ผ ่น ค ับ ไ ห ว



ฝังก์ฟัฆตรีโกณนิติ (T r ig o n o m e tr ic  F u n c tio n )  เช่น

f  ( x )  =  s i n  X  เ ร ี ย ก  

f ( x )  =  c o s  X  เ ร ี ย ก

1

f  ว ่ า  ฟั งก์ฟับไ ช น ์  ( s i n  X  อ ่ า น ว ่ า  ไ ช น ์ เ อ ก ซ ์  

f  ว ่ า  ฟ ั ง ก ์ ฟ ้ น โ ค ไ ซ น ์  ( c o s  X  อ ่ า น ว ่ า  

ค อ ส น ์ เ อ ก ช ่ )
y

- 2 7 0  - 1 8 0  - 9 0 J \ 9 0  1 8 0  2 7 0  X.\ * . -  1 V =  r o c ;  y  1

V  J ■ พ '
- 1

i y

- 2 7 0 ^ - 1 ^ 0  - 9 0 Z '  \
9 0  \ L 8 0  2 7 0  X ,  =  R i T 1 „ ไ

V  y

0

- 1

ฟังก์ฟั'นชน ิด น้ึฆักพนในเร่ึอง คล่ืนเลยง คล่ืนแช่เหล็กไฟฟ้า 

จงพิจารณาดาวางนลว เตย เครองหนาย J  ในช่องท่ีคิคว่ากกต้องห่ีสุค

ฟังก์ฟัน ฟังก,ฟันพิปีคณิต ฝังก์รํ)นอคฟัย

f(x) = 6 

f(x) = 5X 

f(x) = x2+ 6x 

f(x) = 1 X1- 1 

f(x) = sin 60°
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บัตรแบบflกทักฑรีอบัตรงาน

อง 2. ทังก์ทันชนิคต่าง ๆ

2 .7 ชบิตของทังก์ทัน

แบบฝิกทัค

ทังก์ทันในข้อใค เป็นทังก์ทันพขคพิต และข้อโต เป็นทังก์ทันอคิฝ็'ย

(1) f  (x) = 35x

(2) f  (x) = lo 9 10X
(3) 3x - 2X - 2X
(4) f (x) = s i n  X

(5) f  (x) = 7x + 1 
4x -  6

(6) f  (x) = 6x + 1
(7) f (x) = 5
(8) f  (x) = X2- X .
(9) f  (x) = /x  + 1

= 2X(10) f  (x)
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1อรยนบบฝึกทัพ

ข้อ 1 , 2 , 4 , 1 0  เรนฝังก์ฟ้นอคิเไย 
ข้อ 5 , 6 , 7 , 8 , 9  10นฟ้งก์ฟ้นพีโ}คถิบัต 

ข้อ 3 ไม่เรบฟ้งก์ฟ้น
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บัดรทคสอบหริอบดรบั[พา

เร่ึอง 2. บังก์ฟ้นชนิดด่าง ๆ

2.7 ชนิดของบังก์ขีบ

ข้อทคฝีอบ

บังกบันในขอใค เฟ้นบังทบันแขค[นัด และขอใด เป็นบังก์บันอดิบัข หวอมท๊ัง เขียนกราฟ

1 .  f  (x) = 2x + 1
2. f ( x )  = ( l ) x
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เยลบข้อพคฝีอบ

1 . f(x) = 2x + 1 เป็นฟ้งก์ïfนพชคฌิด

I
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ชดการ Iรียนการสอนท่ี า 1 
เ ร ึ่อง

นิยามของนิงก์'นิ'นศอมโพสิท

น ิด ร ด าน ิง

ให ้น ิก เร ียน ป ฏ ิน ิต ิด าม ข น ต อ น ต ิ'งน  

1 . ท าน ิด '3Pi จ ก ว ร ม

2 .  ด ีก »าจ าก น ิด ■ ร เน อ ท าร ก ค ร งท น ึ่งถ ้าไม , เข ้า ใ จ  ท น ิง จ า ก ท ี่ท าน ิด ร น ิจ ก ร ร ม แ ล ้ว

3 .  ท าน ิด วแบ บ ด ีก ท ัค  ท ร ีอ น ิด ว ง าน พ ร ้อ ม ห ้ง ต ร ว จ ผ ล ง าน ท ี่น ิด ร  เฉ ล ย  

A . ท าน ิด ร ท ค ส อ บ ห ร ีอ น ิด ร น ิญ ท าพ ร ้อ ม ห ้งด ร ว จ ผ ล ง าน ท ี่น ิต ว เฉ ล ย
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บัตร เน{ไหา

เวึ ๋อง 3. บังก์บันคอบโพสิท (Composite Function)

3.1 นิฆาฆ!เองบังทบันคอบไพสิท 

ให้ f  แสะ g เ5นบังก์บัน ดังแสคงในภาพ

จากภาพจะไห้  f (1) = a , f  ( 2) = c , f  ( 3) = ๖

g (a) = P , g (b) = P , g ( c) = qะJ \ r' t ไฮ /

J ที ่กาหนคให้จะไห้

r' /

g ( f ( D ) = g (a) = P

g (f ( 2) ) = g (c) = q

g (f (3) ) = g (b) = P

อาจสว้างบังก์บันใหม่ เรียกว่า บังก์บันคอบไพสิท gof (อ่านว่า จ ั โอ1อฟ่3 เรฆบังก่บัน 

จาก A ไป C กาหนคโคย

(gof) ( 1) = g ( f  (1) )

(gof) (2) = g ( f  (2))

(gof) ( 3) = g ( f (3))

ดังน!น (gof) ( 1) = P

(gof) ( 2) = q

' (gof) (3) = P

น่ึนคิอ gof = {(l .p) f (2,q) , (3,P ) }

** จะ เห็นว่า gof จะ เกิคขนไตํแฆึ๋อ Rf  C D
q
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จาก•รูป จะไค ้  g o f  เห ็บด ังก?นจาก A ไป C

ไคยที ่  ( x , z ) € g o f  หร ี อ  Z = ( g o f )  ( x )

ดั งบน ( g o f )  ( x )  = g  ( f  ( x )  ) =  Z

กล่ าวค ิอ ค่ าของดั งก์ช ัน g o f  ท่ี X เท่าก ับค่าของดังก ์ช ัน g  ท่ี f (x)
จะเห ็นว ่ า  R ,  C D และ D = Df  g g o f  f

ต ั ว อ ย ่ า ง ท ี ่ 1

จากแผนภาพ f  = I ( 1 ,  a)  , ( 2 , ๖ )  , ( 3 ,  c )  }

g = { ( a , 5 ) ,  ( ๖ , 8 ) ,  ( c , 1 0 ) ,  ( d , 1 3 ) j

( g o f )  ( 1) = g ( f  ( 1) ) = g  ( a )  =  5

( g o f )  ( 2) = g  ( f  ( 2) ) = g  (๖) =  8

( g o f )  (3) = g ( f  ( 3) ) = g ( c )  = 10

g o f = { ( 1 , 5 ) , ( 2 , 8 ) ,  ( 3 , 1 0 ) }

* จะเห ็บว ่ า  g o f  จะเก ิดส ันไค ้ เท ี ่อ Rf  c  Dg



ตัวอย่างที่ 2

f  g

จากนNนภาพ f  ะ A---► B แต่ g ไม่ เป็นฟังก์ฟันรทก B ไป C

ตังนั๊น R C D จีงไม่ เกิค gof
f  g

Otnฆ ไพ" f  และ g เป็นฟังก์ฟัน และ R c  D-^—  f  g

ฟังก์ฟันคอมโพสิทบอง f  และ g เปียบนทนค์วย gof

กาหนทไคย (gof) (x) = g (f  (x) ) สาหรับทุก x €  Df

จะเห็นว่า D = ทgof f

ในภวณีท่ี Rf  Dg รอว่าไม่รฟังก์ฟับคอมไหสิฑของ f  และ g

ตัวอย่างที ่  3 f  = [(1,a) , (3,๖),  (5,c)j  , g = ( ( a , 8),  (๖,11),

(c , 13) , (d, 13) j 

จงหา 1) gof 2) fog 

1 ) หา gof

จะเห็นว่า R, C D  จะบนจีงเกิค gof
f  g

D _ = D gof f

gof ( 1) = g (f  (1) ) = g (a) = 8

gof ( 3) = g ( f  ( 3) ) = g (๖) = 11

gof (5) = g (f  (5)) = g(c) = 13

gof  = {(1,8) , (3,11) , (5,13)}
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2 )  พ า  f o g

' ' 9  C D f

แค่ R = {8,11,13,15}

Rg t  Df

นึ่นคิอ fog เกิดไม่ไค้

D f  =  { 1 , 3 , 5 }



บุ ้พัวกิจfทรม

เ ร ึ ่ ร ง  3 .  ฟ ้งก ์ฝ ัน ค อม โท ส ิท  ( C o m p o s i t e  F u n c t i o n )  

3 . 1  น ิย าม ข อ ง ฝ ัง ค ่ฟ ้น ค อ ม โ ห ส ิท

^ ค ป ร ะ ส ง ค ์ก า ร เ ร ีย น ร ้

น ัก เ ร ีย น ส า ม า ร ถ

1 .  ห า ค ่า ข อ ง ฝ ัง ถ ้ฝ ัน  f  เม ึ ๋อ ก า ห น « ค ่า  X  ไ อ ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

2 .  ห า ไ  ค เ ม น แ ร ะ : เ ร น จ ์ข อ ง ฝ ัง ก ์ฝ ัน ไ อ ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

3 .  ส ร ้า ง ฝ ัง ก ์ฝ ัน ค อ ม โ ท ฮ ท  g o f  ไ อ ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

4 .  ส - ; [ป น ิย าม ข อ งฝ ัง ก ์ฝ ัน ค อ ม โท ส ิท ไอ ้อ ย ่า ง ถ ูก ต ้อ ง

โอ้นัก เรียนพิจารณาข้อความข้างล่างน

ฝังถ้ฝันคอมโพสิท (Composite Function)

ฝังก์ฝันคอมโทสิท Iป็นที ่อที ่ใช้เรียกฝังถ้ฝันอันเกิคจากกาวคา เนินการของ

2  ฝังก์ฝัน ที ่งพนฐานที ่จะนามาใช้ในกาวสืกษาฝังก์ฝันคอมโทสิทก็ค็อ ค่าของฝังก์ฝัน ที่งจ 

ขอทบทวนไร้ในที ่น รอ

พัวอย่าง ถ้า f(x) = X  + 3 , g(x) = 4 X -1

ก ิจ ก ร ร ม

จะไอ ้ f ( l ) (1) + 3 = 4

f  (-3) (-3) + 3 = 0

f (a)

g ( f  (1 )  ) g (4) =4(4)  -1 = 15

g ( f  (-3) ) g (0) = 4(0) -1 = -1

g ( f  (a ) )

g ( f ( x ) )

จากพัวอย่างจะเหํนว่า g( f (x))  ก็คิอค่าของฝังถ้ฝับ g ท่ี f(x)
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จ า ก ท ี ่ก ล ่า ว ข ้า ง ค น ว ่า  ฟ ังก ์ฟ ้นคอมโพส ิฑ  เ ก ิด จ า ก ก า ร ค า  เ น ิน ก า ว ข อ ง  2 ฟ ังท ์ฟ ้น 

ท ี ่ง จ ะ ก ล ่า ว ล ิง ด ัง ค า ว า ง ต ่อ ไ ป น
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จากคาวางจะกัง เกด เห็นว่า

1 . จะพาค่า g( f(x))  ไค้ทุกค่าบอง x6 ภ็ค่อเมึ๋อ

2. ค่า g( f(x))  หาโคยเที ่อบโยง f(x) กับ g ( f ( x ) )

ถ้าให้กังก์กันที่  เกิดจากค่า g( f (x))  เรนกังก์กันใหม่ เวียกว่า "กังถ้กันคอมโทสิท 

ของ g และ f "  เขยนแทนด้วย gof (อ่านว่าจึโอ เอฟ่) โดย (gof), (x) = g( f(x))  

ทุกค่าของ x€ ช̂ . ดังนนจากตาวางแรกจะ;ไค้ดารางดังข้างล่างน

แผนภาห (gof) (x) gof D *gof Rgof

A ^ f ^ B ^ 9 ^ C  

/T\ . -SN . /-ÇA ( g o f ) (1)= g ( f (1))=g(a)=p 

(gof) (2) =g ( f  ( 2) ) =g (c) =r 

(gof) (3) =g(f(3) )=g (๖)=P

gof= {( l ,p)  , ( 2 ,r)  , 

(3,p)}

{1 , 2 , 3} (P 'r )© ร)
x — gof ■''''̂

A ^ f  ' 9 ^ c

/SV------- กัร\ /r\ (gof) (a) =

gof=I b 4____ [ 3 V f  .  I (gof) (๖) =IH©
gof

(gof) (c) =

_______ ______



I

3 30

A ไ ป  c

จ า ก ต า ร า ง จ ะ ฝ ั ง เ ก ด เ ห ํ น ว ่ า

1 .  จ ะ ห า ค ่ า ฟ ้ ง ก ์ ส ั น  g o f  ไ ต ้ ก ํ ต ่ อ เ ม ึ ๋ อ __________________________

2 .  D g C f  =  __________________  แ ส ะ  R g o f  R g  ตั 'งข้น g o f  เ ป ็ น ต ั ง ก ์ ส ั น จ า ก

3 .  ก า ร ห า ค ่ า  ( g o f ) ( x )  น ั ๊ น จ ะ ต ้ อ ง ห า  f ( x )  ก ่ อน แ ล ้ ว จ ี ง ห า  g ( f  ( x ) )

จ า ก ท ี ่ ก ล ่ า ว ข ้ า ง ต ้ น จ ะ ส ร ุ ป ไ ต ้ ว ่ า

น ิ ย า ม  ใต้ f  แ ล ะ  g เ ป ็ นต ั ง ก ์ ส ั น  แ ล ะ  R. c  Df  9
ตังก์สันคอมไหสิทของ f  และ g เขยนแทนต้วย gof  กาหนคโดย

(gof) (x) = g (f (x) ) สาหรัมทุก x £ D f

ด ั ง ข้น g o f  เ ป ็ น ต ั ง ก ส ั น จ า ก  A ไ ป  C โดยที่

(gof) (4) = g ( f (4)) = g (8) = 9

(gof) (5) = g ( f (5)) = g (7) = 10

(gof) (6) = g (f ( 6) ) = g(8) = 9

gof = {(4,9), (5,10), (6,9)}

ตัวอย่างที ่  2 กาหนคให้  A = {a,๖ , c| , B ={1 , 2, 3] และ C ={5 , 7 } 

f  = { ( a , l ) , ( b , 3), (c, 3)}

g = {(1,5) , (2,7) , (3,7)}

เนื ่องจาก Rf  = {1 , 3}, D = {1 , 2, 3}

จะไต้  C D จีงมีตังก่สันคอมไหสิท gof
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g o f  = { ( a , 5)  , ( ๖ , 7 )  , ( c , 7) I

ย ้อพ ั ง เกค

1„ g o f  จะมีไค์ก ็พ่อเบึ ๋อ R,. C  D_f  g
พังนั๊น f o g  จะมีไค้ก็พ่อเบึ ๋อ _________________________

2 * Dg o f  = Df  พังนั ๊นกาว»ทค่าฟ้ 'งก์ชัน g o f  5งคล ้ ายก ับการพ ิจารณา 

ถู ่อันพับจาก f  ไป g

จากแผนกาน f  = { ( l , a ) ,  ( 2 , ๖ ) ,  ( 3 , c )  J

g  = | ( a , 5 )  , ( ๖ , 8 ) ,  ( c , 1 0 ) ,  ( d , 1 3 ) }  

จะ เก ็น ว ่ า  R ,  C  D พังนั ๊นจะมี  g o f  ร็ เงมีโค เบนรอ

โคย ( g o f ) ( 1 )  =  ___________________________

( g o f )  ( 2 )  =  '____________________

( g o f )  (3 )  = ___________________________

• ’ • g o f  =  { ______________________ }

พวัอยุ,างพ  4 f  = | ( 1 , a )  , ( 3 , ๖ ) ,  ( 5 ,  c )  I  แระ  g  =  | ( a , 8 ) ,  ( ๖ , 1 1 ) ,

(c, 13) , («3,13)1
จงพา 1) gof 2) f o g
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วัรทา
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เ ว ึ๋ย ง  3  . ท ัง ก ์ท ัน ค อ ม ไ พ ส ิท

3 . 4  น ย า ม ม อ ง ท ัง ก ์ท ัน ค อ ม ไ พ ส ิ» »

มัพวแฆมฝึกทัพ»»วอมพวงาน

แฆมฝึกทัพ
1 . ถ้ า f  = { ( l , q )  , ( 2 , r )  , ( 3 , p )  I และ g  = { ( p , a ) ,  ( q , b ) ,  ( r , c ) ,

( ร , d)}
จง»ท g o f  u s r  ( g o f ) ( 2 )

2 .  กาหนพใ»โ f  = { ( 1 , 2 ) ,  ( 2 , 3 ) ,  ( 3 , 4 ) ,  ( 4 ,  4 ) }

g = { ( 0 , - 1 ) ,  ( 1 , 0 ) ,  ( 2 , 1 ) ,  ( 3 , 2 ) ,  ( 4 , 3 ) }

h = { ( - 3 , 0 ) ,  ( - 2 , 0 ) ,  ( - 1 , 0 ) ,  ( 1 , 1 ) ,  ( 2 , 1 ) ,

( 3 , 1 ) ,  ( 0 , 0 ) }

ถ ้ าสว ้ างไค ้  จ ง สว ้ า ง  f o f ,  f o g ,  g o f ,  g o h  และ h o g
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loatmu ฆฝึกHH

1.

2.

g o f = { ( 1 , ๖ )  , ( 2 , c )  , ( 3 , a ) }

( g o f )  ( 2 )  = g  ( f  (2)  ) = g ( r ) = c

f  o f = { ( 1 , 3 ) ,  ( 2 , 4 ) , ( 3 , 4 )  , ( 4 , 4 ) }

f o g ไม ่ สามารถสร ้ างไค ้ แ ท าะ :ว ่า1 Rg £  D.

g o f = { ( 1 , 1 ) ,  ( 2 , 2 ) , ( 3 , 3 ) , ( 4 , 3)}
g o h = { ( - 3 , 1 ) ,  ( - 2 , - 1 ) ,  ( - 1 , - 1 ) , (0

( 3 ,0)}
= { ( 0 , 0 ) ,  ( 1 , 0 ) ,  ( 2 , 1 ) ,  ( 3 , 1 ) ,  ( 4 , 1 ) }

, น , 0 )  ,

h o g
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เ ร ื ่ อง  3 .  ฟ ้ งก ์ฝ ันคอมโ«รท ( C o m p o s i t e  F u n c t i o n )  

3 . 1  Q t n  มของฝ ังก ์  ฝัน คอฆโพรท

คาฝ ั ง  จ ง ท า เ ค ร ื ่ อ ง ห ม า ย ก า ก น า ท  ( X ) ล ง ใ น ว ง เ รบดรงฝับข้อ ก หริอ ข หริอ ค หริอ ง

ในกระคาษคาคอฆช ีงท ่ าน  เหินว่าถูกต้องฑี ๋ทุด เค ี ยงข ้อ เค ียว

1  • £■

ข้อใคไม่ถ ูกต ้อง

ก .  f ( 2 )  = b  

ข .  g ( f  ( 3 ) )  =  2 

ค .  £ ( g ( c ) ) =  3 

ง .  g ( f ( D )  =  1

2 . ข ้อใดไม่ถ ูกต ้อง

ก .  ค่ าฝังก์ฝัน g o f  หาไต ้ เม ึ ่ อ  R c  D* f  g
ข .  ค่าฝังก์ฝัน f o g  หาไต ้ เม ี ๋ อ R_ Cg  f
ก .  ค ่ า ( g o f ) (x )  = g ( f ( x ) ) ทุก x e D f  

ง .  ค ่ า ( f o g ) (x )  = f ( g ( x ) )  ทุก x6 Df

3 . ให้  f  =  { ( a , l )  , (๖ ,  3)  , ( c , 4 ) }  และ

g  = {( 1 , c ) , ( 3 , b )  , ( 4 , e )  , ( 2 , a ) }

ข ้อใดถ ูกต ้อง 

ก .  ( g o f )  ( a )  =  c

ข .  ( g o f ) ( 1 )  =  4

ท.  ( g o f ) (3 )  = 3

ง . ( g o f ) ( b )  =  e

4 . ใต ้  f  = { ( l , a )  , ( 2 , b )  , ( 3 , c ) }

g  = { ( a ,  5)  , ( b ,  7)  ,  ( c , 9 ) }

ค ่ าของ g o f  คอข้อใด 

ก .  { ( a , a )  , ( b , b )  , ( c , c ) เ- 

ข .  { ( 1 , 5 ) , ( 2 , 7 ) , ( 3 , 9 ) }

ค .  { ( 1 , 1 )  , ( 2 , 2 )  , ( 3 , 3 ) }

ง .  { ( 5 , 7 ) , ( 7 , 9 ) , ( 9 , 5 ) }

5 .  ใต ้  f  =  { ( l , a )  ,  ( 2 , b )  , ( 3 , c ) }

g  = { ( a ,  5 )  , ( b ,  7) , ( c , 9 ) } u a r

h  = { ( 5 , 1 )  , ( 7 , 1 )  , ( 9 , 0 ) }

ข ้อใดถูกต ้อง

ก .  ( h o ( g o f ) ) ( 2 )  = 0  

ข .  ( h o ( g o f ) ) ( 3 )  = 1

ด . ( g o ( f c h ) ) ( 5 )  = 5 

ง .  (go ( f c h )  ) (7 )  =  7

6 .  ใต ้  f  = { ( a , l ) , ( b , 3 ) , ( c , 4 ) |  นละ

g  = { ( l , d ) , ( 3 , e )  , ( 4 , e ) , ( 2 , f ) }  

ค ่ าของ g o f  คีอข้อใด 

ก .  { ( 1 , 1 ) , ( 3 , 3 ) , ( 4 , 4 ) }

ข .  { ( a ,  d)  , ( ๖ , e )  , ( c , e )  เ- 

ก .  { ( a , a ) , ( b , e ) , ( c , e ) }

ง .  { ( 1 , 3 )  , ( 3 , 4 )  , ( 4 , 4 ) }
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: = {(l,a) , (2,๖),(3 ,c)| , g ={(a,1 = {(5,1) , (7,1), (9,0)} ข้อใด!)กต้องhc(gof) = {(1,1) , (2,1), (3,0)}go(hcf) = {(a,a), (๖,a)}ho(fog) = {(5,a), (7,a)}go(foh) = {(5,5), (7,7), (9,9)}

น ล ะ
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เฉ ล ย ข ้อ ท ด ส อ ฆ

1 . ด
2 .  'ง

3 .  ก

4 • ข

5  .  ค

6 .  ข

7  .  ก



คทาร t รีฆนทารฝือฆที ่ 12

เรื ่อง

การหาฟ้งก์ไร'นคอมโทสิท

0 ดรค,าส่ง

ให้ปัก เร ียนชฏิป ัต ัดามข้นตอนส์'งน 

1  . ท า  0  ดร fi จกรรม

2 . ห ีก ษ าจ าก ป ัต ร เน ึ่อ ห าอ ีก ค ว ง ห น ึ่งถ ้าไ ม ่เข ้าใจ  ห »!'งจากพ ]าป ัตวfเจกรรมนลว

3 .  ทาปัตรนบบฝ็กหัต ห ร ีอป ัดรงาน ท ร ้อม ห ้งตรวจผลงาน ท ีป ัต รเท ลย

4 .  ทาป ัตวทดสอบหรีอป ัดวป ัญ หาทว ้อมท ีงตรวจผลงานท ีป ัตรเทลย
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บ ัต ร  เน ื่อ ห า

เ ร ึ่อ ง  3. บ ัง ถ ้บ ัน ค อ ม โ ท ส ฑ  (Composite Function)

3 . 2  ก า ร ห า บ ัง ถ ้บ ัน ค อ ม ไ ท ส ิท

ดัวอย่าง กาทนคให้  f(x) = 2x นละ g(x) = X + 3 จะบี gof หรีอ fog 

< หรีอใบ, เทวาะเหตุไค ถ้าบีจงหา gof ,  fog

วิธทา

เนื ่องจาก f(x) = 2x

จะไค้  Df  = |x/x£ R I ; Rf  = {y/ye r }

เนื ่องจาก g(x) = X  + 3

จะไค้  Dg = j x / x € r } ; Rg = { y / y e  r }

1) gof บี เทราะว ่า R c  Df  g
(gof) (x) = g (f (x) )

= g(2x)

= 2x + 3

ดังน่ืน gof = {(x,y) / y = 2x + 3}

2) fog บี เทราะว ่า

(fog) (x)

Rg c Df

= f(g(x) )

ดังน่ืฆ fog

= f  (x + 3)

= 2(x + 3)

= 2x + 6

= { (x,y) / y = 2x + 6 }

ด ัว อ ย ่า ง  ก า ท น ต โ ห ้ f(x) =  X  +  1  น ล ะ  g(x) = ( x  จ ะ บ ี gof ห ว ิอ  fog 

ห ว ็อ ไ ม ่ เท ว า ะ เ ห ต ุไ ค  ถ ้า บีจงห า  gof

ว ิร ท า
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เนึ ๋องจาก f(x) = X + 1
จะไค้ = |x/x€ R 1 ; Rf  = {y/ye R ]■

เนึ ๋องจาก g(x) = /x

จะไ ค ้ Dg = 1 x/x ^  0 } ; Rg = {y/y ^  o|
1 )  gof  ไ ย ่JJ เหร า ะ ว่า Rf i D g
2 ) fog 5 เหราะว ่า Rg C D f

(fog) (x) = f  (g(x) )

= f  (/ฬิ

= {x -f 1

*
ดังนน fog = 1  x/x = /x + 1 1

หัวอย่าง กาหนค f(x) = x 2+ 2x + 1 และ g(x) = 3x -  1
จงหา ( g o f ) (-1) และ (fog ( 6)

วิรทา

เนึ ๋องจาก f(x) = x2+ 2x + 1

, 2
= (x + 1)

จะไค้  Df = jx  Ix € r ]

Rf = {y/yss °}

เนึ ๋องจาก g(x) = 3x -  1

จะไค้  Dg = (x/xe R j

Rg = {y/yeR}

เพราะว่า R ,  c Df g และ D c  รงทาให้หา gof และ fog

ไค้ดามอาดับ

1 ) (gof)(x) = g ( f  (x) )

= g (x 2+ 2x + 1)

=  3 ( x 2+ 2 x  +  1 ) - 1

(gof) (-1) หาไค้ เหราะว ่า - l € . D f

g o f ( - l )  = 3((-1)2 + 2(-1) + 1) -1

- 1
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2 ) (fog) (x) = f  (g (x) )

= f(3x -  1)

= ( 3x -  1) 2+ 2 ( 3x -  1) + 1

( f o g )  (6 )  vn  ไ ค ้1 » ท า ะ ว ่า  6 €  D_
g

(fog) (6) = (3(6) -])2+ 2(3(6) -1) +1

324
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V « รnsกรรม

เง ื่อง 3 . ฟ้,งล้ลัน«อมโหสิท (Com posite F u n c t io n )

3 .2  การทาลังก์ลัน«อมโพสิท

ๆ คประสง«การ เร ียน}

1 . บอก«วามหมายของ ฟ้งก์ลันคอมโพสิทไ«อย่างถูกต้อง

2. บอกโพ เมนและ เรนจ์ของ»(งก์ลันใน} ปการกาพน« เงื่อนโขไค้อย่างถูกค้อง

3. หาลังก์ลันคอมโหรทไค้อย่างถูกค้อง เมี่อภาทน«ฝังก์ลั'นสอง ลังฑ์ลันโค ๆ โท้

ก ิจกรรม

ใท์น้'ก เร ีย น พ ิจ าร ณ าข ้อ ค ว าม ข ้างล ่างน

ในกรณ ีท ี่กาหน«ล ังล ้ล ันใน}ปของ เง ื่อ น ไ ข  ไม ่ไค ้แจกแจงถ ู่ลา«บ น น  ก ารห าล ังล ้ล ัน «อ ม โพ รท  

ก ํม ็ห ล ัก ก าวแล ะว ิรก าวค ล ้ายก ับ ใน ก รณ ีท ี่แจก แจงถ ู่อ ัน «บ ค อ จะหา gof จ ะ ค ้อ งพ ิจารณ า Rj. ว ่า เ5 น  

ล ับ เช ด  Dg ทรีอไม, ล ้า  Rf c  Dg จ ะ ส าม าร ถ ท า gof ไ ค ้ แด ่ก ่อนท ี่จะมาห าล ังก ์ล ัน«อมโทรทใน}ป 

การกาท น ด  เง ื่อ น ไขจะขอท บ ท วน การห าด ่าล ังล ้ล ัน ก ่อน

เช ่น ล้า f(x) = X + 3 g(x) = 4x -  1 

จะไค้  f(a) = a + 3

g(a) = 4(a) -1

g (a + b) = 4 (a + ๖) -1

g ( f  (x) ) = g (x + 3) = 4 (x + 3) -1

= 4x + 12 -  1 

= 4x -  11

f  (g (x) )
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จากน ิยามฝ ังห ้ต ัฆพอมโพส ิท

ให ้ f  แ ล ะ  g  เป็น»โ ง ก์ฟ้น แ ล ะ  F! c  D
f  g

ฟ้'งก์ฟ ้นคอมโพสิทของ f  และ g  เม ียนแทนด ้วย g o f

กาหนค ( g o f ) (x)  = g ( f ( x ) ) สาหร้'ฆทุก X e  Df

การหา»โงก์ม ีนคอมไพสิทใน'2 ปการกาห น ค เง ึ๋อ น ไขน ื่น ฃ อให ้ด ูจากต ัวอย ่างต ่อไป น

ต ัว อ ย ่า ง ฑ่ึ 1 ก า ห น คให ้ f ( x )  = 2x  แ ล ะ  g ( x )  =  X + 3 จ ะ มี g o f  ห ร ึอ ไ ม , 

เ พ ร า ะ เ ห ต ุโค ห ้า ม ีจ ง ห า  g o f  แ ล ะ  f o g

ว ัร ท า

เ น ื่อ ง จ า ก  f ( x )  = 2 x

จ ะ ไ ด ้ = { x / x  € R } ; Rf  =  j y / y € R j

เน ื่อ ง จ าก  g ( x )  = X + 3

จ ะ ไ ด ้ ว ^  =  | x / x €  r |  ,  R ^  =  | y / y € R |

1 )  มี g o f  เพ ร า ะ ว ่า  Rf  C  ชภู

จ ะ ไ ด ้ ( g o f )  (x ) = g  ( f ( x ) )

= g ( 2 x )  (แทนค่า

= 2 x  + 3

ตังนน g o f = { ( x ,y )  /  y  =

มี f o g  เพ ร า ะ ว ่า  R
g C D f

( f o g )  (x ) = f ( g  (x )  )

ตังนื่น f o g -  { ( x , y )  /
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ห ัวอ ย ่างฑ ี๋ 2 กาพน« ใ ห ้  f ( x )  = X + 1 และ g ( x )  = / x  จะบ ี g o f  หรีอ f o g  

ห ร ิอ ไย ่ เพ ร า ะ เห ต ุไ ค  ห ้าบ ีจงห า g o f

วิ รทา

1 น ี่อ งจ าก  f ( x )  = X + 1

จะไห ้ Df  = { x / x € R ] ,  R = {y/y€R}

เน ึ๋อ ง จ า ก  g ( x )  = f x

จะไห ้ Dg  = j x l x  >  o }  ; Rf  = ^ y / y  >  0  }

1 ) ไย ่บ ี g o f  เพ ร า ะ ว ่า  Rf  f t  Dg

2 )  บี f o g  เพ ร า ะ ว ่า  __________

( f o g )  (x )  = f ( g ( x ) )

คังนน f o g  = _____________________

ห ัว อ ย ่าง ท ึ่ 3 กาหนค f ( x )  =  x 2+ 2x  + 1  และ g ( x )  =  3 x  -  1 

จงห า ( g o f )  ( - 1 )  แ ล ะ ( f o g )  (6)

วรท า

เส ์อ ง จ า ก  f ( x ) = x 2+ 2x + 1

= (X + l ) 2

จะไห ้ = j x / x e R }

Rf = { y / y  ะระ 0}

เน ึ๋อ ง จ า ก  g ( x ) = 3x  -  1

จะ ไห ้ Dg = | x / x C r }

Rg = ( y / y e n )
เ พรา ะ ว ่ า  R ,  c  Df  g จีงบ ี g o f

R c  D - g  f จ ิงบ ี f o g
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1) (gof) (x)

เ น ึ๋อ ง จ า ก  - l e  D f  

ด ัง น น

(gof) (-1)

2) ( f o g ) (x)

1 น ี่อ ง จ า ก  6 6  D _g
ด ัง น น

= g ( f ( x ) )
= g ( x ^ +  2x + 1)
= 3 ( x 2+  2x + 1) -  1

= 3 (  ( - 1 ) 2 + 2 ( -1)  + 1) - 1
= -1  
= f  (g (x) )

( f o g ) (6)
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V H ร แ ฆ ฆ ฝ ึก ห ัพ พ ว ีอ ม ค ร ุง า ฆ

1 ร ุอ ง  3 .  ฟ ้ง ก ์ฟ ้น ค อ ม โ ห ส ิท

3 . 2  ก า ร ุห า ฟ ัง ก ์ฟ ้น ค อ ม โ ห ส ิท

แ ม ม ฝ ิก ห ัค

1 .  ก า ห น ค ให้ f ( x )  =  X 2  , g ( x )  =  x 3 +  1  จ ง ห า

(1) f ( g  (x) )
(2) g ( f  (x) )
(3) f ( g ( x ) ) inากับ g ( f ( x ) )  หวีอไม่

2 .  กาหนค ให ้ f  ะ R — ► - R , g :  R — ►  R นละ f (x )  = 2x -  3 , 
g (x) = x 2+5 จงหา
(1) g o f
{2) fog
(3) ( fo f )  (x)
(4) (gog) (x)
(5) (gof) (2)
(6) ( f o f )  (3)
(7) ( f o g ) ( x  + 1)

3 .  ห้า f ( x )  = X2-  2 1XI , g(x) = x 2+ 1 จงหา
(1) (gof) (3)
(2) ( f o g ) (-2)
(3) (gof)  (-4)
(4) (fog) (5)

4 .  ห้า f (x )  =  2x +  1 , g(x) =  X 2  จงหาก่าฃอง X  ห๋ึหาใ ห ้

f  (g ( x )  ) g ( f ( x ) )
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ธ .  ให ้  f  ( x )  =  X  -  3  ,  g  ( x )  =  X 2 ,  h ( x )  =  2 x  +  1  จ ง ท า

(1) (fog)oh
(2) fo(gch)
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เสสยแบบฝิกหัด

1. กาหนดให้  f ( x )  = X 2 , g (x )  = x 3+ 1, ให้ดานวผหา 

(1) f  (g (x )  )
หลักคัด สาหรับ Composite F unction  ให้แทนท่าฟ้'งก์หันท่ีอ{(ภายในวง เลํบ 

เลัยก่อน
f  (g (x) ) = f ( x 3 +  1 )  = (X3 + บ 2 = x 6+ 2 x 3+  1

( 2 ) g ( f ( x ) )  = g ( x 2 ) =  ( x 2 )  3 +  1 = x 6 +  1

( 3 ) f ( g ( x ) )  /  g ( f ( x ) )

2 .  ก า ห น คให้ f  ะ R — *■  R ,  g  : R  ■— » - R  แ ล ะ

f  ( x ) =  2 x  -  3 , g ( x )  =  x 2 +  5  จ ง ห า

( 1 ) g o f =  ( g o f ) ( x )  = g ( f ( x ) )

=  g (2x -  3) = ( 2 x  -  3 ) 2 +  5  =  4 x 2 -  1 2 x  +  14
( 2 ) f o g =  ( f o g ) ( x ) f  ( g ( x ) )

=  f  ( ว c 2 +  5 )  = 2 ( x 2 +  5 ) -  3  =  2 x 2 +  7

( 3 ) ( f o f ) ( x ) =  f ( f ( x ) )  = f  (  2 x  -  3 )  =  2  ( 2 x  -  3 )  - 3

4 x  -  9

(4) ( g o g )  ( x ) =  g  ( g ( x )  ) g ( x 2 + 5 )

= ( x 2 +  5 ) 2 +  5  =  x ^ +  l O x  +  3 0

( 5 ) ( g o f )  (  2 ) =  g ( f  ( 2 )  )  = g ( 2 ( 2 ) -  3 )

=  g  (  1 ) 1 2 +  5  =  6

( 6 ) ( f o f )  ( 3 ) =  f  (  f  (  3 ) )  = f  (  2  ( 3 )  -  3 )

=  f  (  3 ) 2 ( 3 ) -  3 =  3

(7) ( f o g ) ( x  + 1 )  =  f  ( g ( x  +  1) ) =  f ( ( x  +  1 ) 2 +  5 )

=  f ( x 2 +  2 x  + 6 )  =  2 ( x 2 +  2 x  +  6 ) -  3

=  2 x 2 + 4 x  +  9

ข ้อ ล ัง  เ ก ค 1 )  g o f  j i f o g  2 )  ( f o f ) ( x ) ï  f f ( x ) ] 2ข้อลัง เกด
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3. ถ้า f(x) = X2- 2 1X j , g (x) = x2+ 1 ใ ถ ห้า

(1) ( g o f )  (3) = g ( f  ( 3) ) = g (3 2- 2 13เ)

= g (3) = (3) 2+ 1 = 10

(2) ( f o g )  (-2) = f  ( g  (-2) ) = f ( ( - 2 )2+ 1)

= f  (5) = 52- 2 1 5 1 = 15

(3) ( g o f (-4) = g ( f (-4) = g ( ( - 4 )2-  2 1-4 1)

= g (8) = 82+ 1 = 65

(4) ( f o g )  (5) = f  (g (5) ) = f ( 5 2+ 1 )

= f  (26) = 262- 2 1261 = 624

ถ ้ า f ( x )  = 2x + 1, g ( x )  = X 2 ใ ห ้ห า ค ่า ข อ 'ง X ท ี่ท า ใ ห ้ f ( g ( x ) )

= g (f (x) )

*.• f (g(x))  =

และ g ( f ( x ) )

จาก f  (g (x) ) 

2x2+l

น๋ึนคีอ f  (g (x) ) =

f ( x 2) = 2x2+ 1

g (2x + 1) = ( 2x + 1) 2

g( f(x))

(2x + l ) 2, 2x2+ 4 x  = 0 ;  X = 0 ,  -2 

g ( f (x))  ถ้า f(x) = 2x + 1, g(x) = X2

ก ็ต ่อ เ ม ี๋อ  X =  0, -2

5. ให้ f  (x) = X -  3, g (x) = X2, h(x) = 2x + 1 ให้คานวณหา

(1) (fog)oh

จาก ( (fog)oh) (x) = ( (fog) (h(x) ))

= f  (g (h(x)))

• ■. ( (fog)oh) (x) = f  (g (2x + 1) )

= f  ( (2x + l ) 2)

= f ( 4 x 2+ 4x + 1)

=  ( 4 x 2 + 4 x  +  1 )  - 3

=  4 x 2 + 4 x  -  2



( 2 )  f o ( g o h )

จ า ก  ( f o  ( g o h ) ) ( x )

. ■ . ( f o ( goh) ) (x)
V อ ฝ ั ง I กด จ า ก ข ้ ท  (1 )  แ ล ะ

f ( ( g o h ) ( x ) )  

f  ( g  ( h ( x )  ) ) 

4 x 2 +  4 x  -  2 

(2)
แสดงวา ( f o g ) o h fo  (goh)
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ฝัดรทดสอบหริอสดว1โญหา

เรื ่อง 3. พีงก์สันคอบไทรท (Composite Function)

3.2 การหาฟ้งก์ฝันคอมโหรท

คาฝัง จงทาเครื ่องหมายกากบาท ( X ) ลงในวงเล็บควงฝับข้อ ก หริอ U หริอ ค หริอ ง

ในกวะคาษคาตอบซึ ่งท่าน เห็นว่าฐกค้องทีสุด เพียงข้อ เดียว

1 . ให้ f(x) = x2+ 1 , g(x) = X + 1 5 . ให้ f(x) = 5x, g(x) = 4x -  1 ค่าของ

ข้อใดฐกห้อง (fog) (0) ดีอข้อใด

ก. g( f(x))  = X2+ 1 ก . -5

ข . g(f(x))  = x 2+ 2 ข. 15

ค. f ( g ( x ) ) = x 2+ 2x -  2 ค . 20

ง . f (g(x)) = x2+ X + 2 ง . 25

2 . ให,' f(x) = 2x2-  1 g(x) = X + 1 6 . ให้  f(x) = 3x, g(x) = x2+ 1 และ

ค่าของ (fog) (2) ดีอข้อใด h(x)
/2x -  2 เรื ่อ X < 0 •ะ=< “ นิ ~ คาของ (2x -  3 เมอ X > 0

ก . 11 (f 0(hog))(1) คีอข้อใด

ข . 1 3 ก . 3

ค. 1 5 ข. 6

ง. 17 ค. 10

3 . ข้อใดไม่ฎกต้อง ง .  17

ก. gof หาไห้ เรื ่ อ R c  Df  g 7 . ให้  f (X) = 4x(g(x) = X2- 1 และ

ข . D - = D gof f h (x) = 2x - 1 ค่าของ

ค. R , = R-gof f fO(goh)(x) ดีอข้อใด

ง . ho(gof) หาไห้ เรื ่อ Rgof C ก . X2- 1

4. ให้ f(x) = X2- 2x + 1, g(x) = 2x -1 ข. X2- X

ค่าของ (gof) (x) คิอข้อใด ค. 4x2- 4x

ก . 2x2- 4x + 2 ง.  16x2-  16x

ข . 2x2- 4x + 1

ค . 2x2- 4x -  1

ง . 2x2- 2x + 1 .
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8 .  ให้  f(x) = 2x + 1 แ ล ะ  g  (x) = X + 3 ข ้ อ ใคฐกห้ อง

ก. (fo f) (x) = 4x + 1

ข. ( f o f ) (x) = 4x + 2

ค. (gog) (x) = X  + 6 

ง . (gog) ( x) = 2x + 6

9 .  ไห้  f(x)  =  x 2+ 1, g(x) =  2x -  1 กำข อ ง  (gof) (2) f i o v อ ใด

ก . 3

ข . 5

ค . 9

ง .  11

1 0 . ให้  f ( x )  = X + 2 แล ะ  g ( x )  = fx  ข ้ อใดฐกห้ อง

ก. gof หาไม่ให้ เพราะ R_ £ D_f  g
ข. fog หาไม่ไห้ เพราะ Rg £ Df  

ค. fo f  หาไม่ไห้ เพราะ Rf  £  Df  

ง .  gog หาไม่ไห้ เพราะ Rg £  Dg
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เ0รยข้อทคสอฆ

1 . ข

2 . ง

3 . ค

4. ข

5 . ก

6 . ก

7 . ง

8 . ค

9 . ค

1 0 . ก

1’
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จ ด ก า ร เร ีย น ก า ร ฝ ีอ ฆ ท ี่ 1 3  

เ ร ึ๋อ ง

ค ว า ม ห ม า ย ข อ ง ฟ ัง ก ์ป ัน อ ิน  เวอ ร",ส

ส ต ร ค า ฟ ัง

ใ ห ้'ฟ ัก เร ีย น ป ฏ ิป ัด ด า ม ข !น ต อ น ฟ ัง น  

1  .  ท า ส ต ว ก จ ก ร ร ม

2 .  ค ึก ษ า จ า ก ส ต ร เน อ ห า อ ีก ค ว ง ห น ีง ห ้า ไ ม ่เข ้า ใ จ  ห ฟ ัง จ า ก ท ี่ท า ส ต ร ก จ ก ร ร ม แ ล ้ว

3 .  ท า ส ต ร แ บ บ ฝ ิก ห ้'ค  ห ร ีอ ส ต ร ง า น ห ร ้อ ม ห ้ง ต ร ว จ « อ ง า น ท ี่ป ัต ร เท ล ย

4 .  ท า ส ต ว ท ค ส อ บ ห ร ีอ ส ต ร ป ัญ ห า » ■ เว ้อ ม ท ี่ง ต ร ว จ « อ ง า น ท ี่ส ต ร เท อ ย
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สัคร เนอหา

เรึ๋อง 4 . ดังค้สันอินเวอร์ส
4.1 ความหมายของดังก์สันอินเวอร์ส

4.1 ความหมายของดังก์สันอินเวอร์ฝี
เส์องจากฝังกสัน เป็นความดัมดันธ ดังน๊ันอิน เวอร์ฝึของดังกสันจงjjfj{นสบดัดั เช่น เดัยวก้นดับ 

อน เวอรสของความดับพนท นดมขอทีนๆดัง เกตคออินเวอว์สของสังกสันไมจา เป็นตอง เป็นดังก์สัน เสมอไป 
เช่น

1 ) f  = { ( 1 / 2 ) , ( 2 , 3 )  , ( 3 , 4 ) 1 เป็นดั งก์ สั น

f " 1 = { ( 2 , 1 ) , ( 3 , 2 ) , ( 4 , 3 ) } เป็นดั งก์ สั น

2 ) h  = { ( l , a ) , ( 2 , b ) , ( 3 , c ) } เป็ นดั งก์ สั น

h - 1  = | ( a , l ) , ( b , 2 ) , ( c , 3 ) I เป็ นดั งก์ สั น

3) g  = { ( 1 , 2 ) , ( 2 , 3 ) , ( 3 , 2 ) } เป็นดั งก์ สั น

g - 1  = { ( 2 , 1 ) , ( 3 , 2 ) , ( 2 , 3 ) } ไม่  เป็นดั งก, สัน

ในทีนจะเรียก อินเวอว่สของดังก์สันทีเป็นดังค้สันว่า ดังก์สันอินเวอร์ฝี
ดังก์สันทีจะมดังค้สันอิน เวอร์สไค้นน ค้อง เป็นดังก์สันหน๋ึงต่อหทีง

สรุป 1 ) อินเวอร์สของดังค้สัน f ทีเป็นดังถ้สัน เรียกว่า ดังก์สันอินเวอร์ส
(in v erse  fu n ction )

2 ) ถ้า f  เป็นดังก์สัน 1-1 กาหนคโดย y = f(x ) จะสามารถหาดังค้สัน
อิน เวอร์ฝีของ f  ไค้ไคยเขียน X อยู่ในเทอมของ y (สดับทีระหว่าง X
ดับ y)

จะไค้ว่า X = f _ 1 (y) เม๋ึอ y £  Df -1

หรีอ y = f _ 1 (x) เม่ีอ xÉ D f - l
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พัวaย่างนี่ 1 เไจารททพังข้พัน f  ชึ๋งกากนตโคย f(x) = 3x + 1 เขียน f  ให้อยู่  

ใ น เ ซ ต จ ะ ไ ด ้

f  = |(x,y) / y = 3x + 1 1

• *. f  = {(x,y) / x = 3y + 1 I (สร'ฆตาแกน,ง X กัน y)

= {(x,y) / X -1  = 3y I

= { ( x , y )  /  y  = 2 L ^ - 1 }

เนี่องจาก f  เป็นพังก'พัน 1-1 พังนน f  1 จงเป็นพังrvพัน f -1 

เขียนโดยบอก เง ื่อนไขจะได ้ y = 1

หรีอ f _ 1 (x) = 2_ะ_-

พัวอย่างนี่ 2 กาหนคให้ f  (x) = X2 จงกา f   ̂ และพัจารททว่า f  เป็นพังก์พัน

กรีอไม่ เพราะเหตุ ใด 

วิ รทา เขียนพังก์พัน f  ใ น เ ซ ต จ ะ ไ ด ้

f  = {(x,y) / y = X2}

f  1 = j (x ,y)  / X = y 2| (สกันตานหน่ง X กับ y)

= { ( x , y )  /  y  =  - ^ }

จะเห ๊นว ่า f  1 ไม, เป็น»โงก์พัน เพราะร (1, -1 ) € f  1 และ 

(1,1) € f -1

ข้อกังเกด 1. ข้า f  เป็น»โง»»พัน 1-1 แล้ว f  1 จะเป็นพังก์พัน 1-1 ด้วย 

2 . ข้า f  ไม่เป็นพังข้พัน 1-1 แล้ว f  1 จะไม่เป็นพังก์พัน

กนาย เกด

กาวกาอินเวอร์สของพังก์พัน f  กวะทาได้ 2 แบบ ค็อ

1) สกับที๋วะทว่าง X กับ y น่ียู่กันพัช

2 ) สกับนี่ระหว่าง X กับ y น ี่เง ื่อนไข

3) ข้าสกับนี่ระกว่าง X กับ y ท'งน่ียู่กันพับและ เงื่อนไขด้วย (พังก์พัน f  

จะ เหนอน เดิม)
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บิตวกิจก'}'รบ

เวึ่อง 4 . ฟังก์ฟันอิน1วอร์ส
4.1 ความหมายของฟังล้ฟันอิน ทอ'},ส

จพป'}ะฝีง»กา'} เวียนวู้
นัก เรียนสามา'}ถ
1  . หาอิน เวอ'}ฝีของฟังก์ฟันท่ีกาหนดให้ไต้อย่างถูกต้อง
2  . บอกความหมายของฟังล้ฟันอิน เวอ'}สไต้อย่างถูกต้อง
3 . เขียนรญรก»ณ์แทนฟังก์ฟันอิน เวอ'}สไต้อย่างถูกต้อง
4 . เขียนฟังก์ฟันอินเวอ'}ฝีจากโจทย์ที่กาหนคให้ไต้อย่างถูกต้อง 
5 . ฆอกไค เมนและ เ'}นจ์ของฟังก์ฟันอิน เวอ'},สไต้อย่างถูกต้อง

กิจก'}'}ม
ให้นัก เรียนพจา'}ททข้อความห้างล่างน
4.1 ความหมายของฟังก์ฟันอินเวอว่ฝี

จากที่ไต้ เคยกล่าวมาแล้วว่า ล้ากาหนคความรมฟันล้ใค  ๆ ให้จะสามา'}ถหา 
อิน เวอ'}ฝีของความรมฟันล้ไต้เสมอ โตยกา'}สรบตาแหน,ง'}ะหว่างสมาฟักตัวหนา และสมาฟัก 
ตัวหรงของแต่ละภู่อันดับในความรมฟันล้นน และอินเวอว่สของความรมฟันล้ r  เขียนแทนต้วย r 

เขียน r 1 ใน-Jป เชตแบบบอก เงึ๋อนไขไต้ ดังน 
r -1  = { (y ,x )  /  ( x ,y ) €  r }

-1

1 ) ล ้า  r  = { ( l , a ) , ( 2 , c ) 1

จะไต ้  r - ร { ( a , l ) , ( c ,  2)}

2 ) ล้ า r  = { ( x , y )  / y  =  3x

จะไต ้  r  1 = | ( y , x ) /  y  =

เน๋ึองจากฟังก์ฟัน เป็นความรมฟันฑ์ ดังนนอินทอ'},สของ»โงก์ฟันจีงขีคุณสมนัตัเช่นเดัยวอัน 
อับอิน เวอร์สของความรบฟันล้ ดังตา'}าง
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ฝังก์สัน อิน ทอร์สของฝังก์ฝัน
อิน ทอร์ฝีของฝังก์สัน

เป็นฝังข้ฝัน ไม่ เป็นฝังข้สัน
เหตุผล

f  ={(1,2) , ( 2 , 3) , ( 3 , 4) } f -1 = {(2,1) , (3,2) , (4,3)] y - สมาฝักฝัวหข้าของ 

f  1 ด่างฝัน

g ={( 1 , 2) , ( 2 , 3) , ( 3 , 2) } g_1= {(2, 1) , (3, 2) , (2, 3)} y สมารกฝัวหข้าของ 

g 1 เพ»1อนฝันฝัอ 

(2, 1) , (2, 3)  แด่ 

1  ̂ 3

h = { ( l , a ) , ( 2 ,  ๖) ,  (3,c)} 

k ={ ( l , a ) , ( 2 , ๖ ) , (3, a)}

h "1-

II
1—1 1

รทกตาวางจะฝัง 1กตไค้ว่า

อิน ทอร์สของฟ้งก์สันจะ เป็นฝังก์ฝัน เสมอหร็อไม่ _____________________

จงพิจารณาคารางข้างล,างข้ ข้า เรแกอิน ทอร์ฝืของฝังท์สัน?) เป็นฝังข้สันว่า "ฝังก์สัน 

อิน เวอรล" TÔT

]

ฟ้งก์ฝัน
f  ะ 1-1 อิน ทอร์นของ ฝังก์สันอิน ทอร ์ส ฝังก์ฝ ันอินทอร์ส

เป็น ไม่เป ็น ฟ้งก์ฝัน เป็น ไม่เป็น เป็นฝังค้ฝัน 1-1 ไม, เป็นฝังก์สัน 1-1

f= {(1, 2) , (2, 3)  , 

(3,4)}

y - f _1={( 2, l ) ,

(3.2) ,

(4.3) }

V7 - y

9 ={( 1, 2) , ( 2 , 3) ,  

(3,2)}

y g _ 1 =  {(2,1),

( 3 . 2)  ,

(2.3) }

y y

h= {(l,a) , (2,๖) , 

(3,c)j

h -x=

k =  |(l,a) , (2,๖) ,

1 h-* II

(3, a)}

L 1.. - —------
I ...



3 59

จากคารางจะปีข้อฝัง เกค คิอ

1. ถ้า f  เฟ้นฝังถ้ปัน 1-1 นถ้ว f  1 เฟ้น»ไโงถ้ปันอิน ทอร ้ส  และ f - "*"

เรนฟ้'งก์ปัน 1-1

2. ถา f  ไมเฟ้นฝังกปัน 1-1 แลว f  ฝังก์ปันอินทอร้ส และ
เฟ้น/ไม' เฟ้น

f  ฟังก์ปัน 1-1
เฟ้น/ไม่ เฟ้น

3. โคเมนของ f  1 เท ่าก ับเรนจ์ของ__

จง เติมข้อความลงในตาราง

»ไ!'งกปัน
ฝังก์ปันอิน ทอร ้ส

เหคูผล ฝังก์ปันอิน ทอร ้ส
ปี ไม,ปี

f 1= { (x ,y ) , (m,ท ) , (p,q)} y. — £1 เฟ้น»ไงก์ปัน 1-1 ^ 1= {(y,x) , (ท,m) , (q,p)}

£2= !( 1 , 3 ) , ( 2 ,4 ) , ( 3 ,5 ) ,  

(4,6)}

£3= { (1 ,2 ) ,(3 ,2 ) ,(4 ,5 )}

สาหรับฝังก์ปันที เปียนใน3ปแบนมอก เงื ่อนไขน้นการหาฝังถ้ปันอิน ทอร์สก็ใข้»1ฝักการ เคียวกับ 

การทาฝังถ้ปันอิน ทอร์สของฝังก์ปันนบบนจกแจงสมาปีก คีอโคยกาวสฝับตานหน,งระหว่างสมาปีกคัวหน้า 

กับคัวหลังขึ ๋งทาไค้ 2 ฝักษ!นะ คอ

1) สลัมที X กับ y ที (x,y) ของเงื ่อนไข

f l  = { (x' y) / y = 3x + 1 }

จะไค้ f ” 1 = |(y,x) / y = 3x + 1 }

2) ฮฝับที X กับ y ทีเงื ่อนไข

f  1 = ( น , y) / y = 3x + 1 } 

f^1 ={(x,y) / X = 3y + 1 }

หมาย เหค

แค่ถ้าท’าทีงฝักษเนะที 1 และ 2 พร้อมกับ»ไงก์ปันจะไม่ เปลี ่ยนแปลง
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พัวอย่างพ 1 พิจารณาพังก์พัน f  ซีงกาหนคไคย f(x) = 3x + 1 เปียน f  ใพ้อยู่ใน 

3'ป เชคจะไค้

f  = {(x,y) / y = 3x + 1 }

-1 f. ■)
f  = |(x,y) / X  = 3y + 1 } ( ล 'พับตาแหน,ง X  กับ y )

= {(X/y) / X  -  1 = 3y 1 (เอา 1 ลบออกหงลองค้าง)

{(x,y) / y -  3 } (เอา 3 หารหงสองค้าง)

เบื ่องจาก f  เป็นพังค้พัน 1-1 กังนน f  1 จีง เป็นพังก์พัน

f  เขียนโดยบอกเงึ ๋อนไขจะไค้ y = ---1 3

หรอ f  1 (x) = 'X ~ 1

พัวอยางท 2 กาหนคใพ้ f(x) = X จงหา f   ̂ และพิจารณาว่า f   ̂ เป็นพังก์พันหรีอไม่ 

เหราะ เหตุใด

วิรหา เขียนพังก์พัน f  ใน'3ปเชตจะไค้ 

f  = {(x,y) / y = X2 }

• f  = { ( x , y )  /  X = y  j  (สพ ับ ต าแ ห น ,ง  X ก ับ  y )

= {(x,y) / y = -  f x  ]

จะเหนว ่า f  1 ไม่เป็นพังก์พัน เพราะร (1, - i )  e  f -1 และ (1, I ) £ f

ล ๆ ป  1 )  อ ิ น เ ว อ ร ์ล ข อ ง พ ั ง ก ์พ ัน  f  ที ๋ เ ป ็น พ ัง ก ์พ ัน  เ ร ี ย ก ว ่ า  พ ั ง ก ์พ ัน อ ิน เ ว ร ร ์ฝ ิ  

(inverse function)

2) ค ้ า  f  เ ป ็น พ ัง ก ์พ ัน  1-1 กาห น ด โ ด ย  y = f(x) จ ะ ส า ม า ร ถ ห า พ ั ง ท ์ พ ั น  

อ ิน  เ ว อ ร ์ ล ข อ ง  f  ไ ค ้ ไ ค ย เ ข ี ย น  X  อ ย ู ่ ใ น เ ห อ ม ข อ ง  y  ( ส พ ับ VIร ะ ห ว ่ า ง  X  

กับ y)

จะไค้ว ่ า X  = f - 1 (y) เบ่ือ y £  Df -1

หรีอ y = f _ 1 (x) เบ่ือ xO Df - i
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จากฝ ังกฝ ัน ห กาห น คให ใน ต ารางจงต รวจส อ บ รำ ฝ ังกฝ ัน f  ป ีฝ ังก ์ฝ ันรน ท อ รส ห ว ีอ ไ ม ่ ถ ้าม  

จงห าฝ ังก ์ฝ ัน อ ิน  ท อ ร ์ส

ฝ ังก ์ฝ ัน
ฝ ังก ์ฝ ันอิน ท อ ร ์ฝ ี

— ———————— — — ----1

ม ไม,ปี
ฝ ังกฝ ันธน ท อ ร ส

1 . f ( x )  = 2X

2 . g ( x )  = x 2 + 2

3 . h ( x )  = 3 x  -  2
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บค-ร แบบฟิกฝัดหริ a  บ ัตรงาฆ

เ ร ีอ่ ง  4 .  ฝ ัง ก ์ฝ ัน อ ัน เว อ ร ้ส

4 . 1  ก ว า ม ห ม า ย ข อ ง ฝ ัง ก ์ฝันอัน ท อ ร ้ส

แบนฟิกฝัด

0  กาหนดให ้ f  =  { ( a , l )  , ( ๖ , 3 ) ,  ( c , 5) I  จงพ า f  พร ้อมหงโต เมนและ

เร น จ ์ข อ ง  f

2 )  กาพนคให ้ f  =  { ( a , l )  , ( a , 2 ) ,  ( ๖ , 3 ) ,  ( c , 4 )  เจ ง พ า  f  1 พร้อมพง

พ ิจารท ท ว ่า  f  1 เฟ ้นฝ ังก ์ฝ ันพรีอไม ่ เพ ร าะ เห ค ุใ ด

3 )  ให ้ f  = { ( 1 , 2 ) , ( 3 , 4 ) ,  ( 5 , 6 ) ,  ( 7 , 8 ) ,  ( 9 ,1 0 ) } จ ง ห า  f _ 1 ( 2 ) ,  

f - 1 (6 )  และ: f - 1  (1 0 )

4)  ก า ห น ดให ้ f  =  { ( 2 , 1 ) ,  ( 3 , 2 ) ,  ( 4 , 3 ) I  จงห า ( f o f  ■ *■ ) ( 2 ) ,  ( f o f  (3 )

( f “ è f ) (3 )

5) กาหนดให ้ f ( x )  =  3 x  + 1 จงห า f  1 แ อ ะพ ิจารถ ท ว ่า  f  1 เฟ ้นฝ ังก ์ฝ ัน 

หริอไม, เพ ร า ะ เห ต ุใ ด  แระห า f  1 (2 ) , f  1 (1 )  และ f  1 (7 )

6 )  กาหนคให ้ f  =  | ( x , y )  /  y  =  f x  } จงห าโค  เมฆและ เว น จ ์ข อ ง  f  1
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คังนน Df-1
V 1

= {(x,y) /  y = /xj 
= {(x,y) /  X = f ÿ ,  X > o | 
= {(x,y) /  y = X2 ; X ^ 0}

|x / X e  R uar X  ̂0 }
{y /  0 }

%
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ส ั ต ร ท ค ฝ ื อ ม ห ร ิ อ ส ต ร ป ั ญ พ า

เ ร ึ ๋ อ ง  4 .  ส ั ง ก ์ ส ั น ธ น เ ว อ ร ์ ส

4 . 1  ค ว า ม ห ม า ย ข อ ง ส ั ง ก ์ ส ั น ธ น เ ว อ ร ์ ส

ค า ธ ่ ง  จ ง ท า เ ค ร ึ ่ อ ง ห ม า ย ก า ก บ า ท  ( X ) ล ง ใ น ว ง เ ล ็ ม ค ร ง ส ั บ ข ้ อ  ก หร ิ อ  ข  ห ร ิ อ  ค ห ร ิ อ  ง  

ใ น ก ร ะ ค า ษ ค า ต อ บ ช ี ง ท ่ า น  เ พ น ว ่ า ถ ู ก ต ้ อ ง ท ึ ่ ท ุ ค เ ค ี ย ง ข ้ อ เ ค ี ย ว

1 .  ไ ห ้  f  =  { ( a , l ) , ( b , 2 ) , ( c , 3 ) , ( d , 4 ) }  

ธ น เ ว อ ร ์ ส ข อ ง ฟ ้ ง ก ์ ส ั น  f  ค ี อ ข ้ อ ใ ค

ก .  { ( a , l )  , ( ๖ , 2 ) ,  ( c , 3 )  ,  ( d , 4 ) }

ข .  { ( a , l ) , ( b , - i ) , ( c , y ) , ( d , j ) }

ค .  { ( l , a ) , ( 2 , b ) , ( 3 , c ) , ( 4 , d ) }

ง .  { ( a , l ) ,  ( b , 2 )  ,  ( 3 , c ) }

2 .  ข ้ อ ใ ค ไ ม ่ ถ ู ก ต ้ อ ง

ก .  ร น เ ว อ ร ์ ส ฃ อ ง ส ั ง ก ์ ส ั น ท ุ ก ส ั ง ก ์ ส ั น เ ป ็ น  

ฟ ้ งก ์ ส ั น

ข  .  f  เ ป ็ นค ี งก ์ ส ั น  1 - 1  แ ต ้ ว  f  เป ็ น 

ฟ ั ง ก ์ ส ั น ร น เ ว อ ว ์ ส

ค .  f  ไ ม ่ เ ป ็ น ส ั ง ก ์ ส ั น  1 - 1  แต ้ ว f  ไ ม ่ เ ป ็ น  

ส ั ง ก ์ ส ั น ธ น เ ว อ ว ่ ส

ง .  ไ ค เ ม น ข อ ง  f  1  เ ท ่ า ส ั ม เ ร น จ ์ ข อ ง  f

3 .  ใ ต ้  f  = { ( 1 , 3 ) , ( 2 , 6 ) ,  ( 3 , 7 ) , ( 4 , 1 0 ) ,

( 5 , 1 5 ) }  ข ้ อ ใ ค ไ ม ่ ถ ู ก ต ้ อ ง

ก .  f - 1 ( 3 )  =  1 

ข .  f - 1 ( 6 )  =  2 

ค .  f - 1 ( 7 )  =  1 0  

ง .  f ~ 1 ( 1 5 )  =  5

4 .  คีงกสันในข้อใคไม่มีฟ้งก์สันรนเวอร์ส
ก. { ( 1 , 0 ) , ( 3 , 1 ) , ( 4 , 5 ) }
ข .  { ( a , b ) , (b ,c )  , ( c , d ) |
ค. { ( 1 , 2 ) , ( 2 , 1 )  , (3 ,1 )}
ง .  { (p ,x )  , (Q,y) , (R ,z )  , (ร ,น)}

5 .  ใต้  f ( x )  = 2x -  1 คีงก์สันรนl วอร์ ฝึของ 
f ( x )  คิอข้อใค
ก. f  "'"(x) = 2x -  1
ข .  f  l x )  =  J  X  +  1

- 1  X  -  1ท. f  (x) = — -—
ง .  f  (x) = ----  —

6 .  ฟ้งก์สันข้อใคมีคีงก์สันธน เวอร์ส

ก. {(x,y) /  y = ! x | |

ข .  { ( x , y )  /  y  =  f x ]

ท .  { ( x , y )  /  y  =  X 2 }

» .  {(*.y> / y - { ^ ;  ร }
7 .  โต้  f ( x )  = 5x + 3 ข้อใคไม่ถูกต้อง

ก. f _ 1 (2) = ■ เ-
ข .  f - 1 ( l )  = I
ท. f _ 1 ( - l )  = “I  
ง .  f _ 1 (0) = " I
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8.  ใ*โ f ={(x,y)/y = 2x - 6 เ  โคเมนของ f  1 คีอข้อใด 

ก. {x / X /  -6}

ข .  {x / X ไ> - 6 เ

ด. {x / X £ R }

ง .  (x / X ^  0}

9. ให้ f(x)  = 3 - 2x, g(x) = 6x + 5 ข้อใดไม่ถูกห้อง

ด.  (fog) 1(x) = - J ~—

ง .  (g'o f ' 1) (x) =

1 0 . ให้  f  = {(2,0) , (1,3) , (4,2) , (3,4)} ห้าของ f o f  

ก.  { ( 0 , 0 ) , ( 3 , 3 ) , ( 2 , 2 ) , ( 4 , 4 ) }

ข.  { ( 2 , 2 ) , ( 1 , 1 ) , ( 4 , 4 ) ,  (3,3)}

ด.  { ( 2 , 0) , ( 1 , 3 ) , ( 4 , 2 ) , ( 3 , 4 ) }

ง .  {(0,2),  (3,1) , ( 2 , 4 ) ,  (4,3)}

%

ดึอข้อใด
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10รยข้อท«สอฆ

1 . ค
2 . ก

3 . ค

4. ค

5 . ง

6 . ข

7 .  V ’
8 . ค

9 . ง

10. ก
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ช ฺค ก า *5เร ีย น ก า ร ฝ ึอ ฆ ท่ี  1 4  

เ ร ื่อ ง

กราพขอ ง ฟ ัง ก ์ฟ ัน อ ิน I ว อ ร ์ส

t

ฟ ัต ว ค า ฟ ัง

ให ้ฟ ัก  เร ีย น ช ฎ ิฟ ัค ิต า ม ข ้น ต อ น ฟ ัง น ึ่ 

1  .  ท า ฟ ัด ว ? ไ จ ก ร ร ม

2 .  ร ก ษ า จ า ก ฟ ัต ร เน ึ่,อ ห า ร ก ล ร ื่ง ห น ึ่ง ถ ้า ไ ม ่เ ข ้า ใ จ  ห ฟ ัง จ า ก ท ี่ท า ฟ ัต ว } ไ จ ก ร ร ม น ล ้ว

3 .  ท า ฝ ัต ว น บ บ ฝ ิก ห ัด  ห ว ีอ ฟ ัต ร ง า น ห ร ้อ บ ข ้ง ต ร ว จ ผ ล ง า น ท ี่ป ัต ว  เฉ ล ย

4 .  ท า ฟ ัค ว ท ด ส อ บ ห ว ีอ ฟ ัต ร ฝ ัญ ห า ห ว ้อ ม ข ้ง ต ร ว จ ผ ล ง า น ท ี่ฝ ัต ร เฉ ล ย



4 .2  กวาฟของพังก์ชันอินเวอร์ส

พังก์ชันอินเวอร์สของพังถ้ชัน y = X ดีอพังก์ชัน X = y  ช ี่งจะ เท ินไค้ว ่า เทิน 

พังก์ชันเดิม พังนั๊นถ้าพิจาร{เทในนง,ของพังก์ชันอินเวอร์สพังก์ชันนจิงมีธุ{แสมบัดพิเศษ พังก์ชัน 

อิน เวอร์ฝีของพังก์ชันนดีอ พัวของมัน เอง และพบว่ากราฟของพังก์ชันใดกดามกับอิน เวอร์สของ 

พังก์ชันน๊ันไม,ว ่าจะ เทินพังก์ชันหรีอไม่ จะมัเส้นตรง y = X เทิบแกนสมมาดร

พัวอย่างที่ 1 กาพนดให้ f  = | ( x , y ) € R  x R / y  = 2 x + l |  

จงหา f  1 แล้ว เข ียนกราฟของ f  และ f  1
85พา จาก f  = j (x ,y )€  R X R /  y = 2x + 1 เ- 

ด้งนน f  1 = |( x ,y ) €  R x R / x = 2 y + l |
= I ( x , y )  e  R X R /  y = *  1 }

กราฟของ f  และ f  ดีอ

จากกราฟ จะเท ินว ่าเม ึ่อลากเส ้นจากจ ุด  ( a , b )  ของ f  ไปยัง (๖ , a)  ของ f  

เข่น ( 0 , 1 )  ของ f  ไปยัง (1 , o )  ของ f  1 เส ้นเหล่านจะดงทากกับเส ้น«รง y = X 
และจะแสดงไห้ว ่าจุด ( a, ๖) และ (๖ ,a) อม่ห ่างจาก เส้นดรง y = X เท ินระยะทางเท ่าก ัน  

เร ึยก ( a , ๖) และ ( ๖ , a) ว่าเทินจุดสบบาตร โดยมีเส้น y  = X เทินแกนสมมาดร กล่าวดีอ 

ถ้าพับรูปนดามแนว y = X แล้วกราฟของพังก์ชับที่งสองจะพับกับพอดี
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ดัวอน่างที 2 กาหนคโห้ f

f  และ f  1

= | ( x , y )  /  y  = X3 } รเงพา f  3 นล้ว 1ฃยนกวา!•เของ

วิรทา รทก f = { ( x , y )  /  y  = x 3 |
-  £ - 1 f 31ดังนม f = { ( x , y )  /  X = y  1

= { ( x , y )  /  y = 37 x }

I
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โไครกจกรรน

เร ี่อ ง  4 .  ฟังก์ฟันอิน เ วอว่ส

4 . 2  กวาฟ ของฟ ังก ์ฟ ัน อ ิน เวอร ์ส

ร พ ป ระส งค ์การ เว ีย น -;

นัก เร ียน ส าม ารน

1  . บอกแกน ส มมาดรของกราฟ ของฟ ังก ์ฟ ัน และฟ ังก ์ฟ ัน รน เวอร ์ส ไค ้อย ่างฎกค ้อ •ง 

2 . เข ีย น ก ราฟ ข อ งฟ ังค ์ฟ ัน รน เว อ ร ์ส ไค ้อ ย ่างฎ ก ค ้อ ง

ก ัจกรรม

ใค้น ัก เร ีย น พ ิจ า ร ผ า ข ้อ ค ว า ม ข ้า ง ร ่าง น  

กราฟของฟ ังค ์ฟ ันอ ิน เวอร ์ส

จ าก ท ี๋ก ล ่าว ข ้างค ้น ว ่า  ฟ ังก ์ฟ ัน อ ิน เวอร ์ส  ค ิออ ิน เวอร ์สของฟ ังค ้ฟ ันท ึ่เป ็นฟ ังก ์ฟ ัน  ช ึ๋งห า 

ไค ้โดยการสล ับตานหน ่งสมาฟ ักต ัวห น ้าก ับสมาฟ ักต ัวห ล ังของฟ ังก ์ฟ ัน  ต ังน ้นส ํงท ี่น ่าสนใจก ็คอ 

ค วาม ล ัม ฟ ัน ซ ์ระห ว ่างกราฟ ข อง f  แ ระ ก ราฟ ข อ ง f  1  แ ต ่ส ์ง ฑ ึ่เร าจ ะ ค ้อ ง ค าน ัง ถ ีง ใ น ก าร เข ีย น  

กราฟ ข อ ง f  1 ก็ก ัอ f  จะ ค ้อ ง  เป็นฟังก์ฟัน 1 -1  จ ีง จ ะ ไ ค ้ f  1 เป็นฟังก์ฟัน

«
ต ัว อ ย ่า ง ท ี่ 1 ทาหนคใค ้ f  = | ( x , y ) 6  R X R /  y  =  x |

จ งห า f  1 และ เข ีย น ก ราฟ ข อ ง f  และ f  1

ว ิรพ า จ าก  f  = j ( x , y ) €  R >< R /  y  = x j

f  1 = | ( x , y ) 6  R X R /  X = y |  (สล ับตาแหน ่ง X กับ y )

จ ะ เห ็บ ว ่า  f  f  1
เท ่า ก ับ /ไ ม ่ เท ่าก ับ

ต ังน ้นฟ ังค ์ฟ ันอ ินเวอร ์สของฟ ังก ์ฟ ันบต ัอ ต ัวของม ัน เอง
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ต ัว  c ข ' ' ! ' ง ) " !  2

ว ร ท า

«

ก า ห น « ใ »  f  =  | ( x , y ) £  R  X  R  /  y  =  2 x  +  

จ ง ห า  f  1  แ ล ้ ว  เ ข ี ย น ก ๆ า ฟ ข อ ง  f  แ ล ะ  f  ^

1 )

1 )  จ า ก  f  =  j ( x , y ) Ç R  X  R  /  y  =  2 x  +  J . )

ด ั ง น ั ๊ น  f  1  =  | ( x , y ) C R  X  R  /  X  =  2 y  +  l )

( ส ด ั บ ต า แ ห น ่ ง ข อ ง  X  น ล ะ  y )  

=  { ( x , y )  G  R  X  R / y  =  x  " 2 1  I

=  { ( x , y ) 6  R  X  R  /  y , i x  -  }

2 )  ก ๆ า » ๒ อ ง  f  =  j ( x , y )  G  R  X  R  /  y  =  2 x  +  J . )

2 . 1  ด ั ค แ ก น  y  เ ม ึ ๋ อ  X  =  0  จ ะ ไ ล ้  y  =  1  

ด ั ง น ั ๊ น  ก ว า ฟ  f  ด ั ค แ ก น  y  ท ึ ่ ^ ต  ( 0 , 0

2 . 2  ด ั ต น ก น  X  เ ม ึ ๋ อ  y  =  0  จ ะ ไ ล ้  0  =  2 x  +  1

จ ะ ไ ล ้  X  =  - เ

ด ั ง น น  ก ว า ฟ  f  ด ั ค แ ก น  X  ท ี ๋ จ ุ ด  o )

3 )  ก ว า » เ ข อ ง  f  1  =  | ( x , y ) £  R  X  R  /  y - ^ x  -  - เ  }

3 . 1  ด ั ค น ก น  y  เ ม ึ ๋ อ  X  =  0  จ ะ ไ ล ้  y  =  ___________________

ด ั ง น น ก ว า » )  f  1  ด ั ต แ ก น  y  ท ี ๋ ^ ต  ______________________

3 . 2  ด ั ค แ ก น  X  เ ม ึ ๋ อ  y  =  0  จ ะ ไ ล ้  0  =  4 x  -  —2 2
จ ะ ไ ล ้ X  =

ด ั ง น น ก ว า ฟ ่  f  1  ด ั « แ ก น  X  ท ึ ่ จ ุ ค

. - 1
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จ าก ก ร าฟ จ ะ  เห น ว ่า เม ื่อ ล า ก เส ้น จ า ก ชุด (a ,๖) ขอ ง f  ไปย ัง  (b,a) ของ 

f  1 เช ่น  (1 . 0) และ 0 ,1) เส ้น เห ล ่าบ จ ะ ต งฉ าก กับ เส ้น ตรง y = X และจะไต้ 

จ ุค ( i , o )  และ ( o , l )  อ ย ู่ห ่างจ าก  เส ้นตรง y = X เท ่าก ัน

เรียกชุด ( i . o )  และ ( o , 1 ) ว่าชุดลมบาตร โคยมี y = X เ&นแกนลมมาตร

(ใต ้น ัก เร ีย น ว าค ก ร าฟ ข อ ง  f  และ f  ร งใน ก ร ะ ด าษ ล อ ก ล าย  แล ้ว«บ ก ระด าษ

ต าม เส ้น ต ร ง  y = X ก ัง เก ด ก ร าฟ  f  และ f  ^

ข ้อ ก ัง  เกต ุ

1 .  ชุด (1 ,o )  และ ( o , 0  ทับกันหรีอไม่ _______________________

2 .  ชุดใน-2ปที่ ( a , b )  ขอ ง f  ท ับก ับช ุด( b , a )  ข อ ง f  ^  ทุกชุดหรีอไม,

กาหนดใต้ f  = |(xfy) / y = x 3j 

จงหา f  1 แล้ว เขียนกราฟของ f  และ f  1 

จาก f  = {(x,y) /  y = X3 I

ดังน,น f  = {(x,y) /  X = y 3j (ลกับตานหน่งของ X และ y

= { ( x , y )  / ' y  =  3J lt  }
y,;

(ใต ้น ัก เร ีย น ว าด ก ร าฟ ข อ ง  f  และ f  ล งใน ก ร ะ ด า»ล อ ก ล าย

ต ัว อ ย ่างพ  3

ว5ท‘า

แล ้วทับก ว ะ ด าษ ด าม เส ้น ต รง y = X ก ัง เก ต ก ร าฟ  f  และ f  )

จากตัวอย่างที่ 1 , 2 และ 3 เมื่อทับกระดาษตาบเส้นตวง y = X กราฟของ

f  และ f  1ข้อิน่ก๋ัน/ไ"ม,ข้อน"กัน" ช่ง11บาบf'วาบว่า กราฟของทังก์ขีนกับกราฟบบง
ทังก์ขีนอินเวอร์สขีแกนลมมาตร ร อ __________________
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กราฟ ข อ งฝ ังก ฝ ัน  f  และ f  จะสอฆาตๆก ันโดย เส ้นตรง y  = X 

ข ้อก ัง เกต ุ

1 .  เน อ งจ าก ฝ ังก ฝ ัน  f  จะมฝ ังกฝ ันอ ิน ท อ ร ์ส ไ ต  f  จะ ต อ งเป ็น ฝ ังก ฝ ัน  

1 -1  ต ังนนจะส ้องตรวจสอบฝ ังก ์ฝ ัน  f  ว ่า  เป ็นฝ ังก ์ฝ ัน 1 -1  ตร ิอไฆ ่ 

เก ัยกอน  จ ังจะต าก ราฟ ข อ งฝ ังก ์ฝ ัน อ ิน  เวอ■ ร์ส

2 .  ก ราฟ ข อ ง f  ส าม าร ถ ต าไ ต  เบ ึ๋อาาตภ•ราฟ ขฐง f  แล้วไข้เส้นต■ รง

y  = X เป ็นนกนสมมาตร (สะข ้อนภาต)

ต ัว อ ย างท ี่ 3 กาทนดให ้ f  = | (x»y)  €  R y  R /  y = 3x + 1 } จ งท า f  1 

แล ้ว เข ียน ก ราฟ ข อ ง f  และ f  ^
ว ัรท า

»



บพรแบบฝิกฟัพกรอบพรงาน

เ ร ร ง  4 .  ฟ ัง ก ์ป ีน อ ิน เว อ ร ์ฝ ื

4 . 2  ก ร า ฟ ข อ ง ฟ ัง ก ์! โ น อ ิน เว อ ว ์ส

แ บ น ฝ ึก ท ัพ

1 .  จ ง เป ีย น ก ร า ฟ ข อ ง  f  แ ร ะ  f  1  เม ึ๋อ ก า ก น ค  f  โ ก ้พ ัง พ ่อ ไ ป น

1) f(x) = 2x -  5
2) f  ( X ) = 3x + 1
3) f  (x) =  - X

4) f(x) =  X  +  k

5) f  ( X ) = ax + 1

2 .  จ ง เป ีย น ก ร า ฟ ข อ ง  f  1  เบ ี๋อ ก า ห น ก  f  พ ัง พ ่อ ไ ป น

X
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เปีลยแบยฝิกห้'»

1. ให้เขียนกราฟของ f  และ f  1 เมึ๋อกาหนค f  ให้กังต่อไปน

หลักคัด 1. ให้เ£โยนกราฟของ f  ก่อน ถ้า เฟ้นทังก์สัน fflลังหนีง เฟ้นสมการของเสนตรง 

ให้หา x - in te rc e p t  (ระยะกัดแกน x) เมึ ๋อให้ y = 0 ระยะกัดแกน y 

(y- in te rcep t)  เมึ ๋อให้ X  ะ= 0 เฟ้นต้น

2. ท า แนวหริอล า ก  เส้น Id e n t ity  fu n ct io n  เฟ้น เส้นตรง เอยงท า บุม 

4 5  องศากัยแกน X

3 .  ท ับ ก ว ะ ด า ษ ค า ม แ น ว เส ้น ต ร ง ใ น ข ้อ  2 .  จ ะ เห ํน ร อ ย เส ้น ก ร า ฟ ข อ ง  f  ใ ห ้ 

ใ ข ้ก ัน ส อ ก ด ห ร ิอ เข ีย น ท ับ ค า ม แ น ว เส ้น ก ร า ฟ น ั๊น  เส ้น ก ร า ฟ ท ี๋ไ ต ้จ ะ เฟ ้น ก ร า ฟ  

f  1 ต า ม ต ้อ ง ก า ว

1) f(x) = 2x - 5

y = 2x -  5 เม ึ๋อ  X  = 0 ,  y = -5 แ ล ะ เม ี่อ  y = 0 ,  X  =

เฟ้นกราฟ เส้นตรงที ่มีความสัน เฟ้น 2 ค ัด แกน y ที ่ระยะ - 5

* . *  y  =  3 x  +  1  เ ม ึ ๋ อ  X =  0 ,  y  =  1  แ ล ะ เ ม ึ ๋ อ  y  =  0 ,  X = -  y

เฟ ้น กราฟ  เส ้นตรงท ี่มความส ัน  เฟ้น 3 กัดแกน y ท ี่ระยะ 1 หน่วย
IV
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3) f(x) = -X

*.* y = -X  เบื่อ X = 0, y = 0 แล::เบื ่อ y = 0, X  = 0

เป ็นเส ้นครง เอียงช้าย เหราะความฟ้นเป ็น -1 เอียงทาบุม 135* กับแกน X

4) y = X  + k บี 3 กรร คอ ก. เบื่อ k = 0 ข.  เบื่อ k <  0 และ

ค . เบื่อ a = 0

ก .  เบ ื่อ  a  <  0 กวามบ ีน เป ็นลบ เอ ีย ง ช ้า ย

ถ ้า  X = 0 ,  y  = 1 ผ ่านจ ุก  ( o ,1  ) ก วาม บ ีน < 0
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ข .  เ ม ึ ่ อ  a  >  0  ค ว า ฆ ส ัน เ ป ็น บ ว ก  เ อ ี ย ง ข ว า  ถ ้ า  X  =  0 ,  y  =  1  ผ ่ า น < } ค  

(๐.1) ค ว า ม สัน >  0

ค. เมึ๋อ a = 0 ความสันขนานนกน X  ถ้า X  = 0, y = 1 ผ่าน^ค (๐ ,ๆ)

1 )  เ ข ย น ก ร า ฟ  Id e n tity  fu n ctio n  y =  X  เ ป ็น  เ ส ้น ต ว ง  เ อ ี ย ง ท า บ ุ ม

4 5  *  ก ับ แ ก น  X

2 )  ใ ช ้ แ น ว เ ส ้ น  y  =  X  เ ป ็น แ ก น ส ม ม า ต ร  ท ับ ต า ม แ น ว จ ะ ไ ด ้ ส ม ก า ร  f
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สัตรทดสอบหริอสต-?ปัญหา

เร ื ่อง 4 . ฟ้งก ์ส ันรนเวอร์ส

4 .2  กราฬของฟ้งค้ส ันรนเวอร์ส

ค า ฝ ัง  จ ง ท า เค ร ื่อ ง ห ม าย ก าก บ าท  ( X ) ล งใน ว ง เล ็บ ต รงส ับ ข ้อ  ก หริอ ข หริอ ค หริอ ง

ในกวะคาษคาตอบชีงท่านเหํนว่าถูกค้องที ๋สุค เพียงข้อ เคียว
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จ ด ก าร เร ีฆ ฆ ก าร ฝ ีอ  m ไ 15 

เร่ือง

การบวกพีชคณิตของฟังก์ฟัน

ฝ ัต ร ค าฝ ัง

ให ้ฝ ัก เวยนปฐฝัต ิดามชนตอนฟ ังน 

1  . พ าฝ ัด ร fiจกรรม

2 . ค ก ษ าจ าก ฝ ัต ร เฟ ้,อ ห าอ ีก ค รงห น ี๋งห ้าไ ม ่เห ้าใจ  ห ฝ ังจากท ีฑ าป ัดรฝ ัจกรรมนล ้ว

3 .  ทาฝัดรนบบฝ็กห ัด ห ร ิอ ฝ ัด รงาน ห ร ้อ ม ห ้งด รว จ ผ รงาน ท ีฝ ัด ร เรล ย  

A .  ทาฝ ัดรทดสอบห ร ิอฝ ัดรฝ ัญ ห าห ร ้อมท ีงดรวจผa งาน ท ีฝ ัด ร เท ล ย



เร่ึอง

นิยาฆ

5. พัชคผิคของบังก์บับ

5.1 การบวกพัชคผิตของบังก์บัน

:าารบวกพัชคผิคของบังก์บัน หมายถึง การนา เอาบังก์บันคงแด่สองบังก์บันขนไปมาขวกกัน 

ไ ค ยด่าของบังก์บันใหม่ที X  ไ ค ้จากการนาค่าของบังก์บันที X  แด่ละบังก์บัน เหล่านั ๊นมาบวกกัน 

เ~ระสามารถ เขียนอยู่ในรปลัญลัก!«น์ไค้คังนื้

f  + g = {(x,y) / y = f  (x) + g(x) และ X Ê D ^ D  }

ไคยที f  และ g เรนบังก์บันทีมี D และ D เรนโคเมนของบังก์บัน f  และ g ตามลาคับ1 9

บัดร เนอหา

ตัวอย่างที 1 กาหนคให้ f = (1,3) , (2, 1) ,  (3, 2) ,  (4,0)}

9 น , 2) , (2, 3) ,  (3,4)}

จงหา f  + g ทรอมทีง เขียนกราฟ

วรทา Df { l , ะน 3,4} ; Dg = {1 , 2, 3}

Df 0 Dg = { ^ะ น 3)

. *. f  + g - ( (1,5),  (2,4),  (3,6)}

y

6
(3,6). ( 1 , 5 )  ;

•
4
2 -

(2,4)

0 1 ,2 3 4

ตัวอย่างที  2 กาหนดให้ f = | ( x , y )  / y  = X นรเะ 0 ^ x  4 5 ]

g = j ( x , y )  / y  = 1 }

จงหา f  + g ทร้อมทั ๊งบวกโค เมนและเรนจ์มอง f  + g และ เขียนกราฟค้วย

วิรทา

D f {* ' 0 X 5 }

ว  =  R



3f 4

จ ะ ไ ค ้  D f + g  =  { x  /  o ^ x  < ร }
( f  +  g ) ( x )  =  f ( x )  +  g ( x )

พัวรฆ่างท่ี 3 กาหนคให ้  f  = { ( - 3 , 3 ) ,  ( - 2 , 2 ) ,  ( - 1 , 1 ) ,  ( 0 , 0 ) ,  ( 1 , - 1 ) ,
( 2 , - 2 ) ,  (3 , -3 )  I

g = { ( 0 , 1 ) ,  ( 1 , 2 ) ,  ( 2 , 3 ) ,  ( 3 , 4 ) ,  ( 4 , 5 ) ,  (5 ,6) }  
จงหา f  + g

วิ§ทา

Df  + g H o , 1 , 2 , 3 }
พังนน f  + g = { ( 0 , 0 + 1 ) ,  ( 1 , - 1+2) ,  ( 2 , -2 +3 ) ,  (3, -3+4)}

D f n D g

= { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 )  
= ( o , l , 2 , 3 )
= ( o , 1 , 2 , 3 )

= { (0,1)  , (1,1) , (2,1)  , (3,1)}

พัวรฆ่างที 4  กาหนคใ ห ้  f ( x)  = X  + 1
g (x) = , X2

จงหา ( f  + g ) ( x )
วิรทา

D f  = { X IX  €  R  }

D g  =  { x / x €  r )

D f  ก  D 0  =  { x l x e  r ]

D f  +  g  =  { X  /  X  €  F .  ) •
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จาก ( f  + g) (x)  = f ( x)  + g(x)
= (x + l )  + (x2)

x 2+ x + 1



3P6
บ ั ต ร ก ิ จ ก ร ร ม

เ ร ึ ่ อ ง  5 .  พ ี ช ค ผ ิ ด ข อ ง V I ง ก ์ ช ั น

5 . 1  ก า ร บ ว ก พ ี ช ค ณ ิ ต ข อ ง ฝ ั ง ค ์ ช ั น

ร ุ ด ป ร ะ ส ง ค ์ ก า ร  เ ร ี ย น ร ู ้

น ั ก  เ ร ี ย น ส า ม า ร ถ

1  .  ห า โ ค เ ม น แ ล ะ เ ร น จ ์ ข อ ง ฝ ั ง ก ์ ช ั น ไ ด ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

2  .  ท า โ ด  เ ม น ร ่ ว ม ร ะ ห ว ่ า ง ฝ ั ง ก ์ ช ั น ไ ด ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

3  .  ห า พ ล บ ว ก ท อ ง พ ี ช ค ณ ิ ต ข อ ง ฝ ั ง ก ์ ช ั น ไ ด ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ด ้ อ ง

4 .  บ อ ก โ ค เ ม น แ ล ะ เ ร บ จ ์ ผ ล บ ว ก ข อ ง พ ี ช ค ณ ิ ต ข อ ง ฝ ั ง ก ์ ช ั น ไ ด ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง  

5  .  ส ร ุ ป น ิ ย า ม ก า ร บ ว ก พ ี ช ค ณ ิ ต ท อ ง ฝ ั ง ก ์ ช ั น ไ ด ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

ภ ั จ ก ร ร ม

ใ ต ้ น ั ก  เ ร ี ย น พ ี จ า ร ผ า ก า ร บ ว ก พ ี ช ค ณ ิ ต ท อ ง ช ั ง ต ้ ช ั น  แ อ ะ เ ค ้ ม ท ้ อ ค ว า ม อ ง ใ น ต า ร า ง ช ้ า ง ส ่ า ง

โ ด เ ม น ท อ ง เ ร น จ ์ ท อ ง ค ว า ม ฝ ั ม พ ั น ธ ์ ร ะ ห ว ่ า ง
ฝ ั ง ก ์ ช ั น

ฝ ั ง  ก ์ ช ั น ฝ ั ง  ค ์ ช ั น
ได เ ม น ร ่ ว ม

พ ั ง ก ์ ช ั น

f  — 
1~ { ( 1 , 2 )  , ( 2 , 3 )  , f l ,  2 , 3 , 4 } { 2 , 3 , 4 , 5 } 1 1 , 2 , 3 } f 1 + 9 1  = { ( 1 , 3 )  , ( 2 , 5 )  ,

( 3 , 4 ) , ( 4 , 5 ) }
-J

( 3 , 7 ) }

g r { ( 1 , 1 )  , ( 2 , 2 )  , {1 , 2 , 3 } { l , 2 , 3} ( ไ ค เ ม น  f  แ ล ะ  g  เ ห ร อ น ก ั น

( 3 , 3 ) } ฝ ั ง  เ ก ค ค ว า ม ส ม พ ั น ธ ์ ข อ ง  เ ร น จ ์

f  2 = { ( 1 , 3 )  , ( 2 , 1 )  , {1 , 2 , 3 , 4} { 3, 1 , 2 , 0} { 1 , 2 , 3 } f 2 + g 2 = { ( 1 , 5 ) , ( 2 , 4 ) ,

( 3 , 2 )  , ( 4 , 0 ) } ( 3 , 6 ) }

a =- 2 { ( 1 , 2 )  , ( 2 , 3 )  , ( 3 , 4 ) } {1 , 2 , 3 } { 2 , 3 , 4} ( ไ ค เ ม น  f  แ ล ะ  g  เ ห ร อ น ก ั น

ส ง  เ finri วามฝ ั นพ ั น ธ ์ ท อ ง  เ ร น จ ์

f 3= { ( 1 , 3 )  , ( 2 , 4 )  , f 3 + g 3 =J  ช
( 3 , 5 ) }

g  3~ { ( 1 , 1 )  , ( 2 , 4 )  ,

( 3 , 9 ) } J
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ฝ ั งก ์ ช ั น
โ ค  เ ม น ข อ ง  

ฝ ั งก ์ ช ั น

เ ร น จ ์ ข อ ง  

ฝ ั ง ก ช ั น
ไ ค  เ ม น ร ่ ว ม

ค ว า ม ก ั ม ฝ ั น ธ ์ ร ะ ห ว ่ า ง  

ฝ ั ง  ก์ชัน

f  4 =  | ( x , y ) / y = 2 x }  

g 4 =r | ( x , y ) / y = 3 x  +  l }

1 X 1X £  R 1

{ x l x  e  r }

( y  /  y  =  2 x |

(y / y =  3 x + i }

( x / x  6  r } f 4 + g 4 =  { ( x ' y ) /  y  = 

5 x  +  l }

( ก ั ง  เ ก ต ท ี ่ ค ว า ม ก ั ม ฝ ั น ธ ์ ค ่ า  

y  ข อ ง  f 4  แ ล ะ  g 4 )

f = { ( x , y ) / y = x  +  l } f 5 +9r  =

g5= { ( x , y ) / y = x 2 )

จ า ก ต า ร า ง จ ะ เ ห ํ น ว ่ า  ม ี ฝ ั งก ์ ช ั น 2  ฝ ั ง ก ์ ช ั น น า  เ อ า ฝ ั ง ก ์ ช ั น ม า บ ว ก ก ั น ไ ต ้ ฝ ั ง ก ์ ช ั น ใ ห ม ่ โ ค ย ม ี

ก ั ก พน ะ  ต ั งน

1 ) ไ ค เ ม น ข อ ง  f  +  Ç คิอ ( ก ั ง  เ ก ค โ ค  เ ม น ร ่ ว ม )

2 ) เ ร น จ ์ ข อ ง  f  +  g  คีอ

สรูป

น ิ ย า ม  ก า ว บ ว ก พ ี ช ค ณ ิ ต ท อ ง ฝ ั ง ก ์ ช ั น  ห ม า ย ก ั ง  ก า ร น า  เ อ า ฝ ั ง ก ์ ช ั น ต ั ๊ ง แ ค ่ ส อ ง ฝ ั ง ก ์ ช ั น  

ข บ ไ ป ม า บ ว ก ก ั น  ไ ค ย ค ่ า ข อ ง ฝ ั ง ก , ช ั นใหม ่ ท ี ่  X ไ ต ้ จ า ก ก า ว น า ค ่ า ข อ ง ฝ ั ง ก ์ ช ั น  

ที่  X แ ค ่ ล ะ ฝ ั ง ก ์ ช ั น  เ ห ล ่ า น ั ๊ น ม า บ ว ก ก ั น แ ล * ส า ม า ร ถ  เ ข ย น อ ย ู ่ ใ น ร ู ป ก ั ญ ล ั ก ษ ณ ์  

ไ ต ้ ต ั ง น

f  +  g  =  | ( x , y )  /  y  =  f  ( x )  +  g ( x )  แ ล ะ  x €  ท ^ ก  อ ค ู เ  

โ ต ย ท ี ่  f  แ ล ะ  g  เป ็ นฝ ั งก ์ ช ั นท ี ่ ม ี  D แ ล ะ  D เ ป ็ น ไ ค  เ ม น ข อ ง ฝ ั ง ก ์ ช ั นf g
f  แ ล ะ  g  ค า ม ล า ต ั บ
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คัวอย่างที ่  1

วิ g ทา

คัวอย่างที ่  2

วิ ธีทา

กาหนทให้  f  = {(1,3),

g = { ( 1 , 2 ) ,
(2, 1) ,  (3,2) ,  (4,0)) 

(2, 3) ,  (3,4)}

จงทา f  + g

Df  = f l , 2 , 3 , 4} ; Dq  = {1 , 2 , 3 }

รจะไค ้  D ^ n  D = {1 , 2 , 3}

•■ ■ Df + g  = D f n D g '  f 1 ’ 2 ' 3 )
จ า ก  f  = ( ( 1 , 3 )  , ( 2 , 1 ) ,  ( 3 , 2 ) ,  ( 4 ,  0)}

1 I I ï
g  = { ( 1 , 2 ) ^  ( 2 , 3 ) ^ J 3 , 4 ) J ^ ^  

f  + g  = { ( 1 , 3 + 2 ) ,  ( 2 , 1 + 3 ) ,  ( 3 ^ 2 + 4 ) }

= {(1, 5) ,  (2, 4) ,  (3,6)}

กาทนดให้  f  =  { น , y )  /  y  =  X  นละ 0 ^ X  <  ร }

g = { น , y) /  y = 1 }
จงหา f  + g ทร้อมที่ เงมวกโค เมนและเรนจ์ของ f  + g นละ เขียนกราฟ

Df  ={x / 0 ^  

จะไค้  Df 0 Dg 

. Df+g

(f + g)(x)

X  5  }  ; D g  =  { x / x € R )

=  { X  /  0  « น  5 }

= | x / 0 ^ x ^ 5 |
= f(x) + g(x) (จากนิยาฆ)

= x + 1 ; 0 ^  X  < 5

คังนน f + g = { น , y) /  y = X  + 1  และ 0 ^  X  ^  5 }
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ตัวอย่างทึ ่  3 กาหนดให้  f  = {(-3,3) ,  (-C,  2),  ( -1 ,1) ,  (0,0) ,  (1 , -1) ,

(2,-2) , (3, -3)}

g = {(0,1) , (1,2) , (2,3) , (3,4) , (4,5),

จงหา f  + g

วิรทา

(5,6)}

Df n D g

Df  + g 

ดังนน f  + g

ตัวอย่างทึ ่  A กาหนดให้  f(x)

g (x)
จงหา (f  + g)(x)

วิ ธีทา

=  X
X  +  1

2

D f n D g

. ' . Df  + g

จาก (f+g) (x) f  (x) +g (x)
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บพว แขบฝิกหัพหริ a บัตวงาฆ

อง 5. พีชคณิตของพีงก์สัน

5.1 การบวกพีชคณิตของพีงก์สัน

แบบฝิกหัพ

ก าห น ต ใ ห ้  f  =  1 ( 2 , 4 ) ,  ( 3 , 6 ) ,  ( 4 , 8 ) , ( 6 , 3 ) } แ ล

g  =  { ( 3 , 3 ) ,  ( 4 , 2 ) ,  ( 5 , 1 ) , ( 6 , 2 ) }

จ ง ห า  f  +  g

จ ง  เข ีย น ก ว า ฬ ข อ ง f  +  g  เม ื่อ ก าห น ค f  = { น , y ) /

-3  ^  X 3 เและ g = I ( x , y) /  2y = l j

3.  จงหา ( f  + g) (x) พร้อมที ่งมอกได เมฆของพีงก์สันที่  เป็นผลลัหท์ เมึ ่อกาหนค 

f ( x )  และ g(x)  ตังต่อไปน

(1) f  (X) = X -  2 9 g(x) = 3x + 1

(2 ) f  (X)
2= X 9 g(x)  = 4

(3) f  (x) 1
X 9 g(x) = 4

(4) f  (x) 1 g (x) = X + 1X -  1 9

(5) f  (x) ■ 1 g (x)«T (x -  1) 2X -  1 9

(6) f  (x)
f 1 J

= X  l î Î a
X f  0

1 เมื่อ X = 0 , g (x) =

4 .  จ ง เ ข ี ย น ก ว า ฬ ข อ ง ( f  +  g )  ( x )  เ ม ื ่ อ ก า ห น ค  f ( x )  แ ล ะ  g ( x )  ต ั ง ต ่ อ ไ ป น

( 1 )  f ( x )  =  X , g ( x )  =  1

( 2 )  f ( x )  =  2 x  , g ( x )  =  - 1

=  X 2(3) f ( x ) 1  ,  g ( x )



เจลยน บ น ฝ ิกห ้'ค

1.
2.

3.

4.

f + g = I (3,9),  (4,10), (6,5)}

(2) (f + g) (x) = x% 4
(3) (f + g) (x) =
(4) (f + g) (x)
(5) (f + g)(x)

(6) (f + g) (x)

X -  1
1 + (x - 1)

1 i  + — r -rX X -  1

D

D

D

- 1  เ มึ ่ อ X =  0

( 1 )  ( f  +  g ) ( x )  = X + 1

( 2 )  ( f  +  g ) ( x )  = 2 x  -  1

(3) ( f  + g) (x) = 1 + X 2

- 3  ;C X ^  3  }

X

f  +  g  ~ R

f  + g = R
f  +  g  ~ I X  I X

f  + g  = { * / *  /  

f  +  g  ( x  I X

Df  + g = fx/x /

° ]

* i |
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ป๋'ดรทคฝีอบหริอฝัตรปัญVท

เร ื่อ ง  5 .  ทีชค(ปิดของฟ้งก์ฝัน

5 .1  การบวกทีชค(ปิดของฟ้งก์ฝัน

ท า ฝ ั ง  จ ง ท า เ ค ร ื ่ อ ง ห ม า ย ก า ก บ า ท  ( X ) ล ง ใ น ว ง เ ล ็ บ ด ร ง ฝ ั ม ข ้ อ  ก ห ร ิ อ  ข  หร ิ อ  ค ห ร ิ อ  ง  

ใ น ก ร ะ ค า บ ค า ค อ บ ธ ี ่ ง ท ่ า น  เ ห ็ น ว ่ า ฎ ก ต ้ อ ง ท ึ ่ ส ุ ด  เ ท ี ย ง ข ้ อ  เ ค ี ย ว

ให'' f  = { ( 1 , 3 ) , ( 2 , 5 ) ,  ( 3 , 7 ) , ( 4 ,9) }  และ 4.  ให้ f  = j ( x , y )  /  y = x2h 1  lîja
g = { ( 2 , 6 ) , ( 3 , 8 ) ,  (4,10)} ค่าของ - 6 < x  < . 2  } และ

f y g คีอข้อใด g ={ (x , y )  /  y = 2x -  9 เม๋ึอ
ก. {(1 .3)} - 2 < * < ;  4 } ข้อใคถูกต้อง
ข . { ( 2 . 1 1 ) .  ( 3 . 1 5 ) . ( 4 , 1 9 ) } ก . f  + g = {(x,y) /  y = x2+2x - 8 ,
ค. { 0  . 3 ) .  ( 2 . 1 1 ) . ( 3 . 1 5 ) } -2 <  X < 2 }
ง . {(1 . 3 ) . ( 2 . 1 1 ) . ( 3 . 1 5 ) .  (4, 19)} ข . f  + g = | ( x , y )  /  y = x 2+ 2x -  8 ,
ใ»โ g = { ( a , 0) , (b, 1 ) , (c,  2 ) ,  (d ,3)} นละ - 6  <  X < 2 }

h = {(a,  3) , ( c , 4 ) j  ค่ายอง g + h คีอ ค . f  + g ={ (x ,y )  /  y = x 2+ 2x - 8 ,
ข้อใด -2  <  X < 41
ก. { ( a , 0 ) , (0 , 6 )} ง . f  + g = {(x,y)  /  y = x 2+ 2x - 8 ,
ข . { ( a , 0 ) , (c,  2 )} - 6  <  X <  4I
ค. { ( a , 3) , (0 , 6 )} 5 .  ใ ห ้ f ={(1 ,2)  , (2,3)  , (3, 4)]
ง . {(a, 3) ,  (c,3)} ค่ายอง f  + f   ̂ คีอข้อใด
ใ ห ้ f  = {(x,y)  /  y = x 2 }uละ ก . {(1 .2) . ( 4 , 3 ) }

< g = { (x,y)  /  y = 2x + l} ข . { ( 2 . 4 ) .  ( 3 . 6 ) }
ค่ายอง f  + g คีอข้อใด ค . { ( 2 , 1 ) . ( 3 , 2 ) . ( 4 . 3 )}
ก . { (x,y)  /  y = X2-  2x + l } ง . { ( 1 , 2 ) ,,(2 . 4 ) . ( 3 . 6  ) . ( 4 .3 )}
ข . {(x,y)  /  y = - x 2+ 2x + l]
ค . {(x,y)  /  y=x2-  2x -  l }
ง . { (x,y)  /  y = x 2+ 2 x + l}
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7  .

8 .

ใ ห ้  f ( x )  = x2+ 1 “ ล ะ  g(x)  = 4 9. ใ ห ้  f ( x )  = i  แ ล ะ  h(x) = x 2 +  X
ค่าของ (f + g ) ( - 2 )  ค็อข้อใด โค เบนข อ ง f  + h  คึอข้อใ ด

ก . 1 ก .  { x  /  - 1  >  X >  1 เ

ข  .  - 7 ข .  j x  /  X ^ 0 }
ค . 9 ค. { x  /  X c R1
ง .  2 0 ง.  1 X /  X ^  0 1
ใ ห ้  f  = | ( a , 1 ) ,  ( b , 2 ) ,  ( c , 3 )  ,  ( d , 4 ) เ แ ล ะ  1 0 . ข ้ อ ใ ค ด ู ก ห ้ อ ง

g = { ( ๖ , 0 ) ,  ( a , 1),  (c,  2) , ( d, 3) ก .  f  + g  = { ( x , y )  /  y  = f  ( x ) + g ( x )

( e , 4) เ โด เมนของ f  + g คีอข้อใด แ ล ะ  x £  Dr ก D \f  91
"- H ข .  f  + g = | ( x , y )  /  y = f ( x) + g (x)
ข.  {a , b , c } แ ล ะ  x Ç d ]91
ค. | a , b , c , d | ค. f  + g = | ( x , y )  /  y = f (x) + g (x)
ง .  { a , b , c , d , e | แ ล ะ  X e  D f 1

ให้ g(x)  = 3x -  1 และ h (x) = ■ - 1 1 ง .  f  + g = { ( x , y )  /  y = f  (x) + g  ( x )

โ ค เบนของ g + h คิอข้อใด แ ล ะ  x £ D t บ D 1 f  g (

ก. { x / x ^ i }  
ข. jx /  X /  oj 
ค. {x / x€ r | 

ง. [x /  X  ̂ l}
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เรลยข้อทคสอบ

1 . ฃ
2 . ค

3 . ง

4 . ก

5 . ข

6 .  ค

7  .  ค

8 • >3

9  .  ข

1 0 . ก
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ก า ร  เร ีย น ก า ร ส อ น ท ี่ 16 

เร ื่อ ง

การถฆพ ๊71คณ ิตของ!ไงก ์ป ัน

ป ัต ร ค า ฝ ั ง

ใ ห ้ป ัก เ ร ี ย น ป ฏ ิฝ ัต ิด า ม ข น ต อ น ฝ ัง น

1 .  ท า ฝ ั ด ว ก จ ก ร ร ฆ

2 .  ศ ี ก ษ า จ า ก ป ั ด ว  เ น อ ห า ร ก ค ร ั ๊ ง ห น ึ ๋ ง ถ ้ า ไ ม ่ เ ข ้ า ใ จ  ห ฝ ั ง จ า ก ท ี ่ ท า ฝ ั ด รกจ ก ร ว บ น ล ้ว

3 .  ท า ป ัด ร น บ บ ท ี ่ก ห ัค  ห ร ิอ ฝ ัฅ ร ง า น พ ร ้ อ ม ห ้ ง ต ร ว จ ผ ล ง า น ท ี ่ ป ั ต ร  เ ฉ ล ย  

A .  ท า ป ัด ร ท ด ส อ บ ห ร ิ อ ฝ ั ด ว ป ั ญ ห า พ ร ้ อ ม ท ั ๊ ง ต ร ว จ ผ ล ง า น ท ี ่ ป ั ต ร เ อ ล ย
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บัตร เนอหา

เร ึ่อง 5 . พีชคณิตของฟังก์ชัน
5.2 การลบพีชคณิตของฟังก์ชัน

นิยาม การลบพีชคณิตของฟังก์ชัน หมายถีง การนา เอาฟังก์ชันทึ่งแต่สองฟังก์ชันขบไปมาลมกัน โดยค่า

ของฟังก์ชันใหม่ที่  X ได้จากการนาค่าของฟังก์ชันที ่  X แต่ละฟังก์ชัน เหล่านนมาลบกัน และ 

สามารถ เขียนอยู่ใน-Jปสญลักษณ์ได้ ดังน

f  -  g = {(x,y) / y = f (x)-g(x)  และ x € D f ADg}

โดยที่  f  และ g เป็นฟังก์ชันท่ึม D และ D เป็นโค เมนของฟังก์ชัน f  และ g ตามลาดับ
!_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ f  9 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

ตัวอย่างที่  1 กาหนคให์  f  = |(4,1) , (3 ,2) ,  (2,0),  (1,3)I

g = {(3,-1),  (4 , -2 ) ,  (5,3)}

จงหา f  -  g พร้อมทึ ่งโดเมนและเรนจ์  และเขียนกราฟ

ว ิ ร พ ,า  D f  =  { 4 , 3 , 2 , 1 }  ,  D  =  { 3 , 4 , 5 }

v ^ g  = { 3 ' 4 }

f  -  g  = {(3,3) , (4,3)}

ตัวอย่างที่  2 กาหนดให้  f  = { (x,y) / y = X และ 0 < X 5 }

g  = { (x,y) /  y = 1 I

จงหา f  -  g พร้อมทึ ่งบอกโดเมนและเรนจ์ของ f  -  g และ เขียนกราฟ

วิธีทำ
Df = {x/o< X ^  5 } ; Dg = {x/xG r}

จะได้ DA Df g |xlo$x<5|

Df -  g jxlOiÇ X <; 5}

จาก (f - g)(x) f (x) - g (x)

= X -  1 ; 0 $  X <  5

ต ังบ น f - g = { ( X,y) /  y = X - 1 และ
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ตัวอย่างที่ 3

วิ ธีทา

ตัวอย่างที่ 4

วิ ธีทา

กาทนดใท f  = {(-3 ,3) ,

( 2 , - 2)  , 
g = { ( 0 , 1 ) ,

จงทา f  -  g

ซ
f

V . ,

. " . D

ตังน้ัน
f  -  

f  -
g
g

( - 2 , 2 ) ,  ( - 1 , 1 ) ,  ( 0 , 0 ) ,  ( 1 , - 1 ) ,
(3,-3)}

(1,2) ,  (2,3) ,  (3 ,4) ,  (4,5),  (5,6)}

= { - 3 , -2 , - 1 ,0 ,1 ,2 ,3 }

= { 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 }

= { 0,1,  2, 3 }

= { 0 ,1 ,2 ,3 }

= { (0 ,0 - 1 ) ,  (1 , -1 -2 ) ,  (2 , -2 -3) ,

(3,-3-4)}

= { ( 0 , - 1 ) ,  ( 1 , -3 ) ,  (2 ,-5) ,  (3,-7)}

ก า ทนดให้ f ( x )  = X + 1 

g (x)  = X 2

จงหา ( f  -  g ) (x)

Df =  { x  /x €  R }
อคู = {x / x €  R }
Df ท Dg = (x/x<= r }
Df  _ 9 = ( x 'x e R )

จาก ( f  -  g ) (x )  = f ( x )  -  g (x)

= (x + 1) -  X 2

= X + 1  -  X 2 

= - x 2 + X -  1



นัดรกิจกรรม

เ ว ี อ ง  5 .  พ ีช ค ณ ิต ข อ ง ฟ ้ง ค ์ช ัน

5 . 2  ก า ร ล บ พ ีช ค ณ ิต ม อ ง น ั ง ท ์ช ัน

^ ค ป ร ะ ส ง ค ์ ก า ร  เ ร ี ย น ร ู ้

น ั ก เ ร ี ย น ส า ม า ร ถ

1  .  ห า โ ค  เ ม น แ ล ะ เ ร น จ ์ ข อ ง ฟ ้ ' ง ค ์ ช ั น ไ ค ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

2 .  ห า โ ค เ ม น ร ่ ว ม ร ะ ห ว ่ า ง ฟ ้ ง ค ์ ช ั น ไ ค ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

3 .  ห า ผ ล ล บ ข อ ง พ ี ช ค ณ ิ ต ข อ ง พ ี ง ก ์ ช ั น ไ ค ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

4  .  บ อ ก โ ด  เ ม น แ ล ะ  เ ร น จ ์ผ ล ล บ พ ีช ค ณ ิต ข อ ง พ ีง ค ์ช ัน ไ ค ้อ ย ่ า ง ถ ูก ต ้อ ง

5 .  ส ร ุป น ิย า ม ก า ว ล บ พ ี ช ค ณ ิ ต ข อ ง พ ี ง ค ์ ช ั น ไ ค ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง

ก ิ จ ก ร ร ม
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ฝัง ก์ฟ้น
โค เมนของ 

ฝังก์ฝัน

เวนจ์ฃอง 
»

ฝังก์ฝัน
โด เมนร่วม

ความลัมฝันอ์ระหว่าง 

ฟังก์ฝัน

f  4 = | ( x , y ) / y = 3

g4= {(x,y)  / y =2;

x+l] j x l x €  r ) 

| x | x €  R }

{ y / y = 3 x + l |  

{ y / y = 2 x }

j x f x €  r ) V g4 = {(x' y )/y =

X  + l }

(ลัง เกดทีความลัมฝันธ์ 

ค่า y ของ f 4 และ

g4>

f  = | ( x , y ) / y = x + l } f r - g s =
g 5= { ( x , y ) / y = x

ะ) ะ)

จากคาวางจะ เห็นว่ามีฝังก์ฝัน 2 ฟังfTฝัน นา เอาฟังก์ฝันมาลบกันไต้ฝังก์ฝันใหม่ โคยมี

ลักmนะคังน

1 ) โคเมนของ f  -  g คอ  ___________________________ (ลังเกตโคเมนร่วม)

2) เรนจ์ของ f  -  g คีอ  ________________________

มียาม การลบหีชคเน้ตของฝังก์ฝับ หมายมีง การนา เอาฝังก์ฝันต้งแต่สองฝังก์ฝัน 

ขนไปมาลบกัน ไคยค่าของฝังก์ฝันใหม่ที X ไต้จากกาวนาค่าของฝังทฝันที 

X  แต่ละฝังต้ฝัน เหล่านนมาลบกัน และสามารถ เขยนอยู ่ใน’1ปลัญลักษaไต้

คังน

f  - g = | ( x , y )  /  y = f(x) -  g(x) และ x Ê D ^ n D j
โดยที f  และ g เป็นฝังก์ฟ้นทีมี D และ D เป็นโคเมนของฝังก์ฝันf  g
f  และ g คามลาคับ



1

คัวอย่างที ่  1

วิรทา

คัวอย่างที่  2

วิทีทา

คัวอย่างท่ี 3

กาทนคให้  f  = {(4,1),  (3,2) ,  (2,0) ,  (1, 3)I 

g = {(3,-1) , (4 , -2) ,  (5,3)}

จงหา f  -  g ทว์อมที ่ งโคเมน และ เรนจ์

IIน๐

, 3, 2 , 1 } ; Dg = {3 , 4 , 5}

จะไห้  Df ท วคู II น)

Df  -  g = {3,4}

จาก f |(4 ,1K (3^2), (2,0) ,  (1,3)}

g

f  - 9 =

{(3, -1) ,  ( 4 , - 2) ,  (5,3)}

{(3,2- (-1 ) ) , (4,1- (-2) ) }

= {(3,3),  (4,3)}

กาหนคให้  f  = {น ,  y) / y = X และ 0 $ x $ 5 j

g = {น , y) / y = 1 }

จงหา f  -  g พว์อบทั ๊ งมอกโด เมนและเรนจ์ของ f  -  g และเขียนกวาฬ

Df = {x/o 5 } ; ว 
1 g

= {x/xe RI

จะไห้ Df °  Dg -  1'xlO .îZ X  ^ 5 jf

H
X  |0 X  5 ]f

(f - g) (x) f  (x) - 9 (x) จากนิยาม

= X  -  1 ; 0 X  < 5

คังนน f  - g { น , y) / y = X  -  1 และ 0 X  5

กาหนคให้  f = {(-3 ,3) ,  ( -2,2) ,  ( -1,1) ,  

(2, -2) ,  (3,-3)}

(0, 0) ,  (1, -1) ,

9 = {(0,1),  (1,2) ,  (2,3) ,  (3 , 4) ,  (4,5),  (5,6)j

จงหา f  -  g
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ว ิร ท า D f

ดังนน

V » ,

f  -  g

ด ัว อ ย ่า ง ท ี๋ 4  ก า ท น ค ใ ห ้ f ( x )  =  X +  1

g ( x )  =  X 2 

จ ง ท า  ( f  -  g ) ( x )

ว ิ รท า  D _

จาก Df  -  g f  ( x )  -  g  ( x )
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4 0  3

อง 5 .

นบมฝิกหัค

บัดรนบบฝึกทัศV1ร็อบุพ-รงาน

พชคณิดของฟังก์ชัน
ธ . 2 การลบพีชดท)ตของฟังก์ชัน

1.  จงหา ( f  -  g ) (x )  หร้อมทงบอกโด เมนของฟังก์ชันท๋ีเรนพลดัพก์ เบ่ือกาหนด
f(x) และ ç(x) ดังต่อไปน
(1) f  (x) = X -  2 / g (x) = 3x + 1
(2) f  (x) = 2X , g(x) = 4
(3) f  (x) = 1

X ' g(x) = 4
(4) f  (x) 1 g(x) = X + 1X -  1 /
(5) f  (x) 1 g(x) = (x -  1) 2X -  1 /

Jf l  J X * 0(6) f  (x) _ (1 2I l  เมอ X = 0 ' 9 U )  '  X -  1
กาหนดให้ f ■ { ( 2 , 4 ) , (3,6) , (4 ,8)  , (6 ,3)  J- uar

g = { ( 3 , 3 ) ,  ( 4 , 2 ) ,  ( 5 , 1 ) ,  (6 ,2)}
จงหา f  -  g



404

เฉลยแบบฝิกบัค

(1) ( f -  g) (x) = -  2x -  3 D = R
f  -  g

(2) (f -  g ) (x ) = X2 -  4 D = Rf  -  g
(3) ( f -  g) (x) II 1—1 

X 
1 X Df _ g = { * ! * / ° ]

„ 2
(4) ( f -  g) (x) 2 -  X

X -  1 Df  _ 9 - f x | X /
(5) ( f -  g) (x) 1 - (X  -  1) J 

X -  1 Df  _ 9 - { * l x  1*

f 1 2 ° f  -  g *( 6 ) (f -  g) (x) J X X -  1 1 }
I 3 เม๋ึอ X  = 0

2.  f  -  g = { ( 3 , 3 )  , ( 4 , 6 )  , (6 , 1)}
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เร่ือง 5. พีช('ฟิตของฝังก์ฝัม

5.2 การลบพีชค0คของฝังก์สัน

คาฝัง จงทาเครื ่ องหมายกากชาท ( X ) ลงในวงเล็มตรงฝันข้อ ก หริอ ข หริอ ค หริอ ง 

ในกระคา«คาตอบขี งท่ านเห็นว,าฐกต้องที ๋ สุคเฝัยงข้อ เคยว

1. ให้  f  ={ ( 1 , 3 ) , (2 , 5 ) ,  ( 3 , 7 ) , (4,9)}นละ

g ={(2,6),  (3,8) , (4,10)}

ค่าของ f  -  g ค็อข้อใค 

ก. { ( 2 , - 1 ) , ( 3 , - 1 ) ,  (4,-1)}

ข. {(2,1),  (3,1) , (4,1)}

ค. {(1,3) , (2, -1) ,  (3, -1) ,  (4,-1)}

ง.  { ( 1 , 3 ) , ( 2 , 1 ) , ( 3 , 1 ) ,  (4,1)}

2 . ให” f  ={(a,4) , (๖,5) , (c,6)} และ

g ={(c,3) , (a, 1) , ( b , 3) , (d,2)}

ค่าของ f  -  g คีอข้อใด 

ก. {(d,2)}

ข.  {(a,- 3 ) , ( ๖ , - 2 ) 1 (c,-3)}

ค. {(a ,3 ) , ( ๖ , 2 ) , ( c , 3)}

ง.  {(a, 3) , (๖,-2) , (c,-3) , (d, 2)}

3 .  ให้  f  ={(x,y) /  y = X2 } และ

g = {(x,y) / y = X + l}

ค่าของ f  -  g คิอข้อใก 

ก. {(x,y) / y = X2- X + l }

ข.. |(x,y) / y = -x2+ X + l}

ค. {(x,y) / y = x2+x -  l}

ง .  {(x,y) / y = X2- X - l}

A. ให้  f  ={(x,y) / y3tX2+ 1 และ 

-5 <  X ^  2 } และ

g ={(x,y) / y=2x - 5 และ 

-2 < x  4 } ข้ อใคฐก ต้อง 

ก .  f  -  g = {(x,y) / y = x 2-2x -  4,

- 2 X  < 2 }

ข.  f  -  g ={(x,y) / y = X 2 -  2x - 4, 

-5 ^  X  4}

ก .  f  -  g  = { ( x , y )  /  y  = X 2 -  2 x  + 6 ,  

- 2  <  X  <  2 เ

ง .  f  -  g ={(x,y) / y =  X 2 -  2x +  6 , 

-5 <  X  <  4}

5. ให้ f  ={(1,2) , (2,3) , (3,4)}

ค่าของ f  -  f   ̂ คัอข้อใค

ก .  {(2,2) , (3,2)}

ข. |(2,-2) , (3,-2)}

ก. {(2, 2) , (3 , 2) , (4 , 3)}

ง.  { ( 1 , 2) , ( 2 , 2 ) , (3 , 2 )  .(4,3)}
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6 . ให้  f  (x) = x 2+ 3x -  2 และ g  (x) = X 

ท่าของ ( f  -  g) ( - 1 )  คัอข้อใค

ก . 1

ข . 2

ค . - 3

ง . - 5

7. ให้ f  = { ( 1 , 1 ) , ( 2 , 4 ) ,  ( 3 , 9 ) , ( 4 , 1 6 ) ,

(5,25)} และ

g ={(1,2) , ( 2 , 3 ) ,  ( 3 , 4 ) , ( 4 , 5 ) ,  

(5,4) } โ ค 1มนของ f  -  g

คิอข้อใค

ก .  { 1 , 2 }

ข. {1 ,4 ,9 ,1 6 ,2 5 }

ค. { 2 , 3 , 4 , 5 }

ง .  { l , 2 , 3 ,4 ,5 }

8. ให้  g(x) = X -  1 และ h(x)  =

โคเมนของ g -  h คิอข้อใด

ก. {x /  X ^  o}
ข. {X /  X /  o}

ค. {x /  x e  r}
ง .  |x /  X < 0เ

9 .  ให้  f ( x )  = 3 x 2 และ h  ( x ) = / x 2-  1 

โ ค เม น ข อ ง  f  -  h  ค็อข้อใด 

ก .  { x  /  X  >  1 ฑริอ X ^  1 }

ข . {x  /  X ^  0 เ

ค . { x  /  X €  R }

ง . { x  /  X ^  o }

ข้อใดฎกด้อง

ก . f  -  g  = { ( x , y ) /  y  =  f  (x)  - g  (x)

และ x £ D  }
9 ’

ข . f  -  g  = { ( x , y ) / y  = f  (x )  - g  ( x)

และ X Ç D  ไ.
91

ก . f  -  g = { ( x , y ) / y  = f  ( x)  - g  ( x)

และ X e  D ,,ก  Df  g }
ง . f  -  g = { ( x , y ) /  y  =  f  (x)  - g  (x)

และ x e  D . บ D j  f  g /
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เรลยข้อทคสอฆ

1 . ข

2 . ค

3  . ง

4. ค

5. ก

6 . ก

7 . 'ง

8 . ข

9 . ก

10. ค
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ฟ ึด ก า ร ! .ร ีย ฆ ก า ร ฝ ีอ ฆ ท ี่ 1 7  

เ ร ื่อ ง

ก า ร ค ูถ !พ ีช ค ณ ิต ข อ ง พ ีง  ก์ซ่โน

พีตวคาส่ง

ให้พีก เวียนปฏิพีติตามข้นตอนพี'งน 

1  . ทาพีดรลจกรวม

2. ค็กษาจากพีตรเนอหาอึกคร้งหนงถ้าไม่เข้าใจ ห«โงจากท่ีทาพีตวfiจกวรบนล้ว

3. ทาพีตวนบบฝ็กหัค หวีอพีตรงานพร้อมข้งตรวจผลงานที่พีตร เอลย

4. ทาพีตรทคสอบหวีอพีตรพีญหาพร้อมข้งตรวจผลงานที่พีตร เ อลย
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บัตร เนอหา

เรี ่อง 5. พีชคณิตของบังก์บัน

5.3 การคูณพีชคณิตของบังก์บัน

นิยาม การคูณพีชคณิตของบังก์บัม หมายถีง การนา เอาบังก์บันคงแค่สองบังก์บันขนไบัมาคูณกัน 

โดยค่าของบังก์บันใหม่ทึ ่ X ได้จากการนาค่าของบังก์บันที X แต่ละบังก์ชัน เหล่านั ๊นมา 

คูณกัน และสามารก เขียนอม่ในรุปลัญลักษณ์ได้ดังน

f  • g = j (x ,y)  / y = f(x)*g(x) และ x € D f HD^}

โดยที f  และ g เรนบังก์บันทีมี D และ D เมีนโด เมนของบังก์ชัน f  และ g ตามล*าดัฆf g
ต ัวอ ย ่ าง ท ี  1 กาหนดโห้  f  = [ ( 0 , 0) ,  ( 1 , 1 )  ,  ( 2 , 2 )  ,  ( 3 , 3 ) }

g = [ ( 1 , 0 ) ,  ( 2 , - 1 ) ,  ( 3 , - 2 ) ,  ( 4 , - 3 )  j

จ ง ห า  f . g  และเข ี ยน กราฟ

วิธทา Df  = Ir0 , l , 2 , 3 } ; Dg  =  {  1 , 2 , 3 , 4 }

. ■ . อ, =ะ 1 , 2 , 3)f * g l J
f . g ’ ( 1 , 0 ) ,  ( 2 , - 2 ) ,  ( 3 , - 6 ) }

j y
3

- 3  - 2 - 1 1 2 3 .
------ i-----» - i —I— b

•
- 3 -

- 6 . •

ต ัวอย ่ างที  2 กาหนคให ้ f ( x ) =  2x  ;  g ( x )  =  - |  X

จ ง ห า  f » g  ทร้อมทีงโด เมนและ เรนจ,ของ f * g  และ เข ียนกราฟ

ว ิ ร ทา Df  =  j x / x €  r | Dg =  j x  / x €  r }

. ■ . อ. r= | x / x €  r )f * g l  J

( f . g ) (x) = f  ( x ) * g ( x )

= ( 2 x )  X

= x ^  ; X €  R

ดังนน f » g = { ( x , y )  /  y  =  X 2 และ x €  r }
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ต ั วอย ่ า งท ึ ่  3 ก ' าฑนทใท ้  f  = •( ( - 3 , 3 ) ,  ( - 2 , 2 ) ,  ( - 1 , 1 ) ,  ( 0 , 0 ) ,  ( 1 , - 1 ) ,  

( 2 , - 2 ) ,  ( 3 , - 3 ) }

g  = j

จ ง ท า  f . g

[ ( 0 , 1 ) ,  ( 1 , 2 ) ,  ( 2 , 3 ) ,  ( 3 , 4 ) ,  ( 4 , 5 ) ,  ( 5 , 6 ) }

ว ร ท า
D f

= ( - 3 , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , 3 }

ซ
g

= { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }

D f n  Dg
= { 0 , 1 , 2 , 3 }

.  ’  . D f . g
= { 0 , 1 , 2 , 3 }

ต ั ง น น  f . g = { ( 0 , 0 . 1 ) ,  ( 1 , - 1 . 2 ) ,  ( 2 , - 2 . 3 ) ,  ( 3 , - 3 . 4 ) }  

= { ( 0 , 0 ) ,  ( 1 , - 2 ) ,  ( 2 , - 6 ) ,  ( 3 , - 1 2 ) }

ต ั วอย ่ างท ึ ่  4 ก า r u ทใท ้  f ( x ) = X  + 1

1
g ( x )

จ ง ท า  ( f » g ) ( x )

2
= X

ว ั ร ท า
D f

= { x l x G  r |

D
g

= { x l x G  R ]

V  Dg
= { x  I x Ç  r }

• D f . g
= { x l x e  r ]

จ า ก  ( f . g ) ( x ) = f ( x ) * g ( x )

=  ( x  +  1 )  X 2

\  2=  X +  X

(f*g) (x) = x̂ + X2
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บัตรกิจกรรม

เรึ ๋อง 5. พีชคณิตของพีงก์บัน

5.3 การคูณพีชคณิตของพีงก์บัน

จพประสงค์การ เรีฆฆร้

นัก เรียนสามารถ

1 . หาโค เมนและ เวนจ์ของพีงค์บันใต้อย่างถูกต้อง

2 . หาโค เมนร่วมระหว่างพีงก์บันไต้อย่างถูกต้อง

3. หาผลคูณของพีชคณิตของพีงก์บันไต้อย่างถูกต้อง

4. บอกโคเมน และเรนจ์ของผลคูณพีชคณิตของพีงค์บันไต้0ย่าง ทฺกต้ปิง

5. สรุปนิยามการคูณพีชคณิตของพีงกบันใต้อย่างถูกต้อง

กิจกรรม

ให้นัก เรียนพีจารณาการคูณพีชคณิตของพีงก์บัน และ เติมข้อความลงในตารางข้างล่าง

พีงค์บัน
โค เมนของ 

พีงค์บัน

เรนจ์ของ 

พีงค์บัน
โค เมนร่วม ความ«มบันธ์ระหว่างพีงก์บัน

f 1= {.(๐, 2) , ( 3 ,5 ^ 4 ,1 )^ (5 ,0 )}  

91={(0,1) , ( 1 , 2 ) , ( 3 , 4 ) , ( 4 , 5 ) }

{o , 3 , 4 , 5} 

{0 , 1 , 3, 4}

{2,5,1,0} 

{l ,2,4,5}

{0 , 3, 4} £1" 91={(0,2) , (3 ,20) ,  

(4,5)}

(โค เมน f  และ 9 เหมิอนกิน 

บัง เกดความบัมพีนธ์ของเรนจ์)

f  1={(1,3) , ( 2 , 1 ) , ( 3 , 2 ) , ( 4 , 0 ) }
1 J 1 \

92= {(1,2) , ( 2 , 3) , (3 , 4)}

{1 , 2, 3, 4} 

{1 , 2 , 3}

{3 , 1 , 2 , 0 } 

{2 , 3, 4 }

{1 , 2, 3} £2» 92 ={(1 , 6) , (2 , 3) ,  

(3,8)}

(โคเมน f  และ 9 เหมิอนกิน 

บัง เกดความบัมพีนธ์ฃองเรนจ์)

£3= {(1,3) , (2,4) , (3,5)} 

93= {(1,1) , (2,4) , (3,9)}

f า, =ช ช -------

f 4= / y=s}

9 4 ={(x,y) / y=3x }

{x / X e R} 

(x/xÇ r }

{y/y = 6 } 

{y/y -  y )

{x/xC r } f 4- g 4={(*/y> / y = 2x} 

(รง เกตทึ่ควาบบัมพันธ์ค่า y 

ของ £4 และ 94)
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พีงก์ปัน โค เมนของ 
พีงก์ปัน

เวนจ์ของ 
พีงก์ปัน ได เมนร่วม ความลัมพีนธ์วะหว่างพีงก์ปัน

f  = | ( x ,y )  /  y = x+l ] f  5* 9ร = -
g 5= | (x ,y )  /  y = X2}

ว ะ)

จากตาวางจะเหนว่า มีพีงก์ชัน 2 พีงก์ปันนา เอาพีงก์ปันมาคูณกันไต้พีงก์ปันใหม่โคยมี
I

ลักษณะตังน

1 ) ไตเมนของ f»g คิอ  ________________________ (ลัง เกตโคเมนร่วม)

2)  เวนจ์มอง f * g  คิอ ______________________

สรุป

Ï
นิมาม กาวคูณพีชคณิตของพีงก์ปัน หมายถึง กาวนา เอาพี'งก์ปันตงแต่สองพีงก์ปัน 

ขนไปมาคูณกัน โตยค่าของพีงก์ปัน.ใหม่ที่ X ไต้จากกาวนาค่าของพีงก์ปัน 

ท่ี X แต่ละพีงก์ปัน เหล่านนมาฐณกัน และสามารถเมียนอยู ่ไนรูปลัญลักษณ 

ไต้ตังน

f*g = {(x,y) / y = f(x)»g(x) และ X e  Df  กอค ู ]

โดยที่ f  และg เฟ้นพีงก์ปันท่ีมี D และ D เฟ้นไค เมนและพีงภ์ปันf g
f  และ g ตามลาตับ

«
ต ัว อ ย ่ าง ท่ี 1 ก า หนคให้ f  = { ( 0 , 0 ) ,  ( 1 , 1 ) ,  ( 2 , 2 ) ,  (3 , 3)I

g = { (1 ,0 )  , ( 2 , - 1 )  , ( 3 , - 2 )  , ( 4 , - 3 ) )
จงหา  f « g

วิ5 ทา

Df

จะไต ้  

• •

จาก  f

= { o , 1 , 2 , 3 } ; Dg = { 1 , 2 , 3 , 4 }

Df n  Dg  -  { น 2 ’ 3 }

Df . g -  f 1 ' 2 ' 3)
•  \ t O , 0 ) ,  J l j l )  , < 2 ^ , 2 )  ,  i p . 3 ) }

=  {(1,0)*, ( 2 , - 1 ) ,  ( 3 , - 2 f T ( 4 , - 3 ) }g



ดัวอย่างที่  2

วิ รทา

ดัวอผ่างที่  3

วิ รทา

f . g  = {(1,1.0) ,  ( 2 , 2 . ( - 1) ) ,  ( 3 , 3,(- 2 ) ) I 

= {(1,0) , (2,-2) , (3,-6) J

กาหนดให้  f(x) = 2x 

g (x) = —X

จงหา f » g พร้อมที ่ งได เมนแระ เวนจ์ของ f . g  นระเขียนกวาฬ

Df = {x/x€ R I ; D = {x/xe r | 

จะไห้  Df O = {x /x G r |

= j x l x €  r }. * . Df . g

( f * g) (x) = f  (x). g (x) (จากน้ยาม)

= 2x • X 1- X e R

= X xG R

2

กาหบคให้  f  = {(-3,3),  ( -2,2) ,  ( -1 , 1) ,  (0,0) ,  (1 , -1) ,  

(2, -2) ,  (3,-3)}

{(0,1), (1,2) ,  (2,3) ,  (3,4) ,  (4,5),  (5,g =
จงหา f . g

D „

Df °  Dg 

. ■ .Df . g

ดังน๊ัน f . g
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ต ัว อ ย ่า ง ท ี่ 4

ว ิร พ า

ก า ห น ห ใ ห ้ f ( x )  

g ( x )

จ ง ห า  ( f • g ) ( x )  

D _

= X
X  +  1

2

Df^  Dg 
Df . g

จ า ก  ( f . g )  ( x ) =  f ( x ) . g ( x )

ตั งนั ๊ น ( f • g )  ( x )



บัพรแมบฝิกพั’คพรีอมพรงาน

เร ื่อ ง  ธ .  พ ีชคณิตของดังก์ส ัน

5 . 3  การค ูณพ ีชคณ ิตของดังก ์ส ัน

แฆฆฝิกหัค

1 .  กาแน ค ให ้ f  = { ( 2 , 4 ) ,  ( 3 , 6 ) ,  ( 4 , 8 ) ,  ( 6 , 3 ) I นละ

g = { ( 3 , 3 ) ,  ( 4 , 2 ) ,  ( 5 , 1 ) ,  (6 ,2)}
จ งพ า f « g

2 . จงห า ( f « g )  (x )  พร้อมท ั๊งฆอกโค เมนของดังก์ส ัน»!เ{รนผลลั»เท เม ึ่อกาพนด

f  (X) และ g(x) ดังค่อไปน
(1) f  (X) = X -  1 , g (x) = 3x + 1
(2) f  (x) = 2X , g(x) = 4
(3) f  (x) = 1

X g(x) = 4
(4) f  (x) = g(x) = X + 1
(5) f  (x) = x- ร ่ . g(x) = X -  1)

(6) f (x )  = • i  lîîax /  0 

- 1 IJJHX = 0 ' 9 (x |  -  X -  1



เฉลยแบบโ]กทัด

1 . f» g = {(3 ,18) ,  ( 4 ,1 6 ) ,  (6 ,6) j
2 . (1) (f.g)(x) 3x2- 5x - 2 Df.g = R

(2) (f*g)(x) = 4x2 Df'g = R
(3) (f*g) (x) 4

X Df.g = |x|x ï
(4) (f* g) (x) -  . + 1 

X -  1 Df-g = {xlx t
(5) (f-g)(x )* = X -  1 Df *g ={xlx ^

2

X ( X -  1)(6) (f-g) (x) = J
, -  2 เบ๋ีอ X = 0 Df«g ={xlx ^
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เร ึ ๋อง 5 .  พช «fil ตขอบฟ้งก์สน

5 . 3  การคูณหีชค{จตของฝังก์สน

กาฝ ั ง จ ง ท า เค ร ึ ๋ อ ง ห ม า ย ก า ก บ า ท  ( X ) สงใน วง เล ็บต รงสม ข ้อ  ก หริอ ข หริอ ค หริอ ง 

ในกระคา«คาตอบซ ึ ่ งท ่าน  เห็นว่าคูกห้องที ๋สุด เหยงข ้อ เค ี ย ว

1 .  ให้  f  = { ( 1 , 2 ) , ( 3 , 4 )  , ( 5 , 6 ) }  นละ 

g  = { ( 1 , 3 ) ,  ( 3 , 5 ) , ( 5 , 0 ) , ( 7 , 9 ) }  

ก ำข อ ง  f » g  คีอข้อใด

ก .  { ( 1 , 5 )  , ( 3 , 9 ) ,  ( 5 , 6 ) }

ข .  { ( 1 , - 1 )  , ( 3 , - 1 )  , ( 5 , 6 ) }

ค .  { ( 1 , 6 ) , ( 9 , 2 0 ) , ( 2 5 , 0 ) }

ง .  { ( 1 , 6 ) , ( 3 , 2 0 ) ,  ( 5 , 0 ) }

2 .  ให้  f  = { ( d , 3 ) ,  ( a , 0 )  , ( c ,  2) , ( b ,  1)} 

h  = { ( a ,  3)  , (๖ ,  2 )}

กำขอ ง  f « h  คีอข้อใด 

ก .  { ( a , 3 ) , ( ๖ , 3 ) }

ข .  { ( a , 0 )  , ( ๖ , 2 ) }

ก .  { ( c ,  2 ) ,  ( d ,  3 ) }

ง .  { ( a  , 0 ) , ( ๖ , 2 ) 1 {c ,  2) , ( d ,  3 ) }

3 .  ให้  f  = { (x ,y )  /  y = X + l |  นละ 

g = {(x,y)  /  y = 2x}
กำข อง  f * g  คีอข้อใด

ก .  { ( x , y )  /  y  = 2 x 2+ 2 x |

ข .  { ( x , y )  /  y  = 3 x  + l ]

ก .  | ( x , y )  /  y  = 2 x 2+ 1}

ง .  { ( x , y )  /  y  = - X  + 1}

4 .  ให้  f  = {(x,y)  /  y = X -  1,
- 1  ^  X <  5 } และ

g = {(x,y)  /  y = X + 1,
.0 <  X <  6 }
ข้อใดฐกค้องทึ ่สุด

ก .  f . g  = { ( x , y )  /  y = X2-  1 ,

-1  ^  X <  6 เ
ข -  f  . g  = { ( x , y )  /  y  = X2-  1 ,  

0 ^  X <  5 }

ก. f . g  = {(x ,y)  /  y = X2-  1 ,  
- 1  X <  5 }

ง .  f . g  ={ (x ,y )  /  y = x 2+ 1,
0 <  X <  6 เ

5 .  ให้  f  = { ( 1 , 2 )  ,  ( 2 , 3 )  , ( 3 , 4 ) }

ก ำข อ ง  f . f  ^ fiaข ้อใด

ก .  { ( 2 , 4 ) , ( 3 , 6 ) }

ข .  { ( 1 , 3 ) , ( 2 , 4 ) }

ก .  { ( 2 , 3 ) ,  ( 3 , 8 ) }

ง .  { ( 1 , 2 )  , ( 2 , 3 )  , ( 3 , 4 ) }
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ใ ห ้  f ( x )  =  X 2  แ ล ะ  g  ( x )  =  X  +  1  

ค ่ า ข อ ง  f •  ( g . g  3 )  ค ี อ ข ้ อ ใ ด

ก .  X  +  1  

ข .  X 2 -  1

ค .  x 3+ X2

4 _  2ง .  X  -  X

ให้  f  =  { ( x , l )  ,  ( y ,  2 ) ,  ( z , 3 ) |  นละ 

g  = { ( x , 2 )  , ( 2 , 1 )}

โ ค เ บ น ข อ ง  f . g  ก ี อ ข ้ อ ใ ด

ก .  { x , z j  

ข .  { x , y , z }

ค .  { 1 , 2 }

ง.  {1,2,3}

8  .  ใ ห ้  f  ( x )  =  4 x  +  3 แ ล ะ

g ( x )  =  3  -  2 x  

โ ค เ บ น ข อ ง  f . g  ค ิ อ ข ้ อ ใ ด

ก . X  yi 0

ข .
{ * '

x e  I  }

ค . { * / X  e  R }

ง . { *  / X  0

ร." _ J — เ๘°9 .  ไห h(x) = I X -  1 
I X เม๋ึอ

g ( x )  =  X 2 -  1  

ค ่า ข อ ง  g * h  ค ิอ ข ้อ ใ ด

"• g ' h ■ {* ♦  1
h  -  /  * 3 -  1  ข .  g . h

f x 2 -  1
ค .  g . h  ะ= \  '

l x

. f x  +  1  
ง .  g . h  =  {

[ x  -  X

1 0 .  ข ้ อ ใ ด 5 ก ห ้ อ ง

ก .  f • g  = { ( x , y )  /  

และ X ÊD ^I 
ข .  f  . g  =  | ( x , y )  /  

และ X  e  D \
g j

ค .  f  . g  =  | ( x , y ) /  

แ ล ะ  X  £  D f  n  D c 

ง .  f . g  = { ( x , y )  /

แ ล ะ  X  c  D _ u  D  }f  g  f

X  >  1
แ ล ะ

X  1

เม ื่อ  X >  1  
เม ึ่อ  X ^  1

เม ื่อ  X >  1 
เม ื่อ  X ^  1

เม ื่อ  X >  1  
เม ื่อ  X ^  1

เม ื่อ  X >  1 
เม ื่อ  X ^  1

y  =  f  ( x ) .  g  ( x )

y  =  f  ( x )  « g  ( x )

y  =  f ( x ) . g ( x )  

1}

y  =  f  ( x )  * g ( x )
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IQÎJO ข ้ อ ท ค ฝ ิ อ บ

1 . ค

2.  ข
3  .  ก

4. ข

5 .  «

6 . >5
7  .  ก

8 . ค

9 . ง

10 . ค
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%คการเรียนการฝีอนท่ี 18 
เร่ือง

กาวหารทีซกผิดของฟ้'ง ก์ขิโน

ฝัตวคาฝัง

โพ'ฝัก เรียนปฎัฝัติตามขนตอนฝังน  

1 . ทาฝัตวfiจกรวม

2 . ศีกษาจากฝัดว เฆ้ึอหาอีกค'เงหน่ึงถ้าไม่ เข้าใจ หฝังจากท่ืทาฝัดว?ไจกรรมนลว

3. ทาฝัตวนบบฝิกหัต หริอฝัดวงานทร้อมข้งตรวจผลงานท่ีฝัตร เฉลย

4. ทาฝัดวทคสอบหริอฝัดรปัญหาหร้อม̂ งตรวจผลงานท่ีปัตรเฉลย
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เร ึ๋อ ง

น ิย าม

ป ัดร เน อ ด า

ธ .  พ ีชคณ ิตของ พ ีงก ์ช ัน

ธ . 4  ก าร ด าร พ ีช ค ณ ิต ข อ ง พ ีง ก ์ช ัน

ก าร ด าร พ ีช ค ณ ิต ข อ ง พ ีง ก ์ช ัน  ห ม า ย ถ ึง  ก าร น าพ ีง ก ์ช ัน ค ่ง แ ค ่ส อ ง พ ีง ก ์ช ัน ข ึ้น ไ ป ม าห าร ก ัน  

โ ต ย ท ี่ค ่าข อ งพ ีงก ์ช ัน ให ม ่ท ี่ X ไ ด ้จ า ก ก า ร น า  เอ าค ่าพ ีง ก ์ช ัน ท ี๋ X เห ล ่าน น ม าห าร ก ัน  

แค ่พ ีงก ์ช ัน ท ี่น า ม า หารค ่าจะ:ต ้อ ง ไ ม ่ เป ็น ฐ น ย ์ แ ล ะ ส า ม า ร ถ  เข ีย น อ ย ู่ใน -2ป ก ัญ ก ัก »ผ ์ไ ด ้ 

ต ัง ข ึ้

g  = {(x,y)  /  y  =  แล ะ  x € D f ท Do และ g (x) ji 0 }

โ ต ย ท ี่ f  แล ะ  g เป ็น พ ีงก ์ช ัน ท ี่ม ี แ ล ะ D_ เป ็น โค  เม น ข อ งพ ีงก ์ช ัน  f  แล ะ gf g
ตามล*าค ัม

ต ัว อ ย ่า ง ท ี่ 1 ก าห น ค ให ้ f  =  I ( 1 , 5 ) ,  ( 2 , 1 0 ) ,  ( 3 , 1 5 ) ,  ( 4 , 2 0 ) ,  ( 5 , 2 5 ) }

g  = { ( 1 , 1 ) ,  ( 3 , 3 ) ,  ( 5 , 5 ) ,  ( 7 , 7 ) }

จ ง ห า  - -  และ เข ีย น ก ร า ฟg
ว ิธ ีท า  D =  เ 1 , 2 , 3 , 4 , 5  } '• D,  = I 1 - 3' 5 - 7}

. D { 1 , 3 , 5 }

ตั งนน I  = { ( 1 , 5 ) ,  ( 3 , 5 ) ,  ( 5 , 5 ) }
■ y

* • •

1 2 3 A .5

ตั วอย ่ างที ่  2

วิ ธี ทา

ก าด น ค ใ ห ้ f ( x )  =  X 2 -  1 , g ( x )  = x  + 1

จ ง ห า  — ท ร ้อ ม ท ั๊ง โ ด  เม น แ ล ะ เร ฆ จ ์ แ ล ะ เข ีย น ก ร า ฟg
Df  =  | x / x € r } ; =  { x / x € r }

D = J x l x ç  R , X ^ - l }
g
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พัวอย่างท่ี 3

ว ิร พ า

พ ัว อ ย ่า ง ท ี่ 4

( | )  (x ) f  (x) 
g (x)

X 2 -  1 ( x  + 1) ( x  -  1) 
X + 1 ( x  + 1)

= X -  1 ; X /  - 1

พังนน = { น , y) /  y = X  -  1 ,  X  ?  - 1 }

ก า พนดให้ f  = { ( - 3 , 3 ) ,  ( - 2 , 2 ) ,  ( - 1 , 1 ) ,  ( 0 , 0 ) ,  ( 1 , - 1 ) ,

( 2 , - 2 ) ,  ( 3 , - 3 ) }

g = { ( 0 , 1 ) ,  ( 1 , 2 ) ,  ( 2 , 3 ) ,  ( 3 , 4 ) ,  ( 4 , 5 ) ,  ( 5 , 6 ) }

จงหา  — นอะ %g f

Df = { - 3 , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , 3}

Dg = {0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }

Df n D g = { 0 , 1 , 2 , 3}

1) Df = {0 , 1 , 2 , 3)
g

f
• * g = { ( 0 , y ) ,  ( 1 , " - | ) ,  ( 2 ,  - j ) ,  ( 3 , ‘ | ) }

2) °£  
f

= {0 , 1 , 2 , 3 } -  { o }  1« ว า ะ ว ่ า  f  ( 0) = 0

= {1 , 2, 3 }
- 2. ’ • • f = { ( l , _ y )  , ( 2 ,  _ | ) , ( 3 ,  _ | )  }

กาหนคให้ f ( x ) = X + 1
g ( x )  = X 2 

จ ง พ า  (—) (x )g
D = {x/ x  € R}
Da = {x/xG r )

D f ท  D =  { x / x e  r )

. ' . Df = { x / x € R } - | x / g ( x )  = o )
g

ว ิธ ีท า
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จาก (^) (x) f  ( x )  
g  (x)

คั งนั ๊ น ( 4 )  ( x )g

X +  1
~2X

X +  1
“ 2X
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เรึ ๋อง 5. พีชคณิตของบังค์บัม

ธ . 4 การหารพีชคณิตของบังก์บัน

จดประสงค์การเร ียนรู้

นักเรียนสามารถ

1 ) หาโดเมนนละเรนจ์ของบังค์บันได้อย่างถูกต้อง

2) หาโดเมนร่วมระหว่างบังค์บันได้อย่างถูกต้อง

3) หาผลหารของพีชคณิตของฟ้งค์บันได้0ย่างถูกต้0ง

4) มอกโต เมนนละ เรนจ์ของผลหารของพีชคณิตของบังก์บันได้0ย่างถูกต้0ง 

ธ) สรุปนิยามการหารพีชคณิตของบังก์บันได้0ย่าง ถูกท้อง

กิจกรรม

ให้นัก เรียนพีจารfinการหารพีชคณิตของบังก์บันและ เติมข้อความลงในคารางข้างล่าง

บังก์บัน
โคเมนของ 

บังก์บัน

เรนจ์ฃอง 

บังค์บัน
โดเมน หาานบับบันข้ร:;หว่างบ ัง ค ์บัน 

ร่วม

f = { ( l , 2 )  ,(2,3) ,(3,4) ,(4,5)}
5 -  ..โ ' ] ' _ ' โ ' J... _____

{1,2,3,4} { 2 ,3 ,4 ,5} { M , 3 }
f l  ={(1,2) ,(2,|) ,

51  < 4 > }92={(1,1) ,(2,2) ,(3,3)} {1,2,3} {1,2,3}

£2= {(1,3) ,(2,1) ,(3,2) , (4,0)} {1,2,3,4} {3,1,2,0} {1 , 2 , 3 } f 2 = ( น ,| )  , ( 2 ,h  ,

92={(1,2) ,(2,3) ,(3,0)} {1,2,3} {2,3,0}

4 }
= {(1,|), <2±)|

£3={ น , 3) ,(2,4) ,(3,5)}

93={ น , 1) ,(2,4) ,(3,0)}
g3

£4= { น , y) / y = 2x2+2x} {x/x a r } (y/y=2x2+2x\ |x /x €R} £ A r, X , 2x2+2x\
_1 - { น , y)/ y= ^ — }
g4 “■

= { น , y)/y = 2x|ร 4= { น , y) / y = x+i} (x/x€ r } [y/y=x+l}

£5= [(x,y) / y= x3+x2+x}

—

f 5 =

g5

vû
 

;
ùr

II F : Il 
1

X 
1 1 ]
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จากตารางจะ เห็นว่า มีฟังก์ฟัน 2 ฟังก์ฟันนา เอาฟังก์ฟันมาหาวกันได้ฟังด้ฟันใหม่ 

โดยมีลักษณะตังน

1) โด1มน คีอ  _____________________________ (ลัง เกตโต1บนร่วม)

2) เวนจ์มอง คีอ ____________________________

ข้อลัง เกตุ f 2
ในกรณี เวนจ์เป็นจานวนที ่หาไม่ได้ เม่น ---

“ g 2

เพราะ 2. ไม่มีความหมาย0

ท่ึ (ร, ^) จะตัคคู่อันดับนที่ง

ส jๆj นิยาม การหาร«ชคณีตของฟังก์ฟัน หมายถง การนาฟังก์ธนตงนต,สองฟังก์ฟันขนไป 

มาหาวกันโตยที่ค่าของฟังก์ฟันใหม่ที่ X  ได้จากการนา เอาค่าฟังก์ฟันที่ X  

เหล่านนมาหารกัน แต่ฟังก์ฟันที ่นามาหาวค่าจะต้องไม่เป็นฐนย่ และสามารถ 

เมียนอยู ่ใน'2ปลัถฺเลักษณ์ได้ ตังน

g  = {(x,y) / y = และ X e Df ท Dg และg(x) /  0 }

โคยที่ f และ g เป็นฟังก์ฟันท่ีมี D,. และ D เป็นโค เมนของฟังก์ฟัน ff g
และ g ตามลาตับ

ตัวอย่างที ่ 1 กาหนตใด้ f  = ((1,5 ) ,  (2,10),  (3, 15),  (4, 20) ,  (5,25)}

g = {(1,1) , (3,3) , (5,5) 1 (7,7) }

จงหา 4  และเมียนกวาฟg
วรีทา

Df  = { l , 2 , 3, 4 , 5 } ; Dg = {1 , 3, 5 , 7 }

D f H D g  = { 1 , 3 , 5 }

D f  =  { 1 , 3 , 5 }

g

จาก f = {(1,5),  (2,10),  ( 3^5) ,  ( 4 , 2 0 h ( 5 ^ 5 ) )  

g = {(1, 1) ,  ( 3 , 3 f T 7 5 , 5 ) V T v 7 T P

ตังนน เ- = { ( l ,| o ,  (3,-i|), (5,-^เ)}

= {(1, 5) ,  (3,5),  (5,5))
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พัวa ย ่างพ  2

วิ evn

g(x)  = X + 1
จง»ท —  พร้อมท๊ังโด เมนนละเรนจ์ และ เขียนกราฟg

(x/x € r } ; D = {x/xC r}

Dfg
= { X /x € R 1

(f) น) f(x) ; g(x)  ̂ 0 (นิยาม) g (x)

X2- 1 ; X  ̂ -1 X + 1
(x - 1) (x + 1) , X  ̂ -1X + 1

= X - 1 , X  ̂ -1
พังน๊ัน —g = {(x,y) /  y = x-1, X /  - l jy

1

-■  - 3

X
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พัวอย่างที 3 กาหน«ให้ f  = [ ( - 3 , 3) ,  ( - 2, 2) ,  ( - 1 , 1) ,  (0, 0) ,  (]
( 2, - 2) ,  (3,-3)}

g = {(0,1),  (1, 2) ,  (2,3),  (3,4),  (4,5)

จงหา 4  และg f
ว ิ ร ฑ า  D f  =  ________________________________________

ร ุ,  ■  —

. f
g = ----------------------------------------

2.
f
g

' f

พัวอย่างที 4 กาหน«ให้ f(x)

g  ( x )

จงหา (H (x)g
วิรท'า

X  +  1
2

Df n Dg

. D

จาก (f-) (x)g
f (x) 
g  (x)

พังน๊ัน (̂ -) (x)

, - l ) ,

, (5,6)}
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บัด-5แบบฝิทห้เตหริรบครุงาน

เร ียง 5 .  พีชคณิตของพีงก์บัน

5 . 4  การหารพีชคณิตของฝังก์บัน

แบบฝึกหัต

1 . จง»ท (^-) (x )  พร้อมทงบอกโด เมฆของพ ีงก ์บ ัน»นรนพลลัหช์ เม ึ่อกาหนค f ( x )

และ g ( x ) ดังต่อไปน

(1) f  (X) -  X - ว
^ เ g (x) = 3x + 1

(2) f ( x )
2

= X t g (x) = 4

(3) f  (x) II

1 
X

 
เ
^

r g (x) = 4

(4) f  (x)
-  £

t g (x)

T—
1 

+
 

XII

(5) f  (x)
-  À r g  (x) = (x  -  1 ) 2

f i เมึ ่อ Xï  0

(6) f  (x) = 1 * t g  (x)
2

V -  ไ

1 1 เบี ่อ x= 0
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laatniuuฝิกทัค 

1 . ( 1 ) < f >  < * >
X  -  2
3 x  +  1

( 2 ) < f >  < * >

2
X
4

( 3 ) ( | )  ( x )
1

4 x

( 4 ) ( | )  ( x ) ( x  +  1 )  ( x

f 1

( 5 ) ( | )  ( X ) ( X  -  1 )  3

( 6 )
X  -  1  J

=  - 2 x  เ “ อ

~  เ บ ึ ๋ อ

f  -  ( * , x  *

= { x l x  ^

4  = R
Df  = { x / x  ft o}

โ"!) Df = {x/x  ̂ -  1

g

Df  = {x l x  f i 1 }
g

x ^  l u a  ะ x ^ o
X =  0

lo| 
M
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เร่ือง ธ. พีชคทดของฟ้งก์ปัน
ธ.4 การหารพชคทตของฝังก์ปัน

คาฝัง จงทาเคร่ืองหมายกากบาท ( X ) ลงในวงเล็บครงปับข้อ ก หร็อ ข หรอ ค หรอ ง
ในกระคา»คาตอบชีงท่าน เห์นว่าฎกต้องท่ีสุค เหยงข้อ เดียว

1. ให้ f  = { (1 ,3 ) ,(2 ,5 ) ,(3 ,7 ) ,(4 ,9 )}  และ 4. ให้ f  ={(x,y) /  y = x2+ x} และ
g ={(2,6) , (3,8) , (4,10)} g ={(x,y) /  y = x}

ค่าของ — คิอข้อใดg ค่าของ — ดีอข้อใด
ก. • ร ) . (’ • ^ ) ) ก. X2- 1
ข. ข. x2+ X

1ค. X - 1
{Ca.f3.C3.j3. (ร .^ ) } 1\3 . X + 1

2. ให้ f = {(a, 3),(๖ ,2)} และ 5. ให้ f(x) = X3 , g(x) = 4
g ={(a,0), ( c , l ) ,  (๖, 2), (d,3)} คาของ (•̂ ) (x) คิอข้อใด

ค่าของ — คีอข้อใด
'ฮ

วy ก. 4x3
ก. {(b,l)} 3ธ . X
V . { (a ,0 ), (b,l)} ค. 5 .  4
ค. {(b,l) , (c, 1) , ( d, 3)} ง . X3- 4
ง . {(a ,0) , (c ,l)  , (b, 2) , (d, 3)} 6. ให้ 2f (x) = X + 3x + 2 และ

3 . ให้ f (x) = X2- 1 และ g(x) = X + 2
g ( x) = X + 1 -Fทาของ (—) (2) คีอข้อใด

ค่าของ (—) (x) ดีอข้อใด y
g ก . 12ก. X ข . 2

ข . X + 1 ค . 3
ค . X - 1 ง . 4
ง . X2- 1
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7.  ให้ f  ={ ( 1 , 1 )  , (2 ,2)  , ( 3 , 3 )  , (4,4) , ( 5 , 5 ) } แ ละ

g ={ ( 2 , 5 )  , ( 3 , 0 ) ,  (4,11) , (6,17)  , ( 7, 20)}
โค1มนของ — คิอข้อใด

g

ก . {2 .4  }
ท. {2 ,3 ,4}

ค. เ1 , 2 , 3 , 4 , ร}
ง .  { 2 , 3 , 4 . 6 , 7 }

8.  ให ้ f ( x )  = 4x และ g(x)  = i 2 5 - x  โดเฆนของ — รอข้อใดg
ก. {x /  X fi 0}
ข.  { x / x G r }
ค. jx  /  -5  <  X <  5เ  
ง.  | x  /  - 5  ^  X $  ร}

ร .  ให้ f  (x) = I * 2 + 1 X < 0 » g (x) = x + 1 โคเมนของ -

ก. { X /  X  ̂ 0 }
ข.  { x / x ^ - l }
ค. { X /  X ^  0 }
ง.  {x  /  X ç  R }

10.  ข้อใดฎกต้อง
ก. ={(x ,y )  /  y = และ x 6 D f  และ g (x) fi 0 }
ข * g  = { ( X ' y >  /  y  = และ  x G  Dg  และ  f  ( x )  ¥■ 0 }

ค. ={(x ,y )  /  y =  ̂|*| และ x € D f ก และ g (x) fi o j

ง .  ~ = {(x,y) /  y = f -^ !  และ X e  D_บ D และ g(x) fi o}g 1 g(x)  f  g J

ค็อข้อใด
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1 ฉลยขอทดศอฆ

1 . ง

2  . ก

3 • ค

4 . 'ง

5 . ข

6  . ค

7. ข

8  . ค

9 . ข

1 0 . ค



แ บ บ ท ด ส อ บ ว ั ค ผ ล ส ั ม ฤ ท ก ี ้ ก า ร  เ ร ิ ' ย น ว ิ 7 ท ค ณ ิ ต ศ า ส ท ร ์  

เ ร ื ่ อ ง  " ฟ ั ง ถ ้ บ ั น "

4 3 3

ค า ส ั แ จ ง

1  .  แ บ บ ท ด ส อ บ ฉ บ ั บ น ม ี จ ุ ด บ ุ ่ ง ห ม า ย เ พ ื ่ อ ต ้ อ ง ก า ร ว ั ด ผ ล ส ั ม ฤ ท ธ ใ น ก า ร เ ร ี ย น ค { น ิ ด ศ า ส ต ร ์  

เ ร ื ่ อ ง  " ฟ ั ง ถ ้ บ ั น ,’

2 .  แ บ บ ท ด ส อ บ ฉ บ ั บ น ม จ า น ว น  4 0  ข ้ อ  ก ร ุ ถ ท ต อ บ ใ ต ้ ค ร บ ท ุ ก ข ้ อ

3 .  ว ิ ร ต อ บ แ บ บ ท ด ส อ บ ฉ บ ั บ ส ั  ใ ต ้ น ั ก เ ร ี ย น ท า เ ค ร ื ่ อ ง ห ม า ย  X  ใ ต ้ ต ร ง ก ั บ อ ั ก ษ ร  

ก ข ค  ห ร ี อ  ง  พ ื ่ ง ต ร ง ก ั บ ต ั ว เ ส ิ อ ก ท ี ่ น ั ก เ ร ี ย น เ ส ิ อ ก ต อ บ ใ น ก ร ะ ด า ษ ค า ต อ บ

ต ั ว อ ย ่ า ง

( o )  ถ ้ า  X  +  1  =  2  แ ล ้ ว  X  ร ค ่ า ต ร ง ก ั บ ข ้ อ ใ ด

ก  • 0

ข  .  1

ค  .  2

ง  .  3

ก ร ะ ด า ษ ค า ต อ บ

ก ข ค งX
เ ม ึ ๋ อ น ั ก เ ร ี ย น ค ิ ด ว ่ า ข ้ อ  ก

ก ข ค งX . I

ถ ู  ก

เ ม ี อ น ั ก เ ร ี ย น ต ้ อ ง ก า ร จ ะ เ ป ล ี ่ ย น ค า ต อ ม จ า ก  ก  เ ฟ ้ น  ข



แ บ บ แ ด ส อ น ว ั ด ผ ล ส ั ม ฤ ท ร ึ ๋ ก า ร เ ร ี ย น ว ิ ช า ค ณ ิ ต ศ า ส ต ร ์  

เ ร ื ่ อ ง  " ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น "
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จ ุ ด ป ร ะ ฝ ี ง ค ์ พ ี ่  1 น ั ก เ ร ี ย น ส า ม า ร ถ บ อ ก ก า ร เ ป ็ น  

ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น ไ ด ้ อ ย ่ า ง ถ ู ก ต ้ อ ง  เ ม ี ่ อ ก า ห น ค ค ว า ม ส ั ม ฟ ั น ธ ์ ใ ห ้

1  .  แ ผ น ภ า พ ใ น ข ้ อ ใ ด ไ ม ่ เ ป ็ น ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น

ข .  I 3  เ5 )  ง .
\ 4  7  V J

ร.  ค ว า ม ส ั ม พ ั น ธ ์ ใ น ข ้ อ ใ ด เ ป ็ น ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น

ก .  { ( 1 , 1 ) ,  ( 2 , 1 ) ,  ( 3 , 1 ) ,  ( 4 , 5 ) ,  ( 1 , 2 ) }  

ข .  { ( 1 , 1 ) ,  ( 2 , 2 ) ,  ( 0 , 4 ) ,  ( 3 , 1 ) , ( 1 , 1 ) }  

ค .  { ( 0 , 1 ) ,  ( 0 , 4 ) ,  ( 1 , 1 ) ,  ( 1 , 2 ) ,  ( 2 , 3 ) }  

ง .  { ( 1 , 2 ) ,  ( 1 , 3 ) ,  ( 1 , 4 ) }

3 .  ใ ห ้  A  = { 1 , 2 , 3 }  ;  B  = { 0 , 1 , 2 , .  . . , 1 0 }

แ ล ้ ว ค ว า ม ส ั ม พ ั น ธ ์ ข ้ อ ใ ด ไ ม ่ เ  ป ็ น ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น

ก .  { ( X , y ) G  A * B  /  y  =  X 2 }

ข  . { ( x , y ) G  A * B  /  y  =  2 X }

ค .  | ( x , y  ) G  A k B  /  y  =  X  }

ง .  { ( x ,  y  ) G  A x B  /  X  =  2  }

4 .  ใ ห ้  A  เ ป ็ น เ ซ ต ข อ ง ค ร ู ใ น โ ร ง เ ร ี ท น แ ท ่ ง ด น ึ ่ ง  

f  ใ น ข ้ อ ใ ด ไ ม ่ เ ป ็ น ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น  

ก .  f  เ ป ็ น เ ซ ต ข อ ง ค ู ่ อ ั น ด ั บ  ( x , y )  โ ค ย ท ึ ่  

X . G A  แ ล ะ  y  เ ป ็ น อ า ย ุ น ั จ จ ุ บ ั น ข อ ง  X  

ข .  f  เ ป ็ น เ ซ ต ข อ ง ค ู ่ อ ั น ด ั บ  ( x , y )  โ ด ย พ ี ่

x e A  แ ล ะ  y  เ ป ็ น น ่ า ห น ั ก น ั จ จ ุ น ั น ข อ ง  X  

ค .  f  เ ป ็ น เ ซ ต ข อ ง ค ู ่ อ ั น ด ั บ  ( x , y )  โ ด ย พ ี ่  

X  G  A  แ ล ะ  y  เ ป ็ น  เ พ ศ ข อ ง  X  

ง .  f  เ ป ็ น เ ซ ต ข อ ง ค ู ่ อ ั น ด ั บ  ( x , y )  โ ค ย พ ี ่  

X 6  A  แ ล ะ  y  เ ป ็ น  เ พ ี ่ อ น ข อ ง  X

5 .  ค ว า ม ส ั ม พ ั น ธ ์ ข ้ อ ใ ด ไ ม ่ เ ป ็ น ฟ ั ง ก ์ ฟ ั น

ก .  { ( x , y )  <= P .X R  /  y  =  1 - x }

ข .  { ( x , y ) e  R x R  /  y  =  1 }

ค .  { ( x , y ) e  R X R  /  X  =  I y  I j

ง  .  { ( x , y ) G  R * R  /  y  =  ะ : 2 }
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4 36

1 2 . จุดในข้อใดไม่อยู่บนกราฟของ g (x) = |2x-l|
(3 .5)
( - 2 .5 )
(๐.--')
( -5 .11 )

ก . 
ข . 
ค .
ง .

จ ุพประฝ ีงต ้ท ี่ 4 น ัก เรียนสามารถหาค่าของ 
นังก์นันท่ึ X ได้อย่างถูกต้อง เมึ๋อกาหนคค่า X ใต้

1 3  .

ก. f  (1) = g (a) 
ข. f (3) = g(d)  
ค. f (2) = g (c) 
ง .  f  (3 ) =  g ( a  )

น , , , . . ? . - * -  ’'a1"

ถูกตอง
ก. g (-1) = 1

,1. _ 1g ( 2) = 2ข .

ค -  g  ( j ) + g ( - D  =  -  i 
ง .  g ( 3 )  +  g ( 1 )  =  2

15. ใต้  f ( x )  = 5x + b ถ้ากราฟผ่านจุด 
( -1 ,1 )  ค่า b ตรงทับข้อใด

ก . 4
ข .
ค . 6

16 ข ้อ ใ ค เ ^ น น ัง ถ ้น ัน แ ส ค ง ค ว า ม ส ื 'ม พ ัน ธ ์ ' ร ะ ห ว ่า ง  

พ น ท ี ่ข อ ง ส า ม เ ห ล ี ่ย ม  (A) ท ับ ค ว า ม ย า ว ข อ ง  

ฐ า น  ( a )  ถ ้า ส ่ว น ส ูง ข อ ง ส า ม เ ห ล ี ่ย ม เ ท ่า ก ับ  

ห น ี ่ง ใ บ ส า ม ข อ ง  ฐ า นA A A A

ก . 

ข . 

ค .

h
1 2 
3 a

ง  . 1 2
6 a

จุดประฝีงด้ท่ี 5 แต้สมการและอสมการกาลังสอง 
1 ต้อย่างถูกต้อง

1 7 .  เ ซ ต ค า ต อ บ ข อ ง  X +
ข ้อ ใ ด

/x ;> 3 ห ร ีอ

>  4 ตรงกับ

-4 iก. { x / _  n ร บ /•- — -X '
ข. | x / x  ■ > 3 แ ล ะ  X <ะ-4 เ  
ค . | x /  -  4 <  X  <  3 }
ง . [>:/ X  ■ > 3 1



• : 3 7

จดประสงค์ท่ี 6 แถ้นัถ'หาเกี่ยวกับค่าค้าสดหรือ 
ค่าสูงสุดไค้อย่างถูกต้อง

18. ข้อใดดือจุดวกกลับของกราฟ
f (x) = 3x"+x+5

( I'6 12ก .

<- b  § >ข .

#  -  6>ค .
(—  - )12 ' 6\3 •

19. ให้
2

f (x )  = l+2x +3x ข้อใดถูกห้อง
ก . • -  1คาตาสุดคอ - —
ข . ค่าสูงสุดดือ - ^
ค. ค่าค้าสุดดือ -
ง . ค่าสูงสุดดือ -

20. นักจิตวิทยาพบวาดวามสามารถของนักเรียน
(C) ที่จะเ ร ี ย น สิงใหม่  ๆ ข้ึนอยุ่กับอายุ t
(ปี) 9, ,  3 2 ของห้เ ร ี ย น โดยท่ี c  = 24+60t- — t

จ.พ»)ระสงค์ท 7 นักเรียนสามารถหานังก์ฟ้'น 

คอมโพสิท ไค้อย่างถูกต้อง เม่ึอ กาหน ด'ลังก์ฟ้นัให้

อายุท่ีมีดวามสามารถในการเรียนรู้สูงสุด

21 &รวการกนร๊ัว เฝ็นรูปส์เหล่ียมผินห้าไดย นิ)ต' 

ค้านยาวด้านหน่ึงลงคลอง ถ้ารวท่ีงสามด้าน 

ยาว 40 นเตร จะค้องก่ีนราให้กว้างยาว 

ตรงกับข้อใด จิงจะทาให้ไค้พ้ืนท่ีมากท่ีสุด

ก. กวาง ธ เมตร ยาว 30 เ บตร

ข. กว้าง 1 0 เมตร ยาว 1 0 เมตร

ค . กว้าง 1 0 เมต'. ยาว 2 0 เมตร

ง . กว้าง 1 5 เมตร ยาว 1 0 เมตร

22 . ให้ f = | ( a , ง) , (fc',1 ) , (c ,  1) , (d, 2) , 
(e, 2)} และ

g = {(0,c ) , ( l ,b )  , ( 2 , a)}
ค่า gof ตรงกับข้อใด

ก . {(a,. c) , (b,L) , (c,,b)}

ข . {(a,,c) , (b,b) , (c,.b) , (d, a) / (e,a

ค . ((0,. 1) , (1,1) , (2,,0) , (d, 2 ), ( 6 , Z-

ง . {(0,,1) , (1,1) , ( 2 1,0)}

ตรงกับข้อใด

ก. 1 5 ฮ

ข. 2 0 ซ

ค. 25 il

ง. 30 D



4 :-e

23. ข้อใดไม่มุ  gof 26 . ให้ f (x) = 1 JC—4 1 และ g (x) = x‘ - l
ก . f  (x) = 2x ; (J (x) = x+3 ข้อใดค๊อค่าของ (fog) (-1)
ข . f  = {(a, 1) , (b ,3) , (c, 3)} ก . 0

g = { (1 ,5 ) ,  ( 2 ,7 ) ,  (3,7)} ข . -2
ค . f (x )  = x2+2x+1 ; g ( x )  = 3x- l ค . 4

ง . f  = | ( l , g )  , ( 2 , r ) , (3 , P ) } ง . 6

g  = { ( P / ร ) , ( g / b ) , ( ร , d ) }

27 . ให้ £ (x) = f x  แ ล ะ  g (x) = x - 1
2 4 . ให้ f  (x) = 2x และ g (f  (x) ) = 4 x - l ข้อไตไม่»กต้อง

ค่า g ( x )  ตรงกับข้อใด ก . f _ 1 (3) = 9
ก . x-1 ข . (fog) (3) = 2 โ 2

ข . x+1 ด . ( g o f ) (3) = 2
ค . 2x+l ง . ( f o f - 1 ) (3) = 2
ง . 2x - l

2 8  . ให้ f  ( x )  = 7 . X - 2  ; g ( x )  =  :■ 2 + 1  และ

25. ใ ห ้ f  ( x )  =  3 x - l  แล ะ  g ( x )  = x “ + l h ( x )  =  X ข ้ อ ใ ด ค ี อ ค ่ า ข อ ง  f o ( h o g ) ( 2 )

ค่า ( fo g ) ( x - 1 ) ต ร ง ก ั บ ข ้ อ ใ ด ก . 1 0
2 „ก . x  - 2x -2 ข . 1 3

ข . 3 x 2- 2 x + l ค . 1 5

ค . 3 j :2- 6 x + 5 ง . 1 7

ง . 9 x 2 + 2 4 x + 17
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29 . ใข้ A = i l , 2 , 3 , 4 1; F = f l ,  3 ,4 ,๖}
แล ะ f  = {(1,1) , (2,3) , (3,4) , (4,5)}
ข้อใดถูกข้อง
ก . f  ^of lâuiTงค์ฟันจาก A ไป B
ข . f o f  เฝ็นฟังก์ฟันจาก A ไป A
ค . f  Xo f  1ฝ็นฟังค์ฟันจาก A ไป A
ง. f o f  1 เฝ็นฟังค์ฟ้'นจาก B ไป A

จดประสงค์ที่  8 นักเรียนสามารถแาฟังก,สัน 
อิน1วอร์สไข้อย่างถูกข้อง 1ม่ึอกาหนดฟังค์นันใข้

30. ใข้ f  = { ( 1 , 3 ) ,  ( 2 , 1 ) ,  ( 3 , 0 ,  (4,2)}
ข้อใดไย่ถูกข้อง
ก . f _ 1 (3) = 0
ข . 1 I—* เ-1 II to

ค . Df -1 = (o ,  1 , 2 , 3}
ง . Rf -1 = { 1 , 2 , 3 , 4}

31. ฟังค์ฟันในข้อใดท่ีฆีฟังก์ฟันอิน เวอร์ส
ก . f  (x) = 2x- l
ข . f (x) = X2
ค . f (x)  = 5
ง . f ( x )  = 1 X  1

32.

33 ,

34

ใข ้  g ( x )  =  3 x + 5  ค ่า  q  1 (>;) ต ร ง ก ับ  

ข ้อ ใ ต  

ก . X + 5

1!. X - 5

X + 5

ไ ข ้ f  ( x )  =  J  ค ่า  f  1 ( 2 )  ต ร ง ก ับ ข ้อ ใ ด  

ก . 1

■ฆ . 2

ค . 3

ง . 4
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3 ๖  . ให้ f (x) = x-1  และ g (x)

.«ท ั น, ;จใ .
g ( f (0 ) )

= >:+l

คา _

ก . 0
ข. 1
ค. -1

จคประสงค์ที่  9 นักเรียนสาบารถหาฟ้'งค์ฟ้'นท่ีไต้จาก 
การบวก ลบ คูณ และหารพีชคณิตของนังก์นันไต้ 
อย่างถูกต้อง เมื่อกาหนดนังก์นันให้

36 ให้ f  = {(1,1) ,  ( 2 , 2 ) ,  (3,3) , (4,4) ,
(5,5)}

และ g = { (2,5)  , (3,8) , (4,11) , ( 6 , r  
( 7 , 2 0 ) เข้อใดถูกต้อง

ก. f+g = { (2 ,5 )  , (3, J1) , (4,11)}
ช. f - g  = { ( 2 , 3 ) ,  (3 , 5 ) ,  (4,7)}
ค. f . g  = { ( 2 , 1 0 ) ,  ( 3 , 2 4 ) , ( 4 , 4 4 ) }
น. f . "  < 2 . | ) . (3,f) .

37 ให้ f  (ะ:) = :
แล ะ h (x) =
(g+h) (ะ:) +

ก . xZ + 4>:
V . x 2 + x - 4

ค . x2+x
ง . ะ;2+4x+.

j 3 8 . ให้ f  (X) = 2>:+1 ข้อใคเห้ากับ (fof  1 ) (
ก . X
ข . X- 2
ค . 2x+l
ง . x-1

2

39 . ให้ g = | ( a , 0 ) , ( ๖ , 4 ) , ( c , 3) ,  (d , ] ) }
และ f =  { ( a , 3 ) , ( c , 0 ) , (d,5)1 ข้อใด
ถูกต้อง
ก . Dg = = ̂  }

ข . Df  = f a , c , d }
g

ค. Rr = { 0 , 5 }
g

ง . R,  -  f 0 ' 3' ? }cr

40. ให้ f(x) = X+2 และ g(x) = 5-2x 

ข้อใดถูกต้อง
ก.  Df  = {x/x <=. K+j 

g
ข.  = { v / x £ r |

».  <v = { * / * > '  1 }

= { x / x  ï  -2 Iง . D
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ภๆคผนวก H 
รายละเอ๊ยคการคานวณ

1. ตัวอย่างการคานวฌค่าความเที่ยง (R e lia b il i ty )  ของแมนทดสอฆ 
ความร์พนฐานการเรียนวิชาคณิตศาสตร์ เรื่อง "ตังก์วัน'’ และแนบทดสอม 
วัคผลตัมฤทซ๋ึการ เรียนวิชาคณิตศาสตร์ เรื่อง '’ตังก์วัน" โดยใช้ฐตรของ
คูเดอร์ รี'ชาร์ตตัน 20(K R .20)uaะการวิเคราะห์รายข้อหาค่าความยากง่าย 
(p) ค่าอานาจจาแนก (r) ของข้อสอบแค่ละข้อ

2. ตัวอย่างการคานวเแหาประสิทซิภาพของชุดการเรียนการสอนรายชุคคล โดย 
คานวณหาคะแนนมาตรฐาน 80/80

3. การวิเคราะห์ความแปรปรวนรวมทางเดียว (One Way A n alysis of 
Covariance)

4 . การเปรียบเหยนความแตกด่างระหว่างมัชณิม เลขคณิต เป็นรายคู่ตาบวิชีของ
เ ชตัเฟ (S c h e ffe 1 ร method)
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1. แบบทดสอบกวามรู้พนรานกๆรเริมมวิชาคณิตคาฝืด'ร์ เรื่อง "ฟ้งก์ฟ้'น"
อาราง ท่ี 3 การคานวณค่าความIท่ียงของแบบทคสอบควาบร์พนฐานการเรีบนวิชาคณิตคาสตร เรื่อง 

"ฟังก์สัน" โตยใช้สูตรชองคูIดอร์ ริชาร์ตสัน 2 0  (K9. 2 0 )

ช้ อที ่ P ๆ p q ข้ อทึ ่ P q p q

1 0 . 5 6 0 . 4 4 0 . 2 4 6 4 16 0 . 4 4 0 . 5u 0  . 2 4 6 4

2 0 . 5 2 0 . 4 8 0 .  2 4 9 6 1 7 0 . 4 6 0 . 5 4 0  . 2 4 8 4

3 0 . 4 0 0  . 6 0 0 . 2 4 0 0 13 0 . 5 6 0  . 4 4 0  . 2 4 6 4

4 0 . 5 4 0 . 4 6 0 . 2 4 8 4 1 9 0 . 4 8 0 . 5 2 0  . 2 4 9 6

5 0 . 6 5 0  . 35 0 . 2 2 7 5 2 0 0 . 5 2 0  . 4 3 0 . 2 4 9 6

6 0 . 6 1 0  . 39 0 . 2 3 7 9 2 1 0 . 4 2 0  . 53 0 . 2 4 3 6

7 0 . 7 6 0  . 2 4 0 .  18  24 2 2 0 . 3 0 0 . 7 0 0 . 2 1 0 0

8 0 . 4 3 0  . 5 7 0 . 2 4 5 1 2 3 0 . 6 7 0 . 3 3 0 . 2 2 1 1

9 0 . 7 2 0  . 2 8 0 . 2 0 1 6 2 4 0 . 6 8 0 . 3 2 0 . 2 1 7 6

1 0 0 . 6 1 0  . 3 9 0 . 2  3 7 9 2 5 0 . 3 6 0  . 6 4 0  . 2 3 0 4
I

1 1 0 . 6 3 0  . 37 0 . 2 3 3 1 2 6 0 . 5 0 0 . 5 0 0  . 2 5 0  0

1 2 0 . 5 1 0  . 4 9 0 . 2 4 9 9 2 7 0 .  38 0  . 6 2 0  . 2 3 5 6

1 3 0 . 7 8 0  .  22 0 . 1 7 1 b 28 0 . 4 0 0 . 6 0 0  . 2 4 0 0

14 0 . 7 1 0  . 2 9 0 . 2 0 5 9 2 9 0 . 5 6 0 . 4 4 0  . 2 4 6 4  1

1 5 0 . 5 0 0  . 5 0 0 . 2 5 0 0 30 0 . 3 5 0  . 6 5
_ 1

0  . 2 2 7 5

I  p q
2ร =
X

r XX

6 . 9 8 9 9  

ท  I  f x 2 - ( r f x )
ท (ท -บ

2 6 . 1 5 7 ) 5 3

ท-1

3 0
3 0 - 1

1- I  p q

1 -
X

6 . 9 3 9 9  
2 6 . 1 5 7 1 5 3

0 . 7 5
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ตารางที่  4  การคานวเนทาค่าความยากง่าย Ip) ค่าอานาจจาแนก (r) ของข้อสลบแค่ละ;ข้อใน 
แบบทดสอบควาบ•{ข้นจานการ เรียนวิชาคณิตศาสตร์ เรื ่อง ’'ฟ้งก์ifน"

ข้อท่ึ Rน R 1 P r ข้อท่ี Rน *L P r

1 32 19 0 .5 6 0 .2 8 ! 16 30 1 0 0 . 4 4 j0.44
2 28 19 0 .5 2 0 . 2 0 17

3 0

1 2 0 . 4 6 I 0.40
3 23 13 0 .40 0 . 2 2 18 33 18 0 .56 0 .  33
4 33 16 0 .5 4 0 . 3 7 19 27 17 0 .48 0 . 2 2

5 37 2 2 0 .6 5 0 . 3 3 2 0 32 15 ° .52 0 .3 7
6 37 18 0 .6 1 0 .42 2 1 30 8 0 .42 0 .4 8
7 43 26 0 .7 6 0 .37 2 2 23 4 ° . 30 0 .42
8 27 1 2 0 .43 0 .33 23 45 16 0 .67 0 .64
9 39 26 0 .7 2 0  .28 24 41 2 1 0  .68 0 .44

1 0 35 2 0 0  .61 0 .33 25 23 1 0 0 .36 0  . 28
1 1 36 2 1 0 .6 3 0 .33 26 29 16 0  .50 0  .28
1 2 28 18 0 . 5 1 0  .22 I 27 23 1 2 0 . 38 0 .24
13 43 28 0 .7 8 0 .33 28 I 24 9 ! 0 .40 0 .33
14 42 2 2 0 . 71 0 .44 ; 29 31 2 0  10 .56 0 .24
15 28 17 0 .50 0 .24 j 1 30 2 2 1 0  I 0 .35 10  .26



แบบทดสอบวัค แลวันฤทธการ เ รี ยนริรท ค{“ต ตาสทร์ เรื ่อง "วังก์วัน'■ 44A
7>

ตารางที่  5 การด า น ว ณ ค า ค ว า น  เท่ียงของแ บ บ ทดสอบวัดผทวัมฤทท่ีการ เ ร ี ย น วิขาคณิตศาสตร์ 
เรื ่อง "วังก์วัน" โ ด ย ใ ช ้ สูตรของคูเตอร', ริ«าร์ด วัน 2 0  ( K R . 2 0 )

ร7อท่ี P q pq ช้อท่ี P 1 q
-- ----- -f

pq

1 0.80 0. 20 0 . 1 6 00 21 0 .66 0.  34 0.2244
2 0.80 0.20 0 .1600 22 0 .66 0 . 3 4 0.2244
3 .80 0.20 0 .1600 23 0.  48 0 .5 2 0 . 2 4 96
4 0.79 0 . 2 1 0 .1659 24 0 .7 9 0 . 2 1 0 .1659
5 0.61 0. 39 0 . 2 3 7 9 25 0.63 0 . 3 7 0 . 2  331
6 0. 74 0. 26 0 . 1 9 2 4 26 0.  72 0 .2 8 0 .2016
7 0 .8 0 0. 20 0 . 1 6 0 0 27 0.66 0 . 3 4 0 . 2 2 44
8 0.30 0. 20 0 .-1600 28 0 . 8 0 0.20 0 .1 6 0 0
9 0.55 ว . 45 0 . 2475 29 0 . 31 0.69 0 . 2 1 39

10 0 .5 8 ว.42 0.2436 30 0 .72 0.28 0 . 2 0 1 6
1 1 0.  50 ว. 50 0 . 2 5 0 0 31 0 .6 0 0.40 0 . 2 4 0 0  1
1 2 ° . 6 8 ว . 32 0 . 2176 32 0 .3 0 0.  20 0 . 1 6 0 0
13 0 .7 5 ว. 25 0 . 1875 33 0 .2 6 0.  74 0 . 1 9 2 4
14 0 .48 ว. 52 0 . 2496 34 0 . 72 0 .2 8 0 . 2016
15 0 .65 ว . 35 0 .2275 35 0 . 6 7 0.  33 0 .2211
16 0 .29 ว . 71 0 . 2059 36 0 . 8 0 0 .20 0 . 1600
17 0 .2 6 ว. 74 0 . 1924 37 0 .68 0.32 0 .2176
18 0.  76 ว.24 0 . 1324 33 0 . 33 0.67 0  .2211
19 0 . 5 8 ว. 42 0 . 2 4 36 39 0 .4 8 0. 52 ว . 2496
20พ.* โ~—___ 0 . 63 ว.37| 0 . 2 3 3 1  — 40

---------
0 .5 5  , 0.451 ว . 2475
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X  p q  

ร2 -
8.2867

n £ f x 2- ( £ f x ) ‘ 
ท(ท-1)

= 37.159021

r xx - ร ฺ7 (:n-1  1

40 f 
40-1'■

Xpq i
X

3.2867 ไ 
37. 159. 21*
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ตารางที่ 6 การคาน-ทนหาค่ากวามฆากง่าฆ (p) ค่าอานาจจาแนก (r) ของข้อฝึอขแค่ระข้อใน
แยบทดสอบวัดกรสัมฤทธ้ีการเรียนวิ ทๆคณิตศาสตร์ เรื่อง "ศงก์ช้'น"

ข้ อที ่ K
น

J________
« 1 P r

3
1

ข้ อที ่ Rน ! R l
: P

1 6 0 36 0 . 8 0 0 . 4 0 2 1 4 8 3 2 0 . 6 6 ซ . 2 6

2 6 0 36 0 . 8 0 0 . 4 0 2 2 4 7 3 3 0 . 6 6 0 .  2 3

3 5 5 4 1 0 . 8 0 0 . 2 3 2 3 38 2 0 ■ 0 . 4 8 0 . 3 0

4 5 5 4 0 0 . 7 9 0 . 2 5 2 4 5 6 3 9 0 . 7 9 0 . 2 8

5 4 6 2 8 0 . 6 1 0 . 3 0 2 5 4 7 29 0 . 6 3 0 . 3 0

6 5 6 3 3 0 . 7 4 0 .  3 8 2 6 5 4 3 3 1 0 . 7 2 0 . 3 5

7 5 8 3 6 0 . 3 0 0 . 3 3 2 7 5 3 2 7 0 . 6 6 0 . 4 3

8 6 0 3 9 0 . 3 0 0 . 4 0 2 8 5 6 4 0 0  . 8 0 0 . 2 6

9 4 3 2 3 0 .  55 0 .  33 2 9 3 1 7 0  . 3 1 0 . 4 0

1 0 5 0 2 0 0 . 5 8 0 . 5 0 30 54 3 3 0  . 7 2 0 . 3 5

11 4 6 1 4 0 . 5 0 0 . 5 3 3 1 , 5 28 0 . 6 0 0 . 2 8

12 4 9 33 0 . ช ร 0 . 2 6 32 5 4 4 2 0 . 8 0 0 . 2 0

13 5 3 3 2 0 . 7 5 0 . 4 3 3 3 25 7 0 . 2 6 0 . 3 0

1 4 38 20 0 . 4 8 0 . 3 0 3 4 5 5 3 2 0 . 7 2 0 . 3 8

1 5 4 9 30 0 . 6 5 0 .  3 1 3 5 4 3 3 3 0  . 6 7 0 . 2 5

1 6 2 6 9 0 . 2 9 0 .  2 8 3 6 6 0 3 6 0  . 3 0 0 . 4 0

17 2 2 1 0 0 . 2 6 0 . 2 0 37 5 3 2S 0  . 6 3 0  . 4 0

18 5 3 3 9 ว . 76 0 . 2 3 3 8 3 1 9 0  . 3 3 0 . 3 6

1 9 4 3 2 3 0 .  53 0 . 4 3 3 9 4 2 1 5 0  . 4 8 0 . 4 5

2 0 5 0 2 6 0 . 6 3 ว . 4 0 4 0 4 3 2 3  10  . 5 5 0 . 3 3



ชุดการเรียนการ
2 .1  ค ั ว อ ย ่า ง ก า ร ค า น ว ญ แ า

ต า ร า ง ก ี่ 7 คะแนนแฑฑn กห้'ต น ล ะแนมทดสอบ

\ x ชุกก่ี 1 tr= )
2

— 3 4
คนก่ี

ร I I
1

1 6 1 0 5 1 0 1 0 14 1 0 7

2  1 6 8 5 1 0 1 0 14 9 G
3 7 8 5 9 8 1 2 9 (>
4 7 7 5 1 0 1 0 1 2 9 7

5 6 9 5 8 9 1 2 9 7

6 7 1 0 5 1 0 1 0 14 1 0 8
7 1 0 5 1 0 1 0 14 10 6

3 6 6 4 1 0 7
1 4

1 0 8

9 7 6 5 1 0 9 14 4 7

1 0 C 1 0 5 9 1 0 1 2 7 8
1 1 7 8 5 1 0 8 14 1 0 6

1 2 7 1 0 4 8 1 0 1 2 9 7

13 6 9 4 1 0 1 0 1 2 9 8
14 7 8 5 1 0 1 0 1 2 8 8

15 7 1 0 5 1 0 9 L 2 1 0 8

1 6 5 9 4 9 1 0 1 2 8 8

1 7 7 1 0 5 8 9 1 2 8 7

1 8 7 8 5 7 8 1 2 1 0 7

1 9 7 9 5 1 0 8 1 2 1 0 7

2 0 7 8 5 8 1 0 1 0 1 0 3

' คะแนนเต ็ม 7 1 0 5 1 0 L

----
cri. .. 1 0 3

ได้รวม ! ri '■’ว
1-H เ/ไ -H

— 1 O 
— 1

981 เนา C0 jr—1 25 
If cr>r-r—1

r-c ะ’H

น ม า ข เก >] ^ § ^  คะแนนแบ!

a ท ะ แบนแบ1



2 . 2 การคานวณหาประสิทธิภาพของชุดการเรียนการสอนรายบุคคลโดยค'านวณหา
คะแนนมาตรฐาน 80/80

80 ตัวแรก คานว เ น จากสูตร

คะแนนท่ีนักเรียนทาแบบฝักหัตบุกคิดเฉล่ียเป็นร้อยละ = ”7 * -

เม่ือ C แทนคะแนนรวมของแบบฝักหัตนักเรียนบุกคน 

N แทนจานวนนักเรียนท๊ังหมด 

A แทนคะแนนเต็มของแบบฝักทัด 

80 ตัวหลัง คานวฌจากสูตร

คะแนนท่ีนักเรียนทาแบบทดสอบถูกคิดเฉล่ียเป็นร้อยละ = แ- x

เม่ือ ร แทนคะแนนรวมของนักเรียนทุกคน 

N แทนจานวนนักเรียนท่ีงหมด

T แทนคะแนนเต็มของแบบทดสอบ 

จากตารางทัวข้อ 2.1 จะได้

C = 3170

A = 176

N = 2 0  

ร = 2664

T = 141

คะแนนที ่นักเรียนทาแบบฝักหัดถูกคิดเฉลี ่ยเป็นร้อยละ = 3170 < 1C0
20 176

= 90.056

คะแนนท่ีนัก เรียนทาแบบทดสอบถูกคิดเฉล่ียเป็นร้อยละ = 2664 X 100
20 141

= 94.468
น๋ันคึอประสิทธิภาพของชุดการเรียนการสอนรายบุคคลเท่ากับ 90.056/94 .461
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3. การวิเคราะห์ความแปรปรวนทางเดีฆว (One Way A n a ly s is  o f  C o v a ria n c e )

ตารางท่ี 8 แสดงคะแนนควาฆรู้ที่นฐาน ( x )  และผลฝัมฤทธี้การ เรียน (y) วิชาคญิตศาสตร์
เร ื่อง "'ฝังก์ฝัน', ของนักเรียนร่?นมัธฆมสืก«าปีที่ 4 ที่เรียนเป็นกลุ่มใหญ่ท่ี!งร่?น ( A )  

เป็นกลุ่มคามความสามารถ (E) และเรียนด้วยตนเองเป็นกลุ่ม (C)

A ไะ, C

----------------------- -

X Y X Y X Y X Y 1 X y X Y

2 6 2 7 7 0 2 1 3 2 3 2 9 9 1 8 2 5 4 5 0
2 7 2 3 6 2 1 1 2 3 0 3 6 0 1 2 2 1 2 5 2
2 8 3 9 1 0 2 9 9 1 6 1 4 4 2 4 3 3 7 9 2
2 0 2 5 5 0 0 1 4 2 4 3 3 6 1 3 3 3 4 2 9
1 7 1 8 3 0 6 2 8 3 4 9 5 2 1 3 2 1 2 7 3
2 2 2 8 6 1 6 2 3 3 1 7 1 3 1 5 2 7 4 0 5
2 2 1 9 4 1 8 1 8 2 8 5 0 4 8 2 4 1 9 2
2 1 2 4 5 0 4 1 3 3 0 3 9 0 1 8 2 9 5 2 2
2 5 2 4 6 0 0 1 0 1 9 1 9 0 1 3 2 5 3 2 5
1 9 1 9 3 6 1 2 0 2 8 5 6 0 1 1 2 6 2 8 6
2 0 2 5 5 0 0 1 4 1 6 2 2 4 1 8 2 7 4 8 6
1 8 3 1 5 5 8 1 0 2 6 2 6 0 1 5 2 0 3 0 0
1 2 2 5 3 0 0 2 0 2 7 5 4 0 1 7 3 3 5 6 1
1 4 1 9 2 6 6 1 4 2 5 3 5 0 7 3 1 2 1 7
1 9 2 7 4 8 6 1 5 2 1 3 1 5 1 5 3 4 5 1 0
1 5 2 2 3 3 0 2 1 2 9 6 0 9 1 3 3 3 4 2 9
2 1 1 3 2 7 3 1 8 2 4 4 3 2 1 6 3 6 5 7 6
1 5 2 9 4 3 5 1 4 2 0 2 8 0 5 3 0 1 5 0
2 7 3 5 9 4 5 1 4 2 6 3 6 4 1 8 2 8 5 0 4
1 3 2 2 2 8 6 2 1 3 7 7  7 7 1 7 3 2 5 4 4
2 2 3 1 6 8 2 2 0 3 4 6 8 0 1 8 3 3 5 9 4
1 5 1 9 2 8 5 1 0 2 9 2 9 0 1 5 3 3 4 9 5
2 2 2 2 4 8 4 1 9 2 2 4 1 3 1 6 3 0 4 8 0
2 1 3 3 6 9 3 1 8 2 3 4 1 4 1 8 3 7 6 6 6

1 7 3 4 5 7 8 1 1 2 1 2 3 1 1 5 3 8 5  7 0
1 7 2 9 4 9 3 2 0 2 9 5 8 0 1 6 3 0 4  8 0
2 5 2 3 5 7 5 4 1 9 7 6 1 8 3 4 6 1 2
1 7 2 8 4  7 6 1 7 2 7 4 5 9 1 8 2 6 4 6 8
2 1 1 6 3 3 6 4 2 2 8 8 1 7 3 6 6 1 2
2 3 2 1 4 8 3 1 1 1 6 1 7 6 1 6 3 1 4 9 6
1 7 1 9 3 2 3 1 6 1 3 2 0 8 1 7 3 1 5 2 7
1 4 2 4 3 3 6 9 2 0 1 8 0 1 4 2 9 4 0 6
2 0 3 2 6 4 0 3 1 5 4 5 2 1 3 7 7 7 7
1 7 2 7 4 5 9 2 1 2 5 5 2 5 9 3 1 2  7 9

8 2 6 2 0 8 9 2 0 1 8 0 1 3 1 5 1 9 5
1 3 3 4 4 4 2 1 7 3 0 5 1 0 2 1 1 8 3  7 8

6 8 9 9 1 2 5 3 0 8 7 9 5 4 8
__  ]

1 0 5  7
---------------------ะ!

T y  =  1 7 6 7  T y  =  2 3 4 8  N  =  n k  =  1 0 8
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3 . 2  ห า ค ่า ผ ล บ ว ก ข อ ง ก า ล ัง สองของส ่ว น เ บ ี ่ย ง เ บ น ร ะ ห ว ่า ง ค ะ แ น น  X ก ับ ม ัช ร8J 

เลขคณ ิต (SSx ห ร ือ  r . X Z เม ื ่อ  X  = X-X)
3 .  2 .  1 oSท้ังหมต = ,  2 <  

1  * น -  H

S S t x = 2 6 2 +  2 7 2 + . . . +  1 3 2 +  2 1 2 -  - ( 1 7 6 7 ) 2  
1 0 8

หรือ Z  X2 = 2 8 3 8 . 9 1 7

3 . 2 . 2 s s ร ะ ห ว ่า ง ก ล ุ่ม = (T2 +  T2 + T2 ) / ท - T" 
XA V  x c  - f

ร ร ax
= (689)2 +  (530)2 +  (548)2 -  

36 36 36
(1767)2 

108

ห ร ื อ  ร  X 2 = 4 2 1 .  1 6 6 6

3.2.3 s s  ภ า ย ใ น ก ล ุ่ม = ฐ ร ท ง หมด s^ ระหว่างกลุ่ม

S S W X = ธ ร  -  ร ธ  t x  a x

= 2 8 3 0 . 9 1 7  -  4 2 1 . 1 6 6 6

l x 2พ
= 2 4 1 7 .  7 5

3 . 3  ห า ค ่า ผ ล บ ว ก ข อ ง ก า ล ัง ส อ ง ข อ ง ส ่ว น เ บ ี ่ย ง เ บ น ร ะ ห ว ่า ง ค ะ แ น น  Y ก ัม ม ัซ รม  

เลขคณ ิต ( ธ ร  ห ร ึอ  T  y 2 เม ื ่อ  y  =  Y - Ÿ )

8 . 3 .  1 ° ° ท ง ห ม ด
r- 2 2I y 7 .  -  T ไ i j  Y

N

S S t Y 2 7 2 +  2 3 2 + . . .+ 1 5 2 + 1 8 2 - ( 2 8 4 8 )  2 
1 0 8

ห ร ื อ  I  y 2 3 9 6 9 . 1 3 5

3. 3 .  2 "๖ร ะ ห ว ่ า ง ก ล ุ ่ ม - ( T 2 + T 2 + T
Y h E V )/n  - T 2Y

N-

S S a Y
( 9 1 2 ) 2 + ( 8 7 9 ) 2 + ( 1 0 5  7 )  2- ( 2 8 4 8 )  2

36  36 3 6 1 0 8

ห ร ื อ  1  y 2 4 9 3 . 1 2 9

3. 3 .  3 S ‘J ภ า ย ใ น ก ล ุ ่ ม K S ม ื ่ ง ห ม ค  - s s ร ะ ห ว ่ า ง ก ล ุ ่ ม

รรพ  Y r S t Y -  S S a Y

= 3 9 6 9 . 1 8 5  -  4 9 8 .  1 2 9

S  y
2
พ 3 4 7 1 . 0 5 6
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3.4 หาค่าผลบวกของผลคูณของส่วนเบ่ียงเบน ( £xy)

3.4.1 ผลถูฌท่ํงหมด

I  XV 
1 1

I ( X .  . Y. .)
i j  i j

( T T )

7022+ 6212+ . . .+  1952+ 3732- (1——

= 892.55b

3.4.2 ระหวางกสุม

Ix y _

3.4.3 Zxyภายในกลุ่ม

zxy

(T .T ) X YX(Tx Ty ) /n -  -
(689) (912) '(530) (879) (548) (1057)

36 + 36 + 36

(1767)(2848)
108

-111.05

~x̂ ท๊ังหมด ^ระหว่างกลุ่ม

I * y  t  - I  xya
892.556 - (-111.05)

1003.606

ดารางห่ี 9 สรุปค่าของ d f , SS , SSY และ £ xy

แหล่ง df ร ^ SSY

------------------ -----
Zxy

(Source) ( £ X 2 ) ( Z y 2)

ระหว่างกลุ่ม 3-1 S x 2 = 421.1666 X y 2 = 498. 129 Ixya = -111.05

( among-g r oup ร ) = 2

ภายในกลุ่ม 107-2 l x 2 = 2417.75 l y 2 = 3471.056 Zxyw = 1003.606

(within-yroups) = 105

1 1 งหมด 108-1 E X2 = 2338.917 T y 2 = 3969 Yxy = 892.556

! (total) = 107
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3 . 5  หาผลบวกของกาลังสองของส่วนท่ีเหลือ หรึอส่วนท่ีปรับแล้ว (Computation
of A djusted) น๋ึนคึอ หา T  y 2 หวือ SSy =£y2-  — ร่

Xx
3. 6. 1 t Y น - - i ’

r y j

3 . 6 . 2  ธ ร
wy

=  3 9 6 9 . 1 8 5

=  3 6 8 8 . 5 6 5

( 3 9 2 . 5 5 6 ) 
2 8 3 8 . 9 1 7

S y2 -พ
( zxy w)

S x.

=  3 4 7 1 . 0 5 6  - ( 1 0 0 3 . 6 0 6 ) '  
2 4 1 7 .  7 5

3 .6 .3  SSa Y

=  3 0 5 4 . 4 6

=  ธ ร /  - S S  7
t Y  w Y

=  3 6 8 8 . 5 6 5  -  3 0 5 4 . 4 6

=  6  3 4 . 1 0 5

ตารางที่ 10 สรุปผลการวิเคราะห์ความแปรปรวนร่วม

แห ส่ง df SSy (*y2> MS 1 Y

ไ
F

ระหว่างกสุ่ม (k-1) = 3 - 1 = 2 ไ ร ’ MS' = 
317. 0^25 10.795**

ภายในกสุ่ม k (ท-1)-1 = 104

SS ‘ wy
3054.46

MS' =
29 .ไ&9 80 8 y X X

ท่ีงหมด N-2 = 108-2 

= 106
S5t y  "
3 68^3.565

*p C 0 . 0 5 ( 0 . 0 5  F 2 104 = 3 .0 7 )
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จากตาราง ปรากฏว่าท่ีระดันนัยส"าคัญ 0.05 d f  ( 2 , 1 0 4 )  ค่า F  ในตารางมีค่า 

เท่ากับ 3.07 ค่า F  ทใด้จากการคานวณเท่ากับ 10.795 ซ่ึงมากกว่า 3.07 ดังน๊ันผลฝ็'มฤทธ๋ึ 

การ เรียนวิชาคณิตศาสตร์ของนัก เรียนซ่ึ,นมัธยมสืกษาปีท่ี 4 ท่ีเรียน เป็นกลุ่มใหญ่ท่ีงซ่ึ'น เป็นกลุ่ม 

ตามความสามารถและเรียนค้วยตนเองเป็นกลุ่มแตกต่างกัน
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4 . การ เ ปรียบ เทียบความแตกด่างระหว่างม'ชรม I ลขคณิตเม่ืนรายคู่ตามวิธข ลง เชฟเฟ

(S c h e ffe 's  method)
4.1 ปรับค่าฆัชณิมเ ลขคณิตคะแนนส์''มฤทอ้ึผลการ เรียนวิชาคณิตศาสตร์ด้วย 

คะแนนความ■รู้พนฐานในการเรียนวิชาคณิตศาสตร์ เร่ือง "ฟังด้สัน" โดยใช้สมการ

> ■’‘‘ร»,-»
เม่ือ

พ
k แทน กลุ่ม

^ แชน มัชฌิมเสขคณิตของคะแนน X ในกลุ่ม k 

แทน มัชณิมเลขคณิตของคะแนน Y ในกลุ่ม k 
X แทน มัชรม เลขคณิตของคะแนน X รวมทุกกลุ่ม

4.1 .1 หาค่า £ , Ÿ , X และ Ÿ ได้เ 
. 689

ดดงน้ื

3 6
5 3 0

3 6
5 4 8
~36
9 1 2

3 6
3 7 9

3 6
1 0 5 7

3 6
1 7 6 7

1 0 8

=  1 9 . 1 3 8 8 8 9

=  1 4 . 7 2 2 2 2 2

=  1 5 . 2 2 2 2 2 2

=  2 5 . 3 3 3 3 3 3

=  2 4 . 4 1 6 6 6 7

=  2 9 . 3 6 1 1 1 1

=  1 6 . 3 6 1 1 1 1

4.1.2 £xy

1  x.:

1 0 0 3 . 6 0 6  

2 4 1 7 .  7 5

4.1.3 ค่าเฉล่ียของ Y ท่ีปรับแล้ว (Ÿ̂ ) จากสูตร

Yk
X xyw (V

=  2 4 . 1 8 0 2 8

=  2 5 . 0 9 6 9 6 8

2 9 . 8 3 3 8 6 3
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4.2 เปรียบค่าIลล่ียท่ีปรับแล้วโดยวิรฃองเซฟเฟ จากสูตร 

d = /2(k-l )  (tabled  F) (Mธ^,)
J  _ —

[7 ( 3 - 1 )  ( 3 . 0 7 )  ( 2 9 . 3 6 9 8 0 8 )
J ช6

3.1651805

ตารางท่ี 11 แสดงความแตกค่างของค่าเทล่ียรายคู่

กลุ่ม C A 15

Yk 2 9 . 3 3 3 8 6 3 2 4 . 1 8 0 2 8 2 5 . 0 9 6 9 6 3

C 2 9 . 8 3 3 8 6 3 - 3 . 6 5 3 5 1 5 3 * 4 . 7 3 6 8 9 5 *

A 2 4 . 1 8 0 2 8 0 . 9 1 6 6 3 3

P  <  0 . 0  5

ความแตกต่างของค่ามัซถิเมIลขคณิตของคะแนนผลสมฤทธ้ึการเรียนวิชาคณิตศาสตร์ 

แต่ละคู่ในตารางแสดงว่า โดยเลล่ียแล้วนักเรียบกลุ่มท่ีเรียนเป็นกลุ่มใหญ่ท๊ังร่?'ม และเรียนI รน 

กลุ่มตามความสามารถมีผลสมฤทธ้ึการ เรียนวิชาคณิตศาสตร์ไม,แตกต่างกันท่ีระดับความมีนัยสาคัถ! 

0.05

นักเรียนกลุ่มท่ีเรียนด้วยตนเองเ รน กลุ่มมีผลสมฤทธ๋ึสงกว่านักเรียนกลุ่มท่ีเรียนเป็น

กลุ่มใหญ่ท๊ังร่?น และเรียนเป็นกลุ่มตามความสามารถอย่างมีนัยสาคัญท่ีระดับ 0 .05
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ประวัดผู้ วิจัย

นายสุรพร ประยงค์พันธ์ เกิดเมื่อวันท่ี 27 มกราคน 2504 ท่ีอาเภอเมือง 

จังหวัดสบุทรสงคราม สาเร็จการศึกษา การศึกษาบัณหิตจากมหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ 

วิทยาเขตบางเขน เม่ือปิการศึกษา 2526 และเข้าศึกษาต่อในสาขาการศึกษาคณิตศาสตร์ 

ภาควิชามัธยมศึกษา มัณหิตวิทยาลัย ในปิการศึกษา 2528 มัจจุมันเม่ืนอาจารย์หมวดวิชา 

คณิตศาสตร์ โรงเรียนวัดเพลง "โสภณศึรีราษฎร์" อ’าเภอวัดเพลง จังหวัดราชบุรี
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