
บทที่ 2
พฤษเที่เกี่ยวข้อง!จับการวิจัย

ใน บ ท น ี้จะกล ่าวถ ึงการป ระม าณ ค ่าพ าราม ิเต อร ์แส ด งต ำแห น ่ง  แกะการประมาณ ค่า  
พารามเตอร์แสคงสเกถ พอประชากรมีการแจกแจงแบบปกติที่มีค่าผิดปกติ โดยคัวประมาณที่นำมา 
เปรียบเทียบ'นั้นไคัแก' ตัวประมาณค่าที่มีความแกร่ง ตัวประมาณค่าที่ไห้จากวิธี'มูตสแตรป และตัว 
ประมาณค่าที่ไม่เอนเอียง ซึ่งรายถะเอียดมีดังต่อไปน ี้

2.1 ตัวประมาถร่าพ1รไมิเตอร์แสดงตำแทน,ง
2.1.1 คัวประมาณค่าที่มีความแกร่งสำหรับพารามิเตอร์แสดงตำแหน่ง

คัวประมาณค่าที่มีกวามแกร่งสำหรับพารามิเตอร์แสดงตำแหน่งในการวิจัยครั้งนี้ ผู้วิจัยไคั 
พจารณาคัวประมาณค่าที่มาจากพื้นฐานวิธี Gaussiab Skip ซึ่งมี'ขั้นตอน'ในการคำนวณดังน 

กำหนดให้
11 = { X 1- ทเ)

' cM AD
d  = |Xj - m|

เมื่อ 111 แทน ค่ามัธยฐานของข้อมูล Xj 
C แทน ค่าคงที่ที่เปีนบวก (c = 10 )

MAD แทน ค่ามัธยฐานของข้อมูล d
การคำนวณหาค่า C นั้นจะพจารณาจากค่าคงที่ที่เป็นบวกแห้วทำให้ความคถาดเคลื่อนกำลัง 

สองเฉลี่ยตํ่าที่ชุด
คังน่นตัวประมาณค่าที่มีความแกร่งสำหรับพารามิเตอร์แสคงตำแหน่งคือ

Î X W M )
M hi( X)  = ^ — —

ไม ิม ิ(ม ิ)
เม่ือ ทีง.าชันล่วงนี้าหน่กคือ

พ'*(บ ,)  = (1-คัมิ2)2 ; p ] <  1
0 ; บ. เปีนค่าอื่น ๆ
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คัวรยำงท่ี I
ถมมติว่าค่าข้อมูลที่เถือกมาไค้มีค่าเป็น 2.8685 , -0.3624, -1 .17 ,0 .9182,4 .3596,2 .6195 ,

14308,4.1761 , 10
จากข้อมูลของคัวอย่างพิจารณาไค้ว่1 ข้อมูกมก’ เผฅปกติอยู่ในระคับไม่ทุ!แรง (พิจารณาตาม 

เกณฑ์ในหน้า 3 ) โคขที่ท่า’ข้อมูณ'ท่าทัน 10 คือค่าผิดปกติ'ของ'ข้อมูถชุดนี ้
การคำนวณหาค่า M1า X) สามารถคำนวณไค้ดังมี 
จากข้อมูลที่ไค้มาหาค่า m (มัธยฐานของข้อมูล) โคข
1. เรียงข้อมูลจากน้อยไปหามาก

-1.17 , -0 .36 24 ,0 .9182 ,1 .4308 ,2 .6195 ,2 .8685 ,4 .1761 ,4 .2829 ,4 .359 6 ,10
2. ค ่า มัวยฐาน คือ

2
เนอ

, 9, " 
2 แทน ค่าข้อมูลคัวท 2

<2,1) แทน ค่าข้อมูลคัวที่ 2 
_ _  2 ,6 1 9 5 +  2 .8685* _  2 7

2
ข้อมูลคัวที่ X; 4 บ. พ»(บ,) X, พ 111(บ,)

1 2.8685 0.1245 0.0079 0.99988 2.8682
2 -0.3624 3.1064 -0.1969 0.92396 -0.3348
3 4.2829 1.5389 0.0976 0.98104 4.2017
4 -1.17 3.914 -0.2481 0.88068 -1.0304
5 0.9182 1.8258 -0.1158 0.97336 0.8937
6 4.3596 1.6156 0.1024 0.97914 4.2687
7 2.6195 0.1245 -0.0079 0.99988 2.6192
8 1.4308 1.2679 -0.0833 0.98617 1.411
9 4.1761 1.4321 0.0908 0.98358 4.1075
10 10 7.256 0.4600 0.62157 6.2157

รวม 9.32926 25.2205
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พอ MAD คือ ค่ามัธยฐานของข้อยูล dj
ซ่ึง MAD = 1.5773

พ bi{บ 1)
: . M h {X)  = --------------X W h ( V > )

= ^ 0 5  =  2.7034  
9.32926

โดยท คือค่าตัวประมาณพารามิเตอร์แสดงตำแหน่ง
2.1.2 ตัวประมาณค่าที่ไม่เอนเอียงสำหรับพารามิเตอร์แสดงตำแหน่ง

ตัวประมาณค่าที่ไม่เอนเอียงสำหรับพารามิเตอร์แสดงตำแหน่งนั้นมิอยู่หลายตัวด้วยกัน 
เช่น ค่ามัธยฐาน ซึ่งในการวิจ ัยครั้งน ี้ได ้เถ ือกตัวปร ะมาณค่าที่ได้จาทวิธีของพิทมัน (Method of 
Pitman) ซ่ึงมิ J าขถะเอียดตังนี้

ให ้ X,, x 2, ..., x n เป็นตัวอย่างสุ่มจากประชากรที่มิฟ้งก์ชันความหนาแน่น f(x;0) โดยที่ 0  
เป็นพาร ามิเตอร์ที่เราไม่ทราบค่าแต่วัดโดยใช ้มาตราเคียวกับการวัด X,, X j,..., x n

บทนิยามท่ี 1 เม่ือ { lfx ;0 ) , 0  G Q u flนแฟ่มมิลี่ของฟิงก์ชันความหนาแน่นที่ขึ้นอยู่กับ 
พารามิเตอร์ 0  และปริคูมิพารามิเตอร์12 เป็นเส้นจำนวนจริง 0  เป็นพารามิเตอร์แสดงตำแใ!น่ง อีต่อ 
เม่ือเขียน ท;x;Q) เป็นฟ้งก์ชันของ X - 0  ได้ น้ีนคือ

l(x;0) = g(x- 0 )
เมื่อ g(x - 0 )  เป็นฟ้งก์ชันความหนาแน่น

หาก X เป็นตัวแปรเชิงสุ่มที่มีฟ้งก์ชันความหนาแน่น Kx;0) เราจะพบว่า 0  เป็นพารามิเตอร์ 
แสดงตำแหน่งของ Rx;0) อีต่อเมื่อฟ้งก์ชันความหนาแน่น g(x - 0 )  ไม่ข้ึนอยู่กับ 0

บทนิยามท่ี 2 ตัวประมาณ t(x„ X2, ..., x n) ของฟ้งก์ชัน 1( 0 )  ของพ'เรามิเตอร์0  เป็นตัว 
ประมาฒท่ โม่เปฝืยนแปลงตำแหน่ง (Location invariant estimator) กต่อเมอ

t(x,+c, ..., Xn+c) t(X„ . . . ,Xn) + c
ทุกๆ ค่าของ x , , x 2, ..., Xn และทุกก 1 เช่น
t(X 1, x 2, . . . , x n) X

/(A , +c, . . , .x n +£■ )
£ < * 1+ c)

= ท ,,

t(X„ ..., x n) 1 e



11

คังนัน X  เป็นตัวประมาณที่ไม่เปลี่ยนตำแหน่ง และ X  เป็นตัวประมาณท่ีไม่เอนเอียงซึ่งนอก 
จาก จะเป็นตัวประมาณที่ไม่เอนเอียงสำหรับพารามิเตอร์แสดงตำแหน่งขังมิคำมัธยฐานของข้อมูล
อีกตัวหนงที่นำมาพจารณาซึ่งมขั้นตอนการคำนวณตังนี ้

ขั้นตอนท่ี I เรียงลำดับข้อมูลจากน้อยไปมาก 
ขั้นตอนท่ี 2 ค่ เมธยฐานคือ

X ,
เมิอ

.V
■(f)

(■ ะ-)

X

X  =

X

X , \ + X,
i l

--Il
2

'ฑ์; HhP
2 ~ ,แทน คำข้อมูลตำแหน่งท่ี ^

(

แพน คำข้อมูลตำแหน่งท่ี
f

แพน คำข้อมูลตำแหน่งท่ี ^
\

ล้า 11 เป็นเลขค่ี

ล้า ทเป็นเกขถู่ 

, ทเป็นเลขค่ี 

, ท เป็นเลขคู่ 

, ทเป็นเลขคู่

2.1.3 ตัวประมาณค่าที่ไตัจากวิธีมูฅสแตรปสำหรับพาราม่เตอร์แสดงตำแหน่ง 
วิธีนูตสแตรป (Boot strap)

วิธ ีการหาตัวประมาณของพารามิเตอร์วิธ ีน ี้เป ็นวิธีท ี่เสนอขั้นโดย แบรดเลย เอฟรอน 
(Bradley Efron) ในปี ค.ศ. 1979 โดยมิหลักเกณฑ์ตังนี้คือ จากข้อมูลที่เก็บรวบรวมมาจะทำการชุ่ม 
ตัวอย่างแบบใส่คืน (with replacement) โดยชุ่มเป็นจำนวนเท่ากับจำนวนขนาดตัวอย่างหรือข้อมูลที่ม ิ
'จย่ เพื่อสร้างข้อมูลชุดใหม่แล้วนำมาใข้ในการประมาณคำพารามิเตอร์ที่สนใจ 

สำหรับกไรหาตัวประม เณควยวิธีนี้ มิขั้นตอนการทำงานตังนี้

1. สร้างเลขชุ่มท่ีมิคำอยู่ระหว่าง 0 กับ 1 เนอนำไปใช้ในการชุ่มตัวอย่างแบนใส่คืน
2. จากตัวอย่างท่ีชุ่มไล้แต่ถะชุดจะนำมเหาคำประมาณของพารามิเตอร์ซ่ึงรายละเอียดของวิธ ี

การชุ่มตัวอย่างแบบใส่คืนและรายละเอียดต่างๆเสนบนในภาคผนวก
การหาตัวประมาณที่ไดจากวิธีมูตสแตรปมิขั้นตอนตังต่อไปนี้
(1 )ทำการสร้างข้อมูลให ้มิกเรแจกแจงตามที่ต้องการศึกษา X. ~ F ; I = 1 ,2 , . . . , ทเมอ F เป็น 

การแจกแจงท่ีต้องการศึกษา
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(2) จากค่า X,, ..., x n ทำการสุ่มตัวอย่างขนาด ท แบบใส่คืนได้ X x, - i X n 1ปีอ X j  «0
ตัวอย่างที่สุ่มได้ตัวที่ J  จากข้อมูล X,, x n

(3) นำค่าข้อมูล ■‘—■>̂■ท ไปคำนวณหาค่าตัวประมาณคือ
(3.1)ค่าเฉลี่ยของข้อมูล 00

X* = ^ -----

(3.2) ค่ามัธยฐานของข้อมูล ส ื0

ทำการเรียงข้อมูล X x,.~ ,X n จๅกนํ'0ยใ 1!มๅก
ค่ามัธยฐานของข้อมูล ■>x ท คื1

ร -  :  X -
คอ

ท+\
2

1 . .  V i i

เม่ือ ■ %
ท + 1

แทน ค่าข้อมูลตัวท่ี 2
„ " A2 แทน ค่าข้อมูลตัวที 2 

(2+1) แทน ค่าข้อมูลตัวท่ี 2

ด้า ท เป็นเลขค่ี

ถ้า ท เป็นเลขคู่ 

5 ท เป็นเลขค่ี 

, ท เป็นเลขคู่
+ 1

, ทเป็นเลขคู่
(4) กระทำตามขั้นตอนที่ (2) - (3) ชํ้ากันเท่ากับจำนวนครั้งที่ต้องการทำบูตสแตรป
(5) หาค่าเฉลี่ยของค่าประมาณที่ได้จากขั้นตอนที่ ( 3 ) ดังนั้นตัวประมาณที่ได้จากวิธี 

บูตสแตรป คือ

p :
B MEAN B

p :
B MEDIAN = 2 ะ 1 _  

เม่ือ B แทน จำนวนครั้งของการทำบูตสแตรป
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การห 111 )นวนครังของการทำy ตสแฅรป
การใทจำนานครั้งของการทำ'y ฅสแตรปมขั้นตอนดังต่อไปนี้
1 .  กำหนดจำนวนครั้งของการทำ'y ตสแตรปเริ่มต้นH 100ครั้งและ 105ครั้ง
2. ทำการประมาณค่า BMEAN, BMEDIAN ต้วยวิธีการy ตสแตรป
3. พิจารณาลูว่าค่าประมาณมค่ากงที่แต้วหรือยัง โดยการเปรียบเทียบค่าตัวประมาณที่ไต  ้

เมื่อจำนวนครั้งของกไรทำy ตสแตรปเท่ากับ 100 ครั้ง กับ 105 ครั้ง ถ้าผลต่างระหว่างค่าตัวประมาณ 
เมื่อจำนวนครั้งซองการทำบูตสแตรปเท่ากับ 100คร ั้งก ับ  105ครั้งเก ิน 1 % จะถือว่าค่าประมาณที่ไต  ้
ยังไม่คงที่ ซึ่งถ้ายังไม่คงที่ไปยังขั้นตอนที่ 4 แต่ถ้าไม่เกิน 1 % จะเถือกจำนวนครั้งชุดห้าขเป็นจำนวน 
ครั้งของการทำบูตสแตรป

4. เพิ่มจำนวนครั้งของการทำy ฅสแฅรปโดยทำการเพิ่มครั้งถะ 5 รอบ แต้วกกันไปยังขั้น
ตอนที่ 2

2.2 ตัวประมใณค่าพารามิเฅอร์แสดงสเกล
2.2.1 ตัวประมาณที่มีกวามแกร่งสำหรับพารามิเตอร์แสคงสเกล ในการวิจัยครั้งนี้ ผูวิจัยไต้พิจารณา 

ตัวประมาณค่าสำหรับพารามิเตอร์แสดงสเกล ซึ่งมรายละเอียดตังต่อไปนี ้
ถ้ เ X( ~ iid N(0,(J2)

' p ,
X  =  ^ - —

และ 11 แค้ว ท—> 00จะได้ว่า

(n V a r ( X ) )  2 ------- > CJ

ตังน ี้นความแปรปรวนของตัวประมาณค่าพารามิเตอร์แสดงตำแหน่งเท ียงพอที่จะเป ็นตัว 
ปร .ม''ณค่าใฑร ามิเตอร์แสดงสเกล จากตัวประมาณค่าพารไมิเตอร์แสคงตํ แเหน่งทํ าใหไต้ตัวประมาณ 
ค่าพ ารามิเฅอรํแสคงสเกลตังนี้ 
กำหนดให้

บ, =' cM A l)
ต้ = lx i - ml
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เม้อ ru
c

M AD

แทน ค ่าม ัธยฐานของข้อมูล X; 
แทน ค ่าคงท ี่ท ี่เป ็นบวก  

แทน ค่าม ัธยฐานของข้อมูล dj

'Z f & X t - M Ÿ W v { บ ') ) '
y*

พ , <1
v mb,c

( n - l ) x z > n ,  ( ข , )

Smb ,c  แทน ตัวประมๅฎเค่ๅพารๅมิเต0 ร ์แสคงสเกล
m แทน ค่ามัธยฐานของข้อมูล 

เมื่อ ฟ ้งกช ันถ ่วงน ํ๋าหน ัก คือ
พ * (น ,)  = 0 - ข , 2)2 ; เข',!< 1

=  0 ; บ ,  ฟ ้น ค ่าอ ึ๋น  ๆ

I

ตวอร่ไงที่ 2 จากข ้อม ูลในต ัวอย ่างท ี่ 1 จะได้ว ่า
m = 2.744 , ท = 10 

MAD =  1.5773
ข้อมูลตัวที่ X, (X, - m)2 บ, พ«(บ!) ((X, - ra)2Wb1(บ,))2

1 2.8685 0.0155 0.0316 0.9980 0.00024
2 -0.3624 9.6497 -0.7878 0.1439 1.9282
3 4.2829 2.3682 0.3903 0.7185 2.8954
4 -1.17 15.3194 -0.9926 0.0002 0.000012
5 0.9182 3.3335 -0.4630 0.6172 4.2329
6 4.3596 2.6102 0.4097 0.6925 3.2674
7 2.6195 0.0155 -0.0316 0.9980 0.00024
8 1.4308 1.7245 -0.3330 0.7905 1.8583
9 4.1761 2.0509 0.3632 0.7536 2.3889
10 10 52.6495 1.8401 0 0

รวม 16.5716



ท
1 ( ( 2 - - " O X , ^ ) ) 2

/ 2

( /2 -1  y 2
Z ¥ A ¥ )

___ 10___ ( 16.5716)1/2
(10- 1) *  5.7124

= 2.624

ตัวประมาณค่าพารามเต■ อร์แสดงสเกณอื่อ')'เงก'ชันถ่วงน่า} r นักอยู่ใน
m )  = sin(£/,) ; P,\<K

= 0 ; บ.1 เปึนค่าอื่น ๆ
ตังใ'I นตัาประมาณค่า'พาราณตอร์แสดงสเกถ คอ

ท * 2 . \ * M A D  -------- --—  tan gent
72( « - 1)

บ  = (x  1 - /ท)
1 C M A D

- ¥2 '\
Zsin2 (f/,)

J c o s ( f / , )

กำหนดใท้
cl = IX, - ท1เ

พอ m แทน ค่ามัใ)ยฐานของข้อมูถX,
C แทน ค่าคงที่ท่ี!ปีนบวก (c = 2.1) 

MAD แทน ค่ามธยฐานของข้อมูถ cl,

£»-7
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ตัวอย่างที่ 3 จากข้อผูถในตัวอย่าง จะไตัว่า
1» = 2.744 , ท = 10 , MAD = 1.5773

ข้อมูถตัวที่ X, บ, ร๒3(ข;) cos(Ut)
1 2.8685 0.0376 0.0000004 0.99999
2 -0.3624 -0.9378 0.00027 0.99987
3 4.2829 0.4646 0.000066 0.99997
4 -1.17 -1.1816 0.00043 0.99979
5 0.9182 -0.5512 0.000093 0.99995
6 4.3595 0.4877 0.000072 0.99996
7 2.6195 -0.0376 0.0000004 0.99999
8 1.4308 -0.3965 0.000048 0.99998
9 4.1761 0.4324 0.000057 0.99997
10 10 2.1906 0.00146 0.99927

ร วม 0.0024968 9.99874

r  r-

b = // * 2.1 * M A I)  
( ท - \ ÿ ‘

tan gent

1/ A 2

Z c o s ( t / , )

10 2 .1x1 .5773
( 1 0 - 1 )

tm  gent

นt\<7V

^0.0024968 '2  ̂
9.99874

3.1613
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2.2.2 ตัวประมาณท่ีไม'แอนเอียงสำห'โบพารามิเตอ!แสดงสเกล
สำหรับตัวประมาณท่ีไม'เอนเอียงของพารามิเตอร์แสดงณกล มีรายถะเอียดตังน้ี 
ทำทนลใ ห ้X,, x 2, ..., x n เป็นตัวอข่ไงชุ่มจากประชากรที่มีการแฉกแจงแบบปกติ และ

p x  1- X)2
ร 2

แ ร2
X(n-l)ตังน้ัน "  โดยมีฟ้งกํชันความหนาแน่นอยู่ในรูป

/ (x ) = — ----- —------r X ~ 2 e 2 ; x > 0
n - \

K 2 y 
แ ร2

ด้วยวิธี การแป ลงจาก ° 2 ไป สู่ ร2 เราจะได้ฟ้งกํชนความหนาแน่นของ ร2 อยู่ในรูป
1 f

«-1

g i n  = ■ พ-ท
V ^ y

ท-3

2(7
2 {ร 2) X ร 1 >0

และ ร มีรูปแบบฟ้งก์ชันความหนาแน่นอยู่ในรูป
1/ j ( s )

r! iJ
£ ( ร )  = 15 h (s )  d s  

0

f  A 
1 f  n  ไใ \ ท 3 21

V 1 T  ) ๙  J

ท 1
- —  - m2 ร"-2 ร >0

1
f  แ - T]

1 f  wท 3 2

2 2

1 r  »
.ฯ ใ 2

2  2
๙

J2 d s

'° T © .๙’ l / 2
"-I y 2^

2y . / T d l

เม่ือ
/ = แร

l a

1 r // ไ ๙
๙ ? -  lV -" r © T J

f  2 ไ 
๙ ,

r n <*> R-2
2 ^ 1 ๙ . /  2 ๙/

V z  y
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r  ๆ '\
1{พ -ๆ พ, I 2 J

ตัง1นั้นตัวประม )ณค'ไทไม่เอนเอียง,ของพารามิเฅอรํแสดงสเกถคือ

U N S D  =  â  =

■ «ไ
J J  1
พ - 1 ไ  Ï

p S r - X Y

2

ตัวประมาณที่เอนเอียงสำหรับพารามิเตอร์แสดงสเกล
สำหรับต ัวประมาณค่าท ี่เอนเอ ียงน ั้นจะพ ิจารณาจากส ่วนเบ ี่ยงเบนมาตรฐานขอํงข ้อม ูล  

สามารถคำนวณไตัจาก

S D

jpx, -X)2
\  ท - - \

2.2.3 ตัวประมาณที่ไตัจากวิธีบูตสแตรปสำหรับพารามเตอร์แสดงสเกล
สำหรับหลักการของวิธ ี lj ตสแตรปนันจะใช้ทลกการเดียวกันกับการประมาณค่า 

พารามิเตอร์เแสดงตำแหน่ง
การประมาณค่าพารามิเตอร์แสดงสเกลด้วยวิธีมูตสแตรป มีข้ันตอนตังนี้

(1) ทำการสร้างข้อมูลให้มีการแจกแจงตามที่ต้องการศึกษา X, -  F ; i = 1, 2, ท เม่ือ F 
เป็นการแจกแจงที่ต้องการศึกษา

(2) จากค่า X,, x n ทำการสุ่มVตัวอย่างขนาด ท แนบใส ่คืนได้ • เม่ือ คือ
ตัวอย่างท่ีสุ่มได้ตัวท่ี j จากข้อมูล X,, x n

(3 ) นำค่าข้อมูล ไปคำนวณหาค่าตัวประม!ณคือ
(3.1)ตัวประมาณท่ีเอนเอียงคือ

[ p x ; - x y
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(3.2) ตัวประมไณที่ไม'เอนเอียงคือ

UNSD

เม่ือ

X

r "■ ) J± < L K - x y
U

( ท -

p:
ท " )  = (»-1)!
r ( “ ) = 4 ท ิ

(4) กระทำตามขั้นตอนที่ (2) - (3) ชํ้ากัาแท่ากับจำนวนกรั้งที่ต้องการทำบูตสแตรป
(5) หาท่าเฉลี่ยของค่าประมาณที่ไต้จากขั้นตอนที่ (3) ตังนั้นตัวประมาณที่ไต้จากวิธี

\เตสแตรป คือ
V ,ร'//

BSD = jt~ —

jruNSD*
B UNS!) =  ท ..... —

เมื่อ B แทน จำนวนครั้งของการทำ!เฅสแตรป ซึ่งเท่ากับจำนวนครั้งใน
การบูตสแตรปสำหรับตัวประมาณท่าพารามเตอร์แสดงตำแหน่งต้วขวิธีบูฅสแตรป
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