
บทท่ี 3

แบบจำลองทางคณิตศาสตร์

การสร้างแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ของกลไกการถ่ายเทความร้อนผ่านระบบหลังคา 

ภายใต้สถานะไม่อยู่ตัว (transient condition) เลือกไซวิธีผลต่างสืบเนื่อง (finite difference 

method) แบบอิมพลิสิต(implicit method) โดยไซ้วิธีการประมาณจากผลต่างแบบตรงกลาง

(central difference ) และสมมุติให้การถ่ายเทความร้อนที่เกิดขึ้นมีทิศทางไหลเข้าสู่จุด (node) 

ที่กำหนดโดยการกำหนดจุดเริ่มจากผิวต้านนอกของหลังคาแต่ละต้าน และให้ระยะระหว่างจุด 

เป็น A l»วนค่าของช่วงเวลาการเปลี่ยนแปลง (step time) เป็น At

รูปท่ี 3.2 แสดงรูปแบบของหลังคาเรียบและลำตับต้าน

สมมติฐาน

1 เป็นการนำความร้อนในทิศทางเดียว ตามแนวความหนาของวัสดุหลังคาและหลังคา 

เป็นพื้นผิวเรียบ สำหรับหลังคากระเบื้องที่เป็นลอนโดยที่มุมภายในของลอนที่มีค่ามาก
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กว่า 120 องศา ข้อสมมติฐานนี้จะไม่ทำให้เกิดความคลาดเคลื่อนมากนัก [Duffie and 

Beckman, 1991]

2 คุณสมบ้ตทางความร้อนของวัสดุหลังคามีค่าคงที่

3 การแผ่รังสีความร้อนที่ผิวของหลังคา มีลักษณะเป็นผิวสีเทา (gray surface)

จากหลักสมดุลย์'พลังงานสำหรับปริมาตรควบคุม (control volume) ของจุดที่กำหนดจะได้ว่า

E,ท +  Eg =  Est +  Eout (3.1)

เนืองจากไม่มีการสร้างพลังงานภายในจุดที่กำหนดและการถ่ายเทความร้อนมีทิศทางไหลเข้าสู่ 

จุดที่กำหนด ด้งนั้นจากสมการ (3.1) ได้ว่า

Ein =  Est (3.2)

1. พิจารณากลไกการถ่ายเทความร้อนที่เกิดขึ้นที่ผิวและภายในเนื้อวัสดุของหลังคาแต่ละด้าน 

ด้งแสดงในรูปท่ี 3.3 ซ่ึงสามารถแยกพิจารณาได้เป็น 4 บริเวณด้งนี้

ร.—-
.4 ; ■*1

' ‘ . ไr

: \  : * 
C,; ; 1 ' ท้น้ั:ส์,i-:;-:

น ั้น ั้จ ั่-
REGION 1 --C ■■คุ«ไ» < ''

■ : -V.
OUT DOOR ; ■1- •"./

qv
qR

REGION 4 
REGION 3

VOID -AREA IN ROOF

L-2

ร ูป ท ี่ 3 .3  แ ส ด ง ก ล ไ ก ก าร ถ ่าย เท ค ว าม ร ้อ น ท ี่ผ ิว แ ล ะ ภ าย ใ น เน ื้อ ว ัส ด ุข อ ง ห ล ัง ค าแ ต ่ล ะ ด ้าน

1.1 บ ร ิเว ณ ท ี่ 1 พ ิจ า ร ณ า ก ล ไ ก ก าร ถ ่าย เท ค ว าม ร ้อ น ท ี่ผ ิว ด ้าน น อ ก ข อ ง ห ล ัง ค าแ ด ่ล ะ ด ้าน  
•พ ิจ า ร ณ า ผ ิว ด ้า น น อ ก ข อ ง ห ล ัง ค า ด ้าน ท ี่ 1 ,2 ,3 ,4  ส ำห ร ับ ห ล ังค าห น ้าจ ั่ว  แล ะด ้าน ท ี่ 1 ,2 ,3 ,4 ,5  
ส ำห ร ับ ห ล ัง ค า เร ีย บ  เก ิด ก า ร ถ ่า ย เท ค ว า ม ร ้อ น เน ื่อ ง จ า ก  ไ ด ้ร ับ ร ังส ีค ว าม ร ้อ น จ าก แ ส งแ ด ด  
ก า ร น ำ ค ว า ม ร ้อ น ภ า ย ใ น เน ื้อ ว ัส ด ุส ู่ผ ิว ด ้า น น อ ก  ก า ร พ า ค ว า ม ร ้อ น จ า ก อ า ก า ศ ภ า ย น อ ก ส ู่ผ ิว
ห ล ัง ค า  ก าร แ ผ ่ร ังส ีค ว าม ร ้อ น ร ะ ห ว ่างผ ิว ห ล ังค าด ้าน น อ ก ก ับ ท ้อ ง ฟ ้าแ ล ะ ก าร ส ะ ส ม ค ว าม ร ้อ น ใน  
เน ื้อ ว ัส ด ุ ด ้งแส ด งใน  ร ูปท ี่ 3 .4
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■A :

HAL
2

รูปท่ี 3.4 แสดงกลไกการถ่ายเทความร้อนที่ผิวด้านนอกของหลังคา 

(1-(P)GSA + kA^ - ' -f  TfP + hA( Toc-T^1) + SAG(T4ky- ( t p+1) 4 )
A l

pCA-
A l t p+1- t p

A t
เม่ือ

รังสีความร้อนจากแสงแดด = (1-(p)GsA

การนำความร้อนภายในเน้ือวัสดุสู่ผิวด้านนอก = kA
TPไ; -  Tp+1

กา+1 ทา

A l

(3.3)

การพาความร้อนจากอากาศภายนอกสู่ผิวหลังคา = hA( Toc-T^+1)

การแผ่รังสีความร้อนระหว่างผิวหลังคาด้านนอกกับท้องฟ้า = 8AG(T4ky- ( t p+1) )

V A l Tp+1 -  Tp
การสะสมความร้อนในเนือวัสดุ = pCA— —  —

2 A t

•พิจารณาผิวด้านนอกของหลังคาด้านที่ 5 สำหรับหลังคาหน้าจั่วและด้านท่ี 6 สำหรับหลังคา 

เรียบ เกิดการถ่ายเทความร้อนเนื่องจากการนำความร้อนภายในเนื้อวัสดุสู่ผิวด้านนอก การพา 

ความร้อนจากอากาศภายในอาคารสู่ผิวหลังคา และการสะสมความร้อนในเน้ือวัสดุ

Tpไ; -  Tp+1 _  _ p+1 A l Tp+1 -  Tp
kA —— “— — +hA(TR-T ) = pCA—- - อ— ---— (3.4)

A l ๓ 2 A t
เม่ือ

„ ^ v Tpไ ; - Tp+1
การนำความร้อนภายในเนอวัสดุส่ผิวด้านนอก = k A - ^ ----- 25—

A l

การพาความร้อนจากอากาศภายในอาคารสู่ผิวหลังคา = hA( TR-TmP+1)
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ก ารส ะส ม ค วาม ร ้อ น ใน เน ื้อ ว ัส ด ุ = P C A -------- - —   —
2 A t

1 .2 บ ร ิเว ณ ท ี่ 2 พ ิจ า ร ณ า ก ล ไ ก ก า ร ถ ่า ย เท ค ว า ม ร ้อ น ภ า ย ใ น เน ื้อ ว ัส ด ุข อ ง ห ว ัง คา 

แ ต ่ล ะ ด ้าน  ซ ึ่ง เก ิด ก า ร ถ ่า ย เท ค ว า ม ร ้อ น เน ื่อ ง จ า ก ก า ร น ำ ค ว า ม ร ้อ น ภ า ย ใ น เน ื้อ ว ัส ด ุจ า ก จ ุด ข ้า ง  
เค ีย ง ส ู่จ ุด ท ี่ท ำ ก า ร พ ิจ า ร ณ า  แ ล ะ ก าร ส ะ ส ม ค ว าม ร ้อ น ภ าย ใน เน ื้อ ว ัส ด ุบ ร ิเว ณ จ ุด ท ี่พ ิจ าร ณ า ด้ง 
แส ดงใน ร ูป ท ี่ 3 .5

qD -
r *É*

qD

m  —1
4»

โท 4-1 
♦

ร ูปท ี่ 3 .5  แ ส ด งก ล ไ ก ก าร ถ ่าย เท ค ว าม ร ้อ น ภ าย ใ น เน ื้อ ว ัส ด ุข อ ง ห ว ัง ค า

-J-P+1 _  -p P + 1 T
P+1

kA -
A l

+ kA- m+1 T
p+1 rp + 1

A l
= p c a A l

t:

A t

TP* 1 +  Tpท่ี11 -  2TP+1 _ Tp+1- T p
k A ^ ^ ------- ^ --------- —  = p c a A l -j r - —----- — (3 .5 )

เ ส ์อ  +  1ก าร น ำค ว าม ร ้อ น ภ าย ใน เน ื้อ ว ัส ด ุ = k A - ^ ------ ^ --------- - —

ก ารส ะ ส ม ค ว าม ร ้อ น ภ าย ใน เน อ ว ัส ด ุ = p c a A l — ---------—
’ A t

1 .3  บ ร ิเว ณ ท ี่ 3 พ ิจ า ร ณ า ก ล ไ ก ก า ร ถ ่า ย เท ค ว า ม ร ้อ น ภ า ย ใ น เน ื้อ ว ัส ด ุข อ ง ห ว ัง ค า  
แ ต ่ล ะ ด ้าน  ซ ึ่ง เก ิด ก า ร ถ ่า ย เท ค ว า ม ร ้อ น เน ื่อ ง จ า ก ก า ร น ำ ค ว า ม ร ้อ น ภ า ย ใ น เน ื้อ ว ัส ด ุจ า ก จ ุด ข ้า ง  
เค ีย ง ส ู่จ ุด ท ี่ท ำ ก า ร พ ิจ า ร ณ า  โ ด ย ก าร น ำค ว าม ร ้อ น ท ี่เก ิด ข ึ้น ม ีก าร ถ ่าย เท ค ว าม ร ้อ น ร ะ ห ว ่าง ว ัส ด ุ
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2 ชนิด ที่อยู่ติดก้นในล้กษณะผนังประสม (composite wall) และการสะสมความร้อนภายใน 

เนื้อวัสดุบริเวณจุดท่ีพิจารณา

-จุดที่พิจารณาอยู่ภายในเน้ือวัสดุที่ 1 ดังแสดงในรูปท่ี 3.6(กรณี A l ,< A l2)

A น

วั.'mi - 1.- 
1.;.-: •น;:

A L

รูปท่ี 3.6 แสดงกลไกการนำความร้อนภายในเนื้อวัสดุของหลังคาระหว่างวัสดุ 2 ชนิด 

โดยจุดพิจารณาอยู่ในเน้ือวัสดุท่ี 1

T Pที่; -  T p+1 ไที่ที่1 -  T p+1
kA — --------—  + A - ๓+1

A l ^ 1 + ^  
k, k2

T p+' -  T 'm กา
= (p  1 c  1 + A l- i)+p 2 C 2 ( ^ -  A l1))a  ^

เม่ือ

การนำความร้อนภายในเน้ือวัสดุ = kA
T Pท ี่; - T P+1 T Pท ี่; - T P+1

ทา—1________กา + ๓

A l ท ี่^ 1 +  A l,
k1 k2

A l
การสะสมความร้อนภายในเนื้อวัสดุ = (P -เ0า(—-  + A l-i)+

2
T P+1 -  T pทา ทาp 2c 2 ( - y -  A loja

(3.6)

-จุดที่พิจารณาอยู่ภายในเน้ือวัสดุที่ 2 ดังแสดงในรูปท่ี 3.7 (กรณี AL-,< A l2)
-j-p+1 _-J-P+1

ทา—1_______ ทา

A  + Ak
•โา'1' -  น , _ T,+' -  T"

+ k A - m±1- — —  = P 2C 2a A l - 02— ------—
A l A t

(3.7)
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เม่ือ

Tp+1 -  Tp+1 TPน้ื1 -  Tp+1
การนำความร้อนภายในเนอวัสดุ = -----^ — + ^  m+1 ^  m

k1 k2
V Tp+1 -  Tp

การสะสมความร้อนภายในเนือวัสดุ = p 2C2AÀL ----------—
' A t

A U

A k '.1
โ ■'โCL เ■1:

.11-. I- ’ IV ■* L-
, . . ช . I-
: ■ •ฯ:

a l

รูปท่ี 3.7 แสดงกลไกการนำความร้อนภายในเนื้อวัสดุของหลังคาระหว่างวัสดุ 2 ชนิด 

โดยจุดพิจารณาอยู่ในเน้ือวัสดุท่ี 2

1.4 บริเวณที่ 4 พิจารณากลไกการถ่ายเทความร้อนท่ีผิวด้านในของหลังคาแต่ละด้าน 

-จุดที่พิจารณาอยู่ภายในเน้ือวัสดุซึ่งอยู่ถัดจากผิวด้านในของหลังคาซึ่งเกิดการถ่ายเทความร้อน 

เนื่องจากการนำความร้อนภายในเนื้อวัสดุจากจุดข้างเคียงสู่จุดที่ฑำการพิจารณาและการ 

สะสมความร้อนภายในเนื้อวัสดุบริเวณจุดท่ีพิจารณา โดยที่ระยะ A l3 เป็นระยะที่เหลือเศษจาก 

การกำหนดจุดจากผิวด้านนอกของหลังคาถึงจุดที่พิจารณาซึ่งอยู่ถัดจากผิวด้านในของหลังคา 

ด้งแสดงในรูปท่ี 3.8 (A l3<Al)

t p! 1- t p+1 t p+1- t p+1 A l A l 3 Tp+1- T p
kA_๓2̂ — 2 ]_ +kA_m±ษ----—  =pCA(— : + —— J-2—  2L (3.8)

A l A l 3 2 2 At

เม่ือ
-J-p+1 _  -J-p+1

การนำความร้อนภายโนเน้ีอวัสดุ = kA m~1 ——— + kA
ท า  -  Tp+'m+1 m

A l A l .

. ,  „  A l A l 3 t p+1- t p
การสะสมความร้อนภาย เนเนิอวัสดุ = pCA( +------ )——- — —

2 2 A t
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'1
ท า - 1 

♦

A L 1 A L3
2 2

รูปที่ 3.8 แสดงกลไกการนำความร้อนภายในเนื้อวัสดุของหลังคา

โดยจุดที่พิจารณาอยู่ภายในเนื้อวัสดุซ่ึงอยู่ถัดจากผิวด้านในของหลังคา

-จุดที่พิจารณาอยู่ที่ผิวด้านในของหลังคาซึ่งเกิดการถ่ายเทความร้อนเนื่องจากการนำความร้อน 

ภายในเนื้อวัสดุสู่ผิวด้านใน การพาความร้อนจากอากาศซ่ึงอยู่ภายในช่องว่างระหว่างหลังคา

กับผิาเพดานสู่ผิวหลังคา การแผ่รังสีความร้อนระหว่างผิวหลังคาด้านในซึ่งถันและถัน และการ 

สะสมความร้อนในเนื้อวัสดุ ดังแสดงในรูปท่ี 3.9

A L3 
2

รูปท่ี 3.9 แสดงกลไกการถ่ายเทความร้อนท่ีผิวด้านในของหลังคา

A l ( 1 - 8 )

2 A t
(3.9)

-pP+1 _TP+1
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การพาความร้อน = hA(TP+1- Tmp+1)

การแผ่รังสีความร้อนระหว่างผิวหลังคา = 8A

^ พ ^  .  P C A ^

(1 -  ธ)
Tp+1 -  Tp

ทา___________ทา

At

-จุดที่พิจารณาอยู่ที่ผิวด้านในของหลังคากรณีไม่มีผิาเพดานซึ่งเกิดการถ่ายเทความร้อนเนื่อง 

จากการนำความร้อนภายในเน้ือวัสดุสู่ผิวด้านใน การพาความร้อนจากอากาศซึ่งอยู่ภายในช่อง 

ว่างระหว่างหลังคากับผิาเพดานสู่ผิวหลังคา และการสะสมความร้อนในเนื้อวัสดุ

*  h *  t r ' - r  )= P C A ^  A A i

เม่ือ

การนำความร้อนภายในเน้ือวัสดุสู่ผิวด้านใน = kA
-J-P+1 _  -J-P+1

ทา—1 กา

A l
3

การพาความร้อน = hA(TP0+1- Tmp+1) 

การสะสมความร้อนไนเนื้อวัสดุ = pCA
Tp+1 -  Tpทา___________ m_

A t

2. พิจารณากลไกการถ่ายเทความร้อนของปริมาตรควบคุมของอากาศภายในช่องว่างระหว่าง 

หลังคากับฝืาเพดานที่เกิดขึ้นเนื่องจากการพาความร้อนจากผิวด้านในของหลังคาสู่อากาศ 

ที่อยู่ภายในช่องว่างระหว่างหลังคากับผิาเพดาน การระบายอากาศ (ventilation) และการ 

สะสมความร้อนของอากาศภายในช่องว่างระหว่างหลังคากับผิาเพดานด้งแสดงในรปที่ 3.10

' r r - T
XhA( T^+1 - Tp+1 ) + mVen, C( Toc - TP+1 ) = Mv0 c vo ~ vo (3.11)

เม่ือ

การพาความร้อน = XhA(T^+1-TP+1)

การระบายอากาศ = mvent C( Toc -Tvo )

V _ Tp+1 -  Tp
การสะสมความร้อนของอากาศ = Mv0 C— -------—

At
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รูปท่ี 3.10 แสดงกลไกการถ่ายเทความร้อนของอากาศภายในช่องว่างระหว่างหลังคา 
กับผิาเพดาน

จากระบบสมการข้างด้นจะเห็นได้ว่ามีตัวแปรไม่ทราบค่าคือค่าอุณหภูมิในช่วงเวลาก ัด ไปที่จ ุด 

ต่างๆ ที่กำหนด ( "กั+1) และอุณหภูมิในช่วงเวลากัดไปของอากาศภายในช่องว่างระหว่าง 

หลังคากับฝึาเพดาน (TP+1) สำหรับสภาวะเริมด้น (initial condition) สำหรับการคำนวณของ 

อุณหภมิปัจจบัน TP และ TP น้ัน กำหนดให้มีค่าเท่ากับอณหภมิฃองอากาศภายนอก ยกเว้น 

คำเริ่มด้นของอุณหภูมิของหลังคาด้านที่ 5 สำหรับหลังคาหน้าจั่ว และด้านท่ี 6 สำหรับหลังคา 

เรียบ ซึ่งเป็นผิาเพดาน กำหนดให้มีค่าเท่ากับอุณหภูมิของอากาศภายในอาคาร 

สำหรับจำนวนสมการมีเท่ากับจำนวนตัวแปร คือเท่ากับจำนวนจุดที่กำหนดทั้งหมดบวกอีก

หนึ่งสมการสำหรับสมการของสมดุลย์พลังงานของปริมาตรควบคุมของอากาศภายในช่องว ่ า ง  

ระหว่างหลังคากับผิาเพดาน

เนืองจากบางสมการเป็นสมการไม่เซิงเส้น (Nonlinear equations) ด้งน้นการแก้สมการ 

เพื่อหาค่าตัวแปรจึงใชวิธี หลักการของนิวด้น - ราฟสัน (Newton-Raphson method)

ซึ่งมีขั้นดอนด้งต่อไปนี้ [Stoecker, 1989]

1. จัดรูปสมการข้างด้นให้ด้านขวามือมีค่าเป็นศูนย์และให้เท่ากับค่า fn โดยเริ่มจากสมการ 

สมดุลย์พลังงานของปริมาตรควบคุมของจุดที่อยู่ที่ผิวด้านนอกของหลังคาด้านที่ 1 จัดรูป 

สมการให้ด้านขวามือมีค่าเป็นศูนย์และให้เท่ากับ /; แล้วทำเช่นเดิมสำหรับจุดกัดไปจนถึง 

จุดที่ผิวด้านในของหลังคาด้านที ่ 1 แล้วทำเช่นเดียวกันกับด้านที่ 2,3,4,5 สำหรับหลังคา 

หน้าจ่ัว และด้านท่ี 2,3,4,5,6 สำหรับหลังคาเรียบ โดยกำหนดให้ค่า ท ซึ่งแสดงลำดับท่ี 

ของ f  มีค่าต่อเนื่องกัน และค่า ท ส ุดท้ายคือการจัดร ูป สมการของสมดุลย์พลังงานของ 

ปริมาตรควบคุมของอากาศภายในช่องว่างระหว่างหลังคากับผิาเพดานให้ด้านขวามือมีค่า 

เป็นศูนย์และให้เท่ากับ fn
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ค่ =0 (3.12.1)

fn =0 (3.12.ท;)

2. สมมุติค่าเริ่มต้นให้กับตัวแปรซึ่งเป็นค่าของอุณหภูมิของช่วงเวลาถัดไป โดยให้มีค่าเท่ากับ 

อุณหภูมิที่เวลาปัจจุบัน

Tp+1 = Tp , Tp+1 = T,:

3. คำนวณหาค่า fn โดยแทนค่าตัวแปรด้วยค่าสมมุติเริ่มต้น

4. หาค่าอนุพันธ์ของฟังก์ชันทั้งหมดเทียบกับตัวแปรทั้งหมด

A  บ ัน 31
' St!  "n

5. จัดรูปแบบระบบสมการ

ล 1,1 a  1,2 • ล 1 , ท - 1 ล 1.ท ~At„, ’ ’ ไ

a 2 . 1 ล 2 , 2  • - ■ a 2 , ท - 1 a  2 ,  ก A t,., f 2

•
\

• X • = \

ล ท - 1 1 a  ก —1,2 '  3  1ก —1 , ก 3  1ก —1, ก A t5„ ไ , - 1

_ ล ท , 1 ล ท, 2  • •
- ล

ท,  ท—1
ล

ท , ท A tVO / ท  _

(3.13)

6. หาค่า A t จากสมการ (3.13) ซึ่งเป็นระบบสมการเชิงเส้น (Linear equations) ด้วย 

ระเบียบวิธีกำจัดแบบเกาส์ (gauss elimination method)

7. แกัไขค่าของตัวแปรใหม่

T n e w  -  T o l d  '  A t

8. ถ้าค่าของ I A t I <  0.001 แสดงว่า ค่าตัวแปรใหม่เป็นค่าประมาณของตัวแปรที่ต้องการหา 

ค่า แต่ ถ้าค่าของ I A t I >  0.001 ให้ทำซ้ําข้อ 3 ถึงข้อ 8 ใหม่ โดยให้ค่า

ตัวแปรใหม่ที่ไดใช้เป็นค่าสมมุติให้กับตัวแปรในข้อ 2.
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แผนผ้งแสดงการหาคำตอบจากแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ด้วยวิธเชิงตัวเลข 

(หลังคาหน้าจั่ว)
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แผนผังแสดงการหาคำตอบจากแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ด้วยวิรีเช ิงด้วเลข 

(หล้งคาเรียบ)
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