
C H A P T E R  3

A  R E V I E W  O F  G R A N U L A T I O N  P R O C E S S  S I M U L A T I O N  M O D E L S

เ ก  t h i s  t h e s i s ,  a  g o o d  s t a r t i n g  p o i n t  i s  t o  r e v i e w  a p p r o p r i a t e  m a t h e m a t i c a l  

m o d e l s  w h i c h  c a n  b e  u s e d  t o  s i m u l a t e  t h e  f e r t i l i z e r  g r a n u l a t i o n  p r o c e s s  s h o w n  i n  

f i g u r e  1 - 2 .  T h e  d r u m  g r a n u l a t o r  i s  t h e  k e y  t o  p a r t i c l e  s i z e  c h a n g e  a n d  t h e n  t h e  

s c r e e n  a n d  t h e  c r u s h e r  w i l l  b e  a d d e d  t o  c o m p l e t e  t h e  s i m p l e s t  g r a n u l a t i o n  c i r c u i t .  

T h e  s u i t a b l e  m a t h e m a t i c a l  m o d e l s  f o r  d r u m  g r a n u l a t o r ,  s c r e e n  a n d  c r u s h e r  m u s t  

b e  t e s t e d  t o  v a l i d a t e  t h e i r  s u i t a b i l i t y .

3 . 1  A  R e v i e w  o f  D r u m  G r a n u l a t o r  M o d e l s

A  r e v i e w  o f  t h e  e x i s t i n g  m o d e l s  w i l l  b e  c a r r i e d  o u t .  T h e  j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h e  

s u i t a b i l i t y  a n d  l i m i t a t i o n  o f  t h e  m o d e l s  w i l l  a l s o  b e  c a r r i e d  o u t .  S e v e r a l  o f  t h e  g r a n u l a t i o n  

t e c h n i q u e s  f o u n d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  a r e  a p p l i e d  t o  f l u i d i z e d  g r a n u l a t o r ,  p a n  g r a n u l a t o r  a n d  

s p r a y  g r a n u l a t o r .  T h e  r o t a t i n g  d r u m  g r a n u l a t o r  i s  t h e  o n e  o f  i n t e r e s t  h e r e .

3 . 1 . 1  T h e  d r u m  g r a n u l a t o r  m o d e l  

L i s t e r ’s  M o d e l  a n d  l i m i t a t i o n

L is te r  e t  a l. (1 9 8 6 ) ,  L is te r  a n d  W a te r s  (1 9 8 8 , 1 9 9 0 )  a n d  W a te r  e t  al (1 9 8 9 )

h a v e  d e v e l o p e d  a  m o d e l  fo r  p r e d i c t in g  th e  s i z e  d is t r ib u t io n  o f p r o d u c t  fro m  a  d r u m

g r a n u la to r  u s in g  d a t a  o b ta i n e d  fro m  th e  b a t c h  g r a n u la t io n  o f a  w id e  in itial s i z e
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d i s t r i b u t i o n  o f  i r o n  o r e  s i n t e r  f e e d  p a r t i c l e s .  A s s u m i n g  t h a t  g r a n u l e  g r o w t h  i s  

m a i n l y  v i a  p s e u d o - l a y e r i n g  ( p r e f e r e n t i a l  c o a l e s c e n c e ) ,  t h e  i r o n  o r e  p e l l e t s  a r e  

p a r t i t i o n e d  i n t o  l a y e r i n g  a n d  n u c l e i  p a r t i c l e s  t h e r e b y  n e g l e c t i n g  t h e  e f f e c t  o f  

r a n d o m  c o a l e s c e n c e .  D u r i n g  g r a n u l a t i o n ,  a  l a y e r  o f  f i n e s  i s  a s s u m e d  t o  h a v e  

a t t a c h e d  i t s e l f  o n t o  t h e  n u c l e i  p a r t i c l e  t o  p r o d u c e  a  g r a n u l e  o f  l a r g e r  s i z e .

T h e r e  a r e  s o m e  o f  t h e  s h o r t c o m i n g s  a s s o c i a t e d  w i t h  L i s t e r ’s  m o d e l  t o  l i m i t  t h e  

m o d e l  p e r f o r m a n c e .  L i s t e r ’s  m o d e l  g i v e s  n o  i n f o r m a t i o n  a s  t o  t h e  k i n e t i c s  o f  t h e  

g r a n u l e  s i z e  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  i s  v e r y  i m p o r t a n t  i n  f e r t i l i z e r  d r u m  g r a n u l a t o r  

m o d e l i n g .  T h e  m o d e l  i s  b a s e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  g r a n u l e  g r o w t h  i s  m a i n l y  v i a  

p s e u d o  l a y e r i n g ,  t h e r e b y  n e g l e c t i n g  t h e  e f f e c t  o f  r a n d o m  c o a l e s c e n c e  w h i c h  m a y  

b e  i m p o r t a n t  i n  t h e  f i r s t  s t a g e  o f  g r a n u l a t i o n .

เ ท  v i e w  o f  t h e s e  s h o r t c o m i n g s ,  i t  i s  c o n c l u d e d  t h a t  L i s t e r ’s  m o d e l  i s  n o t  

s o  s u i t a b l e  f o r  u s e  i n  m o d e l i n g  t h e  f e r t i l i z e r  d r u m  g r a n u l a t o r .

Sherrington's Model

S h e r r i n g t o n  ( 1 9 6 8 )  h a s  d e v e l o p e d  a  m o d e l  t h a t  i s  c a p a b l e  o f  p r e d i c t i n g  

t h e  k i n e t i c s  o f  t h e  m e d i a n  g r a n u l e  d i a m e t e r .  T h e  m o d e l  c o r r e l a t e s  t h e  a v e r a g e  

g r a n u l e  d i a m e t e r  w i t h  t h e  s o l u t i o n  p h a s e  r a t i o .

S h e r r i n g t o n  ( 1 9 6 8 )  p o s t u l a t e s  t h a t  f o r  a  w e l l  p a c k e d  m a s s  o f  p a r t i c l e s ,  

t h e  s o l u t i o n  p h a s e  r a t i o ,  y ,  i s  r e l a t e d  t o  t h e  a v e r a g e  g r a n u l e  d i a m e t e r .

เ ท  d e v e l o p i n g  t h e  m o d e l  e q u a t i o n  t o  d e s c r i b e  t h e  g r a n u l e  s i z e  d i a m e t e r ,

i t  i s  a s s u m e d  t h a t  ;
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1 )  . t h e  r e s u l t i n g  g r a n u l e s  a r e  s p h e r i c a l  a n d  u n i f o r m l y  s i z e d ,

2 )  . t h e  g r a n u l e  i s  c o m p o s e d  o f  u n i f o r m l y  s i z e d  p a r t i c l e s  o f  a v e r a g e  

r a d i u s  a n d

3 )  . t h e  o u t e r  s u r f a c e  o f  t h e  g r a n u l e  i s  s u r f a c e  d r y ,  i . e .  t h e  l i q u i d  i s  w i t h d r a w n  

b y  c a p i l l a r y  s u c t i o n ,  f r o m  t h e  g r a n u l e ’s  o u t e r  s u r f a c e ,  t o  a n  a v e r a g e  d e p t h  i n t o  i t s  

i n t e r s t i c e s .

Limitations of the Sherrington’s Model

A d e t a y o  ( 1 9 9 3 )  e x p l a i n e d  t h a t  d u e  t o  t h e  c o m p l e x i t i e s  o f  t h e  g r a n u l a t i o n  

p r o c e s s  t h e  p a r a m e t e r s  เ ท  t h e  m o d i f i e d  S h e r r i n g t o n ’s  m o d e l  c a n n o t  b e  p r e d i c t e d  

b u t  m u s t  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  e x p e r i m e n t a l  d a t a  b y  a  g r a p h i c a l  m e t h o d .

i )  S o l u b i l i t y ,  o t h e r  b i n d e r  p r o p e r t i e s  s u c h  a s  v i s c o s i t y ,  s u r f a c e  t e n s i o n ,  

d e f o r m a b i l i t y  e t c .  a l s o  h a v e  a  s i g n i f i c a n t  e f f e c t  o n  t h e  g r a n u l a t i o n  p r o c e s s  a n d  c a n  

n o t  b e  n e g l e c t e d .  T h e s e  p r o p e r t i e s  a r e  n o t  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  b y  t h e  S h e r r i n g t o n  

m o d e l .  T h i s  r e s u l t s  เ ท  t h e  e s t a b l i s h m e n t  o f  d i f f e r e n t  e m p i r i c a l  c o r r e l a t i o n s  f o r  e a c h  

m a t e r i a l .

i i )  S h e r r i n g t i o n ’s  m o d e l  a s s u m e s  n e g l i g i b l e  e f f e c t  o f  k i n e t i c s .  I t  g i v e s  

n o  i n f o r m a t i o n  a s  t o  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  a v e r a g e  g r a n u l e  d i a m e t e r .  T h e  

c o r r e l a t i o n  h a s  t o  b e  v a l i d a t e d  f o r  e v e r y  c a s e  o t h e r w i s e  i t  o n l y  g i v e s  i n f o r m a t i o n  o n  

t h e  m e d i a n  g r a n u l e  d i a m e t e r  a t  s t e a d y  s t a t e .

i i i )  S h e r r i n g t o n ’s  a p p r o a c h  o n l y  g i v e s  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  a v e r a g e  

g r a n u l e  d i a m e t e r .  I t  s a y s  n o t h i n g  o f  t h e  s i z e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  g r a n u l e s  a s  a  w h o l e .

i v )  T h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  m o d e l  i s  b a s e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  o f  a  

u n i f o r m l y  d i s t r i b u t e d  i n i t i a l  f e e d  m a t e r i a l .  F o r  a  w i d e  i n i t i a l  g r a n u l e  s i z e  d i s t r i b u t i o n  

t h e  c h o i c e  o f  t h e  " a v e r a g e  d i a m e t e r ” i s  n o t  c l e a r .
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Adetavo's Model

A d e t a y o  e t  a l .  ( 1 9 9 3 )  h a v e  d e v e l o p e d  a  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  b y  a p p l y i n g  

t h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  m o d e l  o f  H o u n s l o w  ( 1 9 9 0 )  t o  t h e  r o t a t i n g  d r u m  g r a n u l a t o r  

a t  t h e  l a b o r a t o r y  s c a l e .

T h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  m o d e l  i s  a p p l i e d  t o  d e s c r i b e  t h e  d r u m  g r a n u l a t i o n  

o f  f e e d  w i t h  b o u n d  i n i t i a l  s i z e  d i s t r i b u t i o n  ( e . g .  r e c y c l e  f e r t i l i z e r  g r a n u l e s ) .  T h e  m o d e l  

u t i l i z e s  a  s e q u e n t i a l  t w o - s t a g e  g r a n u l a t i o n  k e r n e l  t o  d e s c r i b e  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  

o u t p u t  p a r t i c l e s  f r o m  t h e  d r u m  g r a n u l a t o r .  T h e  m o d e l  a c c u r a t e l y  p r e d i c t s  t h e  s h a p e s  

o f  t h e  g r a n u l e  s i z e  d i s t r i b u t i o n s  o v e r  t h e  f u l l  r a n g e  o f  d a t a .

เ ท  t h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  m o d e l ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t

1 )  . P a r t i c l e s  a r e  p r e s e n t  i n  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  c o n c e n t r a t i o n  f o r  t h e  

p o p u l a t i o n  d e n s i t y  t o  b e  t r e a t e d  a s  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n .

2 )  . P a r t i c l e s  a r e  p r e s e n t  i n  s u f f i c i e n t l y  l o w  c o n c e n t r a t i o n  t o  e n s u r e  a l l  

c o l l i s i o n s  a r e  b i n a r y  i n  n a t u r e .

3 )  . T h e  t o t a l  v o l u m e  o f  t w o  a g g l o m e r a t i n g  p a r t i c l e s  i n  a  s y s t e m  i s  c o n s e r v e d .

A d e t a y o  ( 1 9 9 3 )  h a s  s h o w n  t h a t  t h e  m o d e l  i s  s u i t a b l e  f o r  u s e  i n  t h e  

d y n a m i c  s i m u l a t i o n  o f  t h e  g r a n u l a t i o n  c i r c u i t  w h e r e  b o t h  m o i s t u r e  c o n t e n t  a n d  

r e c y c l e  s i z e  d i s t r i b u t i o n  m a y  v a r y  s i g n i f i c a n t l y  w i t h  t i m e .

เท s h o r t ,  S h e r r in g to n ’s  m o d e l is n o t s u i ta b le  for m o d e lin g  th e  fe rtilizer d ru m

g ra n u la to r  w h ic h  e n c o u n te r s  th e  e f fe c t of w id e  s iz e  d is tr ib u tio n  o f fe rtilizer p a r t ic le s .
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F r o m  t h e i r  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  t h e  m o d e l  c o u l d  a c c u r a t e l y  p r e d i c t  t h e  

s h a p e  o f  t h e  g r a n u l e  s i z e  d i s t r i b u t i o n  a n d  a l s o  t a k e s  a c c o u n t  o f  t h e  e f f e c t  o f  

k i n e t i c s  o n  t h e  e q u i l i b r i u m  s i z e  d i s t r i b u t i o n .  T h u s  A d e t a y o ’s  m o d e l  h a s  b e e n  

a d o p t e d  f o r  t h i s  w o r k .

T h e  d e t a i l s  o f  A d e t a y o ’s  m o d e l  w i l l  b e  g i v e n  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n  o f  t h i s

c h a p t e r .

3 . 1 . 2  T h e  S c r e e n  M o d e l

F i g u r e  1 . 2  i l l u s t r a t e s  t h e  c o m p l e t e  c i r c u i t  o f  g r a n u l a t i o n  i n  a n  a c t u a l  

f e r t i l i z e r  p l a n t  w h i c h  r e q u i r e s  o t h e r  u n i t  o p e r a t i o n s  t o  c o m p l e t e  t h e  r e c y c l e  f u n c t i o n  

o f  t h e  g r a n u l a t e d  f e r t i l i z e r  s t r e a m .

D u e  t o  t h e  c l o s e  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  t h e  u n i t  o p e r a t i o n s  i n  t h e  

g r a n u l a t i o n  c i r c u i t ,  d e v e l o p m e n t  a n d  v a l i d a t i o n  o f  e a c h  u n i t  o p e r a t i o n  m o d e l  i s  a n  

e s s e n t i a l  p r e r e q u i s i t e  t o  d e v e l o p i n g  a  r e l i a b l e  s i m u l a t i o n  o f  t h e  g r a n u l a t i o n  c i r c u i t .

A d e t a y o  e t  a l ,  ( 1 9 9 3 )  m e n t i o n s  t h a t  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  g r a n u l a t i o n  c i r c u i t  

a r e  c o n t r o l l e d  b y  t h e  k i n e t i c s  o f  t h e  d r i e r  a n d  t h e  d r u m  g r a n u l a t o r .  T h e  k i n e t i c s  o f  

t h e  s c r e e n  a n d  c r u s h e r  a r e  r e l a t i v e l y  f a s t  a n d  t h e r e f o r e  h a s  i n s i g n i f i c a n t  e f f e c t  o n  t h e  

c i r c u i t  d y n a m i c s .  A  s t e a d y  s t a t e  m o d e l  o f  t h e  s c r e e n  a n d  c r u s h e r  i s  s u f f i c i e n t .

T h e  s c r e e n  m o d e l  o f  W h i t e n  ( 1 9 7 2 )  i s  a d o p t e d  b y  A d e t a y o  ( 1 9 9 3 ) .  T h e  

m o d e l  i s  b a s e d  o n  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  a  p a r t i c l e  w i l l  p a s s  t h r o u g h  t h e  a p e r t u r e  o f  

t h e  s c r e e n .  T h e  p r e s e n t  w o r k  h a s  a d o p t e d  t h e  s a m e  m o d e l .  F o r  t h e  s a k e  o f  

b r e v i t y ,  a  s u m m a r y  o f  t h e  s c r e e n  m o d e l  i s  p r e s e n t e d  b e l o w .
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3 . 1 . 2 . 1  S c r e e n  m o d e l  a s  a p p l i e d  t o  t h e  g r a n u l a t i o n  p r o c e s s  

( A d e t a y o  e t  a l ,  ( 1 9 9 3 ) )

C o n s i d e r  t h e  s i z e  d i s t r i b u t i o n  o f  p a r t i c l e s  g o i n g  t h r o u g h  a  s c r e e n  o f  

a p e r t u r e  hs a n d  m e s h  d i a m e t e r  พ s . T h e  m a s s  f l o w r a t e  o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  i ' h s i z e  

i n t e r v a l  c o m i n g  o u t  a s  o v e r s i z e  m a t e r i a l s ,  O'  i s  g i v e n  b y :

o ,  = F ,y a ( 3 . 1 )

W h e r e Fj -  m a s s  f l o w r a t e  o f  t h e  p a r t i c l e s  i n  t h e  ith s i z e  i n t e r v a l  e n t e r i n g  

t h e  s c r e e n  a s  f e e d  m a t e r i a l s .

O'  =  m a s s  f l o w r a t e  o f  t h e  o v e r s i z e  m a t e r i a l  

y  di -  p r o b a b i l i t y  t h a t  a  p a r t i c l e  i n  t h e  i th s i z e  i n t e r v a l  w i l l  n o t  p a s s  

t h r o u g h  t h e  s c r e e n .

H e r e

y  di a r  + 0 . 8 9 - g ( / , _ , )
[ > - Hr ,  ( Â - d i - 1 )

d ' _ x > h s

d ' _ x < h s a n d  d ' > h s ( 3 . 2 )

d ,  < h s

w h e r e  d'  i s  t h e  t o p  s i z e  o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  ith s i z e  i n t e r v a l ,  a n d
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y ,  =  r ร ( h s - d  1) ( 3 . 3 )

yfm
hร +wร ( 3 . 4 )

g ( y . )  =  \ e ~ y l d y  =
0 . 1 2 4 7 3 4

y, y 3 -  0 . 4 3 7 8 8 0 5 /  +  0 . 2 6 6 9 8 2 ) ;  +  0 . 1 3 8 4 7 5
( 3 . 5 )

m  i s  a n  a d j u s t a b l e  c o n s t a n t ,  a n d :

Ko - K \  
K o  ~ K / - 1)]

( 3 . 6 )

H e r e  w e  d e f i n e  m 0

mp
p a r a m e t e r  f o r  t h e  o v e r s i z e  s c r e e n  

p a r a m e t e r  f o r  t h e  p r o d u c t  s c r e e n

T h e  s c r e e n i n g  u n i t  i s  c o m p o s e d  o f  t w o  s e t s  o f  s c r e e n s ;  t h e  o v e r s i z e  a n d  

t h e  p r o d u c t  s c r e e n .  T h e  f e e d  t o  t h e  p r o d u c t  s c r e e n  i s  t a k e n  a s  t h e  u n d e r s i z e  o f  

t h e  o v e r s i z e  s c r e e n .

3 . 1 . 3  T h e  C r u s h e r  M o d e l

C r u s h e r  a n d  g r i n d i n g  m i l l  m o d e l s  i n  t h e  l i t e r a t u r e  c a n  b e  c l a s s i f i e d  b y  

t h e  m o d e l i n g  a p p r o a c h e s  i n t o  t h r e e  g r o u p s :  m a t r i x  m o d e l ,  k i n e t i c  m o d e l  a n d  

p e r f e c t  m i x i n g  m o d e l .

D e t a i l e d  a n a l y s i s  o f  e a c h  m o d e l i n g  a p p r o a c h  i s  g i v e n  e l s e w h e r e  ( L y n c h ,  

1 9 7 7 ) .  T h e  c r u s h e r  m o d e l  a d o p t e d  f o r  u s e  i n  t h i s  w o r k  i s  a  m a t r i x  m o d e l .
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T h e  h a m m e r  c r u s h e r  m o d e l  i s  c o m p o s e d  o f  t h e  b r e a k a g e  a n d  t h e  

c l a s s i f i c a t i o n  z o n e s .

เ ท  t h e  b r e a k a g e  z o n e ,  p a r t i c l e s  s e l e c t e d  f o r  b r e a k a g e  a r e  b r o k e n  b y  t h e  

h a m m e r s .  T h e  e x i t  s i z e  d i s t r i b u t i o n  f r o m  t h e  b r e a k a g e  z o n e  e n t e r s  t h e  

c l a s s i f i c a t i o n  z o n e  w h e r e  a  c e r t a i n  f r a c t i o n  o f  i t  i s  r e t a i n e d  i n  t h e  c r u s h e r  t o  m i x  

w i t h  i n c o m i n g  f e e d  a n d  t h u s  r e - e n t e r  t h e  b r e a k a g e  z o n e .  T h e  r e s t  c o m e s  o u t  a s  

t h e  c r u s h e r  p r o d u c t .  T h e  p r o p o s e d  b r e a k a g e  e v e n t  i s  g i v e n  b y  L y n c h  ( 1 9 9 7 )  a s  

f o l l o w s  :

m 1 q (

p ,

F i g u r e  3 . 1  S c h e m a t i c  d i a g r a m  o f  t h e  c r u s h e r  m o d e l  

เ ท  t h e  h a m m e r  c r u s h e r  m o d e l ,  t h e  f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  a r e  m a d e  ;

1 ) .  S i n g l e  f r a c t u r e  b r e a k a g e  o c c u r s .

2 )  . T h e  b r e a k a g e  f u n c t i o n  i s  a s s u m e d  t o  b e  t i m e - i n v a r i a n t  w i t h i n  a  s i z e  

i n t e r v a l  i r r e s p e c t i v e  o f  w h e t h e r  t h e  p a r t i c l e  i s  s e l e c t e d  f o r  b r e a k a g e  e a r l y  o r  l a t e r  i n  

t h e  g r i n d i n g  p r o c e s s .

3 )  . T h e  s y s t e m  i s  a s s u m e d  t o  b e  p e r f e c t l y  m i x e d .

A n  o v e r a l l  m a s s  b a l a n c e  o f  t h e  c r u s h e r  o v e r  s i z e  i n t e r v a l  i f o r  a  s t e a d y  

s t a t e  b r e a k a g e  p r o c e s s  i s  a s  f o l l o w s  :
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O U T L E T  = INLET + BIRTH -  D E A T H  ( 3 . 7 )

O u t p u t  i s  t h e  b r o k e n  p a r t i c l e s  w h i c h  s h o u l d  p a s s  t h e  c l a s s i f i e d  z o n e  t o  b e c o m e  

o u t p u t .

I n p u t  m e a n s  t h e  f e e d  o f  o v e r s i z e  p a r t i c l e s  t o  u n d e r g o  b r e a k i n g  i n  t h e  b r e a k a g e  z o n e .

B i r t h  i n  t h e  i t h  s i z e  i n t e r v a l ,  B f  o c c u r s  a s  a  r e s u l t  o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  j th s i z e

i n t e r v a l  ( j  =  1 ,  t o  i - 1  ) b e i n g  b r o k e n  i n t o  p a r t i c l e s  i n  t h e  i 'h s i z e  i n t e r v a l .

B ‘ =  X  B ' j m j S j  ( 3 . 8 )

B r e a k a g e  F u n c t i o n  B j j : T h e  p r o b a b i l i t y  o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  j th s i z e  f r a c t i o n  b e i n g

b r o k e n  i n t o  p a r t i c l e s  l e s s  t h a n  t h e  t o p  s i z e  i n  t h e  ith s i z e  i n t e r v a l .

D e a t h  i n  s i z e  i n t e r v a l  z , z > c , o c c u r s  a s  a  r e s u l t  o f  p a r t i c l e s  i n  t h a t  s i z e  f u n c t i o n  

b e i n g  b r o k e n  t o  p a r t i c l e s  l e s s  t h a n  t h e  it h s i z e  i n t e r v a l

D f  =  m  1ร  1 ( 3 . 9 )

3 . 1 . 3 . 1  C r u s h e r  m o d e l  a s  a p p l i e d  t o  t h e  g r a n u l a t i o n  p r o c e s s

เ ท  t h e  g e n e r a l  m o d e l  f o r  t h e  h a m m e r  c r u s h e r ,  t h e  f l o w  r a t e  o f  p a r t i c l e s  i n  

t h e  i t h  s i z e  f r a c t i o n  e x i t i n g  t h e  c r u s h e r  i s  g i v e n  b y

Pi ( i  +  ~ r )  =  ( 3 - 1 0 )

w h e r e  f  1 =  f e e d  f l o w r a t e  o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  i*1 s i z e  f r a c t i o n  e n t e r i n g  t h e  c r u s h e r  ( k g / h r )
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B r e a k a g e  F u n c t i o n

B 11 =  B r e a k a g e  f u n c t i o n  w h i c h  d e f i n e s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a  p a r t i c l e  i n  t h e  j lh 

s i z e  f r a c t i o n  b e i n g  b r o k e n  i n t o  p a r t i c l e s  l e s s  t h a n  t h e  t o p  s i z e  i n  t h e  

i th s i z e  i n t e r v a l .

F o r  f e r t i l i z e r  p a r t i c l e s ,  t h e  b r e a k a g e  f u n c t i o n ,  s h o u l d  b e  a  f u n c t i o n  t h a t  

e m p h a s i s e s  t h e  c o a r s e  s i z e  r e g i o n  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  ( G a r s i d e  a n d  W i l d s m i t h ,  

1 9 6 9 ) .  T h e  G a u d i n - M e l o y  f u n c t i o n  ( G a u d i n  a n d  M e l o y ,  1 9 6 2 )  h a s  b e e n  f o u n d  t o  

g i v e  a  g o o d  f i t  t o  t h e  d a t a .  T h i s  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  o b s e r v a t i o n  o f  G a r s i d e  a n d  

W i l d s m i t h  ( 1 9 6 9 ) .  T h e  G a u d i n - M e l o y  e q u a t i o n  i s  g i v e n  b y ,

Bij =  1 -
d,
ฯ J ( 3 . 1 1 )

w h e r e  N b i s  t h e  f i t t i n g  p a r a m e t e r  f o r  t h e  b r e a k a g e  f u n c t i o n

S e l e c t i o n  F u n c t i o n

ร 1 =  S e l e c t i o n  f u n c t i o n  r e p r e s e n t i n g  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  a  p a r t i c l e  i n  t h e  ilh 

s i z e  i n t e r v a l  i s  s e l e c t e d  f o r  b r e a k a g e .

T h e  s e l e c t i o n  f u n c t i o n  a s s u m e s  t h a t  p a r t i c l e s  b e l o w  a  c e r t a i n  s i z e ,  d s ,0w , 

a r e  n o t  s e l e c t e d  f o r  b r e a k a g e .  F o r  t h e s e  p a r t i c l e s ,  t h e  s e l e c t i o n  f u n c t i o n  i s  t a k e n  

a s  z e r o .  A b o v e  a  b i g g e r  s i z e ,  d s u p p , a l l  p a r t i c l e s  a r e  a s s u m e d  t o  b e  s e l e c t e d  f o r  

b r e a k a g e ,  l . e .  ร 1 =  1
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d  i — d Upp

Si =
j i 1 _  7a upp ~ a i

d * - d s'upp low

Ns

( 3 . 1 2 )

dj  — d  10W

w h e r e ,  d i i s  t h e  a v e r a g e  s i z e  o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  ith s i z e  i n t e r v a l .

d supp =  p a r t i c l e s  b i g g e r  t h a n  t h e  l i m i t i n g  s i z e  s e l e c t e d  f o r  b r e a k a g e  ( m m ) .

d  'hw =  p a r t i c l e s  s m a l l e r  t h a n  t h e  l i m i t i n g  s i z e  n o t  s e l e c t e d  f o r  b r e a k a g e  ( m m ) .

A T  i s  a n  e m p i r i c a l  p a r a m e t e r  i n  t h e  s e l e c t i o n  f u n c t i o n .

C l a s s i f i c a t i o n  f u n c t i o n

C (. =  C l a s s i f i c a t i o n  f u n c t i o n  r e p r e s e n t i n g  t h e  f r a c t i o n  o f  s i z e  ( i )  เ ท  t h e  

p r o d u c t  f r o m  t h e  b r e a k a g e  z o n e .  T h e  c l a s s i f i c a t i o n  z o n e  a s s u m e d  

t h a t  s o m e  o f  t h e  b r o k e n  p a r t i c l e s  m i g h t  h a v e  t o  p a s s  t h r o u g h  t h e  

b r e a k a g e  z o n e  m o r e  t h a n  o n c e .  T h i s  i s  b e c a u s e  t h e s e  p a r t i c l e s  a r e  

t o o  b i g  t o  e x i t  t h e  c r u s h e r  d u e  t o  m a t e r i a l  s e g r e g a t i o n  i n  t h e  c r u s h e r .

0 . 9 9 9 d  > df,01 i upp

c i =
'upp - d i

JC _ lC ^ upp ~ low

Nc

( 3 . 1 3 )

di  ^ d /ow

w h e r e  d cupp -  u p p e r  c r i t i c a l  s i z e  a b o v e  w h i c h  b i g g e r  p a r t i c l e s  a r e  r e t u r n e d  b a c k  

t o  t h e  b r e a k a g e  z o n e .

d chw -  l o w e r  c r i t i c a l  s i z e  b e l o w  w h i c h  s m a l l e r  p a r t i c l e s  a r e  n o t  r e t u r n e d  

f o r  r e - b r e a k a g e .

N c -  a n  e m p i r i c a l  p a r a m e t e r  f o r  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  f u n c t i o n .

T o  a v o i d  n u m e r i c a l  p r o b l e m ,  0  <  c ,  < 0 . 9 9 9
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3 . 2  P o p u l a t i o n  B a l a n c e  M o d e l  f o r  D r u m  G r a n u l a t o r

T h e  l a b o r a t o r y  s c a l e  e x p e r i m e n t s  w e r e  c a r r i e d  o u t  b y  A d e t a y o ( 1 9 9 3 )  t o  

u n d e r s t a n d  t h e  f u n d a m e n t a l  m e c h a n i s m s  o f  f e r t i l i z e r  g r a n u l e  f o r m a t i o n .  H e  t h e n  

c a r r i e d  o u t  a  r e v i e w  o f  t h e  m o s t  c o m m o n l y  u s e d  m o d e l i n g  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  

g r a n u l a t i n g  s y s t e m  i n  o r d e r  t o  e s t a b l i s h  a  s u i t a b l e  m o d e l  f o r  u s e  i n  m o d e l i n g  t h e  

d r u m  g r a n u l a t o r .

H e  c o n c l u d e s  t h a t  t h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  m o d e l i n g  t e c h n i q u e  i s  t h e  

m o s t  s u i t a b l e  o f  a l l  t h e  m o d e l i n g  t e c h n i q u e s  r e v i e w e d .  T h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  

m o d e l  h a s  t h e  a b i l i t y  o f  f o l l o w i n g  t h e  k i n e t i c s  o f  t h e  g r a n u l a t i o n  p r o c e s s .  A f t e r  a  

s y s t e m a t i c  c o m p a r i s o n  o f  t h e  v a r i o u s  n u m e r i c a l  a p p r o x i m a t i o n s  t o  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  k n o w n  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  o f  t h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  e q u a t i o n ,  t h e  

H o u n s l o w ’s  s e c t i o n a l  m i d - p o i n t  m o d e l  ( H o u n s l o w  e t  a l . , 1 9 8 8 )  i s  f o u n d  t o  b e  

a d e q u a t e  f o r  u s e  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a  s u i t a b l e  m o d e l  f o r  t h e  f e r t i l i z e r  d r u m  

g r a n u l a t o r .

3 . 2 . 1  T h e  P o p u l a t i o n  B a l a n c e  E q u a t i o n

F o r  a  p a r t i c u l a t e  s y s t e m ,  H o u n s l o w  ( 1 9 9 0 )  d e f i n e s  t h e  p o p u l a t i o n  

b a l a n c e  a s  a  s t a t e m e n t  o f  c o n t i n u i t y  t h a t  d e s c r i b e s  h o w  t h e  p a r t i c l e - s i z e  

d i s t r i b u t i o n  m a y  c h a n g e  w i t h  t i m e  a n d  p o s i t i o n .  A  r e v i e w  o f  t h e  v a r i o u s  a p p l i c a t i o n  

a r e a s  o f  t h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  i s  g i v e n  b y  R a m k r i s a h n a  ( 1 9 8 5 ) .
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A  g e n e r a l  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  e q u a t i o n  ( G P B E )  i s  d e v e l o p e d  b y  c a r r y i n g  

o u t  a  b a l a n c e  o v e r  t h e  p o p u l a t i o n  d e n s i t y  i n  a  f i x e d  s u b r e g i o n  o f  t h e  p a r t i c l e -  

p h a s e  s p a c e .

A c c u m u l a t i o n  =  Input -  O u t p u t  +  Birth  +  D e a t h  ( 3 . 1 7 )

R a n d o l p h  a n d  L a r s o n  ( 1 9 8 8 )  p r e s e n t  t h e  g e n e r a l  f o r m  o f  t h e  P B E  a s ;

^  +  พ . ( น ท ) - B  +  D  =  0  ( 3 . 1 8 )

w h e r e  ท i s  t h e  n u m b e r  d e n s i t y  f u n c t i o n  , น i s  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  o f  t h e  p a r t i c u l a t e s  

p h a s e ,  B  a n d  D  a r e  t h e  b i r t h  a n d  d e a t h  t e r m s ,  r e s p e c t i v e l y .

T h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  f o r  a  w e l l  m i x e d  s y s t e m  u n d e r g o i n g  

c o a l e s c e n c e  a l o n e  a n d  u s i n g  t h e  i n t e r n a l  c o o r d i n a t e  i s  g i v e n  b y

^ —--- -  =  -^—  \ P ( v , น)ท(น, t ) n ( v , t ) d u  + — -— \ p ( v - น , น ) ท ( น , t ) n ( v , t ) d u  ( 3 . 1 9 )
a  N ?  0 2 N “ 0

w h e r e

n ( v , t )  =  n u m b e r  d e n s i t y  f u n c t i o n  g i v e n  a s  t h e  n u m b e r  o f  p a r t i c l e s  a t  

t i m e  t  p e r  u n i t  v o l u m e  o f  s y s t e m .

p ~ c o a l e s c e n c e  r a t e  k e r n e l

A Jt = t o t a l  n u m b e r  o f  p a r t i c l e  a t  t i m e  t

a = 0 ,  w h e r e  f o r  f r e e - i n - s p a c e  s y s t e m  ( a e r o s o l )

= 1 1 w h e r e  f o r  r e s t r i c t e d - i n - s p a c e  s y s t e m  ( g r a n u l a t i o n  p r o c e s s )

น,V - s u i t a b l e  i n t e r n a l  c o o r d i n a t e s
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A d v a n t a g e  o f  t h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  m o d e l .

D u e  t o  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  c o a l e s c e n c e  r a t e  c o n s t a n t s  o n  t h e  

p r o c e s s  v a r i a b l e s ,  t h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  m o d e l  c o u l d  b e  e f f e c t i v e l y  u s e d  t o  

a c c o u n t  f o r  t h e  e f f e c t  o f  t h e s e  v a r i a b l e s  o n  t h e  p r o c e s s .  T h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  

m o d e l  a l s o  g i v e s  i n f o r m a t i o n  o n  t h e  d y n a m i c s  o f  t h e  s y s t e m .

T h e  s o l u t i o n  t o  t h i s  i n t e g r o - d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i s  n o t  a  t r i v i a l  m a t t e r .  

K n o w n  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  a r e  o n l y  a v a i l a b l e  f o r  s p e c i a l  f o r m s  o f  t h e  c o a l e s c e n c e  

k e r n e l  w i t h  a n  a s s u m e d  i n i t i a l  n u m b e r  d e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  ( R a m k r i s h n a . ,  1 9 8 5 ) .  

N u m e r i c a l  s o l u t i o n s  t o  t h i s  e q u a t i o n  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  b y  v a r i o u s  m e t h o d s  : 

m o m e n t  ( H u l b u r t  a n d  K a t z . , 1 9 6 4 ) ,  d i s c r e t e  ( L a n d g r e b e  a n d  P r a t s i n i s ,  1 9 8 9 , 1 9 9 0 ) ,  

s e c t i o n a l  ( G e l b a r d ,  T a m b o u r  a n d  S e i n f i e l d . , 1 9 8 0 )  a n d  s e c t i o n a l - m i d p o i n t  ( H o u n s l o w  

. , 1 9 8 8 )  m e t h o d .

3 . 2 . 2  H o u n s l o w  M o d e l

H o u n s l o w  e t  a l .  ( 1 9 8 8 )  d e v e l o p  a  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  f o r  b a t c h  

a g g r e g a t i o n  o f  p a r t i c u l a t e  s u s p e n s i o n s  t h a t  i s  r e c a s t  i n  a  f o r m  t h a t  m a y  b e  s o l v e d  

s i m p l y  a n d  a c c u r a t e l y .  T h e  t r a n s f o r m e d  e q u a t i o n  i s  d e d u c e d  w i t h  t h e  i n t r o d u c t i o n  

o f  o n l y  o n e  a d d i t i o n a l  p a r a m e t e r ,  w h i c h  i s  f o u n d  t o  b e  a  c o n s t a n t  f o r  a l l  c a s e .  T h e  

t r a n s f o r m e d  e q u a t i o n  i s  t e s t e d  b y  c o m p a r i s i o n  w i t h  s o m e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s ,  w i t h  

w h i c h  i t  i s  f o u n d  t o  b e  i n  e x c e l l e n t  a g r e e m e n t .  เ ท  p a r t i c u l a r ,  t h e  e q u a t i o n  i s  s h o w n  t o  

p r e d i c t  c o r r e c t l y  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  t o t a l  p a r t i c l e  n u m b e r  a n d  v o l u m e .  

C o m p a t i b l e  d e s c r i p t i o n s  o f  l i n e a r  g r o w t h  a n d  n u c l é a t i o n  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  w i t h

s i m i l a r  s u c c e s s .
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H o u n s l o w  e t . a l . ( 1 9 8 8 )  u s i n g  v o l u m e  a s  t h e  i n t e r n a l  c o o r d i n a t e  d i s c r e t i z e  

t h e  s y s t e m  d o m a i n  o f  i n t e r e s t  i n t o  i n t e r v a l s  i n  g e o m e t r i c  s e r i e s .

T h e  f o l l o w i n g  4  m e c h a n i s m s  w h i c h  a f f e c t  t h e  n u m b e r  o f  g r a n u l e s  i n  t h e  

i t h  s i z e  i n t e r v a l  a r e  c o n s i d e r e d .

1 )  . B i r t h  o f  a  p a r t i c l e  i n  t h e  ith i n t e r v a l  o c c u r s  a s  a  r e s u l t  o f  a  p a r t i c l e  i n

t h e  ( i - 1 ) th i n t e r v a l  c o a l e s c i n g  w i t h  a n o t h e r  p a r t i c l e  i n  o n e  o f  t h e  f i r s t  

t o  ( i - 1 ) th i n t e r v a l s  o n l y  w h e n  t h e  r e s u l t a n t  g r a n u l e  i s  l a r g e r  t h a n  t h e  

l o w e r  s i z e  l i m i t  o f  t h e  ith i n t e r v a l .

2 )  . B i r t h  i n  t h e  ith s i z e  f r a c t i o n  i s  d u e  t o  c o a l e s c e n c e  o f  t w o  p a r t i c l e s  i n

t h e  ( i - 1 ) lh s i z e  f r a c t i o n .

3 )  . D e a t h  o f  a  p a r t i c l e  i n  t h e  ith s i z e  f r a c t i o n  i s  d u e  t o  i t s  c o a l e s c e n c e

w i t h  a n o t h e r  p a r t i c l e  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  e n o u g h  f o r  t h e  r e s u l t a n t  

g r a n u l e  t o  b e  l a r g e r  t h a n  t h e  u p p e r  s i z e  l i m i t  o f  t h e  i t h  i n t e r v a l .

4 )  . D e a t h  o f  a  p a r t i c l e  i n  t h e  ith s i z e  f r a c t i o n  i s  d u e  t o  c o a l e s c e n c e

b e t w e e n  t h a t  p a r t i c l e  w i t h  a n o t h e r  p a r t i c l e  f r o m  t h a t  o r  a  h i g h e r  s i z e  

i n t e r v a l .

T h e  t o t a l  r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  n u m b e r  o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  ith s i z e  i n t e r v a l  i s  g i v e n  b y ;

d N  1 /  d t  =  i ? J 1] +  i f ]  -  i f ]  -  / ? , [ 4 ]  ( 3 . 2 0 )

w h e r e  r ] 1} =  r a t e  o f  c h a n g e  o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  i t h  i n t e r v a l  d u e  t o  t h e  [ / ] / / ?  

m e c h a n i s m

N j  =  n u m b e r  o f  p a r t i c l e s  i n  t h e  i t h  s i z e  i n t e r v a l  

F r o m  t h e  v a r i o u s  r a t e s ,  H o u n s l o w  s h o w e d  t h a t ,  f o r  a  r e s t r i c t e d  i n  s p a c e  s y s t e m  

( d r u m  g r a n u l a t o r )  1
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d N j
~dt P i - l j N 1 1H P;,J-.Nj-N; I  p , ; j N j ( 3 . 2 1 )

w h e r e  p  1J

N,
=  c o l l i s i o n  r a t e  f u n c t i o n  r e f e r r e d  t o  h e r e ,  a s  t h e  c o a l e s c e n c e  k e r n e l .  

=  n u m b e r  o f  p a r t i c l e  i n  t h e  i t h  s i z e  i n t e r v a l

H o u s l o w ' s  m o d e l  a c c u r a t e l y  p r e d i c t s  t h e  t o t a l  n u m b e r  a n d  c o n s e r v e s  t h e  

t o t a l  v o l u m e  ( H o u n s l o w ,  1 9 9 0 )

3 . 3  S o l u t i o n  t o  t h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  e q u a t i o n

A d e t a y o  ( 1 9 9 3 )  h a s  m a d e  a  s y s t e m a t i c  c o m p a r i s o n  o f  t h e  v a r i o u s  

n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  ( i . e . ,  m o m e n t  m e t h o d ,  d i s c r e t e  m e t h o d ,  s e c t i o n a l  m e t h o d  a n d  

s e c t i o n a l - m i d p o i n t  m e t h o d )  t o  k n o w n  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  o f  t h e  g e n e r a l  p o p u l a t i o n  

b a l a n c e  e q u a t i o n .  H o u s l o w ’s  s e c t i o n a l  m o d e l  s o l u t i o n  w a s  f o u n d  t o  b e  a d e q u a t e  

f o r  m o d e l i n g  t h e  f e r t i l i z e r  g r a n u l a t i o n  p r o c e s s .

3 . 3 . 1  T h e  C o a l e s c e n c e  K e r n e l

T h e  c o a l e s c e n c e  k e r n e l  p ( a , b )  p l a y s  a n  i m p o r t a n t  r o l e  i n  t h e  p o p u l a t i o n  

b a l a n c e  m o d e l .  I t  i s  a  m e a s u r e  o f  t h e  f r e q u e n c y  o f  s u c c e s s f u l  c o l l i s i o n  b e t w e e n  

t w o  p a r t i c l e s  o f  v o l u m e  a  a n d  b  t o  f o r m  a  p a r t i c l e s  o f  v o l u m e  a  +  b . S a s t r y  ( 1 9 7 5 )  

p o s t u l a t e s  t h a t

#  T h e  c o a l e s c e n c e  k e r n e l  i s  s y m m e t r i c a l ,

P ( a , b ) P ( b , a )
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#  T h e  c o a l e s c e n c e  k e r n e l  i s  h o m o g e n e o u s .

J 3 ( a , b )  = b 0 p ( a / b , b )

w h e r e  : 6  -  d e g r e e  o f  h o m o  g e n e i t y  o f  t h e  k e r n e l  ( o r d e r  o f  t h e  k e r n e l )

#  T h e  c o a l e s c e n c e  k e r n e l  c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  t w o  p a r t s

J 3 ( a , b )  =  p <t. p \ a , b )

P 0 -  c o a l e s c e n c e  r a t e  c o n s t a n t  t h a t  f o r  d e t e r m i n e s  t h e  r a t e  o f

g r a n u l a t i o n  ( เ ท  o t h e r  w o r d s ,  i t  c o n t r o l s  t h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  

m e a n  o f  t h e  g r a n u l e  s i z e  d i s t r i b u t i o n )

P ' { a , b )  =  c o a l e s c e n c e  k e r n e l  t h a t  d e t e r m i n e s  t h e  s h a p e  o f  t h e  g r a n u l e

s i z e  d i s t r i b u t i o n

T h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  m o d e l  i s  d e v e l o p e d  t o  d e s c r i b e  t h e  d r u m  

g r a n u l a t i o n  o f  a  f e e d  w i t h  a  b r o a d  s i z e  d i s t r i b u t i o n .  T h e  s o l u t i o n  t o  t h e  p o p u l a t i o n  

b a l a n c e  e q u a t i o n  w i t h  c o a l e s c e n c e  k e r n e l  s h o u l d  p r e d i c t  t h e  t w o - s t a g e  

m e c h a n i s m  w h i c h  i s  f o u n d  i n  l a b - s c a l e  f e r t i l i z e r  g r a n u l a t i o n .

3 . 3 . 1 . 1  T h e  t w o - s t a g e  c o a l e s c e n c e  k e r n e l

S i n c e  t w o  s t a g e s  o f  g r a n u l a t i o n  h a v e  b e e n  i d e n t i f i e d  b y  A d e t a y o  e t  

a l . ( 1 9 9 3 ) ,  i t  i s  e x p e c t e d  t h a t  a  t w o - s t a g e  g r a n u l a t i o n  k e r n e l  w i l l  b e  n e c e s s a r y  t o  

m o d e l  a d e q u a t e l y  t h e  g r a n u l e  s i z e  d i s t r i b u t i o n s  o v e r  a  w i d e  r a n g e  o f  c o n d i t i o n s .
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The first stage coalescence kernel.

เ ท  t h e  f i r s t  s t a g e  o r  n o n - i n e r t i a l  r e g i m e  o f  g r a n u l a t i o n ,  t h e  p r o b a b i l i t y  o f

s u c c e s s f u l  c o a l e s c e n c e  f o l l o w i n g  a  c o l l i s i o n  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  p a r t i c l e  s i z e  

a n d  c o l l i s i o n  v e l o c i t y .  W h e n  t h e  r a t e  o f  c o l l i s i o n s  i s  a s s u m e d  t o  b e  i n d e p e n d e n t  o f  

p a r t i c l e  s i z e ,  t h e  f i r s t  s t a g e  m e c h a n i s m  b e c o m e s  a  r a n d o m  p r o c e s s  w i t h  a  s i z e  

i n d e p e n d e n t  c o a l e s c e n c e  k e r n e l

The second stage coalescence kernel

D u r i n g  t h e  s e c o n d  s t a g e  o r  i n e r t i a l  r e g i m e  o f  g r a n u l a t i o n ,  t h e  g r a n u l e  

s i z e  d i s t r i b u t i o n  b e g i n s  t o  w i d e n .  P a r t i c l e  d e f o r m a t i o n  i s  i m p o r t a n t  a n d ,  t h e r e f o r e ,  

c o l l i s i o n s  i n v o l v i n g  l a r g e  g r a n u l e s  a r e  f a v o u r e d  d u e  t o  t h e i r  i n c r e a s e d  i n e r t i a  u p o n  

i m p a c t .  A  s i z e - d e p e n d e n t  k e r n e l  i s  n e c e s s a r y  t o  t r e a t  t h i s  s t a g e  o f  g r a n u l a t i o n .

A  f i r s t - o r d e r  k e r n e l  i s  s e l e c t e d  t o  p r e d i c t  t h e  s e c o n d  s t a g e  r e g i m e  a s  

f o l l o w s  ( A d e t a y o ,  1 9 9 3 ) :

T h i s  e q u a t i o n  i s  d e v e l o p e d  b y  G o l o v i n  ( 1 9 6 8 ) ,  w h e r e  k2 d e s c r i b e s  t h e  

r a t e  c o n s t a n t  f o r  t h e  G o l o v i n  k e r n e l .

T h e  f i r s t  s t a g e  o f  g r a n u l a t i o n  ( n o n - i n e r t i a l  r e g i m e )  i s  f a s t ,  r e l a t i v e  t o  t h e  

d u r a t i o n  o f  A d e t a y o ’s  e x p e r i m e n t s .  F o r  e x p e r i m e n t s  i n  w h i c h  t h e  s e c o n d  s t a g e  o f  

g r a n u l a t i o n  d o e s  n o t  o c c u r ,  a n  e q u i l i b r i u m  s i z e  d i s t r i b u t i o n  i s  q u i c k l y  r e a c h e d .  F o r  

t h e  f e r t i l i z e r s  s t u d i e d  b y  A d e t a y o ,  t h e  s e c o n d  s t a g e  o f  g r a n u l a t i o n  ( i n e r t i a l  r e g i m e ) ,

( 3 . 2 2 )

/ T  =  M v , + V ; ) ( 3 . 2 3 )
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w h ic h  is s lo w , o n ly  o c c u r s  a f te r  c o a l e s c e n c e  in th e  n o n - in e r t ia l  r e g im e  is

e s s e n t i a l l y  c o m p le t e .  D u e  to  th e  d if fe r in g  t im e  s c a l e s  in th e  tw o  g ro w th

m e c h a n i s m s ,  h e  p r o p o s e s  a  s e q u e n t i a l  k e r n e l  fo r  b o th  s t a g e s  o f  g r a n u la t io n :

Pi r < / ,
t >  / ,

( 3 . 2 4 )

w h e r e  P Ÿ ]  a r | d  P Ÿ ]  a r e  g i v e n  b y  E q . 3 . 2 2  a n d  E q . 3 . 2 3  1 r e s p e c t i v e l y ,  H e r e  r  1 

r e p r e s e n t s  t h e  t i m e  r e q u i r e d  t o  r e a c h  t h e  f i n a l  e q u i l i b r i u m  s i z e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  

f i r s t  n o n - i n e r t i a l  s t a g e  o f  g r a n u l a t i o n .  W h e n  t h e  s e c o n d  s t a g e  o f  g r a n u l a t i o n  d o e s  

n o t  o c c u r ,  t h e  p o p u l a t i o n  b a l a n c e  a t  r  =  / 1 g i v e s  t h e  e q u i l i b r i u m  g r a n u l e  s i z e  

d i s t r i b u t i o n  f o r  c o a l e s c e n c e  i n  t h e  n o n - i n e r t i a l  r e g i m e  a s  t h e  f i n a l  r e s u l t  f o r  t  >  r , .

เ ท  s u m m a r y  t h e  t w o - s t a g e  g r a n u l a t i o n  m e c h a n i s m  i s  g i v e n  b y :

p . .  =  \ k '
J 1 ^ 2  (V j + V y )  / > / , ( 3 . 2 5 )

3 . 3 . 1 . 2  E s t i m a t i o n  o f  t h e  c o a l e s c e n c e  r a t e  c o n s t a n t s

T h e  v a l u e s  o f  £ 1 a n d  k 2  m i u s t  b e  e s t i m a t e d  f r o m  a v a i l a b l e  e x p e r i m e n t a l  

d a t a ,  a s  A d e t a y o ,  ( 1 9 9 3 )  h a s  d o n e  . เ ท  t h e  p r e s e n t  w o r k ,  t h e s e  e s t i m a t e s  o f  k  1 a n d  

A: 2  w i l l  b e  u s e d  i n  c o m p a r i n g  t h e  r e s u l t i n g  s i m u l a t i o n  r e s u l t s  w i t h  h i s  e x p e r i m e n t a l  

r e s u l t s  i n  o r d e r  t o  c o n f i r m  t h e  s u i t a b i l i t y  o f  t h e  c o d e d  c o m p u t e r  m o d e l .

W h e n  a d d i t i o n a l  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a r e  a v a i l a b l e ,  f o r  e x a m p l e ,  f r o m  

N a t i o n a l  F e r t i l i z e r  C o m p a n y ,  t h e  s u i t a b l e  p a r a m e t e r i c  v a l u e s  s h o u l d  b e  r e 

e s t i m a t e d  f o r  t h e  c a s e  o f  N F C .
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