
บทที่ 2

ความรู้พื้นฐานด้านแขนหุ่นยนต์และทฤษฎีการควบคุม

ใ น บ ท น ี้เ ป ็น ก า ร อ ธ ิบ า ย ถ ึง  ค ว า ม ร ู้ท ี่จ ำ เ ป ็น ใ น ด ้า น แ ข น ห ุ่น ย น ต ์ ส ำ ห ร ับ ใ ช ้ใ น ก า ร ส ร ้า ง ค ล ัง  

โ ป ร แ ก ร ม  ซ ึ่ง เ ก ีย ว ข ้อ ง ก ับ  ก า ร แ ป ล ง พ ิก ัด ข อ ง ต ำ แ ห น ่ง ใ น แ ก น พ ิก ัด ต ่า ง ๆ  จ ล น ศ า ส ต ร ์ข อ ง ก า ร เ ค ล ื่อ น  

ท ี่ แ ล ะ ก า ร ห า ส ม ก า ร พ ล ว ัต  ( d y n a m i c  e q u a t i o n )  ร า ย ล ะ เ อ ีย ด เ พ ิ่ม เ ต ิม น อ ก เ ห น ือ จ า ก ร า ย ง า น ฉ บ ับ น ี้ 

ส า ม า ร ถ ห า อ ่า น ไ ด ้ใ น ห น ัง ส ือ ด ้า น แ ข น ห ุ่น ย น ต ์ท ั่ว ไ ป  เ ช ่น  [ 1 7 ,  1 8 , 2 0 ,  2 2 ,  2 3 ]  ใ น ส ่ว น ท ้า ย ข อ ง บ ท  

ก ล ่า ว ถ ึง  ท ฤ ษ ฎ ีก า ร ค ว บ ค ุม แ ข น ห ุ่น ย น ต ์ ซ ึ่ง ใ ช ้ใ น ค ล ัง โ ป ร แ ก ร ม น ี้ ไ ด ้แ ก ่ ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ พ ล ว ัต ผ ก ผ ัน  

ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ โ ค ร ง ส ร ้า ง แ ป ร ผ ัน ไ ด ้ แ ล ะ ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ  P I D

2.1 ความรู้พ้ืนฐานด้านแขนหุ่นยนต์
แ ข น ห ุ่น ย น ต ์ท ี่ใ ช ้ก ับ ค ล ัง โ ป ร แ ก ร ม น ี้เ ป ็น แ บ บ ท ่อ น แ ข น เ ร ีย ง ส ำ ล ับ ก ล ่า ว ค ือ  ม ีล ัก ษ ณ ะ ข อ ง แ ข น  

เ ป ็น ท ่อ น ๆ  ( l i n k )  เ ช ื่อ ม ต ่อ ร ะ ห ว ่า ง แ ต ่ล ะ ท ่อ น ด ้ว ย ข ้อ ต ่อ  ซ ึ่ง ข ้อ ต ่อ ม ีอ ย ู่ 2  ช น ิด  เ ป ็น แ บ บ ห ม ุน  

( r e v o lu t e  j o i n t )  แ ล ะ แ บ บ เ ล ื่อ น ท ี่ ( p r i s m a t i c  j o i n t )  ใ น ส ่ว น ข อ ง จ ล น ศ า ส ต ร ์เ ป ็น ก า ร ห า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ  ์

ร ะ ห ว ่า ง ตัวแ ป ร ใ น ป ร ิภ ูม ิข อ ง ข ้อ ต ่อ  ( j o in t  s p a c e )  q ซ ึ่ง เ ป ็น ม ุม  ฟ้ ห ร ือ  ร ะ ย ะ ท า ง  d  ส ำ ห ร ับ ข ้อ ต ่อ  

ช น ิด ห ม ุน  ห ร ือ เ ล ื่อ น ท ี'  ก ับ ป ร ิภ ูม ิข อ ง ก า ร ท ำ ง า น  ( o p e r a t i o n a l  s p a c e )  เ ช ่น  ต ำ แ ห น ่ง ใ น พ ิก ัด  X Y Z  

ใ น ส ่ว น ข อ ง ส ม ก า ร พ ล ว ัต เ ป ็น ก า ร ห า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง  q, q , q ก ับ แ ร ง บ ิด  ( t o r q u e )  ข อ ง แ ต ่ล ะ  

ข ้อ ต ่อ  ก ่อ น จ ะ ก ล ่า ว ถ ึง ร า ย ล ะ เ อ ีย ด ใ น ห ัว ข ้อ ท ั้ง ส อ ง จ ะ น ำ เ ส น อ ถ ึง ก า ร เ ป ล ี่ย น พ ิก ัด ข อ ง เ ว ก เ ต อ ร ์ร ะ ห ว ่า ง  

แ ก น อ ้า ง อ ิง  2  ช ุด  ซ ึ่ง เ ป ็น พ ื้น ฐ า น ส ำ ห ร ับ ก า ร ห า ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ใ น ส ่ว น ข อ ง จ ล น ศ า ส ต ร ์

2.1.1 การเปลีย่นพกิดัของเวกเตอร์
•  เ ม ต ร ิก ซ ์ก า ร ห ม ุน  ( R o t a t i o n  M a t r ix )

เ ม ื่อ พ ิจ า ร ณ า แ ก น อ ้า ง อ ิง  2  ช ุด ท ี' ม ีจ ุด ก ำ เ น ิด ร ่ว ม ก ัน  ล ัง ร ูป ท ี'  2 .1

ใ ห ้จ ุด  P  เ ป ็น จ ุด ใ ด ๆ  ใ น ป ร ิภ ูม ิ แ ล ะ ใ ห ้เ ว ก เ ต อ ร ์ p°, P 1 เ ป ็น พ ิก ัด ข อ ง จ ุด  P  ใ น ป ร ิภ ูม ิท ี'  0  แ ล ะ  1 

โ ด ย ' c H
1X 1------
-H H

1X

p° = p°v

II“ท, p \
ก 1

[Pz ]

g

จะได้ว่า

p °  =  P lx X \  +  P ly V i  +  p lz * i

=  พ ิ  V i  พื้ ,] P 1
=  R°y (2 .2 )
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ร ูป ท ี่ 2 .1 :  เ ว ท เ ต อ ร ์ P  ใ น แ ก น อ ้า ง อ ิง  2  ช ุด ท ี่ม ีจ ุด ก ำ เ น ิด ร ่ว ม ก ัน

เ ม ต ร ิก ซ ์ R ®  เ ป ็น เ ม ต ร ิก ซ ์ก า ร ห ม ุน  ( R o t a t i o n  M a t r ix )  จ า ก แ ก น พ ิก ัด ธ ุด ท ี 1 ไ ป ก ัง  0  

•  เ ม ต ร ิก ซ ์ก า ร แ ป ล ง ( T r a n s f o r m a t io n  M a t r ix )  ใ น ก ร ณ ีท ี่จ ุด ก ำ เ น ิด ข อ ง แ ก น ท ั้ง ส อ ง อ ย ู่ค น ล ะ จ ุด ด ัง

ร ูป ท ี่ 2 .2 :  เ ว ก เ ต อ ร ์ P  ใ น แ ก น อ ้า ง อ ิง  2  ช ุด ท ี,ม ีจ ุด ก ำ เ น ิด แ ย ก ก ัน

ร ูป ท ี่ 2 . 2  โ ด ย  ม ีเ ว ก เ ต อ ร ์ (>1°  แ ท น เ ว ก เ ต อ ร ์ข อ ง จ ุด ก ำ เ น ิด ข อ ง แ ก น พ ิก ัด  1 บ น พ ิก ัด ข อ ง แ ก น  

พ ิก ัด  0  ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ข อ ง เ ว ก เ ต อ ร ์ P  ใ น แ ก น พ ิก ัด ท ั้ง ส อ ง เ ป ็น

•ซ O 
1

« 1  o ° P 1

1

T—HHO_____1 1

p °  =  A Î P 1 ( 2 . 3 )

โ ด ย  เ ร ีย ก เ ม ต ร ิก ซ ์ A \  ว ่า เ ม ต ร ิก ซ ์ก า ร แ ป ล ง  ( T r a n s f o r m a t i o n  M a t r i x )  จ า ก แ ก น พ ิก ัด  1 ไ ป ก ัง  

0  ใ น ก ร ณ ีท ี่ม ีแ ก น อ ้า ง อ ิง ห ล า ย ช ุด ต ่อ เ น ื่อ ง ก ัน  จ า ก ช ุด  0 , 1 , . . . , 7 1  จ ะ ไ ด ้เ ม ต ร ิก ซ ์ก า ร แ ป ล ง จ า ก
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แ ก น ช ุด ท ี่ ท  ไ ป ย ัง  0  เ ป ็น

p° =  A°1A l - - - A ^ - 1p n

=  A °n p n ( 2 . 4 )

2.1.2 จลนศาสตร์ (Kinematics)
•  จ ล น ศ า ส ต ร ์โ ด ย ต ร ง  ( D i r e c t  K i n e m a t ic s )

เ ป ็น ก า ร ห า ค ่า ต ัว แ ป ร ใ น ป ร ิภ ูม ิก า ร ท ำ ง า น  จ า ก ต ัว แ ป ร ใ น ป ร ิภ ูม ิข ้อ ต ่อ  ว ิธ ีใ น ก า ร ห า ท ี่ 

เ ป ็น ร ะ บ บ ส ำ ห ร ับ แ ข น ใ ด ๆ  ส า ม า ร ถ ท ำ ไ ด ้โ ด ย  ก า ร ก ำ ห น ด แ ก น อ ้า ง อ ิง ส ำ ห ร ับ ท ุก ๆ  ข ้อ ต ่อ  ต า ม  

ว ิธ ี D e n a v i t - H a r t e n b e r g  ( ด ูร า ย ล ะ เ อ ีย ด ใ น ส ่ว น ข อ ง ภ า ค ผ น ว ก  ก )  ซ ึ่ง จ ะ ไ ด ้เ ม ต ร ิก ซ ์ก า ร แ ป ล ง  

ร ะ ห ว ่า ง แ ก น อ ้า ง อ ิง ช ุด ท ี่ i  — 1  ก ็บ  i  เ ป ็น

C - d i รฟ้,- $ a i

Stf; {-ฟ้ j C Qci c$ 1- ร C t i

0 Cq:, d %

0 0 0 1

( 2 . 5 )

โ ด ย ท ี่ ร0 ; ,  c 0 ; แ ท น  s i n ( a j ) ,  c o s ( a ; )  แ ล ะ จ ะ ไ ด ้จ ล น ศ า ส ต ร ์โ ด ย ต ร ง  จ า ก ส ม ก า ร

T ° ( q )  =  A ?  ( 9 1 ) - - - A l  _ 1 ( qn )

โ ด ย ท ี่ ท 0 , ร 0 , a 0 แ ท น ท ิศ ท า ง ข อ ง ป ล า ย แ ข น  ( ท ิศ ท า ง ข อ ง แ ก น พ ิก ัด ท ี่ ท  เ ม ื่อ เ ท ีย บ ก ับ แ ก น อ ้า ง  

อ ิง  แ ล ะ  P 0 แ ท น ต ำ แ ห น ่ง ข อ ง ป ล า ย แ ข น  ( ต ำ แ ห น ่ง จ ุด ก ำ เ น ิด ข อ ง แ ก น พ ิก ัด ท ี, ท )

•  จ ล น ศ า ส ต ร ผ ก ผ น  ( I n v e r s e  K i n e m a t ic s )

เ ป ็น ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ท ี่ต ร ง ข ้า ม ก ับ จ ล น ศ า ส ต ร ์โ ด ย ต ร ง  ก ล ่า ว ค ือ  เ ป ็น ก า ร ห า ต ัว แ ป ร ใ น  

ป ร ิภ ูม ิข ้อ ต ่อ จ า ก ต ัว แ ป ร ใ น ก า ร ท ำ ง า น  แ ต ่ข ั้น ต อ น ใ น ก า ร ห า น๋ีไม่ม ีว ิธ ีท ี่เ ป ็น ร ะ บ บ  เ น ื่อ ง จ า ก ข ึ้น  

ก ับ ล ัก ษ ณ ะ โ ค ร ง ส ร ้า ง ข อ ง แ ข น  อ ย ่า ง ไ ร ก ็ต า ม  ส ำ ห ร ับ แ ข น ช น ิด ใ ด ๆ  จ ะ ส า ม า ร ถ ห า โ ด ย ใ ช ้ก า ร ท ำ  

ใ ห ้เ ห ม า ะ ส ม ท ี่ส ุด  ( o p t i m i z a t i o n )  [7 ]  แ ต ่จ ะ ใ ช ้เ ว ล า ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ ม า ก พ อ ส ม ค ว ร

•  จ ล น ค า ส ต ร เ ช ง อ น ุพ น ธ  ( D i f f e r e n t ia l  K i n e m a t i c s )

เ ป ็น ก า ร ห า ก ัต ร า ก า ร เ ป ล ี่ย น แ ป ล ง ข อ ง ต ัว แ ป ร ใ น ป ร ิภ ูม ิข ้อ ต ่อ  เ ซ ่น  อ ัต ร า ก า ร ห ม ุน

ข อ ง ข ้อ ต ่อ  ไ ป ย ัง อ ัต ร า ก า ร เ ป ล ี่ย น แ ป ล ง ข อ ง ต ัว แ ป ร ใ น ป ร ิภ ูม ิก า ร ท ำ ง า น  เ ซ ่น  ค ว า ม เ ร ็ว

เ ช ิง เ ส ้น / ม ุม  ข อ ง ป ล า ย แ ข น ใ น พ ิก ัด  X Y Z  ซ ึ่ง จ ล น ศ า ส ต ร ์เ ช ิง อ น ุพ ัน ธ ์ห า ไ ด ้จ า ก อ น ุพ ัน ธ ์ข อ ง  

จ ล น ศ า ส ต ร ์โ ด ย ต ร ง  จ ะ ไ ด ้อ ย ู่ใ น ร ูป ข อ ง ผ ล ค ูณ ไ ข ว ้ ( c r o s s  p r o d u c t )  โ ด ย ม ีส ม ก า ร เ ป ็น

P
LÜ

=  J ( q ) qV  =ะ (2 .7 )
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โ ด ย ท ี่ เ ม ต ร ิก ซ ์ J  เ ร ีย ก ว ่า  เ ม ต ร ิก ซ ์จ า โ ค เ บ ีย น  ( J a c o b ia n  m a t r i x ) ,  P  เ ป ็น ค ว า ม เ ร ็ว เ ช ิง เ ส ้น  แ ล ะ  

น} เ ป ็น ค ว า ม เ ร ็ว เ ช ิง ม ุม  ซ ึ่ง เ ม ต ร ิก ซ ์ J  ค ำ น ว ณ จ า ก ส ม ก า ร

J  =  [Jl Jn] (2 .8)

zi—1

Ji =
J p ,

Jo,
-

0
Z t - 1  X ( p  -  P i - i )

Zi-l

ส ำ ห ร ับ ข ้อ ต ่อ แ บ บ เ ล ื่อ น ท ี ่

ส ำ ห ร ับ ข ้อ ต ่อ แ บ บ ห ม ุน

โ ด ย ท ี่ 1 เ ป ็น ค อ ล ัม น ์ท ี่ 3  ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ก า ร ห ม ุน  1

P  เ ป ็น ส ม า ช ิก  3  ต ัว แ ร ก ข อ ง  ค อ ล ัม น ์ท ี่ 4  ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ก า ร แ ป ล ง  T °

P i - 1  เ ป ็น ส ม า ช ิก  3  ต ัว แ ร ก ข อ ง  ค อ ล ัม น ์ท ี่ 4  ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์ก า ร แ ป ล ง  T ° _  1

( 2 . 9 )

2.1.3 สมการพลวัตของแขนทุ่นยนต์ (Dynamic equation)
เ ป ็น ค ว า ม ส ัม พ ัน ธ ์ร ะ ห ว ่า ง แ ร ง บ ิด  T  ( t o r q u e )  ท ี่แ ต ่ล ะ ข ้อ ต ่อ - บ ี[ ผ ล ต ่อ ค ่า ต ัว แ ป ร  < 7 ,9  แ ล ะ  q  

ต ัง ส ม ก า ร

T  =  B ( q ) q + C ( q , q ) q  +  G ( q )  (2.10)
โ ด ย ท ี่ เ ม ต ร ิก ซ ์ B  เ ป ็น ผ ล ข อ ง ค ว า ม เ ฉ ื่อ ย  แ ล ะ เ ร ีย ก ว ่า  เ ม ต ร ิก ซ ์ค ว า ม เ ฉ ื่อ ย  ( I n e r t ia  m a t r i x ) ,  เ ม ต ร ิก ซ ์ 

C แ ท น ผ ล ข อ ง แ ร ง โ ค ร ิอ อ ล ิส  ( C o r i o l i s )  ก ับ แ ร ง เ ข ้า ส ู่ศ ูน ย ์ก ล า ง  ( c e n t r i f u g a l )  แ ล ะ เ ม ต ร ิก ซ ์ G แ ท น ผ ล  

ข อ ง แ ร ง โ น ้ม ถ ่ว ง

ใ น ก า ร ห า ส ม ก า ร พ ล ว ัต ส า ม า ร ถ ท ำ ไ ด ้ 2  ร ูป แ บ บ  ค ือ  ร ูป แ บ บ ข อ ง ล า ก ร อ ง จ ์ ก ับ น ิว ต ัน  

อ อ ย เ ล อ ร ์ โ ด ย ว ิธ ีล า ก ร อ ง จ ์จ ะ ม ีข ้อ ด ีต ร ง ท ี่ใ ห ้ภ า พ ร ว ม ข อ ง แ ร ง ต ่า ง ๆ  ท ี่ม า ก ร ะ ท ำ  ส า ม า ร ถ ห า พ จ น ์ 

ต ่า ง ๆ  ข อ ง เ ม ต ร ิก ซ ์อ อ ก ม า ไ ด ้ แ ด ใ ช ้เ ว ล า ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ น า น ม า ก  ไ ม ่เ ห ม า ะ ส ม ส ำ ห ร ับ ก า ร ท ำ ก า ร  

จ ำ ล อ ง ร ะ บ บ  ส ่ว น ว ิธ ีข อ ง น ิว ต ัน อ อ ย เ ล อ ร ์ จ ะ พ ิจ า ร ณ า แ ข น เ ป ็น ท ่อ น ๆ  ท ี่ม ีแ ร ง แ ล ะ โ ม เ ม น ต ์ก ร ะ ท ำ  

ร ะ ห ว ่า ง ก ัน  แ ล ้ว ใ ช ้ห ล ัก ก า ร ส ม ด ุล ข อ ง แ ร ง ท ี่ม า ก ร ะ ท ำ  ต ัง ร ูป ท ี, 2 . 3  โ ด ย ท ี่ ต ัว แ ข น ท ่อ น ท ี i  แ ล ะ  

ม อ เ ต อ ร ์ต ัว ท ี่ 1 +  1 ซ ึ่ง ก ำ ห น ด ใ ห ้อ ย ู่บ น แ ข น น ั้น จ ะ ม อ ง ร ว ม ก ัน เ ป ็น ท ่อ น แ ข น แ ต ่ง เ ต ิม  ( a u g m e n t e d  l i n k )  

ท ่อ น ท ี'  i  โ ด ย ม ีจ ุด ศ ูน ย ์ก ล า ง ข อ ง ม ว ล อ ย ู่ท ี่ C i  แ ล ะ ม ีพ า ร า ม ิเ ต อ ร ์อ ื่น ๆ  แ ส ด ง ใ น ต า ร า ง ท ี่ 2 .1  

ซ ึ่ง พ จ น ์ข อ ง  J i =  R i J i R f  โ ด ย เ ม ต ร ิก ซ ์ / /  เ ป ็น เ ท น เ ช อ ร ์ค ว า ม เ ฉ ื่อ ย  เ ม ื่อ ห า เ ท ีย บ ก ับ แ ก น พ ิก ัด ท ี่ I 

ซ ึ่ง จ ะ เ ป ็น ค ่า ค ง ท ี่ ส ่ว น  R i  เ ป ็น เ ม ต ร ิก ซ ์ก า ร ห ม ุน จ า ก แ ก น พ ิก ัด ท ี่ I  ไ ป ย ัง แ ก น อ ้า ง อ ิง  ( b a s e  f r a m e )  ข ั้น  

ต อ น ใ น ก า ร ห า ส ม ก า ร ป ร ะ ก อ บ ด ้ว ย  2  ส ่ว น  ค ือ  ก า ร เ ว ีย น เ ก ิด ไ ป ข ้า ง ห น ้า  ( f o r w a r d  r e c u r s i o n )  แ ล ะ ก า ร  

เ ว ีย น เ ก ิด ไ ป ข ้า ง ห ล ัง  ( b a c k w a r d  r e c u r s i o n )  แ ส ด ง ร ูป ท ี'  2 . 4  แ ส ด ง ข ั้น ต อ น ก า ร ห า ส ม ก า ร  •

•  ก า ร เ ว ีย น เ ก ิด ไ ป ข ้า ง ห น ้า  โ ด ย ใ ช ้ค ่า ข อ ง  น ;ร ,พ ่ฎ ํ แ ล ะ  P o  -  ฮ 0  เ ป ็น ค ่า เ ร ิ่ม ด ้น  แ ล ้ว ใ ช ้ค ่า ข อ ง  

9 1 ,9 1 ,< 7 1  ใ น ก า ร ค ำ น ว ณ ห า  น }J , น ่ป , น่} ป 1 p \  แ ล ะ  ส ำ ห ร ับ ข ้อ ต ่อ แ ร ก แ ล ้ว ท ำ ต ่อ ไ ป เ ร ื่อ ย ๆ จ น

ถ ึง ข ้อ ต ่อ ส ุด ท ้า ย โ ด ย ใ ช ้ส ม ก า ร  ( 2 . 1 1 )
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m i เ ป ็น ม ว ล ข อ ง ท ่อ น แ ข น แ ต ่ง เ ด ิม

î i เ ป ็น เ ม ต ร ิก ซ ์เ ท น เ ซ อ ร ์ค ว า ม เ ฉ ื่อ ย  ( I n e r t i a  T e n s o r )  ข อ ง ท ่อ น แ ข น แ ต ่ง เ ด ิม

ï m i เ ป ็น โ ม เ ม น ต ์ค ว า ม เ ฉ ื่อ ย ข อ ง ส ่ว น โ ร เ ต อ ร ์ฃ อ ง ม อ เ ต อ ร ์

r i - i , c i เ ป ็น เ ว ก เ ต อ ร ์ท ี' ช ี้จ า ก จ ุด ก ำ เ น ิด ข อ ง แ ก น พ ิก ัด  i  -  1 ไ ป ย ัง จ ุด ศ ูน ย ์ก ล า ง ม ว ล  C i

T*i— l , i เ ป ็น เ ว ก เ ต อ ร ์ท ี่ช ี้จ า ก จ ุด ก ำ เ น ิด ข อ ง แ ก น พ ิก ัด  i  -  1 ไ ป ย ัง จ ุด ก ำ เ น ิด ข อ ง แ ก น พ ิก ัด  i

P C i เ ป ็น ค ว า ม เ ร ็ว เ ช ิง เ ส ้น ข อ ง จ ุด ศ ูน ย ์ก ล า ง ม ว ล  C i

Pi เ ป ็น ค ว า ม เ ร ็ว เ ช ิง เ ส ้น ข อ ง จ ุด ก ำ เ น ิด ข อ ง แ ก น พ ิก ัด  i

W i เ ป ็น ค ว า ม เ ร ็ว เ ซ ิง ม ุม ข อ ง ท ่อ น แ ข น

<^mi เ ป ็น ค ว า ม เ ร ็ว เ ช ิง ม ุม ข อ ง โ ร เ ต อ ร ์

P C i เ ป ็น ค ว า ม เ ร ่ง เ ช ิง เ ส ้น ข อ ง จ ุด ศ ูน ย ์ก ล า ง ม ว ล  C i

P i เ ป ็น ค ว า ม เ ร ่ง เ ช ิง เ ส ้น ข อ ง จ ุด ก ำ เ น ิด ข อ ง แ ก น พ ิก ัด  i

W i เ ป ็น ค ว า ม เ ร ่ง เ ช ิง ม ุม ข อ ง ท ่อ น แ ข น

^ m i เ ป ็น ค ว า ม เ ร ่ง เ ช ิง ม ุม ข อ ง โ ร เ ต อ ร ์

go เ ป ็น ค ว า ม เ ร ่ง เ น ื่อ ง จ า ก แ ร ง โ น ้ม ถ ่ว ง

f i เ ป ็น แ ร ง ซ ึ่ง ก ร ะ ท ำ จ า ก ท ่อ น ท ี่ i  -  1 บ น ท ่อ น ท ี่ i

f i -\-1 เ ป ็น แ ร ง ซ ึ่ง ก ร ะ ท ำ จ า ก ท ่อ น ท ี่ i  +  1 บ น ท ่อ น ท ี่ i

P i เ ป ็น โ ม เ ม น ต ์ซ ึ่ง ก ร ะ ท ำ จ า ก ท ่อ น ท ี'  i  -  1 บ น ท ่อ น ท ี่ i  เ ท ีย บ ก ับ จ ุด ก ำ เ น ิด ข อ ง แ ก น  i l

- P i + 1 เ ป ็น โ ม เ ม น ต ์ซ ึ่ง ก ร ะ ท ำ จ า ก ท ่อ น ท ี่ i  +  1 บ น ท ่อ น ท ี่ i  เ ท ีย บ ก ับ จ ุด ก ำ เ น ิด ข อ ง แ ก น  i

ต า ร า ง ท ี่ 2 .1 :  พ า ร า ม ิเ ต อ ร ์ส ำ ห ร ับ ท ่อ น แ ข น ต ่อ เ ด ิม ท ี i
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\ J
รปที่ 2.3: ล ักษณะของแขนท่อนที' i ส ำห ร ับ การห าแบ บ จำลอ งพ ลว ัต โด ยว ิธ ีน ิวต ่น ออ ยเล อร ์

eq. 2.11 /.Vi eq. 2.13

pi. Pc,. eq. 2.12

-•":i . «J!:'. p£î, พ่̂ 2., /I A

Qn-Qn-Qn
eq. 2.11 eq. 2.13

พร.พ ํร. « .P c ;. eq. 2.12

รูปที' 2.4: ข น ต อ น การห าแบ บ จำลองพ ลว ัต โด ยว ิธ ีน ิวต ้น ออย เลอร ์

ÎT ^ Î—1

f l n iTK i !  H -îU )
D t - 1 T  j - 1  U l “ ,-l
* r 1T( « i : i+ t f i* b  +  1 X «ว)
^ r 1T( p t J  +  di*>) +  2diU\ X i? j - 1T 
+ “ i X r/_ 11; +  X (wf X rf_ 111)
ü r 1Tp t î+ พํ! x r t i. i
+ “ i X (พ} X r?_ 11 i)

Pci =  Pl + พ ํi X » t c i  +  “ i x  K  x  n '.C i)  

“ mi1 = “ t !  + ! X < ไ 1

Zo

ส ำห ร ับ ข ้อต ่อแบ บ เล ื่อน ท ี,
สำห ร ับ ข ้อต ่อแบ บ ห ม ุน  
ส ำห ร ับ ข ้อต ่อแบ บ เล ื่อน ท ี ่
สำห ร ับ ข ้อต ่อแบ บ ห ม ุน

บ บ ( 2 - แ )  ส ำห ร ับ ข ้อต ่อแบ บ เล ือน ท ี
สำห ร ับ ข ้อต ่อแบ บ ห ม ุน
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โ ด ย ท ี่ Zo -  [0  0  1 ] T

•  ก า ร เ ว ีย น เ ก ิด ไ ป ข ้า ง ห ล ัง  ใ ช ้ค ่า ข อ ง  f ™ * 1 แ ล ะ  ^ " + ] [  ซ ึ่ง เ ป ็น แ ร ง แ ล ะ โ ม เ ม น ต ์ภ า ย น อ ก ท ี่ก ร ะ ท ำ  

ต ่อ ป ล า ย แ ข น เ ป ็น ค ่า เ ร ิ่ม ต ้น  แ ล ะ ใ ช ้ผ ล จ า ก ก า ร ท ำ ก า ร เ ว ีย น เ ก ิด ไ ป ข ้า ง ห น ้า ใ น ส ม ก า ร  ( 2 . 1 1 )  เ พ ื่อ  

ค ำ น ว ณ ห า  / nn , /แ"  แ ล ะ  T n, แ ล ้ว ท ำ ย ้อ น ก ล ับ ม า เ ร ื่อ ย ๆ จ น ถ ึง ข ้อ ต ่อ ท ี่ 1 โ ด ย ใ ช ้ส ม ก า ร  ( 2 . 1 2 )  

แ ล ะ  ( 2 . 1 3 )

ฬ  =  - / /  i l , ,  +  < Ci) +  « i+ iM ÏÎÎ +  « iT iÜ Ï i1 X +  ( 2 - 1 2 )

k r , i + l Q i+ l I m i +i z m i + 1 + ^r,i+l 9i+l •ก็ท;-)-! ̂  i x Zmi + 1

f  1i T  R i - 1 T  Z o  +  k r J r n i ù * - 11 T  z 'm Ÿ  ส ำ ห ร ับ ข ้อ ต ่อ แ บ บ เ ล ื่อ น ท ี่

M iT J Î - “ 1 T 2b  +  k r i I m id j i ~ l T  z ^  ส ำ ห ร ับ ข ้อ ต ่อ แ บ บ ห ม ุน

ข น ต อ น ก า ร ห า ส ม ก า ร พ ล ร ัต ช ้า ง ต ้น เ ป ็น ก า ร ห า ค ่า  T  จ า ก ต ัว แ ป ร  g ,  g ,  g  ซ ึ่ง ม  ี

ป ร ะ โ ย ช น ์ใ น ก า ร ห า ส ัญ ญ า ณ ค ว บ ค ุม  แ ต ่ส ำ ห ร ับ ก า ร ท ำ ก า ร จ ำ ล อ ง ร ะ บ บ จ ะ ต ้อ ง ห า ค ่า ข อ ง ต ัว แ ป ร  

g ,  g ,  q  จ า ก  ค ่า  T  ท ี่ใ ส ่เ ช ้า ไ ป  โ ด ย  g  ห า จ า ก ส ม ก า ร  ( 2 . 1 4 )

g =  B ~ 1(t  — c  q — G)
=  B ~ 1(t  — T1) ( 2 . 1 4 )

เ ม ื่อ พ ิจ า ร ณ า ส ม ก า ร  ( 2 . 1 0 )  ค ่า ข อ ง  t ' ห า จ า ก ก า ร ก ำ ห น ด ใ ห ้เ ฉ พ า ะ เ ท อ ม  q ม ีค ่า เ ป ็น  

ศ ูน ย ์ส ำ ห ร ับ ท ุก ข ้อ ต ่อ ส ่ว น พ จ น ์อ ื่น ค ง เ ด ิม แ ล ้ว ท ำ ก า ร ห า  T ต า ม ส ม ก า ร  ( 2 . 1 1 ) —( 2 . 1 3 )  ซ ึ่ง ค ่า ท ี่ไ ด ้ 

จ ะ เ ป ็น ค ่า ข อ ง  t '

ส ำ ห ร ับ เ ม ต ร ิก ซ ์ B  ห า โ ด ย ก า ร ก ำ ห น ด ใ ห ้ q =  0  แ ล ะ ค ว า ม เ ร ่ง จ า ก แ ร ง โ น ้ม ถ ่ว ง เ ป ็น  

ศ ูน ย ์ แ ล ัว ท ำ ก า ร ห า ท ีล ะ ค อ ล ัม น ์ ซ ึ่ง ค อ ล ัม น ์ท ี่ I  ไ ต ้จ า ก ก า ร ห า  T ต า ม ส ม ก า ร  ( 2 . 1 1 ) —( 2 . 1 3 )  

โ ด ย ก ำ ห น ด ใ ห ้ เï i  =  1 แ ล ะ  ÿ j  ะ= 0  เ ม ื่อ  i  ๅ เ j  ซ ึ่ง  B  ท ี่’ใ ต ้ม ีค ุณ ส ม บ ต ิท ี่ส า ม า ร ถ ห า ค ่า ผ ก ผ ัน  

( i n v e r s e )  ไ ด ้เ ส ม อ ไ ม ่ว ่า อ ย ู่ q ค ่า ใ ด ก ็ต า ม  ห ล ัง จ า ก ไ ด ้ค ่า  g  แ ล ้ว น ำ ม า ท ำ ก า ร อ ิน ท ิเ ก ร ต เ พ ื่อ ห า  g  

แ ล ะ  g  ต ่อ ไ ป

2 .2  ท ฤ ษ ฎ ีก า ร ค ว บ ค ุม ก า ร เค ล ื่อ น ท ี,

2 .2 .1  ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ พ ล ว ต ผ ก ผ น  (In v erse  D y n a m ic  C o n tro l)

ก ารค ว บ ค ุม ว ิธ ีน ี้ อาศ ัยห ล ักการป ้อน กล ับ ส ่วน ไม ่เป ็น เช ิง เส ้น เพ ื่อห ้กล ้างท ำให ้ระบ บ รวม ท ี่ได ้ 
กลายเป ็น ระบบให ม ่ท ี่เป ็นระบบเซ ิงเส ้น  และส าม ารถ ใช ้ท ฤษ ฎ ีเช ิง เส ้น ใน การออกแบ บ ระบ บ ให ม ่น ี้ไต  ้
จ ากส ม การแบ บ จำลอง (2.10) เม ื่อกำห น ด ให ้ส ัญ ญ าณ ควบ ค ุม เป ็น

น = ( 2 . 1 5 )

y

B y  +  N { q , q )  
qd +  K v q +  K pq (2 .16)



โ ด ย  ส ัญ ญ า ณ ค ว บ ค ุม  น  เ ป ็น แ ร ง บ ิด ท ี่ใ ห ้ก ับ แ ข น ห ุ่น ย น ต ์ แ ล ะ  q =  qd -  q ซ ึ่ง ท ำ ใ ห ้ไ ด ้ส ม ก า ร พ ล ว ัต  

ข อ ง ร ะ บ บ ใ ห ม ่เ ป ็น เ ช ิง เ ส ้น  ค ือ

qd +  K v q +  K pq — 0 ( 2 . 1 7 )

ซ ึ่ง  เ ร า ส า ม า ร ถ ป ร ับ ค ่า  Ky  แ ล ะ  Kp เ พ ื่อ ใ ห ้ไ ด ้ผ ล ต อ บ ต า ม ต ้อ ง ก า ร

2 .2 .2  ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ โ ค ร ง ส ร ้า ง แ ป ร ผ ัน ไ ด ้ (V ar iab le  s tr u c tu r e  C o n tro l)

ใ น ค ว า ม เ ป ็น จ ร ิง  ผ ล ข อ ง ค ว า ม ไ ม ่แ น ่น อ น ใ น ค ่า พ า ร า ม ิเ ต อ ร ์ ท ำ ใ ห ้เ ก ิด ค ว า ม แ ต ก ต ่า ง ข อ ง ค ่า  

พ า ร า ม ิเ ต อ ร ์จ ร ิง ใ น ร ะ บ บ  ก ับ พ า ร า ม ิเ ต อ ร ์ข อ ง ต ัว ค ว บ ค ุม  โ ด ย ก ำ ห น ด ใ ห ้พ า ร า ม ิเ ต อ ร ์ใ น ต ัว ค ว บ ค ุม เ ป ็น  

B ,  ท  แ ล ะ ใ ห ้ค ว า ม ค ล า ด เ ค ล ื่อ น ข อ ง พ า ร า ม ิเ ต อ ร ์เ ป ็น  B  =  È  -  B ,  ท ิ =  ท - ท  ผ ล ข อ ง ค ว า ม ค ล า ด  

เ ค ล ื่อ น น ี้ท ำ ใ ห ้ส ม ก า ร ค ว า ม ผ ิด พ ล า ด ใ น  ( 2 . 1 7 )  ก ล า ย เ ป ็น

qd +  K vq +  K pq ะ= ฦ

โ ด ย ท ี่

ๆ =  ( l - f i - 1# )  y  — B ~ 1 ท

ก ่อ น ท ี,จ ะ ห า ส ัญ ญ า ณ ค ว บ ค ุม ใ ห ม ่ จ ะ ก ำ ห น ด ต ัว แ ป ร ส ถ า น ะ  £  =  

ส ม ก า ร อ น ุพ ัน ธ ์อ ัน ต ับ ห น ึ่ง ข อ ง ร ะ บ บ ไ ด ้เ ป ็น

£ =  # จ ั  +  D ( q d -  y +  ฦ)

(2.18)

(2.19)

ซ ึ่ง จ ะ ส า ม า ร ถ เ ข ีย น

(2 .20 )

โ ด ย ท ี, H  =
0  I d  ç£. 0

0  0
ม ิข น า ด เ ป ็น  (2n X 2ท), D  =

I
ม ีข น า ด เ ป ็น  ( 2 n  X ท)

y  =  qd +  K v q +  K pq +  พ ( 2.21)

จ ะ ท ำ ใ ห ้ไ ด ้ส ม ก า ร  ( 2 . 2 0 )  ก ล า ย เ ป ็น  

โ ด ย ท ี'  H  =

k  =  H £  +  D ( r ๆ - ๆ )  ( 2 . 2 2 )

แ ล ะ  พ  เ ป ็น ส ัญ ญ า ณ ท ี,ท ำ ห น ้า ท ี่จ ัด ก า ร ค ว า ม ไ ม ่แ น ่น อ น ข อ ง ค ่า
■“ ■ p

พ า ร า ม ิเ ต อ ร ์ซ ึ่ง ห า จ า ก ก า ร พ ิส ูจ น ์เ ส ถ ีย ร ภ า พ โ ด ย ว ิธ ีข อ ง เ ล ีย ป ูน อ ฟ  โ ด ย ก ำ ห น ด เ ล ีย ฟ ัง ก ์ช ัน เ ล ีย ป ูน อ ฟ  

( l y a p u n o v  f u n c t i o n )

0 I
- K y  - K y

v(Z)=eQt i>  0 , ( 2 . 2 3 )

ซ ึ่ง จ ะ ไ ด ้อ น ุพ ัน ธ ์อ ัน ต ับ ห น ึ่ง เ ป ็น

V = ~(,TPÇ +  2£t  Q D (ๆ -  พ) ( 2 .2 4 )
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โ ด ย ท ี,

P  =  - H t Q  -  Q H  >  0  ( 2 . 2 5 )

จ า ก ส ม ก า ร  ( 2 . 2 4 )  จ ะ เ ห ็น ว ่า ถ ้า  £  G N ( D T  Q )  จ ะ ท ำ ใ ห ้ค ่า ค ว า ม ค ล า ด เ ค ล ื่อ น ล ู่เ ข ้า ส ู่ศ ูน ย ์ไ ด ้ 

แ ต ่ใ น ก ร ณ ีอ ื่น ท ี่ £  g  N ( D T Q )  จ ะ ต ้อ ง เ ล ือ ก ใ ห ้

" “ M 2 (2'26)

โ ด ย ท ี่ Z  =  D t Q £  แ ล ะ เ ล ือ ก ใ ห ้ P >  แ 7 7 แ , V g ,  g ,  g  ซ ึ่ง จ ะ ท ำ ใ ห ้ค ่า ข อ ง  V  น ้อ ย ก ว ่า ศ ูน ย ์เ ส ม อ

เ ม ือ  £  เ ร ิ่ม ต ้น ท ี่ค ่า ใ ด ๆ  จ ะ ถ ูก ท ำ ใ ห ้ม ืค ่า ว ิ่ง เ ข ้า ส ู่ร ะ น า บ  Z  =  0  แ ล ้ว ล ู่เ ข ้า ส ู่ศ ูน ย ์ซ ึ่ง เ ร ีย ก  

ร ะ น า บ น ี้ว ่า  ร ะ น า บ ล ื่น ไ ถ ล  ( s l i d i n g  p l a n e )  แ ต ่เ น ื่อ ง จ า ก ก า ร ท ี่ต ัว ค ว บ ค ุม ไ ม ่ส า ม า ร ถ ต อ บ ส น อ ง ไ ด ้เ ร ็ว  

พ อ  จ ึง ท ำ ใ ห ้แ ท น ท ี่ค ่า ข อ ง  £  จ ะ ต ิด อ ย ู่บ น ร ะ น า บ  ก ็จ ะ ถ ูก ผ ล ัก เ ล ย ร ะ น า บ อ อ ก ไ ป  ก ่อ น ท ี่จ ะ ถ ูก ผ ล ัก ก ล ับ  

เ ข ้า ม า  ซ ึ่ง ป ร า ก ฏ ก า ร ณ ์ท ี่ส ว ิต ช ์เ ก ิด ก า ร ผ ล ัก ก ล ับ ไ ป ม า น ี้ เ ร ีย ก ว ่า  แ ช ท เ ท อ ร ิ่ง  เ พ ื่อ จ ะ แ ก ้ผ ล น ี้ ส า ม า ร ถ  

ท ำ ไ ด ้โ ด ย ก า ร ก ำ ห น ด ข อ บ เ ข ต ร อ บ ๆ ร ะ น า บ  ‘เ ร ีย ก ช ั้น เ ข ต แ ด น แ ล ะ ใ ห ้ส ัญ ญ า ณ ค ว บ ค ุม ม ีค ว า ม ต ่อ เ น ื่อ ง  

ใ น บ ร ิเ ว ณ ข อ บ เ ข ต น ั้น ใ น ท ี่น ี้จ ะ ก ำ ห น ด ข อ บ เ ข ต เ ป ็น บ ร ิเ ว ณ ท ี่ | ] z | |  < £ โ ด ย  £ ม ีค ่า เ ป ็น บ ว ก ซ ึ่ง ถ ้า ม ีค ่า  

ม า ก จ ะ ท ำ ใ ห ้ไ ม ่เ ก ิด ก า ร แ ช ท เ ท อ ร ิ่ง  แ ต ่จ ะ ม ีค ว า ม ค ล า ด เ ค ล ื่อ น ม า ก ข ึ้น แ ล ะ ไ ด ้ส ัญ ญ า ณ ค ว บ ค ุม เ ป ็น

\ { k z  INI ล ั6
f *  I N I < e

( 2 . 2 7 )

2 .2 .3  ก า ร ค ว บ ค ุม แ บ บ  P ID

แ ม ้ว ่า แ ข น ห ุ่น ย น ต ์ล ัด เ ป ็น ร ะ บ บ ท ี่ม ีค ว า ม ไ ม ่เ ป ็น เ ช ิง เ ส ้น ส ูง  แ ต ่ต ัว ค ว บ ค ุม  P I D  ก ็ถ ูก ใ ช ้อ ย ่า ง  

แ พ ร ่ห ล า ย ใ น แ ข น ก ล ต า ม โ ร ง ง า น อ ุต ส า ห ก ร ร ม  เ น ื่อ ง จ า ก ม ีข ้อ ด ีค ือ  ห ล ัก ก า ร ห า ส ัญ ญ า ณ ค ว บ ค ุม น ั้น  

เ ข ้า ใ จ ไ ด ้ง ่า ย  ส า ม า ร ถ ค ำ น ว ณ ไ ด ้เ ร ็ว พ อ ท ี่ใ ช ้ค ว บ ค ุม แ ข น ก ล จ ร ิง  แ ล ะ ใ ห ้ผ ล ก า ร ค ว บ ค ุม ท ี่ด ี เ ม ื่อ ป ร ับ  

พ า ร า ม ิเ ต อ ร ์ไ ด ้เ ห ม า ะ ส ม

ต ัว ค ว บ ค ุม  P I D  ท ี่ใ ช ้ใ น ค ล ัง โ ป ร แ ก ร ม เ ป ็น แ บ บ เ ว ล า ต ่อ เ น ื่อ ง  โ ด ย ม ีส ม ก า ร เ ป ็น

T  =  K p e  -  K d q  +  K i C i  ( 2 . 2 8 )

โ ด ย ท  e  =  g<j — g  แ ล ะ  è ,  =  e

ใ น ก ร ณ ีท ี่ใ ช ้ต ัว ค ว บ ค ุม เ ฉ พ า ะ  P D  จ ะ ม ีค ว า ม ค ล า ด เ ค ล ื่อ น ข อ ง ต ำ แ ห น ่ง เ ก ิด ข ึ้น  เ น ื่อ ง จ า ก ผ ล  

ข อ ง แ ร ง โ น ้ม ถ ่ว ง  ซ ึ่ง ถ ้า ต ้อ ง ก า ร ใ ห ้ค ว า ม ค ล า ด เ ค ล ื่อ น น ี้ห า ย ไ ป  ก ็จ ำ เ ป ็น ต ้อ ง น ำ ผ ล ข อ ง แ ร ง โ น ้ม ถ ่ว ง  

เ ข ้า ไ ป ร ว ม ก ับ ส ัญ ญ า ณ ค ว บ ค ุม ท ี่ไ ต ้ด ้ว ย
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