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 This research concerns about a numerical study of the behaviors and effects of 

convective heat transfer coefficient on the production rate of tubular-ice making process. 

This research creates a computer program by using finite difference method with fully 

implicit scheme for simulating ice formation inside a smooth pipe made of stainless 

steel in the tubular-ice making machine, which uses ammonia as the refrigerant.

This study found that the agreement between the ice thickness, which is 

obtained from the numerical results at the end of process, and the data from a field 

measurement has an error of 4%. The convective heat transfer coefficient, the ice 

formation rate and the cooling load decreases significantly in the first 10 minute of 

process. Thereafter, the reduction rate starts to decrease until it approaches a constant 

because the ice has low conductivity and behaves as like an insulator. The ice 

thickness increases; therefore, the overall conductivity of system is decreased. The 

convective heat transfer coefficient, as a function of the saturated ammonia 

temperature, has a major effect on the production rate. This study shows that at the 

saturated ammonia temperature of -7.5 o
C, decrease of 0.5 

o
C of the temperature 

results in an increase of production rate by 8%. The energy intensity decreases at the 

beginning of the process until it reaches the minimum value at 4 minutes. Afterward it 

rises up until getting the maximum value at the end of the process. In overall, the 

energy intensity is almost constant, whereas the mean value is 0.36 MJ/kg and the 

different of peak value is +7.5% and -4%. From these results, it indicates the efficient 

way to improve the energy consumption of the tubular-ice making process. 
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0T         อุณหภูมิของแอมโมเนีย       

x   ระยะในแนวแกน         x

sx̂         เทอมไรมิติของระยะในแนวแกน  ของบริเวณที่เปนน้ําแข็ง  x

wx̂        เทอมไรมิติของระยะในแนวแกน  ของบริเวณที่เปนผนังทอ  x
h∆   คาความรอนแฝงจําเพาะของการแข็งตัวของน้ํา    
sα   Thermal diffusivity ของน้ําแข็ง      
wα        Thermal diffusivity ของผนังทอ      
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β   รัศมีภายในของน้ําแข็งหลอด      
δ     ความหนาของน้ําแข็ง       
η   ตัวแปรในเทอมไรมิติ      
ϕ   เทอมไรมิติของคาความหนาของน้ําแข็ง     

sθ   เทอมไรมิติของอุณหภูมินํ้าแข็ง      
wθ        เทอมไรมิติของอุณหภูมิผนังทอ      
sρ        ความหนาแนนของน้ําแข็ง      
wρ      ความหนาแนนของผนังทอ      

σ   คาคงที่ของการแปรผันระหวาง δ  กับ tsα     
ξ   คาใดๆของตวัแปรซิมิลารริต ี      
ψ   อัตราสวนรศัมีภายในของทอกับความหนาของทอ    



บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
 
 ในประเทศไทยมีโรงงานผลิตนํ้าแข็งในเชิงพาณิชยเปนจํานวนมากกระจายอยูทั่วทุก
ภูมิภาคของประเทศ ซึ่งในแตละวันปริมาณการผลิตนํ้าแข็งหลอดมีมาก แตเน่ืองจากในการผลิต
น้ําแข็งหลอดนั้นจําเปนตองผลิตใหไดขนาดตามตองการ ดังนั้นในรอบการผลิตหนึ่งๆหากวา
น้ําแข็งหลอดที่ผลิตไดนั้นไมไดขนาดตามที่ตองการอาจตองทิ้งผลผลิตในรอบการทํางานนั้น
ทั้งหมด ซึ่งนับวาเปนการสิ้นเปลืองพลังงานและสูญเสียเวลาไปโดยเปลาประโยชน ดวยเหตุนี้จึง
เปนที่มาของการจัดทําวิทยานิพนธนี้ขึ้น โดยจะทําการศึกษาถึงผลกระทบของสัมประสิทธิ์การ
พาความรอนตออัตราการผลิตน้ําแข็งหลอดเพื่อที่จะเปนแนวทางการประหยัดพลังงานในการ
ผลิตน้ําแข็งหลอด 
 ปจจุบันการศึกษาและวิเคราะหปญหาทางดานวิศวกรรมศาสตรไดมีการนําความรูความ
เขาใจเกี่ยวกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical method) มาผสมผสานเขากับความสามารถใน
การประยุกตใชโปรแกรมคอมพิวเตอรเพ่ือมาใชในการวิเคราะหหาผลเฉลยของปญหาไดอยาง
รวดเร็ว ดวยเหตุนี้จึงสงผลใหการจําลองแบบเชิงตัวเลขไดรับความนิยมเปนอยางมาก และ
เน่ืองจากการจําลองดังกลาวสามารถทํานายผลเฉลยของปญหาไดอยางแมนยําเพียงพอตอการ
นําไปใชงานจริงรวมถึงสามารถประหยัดเวลาและคาใชจายกวาการทําการทดลอง ดังนั้นการ
วิจัยนี้จึงอาศัยความรูความเขาใจเกี่ยวกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพื่อทําการศึกษาถึงผลกระทบ
ของสัมประสิทธิ์การพาความรอนที่มีตออัตราการผลิตน้ําแข็งหลอดดวยการประดิษฐโปรแกรม
คอมพิวเตอร 
 
1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

 
1. ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรทีส่ามารถทํานายอัตราการผลิตน้ําแข็งหลอดภายใต

สภาวะแวดลอมที่กําหนด 
2. ศึกษาผลกระทบเชิงเลขของสัมประสิทธิ์การพาความรอนตออัตราการผลิตน้ําแข็ง

หลอด 
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1.3 ขอบเขตของการวิจัย 
 
 การวิจัยนี้จะทําการศึกษาสภาพปญหาและทฤษฎีที่เกี่ยวของ รวมทั้งประดิษฐโปรแกรม
คอมพิวเตอรเพ่ือวิเคราะหถึงผลกระทบของสัมประสิทธิ์การพาความรอนตออัตราการผลิต
น้ําแข็งหลอดของเครื่องผลิตนํ้าแข็งหลอดแบบเกิดการแข็งตัวของน้ําแข็งภายในทอสเตนเลส
ชนิดผิวเรียบโดยมีแอมโมเนียทําหนาที่เปนสารทําความเย็นอยูโดยรอบทอ ในการวิจัยน้ีจะ
พิจารณาเฉพาะกระบวนการแข็งตัว (solidification) ของน้ําเทานั้นโดยอาศัยวิธีความซิมิลารริตี 
และวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบปริยายในระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกัดเชิงขั้ว  ซึ่งมีเง่ือนไขในการ
พิจารณาเบื้องตนดังนี้ 

1. การพิจารณาปญหาเปนการเปลี่ยนสถานะใน 1 มิติแบบเปลี่ยนแปลงตามเวลา 
2. การพิจารณาปญหาลักษณะการแข็งตัวเปนแบบแยกสถานะกันชัดเจนระหวางสถานะ

ของแข็งและของเหลว (sharp interface) และ อุณหภูมิ ณ รอยแบงระหวางทั้งสองสถานะมี
คาคงที่เทากับอุณหภูมิเยือกแข็ง 

3. การพิจารณาปญหาเปนการถายเทความรอนแบบการนําความรอน (heat 
conduction) ในบริเวณของผนังทอและน้ําแข็ง โดยที่การพาความรอนจะเกิดขึ้นบนผิวทอที่
สัมผัสกับสารทําความเย็นซึ่งมีอุณหภูมิคงที่เทากับ -7.5 oC 

4. การพิจารณาปญหากําหนดใหความรอนที่เกิดขึ้นมีเฉพาะคาความรอนแฝงในการ
เปลี่ยนสถานะและความรอนสัมผัสจากการเปลี่ยนอุณหภูมิของน้ําแข็งเทานั้น 
 
1.4 ประโยชนที่จะไดรับจากการวิจัย 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอรสามารถทํานายผลกระทบเชิงเลขของสัมประสิทธิ์การพาความ
รอนตออัตราการผลิตนํ้าแข็งหลอด ซึ่งเปนพ้ืนฐานในการพัฒนาหาแนวทางการประหยัด
พลังงาน และเพ่ิมประสิทธิภาพในการผลิตตอไป 
 
1.5 ข้ันตอนในการดําเนินงาน 
 
 1. จัดทําแบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาภายใตเง่ือนไขที่กําหนดโดยแกปญหา
ดวยวิธีความซิมิลารริตี (similarity method) 
 2. จัดทําแบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาทั่วไปโดยแกปญหาดวยวิธีผลตาง
สืบเนื่องแบบปริยาย (fully implicit method) ในระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกัดเชิงขั้ว 



 

3

 3. ศึกษาผลกระทบเชิงเลขของสัมประสิทธิ์การพาความรอนตออัตราการผลิตนํ้าแข็ง
หลอดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้น 
 4. วิเคราะหผลการคํานวณจากโปรแกรมคอมพิวเตอร และ นําผลที่ไดไปเปรียบเทียบ
กับคาที่วัดไดจากโรงงาน 
 5. สรุปผลและจัดทํารายงานวิทยานิพนธ 



บทที่ 2 
 

สาระสําคัญจากงานวิจัยที่เก่ียวของ 
 
 F.B. Cheung และ S.W. Cha (1987) ไดทําการวิเคราะหการเพิ่มขึ้นและการลดลงของ
ขนาดวัสดุโพลีเมอรที่แข็งตัวหอหุมบนวัตถุทรงกระบอกซึ่งเคลื่อนที่ดวยความเร็วคงที่
แบบตอเนื่องโดยวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนท โดยอุณหภูมิของแทงโลหะมีคาต่ํากวาจุดแข็งตัวของ
วัสดุโพลีเมอร ซึ่งจะทําใหเกิดการแข็งตัวของวัสดุโพลีเมอรบนผิวโดยรอบของแทงโลหะที่เคลื่อน
ตัวผาน การศึกษาไดทําการวิเคราะหปญหาโดยกําหนดใหอุณหภูมิมีคาคงที่และสม่ําเสมอตลอด
กระบวนการ และพิจารณาวัสดุโพลีเมอรหลอมเหลวเปนของเหลวอ่ิมตัวที่อุณหภูมิแข็งตัว 
จากนั้นจึงประดิษฐแบบจําลองทางคณิตศาสตรเพ่ือนําไปใชในการจัดทําโปรแกรมคอมพิวเตอร
เพ่ือวิเคราะหหาความหนาของโพลีเมอรที่แข็งตัวบนแทงโลหะที่เวลาตางๆซ่ึงพบวา คาที่ไดจาก
การทดลองจริงเม่ือเทียบกับคาที่ไดจากโปรแกรมมีความแตกตางกันมากขึ้นเม่ือความหนาของ
โพลีเมอรมีคาเพิ่มขึ้นเน่ืองจากการสมมุติปญหาใหอยูในสภาวะที่สามารถแกปญหาไดโดยงาย 
เม่ือความหนาของโพลีเมอรมีคานอยเม่ือเทียบกับรัศมีของแทงโลหะทรงกระบอกจะพบวาคาที่
ไดจากการทดลองมีคาใกลเคียงกับคาที่ไดจากการวิเคราะหปญหาแบบวิธีซิมิลารริตี 
 Piia Lamberg et al. (2004) ไดทําการวิเคราะหโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและทําการ
ทดลองในกระบวนการหลอมตัวและการแข็งตัวของการกักเก็บความรอนในรูปของการเปลี่ยน
สถานะของสาร โดยในการทดลองจะใชพาราฟนเปนสารที่พิจารณากระบวนการแข็งตัวและ
หลอมตัว ในการทดลองจะมี 2 ขั้นตอนคือ มีการใชและไมใชอุปกรณเพ่ิมประสิทธิภาพการนํา
ความรอนภายในแหลงกักเก็บความรอน โปรแกรมที่ใชในการคํานวณระเบียบวิธีเชิงตัวเลขจะใช
โปรแกรม FEMLAB ซึ่งใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการพิจารณาโดยแบบจําลองทางคณิตศาสตร
จะใชวิธีเอนธาลป และ effective heat capacity ซึ่งเม่ือนําผลที่ไดจากการทดลองมา
เปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการจําลองโดยอาศัยโปรแกรม FEMLAB พบวาใหผลที่มีคาใกลเคียง
กันและสามารถยอมรับไดในคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นทั้งกระบวนการแข็งตัวและหลอมละลาย
ในการทดลองทั้งสองแบบ ซึ่งสําหรับวิธี Effective heat capacity จะใหผลที่ใกลเคียงมากหากวา
ใชชวงความแตกตางของอุณหภูมินอยกวา 2 0C 
 Chin-Hsiang Cheng และ Chiuan-Che Shiu (2002) ไดทําการศึกษาขอมูลของน้ําแข็ง
และการเกิดขึ้นของน้ําแข็งบนแผนโลหะที่มีอุณหภูมิต่ําในสภาวะที่มีลมพัดผาน ในการทดลองได
พิจารณาการเกิดของน้ําแข็งเปนแบบ 2 มิติโดยไดแบงออกเปนการพิจารณาความหนาของ
น้ําแข็งบริเวณขอบดานหนาและสังเกตการเกิดของคริสตัลนํ้าแข็ง ผลการทดลองที่ไดพบวาการ
เกิดน้ําแข็งบริเวณขอบดานหนาจะเปนลักษณะเสนโคงตามกระแสอากาศที่พัดผานสวนชั้นของ
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น้ําแข็งที่เกิดขึ้นบริเวณนี้จะคอนขางเรียบ ในบริเวณอ่ืนๆจะเกิดน้ําแข็งขึ้นเปนลักษณะฟงกชัน
ของการแสอากาศที่ไหลผานอยางไรก็ตามการเกิดน้ําแข็งในสวนอ่ืนๆมีความหนาที่สมํ่าเสมอกัน
ในทุกๆสวนรวมทั้งขอบดานหลังดวย ในกรณีที่ความเร็วลมต่ําความหนาของน้ําแข็งจะ
แปรผกผันกับอุณหภูมิของอากาศสวนกรณีความเร็วลมสูงนํ้าแข็งที่เกิดขึ้นบริเวณขอบดานหนา
จะไมเปนลักษณะเสนโคงแตจะเปนเสนตรงลาดขึ้นตามความยาวของแผนโลหะ และเม่ืออากาศ
อยูนิ่งการเกิดของน้ําแข็งจะมีลักษณะของคริสตัลคลายกับการเกิดในธรรมชาติของนํ้าคางแข็ง
ลักษณะของคริสตัลที่เกิดขึ้นรวมถึงความหนาจะไมมีรูปแบบที่แนนอนและอัตราการเกิดจะไม
คงที่ซึ่งไมสามารถทํานายปรากฏการณได 
 Kwan-Soo Lee et al. (2003) ไดประดิษฐแบบจําลองทางคณิตศาสตรเพ่ือทํานาย
พฤติกรรมการเกิดน้ําแข็งและชั้นของน้ําแข็งบนแผนโลหะที่มีอุณหภูมิต่ํา โดยไดทําการ
เปรียบเทียบผลที่ไดกับผลที่ไดจากการวิเคราะหโดยแบบจําลองอื่นๆ และการทดลองบางการ
ทดลอง พบวาแบบจําลองอ่ืนๆความผิดพลาดสวนใหญจะขึ้นกับสภาวะการทดลองและคาตางๆ
ที่ใชในการทํานายความหนาของน้ําแข็งที่เกิดขึ้น ซึ่งแบบจําลองสามารถประมาณคาของความ
หนา ,ความหนาแนน และอุณหภูมิที่ผิวของชั้นน้ําแข็ง ไดอยางแมนยําโดยมีความผิดพลาด
ประมาณ 10% ยกเวนชวงที่เริ่มการเกิดน้ําแข็งซึ่งน้ําแข็งมีความหนานอยมากไมสามารถที่จะวัด
คาได จึงไมสามารถนําผลมาเปรียบเทียบไดในชวงแรกของการแข็งตัว 
 Kamal A.R. Ismail และ Maria das GraÇas E. da Silva (2003) ไดทําการศึกษาการ
เปลี่ยนสถานะของสารบริเวณรอบทอทรงกระบอกกลมภายใตสภาวะที่มีการนําความรอนที่
บริเวณผนังทอดานนอก และผนังดานในมีการถายเทความรอนแบบการพาความรอนโดย
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่สรางขึ้นเปนลักษณะเปลี่ยนแปลงตามเวลา
ใน 2 มิติ โดยใชตัวแปร และ เทคนิคการเปลี่ยนรูปที่ใชทั่วไปในการพิจารณาปญหาแบบ
หนาสัมผัสการเปลี่ยนสถานะอยูกับที่ การจําลองจะใชวิธีไฟไนตวอลุมในการวิเคราะหระบบของ
สมการตั้งตน ,เง่ือนไขขอบเขต และ เง่ือนไขเวลาเพื่อใหไดสมการเชิงเสนตรง ในการจําลองใช
ระเบียบวิธีแบบปริยายใชสําหรับสมการโมเมนตัม และ สมการพลังงาน และ ระเบียบวิธีแบบชัด
แจงใชในการพิจารณาสมดุลพลังงานบริเวณหนาสัมผัส ซึ่งผลที่ไดสามารถยอมรับไดเม่ือเทียบ
กับผลจากการจําลองที่ใชอางอิง 
 Frank G.F. Qin et al. (2003) ไดทําการจําลองและทดลองเพ่ือศึกษาถึงการถายเท
ความรอนแบบไมคงตัวในชวงเวลาเริ่มตนของการแข็งตัวของนํ้าแข็งจากสารละลายเย็นเยือกใน
สถานะของเหลว ในชวงที่พิจารณาความรอนแฝงของการแข็งตัวจะเพิ่มขึ้นโดยที่อุณหภูมิมี
คาคงที่ตลอดกระบวนการจนกระทั่งระบบเขาสูสภาวะสมดุลในระหวางนั้นความรอนสามารถ
ถายเทจากสารละลายไปยังสิ่งแวดลอมหรืออาจเปนไปในทิศทางตรงขามก็ได การวิเคราะหของ
กระบวนการถายเทความรอนแบบไมคงตัวนําไปสูการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรจาก
สมการดิฟเฟอเรนเชียล 2 สมการโดยอาศัยวิธีการเปลี่ยนรูปและการเปลี่ยนรูปยอนกลับแบบลา
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ปลาซ ซึ่งไดหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหจากแบบจําลองนี้จากนั้นนําไปเปรียบเทียบกับผลที่ไดจาก
การทดลองที่พิจารณาการเกิดของน้ําแข็งบนแผนทําความเย็นซ่ึงจุดเดนอยูที่การถายเทความ
รอนในชวงที่น้ําแข็งเริ่มกอตัวซึ่งมีการแปรผันของความตานทานการถายเทความรอนแบบไมคง
ตัว 



บทที่ 3 
 

การศึกษาเครื่องผลิตน้ําแข็งหลอดและกระบวนการผลิตน้ําแข็งหลอด 
 
3.1 สวนประกอบหลักของเครื่องผลิตนํ้าแข็งหลอด 
 

สวนประกอบหลักของเครื่องผลิตน้ําแข็งหลอดนั้นโดยทั่วไปจะมีสวนประกอบหลกัที่
เหมือนกันแมจะตางชนิด ตางบริษัททีส่ราง โดยจะประกอบดวยสวนตางๆ ดังตอไปน้ี 
 

1. ชุดคอมเพรสเซอร และมอเตอรขับ 
 ในชุดระบบทําความเย็นพ้ืนฐานนั้นจะประกอบดวยอุปกรณหลักคือ คอมเพรสเซอร, 
โดยอาศัยมอเตอรเปนอุปกรณตนกําลัง เพ่ือขับเคลื่อนใหคอมเพรสเซอรดูดไอแอมโมเนียจากชุด
ทําน้ําแข็งหลอด และสงตอยังคอนเดนเซอรตอไป คอมเพรสเซอรอาจมีขนาดของระยะชัก และ 
ขนาดกระบอกสูบรวมถึงจํานวนลูกสูบแตกตางกันไปตามปริมาณแอมโมเนียที่ตองการในวัฏจักร
การทําความเย็น 
 

2. ชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด 
ภายในชุดผลิตนํ้าแข็งหลอดจะบรรจุแอมโมเนียซ่ึงจะเปลี่ยนสถานะจากของเหลว

กลายเปนไอเพื่อทําความเย็นทําใหนํ้ากลายเปนน้ําแข็งหลอดตอไป โดยที่ขนาดของชุดผลิต
น้ําแข็งหลอดนี้จะแตกตางกันไปตามปริมาณแอมโมเนียที่ตองการในแตละรอบการผลิต ซึ่งตัวถัง
ของชุดผลิตน้ําแข็งหลอดจะสรางจากสเตนเลส โดยทั่วไปสวนประกอบที่อยูภายในชุดผลิต
น้ําแข็งหลอดมักประกอบดวย 

2.1 ชุดปรับอัตราการไหลของน้ํา ทําหนาที่ปรับอัตราการไหลของน้ําที่บริเวณสวนบน
ของชุดตัวถังผลิตน้ําแข็งหลอดใหมีปริมาณที่เหมาะสม 

2.2 ชุดทอผลิตนํ้าแข็งหลอด สวนนี้จะติดตั้งอยูภายในตรงกลางตัวถังซ่ึงจะมีจํานวน
มาก หรือนอยนั้นขึ้นกับปริมาณการผลิตที่ตองการโดยจะยาวลงมาจากสวนบนของชุดตัวถัง
ผลิตน้ําแข็งหลอดจนถึงสวนที่เปนมีดตัดน้ําแข็ง ทอสวนนี้จะเปนทอสเตนเลส 

2.3 ชุดมีดตัดนํ้าแข็ง และ เกลียวลําเลียง มีดตัดน้ําแข็งจะตัดน้ําแข็งที่มีลักษณะเปน
แทงทรงกระบอกกลมยาวใหเปนทอนสั้นๆ เพ่ือใหมีขนาดที่เหมาะสมตอการจําหนาย โดยอาศัย
กําลังขับจากมอเตอร สวนเกลียวลําเลียงจะทําหนาที่ลําเลียงน้ําแข็งหลอดที่ผานการตัดแลวสง
ตอไปบรรจุใสถุงเพื่อจําหนายตอไป ซึ่งเกลียวลําเลียงจะอาศัยมอเตอรเปนตนกําลังเชนเดียวกับ
มีดตัดน้ําแข็ง 
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2.4 ถังเก็บสะสมไอ เปนถังที่อยูตรงสวนบนของชุดตัวถังผลิตน้ําแข็งหลอดทําหนาที่
ดักแอมโมเนียที่มีสถานะเปนของเหลวเพื่อใหมีเฉพาะไอของแอมโมเนียไหลเขาสูคอมเพรสเซอร 
เพ่ือปองกันความเสียหายใหกับคอมเพรสเซอร 

2.5 ปมน้ําเย็น ทําหนาที่สูบน้ําที่เหลือจากการแข็งตัวที่ไหลออกจากดานลางของทอ
ผลิตนํ้าแข็งหลอดใหไหลกลับขึ้นไปสูดานบนโดยจะไหลผานชุดปรับปริมาณการไหลจากนั้นน้ํา
จะไหลผานลงสูดานบนของทอผลิตน้ําแข็งหลอดตอไป 
 

3. ชุดวาลวตางๆ 
ในระบบตางๆของเครื่องผลิตนํ้าแข็งจะประกอบดวยทอจํานวนมากซึ่งจะมีวาลวคอย

ควบคุมการในบริเวณตางๆ ซึ่งวาลวที่ใชงานในระบบมีดังตอไปน้ี gate valve, glove valve, 
float valve และ solenoid valve 
 

4. ชุดระบายความรอน 
ในระบบระบายความรอนจะประกอบดวย คอนเดนเซอร, หอคอยน้ําเย็น และ ถังเก็บ 

ซึ่งทําหนาที่ระบายความรอนใหกับไอของแอมโมเนียแลวนํามาเก็บที่ถังเก็บนั่นเอง หลักการ
ทํางานเหมือนกับระบบทําความเย็นทั่วไป 
 

5. ชุดควบคุมเวลาในการทํางาน 
สวนนี้จะเปนอุปกรณที่คอยควบคุมการทํางานของระบบตางๆ ใหสมดุล และ สอดคลอง

กัน โดยอาศัยการทํางานของ time delay ชวยในการควบคุมการทํางานของสวนตางๆ 
โดยทั่วไปจะประกอบดวยสวนควบคุมระบบตางๆ ดังนี้ 

5.1 ระบบควบคุมการละลายน้ําแข็ง จะเปนสวนควบคุมที่สั่งใหไอของแอมโมเนียใน
สถานะที่เปนกาซจากถังเก็บไอ และ คอมเพรสเซอร ไปละลายน้ําแข็งที่ทอผลิตน้ําแข็งหลอด 

5.2 ระบบควบคุมการตัดนํ้าแข็ง จะควบคุมใหใบมีดตัดน้ําแข็ง ตัดน้ําแข็งหลังจากที่
เริ่มละลายน้ําแข็ง และ จะสั่งหยุดการทํางานหลังจากเสร็จสิ้นกระบวนการละลายน้ําแข็ง 

5.3 ระบบหนวงเวลา จะทําหนาที่ควบคุมระยะเวลาใหสัมพันธกันระหวางระบบละลาย
น้ําแข็ง และ ระบบตัดน้ําแข็งกลาวคือ ควบคุมใหมีดตัดน้ําแข็งเริ่มตัดน้ําแข็งหลังเริ่มมีการละลาย
น้ําแข็งที่เวลาเทาใด และ หนวงเวลาเทาใดเพื่อหยุดการทํางานหลังจากที่เสร็จสิ้นการละลาย
น้ําแข็งแลว 

5.4 ระบบควบคุมพัดลมหอคอยน้ําเย็น ทําหนาที่ควบคุมพัดลมดูดอากาศที่หอคอย
น้ําเย็น เม่ือเริ่มมีการละลายน้ําแข็ง จะสั่งใหพัดลมตัวน้ีหยุดทํางาน จากนั้นเม่ือระบบเริ่มสิ้นสุด
กระบวนการละลายน้ําแข็งจะสั่งใหพัดลมดังกลาวทํางานเพื่อระบายความรอนของหอคอยน้ําเย็น 
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5.5 ระบบควบคุมการผลิตน้ําแข็ง ทําหนาที่กําหนดระยะเวลาในกระบวนการผลิต
นํ้าแข็งหลอดใหไดความหนาที่เหมาะสม หากตั้งเวลานานเกินไปอาจสงผลใหนํ้าแข็งตัน ไมมี
ทางไหลของน้ํา ทั้งยังสิ้นเปลืองทั้งพลังงาน และ เวลา แตหากตั้งเวลาในสวนนี้นอยจนเกินไป ก็
อาจทําใหนํ้าแข็งบางเกินไป ทําใหละลายไดงาย จึงตองตั้งเวลาใหเหมาะสม 

5.6 ระบบแจงเตือน จะควบคุมเสียงออดที่จะสงเสียงเตือนเม่ือเริ่มมีนํ้าแข็งไหลลงไปยัง
ถังเก็บนํ้าแข็งหลอด 
 

 
รูปที่ 3.1 คอมเพรสเซอรของชุดระบบทําความเย็น 

 

 
รูปที่ 3.2 คอนเดนเซอรของชุดระบบทําความเย็น 
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รูปที่ 3.3 ชุดถังเก็บแอมโมเนีย 

 

 
รูปที่ 3.4 ชุดทอผลิตนํ้าแขง็หลอด 
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รูปที่ 3.5 ชุดมีดตัดน้ําแข็งและเกลยีวลําเลียง 

 

 
รูปที่ 3.6 ชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด 
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3.2 กระบวนการผลิตนํ้าแข็งหลอด 
 
 ในกระบวนการผลิตน้ําแข็งหลอดของเครื่องผลิตน้ําแข็งหลอดแตละชนิด แตละบริษัท
นั้นจะมีหลักกี่ผลิตที่เหมือนๆ กัน อาจจะแตกตางกันบางในรายละเอียดปลีกยอย และ ระยะเวลา
ในการผลิต ซึ่งสามารถอธิบายเปนขั้นตอนไดดังนี้ 
 

1. ข้ันตอนการแข็งตัวของน้ําแข็ง 
 เร่ิมตนจากคอมเพรสเซอรจะทําหนาที่ดูดเอาไอของสารทําความเย็นซึ่งโดยทั่วไปจะใช 
แอมโมเนีย จากชุดตัวถังผลิตนํ้าแข็งหลอดแลวอัดสารทําความเย็นที่อยูในสภาพไอที่มีอุณหภูมิ 
และ ความดันต่ําใหมีอุณหภูมิ และ ความดันที่สูงขึ้น ในชวงที่มีการอัดไอของสารทําความเย็น
คอมเพรสเซอรแบบลูกสูบที่ใชงานจะมีน้ํามันหลอลื่นบางสวนปะปนไปกับไอของสารทําความ
เย็น ดังนั้น กอนที่ไอของสารทําความเย็นจะเขาสูคอนเดนเซอรจะตองผานอุปกรณที่เรียกวา ตัว
แยกน้ํามัน เพ่ือปองกันมิใหน้ํามันหลอลื่นไปตกตะกอนในคอนเดนเซอรซึ่งจะสงผลให
ประสิทธิภาพการทํางานลดลง และ ปองกันคอมเพรสเซอรเสียหายจากการที่สูญเสีย
น้ํามันหลอลื่นไปกับไอของสารทําความเย็น 
 หลังจากนั้นไอของสารทําความเย็นจะถูกสงไปยังคอนเดนเซอร เพ่ือระบายความรอน 
โดยที่ไอของสารทําความเย็นจะผานทอนํ้าเย็นที่อยูภายในคอนเดนเซอร แลวไอของสารทํา
ความเย็นจะเกิดการกลั่นตัวเปนของเหลวแลวจึงไปเก็บสะสมที่ถังเก็บตอไป สําหรับนํ้าที่ทํา
หนาที่ระบายความรอนใหกับไอของสารทําความเย็นนั้นจะถูกสงไปยังหอคอยน้ําเย็นโดยปมนํ้า 
ซึ่งนํ้าจะถูกสงผานแผนเพลทเพื่อเพ่ิมพ้ืนที่ผิวใหมากขึ้นโดยจะมีพัดลมดูดอากาศจากดานลาง
สวนทิศทางกับการไหลของน้ํา เพ่ือชวยในการระบายความรอนของนํ้า เม่ือนํ้ามีอุณหภูมิลดลง
พรอมที่จะกลับไประบายความรอนใหกับไอของสารทําความเย็นก็จะถูกสงกลับไปยัง
คอนเดนเซอรเปนวัฎจักรเชนน้ี 
 ขณะที่ไอของสารทําความเย็นถูกสงไปยังถังเก็บในสภาพที่เปนของเหลวนั้น จะมี
บางสวนแปรสภาพกลายเปนไอระเหยขึ้นไปอยูดานบนของถังเก็บ โดยที่ถังเก็บจะมีทอปรับ
ความดันตอเชื่อมระหวางคอนเดนเซอรกับถังเก็บ เรียกวา อีควอไลเซอร ซึ่งทําหนาที่ปองกันใน
กรณีที่ความดันของคอนเดนเซอร และ ถังเก็บไมเทากันกันจะทําใหการไหลของสารทําความ
เย็นไมสะดวก 
 เม่ือเริ่มกระบวนการผลิตนํ้าแข็งหลอด สารทําความเย็นในสวนที่เปนของเหลวจะถูกสง
จากถังเก็บโดนผานทางทอไปยังวาลวลดความดันซ่ึงจะถูกควบคุมดวยโซลีนอยดวาลว โดย
ปริมาณของสารทําความเย็นจะถูกควบคุมดวย float valve อีกที ที่วาลวลดความดันนี้สารทํา
ความเย็นที่เปนของเหลวจะถูกลดความดันลงทําใหมีอุณหภูมิลดต่ําลงมากเพื่อสามารถนําไปใช
ในการทําความเย็นได โดยสถานะของสารทําความเย็นหลังจากผานวาลวลดความดันแลวจะมี
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ทั้งสองสถานะคือ ของเหลว และ กาซ ซึ่งสารทําความเย็นจะถูกไปยังชุดผลิตนํ้าแข็งหลอดเพื่อ
ใชผลิตน้ําแข็งหลอดตอไป 
 ที่ชุดผลิตน้ําแข็งหลอดนี้จะมีน้ําซึ่งถูกสงผานจากดานลางไปยังดานบนดวยปมนํ้าเย็น 
โดยน้ําจะถูกปรับอัตราการไหลโดยตัวปรับปริมาณการไหลของน้ําซึ่งจะมีลักษณะเปนทอน
พลาสติกที่จะมีรองใหน้ําไหลผานโดยรอบจะทําใหน้ําไหลผานไดทีละนอย อุปกรณดังกลาวจะถูก
สวมอยูบริเวณดานบนของทอผลิตน้ําแข็งแตละทอ จากนั้นนํ้าจะไหลผานลงไปตามผิวของทอ
ผลิตน้ําแข็งหลอด บางสวนจะเริ่มจับตัวเปนนํ้าแข็งที่บริเวณผิวดานในของทอ สวนน้ําที่จะไมเกิด
การแข็งตัวก็จะไหลผานทอกลับลงไปดานลางของชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด แลวถูกสงกลับขึ้นไป
ดานบนอีกครั้งโดยปมนํ้าเย็นโดยจะวนการทํางานเชนน้ีจนกระทั่งนํ้าแข็งหลอดมีขนาดตามที่
ตองการแลว 
 สําหรับสารทําความเย็นที่ถูกสงเขาไปยังชุดผลิตน้ําแข็งหลอดนั้น สวนที่เปนของเหลว
จะทําหนาที่ถายเทความรอนจากน้ําเพื่อผลิตนํ้าแข็งหลอดทําใหสารทําความเย็นเปลี่ยนสถานะ
เปนไอลอยขึ้นไปอยูสวนบนของตัวถังชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด ซึ่งภายในชุดผลิตนํ้าแข็งหลอดจะมี
วาลวลูกลอยที่จะทําหนาที่สงสัญญาณทางไฟฟาไปยังโซลินอยดวาลวเพ่ือสั่งใหเปด ปดทอสาร
ทําความเย็นที่จะสงมายังชุดผลิตน้ําแข็งหลอดเพื่อควบคุมปริมาณสารทําความเย็นใหมีความ
เหมาะสม 
 หลังจากที่สารทําความเย็นที่มีสถานะเปนของเหลวที่อยูภายในชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด
ไดรับความรอนจากน้ําในกระบวนการแข็งตัวจะระเหยกลายเปนไอขึ้นไปอยูสวนบนของชุดผลิต
น้ําแข็งจะถูกสงไปยังถังเก็บสะสมไอ จากนั้นสารทําความเย็นจะถูกดูดไปตามทอดูดของ
คอมเพรสเซอรเพ่ืออัดใหมีความดันสูงขึ้นเพื่อสงตอไปยังคอนเดนเซอรตอไป วนรอบเปนวัฏจักร
ของการผลิตน้ําแข็งหลอดเชนน้ีเรื่อยๆ 
 ในกระบวนการผลิตนํ้าแข็งหลอดของเครื่องผลิตนํ้าแข็งหลอดจะมีคาบการผลิตที่
แตกตางกันออกไป โดยกระบวนการผลิตแตละรอบการผลิตน้ันระยะเวลาจะไมเทากันซึ่งจะถูก
ควบคุมโดยชุดควบคุมเวลาในการทํางาน โดยจะควบคุมเวลาในการผลิตนํ้าแข็งหลอดในแตละ
รอบการผลิตใหเหมาะสม ทั้งน้ีระยะเวลาในการผลิตในแตละรอบนั้นขึ้นกับปจจัยตางๆ เชน 
ขนาดของคอมเพรสเซอร ความยาวของทอผลิตน้ําแข็งหลอด สภาพอากาศแวดลอม เปนตน ทํา
ใหในแตละรอบการผลิตอาจใชเวลาการผลิตที่แตกตางกัน ในการตั้งคาของชุดควบคุมระยะเวลา
ในการผลิตนั้นตองอาศัยประสบการณในการทํางานที่จะตั้งระยะเวลาในการผลิตเพ่ือใหได
น้ําแข็งหลอดตามขนาดที่ตองการ มิฉะนั้นแลวจะทําใหน้ําแข็งหลอดที่ผลิตไดบางจนเกินไปไม
สามารถนําออกจําหนายได หรืออาจทําใหน้ําแข็งหนาจนไมมีรูตรงแกนกลางจนเกิดการอุดตัน
การไหลของน้ําไดซึ่งทําใหสิ้นเปลืองทั้งพลังงาน และ เวลา 
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2. ข้ันตอนการละลายน้ําแข็ง 
หลังจากที่น้ําไดเปลี่ยนสภาพเปนน้ําแข็งบริเวณผิวดานในของทอผลิตนํ้าแข็งหลอดจน

กระทั้งมีความหนาตามที่ตองการแลว จะหยุดกระบวนการผลิตนํ้าแข็งเพ่ือเริ่มเขาสูขั้นตอนการ
ละลายน้ําแข็งเพ่ือจะนําเอาน้ําแข็งหลอดออกจากทอผลิตนํ้าแข็งหลอดแลวจึงทําการตัดเปนทอน
เล็กๆตามขนาดที่ตองการ และ ทําการจัดจําหนายตอไป 

ในขั้นตอนการละลายน้ําแข็งนั้นเม่ือนํ้าแข็งมีความหนาตามที่ตองการแลวชุดควบคุม
เวลาในการทํางานจะสั่งใหหยุดการทํางานของพัดลมในสวนของหอคอยน้ําเย็น และ ปดโซลิ
นอยดวาลวไมใหสารทําความเย็นไหลไปยังชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด รวมถึงหยุดการทํางานของปม
น้ําเย็นดวย จากนั้นสารทําความเย็นในสถานะไอจะถูกสงจากถังเก็บที่ไดกลาวถึงในชวงตนไป
ยังชุดผลิตน้ําแข็งหลอดซึ่งจะถูกควบคุมการปด เปด โดยโซลินอยดวาลวอีกตัวหนึ่ง ซึ่งไอของ
สารทําความเย็นบางสวนที่ถูกอัดจากคอมเพรสเซอรจะถูกสงมายังชุดผลิตน้ําแข็งหลอดดวย 

เม่ือไอของสารทําความเย็นไหลเขาสูชุดทําน้ําแข็งหลอดซึ่งไอดังกลาวจะมีอุณหภูมิสูงจะ
สงผานความรอนไปยังทอผลิตนํ้าแข็งทําใหน้ําแข็งบริเวณผิวทอดานในละลายจนแทงน้ําแข็ง
หลอดไมจับกับผิวทอแลวตกลงสูชุดใบมีดตัดน้ําแข็งดานลางของชุดผลิตน้ําแข็งหลอด จากนั้น
แทงนํ้าแข็งจะถูกตัดใหมีขนาดตามที่ตองการ แลวจะถูกลําเลียงโดยเกลียวลําเลียงเพ่ือจําหนาย 
หรือเก็บรักษาในหองเย็นตอไป 

ในการละลายน้ําแข็งไอของสารทําความเย็นที่มีอุณหภูมิสูงจะละลายน้ําแข็งไปเรื่อยๆ 
จนกระทั่งแทงนํ้าแข็งหลอดตกลงมายังชุดใบมีดตัดน้ําแข็งในปริมาณที่มากพอแลว ระบบ
ควบคุมการทํางานจะสั่งปดวาลวโซลินอยดเพ่ือไมใหไอของสารทําความเย็นไหลเขาสูชุดผลิต
น้ําแข็งหลอด จากนั้นระบบจะเร่ิมกลับเขาสูขั้นตอนการผลิตนํ้าแข็งตอไป ในชวงนี้ปมนํ้าเย็นจะ
สงน้ําใหไหลลงมาตามทอผลิตนํ้าแข็งหลอดชวยใหน้ําแข็งที่ติดคางอยูตามทอผลิตนํ้าแข็งไหลลง
มายังชุดใบมีดตัดน้ําแข็ง ซึ่งระบบควบคุมการทํางานจะหนวงเวลาการทํางานของชุดใบมีดตัด
น้ําแข็งใหทํางานตอหลังจากที่ไอของสารทําความเย็นหยุดไหลเขามาในชุดผลิตน้ําแข็งแลวอีก
ระยะหนึ่ง 

ในกระบวนการละลายน้ําแข็งน้ันไอของสารทําความเย็นจะถูกสงผานมาทางดานลาง
ของตัวถังชุดผลิตนํ้าแข็งหลอดแลวออกไปทางดานบนของชุดผลิตนํ้าแข็งหลอด จากนั้นจะผาน
ไปยังถังสะสมไอซึ่งไอของสารทําความเย็นที่กลั่นตัวกลายเปนของเหลวจะถูกดักไวในสวนนี้ 
แลวจะถูกสงกลับไปยังชุดผลิตน้ําแข็งหลอดอีก ในสวนของสารทําความเย็นที่เปนไอจะถูกสง
ตอไปยังคอมเพรสเซอรเพ่ือที่จะทําใหมีความดัน และ อุณหภูมิสูงขึ้น จากนั้นจะถูกสงกลับไปยัง
ชุดผลิตนํ้าแข็งหลอดอีกครั้งเพ่ือที่จะไปละลายน้ําแข็ง จะวนรอบวัฏจักรการทํางานเชนนี้
จนกระทั่งครบตามเวลาที่ไดตั้งไวในระบบควบคุมการทํางาน ระบบก็จะกลับเขาสูขั้นตอนการ
ผลิตน้ําแข็งตอไป 
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Tube Ice Maker 

Unit 

 
Comp. 

 
Condensor 

 
Reciever 

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
    Expansion Valve 

 
       แสดงวงจรการแข็งตัวของน้ําแข็ง 
       แสดงวงจรการละลายน้ําแขง็ 
 

รูปที่ 3.7 วัฏจักรของสารทําความเย็นในกระบวนการผลตินํ้าแข็งหลอด 
 

 
 



บทที่ 4 
 

การวิเคราะหปญหาโดยวิธีซิมิลารริตี 
 
 ในกระบวนการแข็งตัวนั้นน้ําแข็งจะเริ่มกอตัวจากขอบผนังดานในของทอจนกระทั่งมี
ขนาดที่เหมาะสม ในการพิจารณากระบวนการแข็งตัวที่เกิดขึ้นเพ่ือสรางแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรจะมีสมมุติฐานพื้นฐานหลักๆดังตอไปน้ีคือ 

1. การพิจารณาปญหาเปนการเปลี่ยนสถานะใน 1 มิติแบบเปลี่ยนแปลงตามเวลา 
2. การพิจารณาปญหาลักษณะการแข็งตัวเปนแบบแยกสถานะกันชัดเจนระหวางสถานะ

ของแข็งและของเหลว (sharp interface) และ อุณหภูมิ ณ. รอยแบงระหวางทั้งสองสถานะมี
คาคงที่เทากับอุณหภูมิเยือกแข็ง 

3. การพิจารณาปญหาเปนการถายเทความรอนแบบการนําความรอน (heat 
conduction) ในบริเวณของผนังทอและน้ําแข็ง โดยที่การพาความรอนจะเกิดขึ้นบนผิวทอที่
สัมผัสกับสารทําความเย็นซึ่งมีอุณหภูมิคงที่เทากับ -7.5 oC 

4. การพิจารณาปญหากําหนดใหความรอนที่เกิดขึ้นมีเฉพาะคาความรอนแฝงในการ
เปลี่ยนสถานะและความรอนสัมผัสจากการเปลี่ยนอุณหภูมิของน้ําแข็งเทานั้น  

 
ในชวงเร่ิมตนของกระบวนการแข็งตัวน้ันนํ้าแข็งจะมีความหนานอยมากเมื่อเทียบกับ

ความหนาของผิวทอ ดังน้ันผนังทอจึงสามารถสมมุติใหเปนบริเวณกึ่งอนันต (semi-infinite 
domain) รวมถึงในระบบพิกัดเชิงขั้วจะพิจารณาวาผนังมีลักษณะเปนเสมือนแผนเรียบ จึงทําให
สามารถหาคําตอบของปญหาไดโดยวิธีความซิมิลารริตีในระบบพิกัดฉากไดดังตอไปน้ี 
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง (Ice Region) 
สมการตั้งตน (governing equation) เม่ือ ),( txfTs =
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เง่ือนไขขอบเขต (boundary condition) 
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;       (4.3b) ws TT =
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( )tTs ,δ−  ; 
dt
dh

x
Tk s

s
s

δρ ∆=
∂
∂

−      (4.4a) 

  ;       (4.4b) fs TT =

เง่ือนไขเวลา (initial condition) 
( )0,xTs   ; 0=δ        (4.5) 

 ผนัง นํ้าแขง็ 

δ(t) 

Tf 

T0, h0 

แอมโมเนีย 

D

x 

รูปที่ 4.1 การพิจารณาปญหาโดยวิธีความซิมิลารริต ี
 
บริเวณที่เปนผนังทอ (Wall Region) 
สมการตั้งตน เม่ือ ),( txfTw =

2

21
x
T

t
T ww

w ∂
∂

=
∂
∂

α
       (4.6) 

กําหนดให     

pWw

w
w C

k
ρ

α =        (4.7) 

เง่ือนไขขอบเขต 

( tTw ,0 ) ; 
x

T
k

x
T

k w
w

s
s ∂

∂
=

∂
∂      (4.8a) 

  ;       (4.8b) ws TT =

( tDTw , )  ;   ; 0TTw = ∞→D    (4.9) 
เง่ือนไขเวลา 

( )0,xTw  ;       (4.10) 0TTw =

กําหนดให  

0

0

TT
TT

f

s
s −

−
=θ        (4.11) 
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0

0

TT
TT

f

w
w −

−
=θ         (4.12) 

( ) δασ
η x

t
x

s

=
⋅

=
2

1        (4.13) 

 
โดยที่ σ  คือ คาคงที่ของการแปรผันระหวาง δ  กับ tsα  จากตัวแปรตางๆที่กาํหนด

ขึ้นสามารถเปลี่ยนรูปจากสมการเชิงอนุพันธยอย (partial differential equation) เปนสมการเชิง
อนุพันธสามัญ  (ordinary differential equation)  ซ่ึงจะไดระบบสมการดังน้ี (ภาคผนวก ก)  
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
สมการตั้งตน เม่ือ )(ηθ fs =

 0
2

2

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

η
θ

ησ
η
θ

d
d

d
d ss        (4.14) 

เง่ือนไขขอบเขต 

η  = -1 ; Ste
d
d s

2

2σ
η
θ

−=              (4.15a) 

  ; Sθ  = 1                       (4.15b) 
0=η  ; 

η
θ

η
θ

d
d

d
d

k
k ws

w

s =              (4.16a) 

  ; ( ) ( )00 ws θθ =              (4.16b) 
กําหนดให 

Stefan number ( ) ( )0TTC
hSte
fpS −
∆

=                    (4.17) 

 
บริเวณที่เปนผนังทอ 
สมการตั้งตน เม่ือ )(ηθ fw =

0
2

2

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

η
θ

ησ
α
α

η
θ

d
d

d
d w

w

sw           (4.18) 

เง่ือนไขขอบเขต 
 0=η  ; 

η
θ

η
θ

d
d

d
d

k
k ws

w

s =        (4.19a) 

  ; ( ) ( )00 ws θθ =              (4.19b) 
 ∞→η  ; 0=wθ                (4.20) 
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จากระบบสมการขางตนสามารถใชวธิีการอินทิเกรต (integration) ในการแกระบบ
สมการดังกลาวซึ่งจะไดระบบสมการดังตอไปน้ี (ภาคผนวก ข) 
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 

( ) ( ) ( )[ ]
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+=

2

2100
σ

ησ

θθηθ
erf

erf
sss              (4.21) 

[ ]
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

2

4
2

1)0(
ησ

σ
θ

π
σ

η
θ

erf
erfd

d ss             (4.22) 

 
บริเวณที่เปนผนังทอ 

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ησ

α
α

θηθ
2

1)0(
w

s
ww erf       (4.23) 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

4
)0( ησ

α
α

α
α

π
σθ

η
θ

w

s

w

s
w

w erf
d
d            (4.24) 

 
จากความสัมพันธของสมการเงื่อนไขขอบเขต (4.19a) และ (4.19b) สามารถเขียน

สมการไดเปน 

( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

==

2
..1

100
21

σ
θθ

erfRR
sw                (4.25) 

กําหนดตัวแปรควบคุมดังน้ี 

s

w

k
kR =1                 (4.26)  

sps

wpw

C
C

R
ρ
ρ

=2                (4.27) 

นําคาความสมัพันธจากสมการ (4.22) และ (4.25) ไปแทนลงในสมการเงื่อนไขขอบเขต 
(4.15a) จะไดสมการดังน้ี 

 
( )

0

2
..1...

4
.2

1

21

2

21

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
σσπ

σ

erfRRSte

erfRR
            (4.28) 
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ตารางที่ 4.1 แสดงคุณสมบัติของน้ําแข็ง 
คุณสมบัติของน้ําแข็ง ที่อุณหภูมิ -7.5 0C ที่อุณหภูมิ 0 0C คาเฉลี่ย 

( )3mkgsρ  920 920 920 
( )KmWks .  1.935 1.880 1.908 
( )KkgJC pS .  2005 2040 2022.5 
( )kgkJh∆  333.7 333.7 333.7 

 
ตารางที่ 4.2 แสดงคุณสมบัติของสเตนเลส 

คุณสมบัติของสเตนเลส ที่อุณหภูมิ -7.5 0C 
( )3mkgwρ  7900 
( )KmWkw .  13.913 
( )KkgJC pW .  439.09  

 
นําคาจากตารางที่ 4.1 และ 4.2 มาคํานวณหาคาตัวแปรควบคุมตางๆไดดังตอไปน้ี 

289.71 =R                  (4.29)  
865.12 =R                  (4.30) 

008.22=Ste                         (4.31) 
075.0=Bi          (4.32) 

นําคาตัวแปรขางตนไปแทนในสมการ (4.28) จากนั้นทําการคํานวณเพื่อหาคาของ σ  
โดยอาศัยวิธขีองนิวตัน–ราฟสัน (newton-raphson method) จะได 

1446.0=σ                   (4.33) 
จากนั้นนําคา σ , , และ  ไปแทนในสมการ (4.25) จะไดคาอุณหภูมิในเทอม

ไรมิติที่ตําแหนงรอยตอระหวางน้ําแข็งและผนังทอดังน้ี 
1R 2R Ste

( ) ( ) 769.000 == sw θθ                 (4.34) 
เม่ือนําคาจากสมการ (4.34) ไปแทนลงในสมการ (4.21) และ (4.23) แลวทําการจัดรูป

สมการจะไดแบบจําลองทางคณิตศาสตรดังน้ี 
 

แบบจําลองทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนนํ้าแข็ง  
( ) ( )ηηθ 0723.0836.2769.0 erfs −=   ; [ ]0,1−=η    (4.35) 

 
แบบจําลองทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนผนังทอ 

( ) ( )ηηθ 0366.0769.0769.0 erfw −=  ; [ )∞= ,0η          (4.36) 



บทที่ 5 
 

การวิเคราะหปญหาโดยวิธีผลตางสืบเนื่องแบบปริยาย 
 

ในกระบวนการผลิตนํ้าแข็งหลอดจริงๆนั้นเม่ือนํ้าแข็งมีความหนาเพิ่มมากขึ้นเรื่อยๆจะ
ไมสามารถพิจารณาปญหาโดยใชวิธีซิมิลารลิตีได เน่ืองจากความหนาของน้ําแข็งจะมีคามากเมื่อ
เปรียบเทียบกับความหนาของผิวทอจึงทําใหไมสามารถสมมุติผนังเปนแบบผนังกึ่งอนันตได 
ดังน้ันการหาคําตอบของปญหาจึงใชวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบปริยายซึ่งจะแยกพิจารณาเปน 2 
กรณีคือ พิจารณาในระบบพิกัดฉาก และ ในระบบพิกัดเชิงขั้ว ในการพิจารณากระบวนการ
แข็งตัวที่เกิดขึ้นเพื่อสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรจะมีสมมุติฐานพื้นฐานหลักๆดังตอไปน้ีคือ 

1. การพิจารณาปญหาเปนการเปลี่ยนสถานะใน 1 มิติแบบเปลี่ยนแปลงตามเวลา 
2. การพิจารณาปญหาลักษณะการแข็งตัวเปนแบบแยกสถานะกันชัดเจนระหวางสถานะ

ของแข็งกับของเหลว และ อุณหภูมิ ณ รอยแบงระหวางทั้งสองสถานะมีคาคงที่เทากับอุณหภูมิ
เยือกแข็ง 

3. การพิจารณาปญหาเปนการถายเทความรอนแบบการนําความในบริเวณของผนังทอ
และน้ําแข็ง โดยที่การพาความรอนจะเกิดขึ้นบนผิวทอที่สัมผัสกับสารทําความเย็นซึ่งมีอุณหภูมิ
คงที่เทากับ -7.5 oC 

4. การพิจารณาปญหากําหนดใหความรอนที่เกิดขึ้นมีเฉพาะคาความรอนแฝงในการ
เปลี่ยนสถานะและความรอนสัมผัสจากการเปลี่ยนอุณหภูมิของน้ําแข็งเทานั้น  

5. การพิจารณาปญหาจะคํานวณทอผลติน้ําแข็งหลอดเพียง 1 ทอ ซึ่งทอดังกลาวเปน
ทอสเตนเลสผวิเรียบที่มีขนาดเสนผานศนูยกลางภายนอก 42.7 มม. ผนังทอหนา 3.6 มม. และ 
มีขนาดความยาว 3 ม. 
 
5.1 การวิเคราะหโดยวิธีผลตางสืบเนื่องในระบบพิกัดฉาก 
 
 ในการพิจารณาการแข็งตัวในระบบพิกัดฉากจะสามารถใชไดก็ตอเม่ือความหนาของ
น้ําแข็งมีคานอย และ ความโคงของผนังทอมีคามากจนสามารถพิจารณาผนังทอที่มีลักษณะโคง
เสมือนเปนแผนเรียบได ซึ่งผลเฉลยที่ไดจะใชนํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม โดยจะ
เปรียบเทียบกับผลเฉลยที่ไดจากวิธีความซิมิลารลิตีซึ่งจะตองไดคาที่เทากันที่ชวงเวลาแรกของ
การแข็งตัว ซึ่งสอดคลองกับสมมุติฐานของวิธีซิมิลารลิตีที่ชวงเวลาแรกความหนาของน้ําแข็งจะ
มีคานอยมากๆเมื่อเทียบกับความหนาของผนังทอจนสามารถสมมุติใหผนังเปนผนังแบบกึ่ง
อนันตได โดยจะสามารถหาสมการทางคณิตศาสตรเพ่ือใชในการคํานวณไดดังตอไปน้ี 
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บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
สมการตั้งตน เม่ือ  ),( txfTs =

2

21
x
T

t
T ss

s ∂
∂

=
∂
∂

α
         (5.1) 

เง่ือนไขขอบเขต 
( )tTs ,0    ; 

x
Tk

x
Tk w

w
s

s ∂
∂

=
∂
∂              (5.3a) 

  ;               (5.3b) ws TT =

 ( tTs , )δ−  ; 
dt
dh

x
Tk s

s
s

δρ ∆=
∂
∂

−              (5.4a) 

   ;                        (5.4b) fs TT =

เง่ือนไขเวลา 
( 0,xTs )  ; 0=δ           (5.5) 

 ผนัง น้ําแข็ง 

δ(t) 

Tf 

T0, h0 

แอมโมเนีย 

D

x 

รูปที่ 5.1 การพิจารณาปญหาโดยวิธีผลตางสืบเน่ืองในระบบพิกัดฉาก 
 
บริเวณที่เปนผนังทอ 
สมการตั้งตน เม่ือ ),( txfTw =  

 2

21
x
T

t
T ww

w ∂
∂

=
∂
∂

α
                     (5.6)   

เง่ือนไขขอบเขต 

( tTw ,0 )  ; 
x

T
k

x
T

k w
w

s
s ∂

∂
=

∂
∂              (5.7a) 

;               (5.7b) ws TT =
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  ; ( tDTw , ) ( 00 TTh
x

Tk w
w

w −=
∂

)∂
−             (5.8) 

เง่ือนไขเวลา 
( 0,xTw ) ;               (5.9) 0TTw =

 
จะเห็นไดวาสมการเงื่อนไขขอบเขต (5.8) จะแตกตางจากสมการเงื่อนไขขอบเขต (4.9) 

ของการพิจารณาโดยวิธีซิมิลารลติีตรงทีค่วามหนาของผนังทอมีขนาดจํากัดโดยที่มีคาเทากับ D 
จากนั้นทําการเปลี่ยนรูปสมการโดยกําหนดเทอมไรมิติตางๆดังตอไปน้ี 

 2
ˆ

D
t

t sα
=                (5.10) 

 
δ
xxs =ˆ                (5.11) 

D
xxw =ˆ                (5.12) 

D
δϕ =                 (5.13) 

0

0

TT
TT

f

s
s −

−
=θ                         (5.14) 

0

0

TT
TT

f

w
w −

−
=θ                 (5.15) 

s

w

k
kR =1                         (5.16)  

sps

wpw

C
C

R
ρ

ρ
=2                         (5.17) 

Stefan number ( ) ( )0TTC
hSte
fsp −
∆

=              (5.18) 

Biot number ( )
wk
DhBi 0=                        (5.19) 

 
จากเทอมไรมิติขางตนสามารถประยุกตเขากับสมการอนุพันธในบรเิวณที่เปนน้ําแข็ง และ ผนัง
ทอไดดังน้ี (ภาคผนวก ค) 
 
ระบบสมการทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนนํ้าแข็ง  
สมการตั้งตน เม่ือ  )ˆ,ˆ( txf ss =θ

0ˆˆˆ
ˆ

ˆ
2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

∂

∂
txtd

dx
x

s

s

s
s

s

s θ
ϕ

θϕϕ
θ              (5.20) 
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เง่ือนไขขอบเขต 

)ˆ,0( tsθ  ; 0
ˆ

..
ˆ 1 =

∂
∂

−
∂
∂

w

w

s

s

x
R

x
θ

ϕ
θ             (5.21a) 

; ws θθ =             (5.21b) 

)ˆ,1( ts −θ  ; 0ˆ..
ˆ

=+
∂
∂

td
dSte

xs

s ϕϕ
θ                 (5.22a) 

   ; 1=sθ             (5.22b) 
เง่ือนไขเวลา 

)0,ˆ( ss xθ  ; 0=ϕ               (5.23) 
 
ระบบสมการทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนผนังทอ 
สมการตั้งตน เม่ือ  )ˆ,ˆ( txf ww =θ

 0ˆˆ 1

2
2

2

=
∂
∂

−
∂

∂
tR

R
x

w

w

w θθ                       (5.24) 

เง่ือนไขขอบเขต 

)ˆ,0( twθ  ; 0
ˆ

..
ˆ 1 =

∂
∂

−
∂
∂

w

w

s

s

x
R

x
θ

ϕ
θ             (5.25a) 

; ws θθ =             (5.25b) 

)ˆ,1( twθ  ; 0.
ˆ

=−
∂
∂

w
w

w Bi
x

θ
θ                 (5.26) 

เง่ือนไขเวลา 
)0,ˆ( ww xθ  ; 0=wθ                                                                     (5.27) 

 
สมการกํากับขางตนสามารถแกไขไดโดยใชระเบียบวิธีเชิงเลข ซ่ึงในการศึกษาครั้งน้ีจะ

ใชวิธีผลตางสืบเน่ือง และ เน่ืองจากสมการตั้งตนเปนสมการแบบอิลิปติก (elliptic equation) 
ดังน้ันเพ่ือใหเกิดเสถียรภาพในการทํางานของอัลกอริธึม  จึงเลือกใชการประมาณโดยวิธีผลตาง
สืบเน่ืองโดยวิธีแบบปริยาย ดังน้ันตัวแปรที่ติดอยูในรูปอนุพันธในสมการ จะสามารถแทนไดดวย
การประมาณดังตอไปน้ี 
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=
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ttd
d n

i
n
i

ˆˆ

1

∆
−

=
+ ϕϕϕ                (5.31) 

2

1 n
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n
i ϕϕ

ϕ
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=
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                (5.32) 

เม่ือนําสมการผลตางสืบเน่ืองดังกลาวไปแทนลงในระบบสมการทางคณิตศาสตรของทั้ง 
2 บริเวณแลวทําการแกสมการพรอมทั้งทําการจัดรูปสมการใหม (ภาคผนวก ง)  จะไดสมการ
ผลตางสืบเน่ืองโดยแบงตามตําแหนงของจุดตอที่ปรากฏอยูบนโดเมนของการคํานวณดังตอไปน้ี 

 
1. จุดตอที่อยูภายในบริเวณน้ําแข็ง 
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2. จุดตอที่อยูภายในบริเวณผนัง 
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3. จุดตอที่อยูบนขอบระหวางบริเวณน้ําแข็งและผนัง 
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กําหนดให 
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4. จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณผนงัที่ถูกพาความรอน 
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5. จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณน้ําแข็งที่เกิดการแข็งตวั 
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t θθϕϕ             (5.41) 
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t̂∆  
                                      n

isθ                           n  
 

         1−i             i                  1+i   
รูปที่ 5.2 จุดตอที่อยูภายในบริเวณน้ําแขง็ในระบบพิกดัฉาก 
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         1−i             i                  1+i   
รูปที่ 5.3 จุดตอที่อยูภายในบริเวณผนังในระบบพิกัดฉาก 
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               Ice region          Wall region 
                         sx̂∆              wx̂∆  
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1
+
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n
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1
+
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n
isθ        
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isθ                          n  
 

                   1−i             i                  1+i   
รูปที่ 5.4 จุดตอที่อยูบนขอบระหวางบริเวณนํ้าแข็งและผนังในระบบพิกัดฉาก 
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n
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                                                        n
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       1−i              i   
รูปที่ 5.5 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณผนังทีถู่กพาความรอนในระบบพกิัดฉาก 
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          i                1+i              2+i   
รูปที่ 5.6 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณน้ําแขง็ที่เกิดการแขง็ตัวในระบบพิกัดฉาก 



 

28

5.2 การวิเคราะหโดยวิธีผลตางสืบเนื่องในระบบพิกัดเชิงข้ัว 
 
ในกระบวนการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอดในสภาวะความเปนจริงนํ้าแข็งจะมีความหนา

เพ่ิมมากขึ้นเรื่อยๆ และ ทอที่ทําการพิจารณาเปนลักษณะทอกลม ซ่ึงการวิเคราะหปญหาโดย
อาศัยระบบพิกัดเชิงขั้วจะสอดคลองกับสภาวะของระบบในความเปนจริงมากกวาระบบพิกัดฉาก
โดยจะสามารถหาสมการทางคณิตศาสตรเพ่ือใชในการคํานวณไดดังตอไปน้ี 
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
สมการตั้งตน เม่ือ  ),( trfTs =

t
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r
T

rr
T s

s

ss

∂
∂
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+
∂
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α
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2

2

               (5.42) 

เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( tsTs ,1= )
r

T
k

r
T

k w
w

s
s ∂

∂
=

∂
∂             (5.43a) 

   ;              (5.43b) ws TT =

 ( tTs , )β=  ; 
dt
dh

r
T

k s
s

s
δρ ∆=

∂
∂

−             (5.44a) 

   ;              (5.44b) fs TT =

เง่ือนไขเวลา 
( 0,rTs = ) ; 0=δ                (5.45) 

 
บริเวณที่เปนผนังทอ 
สมการตั้งตน เม่ือ ),( trfTw =  
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T
r

T
rr

T w

w
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∂
∂

=
∂
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+
∂
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α
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              (5.46) 

เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( tsTw ,1= )
r

T
k

r
T

k w
w

s
s ∂

∂
=

∂
∂             (5.47a) 

   ;              (5.47b) ws TT =

  ; ( tsTw ,2= ) ( )00 TTh
r

T
k w

w
w −=
∂
∂

−             (5.48) 

เง่ือนไขเวลา 
( 0,rTw = )  ;               (5.49) 0TTw =
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แอมโมเนยี                                           00 ,hT  
 
        2s        ผนงัทอ 
        
                                                                  น้ําแข็ง  
         D                         1s      
                ( )tβ  
   ( )tδ           
 

รูปที่ 5.7 การพิจารณาปญหาโดยวิธีผลตางสืบเน่ืองในระบบพิกัดเชิงขั้ว 
 
จากนั้นทําการเปลี่ยนรูปสมการโดยกําหนดเทอมไรมิติตางๆดังตอไปน้ี 
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s1=ψ                 (5.54) 
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Stefan number ( ) ( )0TTC
hSte
fsp −
∆

=              (5.18) 

Biot number ( )
wk
DhBi 0=                        (5.19) 

 
จากเทอมไรมิติที่กําหนดขึ้นขางตนสามารถเปลี่ยนรปูสมการไดดังน้ี (ภาคผนวก ค) 
 
ระบบสมการทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนนํ้าแข็ง  
สมการตั้งตน เม่ือ  ( )trf ss
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เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( ts
ˆ,1−θ ) 0ˆˆ
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∂
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dSte
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s ϕϕ
θ             (5.56a) 

   ; 1=sθ              (5.56b) 
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θ             (5.57a) 

   ; ws θθ =              (5.57b) 
เง่ือนไขเวลา 
 ( 0,ŝs r )θ  ; 0=ϕ               (5.58) 
 
ระบบสมการทางคณิตศาสตรสําหรับบริเวณที่เปนผนังทอ 
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เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( tw
ˆ,0=θ ) 0

ˆˆ 1 =
∂
∂
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   ; ws θθ =              (5.60b) 

  ; ( tw
ˆ,1=θ ) 0

ˆ
=−

∂
∂

w
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w Bi
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θ
θ              (5.61) 

เง่ือนไขเวลา 
)0,ˆ( ww r=θ  ; 0=wθ               (5.62) 
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เม่ืออาศัยการประมาณโดยวิธีผลตางสบืเนื่องโดยวิธีแบบปริยายตวัแปรที่ติดอยูในรูป
อนุพันธในสมการ จะสามารถแทนไดดวยการประมาณดังตอไปน้ี 
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เม่ือนําสมการผลตางสืบเนื่องดังกลาวไปแทนลงในระบบสมการแลวทําการจัดรูปสมการ

ใหม (ภาคผนวก ง)  จะไดสมการผลตางสบืเน่ืองโดยแบงตามตําแหนงของจุดตอที่ปรากฏอยูบน
โดเมนของการคํานวณดังตอไปน้ี 

 
1. จุดตอที่อยูภายในบริเวณน้ําแข็ง 
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2. จุดตอที่อยูภายในบริเวณผนัง 
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3. จุดตอที่อยูบนขอบระหวางบริเวณน้ําแข็งและผนัง 
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4. จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณผนงัที่ถูกพาความรอน 
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5. จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณน้ําแข็งที่เกิดการแข็งตวั 
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รูปที่ 5.8 จุดตอที่อยูภายในบริเวณน้ําแขง็ในระบบพิกดัเชิงขั้ว 
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รูปที่ 5.9 จุดตอที่อยูภายในบริเวณผนังในระบบพิกัดเชิงขั้ว 
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รูปที่ 5.10 จุดตอที่อยูบนขอบระหวางบรเิวณน้ําแข็งและผนังในระบบพิกัดเชิงขั้ว 
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รูปที่ 5.11 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณผนังที่ถูกพาความรอนในระบบพิกัดเชิงขั้ว 
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รูปที่ 5.12 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณน้ําแข็งที่เกิดการแข็งตัวในระบบพิกัดเชิงขั้ว 

 
 สาเหตุที่ทําการเปลี่ยนรูปสมการดังขางตนโดยการกําหนดเทอมไรมิติตางๆนั้น เพ่ือให
งายตอการวิเคราะหผล และจากการกําหนดขอบเขตของการพิจารณาใหรอยแบงระหวางทั้งสอง
สถานะเปนแบบไมมีการเคลื่อนที่ (immobilize interface) ทําใหการแกปญหาโดยใชวิธีไฟไนต
ดิฟเฟอเรนทไมตองทําการปรับระยะกริด (grid) เม่ือระยะเวลาเปลี่ยนแปลงไป 

จากระบบสมการดังกลาวจะไดนําไปทําการแกสมการโดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขตอไป
เพ่ือใหไดผลเฉลยโดยประมาณของปญหา โดยในขั้นตอนการคํานวณจะทําการประยุกตสมการ
ขางตนเขากับจุดตอในบริเวณที่เปนนํ้าแข็งและผนัง จะกอใหเกิดระบบสมการเชิงเสนแบบสาม
แถวทแยง (tridiagonal system) และสามารถหาคําตอบไดโดยใชอัลกอริธึมของโทมัส (thomas 
algorithm) แตการจะหาคําตอบไดน้ันจําเปนตองรูคา  เสียกอนดังนั้นวิธีการที่ใชคือ การ
สมมุติคา  กอนในเบื้องตน จากนั้นทําการแกระบบสมการแลวนําคาอุณหภูมิที่ไดไปแทนใน
เง่ือนไข (5.41) สําหรับระบบพิกัดฉาก และ (5.78) สําหรับระบบพิกัดเชิงขั้วเพ่ือทําการ
ตรวจสอบคา  ที่สมมุติขึ้นในขั้นตอนแรก ซ่ึงวิธีดังกลาวจะกอใหเกิดการคํานวณซ้ํา 
(iteration) จนกวาคาที่ไดจะมีคาความผิดพลาดนอยกวาคาที่ไดกําหนดไว จึงจะทําการคํานวณที่
ชวงเวลาถัดไปจนกระทั่งสิ้นสุดระยะเวลาที่ไดทําการพิจารณา ซ่ึงในแตละชวงเวลาที่คํานวณนั้น
ความหนาของน้ําแข็งจะมีคาเพิ่มขึ้นเรื่อยๆทําใหอุณหภูมิที่ผิวดานนอกของทอจะมีคาเพิ่มขึ้น
สงผลใหคาสัมประสิทธิ์การถายเทความรอนเปลี่ยนแปลงไป ซ่ึงจะสามารถคํานวณหาคา
สัมประสิทธิ์การถายเทความรอนในขณะเดือดของแอมโมเนียบนพื้นผิวทอเรียบในแตละ
ชวงเวลา ไดโดยอาศัยสมการความสัมพันธ (ภูวนาถ กาบคํา, 2548) ดังน้ี  
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จากที่ไดกลาวมาในแตละรอบการคํานวณซ้ําจะมีการคํานวณเพื่อปรับเปลี่ยนคา  
และ จนกวาคา ที่ไดจะมีคาความผิดพลาดนอยกวาคาที่ไดกําหนดไว ซ่ึงชวงเวลาทั้งหมด
ที่ใชในการคํานวณกระบวนการแข็งตัวมีคาเทากับ 28 นาที เพ่ือที่จะสามารถนําผลการคํานวณที่
ไดไปเปรียบเทียบกับคาที่วัดไดจากโรงงาน สําหรับลําดับขั้นตอนการคํานวณทั้งหมดจะแสดงไว
ในรูปที่ 5.13 

1+n
iϕ

0h 1+n
iϕ

 
                                                                    เร่ิมการทํางาน 

 
 

                                                        กําหนดคาคงที่ของคุณสมบตัิวัสดุ 
 
 

                                                      ปอนคาระยะพิทชที่ใชในการคํานวณ 
 
 

                             คํานวณหาอุณหภูมิที่โหนดตางๆ และ ความหนาของน้ําแข็งโดยวิธีซิมิลารลิตี ้

 
                                                                   สมมุติคา 1+n

iϕ  
 
 

                                                  คํานวณหาระบบสมการแบบสามแถวทแยง 
 
 

                                        หาคําตอบของระบบสมการของโดยใชอัลกอริธึมของโธมัส 
 
 

                                              คํานวณหาคา 1+n
iϕ  จากคําตอบของระบบสมการ 
 
 

                                       ตรวจสอบความถูกตองของคา 1+n
iϕ  ท่ีไดจากการคํานวณ 

 
 
 

                                                     ปรับคาตัวแปรสําหรับชวงเวลาถัดไป 
 

 
 

                                                ตรวจสอบชวงเวลากับระยะเวลาที่กําหนดไว 
 
 
 

                                                                     แสดงผลลัพธ 
 
 

                                                                   หยุดการทํางาน 
 

รูปที่ 5.13 แผนผังลําดับงานของขั้นตอนการคํานวณ 



บทที่ 6 
 

ผลการวิจัยและอภิปรายผลการวิจัย 
 
6.1 การเปรียบเทียบผลจากการคํานวณโดยวิธีซิมิลารริตีกับวิธีผลตางสืบเนื่องทั้งใน

ระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกัดเชิงข้ัว 
 
 จากผลการคํานวณดังแสดงในรูปที่ 6.1 พบวาคําตอบที่ไดจากวิธีซิมิลารริตีมีคา
สอดคลองกับคําตอบที่ไดจากวิธีผลตางสืบเน่ืองทั้งในระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกัดเชิงขั้ว 
ในชวงเวลาเริ่มตนของการแข็งตัวเทานั้นซึ่งมีคาประมาณ  0.225  หรือเทียบไดเปน 3 
วินาทีแรกของการแข็งตัว ซ่ึงเปนการแสดงใหเห็นวาชวงเวลาแรกๆ คําตอบที่ไดจากวิธีซิมิลารริ
ตีสามารถใชเปนคําตอบเริ่มตนของการคํานวณโดยอาศัยวิธีผลตางสืบเน่ือง และ โปรแกรมการ
คํานวณที่อาศัยวิธีผลตางสืบเน่ืองมีความถูกตอง จากการที่คําตอบที่ไดสอดคลองกับวิธีซิมิลารริ
ตีที่ชวงเวลาแรกๆ จากการคํานวณยังพบวาเม่ือเวลาผานไปผลที่ไดจากวิธีผลตางสืบเน่ืองทั้งใน
ระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกัดเชิงขั้วมีคามากกวาผลที่ไดจากวิธีซิมิลารริตี เน่ืองจาก วิธีซิมิลาร
ริตีน้ันไดตั้งสมมุติฐานไววา ผนังทอเสมือนเปนบริเวณกึ่งอนันตเม่ือนํ้าแข็งมีความหนานอยมาก
เม่ือเทียบกับความหนาของผนังทอซ่ึงสมมุติฐานดังกลาวจะไมเปนจริง เพราะเมื่อเวลาผานไป
นํ้าแข็งจะมีความหนาเพิ่มมากขึ้น และ คลื่นความรอนจะถูกสงผานลึกลงไปในสวนของผนัง
เร่ือยๆ เปนเหตุใหการสงผานความรอนในบริเวณพ้ืนผิวของผนังมีคาต่ํากวาในกรณีผลตาง
สืบเน่ือง ซ่ึงมีเง่ือนไขขอบเขตเปนการถายเทความรอนในบริเวณผิวของผนังที่มีความหนาจํากัด 
ซ่ึงพบวาคาความหนาน้ําแข็ง 

≤t̂

( )ϕ  ที่ไดจากวิธีผลตางสืบเน่ืองในระบบพิกัดเชิงขั้ว จะมีคา
มากกวาความหนาของน้ําแข็งที่ไดจากวิธีซิมิลารริตีประมาณ 2 เทา  

จากการคํานวณที่พบวาคาความหนาของน้ําแข็งจากวิธีผลตางสืบเน่ืองในระบบพิกัด
ฉากมีคานอยกวาระบบพิกัดเชิงขั้วน้ัน ดังแสดงในรูปที่ 6.1 สามารถวิเคราะหไดจากสมการ
เง่ือนไขขอบเขตในระบบพิกัดฉาก (5.4a) และ จากสมการเงื่อนไขขอบเขตในระบบพิกัดเชิงขั้ว 
(5.44a) โดยในระบบพิกัดฉากไดทําการสมมุติใหผนังทอเปนเสมือนแผนเรียบที่มีความกวางไม
จํากัด สวนในระบบพิกัดเชิงชั้วเปนทอทรงกระบอกที่มีขนาดจํากัด เม่ือเวลาผานไปอัตราการ

ถายเทความรอนตอตอหน่ึงหนวยพ้ืนที่ (heat flux) ในระบบพิกัดฉาก ⎟
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พ้ืนที่การถายเทความรอนในระบบพิกัดเชิงขั้วจะมีคาลดลงจากการที่เปนกระบวนการแข็งตัว
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บทที่ 7 
 

สรุปผลการวิจัย 
 
7.1 สรุปผลการวิจัย 
 

งานวิจัยนี้ไดทําการศึกษาถึงกระบวนการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอดของเครื่องผลิตน้ําแข็ง
หลอดแบบการแข็งตัวของน้ําแข็งภายในทอ เพ่ือศึกษาเชิงเลขถึงผลกระทบของคาสัมประสิทธิ์
การพาความรอนของแอมโมเนียที่มีตออัตราการผลิตนํ้าแข็งหลอดโดยไดประดิษฐโปรแกรม
คอมพิวเตอรเพ่ือจําลองการแข็งตัวของนํ้าแข็งหลอดเพื่อศึกษาพฤติกรรมการแข็งตัวของนํ้าแข็ง
หลอด รวมถึงสภาพการถายเทความรอนโดยรวม และ ภาระทางความรอนอันเปนผลกระทบ
จากการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอด อีกทั้งผลกระทบของคาสัมประสิทธิ์การพาความรอน และ 
อุณหภูมิของแอมโมเนียที่ มีตออัตราการแข็งตัวนํ้าแข็งหลอด นอกจากนั้นยังไดทําการ
เปรียบเทียบความหนาของน้ําแข็งที่คํานวณไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรกับคาที่วัดไดจาก
โรงงานผลิตนํ้าแข็งหลอด ผลที่ไดจากการศึกษาวิจัยนี้จะเปนประโยชนในการหาแนวทางในการ
เพ่ิมประสิทธิภาพในกระบวนการผลิต เพ่ือชวยในการประหยัดพลังงานไฟฟาซึ่งเปนตนทุนใน
การผลิตน้ําแข็ง ซึ่งจากผลการวิจัยสามารถสรุปไดดังตอไปน้ี 
 

1. คาสัมประสิทธิ์การพาความรอนของแอมโมเนียที่บริเวณผิวภายนอกทอเม่ือมีคา
เพ่ิมขึ้นจะสงผลใหอัตราการแข็งตัวของนํ้าแข็งหลอดมีคาเพิ่มขึ้นตามไปดวย เม่ือคาเริ่มเขาใกล 
100 kW/m-K จะเริ่มสงผลกระทบตออัตราการแข็งตัวนอยลง และ เม่ือคาสัมประสิทธิ์การพา
ความรอนมีคามากกวาคาดังกลาวจะไมสงผลกระทบตออัตราการแข็งตัว เน่ืองจากที่คาดังกลาว
ระบบจะเริ่มเขาสูกระบวนการอุณหภูมิคงที่ 

  
2. คาความหนาของน้ําแข็งที่ไดจากการคํานวณเมื่อนําไปเปรียบเทียบกับคาที่วัดไดจาก

โรงงานผลิตนํ้าแข็ง พบวามีคาทั้งสองความสอดคลองกันในเชิงคุณภาพ โดยที่จุดสิ้นสุด
กระบวนการผลิตคาความหนาของน้ําแข็งที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรมีคามากกวาคาที่วัด
ไดจากโรงงานประมาณ 0.5 มม. ซึ่งมีคาความผิดพลาด 4% 

 
3. คาสัมประสิทธิ์การพาความรอนของแอมโมเนียสงผลกระทบโดยตรงตออัตราการ

ผลิตของน้ําแข็งหลอด โดยมีอุณหภูมิของแอมโมเนียเปนปจจัยที่สงผลกระทบอยางมาก
กลาวคือ เม่ือใชอุณหภูมิแอมโมเนียเทากับ -7.5 oC ซึ่งเปนอุณหภูมิที่ใชงานจริงของเครื่องผลิต
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น้ําแข็งที่โรงงานผลิตนํ้าแข็งหลอดเปนคาอางอิง พบวาหากมีการเพิ่ม หรือลดอุณหภูมิของ
แอมโมเนีย 0.5 oC จะสงผลใหอัตราการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอดเปลี่ยนแปลงไปประมาณ 8%  

 
4. ในชวงเวลาแรกอัตราการผลิต และ ภาระทางความเย็นของระบบจะมีคาสูงแลวเม่ือ

เวลาผานไปจะมีคาลดลงอยางรวดเร็ว จากนั้นอัตราการลดลงจะเริ่มมีคานอยลงเรื่อยๆ 
จนกระทั่งสิ้นสุดกระบวนการผลิต ซึ่งทั้งคาอัตราการผลิต และ คาภาระทางความเย็น เม่ือทํา
การเปรียบเทียบที่เวลา 10 นาทีแรกกับจุดสิ้นสุดกระบวนการผลิตจะพบวาคาทั้งสองจะมีคา
ลดลงประมาณ 2 เทา 

 
5. เม่ือพิจารณาพฤติกรรมของคาสัมประสิทธิ์การพาความรอนของแอมโมเนียพบวามี

คาสูงในชวงเวลาเริ่มตนจากนั้นจะมีคาลดลงเรื่อยๆเม่ือเวลาผานไป เน่ืองจากการที่น้ําแข็งมีคา
การนําความรอนต่ําทําใหประพฤติตัวเสมือนเปนฉนวนทางความรอน ดังน้ันเม่ือเวลาผานไป
ความหนาของน้ําแข็งมีคาเพิ่มมากขึ้นจึงสงผลใหสภาพการนําความรอนโดยรวมของระบบ
ลดลง 

 
  6. ในกระบวนการผลิตพบวาคาปริมาณพลังงานที่ใชตอหน่ึงหนวยมวลการผลิตใน
ชวงแรกจะมีคาลดลงเรื่อยๆจนมีคาต่ําสุดที่เวลา 4 นาทีโดยมีคาประมาณ 0.35 MJ/kg จากนั้น
จะคอยๆเพิ่มขึ้นจนมีคาสูงสุดที่จุดสิ้นสุดกระบวนการผลิตซ่ึงมีคาประมาณ 0.39 MJ/kg เม่ือ
พิจารณาโดยรวมจะพบวาคาดังกลาวมีคาเกือบจะคงที่ตลอดกระบวนการผลิตซ่ึงมีคาเฉลี่ย
โดยรวมประมาณ 0.36 MJ/kg โดยที่คาสูงสุดและต่ําสุดมีความแตกตางประมาณ 7.5% และ 
4% ตามลําดับ 

 
7.2 ขอเสนอแนะสําหรับการทําวิจัยตอไป 
 

1. จากสมมุติฐานเบื้องตนในการคํานวณไมไดพิจารณาความรอนสัมผัสจากการเปลี่ยน
อุณหภูมิของน้ํา แตในกระบวนการผลิตนํ้าแข็งน้ันใชการไหลของน้ําลงมาตามทอในแนวดิ่งแลว
จึงเกิดการแข็งตัวขึ้นบริเวณผิวดานในของทอผลิตน้ําแข็งซ่ึงเปนกระบวนการพาความรอนของ
น้ํา รวมถึงขั้นตอนการละลายน้ําแข็งที่เกิดการสะสมพลังงานภายในขึ้น ดังนั้นการนําประเด็น
ดังกลาวมารวมพิจารณาจะชวยใหการจําลองการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอดมีความแมนยํามากขึ้น 

 
2. ในระหวางกระบวนการผลิตนํ้าแข็งน้ันอุณหภูมิของแอมโมเนียไมไดมีคาคงที่ดังที่ได

ตั้งสมมุติฐานเบื้องตนในการคํานวณซึ่งจากผลการวิจัยพบวาคาดังกลาวสงผลกระทบอยางมาก
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ตออัตราการแข็งตัวของน้ําแข็งซึ่งในจุดนี้อาจสงใหผลเกิดความผิดพลาดเมื่อนําคาความหนา
ของน้ําแข็งที่ไดจากการคํานวณไปเปรียบเทียบกับคาที่วัดไดจากโรงงานผลิตน้ําแข็งหลอด 
 

3. ในการคํานวณคาคุณสมบัติทางความรอนของวัสดุตางๆ เปนคาโดยประมาณซึ่งใน
ความเปนจริงวัสดุอุปกรณที่ใชอาจมีคุณสมบัติไมตรงกับที่ไดทําการสมมุติขึ้น จากขอจํากัด
ทางดานขอมูลรายละเอียดเชิงลึกในสวนประกอบตางๆ ของเครื่องผลิตน้ําแข็งหลอดที่ทาง
บริษัทผูผลิตเครื่องผลิตนํ้าแข็งหลอดไมสามารถนําขอมูลดังกลาวมาเปดเผยได ซึ่งจุดนี้สงผลให
เกิดความผิดพลาดในการคํานวณ 
 

4. ในงานวิจัยนี้ทําการศึกษาเฉพาะทอผลิตน้ําแข็งหลอดแบบผิวเรียบเทานั้น ดังน้ันหาก
จะทําการศึกษาการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอดในกรณีที่ทอผลิตนํ้าแข็งมีผิวดานนอกเปนผิวขรุขระ
ตองเปลี่ยนไปใชสมการความสัมพันธเพ่ือคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์การถายเทความรอนในขณะ
เดือดของแอมโมเนียบนพื้นผิวทอแบบขรุขระ 
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ภาคผนวก ก 
 

การเปลี่ยนรูปจากสมการเชิงอนุพันธยอยเปนสมการ 
เชิงอนุพันธสามัญในการวิเคราะหโดยวิธีซิมิลารริตี 

 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
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เง่ือนไขเวลา 
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จากสมการ (ก.11) จะสามารถเปลี่ยนรปูสมการ (ก.1) ไดดังน้ี 

 
ησα

η
η d

dT

t

x
td

dT
t

T s

s

ss

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

∂
∂

=
∂
∂

2
3

2
1

2
             (ก.12) 

 
( ) ηασ

η
η d

dT

txd
dT

x
T s

s

ss

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

∂
∂

=
∂
∂

2
1

1              (ก.13) 

  2

2

22

2 1
ηασ

η
η d

Td
tdx

d
x
T

d
d

x
T s

s

ss =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
∂
∂              (ก.14) 

เม่ือนําสมการ (ก.11) และ (ก.13) ไปแทนคาในสมการ (ก.1) จะไดวา 
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จะสามารถเปลี่ยนรูปสมการ (ก.15) ไดเปน 
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จากสมการ (ก.12) ,(ก.13) และ (ก.16) จะสามารถเปลี่ยนสมการ (ก.4a) และ (ก.4b) ไดเปน 
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เง่ือนไขเวลา 
  ;               (ก.24) ( 0,xTw ) 0TTw =

จากสมการ (ก.11) จะสามารถเปลี่ยนรปูสมการ (ก.20)ไดดังน้ี 

ησα

η
η d

dT

t

x
td

dT
t

T w

s

ww

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

∂
∂

=
∂
∂

2
3

2
1

2
             (ก.25) 

( ) ηασ

η
η d

dT

txd
dT

x
T w

s

ww

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

∂
∂

=
∂
∂

2
1

1              (ก.26) 

2

2

22

2 1
ηασ

η
η d

Td
tdx

d
x

T
d
d

x
T w

s

ww =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
∂
∂              (ก.27) 

เม่ือนําสมการ (ก.25) และ (ก.27) ไปแทนคาในสมการ (ก.20) จะไดวา 
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จะสามารถเปลี่ยนรูปสมการ (ก.28) ไดเปน 
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จากสมการ (ก.13) ,(ก.25) และ (ก.29) จะจัดรูปสมการ (ก.22a) , (ก.22b) และ (ก.23) ไดเปน 
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ภาคผนวก ข 
 

การอินทิเกรตสมการในการวิเคราะหโดยวิธีซิมิลารริตี 
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
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ทําการอินทิเกรตทั้งสองขางของสมการ (ข.9) จาก 0=η  ถึง ξη =  (คาใดๆของ η) 
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แทนสมการ (ข.2b) และ (ข.3b) ลงในสมการ (ข.10) เพ่ือหาคาของ A จะได 
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จากนั้นแทนคา A จากสมการ (ข.11) ลงในสมการ (ข.10) จะไดวา 
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จากนั้นทําการอินทิเกรตสมการ (ข.12) 
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เม่ือแทนคา A จากสมการ (ข.11) ลงในสมการ (ข.9) จะได 
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บริเวณที่เปนผนังทอ  
สมการตั้งตน 
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เง่ือนไขขอบเขต 
 0=η   ; 

η
θ

η
θ

d
d

d
d

k
k ws

w

s =             (ข.16a) 

   ; ( ) ( )00 ws θθ =              (ข.16b) 
 ∞→η  ; 0=wθ               (ข.17) 
เม่ือกําหนดให 

 
η
θ

d
dG w=                 (ข.18) 

 
เม่ือนําสมการ (ข.18) แทนลงในสมการ (ข.15) จะไดวา 
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จัดรูปสมการใหม 
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ทําการอินทิเกรตสมการ (ข.20) จะได 

 BG
w

s +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ησ
α
α

4
ln

2

  ; B = คาคงที ่           (ข.21) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== 2

2

4
exp. ησ

α
α

η w

sB
d
dGG              (ข.22) 

ทําการอินทิเกรตทั้งสองขางของสมการ (ข.22) จาก 0=η  ถึง ξη =  (คาใดๆของ η ) 

 [ ] ∫
=

=

=
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ξη

η

ξη
η ηησ

α
α

θ
0

2
2

0 4
exp dB

w

s
w              (ข.23) 

แทนสมการ (ข.16b) และ (ข.17) ลงในสมการ (ข.23) เพ่ือหาคาของ B จะไดวา 
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จากนั้นแทนคา B (ข.24) ลงไปในสมการ (ข.23) จะไดวา 
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จากนั้นทําการอินทิเกรตสมการ (ข.25) 
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เม่ือแทนคา B ที่หาไดลงในสมการ (ข.22) จะได 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

4
exp)0( ησ

α
α

α
α

π
σθ

η
θ

w

s

w

s
w

w

d
d            (ข.27) 

แทนสมการ (ข.14) และ (ข.27) ลงในสมการ (ข.16a) 
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จากสมการ (ข.16b) จะไดวา 
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กําหนดให   
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k
kR =1                 (ข.30)  
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=2                 (ข.31) 

นําสมการ (ข.30) และ (ข.31) แทนลงในสมการ (ข.29) 
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แทนคาจากสมการ (ข.2a) 
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แทนคา ( )0sθ  จากสมการ (ข.32) จะไดวา 
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ภาคผนวก ค 
 

การประยุกตเทอมไรมิติเขากับสมการเชิงอนุพันธ 
ในการวิเคราะหโดยวิธีผลตางสืบเนื่อง 

 
ค.1 การวิเคราะหโดยวิธีผลตางสบืเนือ่งในระบบพกัิดฉาก 
 
บริเวณที่เปนนํ้าแข็ง 
สมการตั้งตน เม่ือ  ),( txfTs =
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เม่ือกําหนดให 
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เง่ือนไขขอบเขต 
0=x    ; 

x
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w
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s ∂
∂
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∂
∂              (ค.3a) 

  ;               (ค.3b) ws TT =

 δ−=x  ; 
dt
dh

x
Tk s

s
s

δρ ∆=
∂
∂

−              (ค.4a) 

   ;                        (ค.4b) fs TT =

เง่ือนไขเวลา 
0=t   ; 0=δ           (ค.5) 

 
กําหนดเทอมไรมิติ 

 2
ˆ

D
t

t sα
=                  (ค.6) 

 
δ
xxs =ˆ                  (ค.7) 

D
δϕ =                   (ค.8) 

หาอนุพันธของเทอมไรมิติไดดังน้ี 

2

ˆ
Ddt

td sα
=                   (ค.9) 
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จากสมการ (ค.6) ถึง (ค.13) จะสามารถเปลี่ยนรูปสมการ (ค.1) ไดดังน้ี 
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เม่ือนําสมการ (ค.8) ,(ค.14) และ (ค.16) ไปแทนคาในสมการ (ค.1) จะไดวา 
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จากสมการ (ค.18) จะสามารถเปลี่ยนรปูสมการ (ค.17) ไดเปน 
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เม่ือนําสมการ (ค.8) , (ค.13), (ค.15). (ค.18) และ (ค.21) แทนในสมการ (ค.4a) และ (ค.4b) จะ
เปลี่ยนรูปสมการเงื่อนไขขอบเขตเปน 

1ˆ −=sx  ; 0ˆ..
ˆ

=+
∂
∂

td
dSte

xs

s ϕϕ
θ                (ค.23a) 

   ; 1=sθ             (ค.23b) 
 
แทนสมการ (ค.7), (ค.8) ลงในสมการ (ค.5) จะไดสมการเงื่อนไขเวลาเปน 
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เง่ือนไขเวลา 
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กําหนดเทอมไรมิติ 
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D
xxw =ˆ                           (ค.30) 

D
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หาอนุพันธของเทอมไรมิติไดดังน้ี 
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จากสมการขางตนจะสามารถเปลี่ยนรปูสมการ (ค.25) ไดดังน้ี 
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เม่ือนําสมการ (ค.19) ,(ค.20) ,(ค.32) และ (ค.34) ไปแทนคาในสมการ (ค.25) จะไดวา 
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เม่ือกําหนดให  
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จะสามารถเปลี่ยนรูปสมการ (ค.35) ไดเปน 
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แทนสมการ (ค.8), (ค.15), (ค.18), (ค.19), (ค.30), (ค.33) และ (ค.36) ลงในสมการ (ค.27a) 
และ (ค.27b) จะไดสมการเงื่อนไขขอบเขตเปน 
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; ws θθ =             (ค.38b) 
แทนสมการ (ค.7), (ค.8), (ค.15), (ค.18), (ค.19), (ค.33) และ (ค.36) ลงในสมการ (ค.3a) และ 
(ค.3b) จะไดสมการเงื่อนไขขอบเขตของบริเวณทีเ่ปนนํ้าแข็งดังน้ี 
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; ws θθ =             (ค.39b) 
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นําสมการ (ค.30), (ค.33) และ (ค.36) แทนในสมการ (ค.28) จะเปลีย่นรูปสมการเงื่อนไข
ขอบเขตไดเปน 
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แทนสมการ (ค.6) และ (ค.36) ลงในสมการ (ค.29) จะไดสมการเงื่อนไขเวลาเปน 

0ˆ =t   ; 0=wθ                                                                    (ค.42) 
 
ค.2 การวิเคราะหโดยวิธีผลตางสบืเนือ่งในระบบพกัิดเชิงข้ัว 
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เง่ือนไขเวลา 
( 0,rTs = ) ; 0=δ                (ค.46) 

 
เม่ือกําหนดตัวแปรในเทอมไรมิติดังตอไปนี้ 
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t
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Dss

s δβ
ϕ =

−
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=
12
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D
s1=ψ                 (ค.50) 

 
สามารถหาอนุพันธของเทอมไรมิติดังกลาวไดดังตอไปน้ี 
 

td
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ˆˆ
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=                 (ค.51) 

td
d

Ddt
d s

ˆ
ϕαδ

=                 (ค.52) 
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ˆ
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D
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ˆ
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ϕ
ϕ
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∂
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δ
1ˆ

=
∂
∂

r
rs                 (ค.55) 

 
จากสมการ (ค.51) ถึง (ค.55) เม่ือนําไปแทนคาในสมการตั้งตนจะไดวา 

 
t
T

Dr
T

td
d

D
r

t
T ss

s

ssss

ˆˆˆ.
ˆ

22 ∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂ αϕ

ϕ
α              (ค.56) 
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ทําการจัดรูปสมการตั้งตนโดยอาศัยสมการขางตนจะไดวา 
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เม่ือกําหนดให 

0

0

TT
TT
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s
s −

−
=θ                         (ค.18) 

s

w

k
kR =1                 (ค.19)  

Stefan number ( ) ( )OfpS TTC
hSte
−

∆
=              (ค.21) 
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นําตัวแปรดังกลาวขางตนแทนคาลงในระบบสมการสําหรับบริเวณทีเ่ปนน้ําแข็งจะได 
สมการตั้งตน เม่ือ  ( )trf ss

ˆ,ˆ=θ
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เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( ts
ˆ,1−θ ) 0ˆˆ

=+
∂
∂

td
dSte

rs

s ϕϕ
θ            (ค.61a) 

   ; 1=sθ             (ค.61b) 

  ; ( ts
ˆ,0θ )

w
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s

s

r
R

r ˆˆ 1 ∂
∂

=
∂
∂ θ

ϕ
θ            (ค.62a) 

   ; ws θθ =             (ค.62b) 
เง่ือนไขเวลา 
 ( 0,ŝs r )θ  ; 0=ϕ               (ค.63) 
 
บริเวณที่เปนผนังทอ 
สมการตั้งตน เม่ือ ),( trfTw =  
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              (ค.64) 

เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( tsTw ,1= )
r

T
k

r
T

k w
w

s
s ∂

∂
=

∂
∂            (ค.65a) 

   ;             (ค.65b) ws TT =

  ; ( tsTw ,2= ) ( )00 TTh
r

T
k w

w
w −=
∂
∂

−             (ค.67) 

เง่ือนไขเวลา 
( 0,rTw = )  ;               (ค.68) 0TTw =

 
เม่ือกําหนดตัวแปรในเทอมไรมิติดังตอไปนี้ 
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D
s1=ψ                 (ค.50) 

 
สามารถหาอนุพันธของเทอมไรมิติดังกลาวไดดังตอไปน้ี 
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จากสมการขางตนเม่ือนําไปแทนคาในสมการตั้งตนจะไดวา 
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ทําการจัดรูปสมการตั้งตนโดยอาศัยสมการขางตนจะไดวา 
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เม่ือกําหนดให 

OF
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−
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=θ                         (ค.36) 

s

w

k
kR =1                 (ค.19)  

sps

wpw

C
C

R
ρ
ρ

=2                 (ค.20) 

Biot number ( )
wk
DhBi 0=                        (ค.41) 

 
นําตัวแปรดังกลาวขางตนแทนคาลงในระบบสมการสําหรับบริเวณทีเ่ปนผนังทอจะได 
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สมการตั้งตน เม่ือ  )ˆ,ˆ( trf ww =θ
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เง่ือนไขขอบเขต 

  ; ( tw
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   ; ws θθ =             (ค.76b) 

  ; ( tw
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เง่ือนไขเวลา 
)0,ˆ( ww r=θ  ; 0=wθ               (ค.78) 
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ภาคผนวก ง 
 

การประยุกตสมการผลตางสืบเนื่องเขากับสมการ 
เชิงอนุพันธโดยวิธีผลตางสืบเนื่องแบบปริยาย 

 
 ในการประยุกตสมการผลตางสืบเน่ืองเขากับสมการเชงิอนุพันธโดยวิธีผลตางสบืเนื่อง
แบบปริยายจะแสดงสมการในรูปแบบสมการพื้นฐาน เน่ืองจากทั้งในการพิจารณาในระบบพิกัด
ฉาก และ ระบบพิกัดเชิงขัว้มีรูปแบบของสมการที่เหมือนกัน โดยจะกําหนดตัวแปรขึ้นเพ่ือให
งายตอการนําไปใชคํานวณซึ่งจะแยกวิเคราะหออกเปนสวนๆดังน้ี 
 
ง.1 สมการตั้งตน  

 
เม่ือ  ( )tf ˆ,ηθ =

 0ˆ2

2

=
∂
∂

−
∂
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+
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t
LK θ

η
θ

η
θ                (ง.1) 

 
ในการประยุกตสมการผลตางสืบเน่ืองเขากับสมการเชงิอนุพันธ (ง.11) จะใชการ

ประมาณจากผลตางแบบไปขางหนา (Forward difference) ดวยความผิดพลาด  เขากับ
พจนอนุพันธอันดับหนึ่งที่แปรผันกับเวลาดังน้ี 

( )tO ˆ
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 ในพจนอนุพันธอันดับสองที่แปรผันกับระยะ จะใชการประยุกตการประมาณของผลตาง
แบบตรงกลาง (Central difference) ดวยความผิดพลาด ( )2ηO  ดังน้ี 
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 ในพจนอนุพันธอันดับหนึ่งที่แปรผันกับระยะ จะใชการประยุกตการประมาณของผลตาง
แบบตรงกลางดวยความผิดพลาด ( )2ηO  ดังน้ี  
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จากนั้นนําสมการความสัมพันธ (ง.2), (ง.3) และ (ง.4) ไปแทนลงในสมการตั้งตน (ง.1) 
จะได 
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จากนั้นทําการจัดรูปสมการใหงายตอการนําไปคํานวณในรูปแบบสมการสามแถวทแยง

จะไดสมการในรูปพ้ืนฐานดังตอไปน้ี 
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รูปที่ ง.1 จุดตอที่อยูภายในบริเวณขอบเขตที่พิจารณา 
 
 สมการดังกลาวสามารถนําไปประยุกตใชไดทั้งในบริเวณที่เปนน้ําแขง็ และผนังทอ ซ่ึง
รวมถึงในการพิจารณาปญหาทั้งแบบระบบพิกัดฉาก และ ระบบพิกดัเชิงขั้ว ซ่ึงในแตละกรณีจะมี
การกําหนดคาตัวแปรตางๆดังตอไปน้ี 
 

1. การวิเคราะหสมการตั้งตนโดยวิธีผลตางสืบเนื่องในระบบพิกัดฉาก 
1.1 สมการตั้งตนสําหรับบรเิวณที่เปนน้ําแข็ง 
เม่ือ  ( )txf ss

ˆ,ˆ=θ

td
dxK ss ˆ

ˆ ϕϕ=                                               (ง.7) 
2ϕ=sL                   (ง.8) 
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1.2 สมการตั้งตนสําหรับบรเิวณที่เปนผนงัทอ 
เม่ือ  ( )txf ww

ˆ,ˆ=θ

0=wK                                    (ง.9) 

1

2

R
RLw =                                   (ง.10) 

 
2. การวิเคราะหสมการตั้งตนโดยวิธีผลตางสืบเนื่องในระบบพิกัดเชิงข้ัว 

2.1 สมการตั้งตนสําหรับบรเิวณที่เปนน้ําแข็ง 
เม่ือ  ( )trf ss

ˆ,ˆ=θ

td
dr

r
K n

isn
is

s ˆ
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ˆ.
ϕϕ

ϕψ
ϕ
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=                        (ง.11) 

2ϕ=sL                 (ง.12) 
 
2.2 สมการตั้งตนสําหรับบรเิวณที่เปนผนงัทอ 
เม่ือ  )ˆ,ˆ( trf ww =θ

n
iw

w r
K

ˆ
1
+

=
ψ

               (ง.13) 
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R
RLw =                 (ง.14) 

 
โดยกําหนดให 
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∂ + ϕϕϕ                (ง.15) 

2

1 n
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n
i ϕϕ

ϕ
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                       (ง.16) 

 
ง.2 เงื่อนไขขอบเขต 
 
 ในการวิเคราะหเง่ือนไขขอบเขตนั้นรูปแบบของสมการเงื่อนไขขอบเขตจะมีรูปแบบที่
เหมือนกันทั้งในระบบพิกัดฉาก และ ในระบบพิกัดเชิงขั้ว แตจะแตกตางกันที่โดเมนที่พิจารณา
เทานั้นตามระบบพิกัดที่พิจารณา โดยในการวิเคราะหจะใชตวัแปร η  แทนโดเมนของระยะโดย
จะมีตัวหอยเพื่อระบุวาอยูในบริเวณใด สาํหรับบริเวณที่เปนน้ําแข็งจะใช S เปนตวัหอยในการ
ระบุ และ W สําหรับในบริเวณที่เปนน้ําแข็ง ซ่ึงจะแยกพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตเปนสวนๆ
ดังตอไปน้ี 
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1. เงื่อนไขขอบเขตที่ขอบบริเวณน้ําแข็งที่เกิดการแข็งตวั 
เม่ือ  ( )tf ss

ˆ,ηθ =

( ts
ˆ,1−θ ) ; 0ˆ =+

∂
∂

td
dSte

s

s ϕϕ
η
θ            (ง.17a) 

   ; 1=sθ             (ง.17b) 
 

เม่ือประยุกตการประมาณของผลตางแบบแบบไปขางหนาดวยความผิดพลาด ( )2
sOη  

ในพจนอนุพันธอันดับหนึ่งที่แปรผันกับระยะ จะไดวา 
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ทําการแทนคาจากสมการ (ง.15), (ง.16), (ง.17b)  และ (ง.18) ลงไปสมการที่ (ง.17a) 

จะไดวา 
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เม่ือทําการจัดรูปสมการใหมจะไดสมการความสัมพันธเพ่ือนําไปใชตรวจสอบคาความ

หนาของน้ําแข็งในเทอมไรมิติ ( )ϕ  ในโปรแกรมการคํานวณดังน้ี 
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Ice region 
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รูปที่ ง.2 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณน้ําแขง็ที่เกิดการแขง็ตัว 
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2. เงื่อนไขขอบเขตที่ขอบบริเวณผนงัที่ถูกพาความรอน 
เม่ือ  ( )tf ww

ˆ,ηθ =

( tw
ˆ,1=θ ) ; 0=+

∂
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w
w

w Biθ
η
θ              (ง.21) 

 
ในพจนอนุพันธอันดับหน่ึงที่แปรผันกับระยะ จะใชการประยุกตการประมาณของผลตาง

แบบตรงกลางดวยความผิดพลาด ( )2
wOη  ดังน้ี  
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ทําการแทนคาความสัมพันธดังกลาวลงไปสมการที่ (ง.21) จะได 
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รูปที่ ง.3 จุดตอที่อยูบนขอบบริเวณผนังทีถู่กพาความรอน 

 
จากสมการตั้งตนสําหรับบรเิวณที่เปนผนงัทอ 
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นําความสัมพันธจากสมการ (ง.23) แทนลงในสมการตัง้ตนจะไดสมการสําหรับขอบเขต

ที่ขอบบรเิวณผนังที่ถูกพาความรอน  ดังน้ี 



 

76

n
iw

n
iw

w

w

wwww

n
iw

ww L
tBiK

L
tBi

L
t

L
t θθ

ηη
θ

η
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
+

∆
∆

+
∆
∆

++⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∆
∆

− ++
−

1
2

1
12 2

ˆ2ˆ2ˆ21
ˆ2       (ง.25) 

 
  3. เงื่อนไขขอบเขตที่ขอบระหวางบรเิวณน้ําแข็งและผนัง 
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เม่ือแทนสมการ (ง.27) และ (ง.28) ลงในสมการเงื่อนไขขอบเขต (ง.26a) จะไดวา 
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ทําการกระจายสมการแบบอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) จะสามารถเปลี่ยนรปูแตละ

พจนไดดังน้ี 
 
ตัวประกอบน้าํหนัก      การกระจายแบบอนุกรมเทยเลอร 
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เม่ือคูณตัวประกอบน้ําหนักเขากับสมการที่ไดจากการกระจายแบบอนุกรมเทยเลอร

จากนั้นรวมสมการ (ง.31) และ (ง.32) เขาดวยกันจะไดวา 
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พิจารณาสัมประสิทธิข์องพจน 2
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s
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∂θ  ของสมการตั้งตน (ง.30) จะไดสมการ

ความสัมพันธดังน้ี 
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นําความสัมพันธดังกลาวไปเปรียบเทียบสมัประสิทธิ์กบัสมการ (ง.33) จะไดวา 
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นําคาที่ไดแทนกลับลงไปในสมการ (ง.33) 
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จากนั้นคูณสมการ (ง.39) ดวย 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∆ s
s

s

K

J

η
2

 จะไดสมการดังตอไปน้ี 



 

78

( ) ( )

( ) s

n
is

s
n
is

ss

ss

s

s

n
is

ss

ss

s

n
is

ss

sss

J
K

J
t

L

K
J

K
J

t
L

η
θ

θ
η

η
η

θ
η

η
η

θ
η

η

∂
∂

=
∆+

∆
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∆
+

∆
+

∆+
∆

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∆
−

∆+
∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∆

−

+
+

+
−

1
1

2

1
12

2
2

ˆ

2
2

2ˆ
           (ง.40) 

 
จากสมการตั้งตน (ง.1) สําหรับบริเวณที่เปนผนังทอ เม่ือ  ( )tf ww
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เม่ือกระจายสมการแบบอนุกรมเทยเลอรจะสามารถเปลี่ยนรูปแตละพจนไดดังน้ี 

 
ตัวประกอบน้าํหนัก      การกระจายแบบอนุกรมเทยเลอร 
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ทําการคูณตวัประกอบน้ําหนักเขากับสมการที่ไดจากการกระจายแบบอนุกรมเทยเลอร

จากนั้นรวมสมการ (ง.42) และ (ง.43) เขาดวยกันจะไดวา 
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จากสมการตั้งตน (ง.41) จะไดสมการความสัมพันธดังน้ี 
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นําความสัมพันธดังกลาวไปเปรียบเทียบสมัประสิทธิ์กบัสมการ (ง.44) จะไดวา 
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นําคาที่ไดแทนคากลับลงไปในสมการ (ง.44) 
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คูณสมการดวย 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∆ w
w

w

K

J

η
2

 จะไดสมการดังตอไปน้ี 

( ) ( )

( ) w

n
iw

w
n
iw

ww

ww

w

w

n
iw

ww

ww

w

n
iw

ww

www

J
K

J
t

L

K
J

K
J

t
L

η
θ

θ
η

η
η

θ
η

η
η

θ
η

η

∂
∂

=
∆−

∆
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∆
+

∆
−

∆−
∆

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∆
+

∆−
∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∆

+
+

+
+

1
1

2

1
12

2
2

ˆ

2
2

2ˆ
          (ง.51) 

 
   จากสมการเงื่อนไขขอบเขต 
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เม่ือนําสมการ (ง.40) และ (ง.51) แทนคาลงในสมการเงื่อนไขขอบเขตขางตนพรอมทํา

การจัดรูปสมการโดยใหตัวแปรที่ไมทราบคาอยูทางดานซายมือของสมการเพื่อใหงายตอการ
นําไปคํานวณในรูปแบบสมการสามแถวทแยงจะไดวา 
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คูณสมการดวย 
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จากนั้นคูณดวย ( ) ( )
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ขอบระหวางบริเวณน้ําแขง็และผนังดังน้ี 
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รูปที่ ง.4 จุดตอที่อยูบนขอบระหวางบริเวณนํ้าแข็งและผนัง 
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