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บทที่ 1 

บทน า 

 

1.1  หลักการและเหตุผล 

เนื่องจากนิสิต  นักศึกษา  ที่ศึกษาดานวิทยาศาสตร และวิศวกรรมศาสตรมีความจําเปนที่จะตอง

ศึกษาเนื้อหาการคํานวณเกี่ยวกับการหาพ้ืนที่และปริมาตรของรูปทรงตันที่ตองใชการวาดกราฟทั้งสองมิติ

และสามมิติ  มีการคํานวณอินทิเกรตฟงกชันหลายตัวแปร  ซึ่งเนื้อหาเรื่องการอินทิเกรต  เปนเรื่องที่ทํา

ความเขาใจไดยาก และการนําเสนอในตําราเรียนนั้น จะทําไดเฉพาะภาพสองมิติ ทําใหผูที่ศึกษาทําความ

เขาใจไดยากยิ่งขึ้น 

ผูจัดทําโครงงาน  จึงตองการพัฒนาสื่อการเรียนการสอน  เรื่องการอินทิเกรต  ตั้งแตขั้นพ้ืนฐาน

จนถึงขั้นสูง คือ  เริ่มตั้งแต  นิยามของการอินทิเกรต  การหาพ้ืนที่ของบริเวณปดลอมดวยเสนโคง  การหา

ปริมาตร ที่เกิดจากการหมุนบริเวณ  การอินทิเกรตฟงกชัน 1, 2 และ 3 ตัวแปร การหาปริมาตรรูปทรงตัน  

โดยนําเสนอในรูปแบบของสื่อการเรียนการสอนแบบ  Interactive  ที่ผูเรียนสามารถโตตอบกับโปรแกรมได  

คือผูเรียนสามารถเปลี่ยนฟงกชัน และขอบเขตของการอินทิเกรตได แลวโปรแกรมจะเปลี่ยนการแสดงผลไป

ตามฟงกชันที่ตองการ  ซึ่งสื่อการเรียนการสอนชุดนี้  จะมีทั้งภาพสองมิติ และสามมิติที่มีสีสันสวยงาม

ประกอบเนื้อหา   ทําใหผูเรียนสามารถเขาใจบทเรียนไดงายข้ึน 
 

1.2  วัตถุประสงคของการวิจัย 

เพ่ือพัฒนาสื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียในรูปแบบ Interactive เกี่ยวกับ นิยามของการ

อินทิเกรต การหาพ้ืนที่ของบริเวณ การหาปริมาตรที่เกิดจากการหมุนบริเวณ การอินทิเกรตฟงกชัน 1, 2 

และ 3 ตัวแปร การหาปริมาตรรูปทรงตัน ที่ใชเนื้อหาการคํานวณเรื่องการอินทิเกรต ใหสามารถนําเสนอใน

รูปแบบตาง ๆ ไดโดยผูเรียนสามารถโตตอบกับสื่อการเรียนการสอนโดยเปลี่ยนฟงกชันและขอบเขตไดตาม

ตองการโดยใชโปรแกรม GeoGebra 
 

1.3  ขอบเขตของการวิจัย 

1. การคํานวณหาพ้ืนที่ของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง จะคํานวณเฉพาะการปดลอมดวยเสนโคง
ไมเกิน 3 เสน 

2. การคํานวณหาปริมาตรที่เกิดจากการหมุนบริเวณรอบแกนหมุน  โดยจะใชแกนหมุนเปนแกน  
X , Y และแกนที่ขนานกับแกน X , Y เทานั้น 
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1.4  วิธีการด าเนินงาน 

1.  ศึกษาและวิเคราะหบทเรียนเกี่ยวกับเรื่องการอินทิเกรต  เพ่ือเรียบเรียงเปนเนื้อหา            

ที่จะนําเสนอ 

2.  ศึกษาโปรแกรมสําเร็จรูป  GeoGebra ver.6.0.562  และทดสอบขอบเขตความสามารถของ

โปรแกรม GeoGebra  

3.  วิเคราะหและออกแบบสื่อการเรียนการสอนทั้งรูปแบบการนําเสนอและการใชงาน 

4.  พัฒนาและตกแตงสื่อการเรียนการสอนใหสะดวกและงายตอการใชงาน 

5.  ทดสอบและแกไขขอผิดพลาดของสื่อการเรียนการสอนที่ได 

6.  วิเคราะหประสิทธิภาพของสื่อการสอน 

7.  สรุปผล จัดทําเอกสารและคูมือการใชงาน 
 

1.5  ระยะเวลาที่ศึกษา 
 

ขั้นตอนการดําเนินงาน 
พ.ศ. 2562 พ.ศ. 2563 

มิ.ย. ก.ค. ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 

1.) ศึกษาและวิเคราะห

บทเรียนเกี่ยวกับเรื่องการ

อินทิเกรต 

           

2.) ศึกษาโปรแกรมสําเร็จรูป 

GeoGebra 
           

3.) วิเคราะหและออกแบบสื่อ

การเรียนการสอน 
           

4.) พัฒนาสื่อการสอน            

5.) ทดสอบ และแกไข

ขอผิดพลาดของสื่อการ

เรียนการสอนที่ได 

           

6.) วิเคราะหประสิทธิภาพ

ของสื่อการสอน 
           

7.) สรุปผล จัดทําเอกสารและ

คูมือการใชงาน 
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1.6  ประโยชนที่คาดว่าจะได้รับ 

ประโยชนตอผูดําเนินโครงงาน 

1. ไดทบทวนความรูความเขาใจในบทเรียนเรื่องการอินทิเกรต 

2. สามารถใชโปรแกรมสําเร็จรูป GeoGebra ver.6.0.562 

3. สามารถออกแบบและพัฒนาสื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย 

4. ไดเพ่ิมพูนทักษะในการสืบคนขอมูล 

5. ไดประสบการณในการนําเสนอความรูในรูปแบบออนไลน 
6. ไดประสบการณทํางานรวมกับผูอ่ืน 

ประโยชนตอผูใชงาน 

1. ใชสื่อการเรียนการสอนเพ่ือศึกษาบทเรียนเรื่องการอินทิเกรตบนโดเมนทั่วไป 

2. นําไปใชประกอบการเรียนการสอนได 
3. ผูเรียนมีความเขาใจในการมองรูปสามมิติที่ดีขึ้น 

4. สรางแรงจูงใจใหผูใชงานสนใจที่จะเรียนรูมากข้ึน 
 

1.7  อุปกรณและเครื่องมือที่ใช้ 

Hardware 

1. เครื่องคอมพิวเตอร 

ความเร็วไมต่ํากวา 2.7 GHZ 

RAM ความจุไมต่ํากวา 4 GB 

Hard disk ความจุไมต่ํากวา 1 TB 

2. อุปกรณบันทึกขอมูล Flash drive และ CD-RW 

3. อุปกรณบันทึกเสียง 

Software 

1. ระบบปฏิบัติการ Microsoft Window 8 

2. โปรแกรมงานเอกสาร Microsoft Office 2010 

3. โปรแกรม GeoGebra ver.6.0.562 
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บทที่ 2 

เนื้อหาที่เกี่ยวข้อง 
 

ผูจัดทําโครงงานเห็นประโยชนของโปรแกรม  GeoGebra  จึงสนใจที่จะพัฒนาสื่อการเรียนการ

สอนดานคณิตศาสตร และหัวขอที่จะทําใหใชขอดีของ  GeoGebra  ไดมากที่สุดก็ คือ  การวาดภาพ 2 และ 

3  มิติ  ผูจัดทําจึงเลือกพัฒนาสื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย  เรื่อง  การอินทิเกรตบนโดเมนทั่วไป 

โดยโปรแกรม  GeoGebra  ในบทนี้  จะอธิบายใน  2  หัวขอคือ 

2.1  เนื้อหาของการนําเสนอโครงงาน 

2.2  โปรแกรม  GeoGebra  เบื้องตน 
 

2.1  เนื้อหาของการน าเสนอโครงงาน 

ผูจัดทําโครงงานมุงเนนเนื้อหาที่ตองใชภาพ  สีสัน เพ่ือใหผูที่ใชงานสามารถทําความเขาใจไดงายขึ้น  

จึงเนนเนื้อหาดานการคํานวณหาพ้ืนที่และปริมาตร โดยเริ่มตั้งแตการวาดภาพลักษณะตางๆ  การหา

อินทิกรลัจํากัดเขต  และการประยุกต  แบงเนื้อหาออกเปน 5 บท ดังนี้ 

บทที่ 1  การวาดกราฟสมการพหุนาม 

1.1 การวาดกราฟสมการพหุนามตัวแปรเดียว 

1.2 การวาดกราฟสมการพหุนาม 2 ตัวแปร 

1.3 การวาดกราฟสมการพหุนาม 3 ตัวแปร 

บทที่ 2 การหาอินทิกรัลจํากัดเขต 

2.1 ผลบวกดารบู 

2.2 ผลบวกรีมันน 

2.3 สูตรของเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู 

2.4 สูตรของเกณฑของซิมปสัน 

บทที่ 3 การอินทิเกรตฟงกชันตัวแปรเดียว 

3.1 การอินทิเกรตหาพ้ืนที่ของบริเวณท่ีปดลอมดวยฟงกชัน 1  ฟงกชัน 

3.2 การอินทิเกรตหาพ้ืนที่ของบริเวณท่ีปดลอมดวยฟงกชัน 2  ฟงกชัน 

3.3 การอินทิเกรตหาพ้ืนที่ของบริเวณท่ีปดลอมดวยฟงกชัน 3  ฟงกชัน 

3.4 การหาปริมาตรที่เกิดจากการหมุน 

3.4.1 การหมุนแบบจาน 

3.4.2 การหมุนแบบวงแหวน 

บทที่ 4 การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปร 

4.1 การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 

4.2 การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 



5 

Y 

X 

บทที่ 5 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปร 

5.1 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปรบนโดเมนรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

5.2 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 

ตอไปนี้จะกลาวถึงเนื้อหาแบบคราวๆ ที่จะแสดงในสื่อการเรียนการสอนนี้ 

บทที่ 1  การวาดกราฟสมการพหุนาม 

การวาดกราฟสมการพหุนาม  คณะผูจัดทําตองการใหผูเรียนศึกษาการวาดกราฟในรูปแบบตางๆ

ตั้งแตรูปแบบที่งายจนถึงรูปแบบที่ยากข้ึน  ทําใหผูเรียนสามารถเขาใจกราฟบทตอไปไดงายขึ้น 

สมการพหุนาม  หมายถึง  สมการทีส่รางจากตัวแปรอยางนอย 1 ตัว  และสัมประสิทธิ์  โดยใช

การดําเนินการ  การบวก  การลบ  การคูณ และการยกกําลัง  โดยเลขชี้กําลังเปนจํานวนเต็มที่ไมเปนลบ  

1.1 สมการพหุนามตัวแปรเดียว   
1.1.1 สมการเสนตรง รูปแบบทั่วไป   ( )             

 

เมื่อ   เปนจํานวนจริง  

โดยที่     เปนคาคงตัว และ     

 

 
 

ภาพที่ 1  กราฟสมการเสนตรง 

1.1.2 สมการกําลังสอง  รูปแบบทั่วไป   ( )               
 

เมื่อ   เปนจํานวนจริง   

โดยที่       เปนคาคงตัว และ     

 

 
 

ภาพที่ 2  กราฟสมการกําลังสอง 

1.1.3 สมการกําลังสาม  รูปแบบทั่วไป   ( )                  

 

เมื่อ   เปนจํานวนจริง  

โดยที่         เปนคาคงตัว และ     

 

 
 

ภาพที่ 3  กราฟสมการกําลังสาม 

Y 

X 

Y 

X 
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1.2 สมการพหุนาม 2 ตัวแปร 
1.2.1 สมการวงกลม  รูปแบบทั่วไป (   )  (   )     

 

เมื่อ     เปนจํานวนจริง   

โดยที่ (   ) เปนจุดศูนยกลางวงกลม 

และ   เปนความยาวรัศมีวงกลม 

 
 

ภาพที่ 4  กราฟสมการวงกลม 
 

1.2.2 สมการวงรี รูปแบบทั่วไป  (   ) 
  

 (   ) 

  
   

 

เมื่อ     เปนจํานวนจริง  

โดยที่     เปนคาคงตัว   

และ (   ) เปนจุดศูนยกลางวงรี 

ที่มีแกนเอกยาว    หนวย และแกนโทยาว    หนวย 
 

ภาพที่ 5  กราฟสมการวงรี 
 

1.2.3 สมการพาราโบลา รูปแบบทั่วไป                 
 

เมื่อ   เปนจํานวนจริง 

โดยที่       เปนคาคงตัว และ     

 

 
 

ภาพที่ 6  กราฟสมการพาราโบลา 
 

1.2.4 สมการไฮเพอรโบลา รูปแบบทั่วไป (   ) 
  

 (   ) 

  
   

 

เมื่อ     เปนจํานวนจริง 

โดยที่     เปนคาคงตัว 

และ (   ) เปนจุดศูนยกลางไฮเพอรโบลา 

 
 

ภาพที่ 7  กราฟสมการไฮเพอรโบลา 

Y 

X 

Y 

X 

Y 

X 

Y 

X 

(  𝑘) 

(  𝑘) 

a 
b 

(  𝑘) 
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1.3 สมการพหุนาม 3 ตัวแปร 
1.3.1 สมการอิลลิปซอยด (Ellipsoid) รูปแบบทั่วไป    

 

 
    

 

 
    

 

 
   

 

เมื่อ              เปนจํานวนจริง 

โดยที่       เปนคาคงตัว 

และ (     ) เปนจุดศูนยกลางอิลลิปซอยด 

 
 

ภาพที่ 8  กราฟสมการอิลลิปซอยด 
 

1.3.2 สมการอิลลิปติกพาราโบลอยด (Elliptic Paraboloid) รูปแบบทั่วไป 

   
 

 

 
   
 

 

 
   
 

 

 

เมื่อ       เปนจํานวนจริง 

โดยที่       เปนคาคงตัว 

และ (     ) เปนจุดศูนยกลางอิลลิปติกพาราโบลอยด 

 

 

ภาพที่ 9  กราฟสมการอิลลิปติกพาราโบลอยด 
 

สมการอิลลิปติกไฮเพอรโบลอยดแบบชิ้นเดียว (Elliptic Hyperboloid of One Sheet)     

รูปแบบทั่วไป    
 

 
    

 

 
    

 

 
   

 

เมื่อ       เปนจํานวนจริง 

โดยที่       เปนคาคงตัว 

และ (     ) เปนจุดศูนยกลางอิลลิปติกไฮเพอรโบลอยด 

แบบชิ้นเดียว 
 

ภาพที่ 10  กราฟสมการอิลลิปติกไฮเพอรโบลอยดแบบชิ้นเดียว 

 

 

 

 

(  𝑘 𝑙) 

(  𝑘 𝑙) 

(  𝑘 𝑙) 
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1.3.3 สมการอิลลิปติกไฮเพอรโบลอยดแบบ 2 ชิ้น (Elliptic Hyperboloid of Two Sheet) 

รูปแบบทั่วไป     
 

 
    

 

 
    

 

 
   

 

เมื่อ       เปนจํานวนจริง  

โดยที่       เปนคาคงตัว 

และ(     ) เปนจุดศูนยกลางอิลลิปติกไฮเพอรโบลอยด 

แบบ 2 ชิ้น 

 
 

ภาพที่ 11 กราฟสมการอิลลิปติกไฮเพอรโบลอยดแบบ 2 ชิ้น 
 

1.3.4 สมการกรวยอิลลิปติก (Cone) รูปแบบทั่วไป    
 

 
    

 

 
    

 

 
   

 

เมื่อ       เปนจํานวนจริง 

โดยที่       เปนคาคงตัว 

และ  (     ) เปนจุดศูนยกลางกรวยอิลลิปติก 

 
 

ภาพที่ 12  กราฟสมการกรวยอิลลิปติก 
 

1.3.5 สมการไฮเพอรโบลิกพาราโบลอยด (Hyperbolic Paraboloid) 

รูปแบบทั่วไป 
   
 

 
    

 

 
    

 
 

 

เมื่อ         เปนจํานวนจริง  

โดยที่       เปนคาคงตัว  

และ (     ) เปนจุดศูนยกลางไฮเพอรโบลิกพาราโบลอยด 

 

ภาพที่ 13 กราฟสมการไฮเพอรโบลิกพาราโบลอยด 

 

 

 

 

 
 

(  𝑘 𝑙) 

(  𝑘 𝑙) 

(  𝑘 𝑙) 
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บทที่ 2 การหาอินทิกรัลจ ากัดเขต 

ในการหาอินทิกรัลจํากัดเขต  มีบทนิยามการหาตาง ๆ กันหลายแบบ  คือ แบบของดารบู และ

แบบของรมีันน นอกจากนี้ยังมีวิธีคํานวณคาประมาณของอินทิกรัลโดยการใชฟงกชันพหุนาม คือ  สูตรของ

เกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู และ สตูรของเกณฑของซิมปสัน  โดยแบงเนื้อหาดังนี้ 

2.1  การอินทิกรัลจ ากัดเขต แบบของดารบู  เปนการประมาณคาเพ่ือคํานวณหาพ้ืนที่ของ

บริเวณท่ีปดลอมดวย    ( ) แกน   โดยที่   [   ] โดยใชผลบวกแบบดารบู 

  ให     เปนฟงกชันที่มีโดเมนครอบคลุมชวง [   ] และมีขอบเขตบนชวง [   ] 

  ให   เปนจํานวนนับใดๆ และให 
                          

  การแบงชวง [   ] ออกเปนชวงยอยๆ   ชวง คือ 
[     ] [     ]  [       ] 

  สําหรับแตละ              

  ให         ของ    บน [       ]  

           ของ    บน [       ] 

  ในที่นี้      และ     ของ   หมายถึง คาขอบเขตลางสูงสุดและคาขอบเขตบนต่ําสุดของ     

  บนชวง  [       ] ตามลําดับ 

 เราเรียกผลบวก   ∑   (       ) 
    วาผลบวกลางแบบดารบู 

และเรียก   ∑   (       ) 
    วาผลบวกบนแบบดารบู  

 

 

 

 

 
 

  ภาพที่ 14  ผลบวกลางแบบดารบู ภาพที่ 15  ผลบวกบนแบบดารบู 
 

2.2  การอินทิกรัลจ ากัดเขต แบบของรีมันน  เปนการประมาณคาเพ่ือคํานวณหาพ้ืนที่ของ

บริเวณท่ีปดลอมดวย    ( ) แกน   โดยที่   [   ] โดยใชผลบวกแบบรีมันน 

ให     เปนฟงกชันที่มีโดเมนครอบคลุมชวง [   ] และมีขอบเขตบนชวง[   ] 

  ให   เปนจํานวนนับใดๆ และให 
                          

  การแบงชวง [   ] ออกเปนชวงยอยๆ   ชวง คือ [     ] [     ]  [       ] 

ให               เปนจุดใดๆจากชวงยอย  [     ] [     ]  [       ] ตามลําดับ 

 เราเรียกผลบวก    ∑  (   )(       ) 
    วาผลบวกรีมันนของ   
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ภาพที่ 16  ผลบวกรีมันน 

2.3 การประมาณค่าหาอินทิกรัล โดยใชสู้ตรของเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู เปนการประมาณคา

เพ่ือคํานวณหาพ้ืนที่ของบริเวณท่ีปดลอมดวย    ( ) แกน   โดยที่   [   ] โดยใชสูตรของเกณฑ

สี่เหลี่ยมคางหมู 

ลําดับแรก เรามาพิจารณากันกอนวาหากเราคํานวณอินทิกรัลของฟงกชันพหุนามดีกรีหนึ่ง 

 ( )         ที่ผานจุด (     ) กับ (     ) บนชวง [     ] วาจะไดคาเทาใด 

เราจะพบวา 

∫   ( )   ∫  (      )   
  
  

   
  

  

              ∫       ∫        
  
  

   
  

 

              (     )    
      

 

 
 

             
 
(     )(     ) 

สังเกตวาคาอินทิกรัลที่ไดนี้เขียนไดในพจนของ        โดยเราไมตองหาคาของ          

ใหไดเสียกอนวาเปนเทาใด 

การเปนเชนนี้ทําใหเราทราบไดวา อินทิกรัลของฟงกชันพหุนามดีกรีหนึ่งที่ผานจุด(     ) 

กับ (     ) บนชวง [     ]  นั้นจะมีคาเทาใด และในทํานองเดียวกัน สําหรับชวงถัดๆ ไป   

นั่นคือ  สําหรับ           จะได 

  ( )   
 
 
(       )(       ) 

  

    
 

ดังนั้นคาประมาณอินทิกรัลของ   แบบสูตรของเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู คือ 

  ( )   
 
 
(     )  

 
 
( )    

 
 
(       )  

 

 
 

            
 
(                     )  โดยที่      

 
 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 17 คาประมาณอินทิกรัลแบบสูตรของเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู 
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2.4 การประมาณค่าหาอินทิกรัล โดยใชสู้ตรของเกณฑของซิมป์สัน  เปนการประมาณคาหา

พ้ืนทีข่องบริเวณที่ปดลอมดวย    ( ) แกน   โดยที่   [   ] โดยใชสูตรของเกณฑของซิมปสัน   

ในกรณีนี้  เรามาพิจารณากันเสียกอนวา หากเราคํานวณอินทิกรัลของฟงกชันพหุนาม-

ดีกรีสอง  ( )              ที่ผานจุด (     ), (     )และ(     )  บนชวง 
[     ] วาจะไดคาเทาใด เราจะพบวา 

  ( )    (            )   
  

  
 

  

  
 

             (     )  
  
 
      

    
 
      

  

       (    )  (    )  
  
 
((    )  (    ) ) 

 
  
 
((    )  (    ) ) 

          
  
 
(    )  

  
 
(         ) 

              
 
[                      ] 

               
 
[
(     (    )    (    ) )   (             )

   (     (    )    (    ) )
] 

             
 
[
(             )   (             )

 (             )
] 

             
 
(         ) 

สังเกตวาคาอินทิกรัลที่ไดนี้เขียนไดในพจนของ          โดยเราไมตองหาคาของ

         ใหไดเสียกอนวาเปนเทาใด 

การเปนเชนนี้ทําใหเราทราบไดวา อินทิกรัลของฟงกชันพหุนามดีกรีสองผานจุด

(     ) (     ) (     )  บนชวง [     ]  นั้นจะมีคาเทาใด และในทํานองเดียวกัน 
สําหรับชวงถัดๆ ไป  เมื่อทราบคาอินทิกรัลของฟงกชันพหุนามที่เราใชประมาณฟงกชัน         

บนสองชวงถัดๆ กันคูตางๆ แลว  ลําดับตอไปเราก็นําคาอินทิกรัลเหลานี้  มารวมกันเปน

คาประมาณ การอินทิกรัลของ     

ดังนั้นคาประมาณอินทิกรัลของ    แบบสูตรของเกณฑของซิมปสันคือ 

  ( )   
 
 
(         )  

 
 
(         )    

 
 
(             )

 

 
 

  
 
(                         ) เมื่อ   

   
 

  

โดยที ่  เปนจํานวนคู 

 

 

 
 

ภาพที่ 18  คาประมาณอินทิกรัลแบบสูตรของเกณฑของซิมปสัน 
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บทที่ 3  การอินทิเกรตฟงกชันตัวแปรเดียว 

ในการอินทิเกรตฟงกชันตัวแปรเดียว คณะผูจัดทําไดนําเสนอเนื้อหาการหาพ้ืนที่ที่ปดลอมดวย

ฟงกชัน และการหาปริมาตรรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุน ดังนี้ 

3.1 การอินทิเกรตหาพื้นที่ของบริเวณที่ปิดล้อมด้วยฟงกชัน 1 ฟงกชัน 

เมื่อ    เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [   ]  

  และ   เปนพื้นที่ที่ปดลอมดวยเสนโคง 
     ( ) จาก     ถึง     

1. ถา   สําหรับทุกคาของ  ( )    ที่อยูในชวง [   ] และ   เปนพื้นที่เหนือแกน
  แลว   ∫   ( )   

  

2. ถา   สําหรับทุกคาของ  ( )    ที่อยูในชวง [   ] และ   เปนพื้นที่ใตแกน   

แลว    ∫   ( )   
  

 

 

 

 

 

 

   ภาพที่ 19 ขนาดของพ้ืนที่          ภาพที่ 20 ขนาดของพ้ืนที่   

ดังนั้น โดยทั่วไปจึงสรุปไดวา   ∫  | ( )|    
  

 

3.2  การอินทิเกรตหาพื้นที่ของบริเวณที่ปิดล้อมด้วยฟงกชัน  2  ฟงกชัน 

  เมื่อ     เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [   ] และ   เปนพื้นที่ที่ปดลอมดวยเสนโคง 

     ( ) และ      ( ) สําหรับทุก   ที่อยูในชวง [   ]  
โดยที ่ ( )   ( ) แลว   ∫  | ( )   ( )|    

  
 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 21  พ้ืนทีข่องบริเวณท่ีปดลอมดวยฟงกชัน 2 ฟงกชัน 
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3.3 การอินทิเกรตหาพื้นที่ของบริเวณที่ปิดล้อมด้วยฟงกชัน 3 ฟงกชัน 

เมื่อ        เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [   ] และ   เปนพื้นที่ที่ปดลอมดวยเสนโคง 

     ( )      ( ) และ     ( ) สําหรับทุก   ที่อยูในชวง [   ] ดังภาพที ่21 

 ถาตองการหาพ้ืนที่ที่ปดลอมดวยเสนโคงหลายเสน เราจะแบงพ้ืนที่ออกเปนสวนยอยๆ คือ 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 22  พ้ืนที่ของบริเวณท่ีปดลอมดวยฟงกชัน 3 ฟงกชัน  ภาพที่ 23  การแบงพ้ืนที่ออกเปนสวนยอยๆ 
 

เราไดวาพื้นที่     พ้ืนที่ของ     พ้ืนที่ของ     

นั่นคือ   ∫  | ( )   ( )|     ∫  | ( )   ( )|    
 

 
  

 

3.4 การหาปริมาตรรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุน 

รปูทรงตันที่เกิดจากการหมุน  หมายถึง  รูปทรงตันที่ไดจากการหมุนบริเวณ รอบเสนตรง

เสนหนึ่ง ซึ่งอยูในระนาบเดียวกันเรียกเสนตรงนั้นวา แกนหมุน ผูจัดทําไดแบบการหาปริมาตรที่เกิดจากการ

หมุนออกเปน 2 แบบดังนี้ 

3.4.1 การหมุนแบบจาน 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 24  ปริมาตรรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุนแบบจานรอบแกน   

เมื่อ  ( ) เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [   ] ปริมาตรของรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุนบริเวณที่

ปดลอมดวยเสนโคง      ( ) รอบแกน    คือ   ∫  π[ ( )]    
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ภาพที่ 25  ปริมาตรรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุนแบบจานรอบแกน   

และในทํานองเดียวกัน เมื่อ  ( ) เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [   ] ปริมาตรของรูปทรงตันที่เกิด

จากการหมุนบริเวณที่ปดลอมดวยเสนโคง      ( ) รอบแกน    คือ   ∫  π[ ( )]     
  

 

3.4.2 การหมุนแบบวงแหวน 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 26  ปริมาตรรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุนแบบวงแหวนรอบแกน   

เมื่อ  ( ) และ  ( ) เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [   ] ปริมาตรของรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุน

บริเวณที่ปดลอมดวยเสนโคง       ( ) และ      ( ) โดยที่   ( )   ( )    รอบแกน   คือ 

  ∫  π([ ( )]  [ ( )] )   
  

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 27  ปริมาตรรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุนแบบวงแหวนรอบแกน   
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และในทํานองเดียวกัน เมื่อ  ( )  และ  ( ) เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [   ] ปริมาตรของ
รูปทรงตันที่เกิดจากการหมุนระนาบทีป่ดลอมดวยเสนโคง       ( ) และ      ( ) โดยที่

 ( )   ( )    รอบแกน   คือ   ∫  π([ ( )]  [ ( )] )   

 
 

 

บทที ่4. การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปร 

4.1 การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

 ให       เมื่อ   [   ]  [   ]  

 แบง [   ] ออกเปน   ชวงยอย ดวยจุด               โดยที่ 
                          

แบง [   ] ออกเปน   ชวงยอย ดวยจุด               โดยที่ 
                          

  ให     [       ]  [       ] เปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผารูปยอยที่    

   เมื่อ             และ             

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 28  โดเมนรูปสี่เหลี่ยมผืนผา     

ให              เมื่อ             

 และ             เมื่อ             

เพราะฉะนั้น พ้ืนที่ของ          (   )(   ) 

ให (       ) เปนจุดใดๆ ใน     

และ     ∑ ∑  (       ) 
   

 
        

เราเรียก     วา ผลบวกรีมันนของ   บน   

สําหรับการแบงอาณาบริเวณ   เปนรูปสี่เหลี่ยมผืนผายอยๆ นี้ 

ถาเราแบงในลักษณะที่      และ     มีคาขาใกล   

สําหรับทุก             และ             เมื่อ   และ   มีคามากๆ 

และถา        
   

      มีคาเปนอยางเดียวกันหมด สําหรับทุกๆ วิธีที่แบงดังกลาว 

และทุกๆ วิธีที่เลือกจุด (       ) ใน      

แลวเรากลาววา   เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน    

และเรียกคาลิมิตนี้วา อินทิกรัลสองชั้นของ   บน   หรืออินทิกรัลของ   บน   

เขยีนแทนดวยสัญลักษณ       หรือ     (   )   
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ภาพที่ 29  การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
 

4.2  การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 

ให   {(   )|  ( )      ( )      } 

สรางรูปสี่เหลี่ยมผืนผา   ลอมรอบ   

 

 

 

 

 

ภาพที่ 30  รูปสี่เหลี่ยมผืนผา   ลอมรอบ   

เพราะฉะนั้น  (   )  
           ( )  

 (   )    ( )      ( )
     ( )     

 

และ        (   )     
                   ∫ ∫  (   )     

 
 
    

                         ∫ ∫      ∫  (   )      ( )
  ( )

  ( )
 ∫       

  ( )
   

  

                    ∫ ∫  (   )       ( )
  ( )

 
  

ในทํานองเดียวกัน 

ให    {(   )|  ( )      ( )      } 

ทําใหเราไดวา     ∫ ∫  (   )       ( )

  ( )

 

 
 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 31  การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 
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หมายเหตุ  ในทางเรขาคณิต 

1. ถา       เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน   และ  (   )    ทุก (   )    

แลว     คือ ปริมาตรของรูปทรงตันภายใตพ้ืนผิว    (   ) บน   

2. ถา  (   )    ทุก (   )    แลว     คือ พ้ืนที่ของบริเวณ   
 

บทที่ 5 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปร 

5.1 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปรบนโดเมนรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

ให                   เปนจํานวนจริง 

และ                    

ให   {(     )|                       } 
              [     ]  [     ]  [     ] 
จะได   เปนรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉากใน    

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 32  โดเมนรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

ให       

การหาคาอินทิกรัลของฟงกชัน 3 ตัวแปร เราใชหลักการเดียวกันกับการหาคาอินทิกรัล

ของฟงกชัน 2 ตัวแปร  

แบง   ออกเปนรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉากยอยๆโดย 

 แบง [     ] ออกเปน   ชวงยอย ดวยจุด               โดยที่ 
                            

แบง [     ] ออกเปน   ชวงยอย ดวยจุด               โดยที่ 
                            

แบง [     ] ออกเปน   ชวงยอย ดวยจุด               โดยที่ 
                            

ให      [       ]  [       ]  [       ] เปนสวนแบงยอยของ   

ซึ่งมีปรมิาตรเทากับ       (   )(   )(   ) 

   เมื่อ                               และ              

ให              เมื่อ             

              เมื่อ             

                   เมือ่             
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ให (               )        

  เปนฟงกชันคาจริงบนโดเมน   

จะไดผลบวกรีมันนของ   บน   คือ      เมื่อ 

      ∑ ∑ ∑  (               )     
 
   

 
   

 
    

ถา        
   
   

     มีคาและมีคาเทากัน 

สําหรับทุกๆ วิธีการแบง   เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากยอยๆ ในลักษณะที่ความยาวของเสน

ทแยงมุมของทุกรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉากยอยมีคาเขาสูศูนย เมื่อ       มีคาเขาสูอนันต

และทุกๆวิธีการเลือกจุด                   ใน       
 แลวเรากลาววา   เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน    

คาลิมิตที่หาไดนี้ เรียกวา อินทิกรัลสามชั้นของ   บน   หรืออินทิกรัลของ   บน   

เขียนแทนดวยสัญลักษณ       หรือ     (     )   
 

5.2 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 

ให       เมื่อ      

โดยที่   เปนเซตปดและมีขอบเขต 

สรางรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก   [     ]  [     ]  [     ] ครอบคลุม   

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 33  รูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก ครอบคลุม   
 

ให   เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน   โดยมีคาดังนี้ 

เพราะฉะนั้น  (     )  { 
(     )   (     )   
    (     )    

ถา   เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน   

เราจะกลาวไดวา   เปนฟงกชันที่อินทิเกรตไดบน   

โดยนิยามวา อินทิกรัลของ   บน   

มีคาเทากับ     (     )   

และเขียนแทนดวยสัญลักษณ 

               (     )       (     )           
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2.2 โปรแกรม GeoGebra เบื้องต้น 

เนื่องจากโปรแกรม GeoGebra เปนโปรแกรมที่มีเครื่องมือที่ชวยในการคํานวณ พรอมทั้งสรางกราฟ

ทั้ง 2 และ 3 มิติ  และมีสีสันที่สวยงาม  เหมาะที่จะพัฒนาเปนสื่อการเรียนการสอน  ที่สามารถโตตอบกับ

ผูใชได  โดยในที่นี้จะอธิบายถึงการใชโปรแกรม GeoGebra  ในเบื้องตนดังนี้ 

2.2.1 การ Downloads โปรแกรม GeoGebra 

2.2.2 การเปดใชงาน 2 หนาตาง 

2.2.3 การสราง Input Box   

2.2.4 การสราง  Check  Box   

2.2.5 การสราง  Slide Bar   

2.2.6 การสราง  Text   

2.2.7 การคนหาคําสั่ง 

2.2.8 การสราง  Activity 

2.2.9 การสราง  Book    
 

2.2.1 การ Downloads โปรแกรม  GeoGebra 

ขั้นตอนที่ 1  เขาโปรแกรม GeoGebra จาก https://www.geogebra.org/ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 34  การ Downloads โปรแกรม  GeoGebra  (ข้ันตอนที่ 1) 
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ขั้นตอนที่ 2  กด App Downloads 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 35  การ Downloads โปรแกรม  GeoGebra  (ข้ันตอนที่ 2) 
 

ขั้นตอนที่ 3  กด  Downloads ที่ GeoGebra Classic 6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 36  การ Downloads โปรแกรม  GeoGebra  (ข้ันตอนที่ 3) 
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ขั้นตอนที่ 4  ทําตามขั้นตอนการลงโปรแกรม  จะปรากฏ  โปรแกรม GeoGebra  ที่หนาจอ 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 37  โปรแกรม  GeoGebra  ที่หนาจอ (ข้ันตอนที่ 4) 
 

ขั้นตอนที่ 5  กดเขาโปรแกรม GeoGebra จากหนา Desktop จะปรากฏภาพดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 38  เขาโปรแกรม GeoGebra จากหนา Desktop (ขั้นตอนที่ 5) 
 

หนาตางนี้ แบงออกเปน  4 สวน  ไดแก   

สวนที่ 1  รายการแถบเครื่องมือ (Toolbar) 

สวนที่ 2  หนาตางพีชคณิต  (Algebra) 

สวนที่ 3  หนาตางกราฟก (Graphics) 

สวนที่ 4  แถบเมนู (Menu Bar) 

 

 

 

 



22 

2.2.2 การเปิดใช้งาน 2 หน้าต่าง  ในที่นี้จะแบงการทํางานออกเปน  2  หนาตาง  ไดแก   

หนาตางกราฟก (Graphics) และ หนาตางกราฟก 2 (Graphics 2)  เพ่ือเปนหนาตางแสดงภาพกราฟของ

ผลลัพธ และหนาตางคําสั่ง  ซึ่งเปนการแยกหนาตางชุดคําสั่งไมใหปนกับแสดงหนาตางกราฟ  โดยในที่นี้

จะแสดงการเปลี่ยนสีพ้ืนหลังของหนาตาง หนาตางกราฟก 2 (Graphics 2) เพ่ือแยกความแตงตาง

ระหวาง 2 หนาตาง 

ขั้นตอนที่ 1 กดเขาไปที่  มุมขวาดานบน 

ขั้นตอนที่ 2 กดเขาไปที่  View 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 39  การเปดใชงาน 2 หนาตาง  (ข้ันตอนที่ 1-2) 
 

ขั้นตอนที่ 3 กดเขาไปที่  Graphics 2   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 40  การเปดใชงาน 2 หนาตาง  (ข้ันตอนที่ 3) 
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จะปรากฏหนาตางกราฟก 2 (Graphics 2)  เพ่ิมอีก 1  หนาตางเปน  2  หนาตาง  ดังนี้ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 41  หนาตางการใชงาน   
 

และตอไปจะทําใหหนาตางกราฟก 2 (Graphics 2) เปนหนาตางที่แสดงคําสั่งโตตอบกับผูใช 

จึงลบแกนพิกัด และเปลี่ยนสีพ้ืนหลังของหนาตางกราฟก 2 (Graphics 2) ดวย ดังขั้นตอนที่ 3 

และ 4 

ขั้นตอนที่ 3  การลบแกนพิกัดในหนาตาง Graphics 2 โดยการกดปุมดังรูปจะทําใหเสนแกน

พิกัดหายไป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 42  การลบแกนพิกัดในหนาตาง Graphics 2 
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ขั้นตอนที่ 4  การเปลี่ยนสีพื้นหลังของหนาตาง Graphics 2 

4.1 กดท่ีสัญลักษณ Setting ดังรูป เพ่ือเปลี่ยนสีในหนาตาง Graphics 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 43  การเปลี่ยนสีพื้นหลังของหนาตาง Graphics 2 (ขั้นตอนที่ 1) 
 

4.2 กด Background Color แลวกดเลือกสีตามที่ตองการ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 44  การเปลี่ยนสีพื้นหลังของหนาตาง Graphics 2 (ขั้นตอนที่ 2) 
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ภาพที่ 45  การเปลี่ยนสีพื้นหลังของหนาตาง Graphics 2 (ขั้นตอนที่ 3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 46  การเปลี่ยนสีในหนาตาง Graphics 2  
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2.2.3 การสร้าง  Input Box  เพ่ือใหผูใชใสตัวอักษร ตัวเลข เพ่ือประกอบเปน ฟงกชัน และ

ขอบเขตไดตามตองการ 

ขั้นตอนที่ 1  สรางฟงกชัน ที่ตองการ โดยใสนิพจนใสชอง Input Box 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 47  การสราง  Input Box  (ข้ันตอนที่ 1) 
 

ขั้นตอนที่ 2  จากการใสฟงกชัน  ( )    แลวจะไดกราฟ  ( )    แสดงในสวนของ
หนาตาง Graphics  จากนั้นกดปุมคําสั่งดังรูป แลวกดเลือกพ้ืนที่ที่ตองการวาง Input Box  ในหนาตาง 

Graphics 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 48  การสราง  Input Box  (ข้ันตอนที่ 2) 
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ขั้นตอนที่ 3  พิมพชื่อ Input Box ในชอง Caption แลวกดปุมเลือกลิงกท่ีตองการเชื่อมตอกัน

ในชอง Linear Object แลวกดปุม OK  ในตัวอยางนี้ คลิกเลือกลิงคที่  ( )    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 49  การสราง  Input Box  (ข้ันตอนที ่3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 50  Input Box 
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2.2.4 การสร้าง  Check  Box  เพ่ือใหผูใชเลือกที่จะแสดง หรือซอนสิ่งตางๆ ในโปรแกรม 

ขั้นตอนที่ 1 กดปุมคําสั่งดังรูป แลวกดเลือกพ้ืนที่ที่ตองการวาง Check  Box  ในหนาตาง 

Graphics 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 51  การสราง  Check  Box  (ข้ันตอนที่ 1) 
 

ขั้นตอนที่ 2 พิมพชื่อ Check Box แลวกดปุมเลือกลิงกที่ตองการเชื่อมตอกัน จากนั้นกดปุม OK 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 52  การสราง  Check  Box  (ข้ันตอนที่ 2) 
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ถาผูใชตองการแสดงหรือซอน สิ่งที่เชื่อมตอกันกับ  Check  Box  ใหกดท่ี ชอง   

ถาตองการใหแสดง  ใหกดท่ี ชอง  เปน 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 53  การแสดงหรือซอน สิ่งที่เชื่อมตอกันกับ  Check  Box   
 

2.2.5 การสร้าง  Slide Bar  เพ่ือใหผูใชเลื่อนเปลี่ยนคาของตัวเลขหรือตัวแปรที่ผูใชกําหนด 

ขั้นตอนที่ 1  กดปุมคําสั่งดังรูป แลวกดเลือกพ้ืนที่ที่ตองการวางในหนาตาง Graphics 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 54  การสราง  Slide Bar  (ข้ันตอนที่ 1) 
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ขั้นตอนที่ 2  พิมพชื่อ Slide Bar  แลวกดตั้งคาตางๆ ตามที่ตองการ แลวกดปุม OK 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 55  การสราง  Slide Bar  (ข้ันตอนที่ 2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 56  Slide Bar 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



31 

2.2.6 การสร้าง  Text  เพ่ือนําเสนอขอความที่ผูใชตองการ 

ขั้นตอนที่ 1  กดปุมคําสั่งดังรูป แลวกดเลือกพ้ืนที่ที่ตองการวางในหนาตาง Graphics 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 57  การสราง  Text  (ข้ันตอนที่ 1) 
 

ขั้นตอนที่ 2  พิมพขอความที่ตองการ และหากตองการใสเครื่องหมาย หรือขอมูลที่ผูใชได 

Input  ไวกอนหนานี้แลว ใหกดปุม Advanced เพ่ือเลือกขอมูลที่ตองการ แลวกดปุม OK 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 58  การสราง  Text  (ข้ันตอนที่ 2) 
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ภาพที่ 59  Text 
 

2.2.7 การค้นหาค าสั่ง  หากผูพฒันาโปรแกรมตองการหาวิธีการทํางานบางอยางก็สามารถ

คนหาคําสั่งที่ตองการได 

ขั้นตอนที่ 1  กดปุมคําสั่งดังรูป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 60  การคนหาคําสั่ง (ข้ันตอนที่ 1) 
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ขั้นตอนที่ 2  เลือกคําสั่งที่ตองการ หรือถาตองการหาคําสั่งเพ่ิมเติมใหกด  Show Online 

Help เพ่ือคนหาขอมูลในอินเตอรเน็ต 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 61  การคนหาคําสั่ง (ขั้นตอนที่ 2)   
 

2.2.8 การสร้าง Activity เพ่ือนําเสนอโปรแกรม GeoGebra ที่สําเร็จแลวลงบน 

https://www.geogebra.org/ 

ชั้นตอนที่ 1  เขาเว็บไซต  https://www.geogebra.org/  แลวเขาสูระบบ 

ชั้นตอนที่ 2  กดปุม Profile   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 62  การสราง Activity (ขั้นตอนที่ 1-2) 
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ชั้นตอนที่ 3  กดปุม Create แลว  กดปุม Activity 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 63  การสราง Activity (ขั้นตอนที่ 3) 
 

ขั้นตอนที่ 4  ใสขอมูลที่ตองการลงในหนาตางนี้ แลวกดบันทึก 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 64  การสราง Activity (ขั้นตอนที่ 4) 
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2.2.9 การสร้าง  Book   เพ่ือรวบรวมหรือจัดเรียงขอมูล Activity ที่ผูใชสรางข้ึน ใหเปนระบบ   

ชั้นตอนที ่1  กดปุม Create แลว  กดปุม Book 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 65  การสราง Book (ขั้นตอนที่ 1) 
 

ขั้นตอนที่ 2  ใสขอมูลที่ตองการลงในหนาตางนี้ แลวกดบันทึก 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 66  การสราง Book (ขั้นตอนที่ 2) 
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ขั้นตอนที่ 3  เพ่ิมบทเรียน หรือ เพิ่มใบงานไดตามตองการ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 67  การสราง Book (ขั้นตอนที่ 3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



37 

บทที่ 3 

วิเคราะหและออกแบบสื่อการเรียนการสอน 

 

จากการศึกษาเนื้อหาและการใชงาน GeoGebra แลว ผูจัดทําโครงงานไดวิเคราะหและออกแบบ

โปรแกรม สําหรับพัฒนาสื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย เรื่อง การอินทิเกรตบนโดเมนทั่วไปโดย

โปรแกรม GeoGebra  แลวสรุปเปนหัวขอตามลําดับ ดังนี้ 

บทที่ 1  การวาดกราฟสมการพหุนาม 

บทที่ 2  การหาอินทิกรัลจํากัดเขต 

บทที่ 3  การอินทิเกรตฟงกชันตัวแปรเดียว 

บทที่ 4  การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปร 

บทที่ 5  การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปร 

โดยในแตละหัวขอมีการนําเสนอในรูปแบบของกราฟ  ผูใชสามารถใสฟงกชัน และเปลี่ยนขอบเขต

ไดตามตองการ อีกทั้งยังออกแบบชิ้นงานใหมีความสวยงามนาสนใจ  ทั้งนี้ในบทที่ 2 เรื่อง การหาอินทิกรัล

จํากัดเขต  ผูจัดทําไดทําวีดีโอเกี่ยวกับเนื้อหา  เพ่ือใหผูใชไดทบทวนเนื้อหากอนการศึกษาจริง ทําใหเขาใจ

เนื้อหาไดงายขึ้น  ซึ่งผูจัดทําไดวางแผนการออกแบบสื่อ สรุปไดดังนี้ 
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 1. คูมือการใชงาน 

2. การวาดกราฟสมการพหุนาม 

 2.1 การวาดกราฟสมการพหุนามตวัแปรเดยีว 

 2.2 การวาดกราฟสมการพหุนาม 2 ตัวแปร 

 2.3 การวาดกราฟสมการพหุนาม 3 ตัวแปร 

 3. การหาอินทิกรัลจํากัดเขต 

 3.1 ผลบวกดารบู 

 3.2 ผลบวกรีมันน 

3.3 สูตรของเกณฑสี่เหลีย่มคางหมู 

 3.4 สูตรของเกณฑของซิมปสัน 

4. การอินทิเกรตฟงกชันตัวแปรเดียว 

 4.1 การอินทิเกรตหาพื้นท่ีของบริเวณที่ปดลอมดวยฟงกชัน 1 ฟงกชัน 

 4.2 การอินทิเกรตหาพื้นท่ีของบริเวณที่ปดลอมดวยฟงกชัน 2 ฟงกชัน 

 4.3 การอินทิเกรตหาพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยฟงกชัน 3 ฟงกชัน 

4.4 การหาปริมาตรที่เกิดจากการหมนุ 

 4.4.1 การหมุนแบบจาน 

 4.4.2 การหมุนแบบวงแหวน 

 5. การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปร 

 5.1 การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 

 5.2 การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนท่ัวไป 

 6. การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปร 

 6.1 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปรบนโดเมนรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

 6.2 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปรบนโดเมนท่ัวไป 
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ผูจัดทําไดดําเนินการออกแบบสื่อการเรียนการสอน  โดยสรางเว็บเพจใน  www.GeoGebra.org และ

ออกแบบหนาตางเว็บเพจในแตละหัวขอ  ดังตอไปนี้ 

3.1 สื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย   

3.2 คูมือการใชงาน 

3.3 การวาดกราฟสมการพหุนาม 

3.4 การหาอินทิกรัลจํากัดเขต 

3.5 การอินทิเกรตฟงกชันตัวแปรเดียว 

3.6 การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปร 

3.7 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปร 
 

3.1 สื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย  เรื่อง  การอินทิเกรตบนโดเมนทั่วไปโดยโปรแกรม 

GeoGebra  

ผูจัดทําไดจัดทําสื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย  เรื่อง  การอินทิเกรตบนโดเมนทั่วไปโดย

โปรแกรม GeoGebra  ในทุกหัวขอ  เพ่ือใหผูใชสามารถเขาไปใชในแตละหัวขอไดอยางสะดวก 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 68  สื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย เรื่อง การอินทิเกรตบนโดเมนทั่วไปโดยโปรแกรม GeoGebra 
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3.2 คู่มือการใช้งาน 

ผูจัดทําไดพัฒนาคูมือการใชงานสื่อการเรียนการสอน ในรูปแบบของวีดีโอ เพื่อใหผูใชทราบ

วิธีการใชงานเครื่องมือตางๆ  ของโปรแกรม GeoGebra ที่ใชในสื่อการเรียนการสอนนี้ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 69  คูมือการใชงาน 
 

3.3 การวาดกราฟสมการพหุนาม 

ผูจัดทําไดแบงหัวขอในบทนี้ออกเปน 3 หัวขอ ดังตอไปนี้ 

3.3.1 การวาดกราฟสมการพหุนามตัวแปรเดียว 
สมการพหุนามตัวแปรเดียวที่นําเสนอกราฟลักษณะตางๆ ดังนี้  กราฟสมการเสนตรง  

กราฟสมการกําลังสอง  กราฟสมการกําลังสาม และกราฟฟงกชันอื่นๆ  ซึ่งผูใชสามารถกดปุม Check Box  

เพ่ือแสดงหรือซอนสมการพหุนาม และเปลี่ยนคาคงท่ีใน Input Box ไดตามตองการ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 70  การวาดกราฟสมการพหุนามตัวแปรเดียว 
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3.3.2 การวาดกราฟสมการพหุนาม 2 ตัวแปร 
สมการพหุนาม 2 ตัวแปร นําเสนอกราฟลักษณะตางๆ ดังนี้  กราฟสมการวงกลม  กราฟ

สมการวงรี  กราฟสมการพาราโบลา  และกราฟสมการไฮเพอรโบลา ซึ่งผูใชสามารถกดปุม Check Box  

เพ่ือแสดงหรือซอนสมการพหุนาม และเปลี่ยนคาคงท่ีใน Input Box ไดตามตองการ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 71  การวาดกราฟสมการพหุนาม 2 ตัวแปร 

3.3.3 การวาดกราฟสมการพหุนาม 3 ตัวแปร 
สมการพหุนาม 3 ตัวแปร นําเสนอกราฟลักษณะตางๆ ดังนี้  กราฟสมการอิลลิปซอยด 

กราฟสมการอิลลิปติกพาราโบลอยด  กราฟสมการอิลลิปติกไฮเพอรโบลอยดแบบชิ้นเดียว  กราฟสมการ

อิลลิปติกไฮเพอรโบลอยดแบบ 2 ชิ้น  กราฟสมการกรวยอิลลิปติก และกราฟสมการไฮเพอรโบลิกพาราโบ

ลอยด ซึ่งผูใชสามารถกดปุม Check Box  เพ่ือแสดงหรือซอนสมการพหุนาม และเปลี่ยนคาคงที่ใน Input 

Box ไดตามตองการ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 72  การวาดกราฟสมการพหุนาม 3 ตัวแปร 
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3.4 การหาอนิทิกรัลจ ากัดเขต 

ผูจัดทําแบงหัวขอ  การหาอินทิกรัลจํากัดเขตในออกเปน 4 หัว  ขอดังตอไปนี้ 

3.4.1 ผลบวกดารบู 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชันใน Input Box  เลื่อน Slide Bar เพ่ือกําหนดคาขอบเขตลาง 

ขอบเขตบน  จํานวนชองที่ตองการแบง และกดปุม Check Box  เพ่ือแสดงหรือซอนผลบวกบน ผลบวก

ลาง และคาอินทิกรัลไดตามตองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 73  ผลบวกดารบู 

3.4.2 ผลบวกรีมันน 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชัน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน  ใน Input Box  เลื่อน Slide Bar 

เพ่ือกําหนดจํานวนชองที่ตองการแบง  จุดในชวงยอย  และกดปุม Check Box  เพ่ือแสดงหรือซอนคา

อินทิกรัลไดตามตองการ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 74  ผลบวกรีมันน 
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3.4.3 สูตรของเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชัน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน  ใน Input Box  เลื่อน Slide Bar 

เพ่ือกําหนดจํานวนชองที่ตองการแบง และกดปุม Check Box  เพ่ือแสดงหรือซอนผลบวกสี่เหลี่ยมคางหมู  

คาอินทิกรัลไดตามตองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 75  สูตรของเกณฑสี่เหลี่ยมคางหมู 
 

3.4.4 สูตรของเกณฑของซิมปสัน 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชัน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน  ใน Input Box  เลื่อน Slide Bar 

เพ่ือกําหนดจํานวนชองที่ตองการแบง และกดปุม Check Box  เพ่ือแสดงหรือซอนผลบวกของซิมปสัน  

คาอินทิกรัลไดตามตองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 76  สูตรของเกณฑของซิมปสัน 
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3.5 การอินทิเกรตฟงกชันตัวแปรเดียว 

ผูจัดทําแบงหัวขอการอินทิเกรตฟงกชันตัวแปรเดียวในบทนี้ออกเปน 4 หัวขอ ดังตอไปนี้ 

3.5.1 การอินทิเกรตหาพ้ืนที่ของบริเวณท่ีปดลอมดวยฟงกชัน 1  ฟงกชัน 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชัน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน ใน Input Box และกดปุม Check Box  

เพ่ือแสดงหรือซอนอินทิกรัลจํากัดเขต และอินทิกรัลไมจํากัดเขตไดตามตองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 77  การอินทิเกรตหาพ้ืนที่ของบริเวณที่ปดลอมดวยฟงกชัน 1  ฟงกชัน 
 

3.5.2  การอินทิเกรตหาพ้ืนที่ของบริเวณที่ปดลอมดวยฟงกชัน 2  ฟงกชัน 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชันทั้ง 2 ฟงกชัน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน  ใน Input Box  เลื่อน 

Slide Bar เพ่ือกําหนดขอบเขตลาง ขอบเขตบน และกดปุม Check Box  เพ่ือแสดงหรือซอนเมื่อฟงกชัน 

2 ฟงกชันตัดกัน และเมื่อฟงกชัน 2 ฟงกชันไมตัดกันไดตามตองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 78  การอินทิเกรตหาพ้ืนที่ของบริเวณที่ปดลอมดวยฟงกชัน 2  ฟงกชัน 
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3.5.3 การอินทิเกรตหาพ้ืนที่ของบริเวณท่ีปดลอมดวยฟงกชัน 3  ฟงกชัน 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชันทั้ง 3 ฟงกชัน  ใน Input Box  ไดตามตองการ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 79  การอินทิเกรตหาพ้ืนที่ของบริเวณที่ปดลอมดวยฟงกชัน 3  ฟงกชัน 
 

3.5.4 การหาปริมาตรรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุน 

การหาปริมาตรรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุนที่ผูจัดทํานําเสนอ ประกอบดวย การหมุน

แบบจาน การหมุนแบบวงแหวน และการหมุนแบบเปลือกทรงกระบอก ดังภาพตอไปนี้ 

1)  การหมุนแบบจาน 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชัน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน ใน Input Box  เลื่อน Slide Bar 

เพ่ือกําหนดองศาที่ตองการหมุน และกดปุม Check Box  เพ่ือแสดงหรือซอนการหมุนรอบแกนที่ขนาน

กับแกน   และการหมุนรอบแกนที่ขนานกับแกน   ไดตามตองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 80  การหาปริมาตรรูปทรงตันที่เกิดจากการหมุน 
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2) การหมุนแบบวงแหวน 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชันทั้ง 2 ฟงกชัน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน ใน Input Box เลื่อน 

Slide Bar เพ่ือกําหนดองศาที่ตองการหมุน และกดปุม Check Box  เพ่ือแสดงหรือซอนการหมุนรอบ

แกนที่ขนานกับแกน   และการหมุนรอบแกนที่ขนานกับแกน   ไดตามตองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 81  การหมุนแบบวงแหวน 
 

3.6 การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปร 

ผูจัดทําแบงหัวขอการอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปร  ในบทนี้ออกเปน 2 หัวขอดังตอไปนี้ 

3.6.1 การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชัน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน ใน Input Box และกดปุม Check Box  

เพ่ือแสดงหรือซอนฟงกชันไดตามตองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 82  การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
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3.6.2 การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชัน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน ใน Input Box และกดปุม Check Box  

เพ่ือแสดงหรือซอนฟงกชันไดตามตองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 83  การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 
 

3.7 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปร 

ผูจัดทําแบงหัวขอการอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปร ในบทนี้ออกเปน 2 หัวขอดังตอไปนี้ 

3.7.1 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปรบนโดเมนรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชัน ขอบเขตลาง ขอบเขตบน ใน Input Box ไดตามตองการ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 84  การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปรบนโดเมนรูปทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก 
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3.7.2 การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาพที่ 85  การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 
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บทที่  4 

การเขียนโปรแกรม 

 

ในการพัฒนาสื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย  เรื่อง การอินทิเกรตบนโดเมนทั่วไป ผูจัดทํา 

เลือกใชโปรแกรม GeoGebra  เพราะโปรแกรมนี้มีฟงกชันการคํานวณ และแสดงการคํานวณ  รวมทั้ง

สามารถแสดงรูปภาพที่มีสีสันได  ในบทนี้จึงเลือกหัวขอที่มีการใชงาน GeoGebra  เต็มรูปแบบ คือมีทั้ง 

Check Box, Slide Bar, Text Box  ใหใสฟงกชัน และวาดกราฟ  พรอมทั้งเขียนโคดในโปรแกรม 

GeoGebra  คือเรื่อง นิยามการอินทิเกรตแบบผลบวกดารบู และการอินทิเกรต 2  ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 

มาอธิบายในบทนี้ ดังนี้  
 

4.1 นิยามการอินทิเกรตแบบผลบวกดารบู   

ในเรื่อง  นิยามการอินทิเกรตแบบผลบวกดารบู  ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชันขอบเขตบน  

ขอบเขตลาง  จํานวนชวงที่ตองการแบง  ผลบวกบน และผลบวกลางได  ซึ่งเขียนโคดไดดังนี้   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 86  นิยามการอินทิเกรตแบบผลบวกดารบู   
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โดยการเขียนโคดในหนาตาง Algebra  ดังนี้ 
 

ล าดับที่ โค้ด ข้อมูล 

1  ( )       สรางฟงกชันพรอมสราง Input Box 

2      สราง Slider เพ่ือกําหนดขอบเขตลาง 

3       สราง Slider เพ่ือกําหนดขอบเขตบน 

4 
     

สราง Slider เพ่ือกําหนดจํานวนชวงที่

ตองการแบง   

5           (       ) สรางการคํานวณผลบวกบน 

6           (       ) สรางคํานวณผลบวกลาง 

7           (     ) สรางคํานวณผลการอินทิเกรต 

8        
สราง Check Box เพ่ือกําหนดการแสดงผล

ของผลบวกบน 

9        
สราง Check Box เพ่ือกําหนดการแสดงผล

ของผลบวกลาง 

10 
       

สราง Check Box เพ่ือกําหนดการแสดงผล

การอินทิเกรต  

11      { } { }{ }      สราง Text เพ่ือแสดงผลการอินทิเกรต 

12   ตารางหนวย สราง Text เพ่ือแสดงผลบวกบน 

13   ตารางหนวย สราง Text เพ่ือแสดงผลบวกลาง 

14   ตารางหนวย สราง Text เพ่ือแสดงผลการอินทิเกรต 

15   คือ จํานวนชองที่ตองการแบง [   ] สราง Text เพ่ือแสดงคําอธิบายคาของ n 
 

จากนั้นตกแตงใหสวยงาม โดยการเปลี่ยนสี และปรับขนาดตามท่ีผูใชตองการ  แลวบันทึกขอมูล 
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4.2 การอินทิเกรต 2 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป   

ในเรื่อง  การอินทิเกรต 2 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป  ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชันและโดเมน 

ไดตามตองการ  ซึ่งเขียนโคดไดดังนี้   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ภาพที่ 87  การอินทิเกรต 2 ตัวแปรบนโดเมนทั่วไป 
 

ล าดับที่ โค้ด ข้อมูล 

1  (   )        สรางฟงกชันพรอมสราง Input Box 

2  (   )          (   ) อินทิเกรตฟงกชัน  (   ) เทียบ   

3      ( )     ( ) สรางขอบเขตบนคา   พรอมสราง Input Box 

4      ( )     ( ) สรางขอบเขตลางคา   พรอมสราง Input Box 

5  ( )          ( )  

  (       ( )) 
แทนคาการอินทิเกรตเทียบ    

6  ( )          ( ) แปลงรูปอยางงาย ฟงกชัน  ( ) 

7          สรางขอบเขตบนคา   พรอมสราง Input Box 

8            สรางขอบเขตลางคา   พรอมสราง Input Box 

9           (               ) อินทิเกรตฟงกชัน  ( ) เทียบ   

10  (   )          ( ) แปลงรูปอยางงาย ฟงกชัน  (   )  

11             กําหนดชื่อตัวแปร        

12            กําหนดชื่อตัวแปร        

13                    กําหนดขอบเขตคา   

 



52 

ล าดับที่ โค้ด ข้อมูล 

14            (        ) 
สรางจุดตัดของขอบเขตบนคา   และ 

ขอบเขตบนคา   

15            (        ) 
สรางจุดตัดของขอบเขตลางคา   และ 

ขอบเขตบนคา   

16            (        ) 
สรางจุดตัดของขอบเขตบนคา   และ 

ขอบเขตลางคา   

17            (        ) 
สรางจุดตัดของขอบเขตลางคา   และ 

ขอบเขตลางคา   

18           (   ) สรางเสนตรงระหวางจุด   และ จุด   

19           (   ) สรางเสนตรงระหวางจุด   และ จุด   

20      ( )    (  ( )      ( )) สรางเสนตรงระหวางจุด   และ จุด   

21       ( )    (  ( )      ( )) สรางเสนตรงระหวางจุด   และ จุด   

22         (           ) สรางระนาบ  =ขอบเขตลางคา   

23                  (    ) 
เสนตรงที่ตัดระนาบ  =ขอบเขตลางคา    

กับฟงกชัน  (   ) 

24         (           ) สรางระนาบ  =ขอบเขตบนคา   

25                  (    ) 
เสนตรงที่ตัดระนาบ  =ขอบเขตบนคา   

กับฟงกชัน  (   ) 

26     ( ( )  ( )  ( ( )  ( ))) สรางจุด    โดยให    ( ( )  ( )) 

27            (    ) สรางเสนตรงระหวางจุด   และ จดุ    

28     ( ( )  ( )  ( ( )  ( ))) สรางจุด    โดยให    ( ( )  ( )) 

29            (    ) สรางเสนตรงระหวางจุด   และ จุด    

30     ( ( )  ( )  ( ( )  ( ))) สรางจุด    โดยให    ( ( )  ( )) 

31            (    ) สรางเสนตรงระหวางจุด    และ จุด    

32     ( ( )  ( )  ( ( )  ( ))) สรางจุด    โดยให    ( ( )  ( )) 

33            (    ) สรางเสนตรงระหวางจุด    และ จุด    

34 
          (           
  (        )        (      )  
     (      )      ) 

สรางพ้ืนผิวการอินทิเกรต 

35 
          (           
  (        )        (       )  
     (      )      ) 

สรางพ้ืนผิวการอินทิเกรต 
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ล าดับที่ โค้ด ข้อมูล 

36 
          (       ( )   
  (     ( )  )                   
   ) 

สรางพ้ืนผิวการอินทิเกรต 

37 
          (       ( )   

         ( )                      
   ) 

สรางพ้ืนผิวการอินทิเกรต 

38 
  (   )    (     (      )     
     (      )       ( )    
      ( )  (   )) 

สรางพ้ืนผิว  (   ) 

39        
สราง Check Box เพ่ือกําหนดการแสดงผลของ

สรางพ้ืนผิว  (   ) 

40      {} {}{ }     {} {}{ }           สราง Text เพ่ือแสดงผลการอินทิเกรต 

 

จากนั้นตกแตงใหสวยงาม โดยการเปลี่ยนสี และปรับขนาดตามท่ีผูใชตองการ แลวบันทึกขอมูล 
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บทที่  5 

สรุปผลและข้อเสนอแนะ 

 

5.1  สรุปผลการด าเนินงาน 

ผูจัดทําไดพัฒนาสื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย เรื่อง การอินทิเกรตบนโดเมนทั่วไป โดย

โปรแกรม GeoGebra  ซึ่งสื่อการเรียนการสอนนี้เปนสื่อการเรียนการสอน  แบบมัลติมีเดียในรูปแบบ 

Interactive  ที่ผูเรียนสามารถโตตอบกับโปรแกรมได  คือผูเรียนสามารถเปลี่ยนฟงกชันคาคงตัว และ

ขอบเขตของการอินทิเกรตได แลวโปรแกรมจะเปลี่ยนการแสดงผลไปตามฟงกชันที่ตองการ ซึ่งสื่อการเรียน

การสอนชุดนี้  จะมีทั้งภาพสองมิติ  และสามมิติที่มีสีสันสวยงามประกอบเนื้อหา  ทําใหผูเรียนสามารถเขาใจ

บทเรียนไดงายขึ้น  อีกทั้งยังชวยกระตุนใหผูเรียนสนใจที่จะศึกษาคนควาเนื้อหาตางๆ  ของบทเรียนดวย 

การสรางสื่อการเรียนการสอนนี้  ผูจัดทําไดแบงเนื้อหาออกเปน  5  บท  คือ   

บทที่ 1  การวาดกราฟสมการพหุนาม 

บทที่ 2  การหาอินทิกรลัจํากัดเขต 

บทที่ 3  การอินทิเกรตฟงกชันตัวแปรเดียว 

บทที่ 4  การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปร 

บทที่ 5  การอินทิเกรตฟงกชัน 3 ตัวแปร 

ในลักษณะของกราฟที่ผูใชสามารถเปลี่ยนฟงกชันคาคงตัว  และขอบเขตไดตามตองการ  โดย

เรียงลําดับเนื้อหาจากพ้ืนฐานตั้งแต  การวาดกราฟกราฟสมการพหุนามอยางงายไปจนถึงการอินทิเกรตที่มี

ความซับซอนมากขึ้น  เพ่ือใหเกิดความตอเนื่องของการศึกษาเนื้อหา  พรอมทั้งจัดทําคูมือการใชในรูปแบบ

วีดีโอ  สําหรับบอกวิธีการใชสื่อการเรียนการสอนนี้ 

ในการพัฒนาสื่อการเรียนการสอนนี้  ผูจัดทําไดทบทวนความรู ความเขาใจในเนื้อหาบทเรียน 

เรื่อง  การวาดกราฟสมการพหุนาม  การหาอินทิกรลัจํากัดเขต  การอินทิเกรตหาพ้ืนที่ของบริเวณที่ปดลอม

ดวยฟงกชัน  การหาปริมาตรที่เกิดจากการหมุน  การอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัวแปร  และการอินทิเกรต

ฟงกชัน 3 ตัวแปร  ทั้งยังศึกษาโปรแกรมคอมพิวเตอรทางดานมัลติมีเดีย  โดยเฉพาะโปรแกรม GeoGebra  

รวมทั้งเทคนิคการพัฒนาสื่อการเรียนการสอนรูปแบบตางๆ  เชน  การถายทํา และการตัดตอคลิปวีดีโอ  

การบันทึก  เปนตน  ทําใหสามารถวิเคราะห  ออกแบบ  และประยุกตความรูทั้งหมดเพ่ือนํามาพัฒนาเปน

สื่อการเรียนการสอนนี้ได  
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5.2  ปญหา อุปสรรค และวิธีการแก้ปญหา 

5.5.1  ปญหาเกี่ยวกับการออกแบบสื่อการเรียนการสอน 

ผูจัดทํา  ตองศึกษาการออกแบบสื่อวาควรออกบบอยางไรใหสื่อการเรียนการสอนมี

ความนาสนใจและทําใหผูศึกษาตองการที่จะติดตามศึกษาตอไป  ผูจัดทําจึงใชเวลาคอนขางม ากใน

การศึกษาหาขอมูลเกี่ยวกับเนื้อหาและโปรแกรมที่จะใชในการออกแบบสื่อการเรียนการสอนนี้   ใหมีความ

นาสนใจและมีความแปลกใหมมากขึ้น และโดยเฉพาะการโตตอบกับผูใชงาน  จนกระทั้งผูจัดทําตัดสินใจ

เลือกใชโปรแกรม GeoGebra   

5.5.2  ปญหาเกี่ยวกับการใชโปรแกรม GeoGebra   

เนื่องจากปจจุบันคูมือประกอบการใชโปรแกรม GeoGebra มีนอยและเปนภาษาอังกฤษ  

ผูจัดทําจึงไดศึกษา คนควาและรวบรวมขอมูลจากทั้งหนังสือ เว็บไซต สื่อมัลติมิเดีย  และวิดีโอของ

ตางประเทศ  ในหลากหลายประเทศ  หลากหลายภาษา  ซึ่งทําใหใชเวลาในการศึกษามาก  แตในที่สุด

ผูจัดทําก็สามารถใชประโยชนของโปรแกรม GeoGebra ไดอยางมีประสิทธิภาพ  

5.5.3  ปญหาเกี่ยวกับการจัดเรียงเนื้อหา 

ในการจัดเรียงเนื้อหาของสื่อการเรียนการสอน  ผูจัดทําเนนเนื้อหาที่สามารถนําเสนอใน

รูปของกราฟที่ผูใชจะสามารถเปลี่ยนฟงกชัน  และขอบเขตตามตองการได  ทําใหการจัดเรียงเนื้อหามี

ขอจํากัดมาก  ผูจัดทําใชเวลานานในการคนควา  ทบทวนบทเรียน  รวมทั้งไดปรึกษาอาจารยที่ปรึกษา  จน

สามารถสรุปเปนเนื้อหาที่จะนําเสนอใน  5  บท ที่กลาวมาแลว 

5.5.4  ปญหาเกี่ยวกับการเชื่อมโยงขอมูล 

เนื่องจากสื่อการเรียนการสอน  มีไฟลขอมูลยอยเปนจํานวนมาก  ในบางครั้งจึงเกิดความ

ผิดพลาดในการเชื่อมโยงขอมูล  ผูจัดทําจึงตองทําการตรวจสอบและทบทวนอยางละเอียดรอบคอบอยูเสมอ 

5.5.5  ปญหาเกี่ยวกับการจัดทําคูมือวีดีโอ 

เนื่องจากผูจัดทําไมมีความชํานาญในการทําวีดีโอ  จึงตองใชเวลาในการศึกษาขอมูลที่ใช

ในการจัดทําวีดีโอ จะกระท่ังไดคูมือการใชโปรแกรม GeoGebra ในรูปแบบของวีดีโอที่สมบูรณ 

5.5.6  ปญหาเกี่ยวกับการใชระบบปฏิบัติการของคอมพิวเตอร 

เนื่องจากผูจัดทํา  2  คน  ใชระบบปฏิบัติการของคอมพิวเตอรตางกัน  ทําใหเกิดปญหา

ในการแลกเปลี่ยนขอมูล  ผูจัดทําจึงตกลงที่จะใชระบบปฏิบัติการ  Windows  ที่มี Version  เดียวกัน  เพ่ือ

งายตอการแลกเปลี่ยนขอมูลซึ่งกันและกัน  

5.3  ข้อเสนอแนะ 

5.3.1  การพัฒนาสื่อการเรียนการสอน  ในครั้งตอไปควรมีเนื้อหาในเรื่องอ่ืนๆ เพ่ิมขึ้น  เพ่ือให

ผูใชงานสามารถเลือกใชงานไดมากขึ้น 

5.3.2  ถาจะใหสื่อการเรียนการสอนนี้สมบูรณขึ้น  ควรเพ่ิมเติมแบบทดสอบ  ในสื่อการเรียน

การสอน  เพื่อวัดผลผูเรียน  
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ภาคผนวก 
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แบบเสนอหัวข้อโครงงาน  รายวิชา  2301399 Project Proposal 

ปีการศึกษา 2562 
 

ชื่อโครงงาน (ภาษาไทย) สื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย เรื่อง การอินทิเกรตบนโดเมนทั่วไป 

โดยโปรแกรม GeoGebra 

ชื่อโครงงาน (ภาษาอังกฤษ) Multimedia CAI : Integral Over General Region by GeoGebra 

อาจารยที่ปรึกษา   1. ผูชวยศาสตราจารย วาสนา สุขกระสานติ 

ผูดําเนินโครงงาน   1. กิตติภัทร แกวเจริญ  เลขประจําตัวนิสิต 5933505323 

    2. ชินรินทร ชัยศักกรีนนท  เลขประจําตัวนิสิต 5933513323 

    สาขาวิชาคณิตศาสตร ภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร 

    คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

 

หลักการและเหตุผล 

เนื่องจากนิสิต นักศึกษา ที่ศึกษาดานวิทยาศาสตร และวิศวกรรมศาสตรมีความจําเปนที่จะตอง

ศึกษาเนื้อหาการคํานวณเกี่ยวกับ การหาพ้ืนที่ของบริเวณและปริมาตรของรูปทรงตันที่คํานวณไดยาก ซึ่ง

ตองใชการคํานวณการอินทิเกรตฟงกชัน 1, 2 และ 3 ตัวแปร เนื้อหาในเรื่องนี้จะเกี่ยวของกับรูปภาพทั้งสอง

มิติและสามมิติ สําหรับเนื้อหาเรื่องการอินทิเกรตก็เปนเรื่องที่ทําความเขาใจไดยากและการนําเสนอในตํารา

ตาง ๆ นั้นจะทําไดเฉพาะภาพสองมิติ ทําใหผูที่ศึกษาทําความเขาใจไดยากยิ่งขึ้น 

ผูดําเนินโครงงานจึงตองการพัฒนาบทเรียนชวยสอนเรื่องการอินทิเกรต ตั้งแต พ้ืนฐานจนถึงขั้นสูง

คือเริ่มตั้งแต นิยามของการอินทิเกรต การหาพ้ืนที่ของบริเวณปดลอมดวยเสนโคง การหาปริมาตรที่เกิดจาก

การหมุนบริเวณ การหาปริมาตรรูปทรงตันตาง ๆ ที่ปดลอมดวยพ้ืนผิว โดยนําเสนอในรูปแบบของสื่อการ

เรียนการสอนแบบ Interactive ซึ่งที่ผูเรียนจะสามารถโตตอบกับโปรแกรมได คือผูเรียนสามารถเปลี่ยน

ฟงกชั่นและขอบเขตได แลวโปรแกรมจะเปลี่ยนการแสดงผลไป ตามฟงกชั่นที่ตองการทันที ซึ่งจะมีภาพสาม

มิติที่มีสีสันประกอบ ทําใหผูเรียนสามารถทําความเขาใจบทเรียนไดงายข้ึน 

วัตถุประสงค 

เพ่ือพัฒนาสื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดียเกี่ยวกับ การหาพ้ืนที่ของบริเวณและปริมาตรของ

รูปทรงตันตาง ๆ ที่ใชการคํานวณเรื่องการอินทิเกรต ใหสามารถนําเสนอในรูปแบบตาง ๆ โดยผูเรียน

สามารถที่จะเปลี่ยนฟงกชันและขอบเขตไดตามตองการ 
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ขอบเขตของโครงงาน 

1. การคํานวณหาพ้ืนที่ของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง จะคํานวณเฉพาะการปดลอมดวยเสนโคง   

ไมเกิน  2 เสน 

2. การคํานวณหาปริมาตรที่เกิดจากการหมุนบริเวณรอบแกนหมุนโดยจะใชแกนหมุนเปนแกน X , 

Y และแกนที่ขนานกับแกน X , Y เทานั้น 

3. การคํานวณหาพ้ืนที่ของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคงพรอมทั้งหาคาการอินทิเกรตฟงกชัน 2 ตัว

แปรภายใตบริเวณนั้น  

4. การคํานวณหาปริมาตรที่ปดลอมดวยพื้นผิว โดยจะคํานวณเฉพาะการปดลอมดวยพื้นผิว 2 ถึง 3 

พ้ืนผิว 

5. การคํานวณหาปริมาตรของรูปทรงตันที่ปดลอมดวยพ้ืนผิวพรอมทั้งหาคาการอินทิเกรตฟงกชัน 

3 ตัวแปร ภายใตรูปทรงตันนั้น จะคํานวณเฉพาะการปดลอมดวยพื้นผิว 2 พ้ืนผิว 
 

วิธีการด าเนินงาน 

1. ศึกษาและวิเคราะหบทเรียนเกี่ยวกับเรื่องการอินทิเกรต เพื่อเรียบเรียงเปนเนื้อหาที่จะนําเสนอ 

2. ศึกษาโปรแกรมสําเร็จรูป GeoGebra ver.6.0.562  และทดสอบขอบเขตความสามารถของ

โปรแกรม GeoGebra  

3. วิเคราะหและออกแบบสื่อการเรียนการสอนทั้งรูปแบบการนําเสนอและการใชงาน 

4. พัฒนาและตกแตงสื่อการเรียนการสอนใหสะดวกและงายตอการใชงาน 

5. ทดสอบและแกไขขอผิดพลาดของสื่อการเรียนการสอนที่ได 

6. วิเคราะหประสิทธิภาพของสื่อการสอน 

7. สรุปผล จัดทําเอกสารและคูมือการใชงาน 
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ระยะเวลาที่ศึกษา 

ขั้นตอนการดําเนินงาน 
พ.ศ. 2562 พ.ศ. 2563 

มิ.ย. ก.ค. ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 

1.) ศึกษาและวิเคราะห

บทเรียนเกี่ยวกับเรื่องการ

อินทิเกรต  

           

2.) ศึกษาโปรแกรมสําเร็จรูป 

GeoGebra 

           

3.) วิเคราะหและออกแบบสื่อ

การเรียนการสอน 

           

4.) พัฒนาสื่อการสอน            

5.) ทดสอบ และแกไข

ขอผิดพลาดของสื่อการเรียน

การสอนที่ได 

           

6.) วิเคราะหประสิทธิภาพ

ของสื่อการสอน 

           

7.) สรุปผล จัดทําเอกสารและ

คูมือการใชงาน 

           

 

ประโยชนที่คาดว่าจะได้รับ 

 ประโยชนตอผูดําเนินโครงงาน 

1. ไดทบทวนความรูความเขาใจในบทเรียนเรื่องการอินทิเกรต 

2. สามารถใชโปรแกรมสําเร็จรูป GeoGebra ver.6.0.562 

3. สามารถออกแบบและพัฒนาสื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย 

4. ไดเพ่ิมพูนทักษะในการสืบคนขอมูล 

5. ไดประสบการณในการนําเสนอความรูในรูปแบบออนไลน 

6. ไดประสบการณทํางานรวมกับผูอ่ืน 
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ประโยชนตอผูใชงาน 

1. ใชสื่อการเรียนการสอนเพ่ือศึกษาบทเรียนเรื่องการอินทิเกรตบนโดเมนทั่วไป 

2. นําไปใชประกอบการเรียนการสอนได 

3. ผูเรียนมีความเขาใจในการมองรูปสามมิติที่ดีขึ้น 

4. สรางแรงจูงใจใหผูใชงานสนใจที่จะเรียนรูมากข้ึน 

 

อุปกรณและเครื่องมือที่ใช้ 

Hardware 

1. เครื่องคอมพิวเตอร 

ความเร็วไมต่ํากวา 2.7 GHZ 

RAM ความจุไมต่ํากวา 4 GB 

Hard disk ความจุไมต่ํากวา 1 TB 

2. เครื่องพิมพ 

3. อุปกรณบันทึกขอมูล Flash drive และ CD-RW 

4. อุปกรณบันทึกเสียง 

Software 

1. ระบบปฏิบัติการ Microsoft Window 8 

2. โปรแกรมงานเอกสาร Microsoft Office 2010 

3. โปรแกรม GeoGebra ver.6.0.562 
 

งบประมาณ 

1.  คากระดาษ A4      1,000  บาท 

2.  คาอุปกรณจัดเก็บขอมูล    1,000  บาท 

3.  คาตลับหมึกพิมพ     1,500  บาท 

4.  คาอุปกรณบันทึกเสียง    1,200  บาท 

5.  คาอุปกรณเครื่องเขียน      300  บาท 
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เอกสารอ้างอิง 

 

[1]  ดํารงค ทิพยโยธา, ณัฏฐนาถ ไตรภพ, ยุวรีย พันธกลา. (2562). แคลคูลัส 1. พิมพครั้งที่ 6. 

กรุงเทพ:  สํานักพิมพแหงจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย. 

[2]  ดํารง ทิพยโยธา, ณัฏฐนาถ ไตรภพ, สุรชัย สมบัติบริบูรณ. (2562). แคลคูลัส 2. พิมพครั้งที่ 3. 

กรุงเทพ: สํานักพิมพแหงจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย. 

[3]  ดํารงค ทิพยโยธา, ยุวรีย พันธกลา, ณัฏฐนาถ ไตรภพ, สุรชัย สมบัติบริบูรณ. (2562). 

แคลคูลัส 3. พิมพครั้งที่ 2. กรุงเทพ: สํานักพิมพแหงจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย. 

[4]  คูมือ GeoGebra สืบคน 17 กันยายน 2562, จาก 

https://www.geogebra.org/m/aWhYSpvy 

[5]  Gerrit Stols. (2013), GeoGebra tutorial: Riemann sum, สบืคน 25 กันยายน 2562 

จาก https://www.youtube.com/watch?v=HluZOUumnb4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



63 

ผู้จัดท าโครงงาน 

 

 

นายกิตติภัทร  แกวเจริญ 

เลขประจําตัวนิสิต 5933505323 

นิสิตชั้นปท่ี 4  สาขาวิชาคณิตศาสตร 

ภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร 

คณะวิทยาศาสตร  จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

 

 

 

 

 

นางสาวชินรินทร  ชัยศักกรีนนท  

เลขประจําตัวนิสิต 5933513323 

นิสิตชั้นปท่ี 4  สาขาวิชาคณิตศาสตร 

ภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร 
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QR CODE  สื่อการเรียนการสอนแบบมัลติมีเดีย 

เรื่อง  การอินทิเกรตบนโดเมนท่ัวไป  โดยโปรแกรม GeoGebra 
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