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บทที่ 1 
บทน า 

 
1.1 ความเป็นมาและความส าคัญ 

 
ในการใช้วิธีเชิงตัวเลขผ่านคอมพิวเตอร์เพ่ือค านวณหาค่าของปัญหานั้นๆ ค่าท่ีหาได้จะมี

ความผิดพลาดเกิดข้ึน เพราะโดยหลักการแล้ว ค่าท่ีน ามาใช้ในการค านวณส่วนมากเป็นเพียง
ค่าประมาณของค่าจริงที่ต้องการ อย่างเช่นการที่เราไม่สามารถหาผลบวกของอนุกรมอนันต์ที่มีจ านวน
อนันต์พจน์ได้ จึงต้องประมาณค่านั้นด้วยผลบวกจ านวนจ ากัดพจน์แรก แล้วส่วนปลายของอนุกรมนั้น
ที่ตัดทิ้งก็จะกลายเป็นค่าความผิดพลาดที่เกิดขึ้น ซึ่งเรียกว่า ค่าความผิดพลาดจากการตัดปลาย 
(truncation error) หรือ การที่เรามีจ านวนอตรรกยะที่เป็นทศนิยมไม่รู้จบ เราไม่สามารถเขียน
ทศนิยมออกมาได้หมดทุกต าแหน่ง โดยเราจะเขียนค่าประมาณถึงเพียงทศนิยมที่ต้องการ เช่น ถ้า
ต้องการทศนิยม 4 ต าแหน่งก็จะตัดทศนิยมตั้งแต่ต าแหน่งที่ 5 ทิ้งไป หรือปัดเศษของทศนิยมตัวถัดไป
ขึ้นมาท่ีต าแหน่งที่ 4 อีก 1 ซึ่งจะเกิดค่าความผิดพลาดขึ้นมา เรียกว่า ค่าความผิดพลาดจากการปัด
เศษ (round-off error) 

การหาค่าลิมิตของฟังก์ชัน เราสามารถท าได้หลากหลายวิธี เช่น การแทนค่าตัวเลขลงใน
ฟังก์ชันโดยตรง หรือ ใช้วิธีการและทฤษฎีทางคณิตศาสตร์มาช่วย เช่น การแยกตัวประกอบ ทฤษฎีบท
ของโลปิตาล เป็นต้น หรือ อาจจะใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์มาช่วยในการค านวณหาค่าได้ เช่น 
MathCad, Mathematica, และ Matlab เป็นต้น ซึ่งในบางครั้งในกรณีท่ีฟังก์ชันมีความซับซ้อนมาก 
โปรแกรมท่ีใช้ก็อาจจะไม่สามารถหาค่าท่ีถูกต้องได้ รวมทั้งการแทนค่าตัวเลขให้ใกล้กับจุดที่จะหาค่า
ลิมิตโดยใช้โปรแกรมค านวณ ส่วนมากก็จะมีความผิดพลาดที่เกิดมาจากความผิดพลาดจากการปัดเศษ 
ดังนั้นการหาค่าของลิมิตโดยการแทนตัวเลขใกล้จุดที่ต้องการหาค่าลิมิต  จึงเป็นตัวอย่างของปัญหา
เกี่ยวกบัความผิดพลาด ที่อาจจะเกิดขึ้นมาจากการปัดเศษ 

ในการศึกษา เราสนใจที่จะศึกษาถึงแนวทางในการใช้คอมพิวเตอร์มาช่วยในการหาค่าลิมิต
จากการแทนค่า โดยพิจารณาเกี่ยวกับค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษ โดยเรามีสมมติฐานที่ว่า ถ้าเรา
สามารถควบคุมค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษให้เหมาะสม ก็อาจจะท าให้เราสามารถค านวณค่า
ลิมิตได้ภายใต้ความแม่นย าที่เราต้องการได้ 
 
 
1.2 วัตถุประสงค์ 

1. เพ่ือศึกษาเกี่ยวกับผลของค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษต่อการค านวณค่าลิมิตของฟังก์ชัน 
1 ตัวแปร ที่ค่าลิมิตเป็นจ านวนจริง 

2. เพ่ือศึกษาถึงแนวทางในการใช้คอมพิวเตอร์มาช่วยในการประมาณค่าลิมิตภายใต้แม่นย า
ภายใต้ที่ต้องการ 
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1.3 ขอบเขตของโครงงาน 

1. ในการหาค่าลิมิตของฟังก์ชัน ศึกษาเฉพาะฟังก์ชัน 1 ตัวแปร ที่ค่าลิมิตเป็นจ านวนจริง 
โดยการค านวณค่าประมาณท่ีมีความผิดพลาดจากการปัดเศษมาเก่ียวข้อง 

2. ในการค านวณจ าด าเนินการด้วยคอมพิวเตอร์ โดยใช้โปรแกรม MATLAB 

 
1.4 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

1. ในด้านความรู้และประสบการณ์ต่อตัวนิสิตเอง 
1.1 ฝึกฝนการหาค่าลิมิตของฟังก์ชันด้วยวิธีการต่างๆ 
1.2 ทดลองใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ในการค านวณ 

2. ความรู้ ความเข้าใจที่น าไปสู่การแก้ไขปัญหา 
2.1 ควบคุมค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษได้อย่างเหมาะสม ท าให้สามารถ

ค านวณค่าลิมิตได้ ภายใต้ความแม่นย าที่ก าหนดให้ 
2.2 เป็นแนวทางส าหรับบุคคลที่สนใจในการศึกษาค้นคว้าเพ่ิมเติมหรือน าไปพัฒนา

ต่อส าหรับปัญหาอ่ืนๆ ที่ต้องการความแม่นย าสูง ที่อาจจะมีปัญหาที่เกิดขึ้นจาก
การปัดเศษ



 
 

บทที่ 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

 
2.1 ลิมิตของฟังก์ชัน 1 ตัวแปร 

 
บทนิยาม ให้ E เป็นสับเซตของจ านวนจริง R และ เราจะกล่าวว่า a เป็น จุดลิมิต (Limit 
point) ของ E ก็ต่อเมื่อ ส าหรับทุกๆจ านวนจริงบวก   ที่ก าหนดให้ จะได้ว่า          )  
{ })      

 
บทนิยาม ให้ f : D R เมื่อ D เป็นสับเซตของ R และ a เป็นจุดลิมิตของ D เราจะกล่าวว่า 
f(x) มี ลิมิต (limit) เป็นจ านวนจริง L ก็ต่อเมื่อ ส าหรับทุกๆจ านวนจริงบวก   ที่ก าหนดให้ จะมี
จ านวนจริงบวก   ที่ท าให้ 

|   )   |    
ทุก x   D ซ่ึง   |   |    
 

ในการหาค่าลิมิตของฟังก์ชัน เราสามารถท าได้หลายวิธี ซึ่งตามปกติเรามักนิยมใช้การแทนค่า
ตัวเลขลงในฟังก์ชันโดยตรง เพ่ือดูว่าลิมิตเข้าใกล้ค่าใด หรืออาจจะใช้การจัดรูป การแยกตัวประกอบ 
แต่ในบางครั้งค่าของฟังก์ชันก็อยู่ในรูปแบบที่ไม่สามารถจัดรูปหรือแยกตัวประกอบได้ เราสามารถใช้
กฎของโลปิตาลในการหาค่าลิมิตออกมาได้ ซึ่งมีท้ังสิ้นหลายรูปแบบ เช่น หากสมการอยู่ในรูปของ 0/0 
หรือ ∞/∞ หรือ  เราก็สามารถท าการหาอนุพันธ์ไปเรื่อยจนกว่าจะได้ค าตอบของลิมิต ด้วยการหา
อนุพันธ์ของตัวเศษและตัวส่วน 

 
หมายเหตุ ในโครงงานนี้เราจะพิจารณาเฉพาะในกรณีท่ีค่าลิมิตเป็นจ านวนจริง L เท่านั้น 
อีกวิธีหนึ่งที่นิยมใช้การหาค่าลิมิต ซึ่งสามารถท าโดยในเชิงสัญลักษณ์ หรือการแทนค่าด้วยตัวเลขที่
ใกล้เคียงกับจุดลิมิต 

การหาค่าลิมิต ในเชิงสัญลักษณ์ (symbolic) สามารถท าได้ด้วยโปรแกรมต่างๆ เช่น 
Mathematica, Matlab เป็นต้น ส่วนการประมาณค่าลิมิตโดยการแทนค่า สามารถท าได้โดยใช้เครื่อง
ค านวณทั่วไป เช่นเครื่องคิดเลข หรือ คอมพิวเตอร์ เป็นต้น 

ส าหรับในโครงงานนี้จะศึกษาการประมาณค่าลิมิตโดยการแทนค่าใกล้เคียงจุดลิมิต ผ่านการ
ค านวณโดยใช้โปรแกรมแมทแลบ  (MatLab) เป็นเครื่อง เนื่องจากมีความสามารถในการเขียนเป็น
โปรแกรมชุดค าสั่งส าหรับการค านวณ และ สามารถก าหนดความแม่นย าในการค านวณได้ด้วย ท าให้
สามารถน ามาศึกษาเกี่ยวกับความผิดพลาดที่เกิดจากการปัดเศษส าหรับการประมาณค่าของลิมิตของ
ฟังก์ชัน 1 ตัวแปร 
 
 
 



4 

 

 

 
โปรแกรมแมทแลบ 
ข้อมูลของส่วนนี้น ามาจากหนังสือชื่อพ้ืนฐานแมทแลบ [3] 

เป็นโปรแกรมทางด้านการค านวณท่ีใช้งานได้ง่าย มีความสามารถในการท างานที่หลากหลาย 
ซึ่งชื่อโปรแกรม MATLAB นั้นย่อมาจาก Matrix Laboratory โดยที่ Cleve Moler ศาสตราจารย์
ทางด้านคณิตศาสตร์ได้เริ่มต้นพัฒนาขึ้นตั้งแต่สมัยทศวรรษที่ 1970 และมีวัตถุประสงค์เพ่ือให้นักเรียน
ของเขาสามารถเรียกใช้ชุดค าสั่งจาก LINPACK (ชุดค าสั่งส าหรับแก้ปัญหาทางพีชคณิต) และชุดค าสั่ง 
EISPACK (ชุดค าสั่งส าหรับแก้ปัญหาค่าคุณสมบัติทางคณิตศาสตร์) ได้โดยไม่ต้องมีความรู้ในเรื่องการ
เขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์ภาษาฟอร์แทรน (FORTRAN) ท าให้หลังจากนั้นโปรแกรมแมทแลบก็ได้รับ
ความนิยมและแพร่กระจายไปตามมหาวิทยาลัยต่างๆ 

โปรแกรมแมทแลบที่ใช้กันทุกวันนี้ มีความสามารถหลากหลาย ตั้งแต่การค านวณทาง
คณิตศาสตร์ที่ไม่ซับซ้อน ไปจนถึงการประยุกต์ใช้ ในแบบต่างๆ อย่างเช่นการประมวลผลภาพและ
สัญญาณ การออกแบบการควบคุม หรือการสร้างแบบจ าลองการท างานของกลไก พร้อม
ภาพเคลื่อนไหวได้ เป็นต้น 

เราสามารถใช้แมทแลบค านวณปัญหาพ้ืนฐานทางคณิตศาสตร์โดยทั่วไป คล้ายกับการใช้
เครื่องคิดเลขช่วยค านวณ เป็นความสารถพ้ืนฐานอย่างหนึ่งของโปรแกรมแมทแลบ เช่น การบวก ลบ 
คูณ และหาร โดยล าดับการค านวณในโปรแกรมแมทแลบก็เป็นไปตามมาตรฐานการค านวณทาง
คณิตศาสตร์โดยทั่วไป 

นอกจากนี้แมทแลบสามารถบันทึกตัวแปรและชุดค าสั่งต่างๆ รวมกันไว้ในไฟล์ ท าให้เราเรียก
ค่าตัวแปรเหล่านั้นกลับมาใช้งานได้อีกผ่านไฟล์ที่เราบันทึกไว้โดยไม่ต้องพิมพ์ค าสั่งเพ่ือก าหนดค่าตัว
แปรนั้นซ้ าอีก โดยการบันทึกค าสั่งลงไฟล์ในลักษณะนี้เรียกว่า สคริปต์ไฟล์ อันเป็นรูปแบบหนึ่งของ
การเขียนโปรแกรมด้วยแมทแลบ 
 
ตัวอย่างการหาค่าลิมิตในเชิงสัญลักษณ์ผ่านโปรแกรมแมทแลบ 

1.  lim
   

 
           

   
) 

=  lim
   

 
    )       )

   
) 

=  lim
   

 𝑥  𝑥  2) 

= 2 

ถ้าใช้ค าสั่งลิมิตในแมทแลบ จะได้ผลลัพธ์ดังนี้ 

>> syms x 

f=(x^3-2*x^2+3*x-2)/(x-1); 

>> limit(f,1) 

ans = 2 

2.  lim
   

       )

   
 



5 

 

 

= lim
   

       )

 
 (โดยการใช้กฎของโลปิตาลในรูป 0/0) 

=
      )

 
 

=  𝜋 

ถ้าใช้ค าสั่งลิมิตในแมทแลบ จะได้ผลลัพธ์ดังนี้ 

>> syms x 

f=sin(pi*x)./(x-1); 

>> limit(f,1)  

ans = pi 

3.  lim
   

 1  𝑥)
 

  

= lim
   

𝑒
      )

  

= lim
   

𝑒
 

    (โดยการใช้กฎของโลปิตาลในรูป 0/0) 

= 𝑒
 

    

= 𝑒 

ถ้าใช้ค าสั่งลิมิตในแมทแลบ จะได้ผลลัพธ์ดังนี้ 

>> syms x 

f=(1+x)^(1/x); 

>> limit(f,0) 

ans = exp(1) 
 
ส าหรับการประมาณค่าลิมิตของ f(x) เมื่อ x เข้าใกล้ 𝑥  ผ่านการค านวณโดยตรง ในกรณีนี้เราจะ
ค านวณค่าของลิมิต โดยการแทนค่าลงในฟังก์ชันด้วยตัวเลขที่ใกล้เคียงกับ   𝑥  กล่าวคือ  

 lim
    

𝑓 𝑥) ≈ 𝑓 𝑥  𝜀 ) 

โดยที่ 𝜀 ≈ 1    ส าหรับ 𝑘 = 1 2 3 … เป็นจ านวนบวกท่ีค่าน้อย 

ดังนั้น ในทางทฤษฎี จะได้ว่า เมื่อลิมิตมีค่า 
 lim
    

𝑓 𝑥) = lim
   

𝑓 𝑥  𝜀 ) 

ทั้งนี้ ส าหรับการค านวณผ่านเครื่องค านวณ เช่น เครื่องคิดเลข หรือ คอมพิวเตอร์ ค่าประมาณที่ได้จาก 
𝑓 𝑥  𝜀 ) อาจจะไม่ตรงหรือใกล้เคียงกับค่าของลิมิตได้ เนื่องจากค่าของตัวเลขที่ใช้ในการค านวณ
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ในเครื่องค านวณหรือคอมพิวเตอร์ จะมีความผิดพลาดจากการปัดเศษเกิดขึ้นได้ในขั้นตอนการค านวณ 
เนื่องจากตัวเลขที่ใช้ในการค านวณ จะอยู่รูปของจุดลอยตัวทศนิยม (decimal floating-point)  ซึ่งจะ
กล่าวถึงในหัวข้อต่อไป 
 
ตัวอย่างการประมาณค่าลิมิตโดยการแทนค่าโดยตรง 

1.  lim
   

 
           

   
) 

ให้ k = 1,2,…,10 และ 𝜀 ≈ 1     
จะได้ 

𝜀  f(𝜀 ) 
1    1.9100 
1    1.9901 
1    1.9990 
1    1.9999 
1    2.0000 

ตารางที่ 2.1 

 

2.  lim
   

      )

   
 

.ให้ k = 1,2,3,4,5 และ 𝜀 ≈ 1     
จะได้ 

𝜀  f(1  𝜀 ) 
1    -3.0902 
1    -3.1411 
1    -3.1416 
1    -3.1416 
1    -3.1416 

ตารางที่ 2.2 

 

 

 

 

 

3.  lim
   

 1  𝑥)
 

  

ให้ k = 1,2,…,10 และ 𝜀 ≈ 1     



7 

 

 

จะได้ 
𝜀  f(𝜀 ) 

1    2.5937 
1    2.7048 
1    2.7169 
1    2.7181 
1    2.7183 
1    2.7183 
1    2.7183 
1    2.7183 
1    2.7183 
1     2.7183 

ตารางที่ 2.3 
 
 
ส าหรับตัวอย่างที่มีปัญหาจากการประมาณค่าลิมิตแบบนี้ จะแสดงในหัวข้อต่อไป ซึ่งจะเกี่ยวข้องกับ
ความผิดพลาดจากการปัดเศษ ที่เกิดจากการแทนตัวเลขด้วยรูปของจุดลอยตัวทศนิยมในเครื่อง
ค านวณ 
 

2.2 ค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษ (round-off error) 
ส าหรับค่าของตัวเลขที่เป็นทศนิยมไม่รู้จบ เราไม่สามารถเขียนทศนิยมออกมาได้หมดทุก

ต าแหน่ง โดยเราสามารถเขียนค่าประมาณได้ถึงเพียงทศนิยมต าแหน่งที่ต้องการ เช่น ถ้าต้อ งการ
ทศนิยม 4 ต าแหน่งก็จะตัดทศนิยมตั้งแต่ต าแหน่งที่ 5 ทิ้งไป หรือปัดเศษของทศนิยมตัวถัดไปขึ้นมาที่
ต าแหน่งที่ 4 อีก 1 ซึ่งจะเกิดค่าความผิดพลาดขึ้นมาอีกชนิดหนึ่ง คือ ค่าความผิดพลาดจากการปัด
เศษ 

ค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษ คือ ค่าผิดพลาดที่เกิดจากการแทนจ านวนหนึ่งด้วยรูปแบบ
จุดลอยตัวของตัวมันเอง โดยปรกติเราจะใช้ค่าผิดพลาดสัมบูรณ์และค่าผิดพลาดสัมพัทธ์ในการวัดค่า
ความผิดพลาดนี้ 

 
บทนิยาม ให้ 𝑥  เป็นค่าประมาณของ 𝑥 เราจะเรียก |𝑥  𝑥 | ว่า ค่าผิดพลาดสัมบูรณ์ 

(absolute error) และเรียก 
|    |

| |
 เมื่อ 𝑥    ว่า ค่าความผิดพลาดสัมพัทธ์ (relative error) 

 

 

ตัวอย่าง 
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1

6
=  .1666… 

รูปแบบจุดลอยตัวของ 
1

6
 ซึ่งใช้การปัดเศษเลขโดด 4 ตัว คือ 

d p 
1

6
) = d p 0.1666 …) = 0.1667 

ค่าความผิดพลาดสัมบูรณ์ |1

6
 d p 

 

 
)| =  .33…𝑥1    

ค่าความผิดพลาดสัมพัทธ์ 
|
1
6
     

 

 
)|

|
 

 
|

=  .2𝑥1    

 
ตัวอย่างของความผิดพลาดจากการปัดเศษที่เกิดจากการค านวณ 

รากของสมการ  𝑥   𝑥   =   หาได้โดยใช้สูตรก าลังสอง คือ 𝑥 =
   √      

  
 และ 

𝑥 =
   √      

  
 

ดังนั้น รากโดยประมาณของสมการ 𝑥  62.1𝑥  1 =    คือ  
𝑥 =   . 161 723 และ 𝑥 =  62. 839 

ถ้าใช้การปัดเศษเลขโดด 4 ตัวในการค านวณหา 𝑥  และ 𝑥  จะเห็นว่าในสมการนี้    มีค่าใหญ่กว่า 
4ac มาก จึงท าให้ √   4    มีค่าใกล้เคียงกับ b มาก เพราะฉะนั้นตัวเศษในการค านวณเพ่ือหา
ค่า 𝑥  จึงเกี่ยวข้องกับการลบกันของจ านวนที่เกือบเท่ากันคือ b และ √   4   เนื่องจาก 

√   4  = √62.1  4 1) 1) = 62. 6 

จะได้ว่า 

𝑥 
 =

 62.1  62. 6

2
=   . 2 

ซึ่งเป็นค่าประมาณที่แย่ของ 𝑥  เพราะมีค่าความผิดพลาดสัมพัทธ์ที่ใหญ่ คือ 

|
  . 161 723     . 2)

  . 161 723
| ≈  .241 

ขณะเดียวกัน ในการค านวณหาค่า 𝑥  จะเกี่ยวข้องกับการบวกกันของจ านวนที่เกือบเท่ากันคือ 
√   4    กับ b ซึ่งไม่ก่อให้เกิดปัญหาแต่อย่างใด เนื่องจาก 

𝑥 
 =

 62.1  62. 6

2
=  62.1 

ซึ่งมีค่าความผิดพลาดสัมพัทธ์เล็ก คือ 

|
 62. 839    62.1)

 62. 839
| ≈ 2.59  1    

 
 
 
 
 
 
ตัวอย่างการค านวณหาค่าลิมิต ที่มีผลมาจากค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษ 
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lim
    

𝑥

 1  𝑥)
 
  𝑒

 

(โดยการใช้กฎของโลปิตาลในรูป 0/0 หลายครั้ง) 

=  
 

 
 

≈ -0.7357588823 
ตารางการค านวณ 

𝜀  f(𝜀 ) 
1    -0.80295894637672349247736747201998 
1    -0.74250079556313886008922509063268 
1    -0.73643330228717329699605897985748 
1    -0.73582632502917644234941008107853 
1    -0.7357665908340210725313568218553 
1    -0.73563851971932825435374070366379 
1    -0.74445217244678529855406168280751 
1    -0.33209696059362742159848380651965 
1     0.0044732218880642144950843253070616 
1      0.00044488786513011813585419251815267 
1      0.000044464589043174554481695909258221 
1      0.0000000041379154269697737807332031624227 
1     -0.0000000000460448748199166413472764539071 
1     -0.00000000000460448748224964238073732801091 
1      0.00000000000000315703026130059408559139630 

ตารางที่ 2.4 
 
จากตัวอย่างนี้จะเห็นว่า เมื่อ 𝜀  มีค่าน้อยๆ ค่าประมาณของค่าลิมิตไม่ได้ลู่เข้าค่าลิมิต ตามท่ีควรจะ
เป็นในทางทฤษฎี เป็นผลมาจากค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษ จึงท าให้ค่าประมาณที่ได้ไม่ใกล้เคียง
กับจากค่าลิมิตที่ควรจะเป็น เนื่องจากการค านวณเชิงตัวเลขมีความคลาดเคลื่อนในระหว่างด าเนินการ 
และยิ่งค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษมีค่ามาก ค่าประมาณที่ได้ก็จะยิ่งมีความคลาดเคลื่อนมากข้ึน
ตามไปด้วย 
 
2.3 ค่าความแม่นย า (precission) ในการค านวณ 

ความแม่นย า หรือ ความเที่ยงตรง หมายถึง ค่าที่บ่งบอกถึงความสามารถในการอ่านค่าหรือ
แสดงค่าที่วัดได้ใกล้เคียงค่าที่แท้จริงจริงของเครื่องมือวัด โดยการค านวณหาค่าความถูกต้อง/ความ
แม่นย าในการประมาณค่าสามารถพิจารณาได้จากการที่ค่าประมาณมีความถูกต้องถึงทศนิยมต าแหน่ง
ใดหรือพิจารณาจากเลขนัยส าคัญตามบทนิยามนี้ 
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บทนิยาม เราจะกล่าวว่าจ านวน 𝑥  ประมาณค่า 𝑥 ได้ถูกต้องถึงทศนิยมต าแหน่งที่   เมื่อ   
เป็นจ านวนเต็มบวกท่ีท าให้ 

|𝑥  𝑥 |   .5  1    

และ 𝑥  ประมาณค่า 𝑥 ได้เลขนัยส าคัญ   ตัว ถ้า   เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบที่มากท่ีสุดที่ท าให้ 
|𝑥  𝑥 |

|𝑥|
 5  1    

 
ตัวอย่าง 
จากตัวอย่างก่อนหน้า ถ้าประมาณค่า  

 
 ด้วย 0.1667 

จะได้ค่าความผิดพลาดสัมบูรณ์เป็น | 
 
  .1667| =  .33… 𝑥1     .5  1  4 

ค่าความผิดพลาดสัมพัทธ์ 
|
 

 
  .    |

|
 

 
|

=  .2𝑥1    5  1    

ดังนั้น เราจะได้ว่า 0.1667 ประมาณค่า  
 
 ได้ถูกต้องถึงทศนิยมต าแหน่งที่ 4 และประมาณ  

 
 ค่าได้เลข

นัยส าคัญ 4 ตัว 
ส่วนมากแล้วการสูญเสียความแม่นย าในการค านวณ อันเนื่องมาจากค่าความผิดพลาดจาก

การปัดเศษนั้นจะเกิดข้ึนมาจาก 
(1) การลบกันของค่าที่ใกล้เคียงกันมากๆ 
(2) การคูณด้วยจ านวนที่มีขนาดใหญ่มากๆ 
(3) การหารด้วยจ านวนที่มีขนาดเล็กมากๆ 
โดยปรกติ การค านวณที่ใช้เลขโดดจ านวนน้อยๆ (ท าให้ค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษมีค่า

มาก) จะท าให้เห็นปัญหาของการสูญเสียความแม่นย าในการค านวณได้เร็วขึ้น แต่ในความเป็นจริงการ
ค านวณในเครื่องคอมพิวเตอร์แบบปรกติจะใช้เลขโดดได้มาก (ประมาณ 16 ตัว ที่เป็นแบบ double 
precision) กว่าการท าโดยตรงดังที่เห็นในตัวอย่างก่อนหน้านี้ ท าให้ปัญหาที่เกิดขึ้นในตัวอย่างที่ผ่าน
มาจึงมีโอกาสเกิดขึ้นได้น้อย หรืออาจจะยืดเวลาออกไปนานกว่าปัญหานั้นจะแสดงออกมา ดังนั้นจึง
อาจกล่าวได้ว่า การค านวณที่ใช้ในคอมพิวเตอร์ส่วนมากมักจะมีความละเอียดเพียงพอที่ปัญหาของการ
สูญเสียความแม่นย าในการค านวณจะไม่ส่งผลกระทบมากนัก แต่อาจจะมีบ้างในบางปัญหาของการ
ค านวณ ที่การเลือกใช้จ านวนเลขโดดมากๆมีความจ าเป็นต่อความแม่นย าในการการค านวณ เช่น 
ปัญหาการหาค่าลิมิตของบางฟังก์ชัน ที่เราพิจารณาในโครงงานนี้ 
 
2.4 การค านวณภายใต้ความแม่นย า n digits ด้วยโปรแกรมแมทแลบ 

2.4.1 ค าสั่งที่เกี่ยวข้อง 
เราจะใช้งาน 2 ค าสั่ง คือ ค าสั่ง digits และค าสั่ง vpa ควบคู่กันไปในการค านวณเชิงตัวเลข

ภายใต้ความแม่นย าที่ต้องการ 
digits คือ การตั้งค่าความแม่นย าของตัวเลขต าแหน่งทศนิยม เป็นการก าหนดความถูกต้องเที่ยงตรงใน
การค านวณเชิงตัวเลขของตัวแปร โดย digits จะแสดงการตั้งค่าในปัจจุบันของตัวเลขผ่านทางค าสั่ง 
digits(D) ส าหรับการค านวณต่อ ๆ มา ซึ่ง D เป็นจ านวนเต็มหรือเครื่องหมายที่ใช้แสดงจ านวนเต็ม 
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vpa ย่อมาจาก Variable precision arithmetic เป็นค าสั่งที่ใช้ในการค านวณค่าตัวเลขในสมการให้
ออกมาอยู่ในรูปทศนิยม โดยใช้ค าสั่ง vpa(S) = R ใช้วัดค่าเชิงตัวเลขของแต่ละองค์ประกอบของ S ที่
ใช้ความแม่นย าของตัวแปรทศนิยมในจุดลอยตัวด้วยความถูกต้องตัวเลข D ต าแหน่ง โดยที่ D คือค่า
ที่ตั้งไว้ในปัจจุบันของ digits และได้ผลลัพธ์ R เป็นเชิงสัญลักษณ์ (symbolic) ซึ่งเราสามารถใช้ค าสั่ง 
vpa(S, D) โดยใช้ตัวเลขจ านวนเต็ม D แทนการตั้งค่าในปัจจุบันของ digits 
ในโปรแกรมแมทแลบ จริง ๆ แล้วจากค าสั่ง digits(D) ในการค านวณแต่ละครั้งจะใช้จ านวนตัวเลขโดด
เท่ากับ D+8 ตัว แต่ตอนแสดงผลลัพธ์จะแสดงออกมา D ตัว โดยที่ส่วน 8 ตัวที่ไม่แสดงออกมา 
เรียกว่า guard digits  
 
ในการเก็บตัวเลขโดยใช้เลขโดด K ตัวในโปรแกรมคอมพิวเตอร์ จะอยู่ในรูป   . d d …d  1   
เมื่อ d   เป็นจ านวนเต็มโดยที่ 1  d  9  และ   d  9  ส าหรับ i = 2, 3,…,K เราเรียก
จ านวนที่มีเลขนัยส าคัญ K ตัวในรูปแบบนี้ว่า จ านวนที่ใช้ในเครื่องที่มีทศนิยม K ต าแหน่ง (K-digit 
decimal machine number) 
 
ตัวอย่างการใช้ค าสั่ง digits และ vpa 

1. ค่า 𝜋 
>> digits(8); 
>> x=pi; 
>> vpa(x) 
ans = 

3.1415927 
2. ค่า e 

>> digits(16); 
>> y=exp(2); 
>> vpa(y) 
ans = 

7.38905609893065 
 
ตัวอย่างการค านวณการหาค่าลิมิต เมื่อก าหนดจ านวน digits 

1.  lim
   

 
           

   
)  

ให้ k = 1,2,…,10 และ 𝜀 ≈ 1     
ใช้ค าสั่งในแมทแลบดังต่อไปนี้ (ในตัวอย่างนี้ ใช้เลขโดด K =10+8=18 ตัว) 
>> f=inline('((x.^3)-2*(x.^2)+3*x-2)./(x-1)'); 
k=1:10; 
n=length(k); 
x=1+10.^(-k); (กรณีหาลิมิตทางขวา) 



12 

 

 

digits(10); 
y=f(vpa(x)) 

𝜀  f(1  𝜀 ) 
1    2.11 
1    2.0101 
1    2.001001 
1    2.00010001 
1    2.00001 
1    2.000001 
1    2.0000001 
1    2.00000001 
1    2.0 
1     2.0 

ตารางที่ 2.5 

2.  lim
   

      )

   
 

ให้ k = 1,2,…,10 และ 𝜀 ≈ 1     
ใช้ค าสั่งในแมทแลบดังต่อไปนี้ (ในตัวอย่างนี้ ใช้เลขโดด k =10+8=18 ตัว) 
>> f=inline('sin(pi*x)./(1-x)'); 
k=1:10; 
n=length(k); 
x=1+(10.^(-k)); 
digits(10); 
y=f(vpa(x)) 

𝜀  f(1  𝜀 ) 
1    -3.090169944 
1    -3.141075908 
1    -3.141587486 
1    -3.141592602 
1    -3.141592653 
1    -3.141592654 
1    -3.141592654 
1    -3.141592654 
1    -3.141592659 
1     -3.141592653 

ตารางที่ 2.6 
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3.  lim
   

 1  𝑥)
 

  

ให้ k = 1,2,…,10 และ 𝜀 ≈ 1     
ใช้ค าสั่งในแมทแลบดังต่อไปนี้ (ในตัวอย่างนี้ ใช้เลขโดด K =10+8=18 ตัว) 
>> clear all 
f=inline('(1+x).^(1./x)'); 
k=1:10; 
n=length(k); 
x=10.^(-k); 
digits(10); 
y=f(vpa(x)) 
จะได้ 

𝜀  f(𝜀 ) 
1    2.59374246 
1    2.704813829 
1    2.716923932 
1    2.718145927 
1    2.718268237 
1    2.718280469 
1    2.718281693 
1    2.718281815 
1    2.718281827 
1     2.718281828 ≈ 𝑒 

ตารางที่ 2.7 
 

2.4.2 ความแม่นย าของค่าประมาณของลิมิต 
ความแม่นย าที่ได้จากการประมาณค่าของลิมิต ซึ่งในท่ีนี้จะพิจาณาความแม่นย าของการ

ประมาณค่าโดยใช้ความแม่นย าของทศนิยม n ต าแหน่ง (ซึ่งก็คือ absolute error ) 
ในการวัดค่าความแม่นย าของการประมาณค่า  lim

    

𝑓 𝑥) ที่มีค่าลิมิตเป็นจ านวนจริง จะใช้

ความแม่นย าทศนิยม n ต าแหน่งเป็นตัวก าหนด นั่นคือ เราจะกล่าวว่า การประมาณนั้นถูกต้องหรือ
ยอมรับได้ ถ้าความแม่นย านั้นมีความถูกต้องถึงทศนิยมต าแหน่งที่ n แต่เนื่องจากเราจะไม่รู้ค่าลิมิตจริง
ของฟังก์ชัน ในกรณีท่ีล าดับของ         )  มีแนวโน้มในการลู่เข้า เราจะใช้ผลต่างระหว่าง 
       ) และ          )  แทนค่าความผิดพลาดส าหรับการทดสอบความแม่นย าของค่าลิมิต  
นั่นคือ 

   o  𝑘) = |       )           )| 

ซ่ึงเราจะใช้สิ่งนี้ในการวัดความแม่นย าของการหาค่าลิมิต 
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 2.4.3 การทดสอบการลู่เข้าของล าดับ 𝑓 𝑥  𝜀 ) เมื่อ k=1,2,3,… ไปยังค่าลิมิต  L  

ในทางทฤษฎี ในกรณีท่ีไม่มีการปัดเศษ  lim
   

       ) =   เราจะประมาณหาค่า L 
ภายใต้ความแม่นย าทศนิยม n ต าแหน่ง ด้วยการใช้ค่า 𝑒   ก าหนดดังนี้ 

1. ในกรณีที่ไม่รู้ค่าลิมิตของฟังก์ชัน 𝑒  = |       )           )|  
2. ในกรณีที่รู้ค่าลิมิตของฟังก์ชันอยู่แล้ว 𝑒  = |       )   |  

 
ในการทดสอบการลู่เข้าส าหรับการค านวณ เราจะพิจารณาจากค่า 𝑒   ที่ลดลงอย่างต่อเนื่อง  

จนถึงในกรณีท่ีมี k ที่ท าให้ 𝑒    .5  1     แล้วเราจะกล่าวว่า ค่า         )  คือ
ค่าประมาณของ  L ที่มีความแม่นย าทศนิยม n ต าแหน่ง ตามท่ีก าหนดให้มา 

ในท านองเดียงกัน เราสามารถพิจารณาการลู่เข้าโดยการใช้กราฟ log มาช่วยดังนี้ ถ้าค่า 
  𝑔1  𝑒  )      ณ ต าแหน่งที่ 𝑘  แล้วจะได้ว่า     (      

) มีความแม่นย าทศนิยม n 
ต าแหน่ง 

ในกรณีที่ ค่าของ 𝑒    นั้นลดลงตามล าดับจาก k=1 จนถึง k = k  เท่านั้น แต่ว่าค่า 
𝑒    .5  1    ยังไม่ได้ความแม่นย าตามที่ต้องการ ในกรณีนี้เราจะกล่าวว่าค่าประมาณ 
𝑓 𝑥  𝜀 ) ยังไม่ลู่เข้าสู่ L ที่ความแม่นย าทศนิยม n  
 
ตัวอย่าง ลิมิตลู่เข้าความแม่นย าทศนิยม 5 ต าแหน่ง 

 lim
   

3  1

5  1
 

ให้ k = 1,2,…,10 และ 𝜀 ≈ 1     
ใช้ค าสั่งในแมทแลบดังนี้ (โดยใช้เลขโดด K =8+8=16 ตัว) 
>> f=inline('(1+x).^(1./x)'); 
k=1:10; 
n=length(k); 
x=10.^(-k); 
digits(8); 
y=f(vpa(x)); 
จะได้ผลลัพธ์ดังนี้ 

𝜀  f(𝜀 ) 
1    0.66500903 
1     0.68086103 
1     0.68243183 
1     0.68258876 
1     0.68260445 
1     0.68260602 
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1     0.68260618 
1     0.68260619 
1     0.68260621 
1      0.68260658 

ตารางที่ 2.8 
 

ในการหาค่า 𝑒   เราจะใช้ค าสั่งต่อไปในแมทแลบ 
>> er=abs(y(2:m)-y(1:m-1)); 
แต่เนื่องจากส่วนใหญ่แล้วค่า 𝑒   มักมีค่าน้อย เราจึงใช้ค่าของ lo 1     ) แทน โดย 

k lo 1     ) 

1 -1.7999159 
2 -2.8038791 
3 -3.8042978 
4 -4.8043401 
5 -5.8043419 
6 -6.8037289 
7 -7.784375 
8 -7.860234 
9 -6.4240035 

ตารางที่ 2.9 
 

ดังนั้น เนื่องจากไม่ค่า lo 1     )   5  แล้ว     (      
) =  .6826 6 2 มี

ความแม่นย าทศนิยม 5 ต าแหน่ง คือ 0.68261 
 
ตัวอย่าง ลิมิตไม่ลู่เข้าความแม่นย าทศนิยม 5 ต าแหน่ง 

 lim
   

𝑥

 1  𝑥)
 
  𝑒

 

ให้ k = 1,2,…,10 และ 𝜀 ≈ 1     
ใช้ค าสั่งในแมทแลบเหมือนตัวอย่างก่อนหน้า (โดยใช้เลขโดด K =8+8=16 ตัว) 
>> f=inline('(1+x).^(1./x)'); 
k=1:10; 
n=length(k); 
x=10.^(-k); 
digits(8); 
y=f(vpa(x)); 
er=abs(y(2:m)-y(1:m-1)); 
log10(er) 
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จะได้ผลลัพธ์ดังนี้ 
k lo 1     ) 

1 -1.2185451 
2 -2.2169907 
3 -3.2168276 
4 -4.2237768 
5 -3.8925497 
6  -2.054844 
7 -0.38472851 
8 -0.47292436 
9 -2.3948745 

ตารางที่ 2.10 
 
จะเห็นว่า ไม่มีค่า lo 1     )   5 ส าหรับ k=1,2,3,4 ที่ลดลงตามล าดับ ดังนั้น เราไม่

สามารถหาค่าลิมิต     (      
) ที่มีความแม่นย าทศนิยม 5 ต าแหน่งได้ 



 
 

 

บทที่ 3 
ขั้นตอนด าเนินการวิจัย 

 โครงงานครั้งนี้ เป็นการศึกษาผลของค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษต่อการประมาณค่าลิมิต
ของฟังก์ชัน 1 ตัวแปร โดยใช้คอมพิวเตอร์ในการค านวณผ่านโปรแกรมแมทแลบ โดยการประมาณค่า
ของ lim

    

   ) ผ่านการค านวณเชิงตัวเลข lim
    

   ) ≈        )  เมื่อ 𝜀 ≈ 1    ส าหรับ 

𝑘 = 1 2 3 … ภายใต้เงื่อนไขของความแม่นย าทศนิยม n ต าแหน่ง  

รายละเอียดของขั้นตอนวิธีการศึกษามีดังต่อไปนี้ 

1. ก าหนดโจทย์การหาลิมิต ประกอบด้วย  ฟังก์ชัน f(x) จุดลิมิต 𝑥  และความแม่นย า
ทศนิยม n ต าแหน่ง (INPUT: f(x), x0, n) 

2. ก าหนด จ านวน N ส าหรับใช้ในการค านวณแมทแลบผ่านค าสั่ง digits(N) โดยเริ่มที่ N=8 
(ในที่นี้จะได้เท่ากับ 16 digits ส าหรับการค านวณ)  

3. ทดสอบการลู่เข้าตามหัวข้อ 2.4.3 หา k ที่ 𝑒    .5  1     ถ้ามี หยุดการท างาน 
และได้ค่าประมาณของ L และจ านวน N ที่ใช้ ถ้าไม่มี ท าต่อ 4. 

4. เพ่ิมค่า N เป็น N+1 แล้วท าซ้ าข้อ 3. จนกว่า N > 100 (เป็นตัวอย่างให้หยุดที่ 100) 
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ภาพที่ 3.1  ขั้นตอนวิธีการศึกษา 

 

ตัวอย่างการหาค่าลิมิต (ก าหนด n=7 กรณีทราบค่าลิมิต L ส าหรับการทดสอบ) 

เราทราบมาว่า 
 lim
   

 1  𝑥)
 
 = 𝑒 

ถ้าใช้ค าสั่งในแมทแลบ โดยใช้  N = 8+8 = 16 digits ในการค านวณ 
>> f=inline('(1+x).^(1./x)'); 
k=1:10; 
m=length(k); 
x=10.^(-k); 
digits(8); 
y=f(vpa(x)) 
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จะได้ผลลัพธืดังนี้ 
𝜀  f(𝜀 ) 
1     2.5937425 
1     2.7048138 
1     2.7169239 
1     2.7181459 
1     2.7182682 
1     2.7182805 
1     2.7182817 
1     2.7182818 
1     2.7182821 
1      2.7182821 

ตารางที่ 3.1 
 
ณ จุดนี้ จะเห็นว่า ค่าประมาณ f(𝑥  𝜀 ) ที่ใกล้เคียงกับ e มากที่สุดคือ f(𝜀 )=2.7182818 
ในการหาค่า Error เราจะใช้ค าสั่งต่อไปในแมทแลบ 
>> er=abs(y(1:m)-exp(1)); 
เพ่ือให้สามารถเห็นภาพได้ชัดเจนยิ่งขึ้น เราจะใช้ค าสั่งสร้างกราฟของ er ขึ้นมา แต่เนื่องจาก

ส่วนใหญ่แล้วค่า 𝑒   มักมีค่าน้อย เราจ าใช้ค าสั่งกราฟของ log10(er) แทน โดยให้แกน x เป็น
ต าแหน่งล าดับ ส่วนแกน y เป็นค่าของ log10(er) 

>> plot(log10(er)) 
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ภาพที่ 3.2 กราฟ log10(er) ของตัวอย่างบทที่ 3 

 
จากกราฟ สังเกตว่าจุดต่ าสุดของกราฟ log10(er) < -7 ก่อนที่จะพุ่งออก คือ ต าแหน่งที่ 8 

หรหืมายความว่า        ) ให้ค่าได้ใกล้เคียงค่า e มากที่สุด โดย       8) = 2.7182818 เป็น
ค่าประมาณท่ีมีความแม่นย าของทศนิยม 7 ต าแหน่ง 

จะเห็นว่า ในกรณีที่ k = 9 ค่า er จะเพ่ิมขึ้น เนื่องมาจากค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษที่
เกิดข้ึนเมื่อเราใช้ digits(8) ดังนั้นถ้าต้องการให้ได้ความแม่นย าที่มากขึ้น (เช่น  n = 9) ก็อาจจะต้อง
เพ่ิมค่าตัวเลข D ในค าสั่ง digits(D) ให้มากขึ้น 

 
ความแม่นย าของการประมาณค่าลิมิต 

𝑒   = | (      
)   | 

=  |       )   | 

= |2.7182818   | 

= 2.8459  1      .5  1    

ดังนั้น ส าหรับ  lim
   

 1  𝑥)
 

  ถ้าเราก าหนดค่า digits(D) = digits(8) แล้วเราจะได้ค่าลิมิต
ของฟังก์ชันเป็นผลลัพธ์ที่มีความแม่นย าทศนิยม 7 ต าแหน่ง 



21 

 

 

 

ตัวอย่างการหาค่าลิมิต (กรณีไม่ทราบค่า L) 

 lim
   

𝑥

 1  𝑥)
 
  𝑒

 

ถ้าใช้ค าสั่งในแมทแลบ โดยก าหนดให้ใช้ค าสั่ง digits(8) 
>> clear all 
f=inline('x./((1+x).^(1./x)-exp(sym(1)))'); 
k=1:10; 
m=length(k); 
x=10.^(-k); 
digits(8); 
y=f(vpa(x)) 
จะได้ผลลัพธ์ดังนี้ 

𝜀  f(𝜀 ) 
1    -0.80295895 
1    -0.7425008 
1    -0.7364333 
1    -0.73582633 
1    -0.73576659 
1    -0.73563852 
1    -0.74445217 
1    -0.33209697 
1    0.0044732219 
1     0.00044488786 

ตารางที่ 3.2 
 

ต่อไป เราจะใช้ค าสั่ง ต่อไปในการหาค่า Error 
>> er=abs(y(2:m)-y(1:m-1)); 
plot(log10(er)) 
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ภาพที่ 3.3 กราฟ log10(er) ของตัวอย่างบทที่ 3 

 
จากกราฟ สังเกตว่าจุดต่ าสุดของกราฟ log10(er) ก่อนที่จะพุ่งออก คือ ต าแหน่งที่ 4 หรือก็

คือ k = 4 ท าให้ ณ ต าแหน่งที่ 4 มีค่า Error น้อยที่สุด 
ดังนั้น  lim

   

 

    )
 
   

  จึงลู่เข้าสู่   (      
) =        ) =   1   ) =   .7358 จากรูป

อาจจะกล่าวได้ว่า การประมาณค่าลิมิตนี้มีความแม่นย าทศนิยม 4 ต าแหน่ง ซึ่งจะน าไปเปรียบเทียบ
กับการค านวณความแม่นย าจริง ๆ ตามข้างล่างนี้ 
ความแม่นย าของการหาค่าลิมิต 

𝑒   = | (      
)   (        )| 

≈ 8.2488  1    

=  .82488  1     5  1    

ดังนั้น ส าหรับ  lim
   

 

    )
 
   

 ถ้าเราก าหนดค่า digits(8) แล้วเราจะได้ค่าลิมิตของฟังก์ชันที่มี

ความแม่นย าทศนิยม 3 ต าแหน่ง ซ่ึงแตกต่างกับค่าประมาณที่ได้จากรูป นั่นคือ 
 lim
   

𝑥

 1  𝑥)
 
  𝑒

=   .735 

 
ถ้าเราเปลี่ยน digits(8) เป็น digits(12) แล้วใช้ค าสั่งรูปแบบเดิมในแมทแลบ 
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>> f=inline('x./((1+x).^(1./x)-exp(sym(1)))'); 
k=1:10; 
m=length(k); 
x=10.^(-k); 
digits(16); 
y=f(vpa(x)); 
er=abs(y(2:m)-y(1:m-1)); 
plot(log10(er)) 

 
ภาพที่ 3.4 กราฟ log10(er) ของตัวอย่างบทที่ 3 

 
จากกราฟ ดังนั้น  lim

   

 

    )
 
   

 ลู่เข้าสู่  =  (      
) =        ) =   1   ) =

  .7357589 ซึ่งจากรูปจะได้ว่า มีความแม่นย าประมาณทศนิยม 7 ต าแหน่ง 
 

ความแม่นย าของการหาค่าลิมิต 

𝑒   =   .      8252453239185622 

≈  .8252  1     5  1    
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ดังนั้น ส าหรับ  lim
   

 

    )
 
   

 ถ้าเราก าหนดค่า digits(16) แล้วเราจะได้ค่าลิมิตของฟังก์ชัน

เป็นผลลัพธ์ที่มีความแม่นย า 6 digits คือ  lim
   

 

    )
 
   

=   .735759 



 
 

บทที่ 4 
ผลการด าเนินการ 

 
4.1 Algorithm แสดงการประมาณค่าลิมิต L ที่มีความแม่นย าทศนิยม  n  ต าแหน่ง 

การเขียน algorithm แสดงการหาค่า  lim
    

   )  ที่มีความแม่นย าทศนิยม n ต าแหน่ง โดย

อันดับแรกต้องก าหนด f(x),    และจ านวนความแม่นย าที่ต้องการ n ต าแหน่ง ไว้เป็นข้อมูลทีต้องใช้ 
โดยเขียนการเปิด New Script และเขียนโค้ด 
 

 
ภาพที่ 4.1 โค้ดส าหรับหาค่า L, N และ n 
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เมื่อโปรแกรมท างาน จะสามารถใส่ค่า f(x),     และ n ที่ต้องการเข้าไปในระบบได้ ดังต่อไปนี้ 
myfunction :  
x ลู่เข้าสู่ :  
ความแม่นย าที่ต้องการ (digits) :  

และจะได้ผลออกมาในรูปของ 
digits ที่ใช้ค านวณ : 
ความแม่นย า n digits : 
ค่าประมาณของลิมิต : 

จาก algorithm เราให้ N มีค่าตั้งแต่ 8 ถึง 16 และ k มีค่าตั้งแต่ 1 ถึง 10 ซึ่งในกรณีที่
ต้องการค านวณหาค่าลิมิต L ที่มีความแม่นย ามากๆ เราสามารถเพ่ิมหรือลดขอบเขตของค่า N เช่น 
N=4:20 และเพ่ิมค่า k ให้มากขึ้น ได้ตามท่ีต้องการ เช่น k=1:15 
 
4.2 การท างานของ algorithm 

เราสามารถน า diagram ที่ได้ไปทดลองกับฟังก์ชันต่างๆที่สนใจ ดังตัวอย่างต่อไปนี้ 

1.  lim
   

 1  𝑥)
 

  

เขียน algorithm ตาม 4.1 โดยก าหนด f(x),     และ n  
myfunction : (1+x).^(1./x) 
x ลู่เข้าสู่ : 0 
ความแม่นย าที่ต้องการ (digits) :  

โดยผลลัพธ์ที่ได้เป็นดังตัวอย่างในตารางนี้ 
ความแม่นย าที่ต้องการ (n) จ านวน digits ที่ใช้ในการค านวณน้อยสุด (N) ค่าลิมิต (L) 

4 4 2.718 

5 5 2.7183 

6 6 2.71828 

7 7 2.718282 

8 8 2.7182821 

9 9 2.71828181 

10 10 2.718281815 
ตารางที่ 4.1 

 
2.  lim

   

 

    )
 
   

  

เขียน algorithm ตาม 4.1 โดยก าหนด f(x),     และ n 
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myfunction : x./((1+x).^(1./x)-exp(sym(1))) 
x ลู่เข้าสู่ : 0 
ความแม่นย าที่ต้องการ (digits) :  

จะได้ผลลัพธ์ออกมาเป็นดังในตารางนี้ 
ความแม่นย าที่ต้องการ จ านวน digits ที่ใช้ในการค านวณน้อยสุด ค่าลิมิต 

4 9 -0.7358 

5 12 -0.73576 

6 15 -0.735759 

7 18 -0.7357589 

8 20 -0.73575888 

9 23 -0.735758882 

10 27 -0.7357588823 
ตารางที่ 4.2 

 
3.  lim

   

       )

   
  

เขียน algorithm ตาม 4.1 โดยก าหนด f(x),     และ n 
myfunction : sin(pi*x)./(x-1) 
x ลู่เข้าสู่ : 1 
ความแม่นย าที่ต้องการ (digits) :  

จะได้ผลลัพธ์ออกมาเป็นดังในตารางนี้ 
ความแม่นย าที่ต้องการ จ านวน digits ที่ใช้ในการค านวณน้อยสุด ค่าลิมิต 

5 4 -3.1416 

7 6 -3.141593 

8 7 -3.1415927 

9 9 -3.14159265 

11 11 -3.141592654 

13 15 -3.141592654 
ตารางที่ 4.3 
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4.  lim
   

√
        

        
  

เขียน algorithm ตาม 4.1 โดยก าหนด f(x),     และ n 
myfunction : sqrt((x.^2+5*x-14)./(3*x.^2-4*x-4)) 
x ลู่เข้าสู่ : 2 
ความแม่นย าที่ต้องการ (digits) :  

จะได้ผลลัพธ์เป็นดังในตารางนี้ 
ความแม่นย าที่ต้องการ จ านวน digits ที่ใช้ในการค านวณน้อยสุด ค่าลิมิต 

5 3 1.0607 

6 4 1.06066 

7 7 1.06066 

9 8 1.06066017 
ตารางที่ 4.4 

 

5.  lim
   

√   
 √ 

 

   
  

เขียน algorithm ตาม 4.1 โดยก าหนด f(x),     และ n 
myfunction : (x.^(2./3)-4.^(1./3))./(x-2) 
x ลู่เข้าสู่ : 2 
ความแม่นย าที่ต้องการ (digits) :  

จะได้ผลลัพธ์เป็น 
ความแม่นย าที่ต้องการ จ านวน digits ที่ใช้ในการค านวณน้อยสุด ค่าลิมิต 

5 4 0.52913 

6 6 0.529134 

7 7 0.5291337 
ตารางที่ 4.5 

 

6.  lim
   

  os  sin )
 

   

เขียน algorithm ตาม 4.1 โดยก าหนด f(x),     และ n 
myfunction : (cos(x)-sin(x)).^(1./x) 
x ลู่เข้าสู่ : 0 
ความแม่นย าที่ต้องการ (digits) :  
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จะได้ผลลัพธ์เป็น 
ความแมน่ย าท่ีต้องการ จ านวน digits ท่ีใช้ในการค านวณน้อยสดุ คา่ลิมิต 

4 4 0.3677 

6 5 0.36788 

7 8 0.3678794 

8 10 0.36787944 

9 11 0.367879443 

ตารางที่ 4.6



 
 

บทที่ 5 
สรุปผล 

 
ในบทนี้จะกล่าวถึงข้อสรุปจากการวิจัยในบทที่ 3 และบทที่ 4 รวมถึงข้อเสนอแนะอ่ืนๆใน

การศึกษาเก่ียวกับผลของค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษต่อการค านวณค่าลิมิตของฟังก์ชัน 1 ตัว
แปร และแนวทางในการใช้คอมพิวเตอร์มาช่วยในการหาค่าลิมิตได้อย่างถูกต้อง 
 
5.1 สรุป 

ค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษมีผลต่อการค านวณเชิงตัวเลข ท าให้การค านวณค่าลิมิตของ
ฟังก์ชันเกิดความคลาดเคลื่อนได้ เราสามารถสรุปได้ว่า เราสามารถใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ ซึ่งในท่ีนี้
คือโปรแกรมแมทแลบ มาช่วยควบคุมค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษในการค านวณหาค่าลิมิตได้ 
ภายใต้ความแม่นย าของจ านวนทศนิยมท่ีต้องการ เพ่ือใช้ในการประมาณของลิมิตของฟังก์ชัน 1 ตัว
แปร ที่ค่าลิมิตเป็นจ านวนจริง 

ในบทที่ 4 เราได้ก าหนดขั้นตอนวิธีการเพ่ือใช้หาค่าลิมิตของฟังก์ชันด้วยแมทแลบโดยการ
ก าหนดค่าความแม่นย าทศนิยม n ต าแหน่ง ที่ต้องการได้ ในการทดลองใช้กับฟังก์ชันต่างๆ ได้ผลลัพธ์
ออกมาเป็นค่าลิมิตที่มีความแม่นย าตามต้องการและรู้จ านวน digits ที่ต้องใช้ในการค านวณ ดังนั้น เรา
สามารถหาค่าลิมิตได้ ตามข้ันตอนและวิธีการที่ก าหนดไว้ ส าหรับโปรแกรมแมทแลบ 

 
5.2 ข้อเสนอแนะ 

- ศึกษากับฟังก์ชันที่มีความซับซ้อนมากกว่านี้ 
- ทดลองใช้โปรแกรมอ่ืนในการค านวณ อย่างเช่น Mathematica 



 
 

รายการอ้างอิง 

 

1. เอกสารประกอบการเรียน รายวิชา 2301366 การวิเคราะห์เชิงตัวเลข , รอง
ศาสตราจารย์ ดร.พรชัย สารทวาหา 

2. RL Burder and JD Fairs, Numerical Analysis, 3rd ed., PWs Publishers, USA, 
1985. 

3. ปราโมทย์ เดชะอ าไพ, นิพนธ์ วรรณโสภาคย์ ,  พ้ืนฐานแมทแลบ MATLAB 
FUNDAMENTALS, พิมพ์ครั้งที่ 4, โรงพิมพ์แห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย: ส านักพิมพ์
แห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย, 2560. 

4. ด ารงค์ ทิพย์โยธา, ณัฏฐนาถ ไตรภพ, ยุวรีย์ พันธ์กล้า, Calculus I, พิมพ์ครั้งที่ 4, โรง
พิมพ์แห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย: ส านักพิมพ์แห่งจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย, 2560. 

 



 
 

ภาคผนวก 



 
 

ภาคผนวก ก 
แบบเสนอหัวข้อโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal 

ปีการศึกษา 2562 

ชื่อโครงงาน (ภาษาไทย) ผลของความผิดพลาดจากการปัดเศษต่อการค านวณค่าลิมิตของฟังก์ชัน 1 ตัว
แปร 
ชื่อโครงงาน (ภาษาอังกฤษ) Effect of round-off error on calculation of limits of function of one-
variable. 
อาจารย์ที่ปรึกษา รองศาสตราจารย์ ดร.ค ารณ เมฆฉาย 
ผู้ด าเนินการ นายปัญจพล สมิทธิเวชรงค์ เลขประจ าตัวนิสิต 5933532223 
 สาขาวิชาคณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 
 คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
_________________________________________________________________________ 
 

หลักการและเหตุผล 

ในการใช้วิธีเชิงตัวเลขผ่านคอมพิวเตอร์เพ่ือค านวณหาค่าของปัญหานั้นๆ ค่าที่หาได้จะมีความผิด
พลาดเกิดขึ้น เพราะโดยหลักการแล้วค่าท่ีน ามาใช้ในการค านวณส่วนมากเป็นเพียงค่าประมาณของค่าจริงที่
ต้องการ อย่างเฃ่นการที่เราไม่สามารถหาผลบวกของอนุกรมอนันต์ที่มีจ านวนอนันต์พจน์ได้ จึงต้อง
ประมาณค่านั้นด้วยผลบวกจ านวนจ ากัดพจน์แรก แล้วส่วนปลายของอนุกรมนั้นที่ตัดทิ้งก็จะกลายเป็นค่ า
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้น ซึ่งเรียกว่า ค่าความผิดพลาดจากการตัดปลาย (Truncation error) หรือ การที่เรามี
จ านวนอตรรกยะที่เป็นทศนิยมไม่รู้จบ เราไม่สามารถเขียนทศนิยมออกมาได้หมดทุกต าแหน่ง โดยเราจะ
เขียนค่าประมาณถึงเพียงทศนิยมที่ต้องการ เช่น ถ้าต้องการทศนิยม 4 ต าแหน่ งก็จะตัดทศนิยมตั้งแต่
ต าแหน่งที่ 5 ทิ้งไป หรือปัดเศษของทศนิยมตัวถัดไปขึ้นมาที่ต าแหน่งที่ 4 อีก 1 ซึ่งจะเกิดค่าความผิดพลาด
ขึ้นมา เรียกว่า ค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษ (Round-off error) 

การหาค่าลิมิตของฟังก์ชัน เราสามารถท าได้หลากหลายวิธี เช่น การแทนค่าตัวเลขลง ในฟังก์ชัน
โดยตรง หรือ ใช้วิธีการและทฤษฎีทางคณิตศาสตร์มาช่วย เช่น การแยกตัวประกอบ ทฤษฎีบทของโลปิตาล 
เป็นต้น หรือ อาจจะใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์มาช่วยในการค านวณหาค่าได้ เช่น MatCad, Mathematica, และ 
Matlab เป็นต้น ซึ่งในบางครั้งในกรณีที่ฟังก์ชันมีความซับซ้อนมาก โปรแกรมที่ใช้ก็อาจจะไม่สามารถหาค่าที่
ถูกต้องได้ รวมทั้งการแทนค่าตัวเลขให้ใกล้กับจุดที่จะหาค่าลิมิตโดยใช้โปรแกรมค านวณ ส่วนมากก็จะมี
ความผิดพลาดที่เกิดมาจากความผิดพลาดจากการปัดเศษ 

ในการศึกษา เราสนใจที่จะศึกษาถึงแนวทางในการใช้คอมพิวเตอร์มาช่วยในการหาค่าลิมิต โ ดย
พิจารณาเกี่ยวกับค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษ โดยเรามีสมมติฐานที่ว่า ถ้าเราสามารถควบคุมค่าความ
ผิดพลาดจากการปัดเศษให้เหมาะสม ก็อาจจะท าให้เราสามารถค านวณค่าลิมิตได้ภายใต้ความแม่นย าที่
ต้องการ 
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วัตถุประสงค์ 
1. เพ่ือศึกษาเกี่ยวกับผลของค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษต่อการค านวณค่าลิมิตของฟังก์ชัน 

1 ตัวแปร 

2. เพ่ือศึกษาถึงแนวทางในการใช้คอมพิวเตอร์มาช่วยในการหาค่าลิมิตได้อย่างถูกต้อง 

 
ขอบเขตของโครงงาน 

1. ในการหาค่าลิมิตของฟังก์ชัน ศึกษาเฉพาะฟังก์ชัน 1 ตัวแปร โดยพิจารณาเกี่ยวกับค่า
ความผิดพลาดจากการปัดเศษ 

2. ในการค านวณด้วยคอมพิวเตอร์ ใช้โปรแกรม MATLAB 

 
วิธีการด าเนินงาน 

ตารางการด าเนินงานโครงงาน 

แผนการศึกษา  
ระยะเวลาที่ศึกษา 

พฤษภาคม มิถุนายน กรกฎาคม สิงหาคม กันยายน ตุลาคม พฤศจิกายน ธันวาคม 

1. จัดหาหวัข้อโครงงาน 

                

                

                

2. ศึกษาความรู้พื้นฐานเกี่ยวกับค่า
ความผิดพลาดจากการปัดเศษและ
การหาค่าลิมิต 

                

                

                

3. หาแนวทางวิธกีารในการควบคุม
ค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษ 
เพื่อน ามาใช้ในการหาค่าลิมิต 

                

                

                

4. ทดลองใช้โปรแกรม 
คอมพิวเตอร์ในการค านวณหาค่า
ลิมิต 

                

                

                

5. จัดท าแบบเสนอโครงงาน 

                

                

                

 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

1. ในด้านความรู้และประสบการณ์ต่อตัวนิสิตเอง 

1.1 ฝึกฝนการหาค่าลิมิตของฟังก์ชันด้วยวิธีการต่างๆ 

1.2 ทดลองใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ในการค านวณ 

2. ความรู้ ความเข้าใจที่น าไปสู่การแก้ไขปัญหา 
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1.1 ควบคุมค่าความผิดพลาดจากการปัดเศษได้อย่างเหมาะสม ท าให้สามารถค านวณค่าลิมิต
ได ้

1.2 เป็นแนวทางส าหรับบุคคลที่สนใจในการศึกษาค้นคว้าเพิ่มเติมหรือน าไปพัฒนาต่อ 

 
อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้ 

1. เครื่องคิดเลข 
2. โปรแกรม MATLAB 

 
งบประมาณ 

1. กระดาษ A4 ส าหรับท ารายงาน ประมาณ 1000 บาท 
2. ค่าหมึก ส าหรับพิมพ์เอกสาร ประมาณ 500 บาท 
3. ค่าท ารูปเล่ม/รายงาน (รวมค่าถ่ายเอกสาร) ประมาณ 1000 บาท 
4. ยูเอสบีแฟลชไดรฟ์ ส าหรับเก็บข้อมูล 500 บาท 

5. ฮาร์ดดิสก์ ส าหรับเก็บข้อมูล 1500 บาท 

6. เมาส์ไร้สาย 500 บาท 

 
 
เอกสารอ้างอิง 

1. เอกสารประกอบการเรียน รายวิชา 2301366 การวิเคราะห์เชิงตัวเลข, รองศาสตราจารย์ ดร.
พรชัย สารทวาหา 

2. RL Burder and JD Fairs, Numerical Analysis, 3rd ed., PWs Publishers, USA, 1985. 



 
 

ภาคผนวก ข 
โค้ดส าหรับใช้งานโปรแกรมแมทแลบ 

 

syms x 

f=inline(input('myfunction :')); 

x0=input('x ลู่เข้าสู่ :'); 

Nm=input('ความแม่นย าที่ต้องการ (digits) :'); 

for N=4:24 

    %N=digits 

    digits(N); 

    k=1:10; 

    m=length(k); 

    x=x0+10.^(-k); 

    y=f(vpa(x)); 

    er=abs(y(2:m)-y(1:m-1)); 

    plot(log10(er)); 
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    l=-log10(er); 

    min=find(l==max(l)); 

    L=vpa(y(min)); 

    Y=abs(y(min)-y(min-1))./abs(y(min)); 

    n = floor(log10(5./Y)); 

 if n<Nm 

        continue 

    end 

    disp('digits ที่ใช้ค านวณ:') 

    disp(N) 

    disp('ความแม่นย า n digits :') 

    disp(n) 

    disp('ค่าประมาณของลิมิต :') 

    disp(vpa(L,n)) 

end



 
 

ประวัติผู้เขียน 

 

นายปัญจพล สมิทธิเวชรงค์ 
นิสิตภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 
สาขาวิชาคณิตศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
ระดับก ารศึกษ า 
- จบการศึกษาประถมศึกษาจากโรงเรียนอรุณประดิษฐ 
- จบการศึกษามัธยมศึกษาจากโรงเรียนเบญจมเทพอุทิศ 
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