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 The ratio of orbital period of Hilda asteroids to Jupiter is  2/3. The orbital of Hilda 
asteroids is systematically perturbed by Jupiter. We have calculated the orbital  
elements at each epoch time for 20,000 days or approximately 54.76 years. The  
perturbation effect of Saturn is also included. The result shows that the variation of the 
orbital elements of Hilda asteroids is equal to the concidental period between Jupiter  
and Hilda asteroids, which is 23.7 years. The character of the perturbation can be 
observed from the variation of semimajor axis (a) which is related to the distance  
between Hilda asteroids and Jupiter (P). If the perturbation is increased then a will be 
reduced and if the perturbation is reduced then a will be increased. The maximum 
perturbation occurs just after point where Hilda asteroids is closest to Jupiter, while the 
minimum is just after point where Hilda asteroids is farthest to Jupiter. 
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บทที่ 1 

 
บทนํา 

 
ดาวเคราะหนอยเปนวัตถุขนาดเล็กที่เคลือ่นที่เปนรูปวงรีรอบๆ ดวงอาทิตย  ดาวเคราะห

นอยโดยสวนใหญมีวงโคจรอยูระหวางดาวอังคารและดาวพฤหัสบดี โดยมีระยะทางเฉลี่ยจากดวง
อาทิตยหรือครึ่งแกนเอก (a) อยูในชวง 1.7 ถึง 4.0 หนวยดาราศาสตร (เอยู) และมีระนาบวงโคจร
ใกลเคียงกับระนาบวงโคจรของโลกรอบดวงอาทิตยหรือระนาบสุริยะวถิี (ecliptic plane) ซึ่งเราจะ
เรียกบริเวณทีม่ีดาวเคราะหนอยสวนใหญโคจรอยูนี้วาแถบดาวเคราะหนอย (asteroid belt) [1] 
โดยในแถบดาวเคราะหนอยจะมีชองวางเปนชวงๆ เรียกวาชองวางเคิรกวูด (Kirkwood gaps) ดาว
เคราะหนอยทีโ่คจรอยูในชองวางเคิรกวูดนีจ้ะมีคาบการโคจรเปนอัตราสวนอยางงายกับคาบการ
โคจรของดาวพฤหัสบดี เชน 1/4, 1/3, 1/2, 2/3 เปนตน  ซึ่งจะทําใหดาวเคราะหนอยเหลานีถู้ก
รบกวนจากแรงดึงดูดของดาวพฤหัสบดีอยางเปนรูปแบบโดยสม่ําเสมอ 

 

 
 

รูปที่ 1.1  ชองวางเคิรกวูด [2] 
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รูปที่1.1แสดงถึงการแจกแจงปริมาณของดาวเคราะหนอยที่ระยะทางเฉลี่ยตางๆจากดวง
อาทิตย ซึ่งแถบดาวเคราะหนอยจะอยูในชวงระยะทางเฉลี่ยจากดวงอาทิตยตัง้แต 1.7 ถึง 4.0 เอยู  
โดยมีชองวางเคิรกวูดอยูเปนชวงๆ ซึง่ดาวเคราะหนอยทีโ่คจรอยูในชองวางเคิรกวูดนีจ้ะมีคาบการ
โคจรเปนอัตราสวนอยางงายกับคาบการโคจรของดาวพฤหัสบดีแตกตางกนัไปในแตละชอง เชน 
1/4, 2/7, 1/3, 2/5, 3/7 เปนตน      
 ในงานวิจัยนี้เราจะศึกษาดาวเคราะหนอยชื่อฮิลดา (Hilda)     ซึ่งถูกคนพบโดยโยฮันน  
พาลิสา (Johann Palisa) [3] เมื่อวันที่ 2 พฤศจิกายน ค.ศ.1875 สมบัติโดยทั่วไปของดาวเคราะห
นอยฮิลดา คอื มีขนาดเสนผาศูนยกลางประมาณ 180 กิโลเมตร มรีะยะทางเฉลีย่จากดวงอาทติย
ประมาณ 4.0 เอยู และมีคาบการโคจรประมาณ 7.90 ป  ลักษณะพิเศษที่สาํคัญของดาวเคราะห
นอยฮิลดาคือ จะมีคาบการโคจรเปนอัตราสวนอยางงายกับคาบการโคจรของดาวพฤหัสบด ี  โดย
จะเทากับ  2/3  ซึ่งตําแหนงของดาวเคราะหนอยฮลิดาจะอยูในบริเวณขอบของแถบดาวเคราะห
นอยคอนไปทางดาวพฤหัสบดีดังแสดงในรูปที่1.1  สวนลกัษณะพิเศษอีกประการหนึ่งก็คือ 
ตําแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สุดนั้นจะอยูในบริเวณจุดใกล
ดวงอาทิตยของตัวมนัเอง  และตําแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรออกหางจากดาวพฤหัสบดี
มากที่สุดก็จะอยูในบริเวณจดุไกลดวงอาทติยของตัวมนัเองดวย 
 การที่ดาวเคราะหนอยฮิลดามีคาบการโคจรเปนอัตราสวน 2/3 ของคาบการโคจรของดาว
พฤหัสบดีนัน้ จะทําใหดาวเคราะหนอยฮิลดาไดรับการรบกวนจากแรงดึงดูดของดาวพฤหัสบดี
อยางเปนรูปแบบโดยสม่ําเสมอ ซึ่งทําใหเราสนใจที่จะศึกษาและวิจยัดาวเคราะหนอยดวงนี้ ในการ
วิจัยเราจะคํานวณหาหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ โดยคํานงึถึงการ
รบกวนที่เกิดขึน้ทัง้จากดาวพฤหัสบดี และจากดาวเสาร เพิ่มเขาไปดวย โดยใชขอมูลหลักมูลทาง
โคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดา ณ วนัที ่13 กันยายน ค.ศ. 2000 เวลา 24.00 น. ตามเวลาสากล 
ซึ่งเปนขอมูลทีไ่ดจากการสงัเกตการณจากประเทศญี่ปุน [4] เนื่องจากเปนขอมูลลาสุดที่เรามีอยู
เปนคาเริ่มตนในการคํานวณ โดยจะคํานวณไปจนถงึวนัที ่17 มิถุนายน ค.ศ. 2055 เวลา 24.00 น. 
ตามเวลาสากล เปนเวลารวมทั้งสิน้ 20,000 วัน หรือประมาณ 54.76 ป  แลวนาํผลการคํานวณ
หลักมูลทางโคจรที่ไดไปศึกษาถึงการเปลี่ยนแปลงหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยทีเ่กิดขึ้น
จากการรบกวนโดยดาวพฤหัสบดีและดาวเสาร ซึง่เปนวัตถุประสงคของการทําวิจัยนี ้
 ข้ันตอนในการทํางานวิจยันี้เราจะเริ่มจากการแปลงหลักมูลทางโคจรเริม่ตนของดาว
เคราะหนอยฮลิดาไปเปนเวกเตอรตําแหนงและความเร็วที่เวลาเริ่มตน แลวใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 
(numerical method) แกสมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหนอยฮิลดาซึ่งเปนสมการเชงิอนพุนัธ
สามัญอันดับสองเพื่อหาเวกเตอรตําแหนงและความเร็วที่เวลาตางๆจนครบ 20,000 วัน แลวจึง
แปลงเวกเตอรตําแหนงและความเร็วตางๆที่ไดนี้กลับไปเปนหลักมูลทางโคจรอีกครั้งหนึง่ ซึง่ในทาย 
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ที่สุดเราก็จะไดผลการคํานวณหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดาที่เวลาตางๆ เพื่อนําไป
วิเคราะหผลการรบกวนที่เกดิจากดาวพฤหัสบดีและดาวเสารตอไป  โดยประโยชนทีค่าดวาจะไดรับ
จากการวิจัยนีค้ือ 

1. ทําใหเขาใจถงึกลไกของการรบกวนดาวเคราะหนอยที่เกดิจากดาวพฤหัสบดีและดาว
เสารไดเปนอยางด ี

2. สามารถนําขอมูลที่ไดจากการวิจัยนี้ไปใชอางอิงในการกาํหนดวงโคจรของดาว
เคราะหนอยได 

เนื่องจากงานวิจัยนี้เปนการคํานวณการเคลื่อนที่ของวตัถุที่โคจรอยูในระบบสุริยะ  ดังนั้น
เราจะใชระบบพิกัดสุริยะวิถสีุริยะมัธยม (heliocentric ecliptic coordinate system) ในการอาง 
อิงตําแหนงตางๆ ซึ่งในระบบพิกัดนีจ้ะมีดวงอาทิตยเปนจุดศูนยกลาง มีระนาบวงโคจรของโลกเปน
ระนาบอางองิ และทิศทางของแกน +X คือทิศทางที่ชี้ออกจากดวงอาทิตยตรงไปยังจุดวสันตวษิุวตั
(vernal equinox) สวนหนวยตางๆ ที่ใชในการคํานวณจะเปนหนวยทางดาราศาสตร  คือ ระยะ 
ทางวัดเปนหนวยของครึ่งแกนเอกของวงโคจรโลก เรียกวา 1 หนวยดาราศาสตร (เอยู)   มวลวัด
เปนหนวยมวลของดวงอาทติย  เวลาวัดเปนหนวย 1 วันตามปฏทิินสากล  และคาคงที่แรงโนมถวง
จะใชคาคงที่แรงโนมถวงแบบเกาส (Gaussian gravitational constant ) 
 เนื้อหาสวนตอไปในวิทยานิพนธนี้แบงออกเปนบทตางๆ ดังนี้คือ บทที ่ 2 จะเปนสวนของ
ทฤษฎพีื้นฐานตางๆ และแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับงานวิจยันี ้ [5]  ในบทที่ 3 จะ
นําเสนอขั้นตอนในการคํานวณหาหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ และ
ระเบียบวิธเีชิงตัวเลขที่จะนํามาใช  บทที ่4 จะเปนสวนทีแ่สดงผลการคํานวณที่ไดและการวิเคราะห
ผลในแงมุมตางๆ  และในบทที่ 5 จะเปนการสรุปผลและขอเสนอแนะที่เปนประโยชนตอการวิจัย 



 
บทที่ 2 

 
ทฤษฎีพื้นฐาน 

 
2.1 สมการการเคลื่อนที ่

 
การเคลื่อนที่เปนวงโคจรของวัตถุในระบบสุริยะ สามารถทีจ่ะอธบิายไดโดยสมการการ

เคลื่อนที ่ ซึง่จะแสดงถึงความเรงชั่วขณะในเทอมของแรงทัง้หมด  เราสามารถทีจ่ะลดปญหาลงได
โดยการไมคิดผลกระทบใดๆ นอกจากแรงโนมถวงเทานัน้  การประยกุตหลักการพืน้ฐานนี้ทาํใหเรา
ไดสมการการเคลื่อนที ่ ซึง่สามารถที่จะนําไปใชคํานวณการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหตางๆ และจะ
อธิบายผลกระทบที่เกิดจากวตัถุใดๆ ที่มารบกวนพวกมนั  ซึ่งทฤษฎพีืน้ฐานตางๆในบทนี้ไดนาํมา
จากรายการอางอิงที ่5 โดยจะแสดงเฉพาะในสวนทีเ่กี่ยวของกับงานวจิัยของเราเทานั้น 
 
2.1.1 สมการการเคลื่อนทีเ่ฉ่ือย 

 
 
 

 
 
 

รูปที่ 2.1 แรงโนมถวงที่มวลหลัก 1m  กระทําตอวัตถุอ่ืน 
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รูปที่ 2.1 แสดงใหเห็นถึงแรงโนมถวงทีว่ตัถุขนาดใหญมวล 1m  กระทําตอวัตถุอ่ืนๆ ที่มี
มวล N32 ,m,,mm L   จํานวน N ชิ้น กําหนดให 1R

r  เปนเวกเตอรตําแหนงของ 1m  เมื่อเทียบกับ
จุดกําเนิดเฉื่อย O  และกําหนดให qr

r  เปนเวกเตอรตําแหนงของมวลอนัดับที่ q  เมื่อเทียบกับจดุ
ศูนยกลางมวลของ 1m  เราสามารถเขียนเวกเตอรของแรงโนมถวงที่ 1m  กระทํากับวัตถุใดๆ ไดคือ 

q3
q

q12
q r

r
mm

kF
rr

=       (2.1) 

เมื่อ k คือคาคงที่แรงโนมถวงแบบเกาส    
ดังนัน้แรงสุทธ ิF

r  ที่กระทําตอ 1m  คือ 

∑
=

=
N

2q
qFF
rr       (2.2) 

จากกฎขอที่สองของนวิตัน ความเรงเฉื่อย 1A
r ของมวล 1m  คือ 

1
1 m

FA
r

r
=  

ดังนัน้ 

∑
=

=
N

2q
q3

q

q
2

1 r
r
mk

A
rr        (2.3) 

สมการ (2.3) เรียกวาสมการการเคลื่อนที่เฉื่อยของมวล 1m  เมื่อเทียบกับกรอบอางอิงเฉือ่ย 
 
2.1.2 สมการการเคลื่อนทีส่ัมพัทธ 

 

 
 

รูปที่ 2.2  ปญหาความโนมถวงของวัตถุหลายชิน้ 
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รูปที่ 2.2 แสดงถึงปญหาความโนมถวงทีเ่ราตองแกเพื่อที่จะคํานวณวงโคจรของมวล 2m   
ซึ่งมวลตางๆ N21 ,m,,mm L  เคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของแรงดึงดูดรวมระหวางกนั  เวกเตอร 

1R
r  และ 2R

r  แสดงถึงตําแหนงของ 1m  และ 2m   เมื่อเทียบกับจุดกําเนิดเฉื่อย O ตามลําดับ qr
r

และ qp
r  คือเวกเตอรตําแหนงของ qm   สัมพัทธกับ  1m  และ 2m   ตามลําดับ  ดงันัน้จากรูปที่ 

2.2 เราจะได 
122 RRr
rrr

−=       (2.4) 
จากกฎขอที่สองของนวิตัน จะพบวาแรงดงึดูดรวมระหวาง 1m และ 2m  จะทาํให 1m  และ 2m  
ถูกเรงเมื่อเทยีบกับจุดกําเนดิเฉื่อย  ความเรง 2a

r ของ 2m  เทียบกับ 1m  สามารถหาไดโดยการหา
อนุพนัธของสมการ (2.4) เทยีบกับเวลาสองครั้ง เราก็จะได 

1 AAa 22

rrr
−=     (2.5) 

เมื่อ 1A
r  และ 2A

r  คือความเรงเฉื่อยของมวล 1m  และ 2m  ตามลาํดับ 
จากสมการ(2.3) เมื่อนํามาเขียนใหมจะได 

∑
=

+=
N

3q
3

q

qq
2

3
2

22
2

1 r
rmk

r
rmk

A
rrr               (2.6) 

โดยการอุปมาเปรียบเทียบกบัสมการ (2.6) เราสามารถที่จะเขียน 2A
r  ในเทอมของ qm,r,m 21

r   
และ qp

r  ไดคือ 

∑
=

+−=
N

3q
3
q

qq
2

3
2

21
2

2 p
pmk

r
rmk

A
rrr     (2.7) 

โดยที่    2rrp qq

rrr
−=     และ    qq pp

r
=  

เทอมแรกทางขวามือของสมการ (2.7) เปนลบเพราะความเรงของ 2m  เนื่องจาก 1m  มีทิศ
ทางตรงขามกบั 2r

r  เมื่อนําสมการ (2.6) และ (2.7) ไปแทนลงในสมการ (2.5)  จะได 

∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

+
−=

N

q q

q

q

q
q r

r
p
p

mkr
r

)mm(ka
3

33
2

23
2

21
2

2

rr
rr        (2.8) 

สมการ(2.8) เรียกวาสมการการเคลื่อนที่สมัพัทธของมวล 2m  เมื่อเทียบกบัจุดกําเนิดทีอ่ยูที่จุด
ศูนยกลางมวล 1m  
 
2.1.3 สมการการเคลื่อนทีท่ี่นําไปใชงาน 

กลับไปพิจารณาสมการ (2.8) อีกครั้ง  เราสามารถเขียนสมการนี้ใหอยูในรูปทีง่ายขึ้น โดย
ให 1m เปนมวลศนูยกลาง คืออยูที่จุดกาํเนิด O และ 2m  เปนมวลของวัตถทุี่โคจร  นอกจากนัน้ใน
ระบบพิกัดสุริยะมัธยม(heliocentric coordinate system) และ ระบบพกิัดโลกามธัยม  
(geocentric coordinate system) คามวล 1m  จะทําใหเปนหนึง่หนวย [5] ดังนัน้เราสามารถ
นิยามคามวลรวมระหวางมวลศูนยกลางกับมวลของวตัถุที่โคจรไดคือ 
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2m1µ +≡         (2.9) 
เราจะเลิกใชสญัลักษณ 2a

r  และ 2r
r  และปรับคาดัชนีใหเหมาะสมโดยจะใหเร่ิมตนที่ 1=q  จนถงึ 

n  ซึ่งเทากับจํานวนของวัตถทุี่มารบกวน ดงันัน้สมการ(2.8) ก็จะกลายเปน 

∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−=

n

1q
3

q

q
3
q

q
q

2
3

2

r
r

p
p

mkr
r

µka
rr

rr              (2.10) 

เราสามารถทาํสมการนี้ใหอยูในรูปทีง่ายขึ้น  โดยการนิยามเวลาดัดแปลง (τ )  คือ 
)tt(k 0−≡τ     (2.11) 

ดังนัน้ 
kdtd =τ      (2.12) 

โดย      t  คือเวลาใดๆ 
           0t  คือเวลาเริ่มตน (epoch) 
เมื่อเราหาอนพุันธของ rr  เทียบกับ τ เราจะไดวา 

v
k

r
r&r ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
1      (2.13) 

a
k

r r&&r ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 2

1       (2.14) 

ดังนัน้เมื่อเราคูณสมการ(2.10) ดวย 
2

1
k

 ทั้งสองขางเราจะได 

∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−=

n

1q
3

q

q
3
q

q
q3 r

r
p
p

mr
r
µr

rr
r&&r     (2.15) 

 
สมการ(2.15) นี้เปนสมการการเคลื่อนที่ทีเ่ราจะนาํไปใชในการคํานวณ  จากสมการนี้ถาเราทราบ
ตําแหนงและความเร็วของวตัถุที่เวลาเริ่มตน เราก็จะสามารถหาตาํแหนงและความเร็วที่เวลาตางๆ 
ได โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเขามาชวย 
    เพื่อความสะดวก เราจะนิยามสัญลักษณ   vr   และ ar  ใหมดงันี ้

                            vr  r&
r

≡                 (2.16) 
                            ra &&rr ≡        (2.17) 

 เนื้อหาตั้งแตนีไ้ป  ทกุการเคลื่อนที่เราจะกาํหนดโดยคิดอนุพนัธเทียบกับเวลาτ  
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2.1.4 สมการการเคลื่อนทีข่องดาวเคราะหนอย 
 เราจะสรางสมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหนอยโดยคํานึงถึงการรบกวนจากดาว
พฤหัสดีและดาวเสารเพียงสองดวง  โดยใหดวงอาทิตยอยูที่จุดกาํเนิดและมวลของดวงอาทิตยเปน
หนึง่หนวย  ดงันัน้จากสมการ (2.15) เราจะเขียนใหมไดเปน 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=

3
2

2
3
2

2
23

1

1
3
1

1
13 r

r
p
p

m
r
r

p
p

mr
r

r
rrrr

r&&r µ         (2.18) 

โดยที่   rr   คือเวกเตอรตําแหนงของดาวเคราะหนอยเทียบกับดวงอาทิตย 
          1r

r  และ 2r
r คือเวกเตอรตําแหนงของดาวพฤหัสบดีและดาวเสารเทียบกบัดวงอาทิตย

ตามลําดับ 
         1m  และ 2m  คือมวลของดาวพฤหัสบดีและดาวเสารในหนวยมวลของดวงอาทิตย                 
         1p

r คือเวกเตอรตําแหนงของดาวพฤหัสบดีสัมพัทธกับดาวเคราะหนอย 
         2p

r คือเวกเตอรตําแหนงของดาวเสารสมัพัทธกับดาวเคราะหนอย 
เนื่องจาก 
                         rrp

rrr
−= 11  

                        rrp
rrr

−= 22  
ดังนัน้สมการ(2.18) จะสามารถเขียนไดวา 

                     
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

−
+−=

3
2

2
3

2

2
23

1

1
3

1

1
13 r

r

rr

)rr(
m

r
r

rr

)rr(
mr

r
r

r

rr

rrr

rr

rr
r&&r µ   (2.19) 

ซึ่งเปนสมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหนอยที่เราจะนําไปใชในการคํานวณ 
 
 
2.2 ปญหาวัตถสุองชิ้นและหลักมลูทางโคจร 

 
ในหวัขอนี้จะกลาวถงึการคํานวณวงโคจรของวัตถุสองช้ินโดยการใชแบบจําลองทาง

คณิตศาสตรอยางงาย  ซึ่งจะไมคิดการรบกวนทุกชนิด และจะพจิารณาเฉพาะแรงดึงดูดระหวาง
วัตถุที่โคจรกบัมวลที่ศนูยกลาง  การเคลื่อนที่ของวัตถุสองช้ินเชนนีจ้ะเปนวงโคจรพื้นฐานซึ่งเรา
สามารถที่จะนาํไปประยุกตใชกับปญหาทีซ่ับซอนขึ้นได 
 
2.2.1 สมการการเคลื่อนทีข่องวัตถุสองชิ้น                                                                      

ปญหาวัตถุสองช้ินนัน้เปนกรณีเฉพาะของปญหาวัตถุหลายชิน้(many-body problem)  
ซึ่งแสดงโดยสมการ(2.15)คือ 
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∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−=

n

1q
3

q

q
3
q

q
q3 r

r
p
p

mr
r
µr

rr
r&&r  

สมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองช้ินสามารถหาไดจากสมการขางตนโดยการตัดทุกเทอมที่
มีมวล qm  ดังนัน้ในการคํานวณวงโคจรโดยการประมาณอันดับแรก เราจะได 

  r
r

r
r&&r

3

µ
−=                  (2.20) 

 

 
 

รูปที่ 2.3  วงโคจรของวัตถุสองชิ้น 
 
 ซึ่งสมการ(2.20) ก็คือสมการการเคลื่อนทีข่องวัตถุสองช้ิน ในรูปที่ 2.3 ความเรง r&&r ปกติจะ
มีทิศทางชี้ไปที่จุดกําเนิด O ซึ่งอยูที่จุดศูนยกลางของวัตถ ุ C ซึ่งเปนทิศทางของแรงสุทธทิี่กระทาํ
บนวัตถุ B ผลที่เกิดขึ้นก็คือวตัถุ B จะไมเคลื่อนที่ออกไปจากระนาบที่ประกอบดวย r,r &rr  และ O 
ดังนัน้วงโคจรของวัตถุสองช้ินจะถกูจํากัดขอบเขตใหอยูในระนาบซึ่งวางผานจุดศูนยกลางของวัตถุ
ศูนยกลาง 
 กอนทีจ่ะแกสมการหาผลเฉลยของสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองช้ิน  เราจะตองเขาใจ
ถึงความสัมพนัธระหวางอัตราการเคลื่อนที่ตลอดทั้งเสนทางวงโคจรกับอัตราการเปลี่ยนแปลงของ
ขนาดของเวกเตอรรัศมี rr  ในรูปที่ 2.4 วัตถุ B มีความเรว็ r&r ซึ่งก็คือเสนสัมผัสวงโคจรที่ rr  ขนาด
ของ r&r  คืออัตราเร็วในการโคจร v  ดังนั้นเราจะได 
     v r&

r
=         (2.21) 

 ให r&  แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของสเกลาร r เมื่อเทยีบกับτ จะได 
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τd

drr =&       (2.22) 
 

 
 

รูปที่ 2.4  อัตราของวงโคจรและรัศมี 
 
โดยที่                                               \r\r

r
=            (2.23) 

สมการ(2.22) คือความสัมพนัธเชงิสเกลารซึ่งแสดงใหเหน็ถึงการเปลีย่นแปลงของระยะหาง
ระหวางวัตถุ B และ C เมื่อเวลาเปลีย่นไป 

ในสามเหลี่ยม BDE ทางขวามือของรูปที่ 2.4  ϑ จะแทนมุมระหวางดานทัง้สอง ซึ่งความ

ยาวของดานทัง้สองจะอยูในอัตราสวน 
v
r&  ดังนั้น 

   ϑcosvr =&      (2.24) 
จากนิยามของผลคูณสเกลารเราจะไดวา 
   ϑcos\r\\r\rr &rr&rr

=⋅     (2.25) 
แตตองระมัดระวังวา    \r\r &r& ≠  

 แตเปน                       v \r\ &
r

=            
แทนคาสมการ(2.21) และ (2.23) ลงในสมการ(2.25) จะได 
         ϑcosrvrr =⋅ &

rr      (2.26) 
ดังนัน้เมื่อเทียบกับสมการ(2.24) เราจะไดความสัมพันธที่สําคัญ คือ 
    rrrr &&rr

=⋅         (2.27) 
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2.2.2 กฎการเคลื่อนที่ของวัตถุสองชิ้น 
เมื่อเราแกสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองชิ้น ซึ่งเปนสมการเชงิอนพุันธ  ผลเฉลยที่ได 

จะเปนไปตามกฎของเคปเลอร(Kepler ‘s Law) ซึ่งเปนกฎการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหรอบดวง
อาทิตยเสนอโดย โจฮนัเนส เคปเลอร(Johannes Kepler) มี 3 ขอ [5] คือ 
 1. ดาวเคราะหทกุดวงจะโคจรรอบดวงอาทิตยเปนรูปวงรี โดยมีดวงอาทิตยเปนจุดโฟกัส
จุดหนึง่ 
             2. เสนตรงที่ลากเชือ่มระหวางดวงอาทิตยและดาวเคราะหจะกวาดเปนพืน้ที่ในอวกาศที่
เทากันในชวงระยะเวลาที่ใชเทากัน 
            3. คาบทางดาราคต(ิsideral period) ของดาวเคราะหยกกําลงัสองจะเปนปฏิภาคโดยตรง
กับระยะครึ่งแกนยาวของวงโคจร(หรือระยะทางเฉลี่ยของดาวเคราะหถึงดวงอาทิตย)ยกกําลงัสาม 
            
1. กฎภาคตัดกรวย(The Conic Section Law)  

จากสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองช้ินคอื 

     U
r

r
)&&r

2

µ
−=                      (2.28) 

โดยที่        
r
rU
r)

=               (2.29) 
 คือเวกเตอรหนึ่งหนวยซึง่มทีิศทางเดียวกบัเวกเตอรรัศมีดังที่แสดงในรูปที่ 2.5 
 
 

 
 

รูปที่ 2.5 ปญหาวัตถุสองช้ิน 
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เมื่อทําผลคูณเวกเตอรระหวางสมการ(2.28) กับ rr  เราจะได 

    )(2 Ur
r

rr
)r&&rr

×−=×
µ  

 
0=× rr &&rr        (2.30) 

เนื่องจาก rr และ U)  ขนานกัน ทาํใหผลคูณเวกเตอรเปนศูนย(null vector) เมื่อพิจารณาหา
อนุพนัธตอไปนี้เทยีบกับ τ  

   )rr()rr()rr(
d
d &r&r&&rr&rr

×+×=×
τ

 
ซึ่งจะได 

           0=× )rr(
d
d &rr

τ
       (2.31) 

เนื่องจากสมการ(2.30) และ 0=× rr &r&r  ดวยเหตุผลทาํนองเดียวกัน ถาเราทาํการอินทิเกรต      
สมการ(2.31) เราจะไดวา 
    hrr

r
&rr
=×         (2.32) 

เมื่อ h
r
คือเวกเตอรคงที่จากการอินทิเกรตซึง่มีคาเทากับโมเมนตัมเชงิมุมตอหนวยมวลของระบบ

วัตถุสองช้ิน เรียกวาเวกเตอรโมเมนตมัเชิงมุม 
 
 

 
 

 
รูปที่ 2.6 เวกเตอรโมเมนตัมเชิงมุม h

r
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 ดังแสดงในรูปที่ 2.6 h
r
เปนเวกเตอรคงทีซ่ึง่หมายความวาขนาดและทศิทางของมนัใน

อวกาศไมเปลีย่นแปลง  ทิศทางของ h
r
จะอยูในทิศทางตั้งฉากกับระนาบวงโคจรในระบบพิกัดฉาก 

เมื่อสวนประกอบในแนวแกน z ของ h
r
มีคาเปนบวก  วตัถุ B จะเคลือ่นที่ไปในทิศทางทวนเข็ม

นาฬิกาเมื่อมองจากดานที่เปนบวกในแนวแกน z ซึ่งจะเปนการเคลื่อนทีท่างตรง(direct motion) 
แตเมื่อสวนประกอบในแกน z ของh

r
มีคาเปนลบ วัตถุ B จะเคลื่อนทีไ่ปตามเข็มนาฬิกาเมื่อมอง

จากดานทีเ่ปนบวกในแนวแกน z ซึ่งจะเปนการเคลื่อนที่ยอนกลับ(retrograde motion) 
 เวกเตอรโมเมนตัมเชงิมุมสามารถทีจ่ะนาํไปใชแปลงสมการการเคลื่อนที่ซึง่จะทําใหงาย
ตอการอินทเิกรต  ยอนกลบัไปที่สมการ(2.28) เมื่อเราทําผลคูณเวกเตอรระหวางสมการนีก้ับ h

r
 

เราจะได 

       )(2 hU
r

hr
r)r

&&r ×−=×
µ    (2.33) 

ดังนัน้                           ))((2 rrU
r

hr &rr)r
&&r ××−=×

µ    (2.34) 
เนื่องจาก rrh &rrr

×=    จากคุณสมบัตขิองเวกเตอร เมื่อA
r ,Br  และ C

r
คือเวกเตอรใดๆ จะได 

   C)BA(B)CA()CB(A
rrrrrrrr

⋅−⋅=××   (2.35) 
เมื่อนําคุณสมบัตินี้ไปประยกุตกับสมการ (2.34) จะได 

[ ]r)rU(-r)rU(
r

hr &rr)r&r)r
&&r ⋅⋅−=× 2

µ  
แทน U) ตามนิยามและใชสมการ (2.27) เราจะไดรูปแบบอยางงาย คือ 

)rrrr(
r

hr
r
&&r

r
&&r −=×

2

µ     (2.36) 
พิจารณาสมการ 

     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

r
r

d
d

d
Ud

r)

ττ
   (2.37) 

หาอนุพนัธทางดานขวาของสมการ (2.37) จะได 

2r
rrrr

r
r

d
d

r
&&rr

−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
τ

   (2.38) 

พิจารณาหาอนุพนัธของ hr
r

&r × เทียบกับ τ จะได 
                                                    ( ) ( ) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ×+×=× hrhrhr

d
d &r&r

r
&&r

r
&r

τ
  (2.39) 

h
r
เปนเวกเตอรคงที ่ดังนั้น 

     0=h&
r

     (2.40) 
สมการ(2.39) ก็จะอยูในรูปอยางงายคือ 
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( ) ( )hrhr
d
d r

&&r
r

&r ×=×
τ

   (2.41) 
 ยอนกลับไปทีส่มการ(2.36) เราจะเห็นวาทางขวามือและทางซายมือของสมการสามารถ
ถูกแทนไดโดยสมการ(2.38) และ (2.41) ตามลําดับ เมื่อแทนเขาไปแลวเราจะได 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=×
r
r

d
dhr

d
d

rr
&r

τ
µ

τ
  (2.42) 

เมื่อทําการอนิทิเกรตสมการนี้ เราจะได 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=× e
r
rhr

r
rr

&r µ    (2.43) 

เมื่อ er คือเวกเตอรคงที่ใดๆ จากการอินทิเกรต เมื่อเราทําผลคูณสเกลารระหวางสมการ (2.43) กับ 
r
r เราจะได 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅+
⋅

=⋅× re
r

rrrhr
rr

rr
rr

&r µ   (2.44) 

โดยการใชคุณสมบัติของเวกเตอร คือ 
    B)AC(C)BA(

rrrrrr
⋅×=⋅×   (2.45) 

และ     rrr
rr

⋅=2    (2.46) 
เราจะเขียนสมการ(2.44) ไดในรูปใหม คือ 
    ( ) ( )rerhrr

rrr
&rr

⋅+=⋅× µ   (2.47) 
นําสมการ (2.32) มาแทนจะได 
         ( )rerh

rr
⋅+= µ2    (2.48) 

จากนิยามของผลคูณสเกลาร เราจะได 
           νcoserre =⋅

rr    (2.49) 
โดยที ่     \e\e

r
=  

และ     ν  คือมุมระหวาง er และ rr  
แทนคาสมการ (2.49) ลงในสมการ (2.48) จะไดความสมัพันธเชงิสเกลารอีกอยางหนึ่งคือ 

    )cose(rh νµ += 12  (2.50) 

หรือ     
ν

µ
cose
/hr

+
=

1

2

  (2.51) 
 ความหมายทางเรขาคณิตของสมการ (2.51) เห็นไดจากการเปรียบเทียบกับสมการทั่วไป
ของภาคตัดกรวยทีเ่ขียนอยูในรูปของพกิัดเชิงขั้ว (polar coordinate) คือ 

     
νcose

r
+
℘

=
1

  (2.52) 
 โดยที่จุดกาํเนดิอยูที่จุดโฟกสั มุมข้ัว ν  คือมุมระหวางเวกเตอรรัศมีกับจุดบนทางโคจรที่
อยูใกลกับจุดโฟกัสมากที่สุด โดยที ่



  
15

     ℘
µ

2h
=    (2.53) 

 สรุปก็คือวงโคจรของวัตถุสองช้ินโดยปกติจะมีลักษณะเปนภาคตัดกรวยซึ่งตั้งอยูบน
ระนาบคงทีท่ีล่ากผานวัตถศุูนยกลางที่จดุโฟกัส ซึง่เปนไปตามกฎขอที่หนึ่งของเคปเลอร โดยที่
รูปรางของวงโคจรกําหนดจากคาของ e กลาวคือ 
 ถา             0=e  วงโคจรจะเปนวงกลม 
                10 << e  วงโคจรจะเปนวงรี    
       1=e  วงโคจรจะเปนพาราโบลา 
       1>e  วงโคจรจะเปนไฮเพอรโบลา 
ซึ่งคา e นี ้เราเรยีกวาภาวะเยือ้งศูนย (eccentricity) 
 .ในกรณีของวงรี สวนประกอบตางๆ ไดแสดงไวในรูปที ่2.7 ซึ่ง er กําหนดโดยทิศทางของ
จุดใกลโฟกัส (perifocus) และ 
  ν  คือ มุมกวาดจริง (true anomaly) 
            ℘  คือ พารามิเตอรยอย (semiparameter) 
             e  คือ ภาวะเยื้องศนูย (eccentricity) หรือความร ี
  q  คือ ระยะของจุดใกลโฟกัส (perifocal distance) 
              a คือ คร่ึงแกนเอก (semimajor axis) 
  b  คือ คร่ึงแกนโท (semiminor axis) 
 

 
 

รูปที่ 2.7 สวนประกอบตางๆ ของวงโคจรวงรี 
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สวนประกอบตางๆ มีความสัมพันธกนัดังนี้ [5] 
   ℘ )1( eq +=      (2.54) 
   )e(aq −= 1      (2.55) 
   ℘ )1( 2ea −=     (2.56) 
   21 eab −=     (2.57) 
   ab ℘=      (2.58) 
ภาวะเยื้องศูนยเปนคุณสมบัติเฉพาะของภาคตัดกรวยซึ่งแสดงโดยสมการ (2.51) ลักษณะของวง
โคจรทั้ง 4 ชนิด แสดงในรูปที่ 2.8 
 จากสมการ (2.43) เราจะไดความสัมพันธของเวกเตอรทีม่ีประโยชน คอื 

    
r
rhre
rr

&rr
−

×
=

µ
   (2.59) 

โดยที่ er  คือเวกเตอรภาวะเยื้องศูนย 
 ดังนัน้เราสามารถที่จะหาคา e โดยที ่ \e\e

r
= และทศิทางของจุดใกลโฟกัสในอวกาศได 

เมื่อทราบ rr และ r&r ที่จุดใดๆ ในวงโคจร 
 
 

 
 

รูปที่ 2.8 ลักษณะของภาคตัดกรวยทัง้สี่ชนดิ 
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2. กฏแหงพื้นที(่The Law of Areas) 
จากความสัมพันธเชิงเรขาคณิตดังที่แสดงในรูปที่ 2.9 เราจะไดผลคูณเวกเตอร ดังนี ้

    )(
2
1 rdrdAw

rr)
×=    (2.60) 

เมื่อ   dA คือ พื้นที่ของสามเหลีย่มเล็กๆ ที่ถกูกวาดโดย rr ในชวงเวลานอยๆ τd  
         rd

r คือ คาการเปลี่ยนแปลงที่เพิ่มข้ึนของ rr ในชวงเวลาสัน้ๆ τd  
          w) คือ เวกเตอรหนึ่งหนวยที่มทีิศตั้งฉากกับระนาบวงโคจรซึ่งมีทิศทางเดียวกับเวกเตอรพื้นที ่
           คาคงที ่½ แสดงใหเห็นวาผลคูณเวกเตอรนี้มีคาเทากับคร่ึงหนึง่ของพืน้ที่รูปส่ีเหลี่ยมดาน
ขนาน ABCD 
 เมื่อหารทั้งสองขางของสมการ(2.60) ดวยชวงเวลานอยๆ τd ซึ่งเปนชวงเวลาที่กวาดไป
เปนพืน้ที่สามเหลี่ยม เราจะได 

            )(
2
1

ττ d
rdr

d
dAw

r
r)
×=  

ซึ่งจะได 

               )(
2
1 rr

d
dAw &rr)

×=
τ

 
 

 
 

รูปที่ 2.9  เวกเตอรพื้นที ่ dAw
)  

จากสมการ (2.32) เราจะได 

    h
d
dAw

r)

2
1

=
τ

    (2.61) 
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โดยการหาขนาดของสมการ(2.61) ก็จะได 

        
2
h

d
dA

=
τ

    (2.62) 
 ดังนัน้เราจะไดวา อัตราการเปลี่ยนแปลงพื้นที่ทีเ่วกเตอรรัศมีกวาดไปจะคงที ่หรืออีกอยาง
ก็คือเวกเตอรรัศมีจะกวาดใหเกิดพื้นทีท่ี่เทากันในเวลาที่เทากนั ซึ่งก็คือกฎขอที่สองของเคปเลอร 
 
 
3.  กฎฮารมอนิก (The Harmonic Law) 

จัดสมการ (2.62) ใหม โดยแทน τd ดวย kdt  จากสมการ (2.12) เราจะได 
    )dt(hk)dA( =2    (2.63) 

ในกรณีทีว่งโคจรเปนวงรี การอินทิเกรตพืน้ที่ทีถู่กกวาดโดยเวกเตอรรัศมใีนชวงเวลาหนึ่งคาบของ
การโคจร จะไดผลที่ตามมาคือ 
    )P(hk)ab( =π2    (2.64) 
 เมื่อ abπ   คือพื้นทีข่องวงรีและ P คือคาบของการโคจร   เมื่อยอนกลับไปทีส่มการ (2.53) 
และสมการ (2.58) คือ 
    ℘= µh  
    ab ℘=  
สมการ (2.64) ก็จะกลายเปน 

    3
2

2 21 a
k

P
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
π

µ
   (2.65) 

ซึ่งก็คือรูปแบบทั่วไปของกฎขอที่สามของเคปเลอรนัน่เอง 
 
4.  กฎวสิ-วีวา (The Vis-viva Law) 

ความสัมพันธระหวางความเร็วในการโคจรกับตําแหนง      สามารถที่จะหาไดจากการ    
อินทิเกรตสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองชิ้น คือ 

3r
rr
r

&&r µ
−=  

เมื่อทําผลคูณสเกลารระหวางสมการนีก้ับ r&
r

2 และใชสมการ (2.27) เราจะไดวา 

    ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=⋅

2
22

r
r)rr(
&&r&&r µ    (2.66) 
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เมื่อพิจารณาอนุพนัธของ 

   )rr()rr()rr(
d
d &r&&r&&r&r&r&r ⋅+⋅=⋅
τ

 
)rr( &r&&r ⋅= 2     (2.67) 

และ 

   
2r
r

rd
d &µµ
τ

−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛    (2.68) 

เมื่อแทนคาสมการ (2.67) และ (2.68) ลงใน (2.66) จะได 

    ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⋅
rd

d)rr(
d
d µ

ττ
2&r&r   (2.69) 

อินทิเกรตสมการ (2.69) จะได 

    ε
µ
+=⋅

r
rr

2&r&r  
ซึ่งก็คือ  

    v2 εµ
+=

r
2     (2.70) 

โดยที่ ε  คือคาคงที่ใดๆ จากการอินทิเกรต ซึ่งมนีัยสําคัญในทางฟสิกสคือมีคาเทากับคร่ึงหนึง่ของ
ผลรวมของพลังงานจลนและพลังงานศักยตอหนวยมวลของวัตถุทีโ่คจร โดยสามารถหาคาไดจาก
เงื่อนไขทีม่ีอยูเมื่อวัตถุอยูที่จดุใกลโฟกัส ดังแสดงในรูปที ่2.10 
 

 
 
 

รูปที่ 2.10 เมื่อวัตถุโคจรมาอยูที่จุดใกลโฟกัส 
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ที่จุดใกลโฟกัสนี้เมื่อดูจากรูปที่ 2.7 ทําใหไดวา qr =   

      
q

v
µ

ε
22 −=      (2.71) 

 เนื่องจาก rr ตั้งฉากกับ r&r  ที่จุดใกลโฟกัส เราจะใชนิยามของผลคูณเวกเตอรเพื่อที่จะหา
ความสัมพันธอยางงาย คือ 
    o&rr

90sinrv\rr\h =×=  
           qv=          (ที่จดุใกลโฟกัส)              (2.72) 
เมื่อนําสมการ (2.72) มายกกําลังสองและแทนดวยสมการ (2.53) และ (2.54) เราจะได 

    v2
q

e )1( +
=
µ      (2.73) 

นําสมการ (2.73) และ (2.55) ไปแทนลงในสมการ (2.71) จะไดคา ε  เปน 

a
µ

ε −=      (2.74) 
ในทายที่สุด เมื่อนําคา ε  ที่ไดจากสมการ (2.74) ไปแทนลงในสมการ (2.70) เราก็จะได 

     v2
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
ar
12µ     (2.75) 

 สมการ(2.75) นี้เรียกวาสมการวิส-วีวา [5] ซึ่งเปนสมการที่แสดงใหเห็นวาผลรวมของ
พลังงานจลนและพลังงานศกัยของวัตถุทีต่ําแหนงใดๆบนวงโคจรจะคงที่เสมอ สมการนี้มีประโยชน
อยางมากโดยเฉพาะในการคํานวณหาคาครึ่งแกนเอก (a) เมื่อเราทราบตาํแหนงและเวกเตอร
ความเร็วที่จุดใดๆ บนวงโคจร โดยหาไดจากสมการ 

    
µ

221 v
ra
−=      (2.76) 

 
2.2.3 ความสมัพันธทัว่ไปทางเรขาคณติ 

ผลเฉลยของปญหาวัตถุสองชิ้นจะสามารถบงบอกลักษณะไดโดยปริมาณเชิงตวัเลขหก 
ตัว  ซึง่สัมพันธกับคาคงที่ใดๆ ที่ไดจากการอินทิเกรตสมการเชิงอนุพนัธ 

3r
rr
r

&&r µ
−=  

ปริมาณพืน้ฐานเหลานีเ้ปนปริมาณขอมูลทีน่อยที่สุดที่จาํเปนสําหรับการกําหนดทางโคจรและ
ตําแหนงของวตัถุทองฟาในอวกาศ เราเรยีกปริมาณนี้วาหลักมูลทางโคจร (orbital elements) 
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รูปที่ 2.11 ระบบพิกัดระนาบวงโคจร 
 
 รูปที่ 2.11 แสดงถึงวงโคจรของวัตถุ B รอบจุดศูนยกลาง C ที่ตั้งอยูบนจุดกําเนิดของระบบ
พิกัดฉาก โดยที่ระนาบ   yx    เปนระนาบวงโคจร     และแกน x  อยูในแนวเดียวกับคร่ึงแกน
ยาวของวงโคจร เวกเตอร vr  คือความเร็วของวัตถ ุB ณ จุดที่เวกเตอรรัศมีทํามมุกวาดจริง ν กับ
แกน x  
 ยอนกลับไปสมการ (2.32) เราจะเขียนไดวา 

   vrh
rrr

×=     (2.77) 
ในระบบพกิัดระนาบวงโคจร เราจะไดวา 

   
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=
=
=

},y,x{v
},y,x{r
}h,,{h

0
0

00

&&r

r

r

   (2.78) 

 เมื่อทําผลคูณสเกลารระหวางสมการ (2.77) กับ h
r

 เราจะได 
    )vr(hhh

rrrrr
×⋅=⋅  

ซึ่งจะกลายเปน 
    )xyyx(hh && −=2  
เพราะฉะนัน้ 

   xyyxh && −=     (2.79) 
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โมเมนตัมเชงิมุมและอัตราเร็วเชิงมุม 
 สมการ(2.79) สามารถนําไปใชหาความสัมพันธระหวาง h และอัตราเร็วเชิงมุม ν&   ได
จากรูปที ่2.11  เราสามารถเขียนไดวา 
     νcosrx =     (2.80) 
     νsinry =     (2.81) 
หาอนุพนัธของสองสมการนีเ้ทียบกบัเวลาτ จะได 

        ννν sincos &&& rrx −=     (2.82) 
         ννν cossin &&& rry +=     (2.83) 

แทนสมการ (2.80) จนถึง (2.83) ลงในสมการ (2.79) และใชคุณสมบัติของตรีโกณมิติที่วา 
    1xcosxsin 22 =+     (2.84) 
เราจะได 

  νrh 2 &=     (2.85) 
 
อัตราเร็วเชิงรัศมีและมุมกวาดจริง 
 เราสามารถใชสมการ (2.85) เพื่อหาอัตราเร็วเชิงรัศมี r& จากสมการทั่วไปของภาคตัด
กรวย คือสมการ (2.52) เราทราบวา 
    ℘ )cos1( νer +=     (2.86) 
โดยสมการ (2.53) ให 

     ℘
µ

2h
=     

หาอนุพนัธของสมการ (2.86) เทียบกับ τ จะได  
    01 =−+ ννν sinre)cos(r &&  
เมื่อคูณ r เขาไปจะได 

01 2 =−+ ννν siner)cos(rr &&  
เมื่อแทนสมการ (2.85) และ (2.86) เขาไปจะได 
    0=−℘ νsinher&      
เนื่องจาก ℘= µh  ผลลัพธที่ได คือ 

    νµ siner
℘

=&     (2.87) 
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ภาวะเยื้องศนูย 
 พิจารณาสมการของเวกเตอรภาวะเยื้องศูนย er ตามสมการ (2.59) คือ 

    
r
rhve
rrr

r
−

×
=

µ
 

เนื่องจาก vrh
rrr

×= ดังนัน้เราจะไดวา 

   
r
r)vr(ve
rrrr

r
−

××
=

µ
    (2.88) 

จากคุณสมบัติของเวกเตอรที่วา 
    CBABCACBA

rrrrrrrrr
)()()( ⋅−⋅=××  

ดังนัน้สมการ (2.88) สามารถเขียนใหอยูในรูปอยางงายโดยใชสมการ (2.27) ได 

                     vrrr
r

ve
r&rr
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

µµ
12

    (2.89) 

 
2.2.4 ความสมัพันธระหวางเรขาคณิตกบัเวลา 

เมื่อนําสมการ (2.79) ไปประยุกตใชกับวงโคจรที่เปนวงรี  ก็จะสามารถหาความสัมพนัธ 
ทางคณิตศาสตรระหวางตําแหนงในระนาบวงโคจรกับเวลาที่ลวงไปจากเวลาเริ่มตน (epoch) ซึ่ง
จะมีลักษณะของฟงกชนัเปนไปตามสมการสําหรับวงโคจรวงรีที่ถกูสรางขึ้นโดยเคปเลอร 
 
 

 
 

รูปที่ 2.12  ระบบของวงร ี
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 พิจารณาโครงสรางทางเรขาคณิตของวงโคจรที่เปนวงรี ในรูปที่ 2.12 ซึ่งประกอบดวย
วงกลมเสริม(auxiliary circle) ที่มีจุดศนูยกลางอยูที่จุด K ลอมรอบรูปวงรีของการโคจรรอบจุด C 
เมื่อวัตถทุองฟา B โคจรไปตามวงรี มันจะถูกตามโดยจดุ Bl ซึ่งนิยามโดยการฉายภาพของ B ใน
ทิศทางของแกน y ลงบนวงกลมเสริม มุม E เปนมุมที่เปนสัดสวนกับพื้นที่แรเงา เรียกวามุมกวาด
เยื้อง(eccentric anomaly) ซึ่งจะวัดในระนาบวงโคจรจากแกน x ไปยังเสน KBl ระยะจาก Bl ไปยัง 
K จะมีคาเทากับ a  ซึ่งก็คือระยะครึ่งแกนเอกของวงรี และระยะจาก K ไปยัง C มีคาเทากับ ae  
โดยที่ e คือภาวะเยื้องศนูย หรือความรีของวงรี 
 ประโยชนของวงกลมเสริมคือชวยในการกระจาย x และ y ในเทอมของมมุกวาดเยื้อง E 
แทนมมุกวาดจริง ν  เพื่อทําใหสมการ (2.79)       สามารถที่จะลดรูปลงไปสูรูปแบบที่งายตอการ 
อินทิเกรต จากรูปที่ 2.12 เราจะไดความสมัพันธระหวางพิกัด x  ของวัตถุทองฟากับมมุกวาดเยื้อง 
E คือ 
    )eE(cosax −=     (2.90) 
จากสมการทัว่ไปของภาคตัดกรวย คือสมการ (2.86) จะได 
    ℘ )cos( νrer +=     (2.91) 
เมื่อแทนสมการ (2.80) ลงใน (2.90) เราจะได 
    aeEcosacosr −=ν    (2.92) 
ดังนัน้ แทนสมการ (2.92) ลงใน (2.91) ก็จะได 
    ℘ 2cos aeEaer −+=    (2.93) 
ยอนกลับไปสมการ (2.56) คือ 
    ℘ )1( 2ea −=      
นําสมการ (2.93) มาจัดใหมใหอยูในรูปของ r ได 
    ecosE)a(1r −=     (2.94) 
 เราจะสรางสมการของ y  โดยการแทน x และ r ลงในความสัมพันธทัว่ไปคือ 
    222 yxr +=      
ซึ่งจะได 

)Ecos)(e(ay 2222 11 −−=  
จากการประยกุตใชคุณสมบัติทางตรีโกณมิติของสมการ (2.84) ก็จะได 
    Esin)e(ay 2222 1 −=  
เมื่อถอดรากทีส่องก็จะกลายเปน 

Esineay 21 −=     (2.95) 
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 สวนประกอบของเวกเตอรความเรว็สามารถหาไดโดยการหาอนพุนัธของสมการสําหรับ x

และ y   ดังนัน้จากสมการ (2.90) เราจะได 
    EsinEax && −=     (2.96) 
และจากสมการ(2.95) เรากจ็ะได 
    EEeay cos1 2 && −=    (2.97) 
เมื่อแทนสมการ (2.90), (2.95), (2.96) และ (2.97) ลงในสมการ (2.79) ก็จะได 
   E)EsinEcoseE(coseah &2222 1 +−−=   
เมื่อจัดใหอยูในรูปอยางงายโดยการใชสมการ (2.53), (2.57) และ (2.58) จะได 

    E)Ecose(
a

&−= 1
3

µ    (2.98) 

เมื่อใชคุณสมบัติทางตรีโกณมิติของสมการ (2.84)  และ 

      
τd

dEE =&  
สมการที ่(2.98) ก็จะกลายเปน 

    dE)Ecose(d
a

−= 1
3
τ

µ  

เมื่อทําการอนิทิเกรตสมการนี้จะทําใหได 

    EeE
a

sin3 −=τµ  
 โดยที่คาคงที่ใดๆ ของการอินทิเกรตเปนศนูย เนื่องจากเรากําหนดให τ เปนศูนยเมื่อ E 
เปนศูนย  ให T แทนเวลาทีผ่านจุดใกลโฟกัส ดังนัน้ตําแหนงของวัตถทุองฟาที่เวลา t ใดๆ สามารถ
เขียนไดเปน    
                                             EeETtn sin)( −=−  
โดย  n  คือการเคลื่อนที่เฉลี่ย(mean motion)  ซึ่งหมายถงึอัตราเร็วเชิงมมุเฉลี่ยของวัตถุที่ใช
เคลื่อนที่ในหนึ่งคาบของการโคจร  โดยที ่

      
3a

kn
µ

=      (2.99) 

ให M คือมุมกวาดเฉลี่ย(mean anomaly)    ไดวา 
    )Tt(nM −=     (2.100) 
ในที่สุดเราก็จะได 
    EeEM sin−=     (2.101) 
สมการนีเ้รียกวาสมการเคปเลอร(Kepler‘s equation) [6] ซึ่งเปนสมการสําหรับวงโคจรที่เปนวงรี  
แตสมการนี้กส็ามารถที่จะนาํไปใชกับวงโคจรที่เปนวงกลมโดยที ่ 0=e  ไดเชนเดียวกัน 
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2.2.5 การหาหลักมลูทางโคจรจากตาํแหนงและความเร็ว 
 
 

 
 

รูปที่ 2.13 ลักษณะทางเรขาคณิตของหลักมูลทางโคจร 
 
 สวนประกอบของ rr และ    สามารถที่จะบรรยายลักษณะทั่วไปของการเคลื่อนที่ได แตจะ
ไมสามารถที่จะแสดงใหเห็นถึงขนาด รูปราง และทิศทางของวงโคจรในอวกาศไดอยางชัดเจน  ใน
การที่จะแสดงลักษณะทางเรขาคณิตของวงโคจรซึง่เปนสามมิติดังที่แสดงในรูปที ่ 2.13 เราจะตอง
แปลง rr และ     ไปเปนหลกัมลูทางโคจร(orbital elements) [7] ดังตอไปนี ้

a คือ คร่ึงแกนเอก(semimajor axis)ของวงร ี
q คือ ระยะใกลจุดโฟกัส(perifocal distance)  
         หรือระยะของจุดใกลดวงอาทิตย (perihelion  distance) 
e คือ ภาวะเยื้องศูนย (eccentricity) หรือความรี 
 i คือ ความเอียง(inclination)ของระนาบวงโคจร 
Ω คือ ระยะแวงของจุดไตขึ้น(longitude of ascending node) 
ω คือ ระยะมุมของจุดใกลโฟกสั(argument of the perifocus)  
         หรือระยะมุมของจุดใกลดวงอาทิตย(argument of perihelion) 
n คือ การเคลื่อนที่เฉลีย่(mean motion) 

                       M คือ มุมกวาดเฉลี่ย(mean anomaly) 
T คือ เวลาที่ผานจุดใกลโฟกสั(time of perifocal passage)  
         หรือเวลาที่ผานจุดใกลดวงอาทิตย (time of perihelion passage) 



  
27

1. เวกเตอรพืน้ฐานสามตวั  
เราเริ่มกระบวนการหาหลักมูลทางโคจรโดยการสรางเวกเตอรพื้นฐานสามตัว คือ e

r , h
r

และ N
r

 ดังที่แสดงในรูปที่ 2.14 ใหจุดกําเนดิของระบบพกิัดคารทีเซียนอยูที่จุดศูนยกลาง C และ
I
) , J) และ K) คือเวกเตอรหนึ่งหนวยที่ขนานกับแกน x, y และ z ตามลําดับ 

 

 
 

รูปที่ 2.14 เวกเตอรพื้นฐาน คือ er , h
r
และ Nr  

  
ระบบพิกัดนีจ้ะใหแกน +x มีทิศชี้ไปยังจดุวสันตวษิุวัต และระนาบ xy ซอนทับกันพอดีกับ

ระนาบสุริยะวถิี โดยใหดวงอาทิตยเปนจุดศูนยกลาง ดังนั้นที่เวลา t ใดๆ เราจะม ี
    { }z,y,xr =

r  
{ }z,y,xv &&&

r
=  

และ   

   
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⋅=
⋅=

=

vrrr
vvv

\r\r
2

rr
&

rr

r

   (2.102) 

จากสมการ (2.89) เวกเตอรภาวะเยื้องศูนยคือ 

    vrrr
r

ve
r&rr
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⎜⎜
⎝

⎛
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⎞
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µµ
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   (2.103) 

ซึ่ง 
           { }zyx e,e,ee =

r                                       (2.104) 
ดังนัน้ 
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  (2.105) 

เวกเตอรโมเมนตัมเชงิมุมหาไดจากผลคูณเวกเตอร 
     vrh

rrr
×=     (2.106) 

ซึ่ง 
    { }zyx h,h,hh =

r
   (2.107) 

ดังนัน้ 

    
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

−=
−=
−=

xyyxh
zxxzh
yzzyh

z

y

x

&&

&&

&&

  (2.108) 

และเวกเตอรของจุดไตข้ึน Nr  หาไดจากผลคณูเวกเตอรของ K) และ h
r

 คือ 
     hKN

r)r
×=     (2.109) 

ซึ่ง 
     { }1,0,0=K

)  
{ }zyx h,h,hh =

r
 

และ 
            { }zyx NNNN ,,=

r    (2.110) 
ดังนัน้ 

     
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=
+=
−=

0z

xy

yx

N
hN
hN

   (2.111) 

 
2. พารามิเตอร q,e,a  

พารามเิตอรของวงร ี q,e,a สามารถหาไดโดยใชความสมัพันธตางๆ ดังที่ไดกลาว
มาแลว จากสมการวิส-วีวา เราจะได 

     
µ

221 v
ra
−=     (2.112) 

ซึ่งเราจะสามารถหาคาa  ได สวนภาวะเยื้องศูนย e  สามารถหาไดจากสมการ (2.103) คือ 
     \e\e

r
=     (2.113) 
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เราจะหาระยะของจุดใกลดวงอาทิตย q โดยใชสมการ (2.106) จะได 
     \h\h

r
=     (2.114) 

ดังนัน้จากสมการ (2.53) คือ 

                ℘
µ

2h
=     (2.115) 

และจากสมการ (2.54) เราก็จะได 

     
e

q
+
℘

=
1

    (2.116) 
    
3. มุมที่ใชกําหนดทิศทาง 
 กลับไปดูรูปที่ 2.14 เราจะพบวามุม ω,,i Ω  สามารถหาไดจากผลคูณสเกลารตางๆ 
ระหวางเวกเตอรพื้นฐาน er , h

r
,Nr   และเวกเตอรหนึ่งหนวย I

) , J
) , K

)  ดังนัน้ความเอียง i  จะ
คํานวณไดจากผลคูณสเกลาร  
    ihKhK cos||||

r)r)
=⋅    (2.117)  

โดยที ่    
    { }1,0,0=K

)  
   { }zyx h,h,hh =
r

 
ดังนัน้เราจะพบวา 
    zhhK =⋅

r)  
      1\K =

)
|  

       h\h =
r

|  
สมการที ่(2.117) ก็จะอยูในรูปอยางงาย คือ 

    
h
h

icos z=      (2.118) 
ในกรณีของ Ω  เราเริ่มจากผลคูณสเกลาร 
    Ω=⋅ cos|||| NINI

r)r)    (2.119) 
โดยที ่
          { }0,0,1=I

)  
           },,{ ZyX NNNN =

r  
ดังนัน้ 
     XNNI =⋅

r)  
     1\I =

)
|  
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     N\N =
r

|  
สมการ (2.119) ก็จะลดลงเหลือ 

     
N

N
cos X=Ω     (2.120) 

ถา  0<yN  จะได  Ο>Ω 180  
 ในกรณีของ ω  ก็สามารถหาไดจากผลคูณสเกลาร 
     ωcos\e\\N\eN

rrrr
=⋅   (2.121) 

โดยที ่
     },,{ ZyX NNNN =

r  
     { }zyx e,e,ee =

r  
     N\N =

r
|  

     e\e =
r

|  
ดังนัน้สมการ (2.121) จะเขยีนใหมไดเปน 

     
eN
eNcos
rr

⋅
=ω    (2.122) 

ถา 0<ze  จะได Ο> 180ω  
 บางครั้ง ω  นี้ กจ็ะถูกแทนดวยระยะแวงของจุดใกลดวงอาทิตย(longitude of perihelion) 
ω~  ซึ่งหาไดจาก 
     ωω +Ω=~  
หรือก็คือ 
     Ω−= ωω ~  
 
4. มุมกวาดเฉลี่ย 
 จากสมการ (2.80) และ (2.81) ตําแหนงของวัตถทุองฟาเมื่ออางองิกับระบบพิกัดระนาบ
วงโคจรคือ  
     νcosrx =     (2.123) 
     νsinry =     (2.124) 
เมื่อนําสมการของภาคตัดกรวยคือสมการ (2.52) มาจัดรูปใหมจะได 

     
e

rcosr −℘
=ν     

ซึ่งจะทําใหเราสามารถเขยีนสมการ (2.123) ไดในรูปของ 

     
e

rx −℘
=     (2.125) 
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เมื่อยอนกลับไปที่สมการ(2.87) เรามี 

     νµ siner
℘

=&  

เมื่อนํา r มาคูณตลอดทั้งสองขาง จะได 

     
µ

ν ℘
=

e
rrsinr
&  

แทนคาสมการขางบนลงในสมการ (2.124) เราจะได 

              
µ
℘

=
e
rry
&     (2.126) 

 เมื่อวงโคจรเปนวงรี เราจะใชสมการ (2.90) และ (2.95) คือ 
    )eE(cosax −=     (2.127) 
    Esinby =      (2.128) 
โดยที ่
    21 eab −=     (2.129) 
ซึ่ง  x และ y  สามารถหาไดจากสมการ (2.125) และ (2.126) ตามลําดับ ดังนัน้เราจะไดวา 

    e
a
xEcos +=     (2.130) 

    
b
yEsin =      (2.131) 

ก็จะสามารถหาคามุมกวาดเยื้อง E ได 
 ดังนัน้มุมกวาดเฉลี่ย M และการเคลื่อนที่เฉลี่ย n ของวงรี กจ็ะสามารถหาไดในหนวยของ
เรเดียน (radian) ดังนี ้
    EsineEM −=     (2.132) 

    
3a

kn
µ

=      (2.133) 

และคาบของวงโคจรก็สามารถหาไดจากสมการ (2.65)  
 ในบางครั้งเราจะใชระยะแวงเฉลี่ย (mean longitude) L แทนมมุกวาดเฉลี่ย M โดยจะมี
ความสัมพันธกันดังนี ้
    M~L += ω  
หรือ 
    ω~LM −=  
ดังนัน้      
                                     Ω−−= ωLM  
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5. เวลาที่ผานจุดใกลดวงอาทิตย 
สามารถหาไดจากสมการของมุมกวาดเฉลีย่ คือ 

    )Tt(nM −=     (2.134) 
ซึ่งก็จะได 

    T 
n
Mt −=      (2.135) 

ดังนัน้ในการหาคา T  เราจะตองคํานวณหาคา M  และ n  ใหไดกอน 
 
2.2.6 การหาตําแหนงและความเรว็จากหลกัมูลทางโคจร 
 

 
 

รูปที่ 2.15 เวกเตอรหนึ่งหนวย WQP
)))

,,  
  

การแปลงหลักมูลทางโคจรไปเปนตําแหนงและความเร็วที่เวลาเริ่มตนใดๆ สามารถทําให
งายขึน้โดยการกําหนดเวกเตอรหนึ่งหนวย WQP

)))
,,  ซึ่งตั้งฉากกนัในระบบพิกัดระนาบวงโคจร 

คือระนาบ x y  ดังที่แสดงในรูปที ่2.15 
 P

) มีทิศทางในแนวแกน x  ชี้ไปยังจุดใกลดวงอาทิตย   Q)  มีทิศทางในแนวแกน y และ 
W
) มีทิศทางตัง้ฉากกับระนาบวงโคจร ดังนั้น 

     QPW
)))

×=     (2.136) 
 ดังนัน้ตําแหนงและความเร็วของวัตถทุองฟา B ที่โคจรรอบจุด C จะเขียนไดในเทอมของ
เวกเตอรหนึ่งหนวยดังนี ้
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⎭
⎬
⎫

+=
+=

QyPxv
QyPxr
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&r

))r

    (2.137) 

 ในวงโคจรที่เปนวงรี เราจะไดเซตของหลักมูลทางโคจร คือ },,,,,{ Miea ωΩ  
มุมกวาดเฉลี่ย M และมุมกวาดเยื้อง E จะสัมพนัธกนัโดยสมการเคปเลอรคือ 

EsineEM −=     (2.138) 
เมื่อสมมุติวายงัไมไดคาที่ถกูตองของ M  ดังนัน้จึงเขยีนสมการ (2.138) ใหมไดวา 
    MEsineEf −−=     (2.139) 
หาอนุพนัธของ f เทียบกับ E ได 

    Ecose
dE
df

−= 1     (2.140) 
 ในการประมาณครั้งแรกของมุมกวาดเยื้อง เราให ME = สมการ(2.139) และ (2.140) 
สามารถแกหาคา E ไดอยางถกูตองแมนยําโดยใชระเบียบวิธีเชงิตัวเลขทาํซ้ําตอเนื่องกนัไปเรื่อยๆ 
เมื่อไดคา E ที่มีความละเอยีดตามที่ตองการแลว เราจะใชสมการ (2.94) คือ 
    )Ecose(ar −= 1  
และนําสมการ (2.98) มาเขียนใหมจะได 

    E)Ecose(a
a

&−= 1µ    (2.141) 
แทนคาสมการ (2.94) และสมการ (2.141) แลวจัดใหม ในที่สุดเราจะได 

     
ar

E µ1
=&     (2.142) 

และใชสมการ (2.90), (2.95), (2.96) และ (2.97) เพื่อคํานวณหาสวนประกอบสเกลารของ
ตําแหนง และความเร็วในระบบพิกัดระนาบวงโคจร จะได 
 

    
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=
−=
=

−=

EcosEby
EsinEax

Esinby
)eE(cosax

&&

&&    (2.143) 

 
โดยที่  21 eab −=   
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เวกเตอรหนึ่งหนวย  WQP
)))

,,   ในระบบพิกัดระนาบวงโคจรจะมคีวามสัมพันธกับเวก   
เตอรหนึ่งหนวย KJI

)))
,,  ในระบบพกิัดสุริยะวิถีสุริยะมัธยมผานทางมุม Ω,, ωi   ดังรูปที ่2.16  

 
 

 
 
 

รูปที่ 2.16  มมุ Ω,, ωi  
                   

ซึ่งเวกเตอรหนึง่หนวย  WQP
)))

,,   กับ   KJI
)))

,,  จะมีความสมัพันธกนัดังสมการตอไปนี ้
                                 

                         
)sin(sin

)coscossinsin(cos

)cossinsincos(cos

iK

iJ

iIP

ω

ωω

ωω

)

)

))

+

Ω+Ω+

Ω−Ω=

                (2.144) 

 

    
)sin(cos

)coscoscossinsin(

)cossincoscossin(

iK

iJ

iIQ

ω

ωω

ωω

)

)

))

+

Ω+Ω−+

Ω−Ω−=

               (2.145) 

 

                        
)(cos

)sincos(

)sin(sin

iK

iJ

iIW

)

)

))

+

Ω−+

= ω

                                           (2.146) 
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2.3 การรบกวนเฉพาะ (Special Perturbations) 

 
เมื่อวัตถทุองฟาเคลื่อนที่เปนเวลานานๆ ในการคํานวณการเคลื่อนที่ของวัตถุจะตองคํานึง 

ถึงผลทีเ่กิดจากการรบกวน และผลตอตําแหนงของวัตถุเมื่อเวลาผานไป ซึง่วิธีการนี้เรียกวา
ระเบียบวิธีของการรบกวนทัว่ไป (general perturbations) [6] สวนระเบยีบวิธขีองการรบกวน
เฉพาะนัน้ จะใชคํานวณการเคลื่อนที่ของวัตถุที่โคจรในชวงระยะเวลาที่จํากัดโดยการใชระเบียบวิธี
เชิงตัวเลข ซึ่งเปนวิธกีารทีง่ายในทางปฏิบตัิอยางยิ่ง โดยหลักการพืน้ฐานจะเริ่มตนจากการ
พิจารณาสมการ (2.15) คือ 

∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−=

n

q q

q

q

q
q r

r
p
p

mr
r

r
1

333

rr
r&&r µ                     (2.15) 

โดยที่เทอมแรกทางขวามือของสมการ แสดงถึงความเรงของวัตถุสองช้ิน สวนเทอมของผลรวม
(เทอมที่สอง) แสดงถึงการดึงดูดของมวลรบกวน mq ที่มจีํานวน n ตัว 
 วิธีการของการรบกวนเฉพาะนี้จะตองอาศยัการคํานวณโดยใชระเบียบวิธีเชงิตัวเลข ซึ่งเรา
จะใชระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา(Runge-Kutta method) และระเบียบวธิีโคเวลล(Cowell  method)  
มาใชในการแกปญหาในงานวิจยันี ้ ซึง่ขัน้ตอนตางๆ จะกลาวในบทตอไป 
 โดยปกติการรบกวนจากแรงโนมถวงของวตัถุที่โคจรรอบดวงอาทิตยทีม่ีตอกันจะมีคานอย 
แตผลกระทบเหลานี้จะเพิ่มมากขึ้นจนสังเกตเห็นไดชัดเจนเมื่อติดตามการเคลื่อนทีข่อง วัตถุเหลานี้
เปนเวลาหลายๆ ป 

 
 

รูปที่ 2.17 ลักษณะทางเรขาคณิตของการรบกวน 
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 พิจารณาตาํแหนงตางๆ ที่แสดงในรูปที ่ 2.17 ณ จุดที่วงโคจรของวัตถุ B ที่โคจรรอบดวง
อาทิตย S ถูกรบกวนดวยแรงโนมถวงจากวัตถุชิ้นที่สาม Q ซึ่งมีมวล qm และตําแหนง qr

r  จากดวง
อาทิตย ซึ่งสามารถทราบไดจากตารางขอมูลทางดาราศาสตร อันตรกริิยาระหวางวตัถุทั้งสามนี้จะ
แทนไดดวยสมการ (2.15) ซึ่งจะลดรูปลงเปน 

⎟
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⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−=

333
q

q

q

q
q r

r

p

p
mr

r
r

rr
r&&r µ    (2.147) 

ซึ่งกระจายไดเปน 

333
q

qq

q

qq

r

rm

p

pm
r

r
r

rr
r&&r −+−=

µ    (2.148) 

เทอมแรกทางขวามือของสมการ(2.148) คือความเรงสมัพัทธที่เปนผลจากมวลของดวงอาทิตยและ
มวลของวัตถุ B ประกอบกนั  เทอมที่สองแสดงถงึกิริยาของ qm ที่กระทาํตอวัตถ ุ B และเทอมที่
สามแสดงถงึกริิยาของ qm ที่กระทําตอดวงอาทิตย เทอมทีส่องและสามเราเรียกวาการดึงดูดโดย 
ตรง(direct attractions) และการดึงดูดโดยออม(indirect attractions)ตามลําดับ หรือเขียนไดวา 

   การดึงดูดโดยตรง  
3
q

qq

p

pm
r

=  

การดึงดูดโดยออม 
3

q

qq

r

rm
r

=  

 
 

 
 

รูปที่ 2.18 การดึงดูดโดยตรงและโดยออม 
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 ดังที่แสดงในรูปที่ 2.18 ซึ่งเปนกรณีที่แสดงใหเห็นวาการดึงดูดโดยตรงมีอิทธพิลมากกวา
การดึงดูดโดยออม เพราะวตัถุที่รบกวน Q อยูใกลวัตถทุี่โคจร B มากกวาดวงอาทิตย จะเหน็วาดวง
อาทิตยที่ตั้งอยูที่จุดกาํเนิดของเวกเตอรตําแหนง r

r ก็จะถกูดึงดูดไปยังวตัถุ Q ดวยเชนกนั ดงันัน้
การรบกวนที่สงัเกตเห็นไดที่เกิดกับ rr  ซึ่งเปนการรบกวนตําแหนงจะเปนผลจากการดึงดดูสุทธ ิ

   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

33
q

q

q

q
qq r

r

p

p
ma

rr
r  

ซึ่งก็คือผลตางระหวางการดึงดูดโดยตรงและการดึงดูดโดยออมซึ่งเกิดจากมวล qm นั่นเอง 
ตองเขาใจวาการดึงดูดสุทธนิีใ้นความเปนจริงคือความเรง ไมใชแรงหรือการรบกวน 

ผลลัพธของการรบกวนเมื่อความเรงสทุธกิระทําตลอดเวลาทําใหความเร็วของวัตถทุี่โคจรรอบดวง
อาทิตยเปลีย่นแปลงไป วตัถุนั้นจะเคลื่อนที่ไปดวยความเร็วใหมที่ไดรับผลของการรบกวนนั้น ดัง
ตัวอยางที่แสดงในรูปที ่2.19 

 

 
 

รูปที่ 2.19  ผลของการรบกวนจากความเรงสุทธ ิ
 

จุดที่เกิดการรบกวนตอวัตถ ุ B มากที่สุด จะไมเกิดใกลกับจุด C ซึ่งเปนจุดทีว่ัตถุ B โคจร
เขามาใกลวัตถุ Q มากที่สุด แตจะเกิดที่จดุ P ที่ไกลออกไปตามแนวของวงโคจร เนือ่งจากความเรง 

qa
r  จากวัตถ ุ Q ที่มารบกวนวตัถุ B นัน้จะมีขนาดมากทีสุ่ดที่จุด C แตการที่ความเรงนี้จะสงผล
กระทบตอตําแหนงและความเร็วของวัตถ ุB ไดมากที่สุดนั้น จะตองใชเวลาระยะหนึ่งจึงจะสามารถ
เรงทําใหความเร็วของวัตถ ุ B เปลี่ยนแปลงไปไดมากที่สุดทีจุ่ด P  ซึ่งที่จุดนี้เองจะเปนจดุที่มี
ผลกระทบตอวัตถุ B อยางเต็มที ่[5]  
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อยางไรก็ตามการใชระเบียบวิธีของการรบกวนเฉพาะนีจ้ําเปนที่จะตองรูมวล qm และ
ตําแหนง qr

r ของดาวเคราะหแตละดวงที่มารบกวนในทุกๆ ข้ันตอนของการคํานวณ โดยการอินทิ-
เกรตเชิงตัวเลข เมื่อทราบสิง่ตางๆเหลานี ้ระยะทาง qp

r  ก็สามารถทีจ่ะหาไดจากความสมัพันธ 
   rrp qq

rrr
−=      (2.149) 

ซึ่งเปนไปตามเรขาคณิตดังทีแ่สดงในรูปที ่ 2.17 ซึ่งขอมลูตางๆ ที่จาํเปนสามารถคนไดจากปฏิทิน
ดาราศาสตร(the astronomical almanac) 

 
  

 
 
 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 



 
บทที่ 3 

 
วิธีการคํานวณ 

 
3.1 การหาหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดาที่เวลาตางๆ 
 
 จากทฤษฎีพืน้ฐานและแบบจําลองทางคณิตศาสตรตางๆ ในบทที ่ 2 เราจะนํามาประยุกต
ในการคํานวณหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดาที่เวลาตางๆ โดยคิดการรบกวนทีเ่กิด
จากดาวพฤหสับดีและดาวเสาร  โดยมีขอมูลหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดา,           
ดาวพฤหัสบด ีและ ดาวเสาร ที่เวลาใดเวลาหนึ่ง  ซึง่กาํหนดใหเปนเวลาเริ่มตน ( 00 =t วนั) โดย
ขอมูลหลักมูลทางโคจรเหลานี้เปนขอมูลที่ไดจากการสังเกตการณทางดาราศาสตร 
 เมื่อเราไดหลักมูลทางโคจรทัง้หกตวัคือ Ω,,,, ωiea  และ M   ที่เวลาเริ่มตน 0t ของ
ดาวเคราะหทัง้สามดวงแลว เราก็จะคํานวณหาหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลา
ตางๆ ได  โดยแบงเปนขัน้ตอนดังนี้ คือ 
 
ขั้นตอนที่ 1  แปลงหลักมูลทางโคจรที ่ 0t  ของดาวเคราะหแตละดวงไปเปน rr  และ v

r
.  ที่ 0t   

โดยมีวิธกีารแปลงดังนี ้
เมื่อมีหลกัมูลทางโคจรของดาวเคราะหใดๆ คือ  Ω,,,, ωiea  และ M  
หาคา b  ไดจากสมการ (2.57) คือ 

21 eab −=     (2.57) 
หาคา  E   ไดจากสมการสมการ (2.101) คือ 

EeEM sin−=     (2.101) 
เมื่อไดคา  E  แลว เราก็จะสามารถหาคา  r   ไดจากสมการ (2.94) คือ 

ecosE)a(1r −=     (2.94) 
เมื่อไดคา  r  แลว เราก็จะสามารถหาคา  E&  ไดจากสมการ (2.142) คือ 

ar
E µ1

=&     (2.142) 
เมื่อเราไดคา  EE &,  และ  b  แลว เราก็สามารถคํานวณหาสวนประกอบของเวกเตอรตําแหนง
และความเร็วบนระนาบวงโคจร (ระนาบ yx ) ไดจากสมการ (2.143) คือ 
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⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=
−=
=

−=

EcosEby
EsinEax

Esinby
)eE(cosax

&&

&&    (2.143) 

 
เราจะหาเวกเตอรหนึ่งหนวย P)  และ Q)   จาก  Ω,, ωi   โดยอาศัยความสมัพนัธกบัเวกเตอรหนึง่
หนวย KJI

)))
,,  ในระบบพิกัดสุริยะวถิีสุริยะมัธยม ไดจากสมการ (2.144) และ (2.145) คือ 

 

                         
)sin(sin

)coscossinsin(cos

)cossinsincos(cos

iK

iJ

iIP

ω

ωω

ωω

)

)

))

+

Ω+Ω+

Ω−Ω=

                (2.144) 

 

    
)sin(cos

)coscoscossinsin(

)cossincoscossin(

iK

iJ

iIQ

ω

ωω

ωω

)

)

))

+

Ω+Ω−+

Ω−Ω−=

               (2.145) 

 
ในที่สุดเราก็จะสามารถหา rr  และ v

r    ของดาวเคราะห ไดจากสมการ (2.137) คือ 

⎭
⎬
⎫

+=
+=

QyPxv
QyPxr
)

&
)
&r

))r

           (2.137) 

ดังนัน้เมื่อจบการคํานวณในขั้นตอนที่ 1  ผลลัพธที่ไดจะเปน  rr  และ v
r

.   ของดาวเคราะหแตละ
ดวงที ่ 0t  ดังนี ้

HOHO vr
rr

,    คือ  rr  และ v
r  ของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่ 0t   

JOJO vr
rr

,     คือ rr  และ v
r   ของดาวพฤหสับดีที่ 0t  

SOSO vr
rr

,     คือ rr  และ v
r   ของดาวเสารที่  0t  

 
ขั้นตอนที่ 2  แกสมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหนอยฮิลดา  
จากสมการ (2.15) เราเขียนสมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหฮิลดาไดคือ 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=

33333
S

S

S

S
S

J

J

J

J
JH

H
H r

r
p
p

m
r
r

p
p

mr
r

r
rrrr

r&&r µ    (3.1) 

 
โดยที่      SJH rrr

rrr
,,      คือ เวกเตอรตาํแหนงของดาวเคราะหนอยฮิลดา, ดาวพฤหัสบดี และ ดาว 

                                           เสาร เทียบกบัดวงอาทิตยตามลําดับ 
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                Jm  และ sm   คือ มวลของดาวพฤหสับดี และดาวเสาร ในหนวยมวลของดวง 
                                              อาทิตยตามลําดับ 

     Jp
r  และ Sp

r    คือ เวกเตอรตําแหนงของดาวพฤหัสบดี และดาวเสาร สัมพทัธกับดาว 
                                  เคราะหนอยฮิลดาตามลําดับ 

 เราใชระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา และระเบียบวธิีโคเวลล แกสมการ (3.1) โดยใช  ,, HOHO vr
rr   

,, JOJO vr
rr  SOSO vr

rr
,  ที ่ 0t   เปนคาเงื่อนไขเริ่มตน  เพื่อคํานวณหา   ,, 11 HH vr

rr  
,, 11 JJ vr

rr
11 , SS vr

rr   ที่ 1t  ออกมา  
หลังจากนั้นกน็ํา  ,, 11 HH vr

rr  ,, 11 JJ vr
rr

11 , SS vr
rr   ที ่ 1t  นี้ไปเปนเงื่อนไขเริ่มตนในการ

คํานวณหา   ,, 22 HH vr
rr  ,, 22 JJ vr

rr
22 , SS vr

rr   ที ่ 2t  ตอไป 
โดยจะทาํซ้ําในขั้นตอนนี้ไปเรื่อยๆ  ดังนั้นเมื่อจบการคํานวณในขัน้ตอนที ่2 เราก็จะได 
,, HH vr

rr  ,, JJ vr
rr

SS vr
rr

,    ที่เวลาตางๆ ออกมา  ซึง่ระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา และระเบียบวธิี       
โคเวลล นี้เราจะกลาวถงึในหัวขอตอไป 
 
ขั้นตอนที่ 3  นํา Hr

r   และ  Hv
r   ที่เวลาตางๆ มาแปลงกลับไปเปนหลกัมูลทางโคจร   

โดยมีวิธกีารแปลงดังนี ้
เมื่อทราบ rr  และ v

r  ของดาวเคราะหใดๆ   
หา  rr &   ไดจากสมการ (2.102) คือ  

vrrr
rr

& ⋅=     (2.102) 
หาคา  a   ไดจากสมการ (2.76) คือ 

           
µ

221 v
ra
−=     (2.76) 

หาคา e   ไดจากสมการ (2.89) คือ 

vrrr
r

ve
r&rr
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

µµ
12

    (2.89) 

โดยที ่ || ee
r

=  
เมื่อไดคา  a  และ e   เราก็สามารถหาคา  b   ไดจากสมการ (2.57) คือ 

21 eab −=     (2.57) 
หา  Nh

rr
,   ไดจากสมการ (2.77) และ (2.109) คือ 

vrh
rrr

×=     (2.77) 
hKN
r)r

×=     (2.109) 
ซึ่ง         คือเวกเตอรหนึง่หนวยในแนวแกน z ของระบบพกิัดสุริยะวิถีสุริยะมัธยม(แกน x,y และ z) 
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เมื่อได  Nh
rr

,   เราก็สามารถหาคา  Ω,, ωi   ไดจากสมการ   (2.118), (2.122) และ (2.120) คือ 

h
h

icos z=      (2.118) 

eN
eNcos
rr

⋅
=ω     (2.122) 

N
N

cos X=Ω      (2.120) 
หาคา ℘  ไดจากสมการ (2.53) คือ 

℘
µ

2h
=     (2.53) 

 
เมื่อไดคา℘  เราก็สามารถหา  x   และ y  ไดจากสมการ  (2.125) และ (2.125) คือ 

e
rx −℘

=     (2.125) 

µ
℘

=
e
rry
&     (2.126) 

 
เมื่อได  x  และ y   เราก็สามารถหาคา E  และ  Esin  ไดจากสมการ  (2.130) และ (2.131) คือ 

e
a
xEcos +=     (2.130) 

    
b
yEsin =      (2.131) 

เมื่อไดคา E  และ Esin  เราก็สามารถหาคา  M   ไดจากสมการ (2.101) โดย 
EeEM sin−=     (2.101) 

จากสมการ (2.76), (2.89), (2.118), (2.122), (2.120) และ (2.101) จะไดคา Ω,,,, ωiea  
และ M  ซึ่งเปนคาหลักมูลของวงโคจรออกมา  
 ดังนัน้ เมื่อจบการคํานวณในขั้นตอนที่ 3  เราก็จะไดคาหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะห
นอยฮิลดาที่เวลาตางๆออกมา 
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3.2 ระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา 

 
จากสมการการเคลื่อนที่ของวัตถุสองช้ินเมือ่ไมมีการรบกวนที่ไดกลาวมาในบทที่แลว คือ

สมการ (2.20) เมื่อเราทราบเงื่อนไขเริ่มตน คือ 0r
r  และ 0r&

r  ที่เวลาเริ่มตนใดๆ 0t เราจะไดความเรง 
0r&&
r  คือ 

      3
0

0
0 r

rr
r

&&r µ−
=  

 
ดังนัน้จากเงื่อนไขเริ่มตน กจ็ะทําใหเราสามารถหาตําแหนงและความเร็วที่เวลาตอไปได โดยการใช
ระเบียบวิธเีชิงตัวเลข ซึง่วิธกีารทีเ่ราจะนํามาใชแกปญหานี้เราเรียกวาการอินทิเกรตเชิงตัวเลข
(numerical integration) ซึ่งเปนวิธกีารที่ใชในการคํานวณหาวงโคจรของวัตถุในวิชากลศาสตร
ทองฟา  เมื่อเราคํานวณไดตําแหนงและความเรว็ที่เวลาถัดมาแลว  เราก็จะนาํคาที่ไดไปเปน
เงื่อนไขเริ่มตนในการคํานวณหาตําแหนงและความเร็วที่เวลาตอๆ ไปได ดังนัน้เมื่อเราทาํซ้ําไป
เร่ือยๆ เราก็จะสามารถคํานวณการเคลื่อนที่ของวัตถุตลอดทั้งคาบการโคจรได 
 ระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา (Runge-Kutta method) [8] เปนระเบียบวิธีการหนึง่ที่ใชในการแก
สมการเชงิอนพุันธสามัญ  ซึง่เปนระเบียบวธิีที่ไดรับความนิยมและใชกนัอยางกวางขวาง
โดยเฉพาะในการคํานวณทีต่องการผลลพัธทีม่ีความเที่ยงตรงสูง  แนวความคดิที่ใชในการสราง
ระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา นี้ คือ การหาคาความชนัที่มีความเทีย่งตรงสงู เพื่อใชในการหาผลลัพธทีม่ี
ความเที่ยงตรงสูงตามมา 
 ในการแกสมการเชิงอนุพนัธนี้ เราจําเปนตองใชเงื่อนไขเริ่มตน (initial condition) เปน
จํานวนตามอนัดับของสมการ เชน ถาเปนการแกสมการเชงิอนพุนัธอันดับสอง จาํเปนตองใช
เงื่อนไขเริ่มตนสองเงื่อนไข แตถาเปนการแกสมการเชิงอนุพนัธอันดับหนึ่งเราจะตองใชเงื่อนไข
เร่ิมตนเพยีงเงือ่นไขเดียว เปนตน  เมื่อเราพิจารณาสมการเชงิอนพุนัธสามัญที่อยูในรูปแบบทั่วไป 
ดังนี ้

      ),( yxf
dx
dy

=       (3.2) 
 
หลักการเบื้องตนที่ใชในการแกสมการเชงิอนุพนัธสามญันี้  สามารถอธิบายไดโดยรูปที่ 3.1 
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รูปที่ 3.1 หลักการเบื้องตนของระเบียบวิธรุีงเง-กุตตา 
 
จากรูปที ่3.1 นี้ เราจะหาคาผลลัพธโดยประมาณของ 1+iy  ที่ 1+ix จากผลลพัธ iy ซึ่งเรารูคาที ่

ix  โดยใชคาความชันที่ ix  ดังนี ้

      
ii

ii

xx
yy

dx
dy

−
−

=
+

+

1

1  

                       
h

yy ii −
= +1     (3.3) 

โดยที่ ii xxh −= +1  คือชวงความกวาง(step size) ที่ใชในการคํานวณ ซึ่งแลวแตเราจะกําหนด  
ทําการแทนคาของความชนัที่ ix  จากสมการ (3.3) ลงในสมการ (3.2) จะได 

            ),(1
ii

ii yxf
h

yy
=

−+  
นั่นคือ 
    hyxfyy iiii ),(1 +=+    (3.4) 
ซึ่งหมายความวา เราสามารถทาํการคํานวณโดยเริ่มจากเงื่อนไขเริ่มตนของ iy  ที ่  ix  และ
สามารถคาํนวณคา 1+iy ใหม จากความกวางชวง h ที่กําหนดให  และจากรูปที่ 3.1 เราจะเหน็ได
วาความเที่ยงตรงของผลลัพธโดยประมาณนั้นจะขึ้นอยูกับคา h ที่ใชในการคํานวณนี้ กลาวคือ ยิ่ง
ใช h มีคานอยเทาใด ก็จะไดผลลัพธทีม่ีความเที่ยงตรงมากยิง่ขึ้นเทานั้น 
 ในระเบียบรุงเง-กุตตานัน้สมการหลกัที่ใชในการคํานวณผลลัพธจะอยูในรูปแบบดังนี้ คือ 
             hhyxyy iiii ),,(1 φ+=+    (3.5) 
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โดย ),,( hyx iiφ  เรียกวาฟงกชันสวนเพิม่(increment function) ซึ่งมีความหมายของความชนั
เฉลี่ยตลอดชวงความกวาง h ที่จะนําไปใชในการคํานวณหาสวนที่เพิม่ข้ึนจากผลลพัธเดิม ฟงกชนั
สวนเพิ่มนี้ สามารถเขียนใหอยูในรูปทัว่ไปไดดังนี้ 

nn KaKaKaKa ++++= K332211φ      (3.6) 
โดยที่ naaaa ,,,, K321  เปนคาคงที ่
และ 
                       ),(1 ii yxfK =  
                      ),( 11112 hKqyhpxfK ii ++=  
                      ),( 22212123 hKqhKqyhpxfK ii +++=    (3.7) 
                       M                                       M  
                      ),( 11,121,2n-11,1n-1n-n hKqhKqhKqyhpxfK nnnii −−−+++++= K  
  

โดยตัวหอย n บงถึงอนัดบัที่ของระเบียบรุงเง-กุตตา ที่เลือกใช  คา  K1,K2,K3,…Knใน
สมการ (3.7) ขึ้นอยูกับฟงกชันของสมการเชิงอนพุนัธสามัญที่จะนํามาแกปญหา  ซึ่งเราจําเปนตอง
รูคา K1 กอนทาํการคํานวณหาคา K2  และตองรูคา K2 กอนทาํการคํานวณหาคา K3 เชนนี้ไปเร่ือยๆ 
สวนคา p และ q ตางๆ นัน้เปนคาคงที่ซึง่จะแตกตางกนัไปตามอันดบัที่ของระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา 
ที่เราเลือกใช  
 
3.2.1 ระเบียบวิธีรงุเง-กุตตา อันดับหา 
 ในงานวิจัยนี้เราเลือกใชระเบียบวิธีรุงเง-กุตตาอันดับหา(RK5)  ในการแกสมการการ
เคลื่อนที่ของระบบวัตถุสองชิ้น  เนื่องจากวิธีการนี้ใหผลลัพธทีม่ีความเที่ยงตรงสงูมาก โดยเราจะ
นําระเบยีบวิธรุีงเง-กุตตา อันดับหาของบทุเชอร (Butcher‘s fifth-order Runge-Kutta method) 
[9] มาใช  โดยมีรูปแบบทั่วไปคือ 

  hKKKKKyy ii )73212327(
90
1

654311 +++++=+  (3.8) 
โดยที ่
   ),(1 ii yxfK =  
                         )

4
1,

4
1( 12 hKyhxfK ii ++=  

)
8
1

8
1,

4
1( 213 hKhKyhxfK ii +++=  

)
2
1,

2
1( 324 hKhKyhxfK ii +−+=    (3.9) 
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)
16
9

16
3,

4
3( 415 hKhKyhxfK ii +++=  

)
7
8

7
12

7
12

7
2

7
3,( 543216 hKhKhKhKhKyhxfK ii +−++−+=  

 
เมื่อพิจารณาสมการเชงิอนพุันธอันดับหนึง่ ซึง่มีรูปแบบทั่วไปดังนี้คือ 

    ),( xtf
dt
dx

=      (3.10) 
เมื่อเราใชระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา อันดับหา ซึ่งมชีวงความกวาง h สามารถแสดงไดดังนี ้
      xxx δ+= 0     (3.11) 
ซึ่งเลขศูนยแสดงถึงคาของตวัแปรในขั้นเริม่ตน  และ xδ คือฟงกชันสวนเพิม่ โดยที ่

    )( 65431 7F32F12F32F7F
90
1x ++++=δ   (3.12) 

โดย 
  ),( 001 xthfF =  
                        )

4
1,

4
1( 1002 FxhthfF ++=  

)
8
1

8
1,

4
1( 21003 FFxhthfF +++=                              (3.13) 

)
2
1,

2
1( 32004 FFxhthfF +−+=  

)
16
9

16
3,

4
3( 41005 FFxhthfF +++=  

)
7
8

7
12

7
12

7
2

7
3,( 54321006 FFFFFxhthfF +−++−+=  

 
พิจารณาปญหาการเคลื่อนที่ของวัตถุสองชิ้นเมื่อไมมกีารรบกวนโดยทราบเงื่อนไขเริ่มตน 

คือ ตําแหนง 0r
r  , ความเร็ว 0v

r   ที่เวลาเริ่มตน 0t  ถาเราให 
    vvf

rr
=)(     (3.14) 

             
3r
rrg
r

r µ−
=)(     (3.15) 

ดังนัน้จากขอมูลที่ไดสามารถนําไปใชเขียนสมการเชิงอนุพนัธอันดับหนึ่งสองสมการพรอม
กันดังนี้คือ 
     )(vf

d
rd r
r

=
τ

    (3.16) 

     )(rg
d
vd r
r

=
τ

    (3.17) 
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ซึ่งจะเห็นไดวามีความคลายคลึงกับรูปแบบของสมการ (3.10) เราสามารถอินทิเกรตโดยการใช  
ระเบียบวิธีรุงเง-กุตตาอันดับหา  โดยการประยุกตใชสมการ (3.13) กับสมการเชิงอนุพนัธที่ไดนี้  
ดังนัน้เราจะไดเวกเตอร 
 

)( 01 vfhF
rr

=  
)( 01 rghG

rr
=  

                        )
4
1( 102 GvfhF
rrr

+=  

)
4
1( 102 FrghG
rrr

+=  

)
8
1

8
1( 2103 GGvfhF

rrrr
++=                               

)
8
1

8
1( 2103 FFrghG

rrrr
++=  

)
2
1( 3204 GGvfhF

rrrr
+−=      (3.18) 

)
2
1( 3204 FFrghG

rrrr
+−=  

)
16
9

16
3( 4105 GGvfhF

rrrr
++=  

)
16
9

16
3( 4105 FFrghG

rrrr
++=  

)
7
8

7
12

7
12

7
2

7
3( 5432106 GGGGGvfhF

rrrrrrr
+−++−=  

)
7
8

7
12

7
12

7
2

7
3( 5432106 FFFFFrghG

rrrrrrr
+−++−=  

เมื่อ )( 0ttkh −=  
 ดังนัน้จากสมการ (3.12) จะไดเวกเตอรสวนเพิ่มคือ 

)F7F32F12F32F(7
90
1r 65431

rrrrrr
++++=δ  (3.19) 

)G7G32G12G32G(7
90
1v 65431

rrrrrr
++++=δ  (3.20) 

เมื่อประยุกตความสมัพนัธทัว่ไปตามสมการ (3.11) จะไดเวกเตอรตําแหนงและความเร็วในขั้น
เวลาถัดไป คือ 
    rrr

rrr
δ+= 0      (3.21) 

    vvv
rrr

δ+= 0      (3.22) 
ซึ่งคาที่ไดนี้จะกลายเปนเงื่อนไขเริ่มตนในการคํานวณขัน้ตอไป 
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3.3 ระเบียบวิธีโคเวลล 
 

ระเบียบวิธโีคเวลล(Cowell Method) นี้จะนํามาใชในการคํานวณการเคลื่อนที่ของวงโคจร
โดยการอินทิเกรตเชิงตัวเลขของทุกเทอมทีอ่ยูทางขวาของสมการ(2.15)โดยตรง โดยตําแหนงและ
ความเร็วที่ถกูรบกวนจะหาไดในแตละขั้นเวลาซึง่จะเปนคาเริ่มตนสําหรับการคํานวณในขั้นเวลาตอ 
ไป วิธีการภายในการคํานวณจะใชระเบียบวิธีรุงเง-กุตตาอันดับหา ดงัที่ไดอธิบายไปในสวนที่แลว 

พิจารณาวัตถทุองฟาที่ทราบตําแหนง  
0

r
r  และความเร็ว 0v

r  ที่เวลาเริ่มตน t0 โดยวัตถุ
ที่มารบกวนมมีวล  mq อยูที่ตําแหนง qr

r  และ qv
r  ทั้งหมด n ชิ้น เราจะสามารถเขยีนสมการการ

เคลื่อนที่ของวตัถุไดในรูป 

            ta
r
rmr

r
r

&&r ++−= 3)1(       (3.23) 
โดยที่ m เปนมวลของวัตถทุี่เราสนใจ,  ta

r  เปนเทอมแรงดึงดูดรบกวนทัง้หมด โดยที ่

        ∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

n

q q

q

q

q
qt r

r

p

p
ma

1
33

rr
r     (3.24) 

เมื่อ 
     rrp qq

rrr
−=                                                    (3.25) 

ตําแหนง qr
r  และความเรว็ qv

r  ของมวลที่มารบกวนที่เวลา t  ใดๆสามารถหาไดโดยวิธกีารเชิง
วิเคราะห โดยเราตองทราบคาเริ่มตนของเทอมทางขวามือในสมการ (3.23) 
 ข้ันตอไปเราจะประยุกตระเบียบวิธีรุงเง-กุตตาเขากับสมการ (3.23) โดยเราสามารถแก
สมการเชงิอนพุันธอันดับสองไดในสองสวนของสมการเชิงอนพุันธอันดับหนึง่ ดังนี ้คือ 

        )(vf
d
rd r
r

=
τ

     (3.26) 

    ),,,( tarrmg
d
vd vr
r

=
τ

    (3.27) 
เมื่อ    

    vvf
rr

=)(  
  tt a

r
rmarrmg

r
r

vr
++−=

3
)1(),,,(  

เราสามารถอนิทิเกรตสมการ (3.26) และ (3.27) ซึ่งจะเปนผลทาํใหมวลที่มารบกวนมีการเคลื่อนที่
ไปตามแนววงโคจรของตัวเองในแตละขั้นเวลาของการอนิทิเกรตซึ่งจะมีผลตอเทอมของแรงดึงดูด 
โดยเราสามารถคํานวณปริมาณเหลานี้ไดในหกขั้นของระเบียบวิธีรุงเง-กุตตา ซึ่งรวมถึงการ        
อินทิเกรตเชิงตัวเลขเฉพาะความเรงของวตัถุสองช้ิน  ดังนั้นในวัตถุแตละชิ้นที่มารบกวนเราจะได 
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q
q v

d
rd r
r

=
τ

     (3.28) 

    
3

)1(
q

q
q

q

r

r
m

d
vd

rr

+−=
τ

    (3.29) 

 
ใชวิธีการของระเบียบวธิีรุงเง-กุตตาสําหรับการรบกวนเฉพาะ อินทิเกรตฟงกชนัจากสมการ (3.26) 
ถึง (3.29) โดยการหาคากึ่งกลางของเวกเตอรเสริม ซึ่งมรูีปแบบทั่วไปคือ 

jj vhfF )(
rr

=       (3.30) 
    jtj arrmhgG ),,,(

vrr
=     (3.31) 

เมื่อ  h คือข้ันเวลา(step time) และ j มีคาเทากับ1 ถึง 6   สุดทายก็จะสามารถหาคาสวนที่เพิม่ข้ึน
ของเวกเตอรตาํแหนงและความเร็วของวัตถุไดจาก 

   )73212327(
90
1

65431 FFFFFr
rrrrrr

++++=δ              (3.32) 

)73212327(
90
1

65431 GGGGGv
rrrrrr

++++=δ          (3.33) 
ดังนัน้เราจะไดเวกเตอรตําแหนงและความเร็วใหมของวัตถุคือ 
     rrr

rrr
δ+= 0                                                        (3.34) 

    vvv
rrr

δ+= 0                                                       (3.35) 
ซึ่งคาที่ไดนี้จะกลายเปนเงื่อนไขเริ่มตนในการคํานวณขัน้ตอไป 
 
3.4 ขั้นตอนการคํานวณ 
 

ในงานวิจัยนี้เราประยุกตระเบียบวิธีรุงเง-กุตตาอันดับหาและระเบียบวธิีโคเวลล ในการแก   
สมการ (3.1) ซึ่งเปนสมการเชิงอนพุันธโดยทราบเงื่อนไขเริ่มตนที่เวลา t0 เพื่อหาหลักมูลทางโคจร
ของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ เปนเวลา 20,000 วัน โดยมีขั้นตอนการคํานวณ ดังรูปที่ 
3.2  
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รูปที่ 3.2 แผนภาพขั้นตอนการคํานวณหลกัมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดา        



                                                                                                                               
บทที่ 4 

 
ผลการคํานวณและการวิเคราะห 

 
ในการคํานวณนี้เราจะใชคาหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดา, ดาวพฤหัสบดี 

และดาวเสาร  ณ วันที ่13 กนัยายน ค.ศ. 2000 เวลา 24.00 น.ตามเวลาสากล (UT) [4] เปนหลัก
มูลทางโคจรเริม่ตนในการคํานวณ โดยตรงกับวนัจูเลยีน(Julian day) ที ่ 2451800.50               
(JD 2451800.50) ซึ่งเรากําหนดใหเปนเวลาเริ่มตน(epoch) โดยอางอิงจุดวสนัตวิษุวัต ป ค.ศ. 
2000 ดังนี ้
 

หลักมูลทางโคจร ฮิลดา ดาวพฤหัสบด ี ดาวเสาร 
      a (เอยู) 3.9730 5.2026 9.5549 

         e 0.1420 0.0485 0.0555 
         i (องศา)  7.8 1 .303 2 .489 
          ω (องศา) 43 .0 273 .865 339 .396 
          Ω (องศา) 228 .4 100 .467 113 .664 
       M (องศา) 45 .7 41 .251 325 .562 

 
ตารางที่ 4.1 หลักมูลทางโคจรเริ่มตนที่ใชในการคํานวณ 

 
โดยการคํานวณนี้เราจะกําหนดใหข้ันเวลาในแตละชวง(step time) 1∆t =  วัน โดยเริ่ม

จาก JD 2451800.50 จนถึง JD 2471800.50 ซึ่งตรงกับวนัที ่ 17 มิถุนายน  ค.ศ.2055  เวลา 
24.00 น. UT เปนเวลาทั้งหมด 20,000 วัน หรือประมาณ 54.76 ป โดยเราจะแบงการพิจารณา
ออกเปนสามกรณี คือ 

- กรณีที่ 1  เมื่อไมคิดการรบกวนใดๆ 
- กรณีที่ 2  เมื่อคิดการรบกวนจากดาวพฤหัสบดี 
- กรณีที่ 3  เมื่อคิดการรบกวนจากดาวพฤหัสบดีและดาวเสาร 

 ซึ่งผลการคํานวณหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ ในแตละกรณี
จะแสดงไวในรูปที่ 4.1 - 4.20 
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4.1 กรณทีี่ 1 เมื่อไมคิดการรบกวนใดๆ 
          ผลของหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ  เมื่อไมคิดการรบกวนใดๆ
แสดงไวในรูปที่ 4.1 - 4.6 

 
รูปที่ 4.1 ผลการคํานวณคา a ในกรณีที ่1 

 
 

รูปที่ 4.2 ผลการคํานวณคา e ในกรณีที ่1 
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รูปที่ 4.3 ผลการคํานวณคา i ในกรณีที ่1 
 
 

 
 

รูปที่ 4.4 ผลการคํานวณคา ω ในกรณีที่ 1 
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รูปที่ 4.5 ผลการคํานวณคา Ω ในกรณีที ่1 

 
 
 

 
 

รูปที่ 4.6 ผลการคํานวณคา M ในกรณีที่ 1 
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ในรูปที ่ 4.3 และ 4.5 กราฟของ i  และ  Ω  จะปรากฏแถบสีดําเปนชวงๆ เนื่องจากการ
แกวงกวัดของคา  i  และ  Ω     ซึ่งจากผลการคํานวณที่ไดในกรณีที่ 1 แสดงใหเห็นวาเมื่อไมคิด
การรบกวนใดๆ หลักมลูทางโคจรจะมีคาคงที่โดยจะมีคาเทากับหลักมูลทางโคจรที่เวลาเริ่มตน    
JD 2451800.50 คือ  a = 3.9730 เอยู , e = 0.1420,  i = 7.8 องศา,  ω = 43.0 องศา,  Ω = 
228.4 องศา  ซึ่งแสดงใหเห็นวากรณีนี้เปนกรณีของปญหาวัตถุสองชิ้นระหวางดวงอาทิตยกับดาว
เคราะหนอยฮลิดาอยางชัดเจน โดยที่สมการการเคลื่อนที่ของดาวเคราะหนอยฮิลดาจะเปนไปตาม
สมการ (2.20) 

 
4.2 กรณทีี่ 2  เมื่อคิดการรบกวนจากดาวพฤหัสบดี 

 
ผลของหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ ในกรณีที่คิดการรบกวน

จากดาวพฤหสับดีเพียงดวงเดียว แสดงไวในรูปที่ 4.7 - 4.13 
 
 
 

 
 

รูปที่ 4.7 ผลการคํานวณคา a ในกรณีที ่2 
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รูปที่ 4.8 ผลการคํานวณคา n ในกรณีที ่2 
 
 

 
 

รูปที่ 4.9 ผลการคํานวณคา e ในกรณีที ่2 
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รูปที่ 4.10 ผลการคํานวณคา i ในกรณทีี่ 2 
 
 
 

 
 

รูปที่ 4.11 ผลการคํานวณคา ω ในกรณทีี่ 2 
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รูปที่ 4.12 ผลการคํานวณคา Ω ในกรณีที ่2 
 
 
 

 
 

รูปที่ 4.13 ผลการคํานวณคา M ในกรณีที ่2 
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4.3 กรณทีี่ 3  เมื่อคิดการรบกวนจากดาวพฤหัสบดีและดาวเสาร 
 
ผลของหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ  ในกรณีที่คิดการรบกวน

จากดาวพฤหสับดีและดาวเสาร  แสดงไวในรูปที่ 4.14 - 4.20 
 

 
 

รูปที่ 4.14 ผลการคํานวณคา a ในกรณีที ่3 
 

 
รูปที่ 4.15 ผลการคํานวณคา n ในกรณีที ่3 
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รูปที่ 4.16 ผลการคํานวณคา e ในกรณีที ่3 
 
 
 

 
 

รูปที่ 4.17 ผลการคํานวณคา i ในกรณทีี่ 3 
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รูปที่ 4.18 ผลการคํานวณคา ω ในกรณทีี่ 3 
 
 

 
 

รูปที่ 4.19 ผลการคํานวณคา Ω ในกรณีที ่3 
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รูปที่ 4.20 ผลการคํานวณคา M ในกรณีที ่3 
 
 

จากผลการคํานวณที่ไดจากกรณีที่ 2 และ 3 จะไดวาหลักมูลทางโคจรตางๆ ของดาว
เคราะหนอยฮลิดานัน้มีการแปรผันอยางเห็นไดชัด และลักษณะการแปรผันของทัง้สองกรณีก็
คลายคลึงกนัมาก ซึง่แสดงใหเห็นวาเมือ่เราคิดการรบกวนจากดาวเสารเพิ่มเขาไปจะมีผลตอการ
แปรผันเพียงเล็กนอย ดังนัน้ดาวเคราะหที่มีอิทธิพลตอการรบกวนดาวเคราะหนอยฮิลดามากที่สดุ
ก็คือดาวพฤหสับดี เนื่องจากมวลของดาวพฤหัสบดีมีคามากกวามวลของดาวเสารประมาณ 3.34 
เทา และดาวพฤหัสบดียงัมีวงโคจรอยูใกลกับวงโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดามากกวาดาวเสาร
อีกดวย 

ดังนัน้เราจะนาํผลการคํานวณที่ไดจากกรณีที่ 3 มาวิเคราะห โดยจะวเิคราะหเปรียบเทียบ
กับการโคจรของดาวพฤหัสบดีเทานั้นและจะวิเคราะหเฉพาะคา a และ e ซึ่งเปนหลักมูลทางโคจรที่
มีความสาํคัญ เพราะเปนคาที่จะบงบอกถึงลักษณะรูปรางของวงโคจรและอิทธิพลของการรบกวน
ที่เกิดขึ้น   
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รายละเอียดการแปรผันของคา a จากรูปที่ 4.14 ในกรณีที่ 3 โดยประมาณจะแสดงไวใน
รูปที่ 4.21   ดังนี ้

 
 

รูปที่ 4.21  คามากที่สุดและนอยที่สุดของ a ที่เวลาตางๆ 
(โดยที่เวลาเริม่ตน t=0 วัน , a=3.97300 เอยู) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  
64

รายละเอียดการแปรผันของคา e  จากรูปที่ 4.16 ในกรณีที่ 3 โดยประมาณจะแสดงไวใน
รูปที่ 4.22   ดังนี ้

 

 
รูปที่ 4.22 คามากที่สุดและนอยที่สุดของ e ที่เวลาตางๆ 

(โดยที่เวลาเริม่ตน t=0 วัน , e=0.14200) 
 

จากลักษณะการแปรผันของ a และ e  ดังรูปที่ 4.21 และ 4.22 ตามลาํดับ เมื่อเราสงัเกตดู
จะพบวามีลกัษณะเปนคาบ  จากรูปที ่ 4.21 เราจะเหน็วาเมื่อ a มีคาลดลงต่ําสุดครั้งแรกที่             
t= 2,400 วัน หลังจากนัน้ a ก็จะมีคาลดลงต่ําสุดในลักษณะรูปแบบเดียวกนักับคร้ังแรกอีกครั้งที ่ 
t=11,100 วัน และ t=19,750 วัน  ดังนั้นคาบของ a โดยประมาณจะมีคาเทากับ 

2
2,40019,750 − = 8,675 วัน หรือประมาณ 23.75 ป 

จากรูปที ่ 4.22    เราจะเหน็วา    e     มีคาลดลงต่ําสุดครั้งแรกที่    t = 2,450 วัน หลังจาก
นั้น e ก็จะมีคาลดลงต่ําสุดในลักษณะรูปแบบเดียวกนักับคร้ังแรกอกีครั้งที ่ t=11,150วนั และ      
t=19,800 วัน  ดังนัน้คาบของ e โดยประมาณจะมีคาเทากับ

2
2,45019,800 − = 8,675 วัน  

หรือประมาณ 23.75 ป   ซึง่จากรูปที ่4.17 ถึง 4.19 เราจะเห็นวาลกัษณะการแปรผันของหลกัมูล
ทางโคจรอื่นๆ ก็เปนคาบเชนเดียวกนั ดังนัน้เราจงึไดวาคาบของหลกัมลูทางโคจรโดยประมาณมีคา
เทากับ 23.75 ป 
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 จากกรณทีี่ 3 เมื่อเราคํานวณหาระยะหางระหวางดาวเคราะหนอยฮิลดากับดาวพฤหสับดี 
(P) ที่เวลาตางๆ ก็จะไดผลออกมาดังที่แสดงในรูปที ่4.23 
 
โดยที่              HJ RRPP

rrr
−==   

เมื่อ  P
r  คือ เวกเตอรตําแหนงของดาวพฤหัสบดีสัมพัทธกับดาวเคราะหนอยฮลิดา 

 JR
r  คือ เวกเตอรตําแหนงของดาวพฤหัสบดีเทียบกับดวงอาทิตย 

 HR
r คือ เวกเตอรตาํแหนงของดาวเคราะหนอยฮิลดาเทยีบกบัดวงอาทิตย 

 
รูปที่ 4.23 ผลการคํานวณคา P ในกรณีที่ 3 

 จากผลของคา P ที่ไดจะเหน็ไดวากราฟของ P มีลักษณะเปนคาบอยางชัดเจน ซึ่งเราจะ
พบวาดาวเคราะหนอยฮิลดากับดาวพฤหสับดีจะเขาใกลกันมากที่สุดครั้งแรกที่ t = 2,380 วัน โดย
มีระยะหางนอยที่สุด Pmin = 1.91469 เอยู, คร้ังที่สองที่ t = 11,050 วัน โดยมี Pmin = 1.91820 เอยู 
และครั้งที่สามที่ t=19,650 วนั  โดยม ีPmin=1.92080 เอยู 
 และจะอยูหางกันมากที่สุดครั้งแรกที่ t = 6,660 วัน โดยมีระยะหางมากที่สุด Pmax = 
9.84620 เอย ู  และครั้งที่สองที ่ t = 15,290 วัน โดยมี Pmax = 9.82400 เอย ูดังนัน้คาบของ P 

โดยประมาณจะเทากับ 
2

2,38019,650 − =8,635 วนั  หรือประมาณ 23.64 ป  ซึ่งหมายความวา
ทุกๆ 23.64 ป  ดาวเคราะหนอยฮิลดากบัดาวพฤหัสบดีจะโคจรกลับมาพบกันในลกัษณะเดิม เรา
เรียกวาคาบการนัดพบของดาวพฤหัสบดกีับดาวเคราะหนอยฮิลดา (TR) 
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 จากขอมูลทางดาราศาสตร [6] เราทราบวาคาบการโคจรของดาวพฤหัสบดี(TJ)และดาว
เคราะหนอยฮลิดา(TH) เทากับ 11.86 และ 7.9 ป ตามลําดับ ดังนัน้เราจะคํานวณหา TR ไดอีกวีธี 
คือ 

  
23.660

1
93.694
3.960

11.86
1

7.9
1

T
1

T
1

T
1

JHR

==−=−=  

 
ดังนัน้ TR = 23.66 ป ซึ่งจะเห็นวามีคาใกลเคียงกับคาที่ไดจากผลการคํานวณของเรา และเราจะ
พบวาคาบของหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮลิดาก็คือ  TR  นั่นเอง                                                           

จากทฤษฎีการรบกวนในบทที ่ 2 หัวขอที่ 2.3 ซึ่งแสดงใหเหน็วาการรบกวนจะเกิดขึน้มาก
ที่สุด เมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาเคลื่อนที่ผานจุดที่ใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สุดไปเพียงเล็กนอย  
ดังนัน้เราจะวิเคราะหรูปแบบของการรบกวนโดยพิจารณาจากการแปรผันของ a เปนหลักโดยเมื่อ
พิจารณาจากกราฟของ a และ P ในรูปที่ 4.21 และ 4.23 ตามลําดับ จะพบวามีความสัมพันธกัน
ดังนี ้

- ที่เวลาเริ่มตน  t=0 วัน ,  P = 6.14940 เอยู  และ  a = 3.97300 เอย ู
- เมื่อเวลาผานไปดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากขึ้น( P

นอยลง) เปนผลทําให a มีคาลดลงเรื่อยๆ 
- จนกระทั่งเมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สุด(Pmin = 

1.91469 เอยู) คร้ังแรกที่  t=2,380 วัน ก็จะเปนผลทําให a มีคาลดลงจนเทากับ 
3.95830 เอยู ที่  t=2,400 วนั  ซึ่งที่  t=2,400 วัน จะเปนจุดที่เกิดการรบกวนมากที่สดุ
คร้ังที่หนึ่ง 

- หลังจากนั้นดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะโคจรออกหางจากดาวพฤหัสบดีมากขึ้น( P 
มากขึ้น) เปนผลทําให a มีคาเพิ่มข้ึนเรื่อยๆ 

- จนกระทั่งเมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามายงัตําแหนงทีม่ีระยะหางจากดาว
พฤหัสบดีมากที่สุด(Pmax = 9.84620 เอยู) คร้ังแรกที่  t=6,660 วัน ก็จะเปนผลทําให 
a มีคาเพิม่ข้ึนจนเทากับ 3.97525 เอย ูที่  t=6,750 วัน  ซึง่ที ่ t=6,750 วัน จะเปนจุดที่
เกิดการรบกวนนอยที่สุดครั้งทีห่นึง่ 

- หลังจากนั้นดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะโคจรกลับเขามาใกลดาวพฤหสับดีมากขึ้น( P 
นอยลง) อีกครั้ง เปนผลทาํให a มีคาลดลงเรื่อยๆ 

- จนกระทั่งเมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สุด(Pmin = 
1.91820 เอยู) คร้ังที่สองที ่ t=11,050 วัน ก็จะเปนผลทาํให a มีคาลดลงจนเทากับ 
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3.94590 เอยู ที่  t=11,100 วัน  ซึง่ที ่ t=11,100 วัน จะเปนจุดที่เกิดการรบกวนมาก
ที่สุดเปนครั้งทีส่อง 

- หลังจากนั้นดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะโคจรออกหางจากดาวพฤหัสบดีมากขึ้น( P 
มากขึ้น)อีกครั้ง เปนผลทาํให a มีคาเพิม่ข้ึนเรื่อยๆ 

- จนกระทั่งเมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามายงัตําแหนงทีม่ีระยะหางจากดาว
พฤหัสบดีมากที่สุด(Pmax = 9.82400 เอยู) คร้ังที่สองที ่ t=15,290 วัน ก็จะเปนผลทาํ
ให a มีคาเพิม่ข้ึนจนเทากับ 3.96345 เอยู ที่  t=15,300 วัน  ซึง่ที ่ t=15,300 วัน จะ
เปนจุดทีเ่กิดการรบกวนนอยที่สุดเปนครั้งทีส่อง 

- หลังจากนั้นดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะโคจรกลับเขามาใกลดาวพฤหสับดีมากขึ้น( P 
นอยลง)อีกครั้งหนึ่ง เปนผลทําให a มีคาลดลงเรื่อยๆ 

- จนกระทั่งเมื่อดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สุด(Pmin = 
1.92080 เอยู) คร้ังที่สามที่  t=19,650 วัน ก็จะเปนผลทาํให a มีคาลดลงจนเทากับ 
3.93375 เอยู ที่  t=19,750 วัน  ซึง่ที ่ t=19,750 วัน จะเปนจุดที่เกิดการรบกวนมาก
ที่สุดเปนครั้งทีส่าม 

เมื่อพิจารณากราฟของ a  ในรูปที่ 4.21 เราจะสังเกตเหน็วา จากจุดทีเ่กิดการรบกวนมาก 
ที่สุดครั้งแรกที ่t =2,400 วัน และครั้งที่สองที ่t=11,100 วัน ไปยังจุดที่เกิดการรบกวนนอยที่สุดครั้ง
แรกที่ t=6,750 วัน และครัง้ที่สองที่ t=15,300 วัน ตามลําดับนัน้ จะมีอยูสองชวงสั้นๆ ที่ a มีคา
ลดลงเล็กนอยกอนทีจ่ะกลับมามีคาเพิ่มข้ึนเหมือนเดิมคือชวงที่หนึ่ง t=3,650 วัน ถึง t=4,300 วัน  
และชวงที่สอง t=12,350 วัน ถงึ t=12,900 วัน ซึง่ทัง้สองชวงนี้จะเปนชวงที่มีการรบกวนยอยๆ 
เกิดขึ้น เราจะเรียกทัง้สองชวงนีว้าชวงการรบกวนยอยครัง้ทีห่นึง่และครั้งที่สอง 

ดังนัน้เมื่อเราพิจารณาจากกราฟของ P ในรูปที ่4.23 เราจะพบวาในชวงเวลาทั้งสองชวงที่
a มีคาลดลงเล็กนอยนั้น กราฟของ P กลับมีคาเพิม่ข้ึน  แตมีอัตราการเพิ่ม(ความชนัของเสนกราฟ) 
ที่นอยมากเมือ่เปรียบเทียบกับอัตราการเพิ่มของ P ในชวงเวลากอนและหลงัของชวงการรบกวน
ยอยครั้งทีห่นึ่งและครั้งที่สองนี้ จากความชนัของเสนกราฟ P ที่นอยลงในสองชวงนี้แสดงใหเห็นวา
ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรออกหางจากดาวพฤหัสบดีในอัตราทีน่อยลง ซึง่จะสงผลทาํใหการ
รบกวนวงโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เกิดจากดาวพฤหัสบดีมีคามากขึ้น  ดังนัน้จึงทําให a มี
คาลดลงในชวงเวลาสั้นๆ ทัง้สองชวงนี ้

จากผลตางๆทีไ่ด เราจึงอธบิายไดวาปจจยัหลักที่มีผลตอการแปรผันหลักมูลทางโคจรของ
ดาวเคราะหนอยฮิลดาก็คือ P นั่นเอง  และเมื่อพิจารณาจากรูปที ่ 4.21 และ 4.23 จะพบวา จุดที่
เกิดการรบกวนมากที่สุดจะอยูถัดจากจุดที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดี
มากที่สุดไปเพยีงเล็กนอย  สวนจุดที่เกิดการรบกวนนอยที่สุดก็จะอยูถดัจากจุดที่ดาวเคราะหนอย 
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ฮิลดาโคจรออกหางจากดาวพฤหัสบดีมากที่สุดไปเพียงเล็กนอยเชนกนั ซึง่เปนไปตามทฤษฎีของ
การรบกวนดังที่แสดงไวในรปูที่ 2.18  ในบทที ่2 

เมื่อเรานาํสวนประกอบ X,Y ของเวกเตอรตําแหนงของดาวเคราะหนอยฮิลดาและดาว
พฤหัสบดีที่เวลาตางๆ มาแสดงบนระนาบ X-Y เดียวกัน ทุกๆ 300 วนั โดยเริม่ที่เวลาเริ่มตน       
t=0 วัน จนถงึ t=8,700 วนั เพื่อใหครบหนึง่คาบการนัดพบของดาวพฤหัสบดีกับดาวเคราะหนอย  
ฮิลดาโดยประมาณ ซึ่งจะแสดงใหเห็นถึงผลการคํานวณวงโคจรและและตําแหนงของดาวเคราะห
นอยฮิลดาและดาวพฤหัสบดีที่เวลาตางๆ โดยจะแสดงไวในภาคผนวก ค  และเราจะนําผลที่ไดจาก
ภาคผนวก ค มาวิเคราะห โดยจะวิเคราะหทีเ่วลาดังตอไปนี้ คือ ที ่ t=0 วนั ซึง่เปนเวลาเริ่มตน,      
ที่  t=2,400 วัน ซึง่เปนจุดทีเ่กิดการรบกวนมากที่สุด,  ที ่ t=3,600 วัน, t=3,900 วนั และ t=4,200 
วัน ซึ่งเปนชวงที่เกิดการรบกวนยอย,  ที่ t=6,600 วัน และ t=6,900 วนั ซึ่งเปนชวงที่เกิดการรบกวน
นอยที่สุด และ ที่ t=8,700 วัน ซึง่เปนเวลาที่ครบรอบหนึ่งคาบการนดัพบของดาวพฤหัสบดีกับดาว
เคราะหนอยฮลิดาโดยประมาณ  โดยจะแสดงไวในรูปที ่4.24 ถึง 4.31 ตามลําดับ  

กําหนดตัวแปรในรูปที่ 4.24 - 4.31 ดังนี ้คอื 
  
  RJ    เปนระยะหางระหวางดวงอาทิตยกบัดาวพฤหัสบดี (เอย)ู 

                           RH   เปนระยะหางระหวางดวงอาทิตยกับดาวเคราะหนอยฮิลดา (เอยู) 
                           P     เปนระยะหางระหวางดาวพฤหัสบดีกับดาวเคราะหนอยฮิลดา (เอยู) 
                           VJ    เปนอัตราเร็วของดาวพฤหัสบดี (เอยู/วัน) 
                           VH    เปนอัตราเร็วของดาวเคราะหนอยฮิลดา (เอย/ูวัน) 

         ph, ah         เปนจุดใกลและจุดไกลดวงอาทิตยของดาวเคราะหนอยฮิลดาตามลําดับ 
         pJ , aJ     เปนจุดใกลและจุดไกลดวงอาทิตยของดาวพฤหัสบดีตามลําดับ 
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จะเหน็ไดวาเมือ่ครบรอบหนึง่คาบการนัดพบของดาวพฤหัสบดีกับดาวเคราะหนอยฮิลดา
โดยประมาณคือ 8,700 วัน  ดาวเคราะหทั้งสองดวงจะโคจรกับมาอยูในลักษณะเดมิ ดังรูปที่ 4.24 
และ 4.31   จากการวิเคราะหที่ผานมาเราทราบวาจุดทีเ่กิดการรบกวนมากที่สุดอยูที่ t=2,400 วัน 
ซึ่งตําแหนงของดาวเคราะหทั้งสองดวงที่เวลานี้จะเปนดงัรูปที ่ 4.25 เราจะเหน็ไดวาเปนจุดที่ดาว
เคราะหทั้งสองดวงโคจรเขามาใกลกนัมาก ซึ่งดาวเคราะหนอยฮิลดากาํลังเคลื่อนที่แซงดาว
พฤหัสบดีพอด ี    และเปนตาํแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮลิดาจะโคจรเขามาอยูในบริเวณจุดใกลดวง
อาทิตยนั่นเอง  สวนจุดที่เกดิการรบกวนนอยที่สุดอยูที่ t=6,750 วัน ซึง่ตําแหนงของดาวเคราะหทัง้
สองดวงที่เวลานี้จะอยูระหวางรูปที่ 4.29 และ 4.30  เราจะเห็นไดวาเปนชวงที่ดาวเคราะหทั้งสอง
ดวงโคจรออกหางกนัมาก และเปนตําแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาจะโคจรเขามาอยูในบริเวณจดุ
ไกลดวงอาทิตยนัน่เอง 
 สวนชวงเวลาที่เกิดการรบกวนยอย คือชวงที่ t=3,650 วนั ถงึ t=4,300 วันนั้น เมื่อเรา
พิจารณาจากรูปที่ 4.26, 4.27  และ  4.28  ซึ่งเปนตาํแหนงของดาวเคราะหทั้งสองดวงที ่t = 3,600 
วัน, t=3,900 วัน และ t=4,200 วัน เราจะเหน็ไดชัดเจนวาระยะหางระหวางดาวเคราะหทั้งสองดวง
(คา P) นั้นคอนขางจะคงที่  เนื่องจากเปนชวงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาในบริเวณจุดไกล
ดวงอาทิตย ซึง่ตามกฎวิส-ววีา คือสมการ (2.75) ในบทที ่ 2 แลว จะทําใหชวงนี้ดาวเคราะหนอย   
ฮิลดามีอัตราเร็ว (VH) นอยกวาในชวงอื่นๆ ในขณะที่ดาวพฤหัสบดีกโ็คจรเขามาในบริเวณจุดใกล
ดวงอาทิตยพอดี  ซึง่ตามกฎวิส-วีวาแลว จะทาํใหชวงนี้ดาวพฤหัสบดีมีอัตราเร็ว (VJ) มากกวา
ในชวงอื่นๆ  ดังนัน้ดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะไมสามารถเคลื่อนทีห่นหีางจากดาวพฤหัสบดีไดมาก
นัก  ทําใหแรงโนมถวงจากดาวพฤหัสบดีสามารถสงผลรบกวนตอหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะห
นอยฮิลดาไดมากขึ้น แตเมื่อผานพนชวงนี้ไปแลวดาวเคราะหนอยฮิลดาก็จะมีอัตราเร็วเพิม่ข้ึน         
และเคลื่อนทีท่ิ้งหางจากดาวพฤหัสบดีออกไป  เปนผลทําใหการรบกวนที่เกิดจากดาวพฤหัสบดมีี
คาลดลง 
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4.4 การวิเคราะหเปรยีบเทียบผลการคํานวณ 
 

จากฐานขอมลูขององคการบริหารการบนิและอวกาศแหงชาติสหรัฐอเมริกา (นาซา) ดังที่
แสดงในภาคผนวก ข เราจะไดขอมูลหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาจากการ
สังเกตการณที ่JD 2452200  ซึ่งตรงกับวันที่ 17ตุลาคม ค.ศ. 2001 เวลา 12.00 น. UT  ดังนี ้

   
                         a = 3.971018  เอยู 
   e = 0.141795 
    i = 7.837810  องศา 
                 ω = 42 .896800  องศา 
             Ω = 228 .430580  องศา 
   M = 95 .611134  องศา 
 
ซึ่งจากผลการคํานวณของเราไมมีขอมูลหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่    

JD 2452200 (t=399.50 วัน) โดยตรง   ดังนั้นเราจะใชขอมูลที ่ t=399 วัน และ t=400 วัน          
มาคํานวณหาคาเฉลี่ยแทน ดังตารางที่ 4.2 
 
หลักมูลทางโคจร 399 วนั 400 วนั 399.50 วัน 
     a (เอย)ู 3.970076 3.970072 3.970074 
     e 0.142769 0.142769 0.142769 

 i (องศา) 7.801300 7.801047 7.801174 
ω (องศา) 42 .598274 42 .597022 42 .597648 
Ω (องศา) 228 .391389 228 .392290 228 .391840 
 M (องศา) 95 .729281 95 .854410 95 .791846 

 
 

ตารางที่ 4.2  การหาหลกัมลูทางโคจรที ่JD 2452200 โดยการเฉลี่ย 
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 เมื่อนําผลการคํานวณที่ไดไปเปรียบเทยีบกับขอมูลที่ไดจากการสังเกตการณของนาซา 
เพื่อหาความคาดเคลื่อน โดยหาไดจากสมการ 
 

               %100
าซาขอมูลจากน

ท่ีไดผลการคํานวณาซาขอมูลจากนล่ือนความคลาดเค ×
−

=  

 
ซึ่งจะไดผลดังตารางที่ 4.3 
      
หลักมูลทางโคจร ขอมูลจากนาซา ผลการคํานวณที่ได ความคลาดเคลื่อน (%) 
     a (เอย)ู  3.971018 3.970074 0.023772 
     e 0.141795 0.142769 0.686907 

 i (องศา) 7.837810 7.801174 0.467426 
ω (องศา) 42 .896800 42 .597648 0.697376 
Ω (องศา) 228 .430580 228 .391840 0.000074 
 M (องศา) 95 .611134 95 .791846 0.189007 

 
 

ตารางที่ 4.3  การเปรียบเทยีบผลการคํานวณและความคลาดเคลื่อน 
 

จากตารางที่ 4.3 จะเห็นไดวาหลักมูลการโคจรที่ไดจากการคํานวณของเราเมื่อเปรียบเทียบกับหลกั
มูลทางโคจรทีไ่ดจากฐานขอมูลของนาซา จะมีความคาดเคลื่อนอยูในชวง 0.000074 % ถึง 
0.697376 %  ซึ่งถือไดวามคีวามใกลเคยีงกันมาก  แสดงใหเห็นวาเราสามารถนาํผลที่คํานวณไดนี้
ไปใชในการอางอิงกําหนดหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาใดๆ ได 
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บทที่ 5 

 
สรุปผลการวิจัย 

 
จากผลการคํานวณหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาเปนเวลา 20,000 วัน หรือ 

ประมาณ 54.76 ป นับต้ังแตวันที ่13 กันยายน ค.ศ. 2000 เวลา 24.00 น. UT (JD 2451800.50) 
จนถงึวนัที ่17 มิถนุายน ค.ศ. 2055 เวลา 24.00 น. UT (JD 2471800.50) และการวิเคราะหในบท
ที่แลวเราสามารถนาํมาสรุปไดดังนี้ คือ 

• เมื่อเราคํานวณโดยคิดการรบกวนจากดาวพฤหัสบดี และดาวเสาร จะพบวา    
ผลของหลักมลูทางโคจรที่ได มีลักษณะการแปรผันคลายคลงึกบัในกรณีที่คํานวณโดยคิดการ
รบกวนจากดาวพฤหัสบดีเพยีงดวงเดียวมาก  ดงันัน้เราจึงสามารถสรุปไดวาปจจยัหลักที่มีผลตอ
การแปรผันหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาก็คือการรบกวนที่เกิดจากอทิธิพลของดาว
พฤหัสบดี  สวนการรบกวนทีเ่กิดจากอทิธพิลของดาวเสารนั้นมีคาเพยีงเล็กนอยเทานัน้ 

• การแปรผันหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาจะมีลักษณะเปนคาบ  ซึง่จะ 
คาเทากับคาบการนัดพบของดาวพฤหัสบดีกับดาวเคราะหนอยฮิลดา คือประมาณ 23.7 ป 

• ปจจัยหลกัทีม่ผีลตอการรบกวนดาวเคราะหนอยฮิลดากค็ือ ระยะหางระหวาง  
ดาวเคราะหนอยฮิลดากับดาวพฤหัสบดี (P) โดยที่เมือ่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขามาใกลดาว
พฤหัสบดีมากขึ้น (P ลดลง) ก็จะทาํใหการรบกวนมีคาเพิม่มากขึน้ และเมื่อ ดาวเคราะหนอยฮิลดา
โคจรออกหางจากดาวพฤหสับดีมากขึ้น (P เพิ่มมากขึ้น) ก็จะทําใหการรบกวนมีคาลดลง 

• เมื่อวิเคราะหจากการแปรผันของ a เปรียบเทียบกับ P เราจะสามารถสรุปความ 
สัมพันธที่เกี่ยวโยงกนัไดดังนี ้

1. a  จะมีคาลดลง ก็ตอเมื่อ  
- P มีคาลดลง หรือ 

     - P มีคาเพิ่มข้ึนโดยมีอัตราการเพิม่(ความชนัของเสนกราฟ)นอย  
2. a  จะมีคาเพิม่ข้ึน ก็ตอเมื่อ  P มีคาเพิ่มข้ึนโดยมีอัตราการเพิ่ม(ความชันของ

เสนกราฟ)สูง 
• ดังนัน้เราจงึสามารถสรุปรูปแบบของการรบกวนหลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอย 

ฮิลดาจากการวิเคราะหการแปรผันของ a เปรียบเทียบกบั P ไดดังนี้ คอื 
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1. ตําแหนงทีเ่กิดการรบกวนมากที่สุดจะอยูในบริเวณที่ถัดจากจุดที่ดาวเคราะหนอย 
ฮิลดาโคจรเขามาใกลดาวพฤหัสบดีมากที่สดุไปเล็กนอย  ซึ่งเปนตําแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดา
โคจรเขามาอยูในบริเวณจุดใกลดวงอาทิตยและแซงดาวพฤหัสบดีพอด ีดังรูปที ่4.25 

2.  ตําแหนงทีเ่กิดการรบกวนนอยที่สุดจะอยูในบริเวณทีถ่ัดจากจุดที่ดาวเคราะหนอย 
ฮิลดาอยูหางจากดาวพฤหัสบดีมากที่สุดไปเล็กนอย  ซึง่เปนตาํแหนงที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจร
เขามาอยูในบริเวณจุดไกลดวงอาทิตย ดังรูปที่ 4.29 และ 4.30 

3. จากจุดที่เกิดการรบกวนมากที่สุดไปยังจุดเกิดการรบกวนนอยที่สุดนัน้ จะมีชวงเวลา 
ส้ันๆ ชวงหนึง่ที่การรบกวนดาวเคราะหนอยฮิลดามีคาเพิ่มข้ึน คือชวงเวลาประมาณ 1,250 วนั 
(3.422 ป) ถึง 1,900 วัน (5.202 ป) หลงัจากที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาเคลื่อนที่ผานตําแหนงทีเ่กิด
การรบกวนมากที่สุดไปแลว  เนื่องจากวาชวงเวลานี้เปนชวงเวลาที่ดาวเคราะหนอยฮิลดาโคจรเขา
มาอยูในบริเวณจุดไกลดวงอาทิตย ซึง่ตามกฎวิส-วีวาแลว จะทําใหชวงนี้ดาวเคราะหนอยฮิลดามี
อัตราเร็วนอยกวาชวงเวลาอื่นๆ ในขณะที่ดาวพฤหสับดีก็โคจรเขามาอยูในบริเวณจุดใกลดวง
อาทิตยพอดี  ซึง่จะทําใหชวงนี้ดาวพฤหสับดีมีอัตราเร็วมากกวาชวงเวลาอืน่ๆ  ตามกฎวิส-วีวา 
เชนเดียวกนั ดังรูปที่ 4.26, 4.27 และ 4.28 ดังนัน้ในชวงเวลานีจ้ะทําใหดาวเคราะหนอยฮิลดา
เคลื่อนที่ออกหางจากดาวพฤหัสบดีในอัตราที่นอยมากเมื่อเปรียบเทยีบกับชวงเวลาอื่นๆ ดังรูปที่ 
4.23 ซึ่งจะเหน็ไดวาอัตราการเพิ่มของ P ในชวงเวลานีม้ีคานอย  จึงทําใหการรบกวนดาวเคราะห
นอยฮิลดาที่เกดิจากดาวพฤหัสบดีมีคาเพิม่มากขึน้ แตเมื่อผานชวงเวลานี้ไปแลวอัตราการเพิม่ของ 
P ก็จะมีคาเพิม่มากขึน้ เพราะดาวเคราะหนอยฮิลดาจะเคลื่อนทีท่ิง้หางจากดาวพฤหัสบดีไป ทาํให
การรบกวนดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เกิดจากดาวพฤหัสบดีมีคาลดลงอกีครั้งหนึ่ง 
 
 
ขอเสนอแนะ 
 การนาํผลการคํานวณหลักมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่ไดจากงานวิจัยนี้ไปใช
อางอิงในการกําหนดหลกัมลูทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาที่เวลาตางๆ นัน้  จะพบวามี
ความคาดเคลือ่นนอยมากเมื่อเปรียบกับขอมูลที่ไดจากนาซา  ทั้งนี้เปนเพราะเรานาํขอมูลที่ไดไป
ใชอางอิงในชวงระยะเวลาทีไ่มหางจากเวลาเริ่มตนที่เรากําหนดมากนกั  แตถาเรานําไปใชอางองิ
ในชวงระยะเวลาทีห่างจากเวลาเริ่มตนมากขึ้น  ความคลาดเคลื่อนก็จะมีคามากขึ้นตามไปดวย  
เนื่องจากในการคํานวณหลกัมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยฮิลดาโดยการใชระเบยีบวิธีเชงิตัว 
เลขนั้น จะมีความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นในทกุๆ ข้ันเวลาของการคํานวณ  ดังนัน้ถาเราตองการขอมูล
ที่มีความถกูตองแมนยาํมากยิ่งขึน้เพื่อนําไปใชอางอิงในการกําหนดหลักมูลทางโคจรของดาว
เคราะหนอยฮลิดาตอไปในอนาคต  เราจะตองปรับเปลีย่นคาหลักมูลทางโคจรเริ่มตนที่จะนาํไปใช



  
82

ในการคํานวณใหเปนปจจุบันมากที่สุด  โดยใชขอมูลที่ไดจากการสงัเกตการณลาสุดตามแหลงขอ 
มูลทางดาราศาสตรตางๆ มาเปนเงื่อนไขเริ่มตนในการคํานวณ 
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ภาคผนวก 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 
ภาคผนวก ก 

 
คาคงที่ทางดาราศาสตรและวันจูเลียน 

 
 
คาคงที่ทางดาราศาสตร [5] 
 
1 หนวยดาราศาสตร (เอย)ู = 1.49597870x1011  เมตร 
1 หนวยมวลของดวงอาทิตย = 1.9891x1030 กิโลกรัม 
1 วัน = 86,400  วินาท ี
1 ป = 365.2425 วัน 
คาคงที่แรงโนมถวงของเกาส (k) = 0.01720209895   
มวลของโลก = 0.000003003 หนวยมวลของดวงอาทิตย 
มวลของดาวพฤหัสบดี = 0.000954791 หนวยมวลของดวงอาทิตย 
มวลของดาวเสาร = 0.000285878 หนวยมวลของดวงอาทิตย 
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วันจูเลียน [10] 
 

บางครั้งมีความจําเปนที่จะตองหาจํานวนวนัและสวนของวันหลังจากจดุเริ่มยุค(epoch)ที่
กําหนดใหจุดหนึง่  นกัดาราศาสตรไดกําหนดจุดเริ่มยุคที่เวลาเทีย่งวนัตามเวลาเฉลี่ยกรีนิช (GMT) 
ของวันที ่1 มกราคม 4,713 ป กอนคริสตกาล   โดยจํานวนของวนัทีล่วงไปนับต้ังแตวันนีเ้รียกวาวัน
จูเลียน(Julian date, JD)  ส่ิงสําคัญพงึสงัเกตวาแตละวันจูเลยีนใหม เร่ิมตนที ่12 ชั่วโมง 00 นาที 
GMT (UT) คร่ึงวนัหลงัจากวนัตามปฏทิิน 
 
การเปลี่ยนวนัที่ปฏิทนิเปนจํานวนวนัจูเลียน 
1. ให y = ป,  m = เดือน, d = วัน 
2. ถา m =1 หรือ 2 ใหลบ 1 จาก y และบวก 12 เขากับ m นอกจากนี้ให y’=y และ m’=m 
3. ถาวนัที่นัน้เปนวนัหลงัจากวนัที ่15 ตุลาคม ค.ศ. 1582 (นั่นคือ ปฏิทินเกรกอเรียน) ใหคํานวณ 

3.1 A = สวนที่เปนจํานวนเต็มของ (y’/100) 
3.2 B = 2-A+สวนที่เปนจาํนวนเต็มของ(A/4)  
นอกเหนือจากกรณีนี้ให B=0 

4. คํานวณ C = สวนที่เปนจํานวนเต็มของ [(365.25)*(y’)] 
5. คํานวณ D = สวนที่เปนจํานวนเต็มของ [(m’+1)*(30.6001)] 
6. หา JD=B+C+D+d+1720994.50  นี่คือจํานวนวันจูเลยีน 
 
การเปลี่ยนจาํนวนวันจเูลยีนเปนวันทีป่ฏิทิน 
1. บวก 0.5 เขากับ JD ให I=สวนที่เปนจํานวนเต็ม และ F=สวนที่เปนทศนิยม 
2. ถา I มากกวา 2299160 ใหคํานวณดงันี ้

2.1 A=สวนที่เปนจํานวนเตม็ของ [(I-1867216.25)/(36524.25)] 
2.2 B=I+1+A-สวนที่เปนจาํนวนเต็มของ (A/4)  
นอกเหนือจากกรณีนี้ให A= I 

3. คํานวณ C=B+1524 
4. คํานวณ D=สวนที่เปนจํานวนเต็มของ [(C-112.1)/(365.25)] 
5. คํานวณ E=สวนที่เปนจํานวนเตม็ของ [D*(365.25)] 
6. คํานวณ G=สวนที่เปนจํานวนเต็มของ [(C-E)/(30.6001)] 
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7. คํานวณ d=C-E+F-สวนที่เปนจํานวนเตม็ของ[G*(30.6001)]  นี่คือวันของเดือน(รวมทัง้
ทศนิยมของวนั) 

8. คํานวณ m=G-1 ถา G นอยกวา 13.5   หรือ   m=G-13 ถา G มากกวา 13.5   นี่คือจํานวนที่
บอกเดือน 

9. คํานวณ y=D-4715 ถา m นอยกวา 2.5   หรือ   y=G-4716 ถา m มากกวา 2.5  นี่คือจํานวน
ที่บอกป (ค.ศ.) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 
ภาคผนวก ข 

 
หลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอย จากฐานขอมูลนาซา  

 
 

No Name Epoch a E i w Ω M 
152 Atala 52200 3.143548 0.071151 12.131040 55.341880 40.149560 181.315409 
153 Hilda 52200 3.971018 0.141795 7.837810 42.896800 228.430580 95.611134 
154 Bertha 52200 3.192921 0.085456 21.033180 152.983090 37.069970 278.875946 
155 Scylla 52200 2.760436 0.273590 11.392290 45.735260 41.133540 151.508591 
156 Xanthippe 52200 2.730338 0.223623 9.755940 337.929900 242.281830 163.669493 
157 Dejanira 52200 2.581792 0.194593 12.154640 46.584770 62.159970 108.505260 
158 Koronis 52200 2.868611 0.055269 1.004970 146.202880 278.674900 355.657896 
159 Aemilia 52200 3.100368 0.111743 6.123940 336.833500 134.363320 315.944970 
160 Una 52200 2.728786 0.067981 3.823020 50.994830 8.894240 44.888989 
161 Athor 52200 2.379217 0.138474 9.048500 293.848780 18.839930 339.821125 
162 Laurentia 52200 3.024367 0.173271 6.085500 111.918800 36.481580 11.696953 
163 Erigone 52200 2.367392 0.190605 4.804450 297.684170 160.378010 259.460972 
164 Eva 52200 2.635274 0.343561 24.486920 283.721620 77.237510 53.914590 
165 Loreley 52200 3.125343 0.081733 11.237360 351.394750 302.678000 238.828401 
166 Rhodope 52200 2.683916 0.213114 12.012670 264.200290 129.128160 106.290746 
167 Urda 52200 2.853429 0.036339 2.207970 125.332110 166.464140 21.290326 
168 Sibylla 52200 3.378859 0.060306 4.614680 165.068430 207.128900 42.703537 
169 Zelia 52200 2.357337 0.132105 5.507420 334.645190 354.862380 220.125968 
170 Maria 52200 2.553090 0.063850 14.411930 158.362750 301.507860 224.411429 
171 Ophelia 52200 3.134712 0.126907 2.544890 58.226200 100.616910 129.552433 
172 Baucis 52200 2.379546 0.114888 10.036920 359.616800 332.142460 165.080706 

 
ตารางที่ ข.1 หลักมูลทางโคจรของดาวเคราะหนอยที่ JD 2452200 จากฐานขอมูลของนาซา [11] 

 
 































































  

 
ภาคผนวก ง 

 
โปรแกรมทีใ่ชในการคํานวณวงโคจร 

 
 

ง.1 โปรแกรมแปลงหลักมูลทางโคจรเปนตําแหนงและความเร็ว (POSVEL CODE) 
 
/*   Position and Velocity from Orbital Element   */ 
 
#include<stdio.h> 
#include<math.h> 
#include<conio.h> 
main() 
  { 
     FILE   *fn,*fp; 
     double i,O,W,M,E,Ff,e,DFf,Ra,a,EP,Rr,Bb,XB,YB,YP,XP,mu,Pi; 
     double PP[4],QQ[4],r[4],v[4]; 
     int    n; 
 
     clrscr(); 
     Pi=4.0*atan(1.0);       mu=0.0002964; 
 
  /* input orbital element value  */ 
  a=5.2026; 
  e=0.0485; 
  i=1.303; 
  O=100.467; 
  W=273.865; 
  M=42.74749; 
 
  i=i*Pi/180.0; 
  O=O*Pi/180.0; 
  W=W*Pi/180.0; 
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  M=M*Pi/180.0; 
 
 
  E=M; 
   do 
   { 
     Ff=E-e*sin(E)-M; 
     DFf=1.0-e*cos(E); 
     E=E-(Ff/DFf); 
   }while(fabs(Ff)>=1.0e-9); 
 
  Rr=a*(1.0-e*cos(E)); 
  EP=sqrt(mu/a)/Rr; 
  Bb=a*sqrt(1.0-e*e); 
  XB=a*(cos(E)-e); 
  YB=Bb*sin(E); 
  XP=-a*EP*sin(E); 
  YP=+Bb*EP*cos(E); 
 
  PP[1]=+cos(W)*cos(O)-sin(W)*sin(O)*cos(i); 
  PP[2]=+cos(W)*sin(O)+sin(W)*cos(O)*cos(i); 
  PP[3]=+sin(W)*sin(i); 
  QQ[1]=-sin(W)*cos(O)-cos(W)*sin(O)*cos(i); 
  QQ[2]=-sin(W)*sin(O)+cos(W)*cos(O)*cos(i); 
  QQ[3]=+cos(W)*sin(i); 
    for(n=1;n<=3;n++) 
   { 
    r[n]=XB*PP[n]+YB*QQ[n]; 
    v[n]=XP*PP[n]+YP*QQ[n]; 
   } 
   printf("----------------------------------------------------------------------\n"); 
   printf("To recompute the position and velocity elements from the classical elements.\n"); 
   printf("x = %.7lf\t y = %.7lf\t z = %.7lf\n",r[1],r[2],r[3]); 
   printf("Vx= %.7lf\t Vy= %.7lf\t Vz= %.7lf\n",v[1],v[2],v[3]); 
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   fp=fopen("outJupiter.dat","w"); 
 
   fprintf(fp,"----------------------------------------------------------------------\n"); 
   fprintf(fp,"To recompute the position and velocity elements from the classical elements.\n"); 
   fprintf(fp,"x = %.7lf\t y = %.7lf\t z = %.7lf\n",r[1],r[2],r[3]); 
   fprintf(fp,"Vx= %.7lf\t Vy= %.7lf\t Vz= %.7lf\n",v[1],v[2],v[3]); 
 
   getch(); 
   return(0); 
  fclose(fp); 
} 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  
122

 
ง.2 โปรแกรมคํานวณโดยใชระเบียบวธิีโคเวลล (COWELL CODE) 
 
/* ==============  Program Description  ============= */ 
/*   program name : HILDA Orbital                     */ 
/*   Solve N-Body Problem by THE METHOD OF COWELL     */ 
/* ================================================== */ 
 
#include<stdio.h> 
#include<graphics.h> 
#include<math.h> 
 
#define  K      0.01720209895   /* Gaussian Gravitational Constant */ 
#define  M      0.00000000000   /*  Hilda  Mass      */ 
#define  N      1000           /*  NUMBER of Position   */ 
 
double MG(double X, double Y, double Z) 
{    return  fabs(X*X)+fabs(Y*Y)+fabs(Z*Z);   } 
 
 
double F(double Vk) 
{   return  Vk;   } 
 
double G(double Rk, double R, double ak) 
{   return  -(1.+M)*Rk/sqrt(R*R*R) + ak;    } 
 
double Ak(double Mq, double Rqk, double Rq, double Rk, double R) 
{   return  Mq*((Rqk-Rk)/(fabs(Rq-R)*fabs(Rq-R)*fabs(Rq-R)) - Rqk/sqrt(Rq*Rq*Rq));     } 
 
double Gq(double Mq, double Rk, double R) 
{   return  -(1.+Mq)*Rk/sqrt(R*R*R);    } 
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main() 
 
{   double  x[N+2],y[N+2],z[N+2],R[N+2]; 
    double  vx[N+2],vy[N+2],vz[N+2]; 
    double  t, dt, h; 
 
    double  MJ,xJ,yJ,zJ,RJ; 
    double  VxJ,VyJ,VzJ; 
 
    double  MS,xS,yS,zS,RS; 
    double  VxS,VyS,VzS; 
 
    double   Perturb_X, Perturb_Y, Perturb_Z; 
 
    double  Fx1,Fy1,Fz1,Fx2,Fy2,Fz2,Fx3,Fy3,Fz3,Fx4,Fy4,Fz4,Fx5,Fy5,Fz5,Fx6,Fy6,Fz6; 
    double  Gx1,Gy1,Gz1,Gx2,Gy2,Gz2,Gx3,Gy3,Gz3,Gx4,Gy4,Gz4,Gx5,Gy5,Gz5,Gx6,Gy6,Gz6; 
 
    int     i; 
    FILE    *fp; 
 
    fp=fopen("result.dat","w"); 
 
    printf("\n  ******  Solve COWELL METHOD for Hilda Orbit by RK5 ****** \n"); 
 
    t=2451800.50;           /*  intial epoch time (JD)   */ 
    dt=1.0;                 /*  time  step        (Days) */ 
 
    h=K*dt; 
 
    /* initial Position of Celestial Body */ 
       x[0]=3.12451860;     y[0]=-1.7769875;    z[0]=0.4816729; 
 
    /* initial Velocity of Celestial Body */ 
       vx[0]=0.0055728/K;  vy[0]=0.00760160/K;  vz[0]=-0.00012050/K; 
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    /*  PERTURBATING  BODIES   */ 
 /*  Jupiter  */ 
  MJ=0.000954791; 
 xJ=2.5523219;       yJ=4.3203644;      zJ=-0.0749404; 
       VxJ=-0.00659510/K;  VyJ=0.00419990/K;  VzJ=0.00013020/K; 
 
 /*  Saturn   */ 
  MS=0.000285878; 
 xS=5.2532725;       yS=7.4566575;      zS=-0.3392483; 
       VxS=-0.00486520/K;  VyS=0.00319930/K;  VzS=0.0001379/K; 
 
 
  for (i=0;i<=N;i++) { 
 
 R[i]=MG(x[i],y[i],z[i]); 
 RJ=MG(xJ,yJ,zJ); 
 RS=MG(xS,yS,zS); 
 
      Perturb_X=Ak(MJ,xJ,RJ,x[i],R[i])+Ak(MS,xS,RS,x[i],R[i]); 
      Perturb_Y=Ak(MJ,yJ,RJ,y[i],R[i])+Ak(MS,yS,RS,y[i],R[i]); 
      Perturb_Z=Ak(MJ,zJ,RJ,z[i],R[i])+Ak(MS,zS,RS,z[i],R[i]); 
 
printf("\nT[%d]=%.2lf:   x=%.7lf  y=%.7lf  z=%.7lf   R=%.7lf", 
     i,t,x[i],y[i],z[i],sqrt(R[i])); 
printf("\n                 vx=%.7lf  vy=%.7lf  vz=%.7lf   V=%.7lf", 
     vx[i],vy[i],vz[i],sqrt(MG(vx[i],vy[i],vz[i]))); 
fprintf(fp,"\nT[%d]=%.2lf:   x=%.7lf  y=%.7lf  z=%.7lf   R=%.7lf", 
     i,t,x[i],y[i],z[i],sqrt(R[i])); 
fprintf(fp,"\n                 vx=%.7lf  vy=%.7lf  vz=%.7lf   V=%.7lf", 
     vx[i],vy[i],vz[i],sqrt(MG(vx[i],vy[i],vz[i]))); 
 
       /*     STEP 1   */ 
     Fx1=h*F(vx[i]); 
     Fy1=h*F(vy[i]); 
     Fz1=h*F(vz[i]); 
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     Gx1=h*G(x[i],R[i],Perturb_X); 
     Gy1=h*G(y[i],R[i],Perturb_Y); 
     Gz1=h*G(z[i],R[i],Perturb_Z); 
 
       /*    STEP 2   */ 
     Fx2=h*F(vx[i]+Gx1/4.); 
     Fy2=h*F(vy[i]+Gy1/4.); 
     Fz2=h*F(vz[i]+Gz1/4.); 
 
     Gx2=h*G(x[i]+Fx1/4.,R[i],Perturb_X); 
     Gy2=h*G(y[i]+Fy1/4.,R[i],Perturb_Y); 
     Gz2=h*G(z[i]+Fz1/4.,R[i],Perturb_Z); 
 
 /*   STEP 3   */ 
     Fx3=h*F(vx[i]+Gx1/8.+Gx2/8.); 
     Fy3=h*F(vy[i]+Gy1/8.+Gy2/8.); 
     Fz3=h*F(vz[i]+Gz1/8.+Gz2/8.); 
 
     Gx3=h*G(x[i]+Fx1/8.+Fx2/8.,R[i],Perturb_X); 
     Gy3=h*G(y[i]+Fy1/8.+Fy2/8.,R[i],Perturb_Y); 
     Gz3=h*G(z[i]+Fz1/8.+Fz2/8.,R[i],Perturb_Z); 
 
  /*   STEP 4   */ 
     Fx4=h*F(vx[i]-Gx2/2.+Gx3); 
     Fy4=h*F(vy[i]-Gy2/2.+Gy3); 
     Fz4=h*F(vz[i]-Gz2/2.+Gz3); 
 
     Gx4=h*G(x[i]-Fx2/2.+Fx3,R[i],Perturb_X); 
     Gy4=h*G(y[i]-Fy2/2.+Fy3,R[i],Perturb_Y); 
     Gz4=h*G(z[i]-Fz2/2.+Fz3,R[i],Perturb_Z); 
 
  /*   STEP 5   */ 
     Fx5=h*F(vx[i]+3.*Gx1/16.+9.*Gx4/16.); 
     Fy5=h*F(vy[i]+3.*Gy1/16.+9.*Gy4/16.); 
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     Fz5=h*F(vz[i]+3.*Gz1/16.+9.*Gz4/16.); 
 
     Gx5=h*G(x[i]+3.*Fx1/16.+9.*Fx4/16.,R[i],Perturb_X); 
     Gy5=h*G(y[i]+3.*Fy1/16.+9.*Fy4/16.,R[i],Perturb_Y); 
     Gz5=h*G(z[i]+3.*Fz1/16.+9.*Fz4/16.,R[i],Perturb_Z); 
 
 /*   STEP 6    */ 
    Fx6=h*F(vx[i]-(3.*Gx1-2.*Gx2-12.*Gx3+12.*Gx4-8.*Gx5)/7.); 
    Fy6=h*F(vy[i]-(3.*Gy1-2.*Gy2-12.*Gy3+12.*Gy4-8.*Gy5)/7.); 
    Fz6=h*F(vz[i]-(3.*Gz1-2.*Gz2-12.*Gz3+12.*Gz4-8.*Gz5)/7.); 
 
    Gx6=h*G(x[i]-(3.*Fx1-2.*Fx2-12.*Fx3+12.*Fx4-8.*Fx5)/7.,R[i],Perturb_X); 
    Gy6=h*G(y[i]-(3.*Fy1-2.*Fy2-12.*Fy3+12.*Fy4-8.*Fy5)/7.,R[i],Perturb_Y); 
    Gz6=h*G(z[i]-(3.*Fz1-2.*Fz2-12.*Fz3+12.*Fz4-8.*Fz5)/7.,R[i],Perturb_Z); 
 
 
 /*    Solution    */ 
 
  x[i+1]=x[i]+(7.*Fx1+32.*Fx3+12.*Fx4+32.*Fx5+7.*Fx6)/90.; 
  y[i+1]=y[i]+(7.*Fy1+32.*Fy3+12.*Fy4+32.*Fy5+7.*Fy6)/90.; 
  z[i+1]=z[i]+(7.*Fz1+32.*Fz3+12.*Fz4+32.*Fz5+7.*Fz6)/90.; 
 
  vx[i+1]=vx[i]+(7.*Gx1+32.*Gx3+12.*Gx4+32.*Gx5+7.*Gx6)/90.; 
  vy[i+1]=vy[i]+(7.*Gy1+32.*Gy3+12.*Gy4+32.*Gy5+7.*Gy6)/90.; 
  vz[i+1]=vz[i]+(7.*Gz1+32.*Gz3+12.*Gz4+32.*Gz5+7.*Gz6)/90.; 
 
 /* -------------------------------------------------------- */ 
 
  t+=dt; 
 
      /*  Calculation of Perturbation Body (Jupiter)  */ 
 /*     STEP 1   */ 
     Fx1=h*F(VxJ); 
     Fy1=h*F(VyJ); 
     Fz1=h*F(VzJ); 
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     Gx1=h*Gq(MJ,xJ,RJ); 
     Gy1=h*Gq(MJ,yJ,RJ); 
     Gz1=h*Gq(MJ,zJ,RJ); 
 
              /*    STEP 2   */  
     Fx2=h*F(VxJ+Gx1/4.); 
     Fy2=h*F(VyJ+Gy1/4.); 
     Fz2=h*F(VzJ+Gz1/4.); 
 
     Gx2=h*Gq(MJ,xJ+Fx1/4.,RJ); 
     Gy2=h*Gq(MJ,yJ+Fy1/4.,RJ); 
     Gz2=h*Gq(MJ,zJ+Fz1/4.,RJ); 
 
 /*   STEP 3   */ 
     Fx3=h*F(VxJ+Gx1/8.+Gx2/8.); 
     Fy3=h*F(VyJ+Gy1/8.+Gy2/8.); 
     Fz3=h*F(VzJ+Gz1/8.+Gz2/8.); 
 
     Gx3=h*Gq(MJ,xJ+Fx1/8.+Fx2/8.,RJ); 
     Gy3=h*Gq(MJ,yJ+Fy1/8.+Fy2/8.,RJ); 
     Gz3=h*Gq(MJ,zJ+Fz1/8.+Fz2/8.,RJ); 
 
  /*   STEP 4   */ 
     Fx4=h*F(VxJ-Gx2/2.+Gx3); 
     Fy4=h*F(VyJ-Gy2/2.+Gy3); 
     Fz4=h*F(VzJ-Gz2/2.+Gz3); 
 
     Gx4=h*Gq(MJ,xJ-Fx2/2.+Fx3,RJ); 
     Gy4=h*Gq(MJ,yJ-Fy2/2.+Fy3,RJ); 
     Gz4=h*Gq(MJ,zJ-Fz2/2.+Fz3,RJ); 
 
  /*   STEP 5   */ 
     Fx5=h*F(VxJ+3.*Gx1/16.+9.*Gx4/16.); 
     Fy5=h*F(VyJ+3.*Gy1/16.+9.*Gy4/16.); 
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     Fz5=h*F(VzJ+3.*Gz1/16.+9.*Gz4/16.); 
 
     Gx5=h*Gq(MJ,xJ+3.*Fx1/16.+9.*Fx4/16.,RJ); 
     Gy5=h*Gq(MJ,yJ+3.*Fy1/16.+9.*Fy4/16.,RJ); 
     Gz5=h*Gq(MJ,zJ+3.*Fz1/16.+9.*Fz4/16.,RJ); 
 
  /*   STEP 6    */ 
    Fx6=h*F(VxJ-(3.*Gx1-2.*Gx2-12.*Gx3+12.*Gx4-8.*Gx5)/7.); 
    Fy6=h*F(VyJ-(3.*Gy1-2.*Gy2-12.*Gy3+12.*Gy4-8.*Gy5)/7.); 
    Fz6=h*F(VzJ-(3.*Gz1-2.*Gz2-12.*Gz3+12.*Gz4-8.*Gz5)/7.); 
 
    Gx6=h*Gq(MJ,xJ-(3.*Fx1-2.*Fx2-12.*Fx3+12.*Fx4-8.*Fx5)/7.,RJ); 
    Gy6=h*Gq(MJ,yJ-(3.*Fy1-2.*Fy2-12.*Fy3+12.*Fy4-8.*Fy5)/7.,RJ); 
    Gz6=h*Gq(MJ,zJ-(3.*Fz1-2.*Fz2-12.*Fz3+12.*Fz4-8.*Fz5)/7.,RJ); 
 
 /*   Solution  of Jupiter Orbit  */ 
 
  xJ=xJ+(7.*Fx1+32.*Fx3+12.*Fx4+32.*Fx5+7.*Fx6)/90.; 
  yJ=yJ+(7.*Fy1+32.*Fy3+12.*Fy4+32.*Fy5+7.*Fy6)/90.; 
  zJ=zJ+(7.*Fz1+32.*Fz3+12.*Fz4+32.*Fz5+7.*Fz6)/90.; 
 
  VxJ=VxJ+(7.*Gx1+32.*Gx3+12.*Gx4+32.*Gx5+7.*Gx6)/90.; 
  VyJ=VyJ+(7.*Gy1+32.*Gy3+12.*Gy4+32.*Gy5+7.*Gy6)/90.; 
  VzJ=VzJ+(7.*Gz1+32.*Gz3+12.*Gz4+32.*Gz5+7.*Gz6)/90.; 
 
printf("\n                 xJ=%.7lf  yJ=%.7lf  zJ=%.7lf   RJ=%.7lf",xJ,yJ,zJ,sqrt(MG(xJ,yJ,zJ))); 
fprintf(fp,"\n                 xJ=%.7lf  yJ=%.7lf  zJ=%.7lf   RJ=%.7lf",xJ,yJ,zJ,sqrt(MG(xJ,yJ,zJ))); 
  /* ------------------ End of Jupiter orbit Routine ------------------- */ 
 
 
     /*  Calculation of Perturbation Body (Saturn)  */ 
 /*     STEP 1   */ 
     Fx1=h*F(VxS); 
     Fy1=h*F(VyS); 
     Fz1=h*F(VzS); 
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     Gx1=h*Gq(MS,xS,RS); 
     Gy1=h*Gq(MS,yS,RS); 
     Gz1=h*Gq(MS,zS,RS); 
 
       /*    STEP 2   */ 
     Fx2=h*F(VxS+Gx1/4.); 
     Fy2=h*F(VyS+Gy1/4.); 
     Fz2=h*F(VzS+Gz1/4.); 
 
     Gx2=h*Gq(MS,xS+Fx1/4.,RS); 
     Gy2=h*Gq(MS,yS+Fy1/4.,RS); 
     Gz2=h*Gq(MS,zS+Fz1/4.,RS); 
 
 /*   STEP 3   */ 
     Fx3=h*F(VxS+Gx1/8.+Gx2/8.); 
     Fy3=h*F(VyS+Gy1/8.+Gy2/8.); 
     Fz3=h*F(VzS+Gz1/8.+Gz2/8.); 
 
     Gx3=h*Gq(MS,xS+Fx1/8.+Fx2/8.,RS); 
     Gy3=h*Gq(MS,yS+Fy1/8.+Fy2/8.,RS); 
     Gz3=h*Gq(MS,zS+Fz1/8.+Fz2/8.,RS); 
 
  /*   STEP 4   */ 
     Fx4=h*F(VxS-Gx2/2.+Gx3); 
     Fy4=h*F(VyS-Gy2/2.+Gy3); 
     Fz4=h*F(VzS-Gz2/2.+Gz3); 
 
     Gx4=h*Gq(MS,xS-Fx2/2.+Fx3,RS); 
     Gy4=h*Gq(MS,yS-Fy2/2.+Fy3,RS); 
     Gz4=h*Gq(MS,zS-Fz2/2.+Fz3,RS); 
 
  /*   STEP 5   */ 
     Fx5=h*F(VxS+3.*Gx1/16.+9.*Gx4/16.); 
     Fy5=h*F(VyS+3.*Gy1/16.+9.*Gy4/16.); 
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     Fz5=h*F(VzS+3.*Gz1/16.+9.*Gz4/16.); 
 
     Gx5=h*Gq(MS,xS+3.*Fx1/16.+9.*Fx4/16.,RS); 
     Gy5=h*Gq(MS,yS+3.*Fy1/16.+9.*Fy4/16.,RS); 
     Gz5=h*Gq(MS,zS+3.*Fz1/16.+9.*Fz4/16.,RS); 
 
 /*   STEP 6    */ 
    Fx6=h*F(VxS-(3.*Gx1-2.*Gx2-12.*Gx3+12.*Gx4-8.*Gx5)/7.); 
    Fy6=h*F(VyS-(3.*Gy1-2.*Gy2-12.*Gy3+12.*Gy4-8.*Gy5)/7.); 
    Fz6=h*F(VzS-(3.*Gz1-2.*Gz2-12.*Gz3+12.*Gz4-8.*Gz5)/7.); 
 
    Gx6=h*Gq(MS,xS-(3.*Fx1-2.*Fx2-12.*Fx3+12.*Fx4-8.*Fx5)/7.,RS); 
    Gy6=h*Gq(MS,yS-(3.*Fy1-2.*Fy2-12.*Fy3+12.*Fy4-8.*Fy5)/7.,RS); 
    Gz6=h*Gq(MS,zS-(3.*Fz1-2.*Fz2-12.*Fz3+12.*Fz4-8.*Fz5)/7.,RS); 
 
 /*   Solution  of Saturn Orbit  */ 
 
  xS=xS+(7.*Fx1+32.*Fx3+12.*Fx4+32.*Fx5+7.*Fx6)/90.; 
  yS=yS+(7.*Fy1+32.*Fy3+12.*Fy4+32.*Fy5+7.*Fy6)/90.; 
  zS=zS+(7.*Fz1+32.*Fz3+12.*Fz4+32.*Fz5+7.*Fz6)/90.; 
 
  VxS=VxS+(7.*Gx1+32.*Gx3+12.*Gx4+32.*Gx5+7.*Gx6)/90.; 
  VyS=VyS+(7.*Gy1+32.*Gy3+12.*Gy4+32.*Gy5+7.*Gy6)/90.; 
  VzS=VzS+(7.*Gz1+32.*Gz3+12.*Gz4+32.*Gz5+7.*Gz6)/90.; 
 
printf("\n                 xS=%.7lf  yS=%.7lf  zS=%.7lf   RS=%.7lf",xS,yS,zS,sqrt(MG(xS,yS,zS))); 
fprintf(fp,"\n                 xS=%.7lf  yS=%.7lf  zS=%.7lf   RS=%.7lf",xS,yS,zS,sqrt(MG(xS,yS,zS))); 
  /* ------------------End of Saturn orbit loop ------------------- */ 
 } 
 
    getch(); 
    return(0); 
} 
 



  
131

 
ง.3 โปรแกรมแปลงตําแหนงและความเร็วเปนหลักมูลทางโคจร (CLASSEL CODE) 
 
/*  Orbital Element from Position and Velocity */ 
 
#include<stdio.h> 
#include<math.h> 
#include<conio.h> 
 
#define    k     0.01720209895 
#define    Q1    0.01745329252     /*  Convert Degree to Radian (PI/180)   */ 
#define    mu    0.0002964 
 
double Dot(double a[4],double b[4]) 
{   return  a[1]*b[1]+a[2]*b[2]+a[3]*b[3];  } 
 
main() 
{ 
  FILE   *fp; 
  double h[4],r[4],v[4],N[4],hh,NN,HH,srr,rv,V; 
  double ee,tt,T,er[4],P,O,qq,nn,TT,fbt; 
  double W,I,a,e,xb,yb,b,cx,sx,X,M,E; 
  int i; 
 
  /*  input  position   x,y,z    */ 
  //r[1]=2.432658; 
  //r[2]=4.394313; 
  //r[3]=-0.07256947; 
  /*  input  velocity  vx,vy,vz  */ 
  //v[1]=-0.00670014; 
  //v[2]=0.004016218; 
  //v[3]=0.0001332668; 
 
   fp=fopen("data.dat","r"); 
   fscanf(fp,"  %lf %lf %lf %lf %lf %lf", 
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   &r[1],&r[2],&r[3],&v[1],&v[2],&v[3]); 
 
  //tt=2451818.5; 
 
  h[1]=r[2]*v[3]-r[3]*v[2]; 
  h[2]=r[3]*v[1]-r[1]*v[3]; 
  h[3]=r[1]*v[2]-r[2]*v[1]; 
  hh=Dot(h,h); 
  HH=sqrt(hh); 
 
  N[1]=-h[2];     N[2]=h[1];     N[3]=0.0; 
  NN=sqrt(Dot(N,N)); 
 
  srr=sqrt(Dot(r,r)); 
  //V=Dot(v,v); 
  a=1.0/((2.0/srr)-(Dot(v,v)/mu)); 
  for(i=1;i<=3;i++)  { 
     er[i]=((Dot(v,v)/mu - 1.0/srr)*r[i])-((Dot(r,v)/mu)*v[i]); 
   } 
  e=sqrt(Dot(er,er)); 
  O=acos(N[1]/NN)/Q1;   if(N[2]<0.0)  O=360.0-O; 
  I=acos(h[3]/HH)/Q1; 
  W=acos(Dot(N,er)/(NN*e))/Q1;  if(er[3]<0.0)   W=360.0-W; 
 
 
  /* Modify in Orbital Plane for find E & M   */ 
  P=hh/mu; 
  xb=(P-srr)/e; 
  yb=Dot(r,v)*sqrt(P/mu)/e; 
  b=a*sqrt(1.0-e*e); 
  cx=xb/a+e; 
  sx=yb/b; 
   if(fabs(sx)<=0.707107)   X=asin(fabs(sx)); 
   if(fabs(cx)<=0.707107)   X=acos(fabs(cx)); 
   if(cx>=0.0 && sx>=0.0)   X=X; 
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   if(cx<0.0 && sx>=0.0)    X=180.0*Q1-X; 
   if(cx<0.0 && sx<0.0)     X=180.0*Q1+X; 
   if(cx>=0.0 && sx<0.0)    X=360.0*Q1-X; 
 
  M=(X-e*sx)/Q1; 
  //E=acos((xb/a)+e)/Q1; 
  nn=k*sqrt(mu/(a*a*a)); 
  qq=a*(1+e); 
 
  TT=tt-(M*Q1/nn); 
  fbt=tt-TT; 
 
  printf("The classical elements of orbit: \n"); 
  printf("a= %.7lf\n",a); 
  printf("e= %.7lf\n",e); 
  printf("i= %.7lf\n",I); 
  printf("O= %.7lf\n",O); 
  printf("w= %.7lf\n",W); 
  printf("M= %.7lf\n",M); 
  //printf("E= %.7lf\n",E); 
  //printf("T= %.7lf\n",TT); 
  //printf("qq= %.7lf\n",qq); 
  //printf("Time elapse= %.7lf\n",fbt); 
 
getch(); 
return(0); 
} 
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ประวัติผูเขยีนวิทยานิพนธ 

 
               นายสาม ศรีสุโร เกิดเมื่อวนัที ่27 มีนาคม พ.ศ..2517 ที่จังหวัดนครราชสมีา  สําเร็จการ 
ศึกษาปริญญาตรีวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต สาขาวิศวกรรมอิเล็กทรอนิกส  จากภาควิชาวิศวกรรม 
อิเล็กทรอนกิส คณะวิศวกรรมศาสตร สถาบันเทคโนโลยพีระจอมเกลา เจาคุณทหารลาดกระบัง ใน
ปการศึกษา 2538  และเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิทยาศาสตรมหาบณัฑิต สาขาวชิาฟสิกส ที่ภาค 
วิชาฟสิกส  คณะวิทยาศาสตร  จุฬาลงกรณมหาวิทยาลยั  เมื่อปการศึกษา 2541 
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