
 
การเปรียบเทียบชิ้นสวนความเคนพันทางและชิ้นสวนผสมสําหรับแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนชั้น 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นายปยวิทย  ศรีชุมพวง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

วิทยานิพนธนี้เปนสวนหนึ่งของการศึกษาตามหลักสูตรปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต 
สาขาวิชาวิศวกรรมโยธา       ภาควิชาวิศวกรรมโยธา  
คณะวิศวกรรมศาสตร   จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ปการศึกษา  2544 
ISBN  974-03-1347-7 

ลิขสิทธิ์ของจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 



 
COMPARISON OF HYBRID-STRESS AND MIXED FINITE ELEMENTS  

FOR LAMINATED COMPOSITE PLATES 
      

 
 
 
 
 
 
 
 

Mr.Piyawit  Srichumpaung

 
 
 
 
 
 
 
 
 

A Thesis Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 
for the Degree of Master of Engineering in Civil Engineering 

Department of Civil Engineering 
Faculty of Engineering 

Chulalongkorn University 
Academic Year 2001 
ISBN 974-03-1347-7 



หัวขอวิทยานิพนธ การเปรียบเทียบช้ินสวนความเคนพันทางและชิ้นสวนผสมสําหรับ 
แผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ัน 

โดย นายปยวิทย  ศรีชุมพวง 
สาขาวิชา วิศวกรรมโยธา 
อาจารยที่ปรึกษา ผูชวยศาสตราจารย ดร.เริงเดชา  รัชตโพธิ์ 
 
 
 
  คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย อนุมัติใหนับวิทยานิพนธฉบับนี้ 
เปนสวนหน่ึงของการศึกษาตามหลักสูตรปริญญามหาบัณฑิต 
 
 

   ………………………………………….. คณบดีคณะวิศวกรรมศาสตร 
   (ศาสตราจารย ดร.สมศักดิ์  ปญญาแกว) 
 

คณะกรรมการสอบวิทยานิพนธ 
 
 

   ……………………………………………  ประธานกรรมการ 
   (รองศาสตราจารย ดร.สุธรรม  สุริยะมงคล) 
 
 

   …………………………………………...  อาจารยที่ปรึกษา 
   (ผูชวยศาสตราจารย ดร.เริงเดชา  รัชตโพธิ์) 
 
    

   …………………………………………… กรรมการ 
   (ผูชวยศาสตราจารย ดร.ธีรพงศ  เสนจันทรฒิไชย) 



 ง

ปยวิทย  ศรีชุมพวง : การเปรียบเทียบช้ินสวนความเคนพันทางและชิ้นสวนผสมสําหรับแผนพื้นตาง
วัสดุที่ซอนเปนช้ัน. (COMPARISON OF HYBRID-STRESS AND MIXED FINITE ELEMENTS FOR 
LAMINATED COMPOSITE PLATES)  อ. ที่ปรึกษา : ผศ.ดร.เริงเดชา  รัชตโพธิ์,  135   หนา. ISBN        
974-03-1347-7. 

 งานวิจัยนี้ไดเปรียบเทียบช้ินสวนพันทาง และชิ้นสวนผสมที่สรางจากหลักการแปรผันตางๆสําหรับ
วิเคราะหโครงสรางแผนตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันภายใตภาวะสถิตเชิงเสนโดยใชแผนที่มีความหนา  แรงกระทํา 
และเงื่อนไขที่ขอบที่แตกตางกันไปในการทดสอบ 
 ผลการวิจัยพบวาช้ินสวนอันดับตํ่า (ช้ินสวน  4  ขั้ว) ซึ่งไมมีการสมมุติการกระจัดสวนเพิ่ม คือ ช้ินสวน
พันทางแบบบางสวนจากหลักการจิง-เลียว  และชิ้นสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวย
วิธีทัณฑกรรมใหผลเฉลยแมนยํา   แตจะเกิดการยึดเนื่องจากแรงเฉือนเมื่ออัตราสวนความยาวตอความหนามีคา
เกิน 100      ในขณะที่ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว  และชิ้นสวนผสมจากหลัก
การเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่งทั้งสองแบบตางก็มีการสมมุติการกระจัดสวนเพิ่มนั้นใหผลเฉลยแมนยําเชนกัน  แต

ควรที่จะสมมุติใหจํานวนพารามิเตอรตางๆมีคาอัตราสวน  
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  ไมเกิน  3  เพื่อมิใหคาความเคนเฉือนต้ัง

ฉากคลาดเคลื่อนในโครงสรางที่มีอัตราสวนความยาวตอความหนามากๆ  
 ทุกกรณีที่ศึกษา  คาการกระจัดของชิ้นสวนที่ศึกษาสวนใหญแมนยําไมตํ่ากวารอยละ  90  เมื่ออัตราสวน
ความยาวตอความหนามีคาไมเกิน 100    ในโครงสรางแผนตางวัสดุที่มีการรองรับแบบธรรมดานั้น  ความเคนดัด
ของช้ินสวนที่ศึกษาสวนใหญแมนยําไมตํ่ากวารอยละ  90  เชนกัน    สวนความเคนเฉือนตั้งฉากที่ไดจากการ
วิเคราะหโครงสรางแผนตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันจํานวน  9  ช้ันนั้น  ช้ินสวนที่ไมไดใชสนามการกระจัดแบบรวม  
หรือ สนามการกระจัดช้ันเดียวสมมูลจะใหคาความเคนเฉือนตั้งฉากคลาดเคลื่อนเกินรอยละ  50   ในขณะที่ช้ิน
สวนที่ใชสนามการกระจัดดังกลาวจะใหคาความเคนเฉือนตั้งฉากคลาดเคลื่อนไมเกินรอยละ  15     ทั้งนี้ช้ินสวนที่
ศึกษาจะใหคาความเคนเฉือนต้ังฉากที่ดีในการวิเคราะหโครงสรางแผนตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันจํานวน  3  ช้ัน   
และมีความยืนยงทุกช้ินสวน    แตในการทดสอบแบบหยอมนั้น    พบวาช้ินสวนที่ศึกษาจะไมผานการดัดและการ
บิด 
 จากการทดสอบหากพิจารณาดานความแมนของการกระจัดและความเคนดัด    ช้ินสวนที่ศึกษาในงาน
วิจัยนี้จะใหคาการกระจัดที่แมนยําใกลเคียงกัน  แตหากจะพิจารณาจากแงของความแมนของความเคนแลวพบวา
ช้ินสวน 4HbHsz2   4HbMd1   และ  4HbMd2  ซึ่งเสนอโดยผูวิจัย  และชิ้นสวน  4HeHsz  ซึ่งเสนอโดยชวง
และได (24) ใหผลคอนขางดี    และในกรณีที่ตองการวิเคราะหโครงสรางแผนที่ไมมีสมมาตรกับระนาบ  xy  พบวา
ช้ินสวน  4HbMd2   จะใหการกระจายตัวของความเคนตลอดความหนาของโครงสรางที่ดีกวาช้ินสวนอื่นที่ได
ศึกษา 
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 This research compares hybrid-stress and mixed finite elements formulated from variational 
principles for analyzing laminated composite plates in static linear problems.  A wide range of plates 
with varying thickness were examined for different loadings and boundary conditions.   
 The results show that two lower-order (4-node) elements which do not assume additional 
displacements, namely, a partial hybrid element based on Jing-Liao principle and a hybrid element 
based on Hellinger-Reissner principle, generally gave good solutions but underwent shear locking 
when the length-to-thickness ratio exceeded 100.  Hybrid elements formulated from modified 
Hellinger-Reissner principle and mixed elements formulated from Hellinger-Reissner principle, both 
assuming additional displacements, also performed similarly.  However, the parameters should be 

assumed such that the ratio  
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  is kept under  3  to prevent error in transverse shear when 

plates become very thin. 
All plates tested showed more than 90 percent accuracy of displacement when the length-

to-thickness ratio does not exceed 100.  For simple supported laminated composite plates, flexural 
stresses were also more than 90 percent accurate.  However, the accuracy of transverse shear 
stresses in investigating nine-layer laminated composite plates using elements in which the 
displacement fields are not MDT or ESLT(with zigzag function) gave errors in transverse shear 
stresses exceeding 50 percent.  Elements using MDT or ESLT(with zigzag function) in their 
displacement fields on the other hand showed less than 15 percent errors.  All elements gave 
accurate transverse shear stresses in three-layer laminated composite plates and are invariant.  
However, none of the elements passed the patch test in bending and twisting. 
 Regarding displacement and flexural stresses, all elements showed comparable accuracy.  
Based on transverse shear stress considerations, however, the 4HbHsz2 element,  the 4HbMd1 
element  and the 4HbMd2 element proposed in this research and the 4HeHsz element proposed by 
Cheung and Di (24) performed equally well.  For laminated plates without symmetric laminations about 
the x-y plane, the 4HbMd2 element gave better transverse shear stress distribution throughout plate 
thickness than all other elements studied. 
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คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ 
 

T[]   การสับเปลี่ยนเมตริกซ (matrix transpose) 
1[] −   เมตริกซผกผัน (matrix inverse) 
""   เวกเตอรสดมภ 

T   แรงกระทําที่ทราบคาที่ขอบ 
f   แรงตัว (body force) 
DOF  ระดับขั้นความเสรี (degree(s) of freedom) 
Π   หลักการแปรผัน (variational principle) เชน  PΠ  คือหลักการพลังงานศักยตํ่าสุด 
k   เมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน 
x, y, z  พิกัดฉาก (Cartesian  coordinates) 

ζηξ ,,  พิกัดธรรมชาติของชิ้นสวน (natural coordinates) 
u   การกระจัดในแนวแกน  x 
v   การกระจัดในแนวแกน  y 
w   การกระจัดในแนวแกน  z 
u   เวกเตอรของการกระจัดโดยที่  Twvuu ][=  
σ   เวกเตอรของความเคน 
ε   เวกเตอรของความเครียด 
D   เมตริกซตัวปฏิบัติการการหาอนุพันธ (differential operator) 

σS   พื้นที่ผิวสวนที่ไมทราบคาการกระจัดซึ่งมีแรงกระทํา 
US   พื้นที่ผิวสวนที่ทราบคาการกระจัด 

V   ปริมาตรของปญหาที่สนใจ 
V∂   พ้ืนที่ผิวของปญหาที่สนใจโดยที่  USSV +=∂ σ  

q   เวกเตอรการกระจัดที่ขั้ว 
λ   เวกเตอรพารามิเตอรการกระจัดสวนเพิ่ม 
β   เวกเตอรพารามิเตอรความเคน 
α   เวกเตอรพารามิเตอรความเครียด 
C   เมตริกซปรุงแตง(constitutive matrix) ที่ทําการเปลี่ยนจากความเคนเปนความเครียด 
S   เมตริกซสอดคลอง (compliance matrix) ที่ทําการเปลี่ยนจากความเครียดเปนความเคน 

qu   เวกเตอรการกระจัดที่เขากันได 
λu   เวกเตอรการกระจัดสวนเพิ่ม 

NE   จํานวนชิ้นสวนทั้งหมด 
NL   จํานวนชั้นของแผนพื้นตางวัสดุที่วางซอนกัน 
ND   จํานวนขั้วของชิ้นสวน 

un        จํานวนของพารามิเตอรการกระจัด 
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คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ (ตอ) 
 

σn    จํานวนของพารามิเตอรความเคนของชิ้นสวน 
εn   จํานวนของพารามิเตอรความเครียดของชิ้นสวน 

r   จํานวนรูปแบบการเคลื่อนแบบวัตถุแข็งเกร็งของชิ้นสวน 
qn   จํานวนของการกระจัดที่เขากันไดตอขั้วของชิ้นสวน 
λn   จํานวนพารามิเตอรการกระจัดสวนเพิ่มของชิ้นสวน 

ESLT  ทฤษฎีการกระจัดช้ันเดียวสมมูล (Equivalent Single-Layer Theory) 
CLT  ทฤษฎีแบบชั้นตามแบบฉบับ (Classical Laminate Theory) 
FSDT  ทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับแรก (First-order Shear Deformation Theory) 
HSDT  ทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับสูง (Higher-order Shear Deformation Theory) 
LWT  ทฤษฎีการกระจัดหลายช้ัน (Layer-wise theory) 
PLWT  ทฤษฎีการกระจัดหลายช้ันบางสวน (Partial Layer-wise Theory)   
FLWT  ทฤษฎีการกระจัดหลายชั้นครบสวน (Full Layer-wise Theory) 
MDT  ทฤษฎีการกระจัดแบบรวม (Multiple Displacement Field Theory) 
N   ฟงกชันสัณฐาน (shape function) 
J   เมตริกซจาโคบี 
J   ตัวกําหนด (determinant)ของเมตริกซจาโคบี 

Ih   ความหนาของแผนพื้นช้ันที่  I  

t   ความหนาทั้งหมดของโครงสรางโดยที่  ∑
=

=
NL

I
Iht

1
 

E  โมดูลัสยืดหยุน (elastic modulus) 
G  โมดูลัสเฉือน (shear modulus) 
υ   อัตราสวนปวสซอง (Poisson's ratio) 
W, L  ความกวาง และความยาวของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน 



บทที่  1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความนํา 
 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) เปนวิธีวิเคราะหโครงสรางที่มีประสิทธิภาพซึ่ง
ใชกันอยางกวางขวาง และสามารถนําไปประยุกตกับปญหาหลายๆรูปแบบที่มีความสลับซับซอน  หลักการสําคัญ
ของวิธีไฟไนตเอลิเมนตคือ การแบงโครงสรางที่ตองการวิเคราะหออกเปนช้ินสวนยอยๆ  แลวทําการรวมชิ้นสวน
ดังกลาวโดยสามารถเขียนอยูในรูปสมการเมตริกซ  หลักการวิเคราะหดังกลาวนี้เหมาะที่จะนําไปเขียนเปน
โปรแกรมคอมพิวเตอรซึ่งทําใหการวิเคราะหปญหามีความสะดวกและรวดเร็วยิ่งขึ้น 

 
 ปจจุบันแนวคิดและความสนใจในการนําวัสดุผสม (composite materials) เชน แผน FRP (Fiber-
Reinforced Plastic) มาใชประโยชนไดเพิ่มขึ้นทั้งนี้ เพราะวัสดุดังกลาวมีคากําลังตานทานแรงดึง(tensile 
strength) และความทนทานตอสภาพสภาวะอากาศ (durability) สูง  อีกทั้งงายในการนําไปประยุกต  อาทิเชน 
เพื่อเพิ่มกําลังรับน้ําหนักแก คาน  เสา หรือ แผนพื้น 
  

แตเนื่องจากวัสดุที่ทํามาจาก FRP นั้นคอนขางมีราคาสูง ดังนั้นการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อ
หาปริมาณ, ตําแหนง และทิศทางการวางแผนวัสดุ ก็จะชวยใหสามารถใชวัสดุไดอยางมีประสิทธิภาพ อันนําไปสู
การลดคาใชจายตางๆลงดวย  ทั้งนี้การวิเคราะหโดยใชชิ้นสวนแบบชั้น (laminated element) ก็เปนแนวทางหนึ่ง
ที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางที่เสริมแผน FRP  และการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตนี้ยังสามารถชวยให
เขาใจพฤติกรรมของโครงสรางดังกลาวไดดียิ่งขึ้น 
 
1.2  การศึกษาที่ผานมา 
 
 ทฤษฎีโครงสรางแบบชั้น (laminate theory) มีอยูหลายทฤษฎี  ทฤษฎีแรกที่ถูกเสนอคือ ทฤษฎีแบบชั้น
ตามแบบฉบับ(Classical Laminate Theory, CLT) ซึ่งเปนทฤษฎีอยางงายและใชหลักการตามสมมติฐาน
เคอรชอฟ-เลิฟ(Kirchhoff-Love)ที่กลาวไววา  “เสนตรงที่ต้ังฉากกับระนาบกลาง (midplane) ของแผนพื้นกอน
การผิดรูปนั้นยังคงตั้งฉากกับระนาบกลางของแผนพื้นหลังการผิดรูป” ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธไดวา 
 

φx = 
x
w

∂
∂

−   และ  φy = 
y
w

∂
∂

−  (1.2-1) 

 
ดังแสดงในรูปที่ 1.2-1  โดยที่ทฤษฎีนี้จะไมคิดผลของการผิดรูปจากแรงเฉือน (shear deformation)   

ดังนั้นจึงสงผลใหการวิเคราะหที่ใชสมมติฐานนี้ไดผลไมแมนยํานักโดยเฉพาะอยางยิ่งในวัสดุ FRP ซึ่งมีอัตราสวน
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ของคาโมดูลัสยืดยุน (elastic modulus) กับคาโมดูลัสเฉือน (shear modulus) อยูชวง 20-50 ในขณะที่วัสดุเนื้อ
เดียวที่มีสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic material) ทั่วไปมีคาอัตราสวนดังกลาวไมเกิน 3 (36)     ทั้งนี้พบวา
คาความเคนเฉือนตั้งฉาก (transverse shear) จะมีผลตอการวิเคราะหโครงสรางแผนบางแบบชั้นที่มีคาอัตราสวน
ของความหนากับความยาวของแผนบางนอยกวา 0.05 (23) 
  

ตอมาทฤษฎี CLT ไดถูกปรับปรุงตามแบบจําลองของไรสเนอร (Reisser) และมินดลิน (Mindlin) โดยมี
สมมติฐานวา “เสนตรงที่ต้ังฉากกับระนาบกลางของแผนพื้นกอนการผิดรูปนั้นไมจําเปนตองต้ังฉากกับระนาบ
กลางของแผนพื้นหลังการผิดรูป”  ซึ่งแบบจําลองนี้ถูกเสนอขึ้นมาเพราะมีความสนใจในการวิเคราะหปญหาโครง
สรางแผนแบบชั้นที่เปนวัสดุที่มีสมบัติแตละทิศทางตางกัน (laminated anisotropic plates) โดยรวมผลของการ
ผิดรูปจากแรงเฉือนไวดวย  ทฤษฎีที่ปรับปรุงแลวน้ีรวมเรียกวา “ ทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับแรก (First-
order Shear-Deformation Theory, FSDT)” ซึ่งจะกําหนดใหสนามการกระจัด (displacement) ในแนวระนาบ
ขึ้นอยูกับคาพิกัดความหนากําลังหนึ่งดังในการศึกษาของ จันทราเชการะ(Chandrashekhara) (34)  แสดงในสม
การที่  1.2-2 
 
    u(x,y,z) = u(x,y,0) + zφx(x,y) 

v(x,y,z) = v(x,y,0) + zφy(x,y) (1.2-2) 
w(x,y,z) = w(x,y,0) 

 
โดยที่ u(x,y,z), v(x,y,z) และ w(x,y,z) คือการกระจัดในทิศทาง x, y และ z ตามลําดับ   u(x,y,0), v(x,y,0) และ 
w(x,y,0) คือการกระจัดที่ระนาบกลาง   และ φx  และ φy คือมุมหมุนต้ังฉาก (normal rotations) 
 

Y, v

Z, w

X, u

H

Xφ

Yφ

Laminate midplane

 
 

รูปที่  1.2-1  โครงสรางแผนพื้นแบบชั้น 
 

ทฤษฎี FSDT นี้สามารถใหผลการวิเคราะหอันนาพอใจสําหรับปญหาโครงสรางทั่วไป แมกระทั่งใน
ปญหาโครงสรางแบบชั้นที่มีความหนาปานกลาง   ทั้งนี้ความแมนยําในการวิเคราะหตามทฤษฎี FSDT ดังกลาว

Y
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ขางตนนั้นจะขึ้นอยูกับคาของตัวประกอบแกไขแรงเฉือน  (shear correction factors) ที่จะตองใชในการ
วิเคราะหวามีความถูกตองเหมาะสมเพียงใด อาทิเชนในการวิเคราะหปญหาแผนบางเนื้อเดียว (homogeneous 

plate) นั้นมักนิยมใชคาตัวประกอบแกไขแรงเฉือนเทากับ 
6
5  

 
 ภายหลังไดมีผูศึกษาคือนัวร (Noor) และคณะ(1989) เสนอวิธีการปรับปรุงผลการวิเคราะหตามทฤษฎี 
FSDT โดยการสมมติคาตัวประกอบแกไขแรงเฉือนเริ่มตนคาหนึ่งขึ้นมาใชวิเคราะหตามทฤษฎี FSDT ในขั้นแรก  
หลังจากนั้นจึงนําผลลัพธที่ไดไปคํานวณหาคาตัวประกอบแกไขแรงเฉือนใหม แลวนําคาที่ไดใหมนี้ไปใชในการ
วิเคราะหตามทฤษฎี FSDT อีกครั้ง หลักการที่เสนอขางตนนี้มีขอจํากัดในการนําไปวิเคราะหทางไฟไนตเอลิเมนต
เพราะหลักการนี้จําเปนอยางยิ่งที่จะตองสามารถวิเคราะหผลลัพธจากสมการสมดุลสามมิติ (three-dimensional 
equilibrium equation) ได 
 
 ลาสุดทฤษฎีการเปลี่ยนรูปรางจากแรงเฉือนอันดับสูง (Higher-order Shear-Deformation Theory, 
HSDT) ไดถูกพัฒนาขึ้นมาเพื่อเอาชนะขอจํากัดของทฤษฎี FSDT ทั้งนี้สามารถแบงยอยลงไปไดอีกเปนสองวิธีคือ
การสรางแบบชั้นเดียว (11)  (single-layer formulation) และแบบหลายชั้น (6, 12) (multi-layer formulation) แบบ
แรกนั้นจะทําการเพิ่มอันดับของพจนในสูตรของการกระจัดในสวนพิกัดของความหนา (thickness coordinates)   
ในสวนของแบบที่สองนั้นจะทําการสมมติสนามการกระจัดในแตละชั้น  
 

ตัวอยางการกําหนดการกระจัดตามทฤษฎี HSDT ในการศึกษาของเรดดี (Reddy) (11) ซึ่งเปนการสราง
แบบชั้นเดียวแสดงในสมการที่  1.2-3 
 

 u(x,y,z) = u(x,y,0) + zφx (x,y) + z2
xξ (x,y) + z3

xζ (x,y) 
v(x,y,z) = v(x,y,0) + zφy (x,y) + z2

yξ (x,y) + z3
yζ (x,y) (1.2-3) 

w(x,y,z) = w(x,y,0) 
 
ดังจะเห็นวาสมการที่  1.2-3  นั้นคลายกับสมการที่  1.2-2    โดยที่สมการที่  1.2-3  นั้นจะมีฟงกชันของ 

xξ   yξ   xζ  และ yζ  ซึ่งจะตองถูกคํานวณหาใหเขากันไดกับสภาวะที่หนวยแรงเฉือนตั้งฉากเทากับศูนยผิว
ของแผนพื้นบนและลาง ดังแสดงในสมการที่  1.2-4 
 

σxz (x,y,± 
2
t ) = 0  และ  σyz (x,y,±

2
t ) = 0 (1.2-4) 

 
เมื่อ  t   คือความหนาของโครงสรางแบบชั้น 
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ตัวอยางการกําหนดการกระจัดซึ่งเปนการสรางแบบหลายชั้นตามทฤษฎี HSDT ในการศึกษาของสปล
เกอร (Spilker) (6) ที่ศึกษาปญหาความเคนในระนาบ (plane strain) ซึ่งขั้วทางซายมือเปนขั้วที่ 1 สวนขั้วทางขวา
มือเปนขั้วที่ 2  ดังแสดงในสมการที่  1.2-5  และรูปที่  1.2-2 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
รูปที่  1.2-2  การกระจัดตามทฤษฎี HSDT แบบหลายชั้น (6) 
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 โดยที่  )(ςnH และ  )(ςnF เปนฟงก ชันของ  ς กําลัง 3 และ  2 ตามลําดับ   เมื่อ  ς  คือคาปรกติ 
(normalized) ของพิกัดความหนาซึ่งจะเทากับ –1 ที่ z=hi และ +1 ที่ z=hi+1 ของแผนช้ันที่ I    ∆hi คือความหนา
ของแผนพื้นช้ันที่ i  
 
 รอบบินสและเรดดี (Robbins and Reddy) (65) พบวาการใชแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎีใดทฤษฎี
หน่ึงเพียงทฤษฎีเดียวอาจไมใชวีธีที่เหมาะสมที่สุดในการวิเคราะหโครงสรางตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันทั่วๆไป     ดัง
นั้นการใชแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎีตางๆรวมกัน และหรือการใชระดับการแบงขนาดของชิ้นสวนที่ตาง
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กันในการวิเคราะหในแตละสวนของโครงสรางตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันตามความแมนยําของผลลัพธที่ตองการซึ่ง
เรียกวา วิธีวิเคราะหโดยแบบจําลองการกระจัดแบบรวม (multiple model analysis) จึงนาจะเปนอีกทางเลือก
หนึ่งที่เหมาะสมที่จะสามารถใหทั้งความแมนยําและความประหยัดในการคํานวณ 
 
 ช้ินสวนแผนพื้นแบบชั้นที่สรางมาจากแบบจําลองการกระจัดสมมติ (assumed displacement model) 
และไดรวมผลของความเคนเฉือนแนวขวางไวแลวนั้นไดถูกพัฒนาขึ้นมาโดยนักวิจัยหลายทาน (3, 5, 7)   นอกจากนี้
ยังไดมีความพยายามปรับปรุงช้ินสวนที่ถูกเสนอโดย Mindlin นี้ดวยการใชวิธีการอินทิเกรตแบบลดและเลือก 
(reduced and selective integration techniques) (4) ซึ่ งช้ินสวนดังกลาวนี้ก็ยังไมสามารถที่จะใหผลการ
วิเคราะหแมนยํานัก คือยังมีผลของการยึดตัวเนื่องจากแรงเฉือน (shear locking) ในแผนบาง (thin plate) และ
หรือการที่มีคาลําดับช้ัน (rank) ของเมตริกซของสติฟเนสไมถูกตอง 
 
 ความยุงยากในการสรางชิ้นสวนแผนพื้นตามแบบจําลองของ Mindlin ใหเขากันไดกับสภาวะของความ
เคนที่จุดตางๆโดยการสมมติการกระจัดนั้นสามารถหลีกเลี่ยงไดดวยการใชแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตพันทาง 
(hybrid-stress finite-element model) แทน    โดยการใช วิธี ก ารพั นท างได ถู กพัฒนาขึ้ น ครั้ งแรกโดย
เพียน(Pian)(1964) ทั้งนี้แบบจําลองชิ้นสวนพันทางนั้นจะใชหลักการของพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลว 
(modified complementary energy) ซึ่งมีหลักการวาความเคนภายในชิ้นสวน (intra-element stresses) และ
การกระจัดภายใน หรือที่ขอบของชิ้นสวนนั้นจะถูกประมาณคาในชวง (interpolated) ดวยพารามิเตอรของความ
เคน (stress parameter) และคาการกระจัดที่ขั้ว (nodal displacement) โดยไมขึ้นแกกัน 
 
 การศึกษาระยะแรก (1, 7) นั้นสวนมากมักจะสมมติการกระจัดแนวระนาบแปรผันเชิงเสนตลอดความหนา
ของแผนบางแตละช้ัน ในขณะที่การกระจัดแนวขวางจะสมมติใหคงที่ตลอดความหนาของโครงสรางแบบชั้น   
โดยช้ินสวนที่ไดสามารถนําไปใชในการวิเคราะหกับแผนบางที่มีอัตราสวนความหนาตอความยาวของแผนบาง
ไมเกิน 0.25 
 
 สปลเกอร (8, 23) พบวาในจํานวนชิ้นสวนพันทางชั้นเดียว (single-layer hybrid-stress plate element) 
ช้ินสวนแบบ 8 ขั้วใหผลการวิเคราะหที่แมนยําเมื่อคํานึงถึงจํานวนระดับขั้นความเสรี (degree of freedom)  ดัง
นั้นในการศึกษาตอมาในสวนของชิ้นสวนแผนพื้นแบบชั้น สปลเกอรจึงไดเลือกพัฒนาชิ้นสวนแบบ 8 ขั้วเพื่อใช
ในการวิเคราะหแผนบางซึ่งใหคาลําดับช้ันที่ถูกตองและไมเกิดการยึดเนื่องจากแรงเฉือนในแผนบาง 
 
 วิธีการสรางชิ้นสวนพันทางดวยการใชการกระจัดสวนเพิ่ม(additional displacement) และเงื่อนไข
บังคับของพลังงาน (energy constraint) ไดถูกเสนอซึ่งสามารถนําไปประยุกตกับปญหา และชิ้นสวนชนิดตางๆ
ไดอยางดีเยี่ยมโดยที่หลักการของวิธีการดังกลาวไดแสดงไวในการศึกษาของเพียน (Pian) และวู (Wu)(1988) (13)  
เนื่องจากสภาวะสมดุล (equilibrium condition) นั้นไมไดถูกบังคับในหลักการแปรผัน (variational principle)   
ความยุงยากในการเลือกพจนของความเคนที่สมดุลน้ันจึงหมดไป  ทําใหวิธีการนี้เหมาะสมในการวิเคราะหปญหา
ที่เปนโครงสรางแผนพื้นแบบชั้น   
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ชวง (Cheung) และ ได (Di)(1993) (24) ก็ไดทําการศึกษาโดยใชหลักการเบื้องตนกับการแปรผันที่ดัด

แปรแลวของเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร (Hellinger-Reissner) ซึ่งจะแบงการกระจัดออกเปนสองสวนคือ การกระจัด
เขากันไดที่ถูกประมาณกับการกระจัดที่ขั้วและการกระจัดสวนเพิ่ม  รวมกับทฤษฎี HSDT โดยใชฟงกชันฟนเลื่อย
ในการจําลองการผิดรูปดวยแรงเฉือนของหนาตัดโครงสรางแบบชั้น  ในการศึกษานี้พบวาช้ินสวนดังกลาวใหผล
ลัพธที่ลูเขา และแมนยําโดยเฉพาะการกระจายตัวของการกระจัดและความเคนตลอดความหนาของโครงสราง 

 
 อยางไรก็ตามปญหาสําคัญของการสรางชิ้นสวนพันทางนั้นพบวาจะอยูที่การสรางสนามความเคนซึ่งมี
ความซับซอนยุงยาก และตองการระยะเวลาที่ยาวนานขึ้นในการคํานวณที่มีพารามิเตอรความเคนจํานวนมากที่
สมมติขึ้นมา   ดังนั้นจึงไดมีการพัฒนาระเบียบวิธีการชิ้นสวนพันทางแบบบางสวน (partial hybrid stress 
method) เพ่ือใชในการแกไขปญหาเบื้องตน   โดยการแบงความเคนออกเปนสองสวนคือ สวนของการดัดและ
แรงเฉือนตั้งฉาก ซึ่งจะทําการสมมติสนามความเคนเฉพาะในสวนของแรงเฉือนต้ังฉากขึ้นมาในแตละช้ัน   จาก
การศึกษาของยอง (Yong) และโช (Cho) (38) พบวาการสรางชิ้นสวนพันทางแบบบางสวนโดยใชหลักการของเฮล
ลิงเกอร-ไรสเนอร  ตามสมมติฐานความเคนของจิง (Jing) และเซง (Tseng) นั้นใชพารามิเตอรความเคนเพียง 
(18NL -12) ในขณะที่การสรางชิ้นสวนพันทางแบบเต็มสวนอยางเชนในการศึกษาของสปลเกอร (23) ใชพารา
มิเตอรความเคน (52NL -12) เมื่อ NL  คือจํานวนชั้นของแผนพื้นในโครงสราง  ในขณะที่ผลการวิเคราะหจะได
การกระจายตัวของหนวยแรงเฉือนต้ังฉากที่มีความแมนยํามากกวาการใชทฤษฎี HSDT อีกดวย 
 
 การศึกษาของออริชิโอ (Auricchio) และแซคโค (Sacco) (26)  ไดเลือกศึกษาชิ้นสวน 4 ขั้วซึ่งเปนช้ิน
สวนที่งายในการแบงโครงสรางที่จะวิเคราะหเปนช้ินสวนยอย และการคํานวณตามขั้นตอนทฤษฎี FSDT ที่จะ
ตองหาคาตัวประกอบแกไขแรงเฉือนคาใหมไปใชในการวิเคราะหครั้งตอไปดังที่กลาวไวแลวขางตน  โดยใชหลัก
การการสรางแบบผสม (mixed formulation) ที่สรางสนามความเคนแบบบางสวน โดยจะปรับปรุงการเปลี่ยนรูป
รางในแนวระนาบ (in-plane deformation) ดวยการใชฟงกชันฟองสบู (bubble function) เพิ่มเขาไปในระดับ
ขั้นความเสรี และฟงกชันที่เช่ือมการกระจัดตั้งฉาก (transverse displacement) กับมุมหมุน (rotation)  ช้ินสวน
ที่ไดจะไมเกิดการยึดจากแรงเฉือน   ไมเกิดรูปแบบการไรพลังงาน (zero energy modes) และสามารถทํานาย
การผิดรูปทั้งแนวระนาบและแนวขวางไดถูกตอง 
 
 จากการศึกษาของผูวิจัยตางๆที่กลาวมาขางตนจึงไดเกิดความสนใจในการนําช้ินสวนพันทางและชิ้น
สวนผสมสําหรับแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันมาเปรียบเทียบ  พัฒนาแบบจําลองและหรือสนามตัวแปรเพื่อจะ
ไดมีช้ินสวนมาใชในการวิเคราะหอยางมีประสิทธิภาพที่ดีขึ้น 
 
1.3  วัตถุประสงคของการศึกษา 
 

1)    เพื่อศึกษาหลักการและการพัฒนาชิ้นสวนแผนพื้นแบบชั้น(laminated plate element) 
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2) เพื่อนําช้ินสวนแผนพื้นแบบชั้นประเภทตางๆมาเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการคํานวณทาง
คอมพิวเตอร 

3) เพ่ือพัฒนาแบบจําลองและหรือสนามตัวแปรในการนําช้ินสวนแผนพื้นแบบชั้นมาไปใชในการ
วิเคราะหไดอยางมีประสิทธิภาพที่ดีขึ้น 

 
1.4 ขอบเขตของงานวิจัย 

 
1) การโกงตัว (deflection) ของแผนพื้นแบบชั้นมีคานอยมากเมื่อเทียบกับความหนา 
2) ทําการศึกษาชิ้นสวนแผนแบบชั้นทั้งที่เปนช้ินสวนพันทาง(hybrid elements)และชิ้นสวนแบบ

ผสม 
(mixed elements) 

3) การวิเคราะหปญหาเชิงเสน (linear analysis) 
4) พิจารณาการวิเคราะหในสภาวะสถิต (static) 
5) วัสดุมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุน 
 

1.5 ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 
1) การทบทวนและรวบรวมขอมูลของการศึกษาที่ผานมาในอดีตใหครอบคลุมเนื้อหาทั้งหมด 
2) ทําการเปรียบเทียบแบบจําลอง และทฤษฎีตางๆที่ไดศึกษาขางตน   โดยเขียนโปรแกรม 

ใหคอมพิวเตอรทําการสรางตามระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  ผลลัพธจากการวิเคราะหปญหาโครงสรางแผนพื้น
แบบชั้นอาทิเชน ความเคน และการกระจัด ณ จุดที่สนใจจะถูกนํามาใชเพื่อเปรียบเทียบความแมนยําของคําตอบที่
ได 

3) พยายามเสนอแบบจําลองที่ดีขึ้น หรือหากมีแบบจําลองเดิมที่ดีอยูแลวก็จะยึดแบบ 
จําลองนั้น  และพยายามปรับปรุงประสิทธิภาพการวิเคราะหของชิ้นสวนที่ไดศึกษา 

4) สรุปผลการศึกษา 



บทท่ี  2 
 

ทฤษฎีท่ีเก่ียวของ 
 
 ในการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมนั้นมักตองมีแบบจําลองทางเลขคณิตซึ่งประกอบดวยสมการ
อนุพันธและสภาวะกําหนดเงื่อนไข   โดยที่แบบจําลองจะมีสมมุติฐานเพื่อทําใหปญหางายขึ้นและในที่สุดแบบ
จําลองก็จะใชเปนตัวบงบอกถึงพฤติกรรมของระบบที่จะทําการวิเคราะห    ทั้งนี้สมการอนุพันธดังกลาวมักมีความ
ยุงยากในการหาผลลัพธซึ่งแสดงพฤติกรรมของปญหานั้นๆ     ดวยความกาวหนาทางเทคโนโลยีของคอมพิวเตอร
ทําใหมีการพัฒนาวิธีการหาผลเฉลยเชิงตัวเลข(numerical solution technique) เพื่อหาผลลัพธโดยประมาณจาก
สมการอนุพันธดังกลาว 
 
 วิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนวิธีการหาผลเฉลยเชิงตัวเลขที่นิยมมากวิธีหน่ึงเพราะสามารถเขียนโปรแกรมให
คอมพิวเตอรทําการคํานวณไดงายโดยเฉพาะในปญหาที่มีความซับซอนของรูปรางและสภาวะที่ถูกกําหนด   วิธี
การไฟไนตเอลิมเนตจะทําการแบงปญหาออกเปนช้ินสวนยอยซึ่งปญหาที่จะทําการวิเคราะหก็จะประกอบขึ้นจาก
การรวมชิ้นสวนตางๆเขาดวยกันนั้นเอง   กระบวนการวิเคราะหทางไฟไนตเอลิเมนตสามารถแบงไดดังนี้ 
 

1)  ทําการวางรูปแบบของชิ้นสวนตางๆในปญหาที่ตองการวิเคราะห 
2)  ทําการรวม (assemble) คุณสมบัติของชิ้นสวนตางๆเขาดวยกัน 
3)  หาผลลัพธของระบบสมการ (algebraic equation) แทนการหาผลลัพธจากสมการอนุพันธ 

 
ความแมนยําของผลลัพธที่ไดจากวิธีการทางไฟไนตเอลิเมนตนั้นจะขึ้นกับจํานวน  รูปรางของชิ้นสวน 

และวิธีการที่ใชสรางช้ินสวนในการวิเคราะหปญหา  โดยที่การสรางชิ้นสวนนั้นจะขึ้นอยูกับหลักการแปร
ผัน(Variational principles) ที่ใช   โดยทั่วไปแลวระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method) ในการ
วิเคราะหโครงสรางนั้นจะอยูบนพื้นฐานของการสมมติการกระจัดในแตละช้ินสวน  และอาศัยหลักการงาน
เสมือน หรือหลักการพลังงานศักยตํ่าสุดในการสรางเมตริกซสติฟเนสของแตละช้ินสวน    ในบทนี้จึงจะกลาวถึง
หลักการแปรผันตางๆที่ไดถูกเสนอใหใชในการวิเคราะหทางกลศาสตร  และรวมถึงสนามตัวแปรตางๆที่สามารถ
สมมุติในหลักการแปรผันตางๆนั้นดวยเชนกัน 
 
2.1  หลักการแปรผัน  (Variational Principle) 
 
 หลักการแปรผันสามารถแบงออกเปนหลักการที่มีหนึ่งสนามตัวแปร และหลักการที่มีหลายสนามตัว
แปรซึ่งอาจมีต้ังแตสองสนามตัวแปรหรือมากกวานั้น   ในหลักการของพลังงานศักยตํ่าสุด  (The principle of 
minimum potential energy) แ ล ะห ลั ก ก ารพ ลั ง ง าน ส วน เติ ม เต็ ม ต่ํ าสุ ด  (The principle of minimum 
complementary energy) นั้นจะเปนแบบหนึ่งสนามตัวแปร    ในขณะที่หลักการอื่นๆอาจมีสนามตัวแปรมาก
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กวาหนึ่งซึ่งหลักการแปรผันสวนใหญก็มักจะเหลือเพียงแคการกระจัดที่ขั้วในสมการเมตริกซเชนเดียวกับหลักการ
ของพลังงานศักยตํ่าสุดในทายที่สุด 
2.1.1  หลักการแปรผันเบื้องตนในการวิเคราะหทางกลศาสตร 
 
 หลักการแปรผันในการวิเคราะหทางกลศาสตรที่จะไดกลาวเบื้องตนนี้เปนหลักการแปรผันสําหรับการ
วิเคราะหปญหาที่การโกงตัวมีคานอยทั้งมีพฤติกรรมอยูในชวงยืดหยุนซึ่งเปนหลักการที่ไดถูกนําเสนอสําหรับวิธี
การทางไฟไนตเอลิเมนตในระยะแรกๆโดยจะประกอบดวยหลักการพลังงานศักยตํ่าสุด   หลักการฮู-วาชิซู (Hu-
Washizu principle)   หลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร (Hellinger-Reissner principle)  และหลักการพลังงาน
สวนเติมเต็มตํ่าสุด    ซึ่งหลักการเหลานี้จะเปนหลักการที่สามารถนําไปดัดแปรไดดวยวิธีการตางๆ เชน วิธีตัวคูณ
ลากรองจ (Lagrange multiplier method)    วิธีทัณฑกรรม (penalty method)  หรือการกําหนดเงื่อนไขของ
พลังงาน (energy constraint condition) เปนตน เพื่อใหไดช้ินสวนที่มีคุณสมบัติท่ีดีขึ้นตามตองการซึ่งไดแสดง
วิธีดังกลาวขางตนไวในหัวขอตางๆที่เปนการเสนอหลักการแปรผันที่ดัดแปรแลวของหลักการแปรผันขางตนใน
สวนตอไป 
 
 สนามตัวแปรทั้งสามในปญหาทางกลศาสตรของแข็งคือ  การกระจัด u     ความเครียด  ε    และความ
เคน  σ    สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

},,{ wvuu =  
},,,,,{ xyxzyzzyx γγγεεεε =  (2.1.1-1) 
},,,,,{ xyxzyzzyx τττσσσσ =  

 
ซึ่งเครื่องหมายขีดเสนใต ( _ ) ใชแสดงวาเปนเวกเตอรสดมภ    ในทํานองเดียวกัน  แรงตัว  f (body force 
loading)  ซึ่งเปนแรงตอหนึ่งหนวยปริมาตร  และแรงกระทําที่ขอบ  T   (แรงตอหนึ่งหนวยพ้ืนที่)  สามารถเขียน
ไดวา 
 

},,{ ZYX ffff =  (2.1.1-2) 
},,{ ZYX TTTT =   (2.1.1-3) 

 
อาศัยหลักการสมดุลของแรงกระทําที่ขอบซึ่งเขียนความสัมพันธไดดังนี้ 
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  หรือ  Tn =σ  (2.1.1-4) 
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เมื่อ  n   คือเมตริกซโคไซนแสดงทิศทางบนพื้นผิวของชิ้นสวน V∂     สวนความสัมพันธระหวางความเครียด 
และการกระจัดคือ 
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  หรือ  uD=ε  (2.1.1-5) 

 
เมื่อ  D   คือเมตริกซตัวปฏิบัติการการหาอนุพันธ (differential operator)   จากขางตนสมการสมดุลสามารถ
เขียนไดวา 
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หรือ  0=+ fDT σ  (2.1.1-6) 

 

wz ,

vy ,
ux ,

σS

uS

T

 
 

รูปที่  2.1.1-1  โครงสรางหรือปญหาที่ตองการวิเคราะห 
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 จากรูปที่  2.1.1-1  แสดงรูปรางสวนตางๆของปญหาที่ตองการวิเคราะหซึ่งมีปริมาตร  V   มีพื้นที่ผิว  
σSSV u +=∂      จะสามารถเขียน หลักการพลังงานศักยตํ่าสุด ไดดังนี้ 

 

imumdSuTdVufC
V

T

S

TT
P min]

2
1[ =−−=Π ∫ ∫

σ

εε  (2.1.1-7) 

 
ซึ่งมีขอกําหนดวา                   0=− uDε  ในปริมาตร  V  (2.1.1-8) 

0=− uu   บนพื้นที่ผิวที่ทราบคาการกระจัด  uS  (2.1.1-9) 
 
เมื่อกําหนดให  V    =  ปริมาตรของโครงสรางที่จะวิเคราะหซึ่งมีแรงตัว f  กระทําอยู 
   σS  =  พื้นที่ผิวที่ไมทราบคาการกระจัดซึ่งมีแรงกระทําที่ขอบ  T   กระทําอยู 
   u    =  คือการกระจัดที่รูคาที่อยูบนพื้นที่ผิว  uS  
   C    = เมตริกซปรุงแตง (constitutive matrix) ที่ทําการเปลี่ยนจากความเคนเปน 
               ความเครียด 
 

ในปญหาทางโครงสราง และทางกลศาสตรคุณสมบัติของชิ้นสวนก็คือเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน  
k   ซึ่งไดจากการแปรผันหลักการแปรผัน   โดยที่เมตริกซสิตฟเนส  k  นี้จะแสดงความสัมพันธระหวางแรงที่ขั้ว
และการกระจัดที่ขั้ว ทั้งนี้ขั้นตอนการสรางเมตริกซสติฟเนสจะกลาวในสวนตอไป     โดยที่เมตริกซสติฟเนสของ
ระบบ (global stiffness matrix) K   จะไดจากการรวมคุณสมบัติของช้ินสวนตางๆเขาดวยกัน    ปญหาใน
สภาวะสถิตตามวิธีการกระจัดสามารถเขียนผลลัพธของการกระจัดไมทราบคาที่ขั้ว (unconstrained nodal 
displacement) ใหอยูในรูปของระบบสมการไดคือ 
 

FqK =  (2.1.1-10) 
 

โดยที่   F   คือแรงกระทําที่ขั้ว และ q  คือการกระจัดไมทราบคาที่ขั้ว    หลักการพลังงานศักยตํ่าสุดจะ
เปนหลักการพื้นฐานที่สามารถดัดแปรตามวิธีการตัวคูณลากรองจซึ่งใชกับขอกําหนดในสมการที่ 2.1.1-8  และ
2.1.1-9  ดังเขียนใหมไดวา 
 

∫

∫ ∫
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dSuu

dSuTdVufuDC
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])(
2
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µ

ελεε
σ  (2.1.1-11) 
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เมื่อ  ),,( zyxλ   และ  ),,( zyxµ  คือตัวคูณลากรองจที่ไมขึ้นแกกันซึ่งเพิ่มเขาไป  ทําใหหลักการพลังงาน
ใหมที่ไดมีตัวแปร  4  ตัวคือ  λε ,,u   และ  µ       โดยเมื่อทําการแปรผันหลักการพลังงานใหมนี้เทียบกับตัว
แปรทั้ง  4  ตัวนี้จะไดวา 
 

0])([

])()()
2
1[(

=+−−−

−+−−−=Π

∫∫

∫

dSuuudSuT

dVufuDuDC

TT

S

T

S

V

TTTTT

u

δµµδδ

δδλελδεδλεδ

σ

 (2.1.1-12) 

 
เมื่อ  δ แสดงการแปรผัน  และเนื่องจาก  λε ,,u   และ  µ    เปนตัวแปรที่สามารถแปรผันไดอยางอิสระจึง
สรุปไดวาสัมประสิทธิ์ของ  λδεδδ ,,u   และ  µδ   ทั้งในหลักการพลังงานสวนปริมาตร และพื้นที่ผิวสวน
ตางๆจะตองเปนศูนยโดยเปนอิสระตอกัน   จากขอสรุปขางตนทําเขียนความสัมพันธตางๆไดดังนี้ 
 

(1)  จากพจน  εδ   ในสวนปริมาตร  V  ไดวา 
 

0=− TT C λε    หรือ  ελ C=  (2.1.1-13) 
 
โดยจากความสัมพันธระหวางความเคน และความเครียด 
 

σε =C                  ในปริมาตร   V (2.1.1-14) 
จะไดวา                                                                  σλ =                       ในปริมาตร   V (2.1.1-15) 
 

(2)  จากสมการที่  2.1.1-15  และโดยอาศัยความสัมพันธจากทฤษฎีบทไดเวอรเจนซ(divergence theorem)  
คือ 
 

dSunuDdVuD
SS

T

V

TTT

V U

∫∫∫
+

+−=
σ

σσσ )()()(  (2.1.1-16) 

 
ซึ่งหากทําการแปรผันเทียบกับการกระจัด  u   จะเขียนไดวา 
 

dSunuDdVuD
SS

T

V

TTT

V U

∫∫∫
+

+−=
σ

δσδσδσ )()()(  

 
แทนลงในสมการที่  2.1.1-12  ดังนั้นหากพิจารณาพจน  uδ   ในสวนของปริมาตร  V   สามารถเขียนไดวา 
 

0=+ fDT σ                  ในปริมาตร   V (2.1.1-17) 
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ซึ่งสมการขางตนนี้ก็คือสมการสมดุลนั่นเอง 
 

(3)  และจากการใชความสัมพันธของทฤษฎีบทไดเวอรเจนซซึ่งทําการแปรผันเทียบกับการกระจัดดังใน
ขอ (2)    เมื่อพิจารณาพจน  uδ   ในสวนของพื้นที่ผิวสวนตางๆไดวา 
 

σnT =    บนพื้นที่ผิว  σS   (2.1.1-18) 
 
ซึ่งสมการดังกลาวเปนสมการสมดุลบนพื้นที่ผิว  σS   ที่มีแรงภายนอกกระทํา   และไดความสัมพันธ 

 
σµ n=    บนพื้นที่ผิว  US   (2.1.1-19) 

 
ซึ่งสามารถที่สามารถสรุปไดวา                               T=µ   (2.1.1-20) 
 
 และ                                                                        σnT =  (2.1.1-21) 
 

(4)  พิจารณาพจน  λδ   และ  µδ    จะไดสมการกําหนดเงื่อนไขคือสมการที่  2.1.1-8  และ  2.1.1-9  
และจากการแทนสมการที่ (2.1.1-15) และ (2.1.1-20)  ลงในสมการที่ (2.1.1-11)  จะไดหลักการแปรผันซึ่งเขียน
ใหมคือ 

 

stationarydSuuT

dSuTdVufuDC

T

S

T

SV

TTTT
HW

U

=−−

−−+−=Π

∫

∫∫

)(

])(
2
1[

σ

σεσεε

 (2.1.1-22) 

 
สมการที่ไดนี้เรียกวา  หลักการฮู-วาชิซู  ซึ่งมีการกระจัด  u          ความเครียด ε     และความเคน  σ   เปนสนาม
ตัวแปรที่ทําการสมมุติโดยไมขึ้นแกกัน     เมื่อทําการแปรผันหลักการนี้จะพบวาหลักการ  HWΠ   นั้นเปนหลัก
การที่ไมมีขอจํากัดเลยในสนามตัวแปรตางๆดังนี้ 
 
1. สมการสมดุลตามสมการที่  2.1.1-17 
2. ความสัมพันธระหวางความเครียด และการกระจัดตามสมการที่  2.1.1-8 
3. ความสัมพันธระหวางความเคน และความเครียดตามสมการที่  2.1.1-14 
4. เงื่อนไขสมดุลที่ขอบตามสมการที่  2.1.1-21 
5. การกระจัดทราบคาที่ขอบตามสมการที่  2.1.1-9 
6. แรงกระทําทราบคาที่ขอบตามสมการที่  2.1.1-18 
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นอกจากนี้ยังสามารถเขียนหลักการใหมขึ้นมาจากหลักการ  HWΠ   คือกําจัด  ε   ดวยการแทนความ

สัมพันธระหวางความเคน และความเครียด คือ 
 

σσε SC == −1  (2.1.1-23) 
 
เมื่อ  S   คือเมตริกซสอดคลอง (compliance matrix) ที่ทําการเปลี่ยนจากความเครียดเปนความเคน  แทนสม
การที่  2.1.1-23  ลงในสมการที่  2.1.1-22    จะไดหลักการแปรผันใหมคือ 
 

stationarydSuuT

dSuTdVufuDS

T

S

T

SV

TTT
HR

U

=−−

−−+−=Π

∫

∫∫

)(

])(
2
1[

σ

σσσ

 (2.1.1-24) 

 
สมการที่ไดนี้เรียกวา  หลักการ เฮลลิงเกอร-ไรสเนอร   ซึ่งหลักการนี้มีสองสนามตัวแปรคือการกระจัด  

u   และความเคน  σ   และหากทําการแปรผันหลักการ  HRΠ   เทียบกับ  u   และ  σ   จะไดความสัมพันธ 
 

                                                                        
0=+

=

fD

uDS
T σ

σ ในสวนของปริมาตร  V  (2.1.1-25) 

 
ดังนั้นหลักการที่ไดใหมนี้จะเปนหลักการแปรผันที่ไมมีขอจํากัดในสวนของสนามการกระจัด  u   และความเคน  
σ   ซึ่งสามารถสมมุติสนามตัวแปรทั้งสองไดโดยไมขึ้นแกกันนั้นเอง   นอกจากนี้หากแทนสมการความสัมพันธ
จากทฤษฎีบทไดเวอรเจนซลงไปในหลักการของเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร  ก็จะทําใหไดอีกทางเลือกหนึ่งของหลัก
การของเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร  คือ 

 

stationarydSuT

dSuTTdVufuDS
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T
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TTTT
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−+−−−=Π

∫

∫∫∗

σ

σσσ )(])(
2
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 (2.1.1-26) 

 
หากความเคนมีสมดุลเปนไปตามสมการที่  2.1.1-17  และแรงกระทําที่ขอบเปนไปตามสมการที่  2.1.1-18   จะ
สามารถกําจัดการกระจัด  u   ซึ่งเปนตัวแปรตัวหนึ่งออกไปจากหลักการ   - ∗ΠHR   ได 
 

imumdSuTdVS
V

T

S

T
C

U

min
2
1

=−=Π ∫ ∫σσ  (2.1.1-27) 
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สมการที่  2.1.1-27  นี้ก็คือ  หลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ําสุด ซึ่งไดกลาวไววา  ในสภาวะที่ทั้งระบบสมดุลจะ
ทําให  CΠ   มีคาตํ่าสุด 
 
2.1.2  หลักการแปรผันที่ไดรับการดัดแปร 
 
 จากหลักการแปรผันที่ไดกลาวไปแลวเบื้องตนนั้นสามารถทําการดัดแปรไดโดยวิธีการตางๆ เชน วิธีตัว
คูณลากรองจ    การกําหนดเงื่อนไขเพิ่มเติม เปนตน   เพื่อใหไดช้ินสวนที่มีคุณสมบัติที่ดีขึ้นตามตองการดังนี้ 
2.1.2.1  การดัดแปรหลักการฮู-วาชิซู 
 

โดยในที่นี้หากเปลี่ยนขอกําหนดในสมการที่  2.1.1-9  เปน 
 

0~ =− uu   บนพื้นที่ผิว  V∂  (2.1.2.1-1) 
 
เมื่อกําหนดให  u~    =  คือการกระจัดที่ขอบบนพื้นที่ผิว  V∂  
 
 เมื่อตองการสมมุติใหการกระจัด u   เขากันไมไดกับการกระจัดที่ขอบ  u~    แตจะดําเนินการตามวิธีตัว
คูณลากรองจเพื่อบังคับใหเกิดความเขากันไดดังในหัวขอ 2.1.1  จะไดหลักการฮู-วาชิซูซึ่งสามารถเขียนใหมไดดัง
นี้ (42, 43)    
 

     
stationarydSuT

dSuuTdVufuDC

T

S

T

VV

TTTT
HW

=−

−−−+−=Π

∫

∫∫
∂

~

)~(])(
2
1[

σ

σεσεε
 (2.1.2.1-2) 

 
ซึ่งมีความเคน σ    ความเครียด  ε     การกระจัด  u     และการกระจัดที่ขอบ  u~   เปนตัวแปรที่ตอง

สมมุติ    โดยในที่นี้การกระจัด  u   ก็จะถูกแบงออกเปนสองสวนคือ 
 

λuuu q +=  (2.1.2.1-3) 
 
เมื่อ  qu   คือการกระจัดที่เขากันไดซึ่งเขียนอยูในรูปการกระจัดที่ขั้ว  q       สวน  λu   คือการกระจัดสวนเพิ่ม 
(additional displacement) ซึ่งจะเขียนอยูในรูปพารามิเตอรสวนเพิ่ม (additional parameter)  λ    โดยหาก
กําหนดความสัมพันธวา 
 

uuu ~−=λ   บนพื้นที่ผิว  V∂  (2.1.2.1-4) 
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หากอาศัยความสัมพันธในสมการที่  2.1.1-16  ซึ่งสามารถเขียนไดใหมคือ 
 

dSunuDdVuD
V

T

V

TTT

V
∫∫∫

∂

+−= λλλ σσσ )()()(  (2.1.2.1-5) 

 
อาศัยความสัมพันธในสมการที่  2.1.2.1-4  จะไดวา   
 

quuuu =−= λ
~  บนพื้นที่ผิว  V∂  (2.1.2.1-6) 

 
แทนสมการที่  2.1.2.1-5  และ  2.1.2.1-6  ลงในสมการที่  2.1.2.1-2  ซึ่งละพจนของแรงตัวจะไดหลักการฮู-วาชิ
ซูที่ดัดแปรแลว (42) คือ  

 

∫

∫

−

−+−=Π

σ

λσσεσεε

S
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T

V

TT
q

TTT
mHW

dSuT

dVuDuDC ])()(
2
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 (2.1.2.1-7) 

 
หลักการขางตนนี้จะมีความเคน σ    ความเครียด  ε     การกระจัด  qu     และการกระจัดสวนเพิ่ม  λu   เปนตัว
แปรที่ตองสมมุติ   โดยที่เงื่อนไขการสมดุลของความเคนในพจนสุดทายของสมการที่  2.1.2.1-7  จะมีการกระจัด  

λu ทําหนาที่เปนตัวคูณลากรองจที่บังการสมดุลของความเคนนั้นเอง 
 
2.1.2.2  การดัดแปรหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร 

 
ในทํานองเดียวกันหลักการ  HRΠ   ซึ่งใชขอกําหนดในสมการที่  2.1.2.1-1  และสมการที่  2.1.1-23  

สามารถเขียนไดดังนี้  
 

       
∫

∫∫

−

−−−+−=Π
∂
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HR
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 (2.1.2.2-1) 

 
ซึ่งมีความเคน σ     การกระจัด  u     และการกระจัดที่ขอบ  u~   เปนตัวแปรที่ตองสมมุติ   หากอาศัยความ
สัมพันธในสมการที่  2.1.2.1-3  ถึง  2.1.2.1-6  สามารถเขียนหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่งละพจนของแรงตัว
จะไดหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว (42, 44) คือ 
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∫

∫
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mHR

dSuT

dVuDuDS ])()(
2
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 (2.1.2.2-2) 

 
เชนเดียวกันหลักการขางตนนี้จะมีความเคน σ      การกระจัด  qu     และการกระจัดที่ขอบ  λu   เปนตัวแปรที่
ตองสมมุติ   โดยที่เง่ือนไขการสมดุลของความเคนในพจนสุดทายของสมการที่  2.1.2.2-2  ก็จะมีการกระจัด  

λu ทําหนาที่เปนตัวคูณลากรองจที่บังคับการสมดุลของความเคนเชนเดียวกับสมการที่  2.1.2.1-7   
 
 นอกจากหลักการขางตนที่จะทําการที่สมมุติสนามความเคนทั้งสวนของแรงดัด (flexural part)  และ
สวนของแรงเฉือนต้ังฉาก (transverse shear part) แลวไดมีผูเสนอคือ จิงและเลียว (Jing and Liao) (45, 46) ใหใช
หลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวซึ่งจะทําการสมมุติความเคนเฉพาะสวนของแรงเฉือนต้ังฉาก 
 
 จากการที่ความเคนเฉือนตั้งฉากจะขึ้นอยูกับเฉพาะความเครียดเฉือนตั้งฉากเทานั้นทําใหสามารถที่จะ
แยกความเคนสวนของแรงเฉือนต้ังฉากออกจากสวนของแรงดัด   อันไดความสัมพันธดังนี้ 
 

)( uDCC fffff == εσ  (2.1.2.2-3) 

ttt P βσ =  (2.1.2.2-4) 
 
เมื่อ  f  จะหมายถึงสวนของแรงดัดโดยที่  },,,{ XYZYXf σσσσσ =   ในขณะที่  t   จะหมายถึงสวน
ของแรงเฉือนต้ังฉาก  ซึ่ง  },{ YZXZt σσσ =   ทั้งนี้สามารถหาความเครียดจากการกระจัดที่สมมุติไดวา 
 

qBuD fff ==ε  (2.1.2.2-5) 
qBuD ttt ==ε  (2.1.2.2-6) 

 
ทั้งนี้  fS  และ tS   เปนเมตริกซสอดคลองที่ทําการเปลี่ยนความเครียดเปนความเคนซึ่งไดจากการหาเมตริกซผก
ผันของเมตริกซปรุงแตง  fC  และ tC   ตามลําดับ  สวน  fD   และ  tD  คือเมตริกซตัวปฏิบัติการหาอนุพันธใน
สวนของแรงดัด และสวนของแรงเฉือนต้ังฉากตามลําดับ     โดยอาจกําหนดให 
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 จากการแยกสวนความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียดขางตนทําใหไดหลักการแปรผันใหม
จากการดัดแปรหลักการเฮลิงเกอร-ไรสเนอรในสมการที่  2.1.1-24  ขึ้นมาซึ่งมีหลักการสําคัญอยูที่การแทนความ
สัมพันธระหวางความเครียด และการกระจัดในสวนของแรงดัด (สมการที่  2.1.2.2-3) ลงไปจะเขียนหลักการ  

HRΠ   ดังกลาวซึ่งละพจนของแรงตัว และการกระจัดที่สมมุติจะมีความเขากันไดบนพื้นที่ผิว  uS   ไดใหมดังนี้ 
 

∫∫ −−+=Π
σ

σσσ
S

T

V
tt

T
tt

T
tff

T
fJL dSuTdVSuDuDCuD ]

2
1)()()(

2
1[  (2.1.2.2-8) 

 
 หลักการในสมการที่  2.1.2.2-8  อาจจะเรียกวา  หลักการจิง-เลียว (47)  ซึ่งจะใชในการสรางชิ้นสวนที่จะ
สมมุติเฉพาะความเคนเฉือนตั้งฉาก  tσ  และการกระจัด  u    ซึ่งการที่สมมุติความเคนเฉือนต้ังฉาก  tσ   ทําให
ใชพารามิเตอรความเคนที่นอยลงอันนําไปสูเวลาที่ใชในการสรางชิ้นสวนที่นอยลงตามไปดวยนั้นเอง 
 
 จากหลักการเฮลิงเกอร-ไรสเนอรในสมการที่  2.1.1-24  ซึ่งความเคนที่สมมุตินั้นไมจําเปนตองมีสมดุล   
แตอยางไรก็ตามยังสามารถบังคับความเคนใหมีสมดุลโดยการใชวิธีทัณฑกรรมของการสมดุลเพิ่มเขาไปในหลัก
การเฮลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่งเสนอโดยวู (Wu) และชวง (Cheung) (48)    หากพิจารณาสมการสมดุลซึ่งไมคิดผลของ
แรงกระทําภายนอกคือ  0=σTD    ทําใหเขียนหลักการเฮลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่งละพจนของแรงกระทําภาย
นอก และการกระจัดที่สมมุติจะมีความเขากันไดบนพื้นที่ผิว  uS   ไดใหมไดวา 
 

dVDDdVuDS
V

TTT

V

TT
HR ∫∫ −+−=Π )()()](

2
1[* σσχσσσ  (2.1.2.2-9) 

 
เมื่อ  χ   เปนเลขบวกที่มีคามากกวาหนึ่ง  จากการทําการแปรผัน  0* =ΠHRδ   จะไดสมการดังนี้ 
 

0)]([)( =+∫ dVDuD
V

TTT σχδσ  (2.1.2.2-

10) 
 
ทั้งนี้เมื่อ  χ  มีคามากๆจะทําใหสมการที่  2.1.2.2-10 เขียนใหมไดวา 
 
                 0)()( =∫ dVDD

V

TTT σδσ   หรือ  =∫ dVDD
V

TTT )()( σσ minimum (2.1.2.2-

11) 
 
ซึ่งหมายความวาเงื่อนไขสมดุลของความเคนนั้นจะถูกบังคับนั้นเอง   และแมวาวิธีวิธีทัณฑกรรมจะมีขอดีตรงที่ไม
ตองเพิ่มตัวแปรเขาไปในหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรเหมือนในสมการที่  2.1.2.2-2    แตการเลือกคา  χ   นั้น
จะอยูในชวงคาหนึ่งซึ่งมีประสิทธิภาพในการบังคับการสมดุลของความเคน   แตตองไมมีคาที่มากเกินไปอันจะทํา
ใหเกิดความยุงยากในการคํานวณเชิงตัวเลขอันเนื่องมาจากจํานวนหลักของตัวเลขที่สามารถใชในการคํานวณ (73)  
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2.1.2.3  การดัดแปรหลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ําสุด 

 
จากหลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ําสุดขางตนซึ่งตองเลือกใชความเคนที่เขากันไดกับสมการสมดุลแลว  

ยังสามารถทําการดัดแปรสมการพลังงานขึ้นใหมไดจากหลักการพลังงานสวนเติมเต็มตํ่าสุดไดโดยบังคับใหแรง
กระทําที่ขอบระหวางชิ้นสวนมีความตอเนื่องจากการใชวิธีตัวคูณลากรองจ    จากหลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ํา
สุดซึ่งมีขอกําหนดการสมดุลของความเคนดังสมการที่  2.1.1-17 และสภาวะสมดุลของแรงกระทําที่ขอบดังสม
การที่   2.1.1-18   
 
 จากการแบงปญหาออกเปนจํานวน NE  ช้ินสวนโดยหากพิจารณาชิ้นสวน  a  และชิ้นสวน  b   ดัง
แสดงในรูปที่  2.1.2.3-1  สมการกําหนดเงื่อนไขตามขอบของชิ้นสวนสามารถเขียนไดวา 
 

a
YT

a
XT

b
YT

b
XT

element  a

element  b

abS

Y

X

 
 

รูปที่  2.1.2.3-1  แรงกระทําที่ขอบระหวางชิ้นสวน 
 

TT =                     บนพื้นที่ผิว  eS σ  (2.1.2.3-1) 
0=+ ba TT        บนพื้นที่ผิว  abS  (2.1.2.3-2) 

 
เมื่อ  abS   คือพ้ืนที่ผิวระหวางชิ้นสวน  a   และชิ้นสวน  b     โดยหากกําหนดใหตัวคูณลากรองจที่ใชคือ  λ   
และ  abλ   เปนตัวคูณลากรองจสําหรับการกําหนดเงื่อนไขในสมการที่  2.1.2.3-1  และ  2.1.2.3-2  ตามลําดับ
เพิ่มในหลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ําสุดในสมการที่  2.1.1-27  ไดดังนี้ 
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1  (2.1.2.3-3) 

 
เมื่อ  eV   คือปริมาตรของชิ้นสวนช้ินที่  e   และ  eS σ   คือพ้ืนที่ผิวที่แรงกระทํา  T  กระทําอยูของชิ้นสวนช้ิน
ที่  e     โดยจากสมการขางตนสามารถสรุปไดวาทั้ง  λ   และ  abλ   จะเปนการกระจัดที่ขอบของชิ้นสวน  -u~   
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แตในการสมมุติการกระจัดหากสมมุติการกระจัดที่มีความเขากันไดระหวางชิ้นสวนคือ  u  = u~  ซึ่งจะเปนการ
ประมาณการกระจัดที่ขั้ว  q      ดังนั้นจะสามารถเขียนหลักการ  mCΠ   ไดใหมเปน (50) 

 

stationarydSuTdSuTdVS
eee S

TNE

e V

T

V

T
mC =+−=Π ∫∑ ∫∫

= ∂

]]
2
1[

1
σ

σσ  (2.1.2.3-4) 

 
และเมื่อนําทฤษฎีบทไดเวอรเจนซในสมการที่  2.1.1-16   โดยที่   0=σTD   จากการที่ความเคนที่ใชมีสมดุล
เมื่อแทนลงไปในสมการที่  2.1.2.3-4  จะเขียนใหมคือ 
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σσσ  (2.1.2.3-5) 

 
สมการนี้เรียกวา  หลักการพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลว (principle of modified complementary energy) 
ซึ่งมีการกระจัด  u   และความเคน  σ   เปนตัวแปรที่ตองสมมุติ   โดยที่สปลเกอร (18, 23) และผูรวมวิจัย(8, 9) ไดใช
หลักการนี้ในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน 
 
 
2.2  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) 
 
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้นอาจสามารถแบงออกเปนระเบียบวิธีที่มีการสมมุติสนามตัวแปรเพียง
หน่ึงตัวแปร  และระเบียบวิธีที่มีการสมมุติสนามตัวแปรมากกวาหนึ่งตัวแปร  ทั้งนี้ระเบียบวิธีที่มีการสมมุติสนาม
ตัวแปรเพียงหนึ่งตัวแปรประกอบดวยระเบียบวิธีการกระจัด (Displacement method)  และระเบียบวิธีแรง 
(Equilibrium method)  สวนระเบียบวิธีที่มีการสมมุติสนามตัวแปรมากกวาหนึ่งตัวแปรนั้นจะประกอบดวย
ระเบียบวิธีพันทาง (Hybrid method) และระเบียบวิธีผสม (Mixed method) โดยที่ในแตละระเบียบวิธีไฟไนตเอ
ลิเมนตก็จะมีขั้นตอนการคํานวณเมตริกซสติฟเนสที่แตกตางกันไป 
 
2.2.1  ระเบียบวิธีการกระจัด 
 
 ระเบียบวิธีการกระจัดเปนวิธีที่จะสมมุติเพียงแคสนามการกระจัดโดยอาจสมมุติใหมีความเขากันได
ระหวางชิ้นสวนหรือไมก็ได   ในการคํานวณเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวนตามระเบียบวิธีการกระจัดนั้นจะใช
หลักการพลังงานศักยตํ่าสุดในสมการที่  2.1.1-7  ซึ่งการกระจัดที่สมมุติจะเขากันไดระหวางชิ้นสวน   ทั้งนี้หาก
แบงปญหาที่จะวิเคราะหออกเปนจํานวน  NE   ช้ินสวนจะสามารถเขียนหลักการพลังงานศักยตํ่าสุดที่ละพจน
ของแรงตัวไดใหมคือ 
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เมื่อ  eV   คือปริมาตรของชิ้นสวนช้ินที่  e   และ  eS σ   คือพ้ืนที่ผิวที่แรงกระทํา  T  กระทําอยูของชิ้นสวนช้ิน
ที่  e    หากใหการกระจัด  u   ของชิ้นสวนช้ินที่  e  ถูกประมาณดวยการกระจัดที่ขั้ว  q    คือ 
 

qNu =  (2.2.1-2) 
 
เมื่อ  N   คือเมตริกซของฟงกชันสัณฐาน (shape function) จากความสัมพันธในสมการที่  2.1.1-8  สามารถ
เขียนใหมวา 
 

qBuD ==ε  (2.2.1-3) 
 
แทนสมการที่  2.2.1-2  และ  2.2.1-3  ลงในสมการที่  2.2.1-1  โดยพิจารณาเฉพาะชิ้นสวนช้ินที่  e  จะไดวา 
 

qFqkq
Te

P
Te

P −=Π
2
1  (2.2.1-4) 

 
เมื่อ Pk   คือเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวนช้ินที่  e   =  ∫

eV

T CBdVB  

 TeF  คือเมตริกซแรงกระทําที่ขั้วของชิ้นสวนช้ินที่  e   =  NdST
T

S e
∫
σ

 

 
เมื่อทําการแปรผันสมการที่  2.2.1-4  เทียบกับการกระจัด  q   จะไดความสัมพันธเหมือนดังไดแสดง

ในสมการที่ 2.1.1-10  เมื่อทําการรวมเมตริกซสติฟเนส และเมตริกซแรงกระทําที่ขั้วของทั้งระบบเขาดวยกันก็จะ
ไดสมการดังแสดงในสมการที่  2.1.1-10  และเมื่อใสสภาวะเงื่อนไขการกระจัดที่ขอบลงในระบบสมการ แลวทํา
การหาคาการกระจัดที่ไมทราบคา  q   ซึ่งสามารถนําคาการกระจัดดังกลาวไปคํานวณหาความเครียด(สมการที่  
2.2.1-3)  และความเคนโดยอาศัยเมตริกซปรุงแตง  C   ไดตอไป 
 
2.2.2  ระเบียบวิธีแรง 
 
 ระเบียบวิธีแรงจะเปนการสมมุติสนามความเคนเพียงอยางเดียวซึ่งอาศัยหลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ํา
สุดในสมการที่  2.1.1-27  โดยขั้นตอนในการสรางชิ้นสวนในที่นี้จะทําการสมมุติความเคนที่สมดุล  σ   สําหรับ
การกระจัดทราบคาที่ขอบ  u   ซึ่งถูกเขียนในรูปของการกระจัดที่ขั้ว  q      หากพิจารณาปญหาที่ถูกแบงออก
เปน  NE   ช้ินสวนจะสามารถเขียนสมการของหลักการพลังงานสวนเติมเต็มตํ่าสุดของชิ้นสวนช้ินที่  e   ได
เปน (73)  
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ความเคนที่สมมตินั้นตองมีสมดุลตามสมการที่  2.1.1-6   โดยหากพิจารณาผลของแรงตัวดวยน้ันการสมมติความ
เคนที่สมดุลจะตองมีผลเฉลยเฉพาะราย (particular solution) จากแรงตัวรวมเขาไปดวย   ซึ่งความเคนดังกลาว
สามารถเขียนอยูในรูปดังนี้ 
 
                                                                              βσ *P=  (2.2.2-2) 
โดยที่                                                                    βσ RnT ==  (2.2.2-3) 
 
เมื่อ  *P   คือเมตริกซการประมาณของสนามความเคนที่เขากันไดกับสมการสมดุล    β   คือพารามิเตอรความ
เคน      สวนการกระจัดทราบคาที่ขอบ  u   ถูกประมาณดวยฟงกชันการประมาณ  L   และการกระจัดที่ขั้ว  q    
ดังนี้ 
 
                                                                             qLu =  (2.2.2-4) 
 
จากสมการขางตนสามารถเขียนสมการพลังงานใหมไดวา 
 

qGH C
TTe

C βββ −=Π *

2
1  (2.2.2-5) 

เมื่อ                                                         ∫=
eV

T
dVSPPH ***  (2.2.2-6) 

dSLRG
e

US

T
C ∫=  (2.2.2-7) 

 
โดยหากการทําการแปรผันหลักการ  e

CΠ   เทียบกับ  β   จะได    
 

qGH C=β*   หรือ  qGH C
1* −

=β  (2.2.2-8) 
 
โดยสมการขางตนจะเปนการคํานวณหาสนามความเคนภายในชิ้นสวนเมื่อทราบคาการกระจัดที่ขอบนั้นเอง    ทั้ง

นี้จากที่พลังงานความเครียด (strain energy) จะเขียนไดวา  qkqU Te

2
1

=    ดังนั้นอาจจะเขียนเมตริกซ

สติฟเนสของชิ้นสวน  Ck  ในระเบียบวิธีแรงซึ่งมีรูปแบบสอดคลองกับพลังงานความเครียดขางตนไดวา 
 

C
T

CC GHGk
1* −

=  (2.2.2-9) 
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 ขอดีของการสมมติความเคนแบบนี้คือ  จะเหมาะสมกับการวิเคราะหปญหาที่ตองการการกระจัดภายใน
ช้ินสวนที่มีความตอเนื่องอันดับหนึ่ง เชน  ในการกระจัดตามทฤษฎีของเคอรชอฟซึ่งจะไดกลาวตอไป  เพราะไม
จําเปนตองสรางการกระจัดที่เขากันไดภายในชิ้นสวน  u   อีกตอไป      
 
2.2.3  ระเบียบวิธีผสม 
 
 ระเบียบวิธีผสมในที่นี้จะเปนช้ินสวนที่สรางจากหลักการที่มีการสมมุติสนามตัวแปรมากกวาหนึ่งสนาม
ตัวแปรซึ่งก็คือ  หลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร  และหลักการฮู-วาชิซูที่ยังไมไดทําการดัดแปรหลักการดวยวิธีการ
ใดๆไมวาจะเปน วิธีตัวคูณลากรองจ  หรือวิธีทัณฑกรรม  เพื่อบังคับการตอเนื่องของการกระจัดหรือแรงระหวาง
ช้ินสวน  หรือเพื่อใหไดช้ินสวนที่มีคุณสมบัติที่ดีขึ้น (50)   ดังไดแสดงในหัวขอ  2.1.1     ทั้งนี้ระเบียบวิธีผสมจะ
รวมถึงช้ินสวนที่มีตัวแปรในสติฟเนสเมตริกซขั้นสุดทายมากกวาหนึ่งตัวแปร (51) ซึ่งจะไมกลาวในที่นี้เพราะหลัก
การดังกลาวจะเปนการเพิ่มตัวแปรที่จะตองคํานวณในขั้นตอนสุดทายจึงไมนาสนใจในการศึกษา 
 
2.2.3.1  การสรางชิ้นสวนผสมจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร 
 
 เชนเดียวกับขางตน  หลักการในสมการที่  2.1.1-24  ซึ่งละพจนของแรงตัวและการกระจัดที่สมมุตินั้น
เขากันไดกับการกระจัดที่ขอบบนพื้นที่  e

US  สามารถเขียนหลักการ  e
HRΠ   สําหรับช้ินสวนช้ินที่  e  ไดใหม

ดังนี้ 
 

dSuTdVufuDS
T

SV

TTTe
HR

ee
∫∫ −−+−=Π
σ

σσσ ])(
2
1[  (2.2.3.1-1) 

 
โดยที่ความเคน  σ   จะถูกประมาณดวยพารามิเตอรความเคน  β   ซึ่งไมจําเปนตองเขากันไดกับสมการสมดุล  
คือ 
                                                                              βσ P=  (2.2.3.1-2) 
 
สวนการกระจัดจะถูกประมาณดวยการกระจัดที่ขั้ว  q   ดังในสมการที่  2.2.1-2  และสามารถเขียนการหา
ความเครียดจากการกระจัดไดดังในสมการที่  2.2.1-3    เมื่อแทนความสัมพันธดังกลาวลงในสมการที่  2.2.3.1-1  
ซึ่งละพจนของแรงกระทําจะเขียนหลักการ  e

HRΠ   ไดใหม  คือ 
 

                                                                qGH TTe
HR βββ +−=Π

2
1  (2.2.3.1-3) 

 
เมื่อกําหนดให                                   ∫=

eV

T dVSPPH   และ  ∫=
eV

T dVBPG  (2.2.3.1-4) 
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หากทําการแปรผัน  0=∂
Π∂

i

e
HR

β    จะไดความสัมพันธ 

 
qGH 1−=β  (2.2.3.1-5) 

 
ซึ่งนําไปแทนในสมการที่  2.2.3.1-3  สามารถเขียนเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวนได 
 

GHGk T
HR

1−=  (2.2.3.1-6) 
 
 แตทั้งนี้เพื่อที่จะใหไดผลลัพธที่ดีขึ้นช้ินสวนพันทางในสวนนี้มักจะใชเมตริกซ  P   ที่เขากันไดกับสม
การสมดุลซึ่งทําใหตองเขียนเมตริกซ  P   อยูในรูปของพิกัดฉาก  X, Y  และ  Z 
 
 นอกจากจะทําการสมมุติสนามตัวแปรการกระจัด  และความเคนแลว  อาจจะใชหลักการเฮลลิงเกอร-
ไรสเนอรโดยที่ทําการสมมุติเพียงแคสนามการกระจัด  และความเครียด  ดังที่ไดเสนอโดย ปนสกี (Pinsky) และ 
แจสติ (Jasti) (40, 41) และ  วิลต (Wilt)  ซาลีบ (Saleeb)  และ  ชาง (Chang) (58)   หลักการของผูเสนอกลุมหลังนั้น
จะเปนช้ินสวนผสมที่ใชหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรเมื่อแทนความสัมพันธ  εσ C=   ลงในหลักการเฮลลิง
เกอร-ไรสเนอรซึ่งเขียนไดใหมเปน 
 

dVuDCC
eV

TTe
HR ∫ +−=Π )])((

2
1[ εεε  (2.2.3.1-7) 

 
แตแทนที่จะใชความสัมพันธของความเคนดังสมการที่  2.2.3.1-2  ก็จะใชความสัมพันธของความเครียดดังนี้ 
 

αε E=  (2.2.3.1-8) 
 
ในทํานองเดียวกันหากการกระจัดจะถูกประมาณดวยการกระจัดที่ขั้ว  q   คือ  qNu =   และความเครียดจาก
การกระจัด  qDNuD )(=   จากที่ไดกลาวมาขางตนจะสามารถเขียนหลักการ  HRΠ   สําหรับช้ินสวนช้ิน
ที่  e   ใหม  คือ 
 

qGH TTe
HR ααα −−=Π

2
1  (2.2.3.1-9) 

เมื่อกําหนดให                                  ∫=
eV

T dVCEEH   และ  ∫=
eV

T dVDNEG )(  (2.2.3.1-

10) 
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หากทําการแปรผัน  0=∂
Π∂

α    จะไดความสัมพันธ 
 

qGH 1−=α  (2.2.3.1-
11) 

 
ซึ่งนําไปแทนในสมการที่  2.2.3.1-9  สามารถเขียนเมตริกซสติฟเนสไดเหมือนในสมการที่  2.2.3.1-6  โดยที่
เมตริกซ  H   และ  G   จะเปนไปตามสมการที่  2.2.3.1-10   
 
 สวนที่เสนอโดย ปนสกี  และ แจสติ นั้นจะแตกตางจากขางตนคือจะทําการสมมุติสนามการกระจัดเปน  

λuuu q += จะทําใหสามารถเขียนหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e   ไดวา 
 

dSuuTdVuDuDCC
ee S

q
T

V
q

TTe
HR ∫∫ +−++−=Π

σ

λλεεε )()])((
2
1[  (2.2.3.1-

12) 
 
หากกําหนดให        การกระจัด                                    qNu qq = และ λλλ Nu =  (2.2.3.1-
13) 
                                ความเครียดจากการกระจัดคือ      qBqq =ε และ qB λλε =  (2.2.3.1-
14) 
 
สามารถเขียนสมการที่  2.2.3.1-12  ไดใหมวา 
 

λλαααα TTTTTe
HR FqFRqGH 212

1
−−++−=Π  (2.2.3.1-

15) 
 
เมื่อกําหนดให                        ∫=

nV

T dVCPPH  

∫=
nV

q
T dVBPG  

∫=
nV

T dVBPR λ  (2.2.3.1-

16) 
   ∫=

σS
q

TT dSNTF 1  

   ∫=
σ

λ
S

TT dSNTF 2  
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หากทําการแปรผันเทียบกับ   α   และ   λ   จะไดความสัมพันธ 
 

)(1 λα RqGH += −  (2.2.3.1-
17) 

0=αTR  (2.2.3.1-
18) 

 
ซึ่งนําไปแทนในสมการที่  2.2.3.1-15   แลวสามารถเขียนความสัมพันธ 
 

)()( 2
111 FqGHRRHR TT −−= −−−λ  (2.2.3.1-

19) 
 
แทนสมการที่ 2.2.3.1-19  ลงในสมการที่  2.2.3.1-17  ไดวา 
 

2
1111 )(ˆ FRHRRHqGH T −−−− +=α  (2.2.3.1-

20) 
เมื่อ    GHRRHRRGG TT 111 )(ˆ −−−−=  
 
แทนสมการที่  2.2.3.1-19  และ  2.2.3.1-20  ลงในสมการที่  2.2.3.1-15  จะได 
 

qFqkq T
HR

Te
HR −=Π  (2.2.3.1-

21) 
 
โดยเมตริกซสติฟเนส  k   และ เมตริกซแรงกระทําที่ขั้ว F  คือ    
 

GHGk T
HR

ˆˆ 1−=  (2.2.3.1-
22) 

                                                 2
111

1 )( FRHRRHGFF TT −−−−=  (2.2.3.1-
23) 
 
2.2.3.2  การสรางชิ้นสวนผสมจากหลักการฮู-วาชิซู 
 
 ในที่นี้จะเปนช้ินสวนผสมที่มีการสมมุติสนามตัวแปรทั้งการกระจัด   ความเครียด  และความเคนโดย
อาศัยหลักการฮู-วาชิซู   ทั้งนี้สามารถเขียนหลักการดังแสดงในสมการที่   2.1.1-22  เมื่อการกระจัดที่สมมุตินั้น
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เขากันไดกับการกระจัดที่ทราบคาบนพื้นที่  US   และละพจนของแรงกระทําจะไดหลักการฮู-วาชิซูสําหรับช้ิน
สวนช้ินที่  e   ไดดังนี้ (53) 

 

dVuDC
eV

TTTe
HW ∫ +−=Π )](

2
1[ σεσεε  (2.2.3.2-1) 

 
หากกําหนดความสัมพันธใหสนามการกระจัด  u   ตามสมการที่  2.2.1-2     สนามความเคนที่ไมตองเขากันได
กับสมการสมดุล  σ   ตามสมการที่  2.2.3.1-2    และสนามความเครียด  ε   ตามสมการที่  2.2.3.1-8  แทน
ความสัมพันธขางตนลงในสมการที่  2.2.3.2-1    เขียนใหมไดวา 
 

dVqGJH
eV

TTTe
HW ∫ +−=Π )]ˆ

2
1[ βαβαα  (2.2.3.2-2) 

 
เมื่อกําหนดให                                                        ∫=

eV

T CEdVEĤ  

∫=
eV

T EdVPJ  (2.2.3.2-3) 

∫=
eV

T dVDNPG )(  

 
เมื่อทําการแปรผันเทียบกับพารามิเตอร  α   และ  β   จะได 
 

0=− qGJα  (2.2.3.2-4) 
0ˆ =− βα TJH  (2.2.3.2-5) 

 
ทําการขจัดพารามิเตอร  β   และ  α     จะไดเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน  HWk   คือ 
 

GJHJGk TT
HW

11 )ˆ( −−=  (2.2.3.2-6) 
 
โดยหากเมตริกซ  J   สามารถหาเมตริกซผกผันไดจะเขียนเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน  HWk   ไดใหมวา 
 

GJHJGk TT
HW

1ˆ −−=  (2.2.3.2-7) 
 
ซึ่งจะเปนการหาเมตริกซผกผันเพียงแคเมตริกซ  J  เทานั้น  โดยการที่เมตริกซ  J   สามารถหาเมตริกซผกผันได
นั้นจําเปนตองมีจํานวนของพารามิเตอรความเคนตองเทากับพารามิเตอรความเครียด (53,54)  
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2.2.4  ระเบียบวิธีพันทาง 
 
 เพียน (55) ไดนิยามไววา  ช้ินสวนพันทางจะเปนช้ินสวนที่สรางจากหลักการแปรผันที่ไดรับการดัดแปร
ดวยวิธีตัวคูณลากรองจเพื่อบังคับการตอเนื่องของการกระจัดหรือแรงระหวางชิ้นสวน     แตในปจจุบันนี้ช้ินสวน
พันทางจะรวมไปถึงหลักการแปรผันที่ไดรับการดัดแปรดวยวิธีทัณฑกรรม  และการกําหนดเงื่อนไขพลังงาน  ซึ่ง
ก็คือ  หลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว    หลักการจิง-เลียว   หลักการฮู-วาชิซูที่ดัดแปรแลว  และหลัก
การพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลว  ที่ไดกลาวในหัวขอ  2.1.2   นั้นเอง 
 
 นอกจากนี้ช้ินสวนพันทางที่สมมุติการกระจัด รวมกับความเคนอาจเรียกวา  ช้ินสวนความเคนพันทาง 
(hybrid stress element)  ในขณะที่ช้ินสวนพันทางที่สมมุติการกระจัด รวมกับความเครียดอาจเรียกวา  ช้ินสวน
ความเครียดพันทาง (hybrid strain element) (42, 51)  
 
2.2.4.1  การสรางชิ้นสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว 
 
 เพื่อใหความเคนซึ่งสมมุติโดยไมตองเขากันไดกับสมการสมดุลมีสมดุลในแงการแปรผันจึงมีการใชวิธี
ทัณฑกรรมของการสมดุลเพิ่มเขาไปในหลักการเฮลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่งวิธีการดังกลาวไดเสนอโดยวูและชวง (48) 

ดังแสดงในสมการที่  2.1.2.2-9   โดยสามารถเขียนหลักการดังกลาวสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e   โดยใชคา  
2
χ  

แทนคา  χ  จะไดวา 
 

dVDDdVuDS
ee V

TTT

V

TTe
HR ∫∫ −+−=Π )()(

2
)](

2
1[* σσχσσσ  (2.2.4.1-1) 

 
ในทํานองเดียวกัน   หากใชความเคนในสมการที่  2.2.3.1-2   การกระจัดในสมการที่  2.2.1-2    และความเครียด
จากการกระจัดในสมการที่  2.2.1-3  จะเขียนไดใหมวา 
 

ββχβββ p
TTTe

HR HHqG
22

1
* −−=Π  (2.2.4.1-2) 

 
โดยกําหนดใหเมตริกซ  H   และเมตริกซ  G   ไดแสดงไวในสมการที่  2.2.3.1-4 
 
และ                                                 dVPDPDH

eV

TTT
p ∫= )()(  (2.2.4.1-3) 

 



 
 

 

29

 ทํ า ก า ร แ ป ร ผั น ส ม ก า ร ที่   2.2.4.1-2  เ ที ย บ กั บ  β   จ ะ ไ ด ค ว า ม สั ม พั น ธ คื อ  
qGHH p

1)( −+= χβ   และเมื่อแทนลงในสมการที่  2.2.4.1-2  จะไดเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน  
*HRk   เปน 

 
GHHGk p

T
HR

1
* )( −+= χ  (2.2.4.1-4) 

 
 นอกจากวิธีการถวงน้ําหนักเพื่อบังคับความเคนที่สมมุติใหเขากันไดกับสมการสมดุลแลวยังสามารถใช
หลักการเฮลลิงเกอรที่ดัดแปรแลวในสมการที่  2.1.2.2-2    หากไมพิจารณาแรงตัวจะสามารถเขียนหลักการเฮลลิง
เกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e    ไดวา 
 

∫∫ −−+−=Π
ee S

q
T

V

TT
q

TTe
mHR dSuTdVuDuDS

σ

λσσσσ ])()(
2
1[  (2.2.4.1-5) 

 
ในการสรางชิ้นสวนจะสมมติความเคน  σ   ซึ่งไมตองเขากันไดกับสมการสมดุลเชนเดียวกับในสมการ

ที่  2.2.3.1-2    ทําใหเมตริกซ  P   สามารถเขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติ  และเปนเมตริกซที่ความเคนเปนอิสระ
แกกันระหวางความเคนหนึ่งๆ  
 
 หากการกระจัดที่เขากันได  qu   เปนประมาณการกระจัดที่ขั้ว  q   ดวยเมตริกซ  qN   และการกระจัด
สวนเพิ่ม   λu   เปนประมาณพารามิเตอรสวนเพิ่ม  λ   ดวยเมตริกซ  λN   ดังแสดงในสมการที่  2.2.3.1-13     
ในทํานองเดียวกันความเครียดจากการกระจัดที่สมมุติขางตนก็ไดแสดงไวในสมการที่  2.2.3.1-14          จาก
ความสัมพันธขางตนสามารถเขียนสมการที่  2.2.4.1-5  ซึ่งไดละพจนของแรงกระทําภายนอกไดใหมเปน 

 

λββββ RqGH TTTe
mHR −+−=Π

2
1  (2.2.4.1-6) 

เมื่อกําหนดให                                                        ∫=
eV

T dVSPPH   

∫=
eV

q
T dVDNPG )(  (2.2.4.1-7) 

∫=
eV

TT dVNPDR λ)(   

 
ดําเนินการแปรผันหลักการ  e

mHRΠ   เทียบกับ  β   และ  λ   ไดวา 
 

)(1 λβ RqGH −= −  (2.2.4.1-8) 
และ                                                                        0=βTR  (2.2.4.1-9) 
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ทําการกําจัดพารามิเตอรความเคน  β   โดยแทนสมการที่  2.2.4.1-8  ลงในสมการที่  2.2.4.1-6  แลวทําการแปร
ผันเทียบกับ  λ  จะไดความสัมพันธ 
 

GqHRRHR TT 111 )( −−−=λ  (2.2.4.1-
10) 

 
จากความสัมพันธขางตนจะไดเมตริกซสติฟเนส   mHRk   ของชิ้นสวนดังนี้ 

 
GHRRHRRHGGHGk TTTT

mHR
11111 )( −−−−− −=  (2.2.4.1-

11) 
 
 ในการสรางชิ้นสวนนี้พบวาความเคนในนั้นไมจําเปนตองเขากันไดกับสมการสมดุล  โดยที่เมตริกซ  
P   สามารถเขียนอยูในระบบพิกัดธรรมชาติแทนที่ตองเขียนในระบบพิกัดฉาก  ทําใหเมตริกซสติฟเนสของชิ้น
สวนที่ไดมีคุณสมบัติยืนยง 
 
 นอกจากนี้เมตริกซ  P   อาจเลือกใหเปนอิสระตอกันระหวางความเคนหนึ่งๆ  ซึ่งเปนผลใหเมตริกซ   
เฟลกซิบิลิตี(flexibility matrix)  H   มีรูปแบบเฉพาะที่สามารถทําการหาเมตริกซผกผันไดโดยงาย 
 
 อีกทางเลือกหน่ึงในการสรางช้ินสวนโดยใชสมการที่  2.2.4.1-9  เพื่อเปนสมการที่ใชลดจํานวนพารา
มิเตอรความเคน  β   ใหลดนอยลง (10, 52)    แตทั้งนี้จะสงผลใหเมตริกซ  P   จะไมเปนอิสระตอกันในแตละ
ความเคนหนึ่งๆ  และทําใหการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   ไมสามารถทําไดโดยงาย 
 
2.2.4.2 การสรางชิ้นสวนพันทางจากหลักการจิง-เลียว 
 
 ในสวนนี้จะแสดงการสรางชิ้นสวนพันทางแบบบางสวน (partial hybrid stress element) ที่จะสมมุติ
การกระจัด u    และความเคนเฉือนต้ังฉาก  tσ   โดยจะใชหลักการจิง-เลียวดังแสดงในสมการที่  2.1.2.2-8  ซึ่ง
หลักการจิง-เลียวสําหรับช้ินสวนช้ินที่   e   สามารถเขียนไดวา 
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โดยที่ในขั้นตอนการหาเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวนจะทําไดโดยเขียนสมการที่  2.2.4.2-1  ใหมคือ 
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เมื่อกําหนดให 
    ∫=

V
ff

T
f

f
JL dVBCBk  

∫=
V

t
T

tt dVBPG  (2.2.4.2-3) 

    ∫=
V

tt
T

tt dVPSPH  

 
เมื่อทําการแปรผัน  e

JLΠ   เทียบกับ  
t

β   จะไดความสัมพันธ 
 

qGH ttt

1−=β  (2.2.4.2-4) 
 
จากสมการที่  2.2.4.2-4  สามารถเขียนเมตริกซสติฟเนส   JLk  ของชิ้นสวนพันทางแบบบางสวน  คือ 
 

t
JL

f
JLJL kkk +=  (2.2.4.2-5) 

 
เมื่อกําหนดให                                      tt

T
t

t
JL GHGk 1−=  (2.2.4.2-6) 

 
ทั้งนี้หลักการ  JLΠ   ไดถูกนํามาวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันในงานวิจัยหลายงาน(38, 46, 56, 57) 

 
2.2.4.3  การสรางชิ้นสวนพันทางจากหลักการพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลว 
 
 นอกจากหลักการที่ไดกลาวมาแลวขางตน   ช้ินสวนพันทางยังสามารถสรางไดจากหลักการพลังงาน
สวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลวดังในสมการที่  2.1.2.3-5  ซึ่งหลักการพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลวสําหรับช้ิน
สวนช้ินที่  e   เขียนไดวา 
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1[  (2.2.4.3-1) 

 
 ทั้งนี้หากความเคน  σ   มีสมดุลดังสมการที่  2.2.2-2  จะทําใหหลักการ  e

HRΠ   ที่ละพจนของแรงตัว
จะเทากับ  e

mCΠ−      ซึ่งหมายความวาเมื่อความเคนเปนไปตามสมการสมดุล และการกระจัด  u   เขากันไดกับ
การกระจัดที่ขอบช้ินสวน  u~   เมื่อดําเนินขั้นตอนเชนเดียวกับในหลักการ  e

HRΠ   จะทําใหเมตริกซสติฟเนส   
mCk   เหมือนกับเมตริกซสติฟเนสที่ไดจากหลักการ  e

HRΠ     เขียนไดดังนี้ 
 

GHGk T
mC

1* −
=  (2.2.4.3-2) 
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เมื่อเมตริกซ  *H   และเมตริกซ  G   เปนไปตามสมการที่  2.2.2-6  และ 2.2.3.1-4  ตามลําดับ    โดยในปจจุบัน
นี้ที่การสรางชิ้นสวนจากหลักการ  HRΠ   ก็มักใชความเคนที่เขากันไดกับสมการสมดุลนั้นจะทําใหไดช้ินสวนที่
มีเหมือนกับช้ินสวนที่สรางจากหลักการ  mCΠ  
 
2.2.4.4  การสรางชิ้นสวนพันทางจากหลักการฮู-วาชิซูที่ดัดแปรแลว 
 
 หลักการฮู-วาชิซูที่ดัดแปรแลว (42) ซึ่งเริ่มตนดวยการบังคับความตอเนื่องของการกระจัดที่ขอบ  แลวใช
การกระจัดสวนเพิ่ม  λu   เปนตัวคูณลากรองจในการบังคับความเคนที่สมมุติใหมีสมดุลก็สามารถใชในการสราง
ช้ินสวนพันทางไดเชนกัน   โดยในที่นี้การกระจัด  u   ก็จะถูกแบงออกเปนสองสวนอีกเชนกันซึ่งหลักการฮู-วาชิ
ซูที่ดัดแปรแลวของชิ้นสวนช้ินที่  e   ซึ่งไดละพจนของแรงกระทําไวจะเขียนไดคือ 
 

dVuDuDC
eV
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q

TTTe
mHW ∫ −+−=Π ])()(

2
1[ λσσεσεε  (2.2.4.4-1) 

 
ในที่นี้สนามตัวแปรทั้ง  σ   และ  ε   จะใชเมตริกซการประมาณเดียวกันเพราะตองหาเมตริกซผกผันของ
เมตริกซ  J    ซึ่งจํานวนของพารามิเตอรความเคนตองเทากับพารามิเตอรความเครียดเหมือนขอกําหนดในหลัก
การฮู-วาชิซู   ดังแสดงขางลาง 
 

βσ P=  (2.2.4.4-2) 
αε P=  (2.2.4.4-3) 

 
โดยที่เมตริกซ  P   จะสามารถเขียนใหไมขึ้นแกกันในแตละสวน    ในทํานองเดียวกันการกระจัดสามารถเขียนได
ดังแสดงในสมการที่  2.2.3.1-13  และความเครียดจากการกระจัดที่สมมุติขางตนก็ไดแสดงไวในสมการที่  
2.2.3.1-14   จากที่ไดกลาวมาในขางตนทําใหสามารถเขียนหลักการ  e

mHWΠ   ใหมคือ 
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 เมื่อกําหนดให 
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จากการที่เมตริกซ  P   ไมขึ้นแกกันทําใหเมตริกซ  H   ประกอบดวยเมตริกซยอย(submatrices)ในแนวทแยง
มุมของเมตริกซในลักษณะเดียวกับในการสรางชิ้นสวนตามหลักการ  mHRΠ   ซึ่งเปนผลใหการหาเมตริกซผกผัน
ของเมตริกซ  H   สามารถหาจากเมตริกซผกผันของเมตริกซยอยเหลานั้นแทน 
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เมื่อทําการแปรผันหลักการ  e
mHWΠ   เทียบกับ  α  β    และ  λ  จะไดความสัมพันธ 

 
0ˆ =− βα JH  

0=−+− λα RqGJ q  (2.2.4.4-6) 
0=βTR  

 
จากความสัมพันธดังกลาวสามารถเขียนไดวา 
 

qWGRWRR q
TT 1)( −=λ  (2.2.4.4-7) 

 
เมื่อ                                                                       11 ˆ −−= JHJW  (2.2.4.4-8) 
 
แทนสมการที่  2.2.4.4-6 และ  2.2.4.4-7  ลงในสมการที่  2.2.4.4-5  เพื่อกําจัดสนามตัวแปร  α  β    และ  λ   
จะไดเมตริกซสติฟเนส  mHWk   ของชิ้นสวนช้ินที่  e   คือ 
 

q
TTTT

qq
T

qmHW WGRWRRRWGWGGk 1)( −−=  (2.2.4.4-9) 
 
ทั้งนี้จากการศึกษาของ เพียนและเชน (42)  พบวาหากใชเมตริกซ  P   qN   และ  λN   ที่เหมือนกันจะไดผลลัพธ
ที่เหมือนกับช้ินสวนที่สรางจากหลักการ  mHRΠ    
 
2.2.5  หลักเกณฑเบื้องตนในการพิจารณาการสมมุติสนามตัวแปร 
 
 จากที่การสมมุติสนามตัวแปรตามระเบียบวิธีพันทางและระเบียบวิธีผสมนั้นยังไมมีหลักการที่แนนนอน   
โดยสวนใหญมักจะทําการสมมุติใหสนามความเคน และหรือสนามความเครียดนั้นมีพจนท่ีเขากันไดกับ
ความเครียดที่คํานวณจากการกระจัดที่สมมุติ   ท้ังนี้จะมักพิจารณารวมกับหลักการเบื้องตนในการพิจารณา
จํานวนพารามิเตอรของสนามตัวแปรที่จะกลาวตอไป    แตอยางไรก็ตามการสมมุติสนามตัวแปรตามหลักการที่จะ
กลาวนี้ก็ยังอาจใหชิ้นสวนที่มีรูปแบบปลอมของการกระจัด (spurious kinematic deformation modes) ได (48)   
หากสนามความเคน หรือความเครียดที่สมมุตินั้นไมสามารถครอบคลุมรูปแบบการกระจัดซึ่งไมรวมรูปแบบการ
เคล่ือนที่แบบวัตถุแข็งเกร็ง (rigid body mode) ท่ีจะเกิดขึ้นไดท้ังหมด 
 
2.2.5.1  หลักการแปรผันที่มีการสมมุติสองสนามตัวแปร 
 
 หลักการแปรผันที่สมมุติการกระจัด  และความเคนหรือความเครียดซึ่งก็คือหลักการ  HRΠ   และ  

mHRΠ   นั้นเพียนและเชน(49) ไดเสนอเปนครั้งแรกและผูวิจัยอื่นๆ (13, 44, 58, 59)   ก็ไดใชขอกําหนดเชนเดียวกัน  
คือจะพิจารณาพจนพลังงานที่เกิดจากความเคนที่สมมุติ  σ   หรือความเคนจากความเครียดที่สมมุติ  ε   กับ
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ความเครียดจากการกระจัดที่สมมุติ  )(uD      โดยจะตองไมลืมวาการกระจัด  u   นี้ถาเปนการกระจัดที่เขากัน
ไมไดจะไดวา  λuuu q +=  
 

ดังนั้นเมื่อใหจํานวนของการกระจัดที่นําไปคิดเปนความเครียดเปน  un      สวนจํานวนรูปแบบการ
เคลื่อนแบบวัตถุแข็งเกร็งของชิ้นสวนนั้นเปน  r     จะไดวาจํานวนของพารามิเตอรความเคน  σn หรือจํานวน
ของพารามิเตอรความเครียด  εn   ตองเปนดังนี้ 
 
                                                                            rnnn u −≥),( εσ  (2.2.5.1-1) 
 
มิฉะนั้นแลวชิ้นสวนจะมีรูปแบบปลอมของการกระจัดเม่ือชิ้นสวนดังกลาวจํากัดรูปแบบการเคลื่อนแบบวัตถุแข็ง
เกร็งไมเพียงพอ    หมายความวาการเปลี่ยนรูปรางของโครงสรางบางแบบสามารถเกิดขึ้นโดยที่ไมตองมีแรง
กระทําเลยซึ่งเปนรูปแบบปลอมของการกระจัดนั่นเอง 
 
2.2.5.2  หลักการแปรผันที่มีการสมมุติสามสนามตัวแปร 
 

ในสวนของหลักการแปรผันที่สมมุติการกระจัด   ความเคน และความเครียดซึ่งก็คือหลักการ  HWΠ  
ทั้งนี้เพื่อที่จะเปนไปตามเงื่อนไขเสถียรภาพ (stability conditions) นั้นพบวา (53, 54)  
 

σε nrnn u ≥−+   และ  rnn u −≥σ  (2.2.5.2-1) 
 
และจากการที่เมตริกซ  J   สามารถหาเมตริกซผกผันไดซึ่งก็คือ  εσ nn =   อันสงผลใหสมการแรกในสมการที่  
2.2.5.2-1   เปนจริงโดยทันที      นอกจากนี้หากตองการจํานวนพารามิ เตอรความเคนที่นอยที่สุดอาจใช  

unn =σ   แทนสมการที่สองในสมการที่  2.2.5.2-1   จากหลักเกณฑขางตน 
 
2.3  แบบจําลองการกระจัด (Displacement Models) 
 

จากที่ไดกลาวถึงหลักการแปรผันตางๆไปแลวในหัวขอ 2.1  ในขณะที่ขั้นตอนการสรางเมตริกซสติฟ
เนสของชิ้นสวนตางๆก็ไดแสดงในหัวขอ  2.2      โดยที่การสมมุติสนามการกระจัดนั้นเปนขั้นตอนที่สําคัญขั้น
ตอนหนึ่งในระเบียบวิธีที่ไดกลาวขางตน   ทั้งนี้การสมมุติสนามการกระจัดจําเปนตองพิจารณาถึงสภาพ  และ
ลักษณะของปญหาที่ตองการวิเคราะหเพื่อใหการกระจัดที่สมมุติสามารถใหผลลัพธที่ดีที่สุด  นอกจากนี้ยังตอง
พิจารณาความยุงยากในการสรางชิ้นสวนดวยเชนกัน 
 

โดยหากพิจารณาปญหาที่เปนวัสดุเนื้อเดียว (homogeneous isotropic material) ที่มีคุณสมบัติเทากัน
ทุกทิศทางเปรียบเทียบกับปญหาที่เปนตางวัสดุซึ่งคุณสมบัติไมเหมือนกันในแตละทิศทางโดยเฉพาะในแผนพื้นที่
ซอนเปนช้ันแลวจะพบวาในปญหาอยางหลังนี้การวิเคราะหจะตองใหความสนใจในหลายระดับคือ ทั้งระดับโดย
รวม (global level)  และระดับแตละชั้น (ply level) 



 
 

 

35

 
ในระดับโดยรวม ตัวอยางเชน การโกงตัวของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นจะเกิดจากรูปแบบ

รวมของทั้งการดึง  การดัด  และการเฉือนรวมกัน   โดยจากการที่แผนพื้นตางวัสดุมีคาสติฟเนสแรงเฉือนต่ําก็จะ
ทําใหมีการโกงตัวจากแรงเฉือนเกิดขึ้นมากกวาปญหาที่เปนวัสดุเนื้อเดียวที่มีคุณสมบัติเทากันทุกทิศทางเมื่อคา
อัตราสวนความกวางตอความหนาของโครงสรางมีคานอยๆ 
 

หากพิจารณาในระดับแตละช้ันจะพบวาโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นจะเกิดคาความเคนเฉือนตั้ง
ฉากสูงใกลบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของคุณสมบัติวัสดุ   หรือรูปราง เชนที่ขอบอิสระ เปนตน   ซึ่งทําใหโครง
สรางบริเวณนี้มักเกิดความเสียหายจากการหลุดรอนเปนแผน (delamination), วัสดุแตกแยก (matrix cracking)  
และการแยกตัวของสารตัวยึด (adhesive joint separation) 
 
 แบบจําลองการกระจัดที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นสามารถแบงออกไดเปน  
3  ทฤษฎี (65)  คือ  ทฤษฎีการกระจัดช้ันเดียวสมมูล (Equivalent Single-layer Theory)   ทฤษฎีการกระจัดหลาย
ช้ัน (Layer-wise Theory)  และทฤษฎีการกระจัดแบบรวม (Multiple Displacement Field Theory)  ดังจะกลาว
ตอไปนี้ 
 
2.3.1  ทฤษฎีการกระจัดช้ันเดียวสมมูล (ESLT) 
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รูปที่  2.3.1-1   การเปลี่ยนรูปรางของแผนเคอรชอฟฟในระนาบ xz 
 

ทฤษฎีการกระจัดช้ันเดียวสมมูลสําหรับแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นจะเหมือนกับแบบจําลองการกระจัดที่
ใชในแผนบางชั้นเดียว   โดยสามารถแยกไดเปนแผนเคอรชอฟฟ (Kirchhoff plate)  และแผนมินดลิน (Mindlin 
plate) ซึ่งแผนทั้งสองแบบมีสมมุติฐานวา  0=Zσ   และมีการโกงตัวนอยเมื่อเทียบกับความหนา 
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แผนเคอรชอฟฟจะใชหลักการตามสมมุติฐานของเคอรชอฟฟ  มีการผิดรูปดังแสดงในรูปที่  2.3.1-1     
การผิดรูปมีสมมุติฐานวา  เสนตรงที่ต้ังฉากกับระนาบกลางของแผนกอนการผิดรูป(เสนตรง OP)นั้นยังคงตั้งฉาก
กับระนาบกลางของแผนหลังการผิดรูป   หมายความวาการผิดรูปจะถูกสมมุติใหการผิดรูปเนื่องจากแรงเฉือนต้ัง
ฉากเปนศูนย 

 
จากที่กลาวมาขางตน    ทฤษฎีของแผนที่ซอนเปนช้ันที่ใชตามสมมุติฐานของเคอรชอฟฟดังกลาวเรียก

วา ทฤษฎีแบบชั้นตามแบบฉบับ (Classical Laminate Theory, CLT) สามารถเขียนสมการการกระจัดไดวา 
 

Xwzyxuzyxu ,00 ),(),,( −=  
Ywzyxvzyxv ,00 ),(),,( −=  (2.3.1-1) 

),(),,( 0 yxwzyxw =  
 

โดย  0u ,  0v  และ  0w   คือการกระจัดของระนาบกลางหรือระนาบอางอิงของแผนซึ่งเปนฟงกชันของ x และ 
y  ในแนวแกนพิกัด  X  ,  Y  และ  Z  ตามลําดับ     จากการกระจัดขางตนสามารถหาความเครียดที่เกิดขึ้นจากหลัก
กลศาสตรวัสดุไดเปน  

 
XXXXX zwuu ,0,0, −==ε  

YYYYY zwvv ,0,0, −==ε      
XYXYXYXY zwvuvu ,0,0,0,, 2−+=+=γ  (2.3.1-2) 

0,0, =+= YZYZ wvγ  
0,0, =+= XZXZ wuγ  

 
โดยที่เครื่องหมาย ( x, ) คือการหาอนุพันธเทียบกับ  x       จะเห็นวาจากสมการที่  2.3.1-2  ความเครียดของชิ้น
สวนที่ใชทฤษฎีแบบช้ันตามแบบฉบับนั้นตองการการกระจัดในแนวตั้งฉากที่มีความตอเนื่องอันดับหนึ่ง (C1 
continuity)   สวนการกระจัดในแนวระนาบนั้นตองการเพียงความตอเนื่องอันดับศูนย (C0 continuity)   ดังนั้นจึง
มีความยุงยากในการสรางฟงกชันสัณฐานในชิ้นสวนอันดับตํ่า (lower order element)  เชนช้ินสวน  4  ขั้วซึ่ง
อาจแกปญหาโดยการใชฟงกชันสัณฐานที่ไมสอดคลอง (non-conforming shape function) (36, 38)     ทฤษฎี CLT 
จะใหผลการวิเคราะหที่นาพอใจเฉพาะในปญหาแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันที่มีอัตราสวนความยาวตอความหนามากๆ 
ซึ่งคาความเคนเฉือนต้ังฉากจะมีคานอยมากเมื่อเทียบกับความเคนในระนาบ 
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รูปที่  2.3.1-2   การเปลี่ยนรูปรางของแผนมินดลินในระนาบ xz 
 
 จากการที่แผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นความเคนเฉือนต้ังฉากเปนตัวแปรสําคัญในการหลุดรอนเปนแผน
ของโครงสรางซึ่งไมอาจละทิ้งได    รวมทั้งความยุงยากในการสรางฟงกชันสัณฐานของชิ้นสวนทําใหทฤษฎีแผน
ของมินดลินเปนทางเลือกที่นํามาพิจารณา     โดยการผิดรูปในทฤษฎีนี้ไดแสดงในรูปที่  2.3.1-2   การผิดรูปมี
สมมุติฐานวา  เสนตรงที่ต้ังฉากกับระนาบกลางของแผนกอนการผิดรูป(เสนตรง OP)นั้นไมจําเปนตองตั้งฉากกับ
ระนาบกลางของแผนหลังการผิดรูป   หมายความวาการผิดรูปจะถูกสมมุติใหมีการผิดรูปเนื่องจากแรงเฉือนตั้ง
ฉาก 
 
 ทฤษฎีของแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันที่ใชตามสมมุติฐานของมินดลินดังกลาวเรียกวา ทฤษฎีการผิดรูปจาก
แรงเฉือนอันดับแรก (First-order Shear Deformation Theory, FSDT) สามารถเขียนสมการของการกระจัดได
วา 
 

),(),(),,( 0 yxzyxuzyxu Xφ+=  
),(),(),,( 0 yxzyxvzyxv Yφ+=  (2.3.1-3) 

),(),,( 0 yxwzyxw =  
 

โดยที่  Xφ   และ  Yφ  คือมุมหมุนซึ่งเปนฟงกชันของ  x  และ  y  รอบแกนพิกัด   Y  และ  X   ตามลําดับ โดยจะมี
ทิศทางดังในรูปที่  2.3.1-3   ในทํานองเดียวกัน   จากการกระจัดนี้สามารถหาความเครียดที่เกิดขึ้นจากหลักกล
ศาสตรวัสดุไดเปน 
 

XXXXX zuu ,,0, φε +==  
YYYYY zvv ,,0, φε +==      

)( ,,,0,0,, XyYXXYXYXY zvuvu φφγ +++=+=  (2.3.1-4) 
YYYZYZ wwv ,0,0, +=+= φγ  
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XXXZXZ wwu ,0,0, +=+= φγ  
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รูปที่  2.3.1-3   การกระจัดของทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับแรก 
 

จากสมการการกระจัดขางตนตามทฤษฎี FSDT จะเห็นวาการกระจัดในแนวตั้งฉาก  w   และมุมหมุน  
φ   จะสมมุติใหถูกประมาณโดยเปนอิสระแกกันดังนั้นทําใหช้ินสวนที่ใชทฤษฎีนี้ตองการการกระจัดที่มีความตอ
เนื่องอันดับศูนยเทานั้นซึ่งทําใหสามารถใชฟงกชันสัณฐานแบบไอโซพารามิเตริกในการสรางชิ้นสวนได 
 

ทฤษฎี FSDT นี้สามารถใหผลการวิเคราะหที่นาพอใจสําหรับปญหาโครงสรางทั่วไปโดยเฉพาะใน
ปญหาแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันที่มีความหนาปานกลาง   ทั้งนี้ความแมนยําในการวิเคราะหตามทฤษฎี FSDT ดัง
กลาวขางตนนั้นจะขึ้นอยูกับคาของตัวประกอบแกไขแรงเฉือนที่จะตองใชในการวิเคราะหวามีความถูกตองเหมาะ
สมเพียงใด อาทิเชนในการวิเคราะหปญหาแผนเนื้อเดียว (homogeneous plate) และในแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันก็

มักนิยมใชคาตัวประกอบแกไขแรงเฉือนเทากับ 
6
5   เหมือนกัน 

 
แตอยางไรก็ตามชิ้นสวนที่ใชทฤษฎี  FSDT  จะใหคาสติฟเนสจากสวนแรงเฉือนตั้งฉากที่มากไปเมื่อ

แผนมีอัตราสวนความยาวตอความหนามากๆ   โดยที่สาเหตุมาจากการที่ฟงกชันการประมาณที่ใชไมสามารถเขา
กันไดตามสภาวะของเคอรชอฟฟ  คือคาความเครียดเฉือนต้ังฉากเปนศูนย หรือก็คือ XX w ,−=φ  และ  

YY w ,−=φ   เมื่อแผนมีความหนานอยๆ   ทั้งนี้สามารถแกไขขอบกพรองดังกลาวไดโดยใชวิธีการอินทิเกรต
แบบลดและเลือกในการคํานวณเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน       แมวาวิธีการอินทิเกรตแบบลดและเลือกจะเปน
วิธีการที่สะดวกและงายแตก็จะสงผลใหช้ินสวนมีการผิดรูปโดยที่ไมเกิดความเครียดขึ้นได   ซึ่งปรากฏการณดัง
กลาวเรียกวา รูปแบบปลอมของการกระจัดนั่นเอง 

 
นอกจากทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับแรกซึ่งไดสมมุติใหความเคนเฉือนตั้งฉากซึ่งจะคํานวณ

จากความเครียดในสมการที่  2.3.1-4  มีคาคงที่ตลอดความหนาของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันแลว  ไดนํา
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ไปสูทฤษฎีการผิดรูปจากแรงเฉือนอันดับสูง (Higher-order Shear Deformation Theory, HSDT) (60) ซึ่งเปน
การสมมุติการกระจัดของชิ้นสวนดวยฟงกชันของ  z  ที่สูงขึ้น    โดยเปนอีกทางเลือกหนึ่งในการแกปญหาคาสติฟ
เนสจากสวนแรงเฉือนตั้งฉากที่มากไปเมื่อแผนมีคาอัตราสวนความยาวตอความหนามากๆ   คือการกระจัด
สามารถที่จะใหคาเขากันไดกับสภาวะของเคอรชอฟฟไดดีขึ้น   ตัวอยางการกระจัดตามทฤษฎี HSDT  กําลังสาม
คือ 
 

),(),(),(),(),,( 32
0 yxzyxzyxzyxuzyxu XXX ωκφ +++=  

),(),(),(),(),,( 32
0 yxzyxzyxzyxvzyxv YYY ωκφ +++=  (2.3.1-5) 

),(),,( 0 yxwzyxw =  
 
ทั้งนี้การกระจัดที่เปนฟงกชันของ  z  ที่มีกําลังสูงตั้งแตกําลังสองขึ้นไปเชน  Xω   yω   Xκ  และ yκ  

ในสมการที่  2.3.1-5  นี้ที่เปนฟงกชันของ  x  และ  y  นั้นแมวาจะไมมีความหมายทางกายภาพแตพบวาจะชวยให
ช้ินสวนดังกลาวใหคาความเคนเฉือนตั้งฉากที่ดีขึ้น (14) โดยไมจําเปนตองใชคาของตัวประกอบแกไขแรงเฉือน
เหมือนในทฤษฎี  FSDT   
  
 จากการที่ปญหาแผนที่วิเคราะหจะไมมีความเคนเฉือนต้ังฉากที่ขอบบนและขอบลางของโครงสรางแผน
พ้ืนที่ซอนเปนช้ัน   อีกทั้งเปนการลดจํานวนระดับขั้นความเสรีของชิ้นสวนลงดวยจึงมีการคํานวณความสัมพันธ
ของการกระจัดใหเขากันไดกับคาความเคนเฉือนตั้งฉากดังสมการที่  2.3.1-6   โดยที่  t   คือความหนาของแผน
พ้ืนที่ซอนเปนช้ันทุกช้ันรวมกัน 
 

σXZ (x,y,± 
2
t ) = 0  และ  σYZ (x,y,± 

2
t ) = 0 (2.3.1-6) 

 
ในที่นี้หากใชการกระจัดตามทฤษฎี  HSDT  ในสมการที่  2.3.1-5    เขากันไดกับสมการที่  2.3.1-6  จะไดการ
กระจัดใหมเขียนอยูในรูปทั่วไปคือ 
 

 )]()(
3
4[),,( ,0

2
0 XXX w

t
zzuzyxu +−+= φφ  

)]()(
3
4[),,( ,0

2
0 YYY w

t
zzvzyxv +−+= φφ  (2.3.1-7) 

0),,( wzyxw =  
 

แตอยางไรก็ตามจากสมการการกระจัดที่ไดนี้พบวาความเครียดที่คํานวณจากสมการที่  2.3.1-7  ตามหลักกล
ศาสตรวัสดุจะตองใชการกระจัดในแนวตั้งฉากที่มีความตอเนื่องอันดับหนึ่งเชนเดียวกับในทฤษฎี CLT ซึ่งจะมี
ความยุงยากในการสรางฟงกชันสัณฐานของการกระจัดในแนวตั้งฉากนั้นเอง 
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 นอกจากนี้ในการสมมุติตามแบบจําลองการกระจัดช้ันเดียวสมมูลไดมีผูวิจัย (24, 61, 62) เสนอการใช
ฟงกชันวกเวียน(zigzag function) ในสวนของการกระจัดในแนวระนาบเพื่อวิเคราะหโครงสรางที่ซอนเปนช้ัน    
โดยที่ฟงกชันวกเวียนดังกลาวจะทําใหช้ินสวนสามารถมีความไมตอเนื่องของอนุพันธอันดับหนึ่งของการกระจัด
ในแนวระนาบที่รอยตอแตละช้ันของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน   โดยที่พจนสุดทายในสองสมการแรกของ
สมการที่  2.3.1-8  ซึ่งแสดงฟงกชันวกเวียนอยางงายที่ คารเรรา (Carrera) (61) เปนผูเสนอ 
 

),()1(),(),(),,( 0 yxyxzyxuzyxu X
I

X
I ζϕφ −++=  

),()1(),(),(),,( 0 yxyxzyxvzyxv Y
I

Y
I ζϕφ −++=  (2.3.1-8) 

),(),,( 0 yxwzyxw I =  
 

โดยที่   Iu   Iv   และ  Iw  คือการกระจัดในแนวพิกัดฉาก  X  Y   และ  Z  ตามลําดับของแผนช้ันที่  I    และ  
),()1( yxX

I ζϕ−   และ  ),()1( yxY
I ζϕ−   คือพจนของฟงกชันวกเวียนที่เพิ่มเขาไปในทฤษฎี  FSDT  

ซึ่งเปนฟงกชันของ  x  และ  y    โดยที่  ζ   มีคา –1  ถึง  +1   ตลอดความหนาในแตละชั้นของแผนที่วางซอนเปน
ช้ัน 
 
2.3.2  ทฤษฎีการกระจัดหลายชั้น (LWT) 
 
 การที่กลาวถึงการกระจัดตามทฤษฎี  ESLT  ขางตนพบวาทฤษฎีดังกลาวนั้นมีความงาย และไมสิ้น
เปลืองในการคํานวณ  โดยใหผลการวิเคราะหในระดับโดยรวม เชน การโกงตัว  แรงในแนวแกน   แรงดัดฯลฯ 
สําหรับโครงสรางทั่วไปไดดีพอสมควร   แตทั้งนี้ก็ยังไมสามารถที่จะใหผลการวิเคราะหสนามความเคนสามมิติ
ในระดับแตละช้ันไดดีเพียงพอทําใหไมสามารถใชอธิบายการหลุดรอนเปนแผนของโครงสรางได     เนื่องจาก
ทฤษฎี  ESLT  นั้นสมมุติใหความเครียดเฉือนตั้งฉากมีความตอเนื่องตลอดความหนาของแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันซึ่ง
ทําใหความเคนเฉือนตั้งฉากจะไมตอเนื่องกันตรงรอยตอแตละช้ันของโครงสรางอันมีสาเหตุจากการที่แตละช้ันมี
คุณสมบัติของวัสดุที่แตกตางกันนั้นเอง    โดยขอดอยนี้มักพบในโครงสรางที่มีอัตราสวนความยาวตอความหนา
นอย     ในสวนของโครงสรางที่มีความซับซอนแรงกระทํา  หรือมีความไมตอเนื่องของรูปรางของโครงสราง 
 
 ทฤษฎีการกระจัดหลายชั้น (LWT) ไมเหมือนกับทฤษฎี  ESLT  คือจะทําการสมมุติสนามการกระจัดใน
ตลอดความหนาของโครงสรางโดยที่สวนใหญแลวมักจะสมมุติสนามการกระจัดตามแตละช้ันของโครงสรางแผน
พ้ืนที่ซอนเปนช้ัน    สงผลใหความเครียดไมจําเปนตองตอเนื่องกันในแตละช้ันอันนําไปสูความเคนที่สามารถมี
ความตอเนื่องได    ทั้งนี้ทฤษฎีการกระจัดนี้อาจมีหลายวิธีในการทําใหการกระจัดที่ถูกสมมติในแตละช้ันนั้นมี
ความตอเนื่องกันไดเชนการใชตัวคูณลากรองจ หรือกําจัดการกระจัดบางตัวที่ขึ้นแกกันออกไประหวางการสราง
เมตริกซสติฟเนสในแตละชิ้นสวน เปนตน 
 

การกระจัดตามทฤษฎี  LWT  สามารถแบงได 2 ประเภท (64, 65) คือ  ทฤษฎีการกระจัดหลายชั้นบางสวน 
(Partial Layerwise Theories, PLWT )  และทฤษฎีการกระจัดหลายชั้นครบสวน (Full Layerwise Theories,  
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FLWT )    โดยที่ในแตละการกระจัดในทฤษฎี  LWT  ทั้งสองแบบนั้นอาจเปนการสมมุติการกระจัดที่รอยตอของ
แตละช้ัน หรือการสมมุติการกระจัดภายในแตละช้ันก็ได    ความแตกตางของทฤษฎีการกระจัดแบบ  LWT ทั้ง
สองสามารถสรุปไดดังนี้ 
 

• การกระจัดตามทฤษฎี  PLWT  คือทฤษฎีการกระจัดที่สมมุติใหการกระจัดในแนวระนาบ ( vu , ) เพียง
เทานั้นที่มีความตอเนื่องตลอดความหนาของโครงสราง 

 
• การกระจัดตามทฤษฎี  FLWT  คือทฤษฎีการกระจัดที่สมมุติใหทั้งการกระจัดในแนวระนาบ ( vu , ) 

และ การกระจัดในแนวตั้งฉาก (w )  มีความตอเนื่องตลอดความหนาของโครงสราง 
 

ตัวอยางการกระจัดตามทฤษฎี  PLWT  อยางงายที่สปลเกอร (30) ไดเสนอใชในการวิเคราะหแผนพื้นตาง
วัสดุที่ซอนเปนช้ันแสดงในรูปที่  2.3.2-1  ตามสมการที่  2.3.2-1 และ  2.3.2-2    ซึ่งไดสมมุติการกระจัดในแนว
ระนาบ  ( vu , )  กระจายตลอดความหนาในแตละช้ันของแผนพื้นตางวัสดุ    โดยที่จากรูปที่  2.3.2-2  จะไดวา
สมการที่  2.3.2-1  คือสมการการกระจัดที่ขั้วที่  j   ของชิ้นสวนช้ันที่  I    เมื่อ  ζ   คือพิกัดธรรมชาติในแนวตั้ง
ฉากซึ่งมีคาต้ังแต –1  ถึง  +1  ในแตละช้ันของแผนพื้น      สวนสมการที่  2.3.2-2  ไดนําการกระจัดจากทุกขั้วตาม
สมการที่  2.3.2-1  มาเขียนเปนการกระจัดของชิ้นสวนช้ันที่  I    โดยใชหลักการไอโซพาราเมตริกซเมื่อ  

),( ηξjN   คือฟงกชันสัณฐานที่เขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติในแนวระนาบเมื่อ  ξ   และ  η   มีคาต้ังแต –1  
ถึง  +1  ในแตละช้ินสวน  และ  ND   คือจํานวนขั้วของชิ้นสวนในแนวระนาบ 
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รูปที่  2.3.2-1  การกระจัดตามทฤษฎี  PLWT โครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ัน 
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รูปที่  2.3.2-2  การกระจัดที่ขั้ว  j   ตามทฤษฎี  PLWT ของแผนพื้นช้ันที่  I  
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จากสมการที่  2.3.2-1  และ  2.3.2-2  อาจสามารถใชเปนตนแบบในการเขียนสนามการกระจัดตาม

ทฤษฎี  FLWT       โดยจะสมมุติการกระจัดในแนวตั้งฉาก  I
jw   ในแตละขั้ว  j   ของแตละช้ัน  I   เพิ่มทําให

การกระจัดในแนวระนาบ ( v,u ) ของชั้นที่  I   สามารถเขียนไดดังสองสมการแรกในสมการที่  2.3.2-1  และ  
2.3.2-2  สวนการกระจัดในแนวตั้งฉาก (w ) ของชิ้นสวนที่ขั้ว j    และของชั้นที่  I   จะเขียนใหมตามลําดับได
ดังนี้ 
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นอกจากนี้การสมมุติการกระจัดภายในแตละช้ันตามทฤษฎี  FLWT  ไดแสดงในรูปที่  2.3.2-3  และ

สามารถเขียนไดดังสมการที่ 2.3.2-4     โดยจะเหมือนกับการใชการกระจัดตามทฤษฎี  ESLT สมมุติการกระจัด
ในแตละช้ันของโครงสรางคือ  การกระจัดที่ขั้วในที่นี้จะเปนฟงกชันของพิกัดฉากในแนวระนาบของแตละช้ัน 
( II yx , )    โดยที่   III wvu ,,   คือการกระจัดของแผนพื้นช้ันที่  I   ในแนวพิกัดฉาก  III zyx ,,   

(2.3.2-3)
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ซึ่งเปนพิกัดฉากของชั้นที่  I   ซึ่งจะขนานกับพิกัดฉากของระบบ   โดยที่โครงสรางจะมีระนาบ  II yx   วางตัว
อยูตรงกลางของความหนาชั้นที่  I     ดังนั้นจึงมีความจําเปนที่ตองใชตัวคูณลากรองจ (66, 67) เพื่อทําใหการกระจัด
ที่สมมุติมีความตอเนื่องระหวางชั้นซึ่งจะคอนขางยุงยาก และมีจํานวนระดับขั้นความเสรีที่มากเพราะจะเปนการ
เพิ่มตัวแปรเขามาในการสรางเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน 
 

Layer-midplane

II wZ ,

II vY ,

II uX ,
Ih layer  I

 
 

รูปที่  2.3.2-3  ช้ันที่  I    ของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันที่สมมุติการกระจัดภายในแตละช้ัน 
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เมื่อเปรียบเทียบกับทฤษฎีการกระจัดแบบ  ESLT  แลวพบวาทฤษฎีการกระจัดแบบ  PLWT  นั้นจะ
สามารถอธิบายการผิดรูปของโครงสรางตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันไดดีกวา    สวนทฤษฎีการกระจัดแบบ  FLWT  จะ
มีสวนเพิ่มจากทฤษฎีการกระจัดแบบ  PLWT  คือสามารถแสดงความเคนต้ังฉาก Zσ  ที่ไมตอเนื่องกันในแตละ
ช้ันซึ่งเปนผลจากการสมมุติการกระจัดในแนวตั้งฉากในแตละชั้นเพิ่มเขามานั้นเอง 
 

ถึงแมวาการใชทฤษฎีการกระจัดแบบ  PLWT  ซึ่งไดละความเครียดตั้งฉากทิ้งไปจะประสบความสําเร็จ
ในการวิเคราะหปญหาสวนใหญ    แตรอบบินสและเรดดี (Robbins and Reddy) (64) พบวาทฤษฎีการกระจัด
แบบ  PLWT  ของชิ้นสวนการกระจัดจะไมสามารถใหคาความเคนเฉือนตั้งฉากที่แมนยําในบริเวณที่มีความไมตอ
เนื่อง เชน  ที่ขอบอิสระ   ที่รูเจาะ  และ ณ บริเวณที่เริ่มเกิดการหลุดรอนเปนแผนของโครงสรางได     ทั้งนี้ในการ
วิเคราะหในบริเวณดังกลาวมีความจําเปนตองคิดรวมผลจากความเครียดตั้งฉากดวยเหตุสองประการดังนี้ 

 
ประการแรกคือ  ความเคนต้ังฉากมีสวนสําคัญในการเกิดการหลุดรอนเปนแผนของโครงสราง  อีก

ประการหน่ึงคือ  รอบบินสและเรดดี พบวาการไมคิดผลของความเครียดต้ังฉากจะไมสามารถทําใหความเคน
เฉือนตั้งฉากที่ขอบอิสระเขากันไดกับสภาวะที่ขอบอิสระได     ดังนั้นรอบบินสและเรดดีจึงไดเสนอใชทฤษฎีการ
กระจัดแบบ  FLWT  เปนอีกทางเลือกหนึ่งแทนที่จะใชช้ินสวนสามมิติ (three dimensional element)  โดย
ทฤษฎีการกระจัดนี้เรียกวา  ทฤษฎีการกระจัดหลายช้ันสามัญ (Generalized Layerwise Theory, GLWT) ซึ่งคิด
ผลของความเคนทั้งหกสวนคือ }{ XZYZZXYYX ττσσσσσ =  
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การกระจัดตามทฤษฎี  GLWT  สามารถเขียนดังสมการที่  2.3.2-5    ทฤษฎีนี้จะคลายกับสมการที่  

2.3.2-3  คือจะเปนการใชฟงกชันสัณฐานแบบสองมิติในแนวระนาบรวมกับฟงกชันสัณฐานแบบหนึ่งมิติในแนว
ต้ังฉาก ( )(zIΦ ) ซึ่งฟงกชัน )(zIΦ   จะๆไมเปนศูนยเฉพาะที่ขั้ว หรือระนาบที่แบงนั้นทําใหสามารถใช
ฟงกชันการประมาณแบบลากรองจ (Lagrangian interpolation function) ที่ เปนฟงกชันของ  Z       โดยจะ
กําหนดให  n   คือจํานวนขั้ว หรือระนาบที่แบงตลอดความหนาของโครงสราง             โดย  Iu   Iv   และ  

Iw   เปนตัวแปรของการกระจัดบนระนาบที่  I       ทั้งนี้การเพิ่มระดับของการกระจายของการกระจัดตามความ
หนาของโครงสรางสามารทําไดงายๆโดยอาจใชฟงกชัน  )(zIΦ   ที่มีกําลังสูงขึ้น หรือการเพิ่มจํานวนระนาบ  
n   ตลอดความหนา     ในการวิเคราะหสวนใหญมักจะกําหนดใหจํานวนระนาบที่จะแบงตลอดความหนาของ
โครงสรางนั้นมีจํานวนมากกวา หรือเทากันกับจํานวนชั้นของแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันของปญหาที่จะวิคราะหนั่น
เอง 
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แมวาช้ินสวนที่ใชทฤษฎี  GLWT  จะคลายกับช้ินสวนสามมิติในแงของการใชฟงกชันการประมาณ

กระจายการกระจัดตลอดความหนาของโครงสราง  และขนาดของปญหาหรือจํานวนระดับขั้นความเสรี   แต
ทฤษฎี  GLWT  นั้นจะยังคงมีลักษณะของโครงสรางเปนสองมิติเชนเดียวกับการกระจัดตามทฤษฎี ESLT คือ 
สามารถอินทิเกรตแยกสวนไดเชนเดียวกับการกระจัดตามทฤษฎี ESLT   และการแบงขนาดชิ้นสวนในแนว
ระนาบที่เปนสองมิติกับการแบงขนาดชิ้นสวนในแนวตั้งฉากที่เปนหนึ่งมิตินั้นสามารถทําไดอยางมีอิสระแกกัน
ซึ่งทําใหมีขอดีกวาช้ินสวนสามมิติ 
 
2.3.3  ทฤษฎีการกระจัดแบบรวม (MDT) 
 

รอบบินส และเรดดี (65) พบวาแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎี  ESLT,  PLWT  และ  FLWT  นั้นมีจุด
เดนและจุดดอยแตกตางกันในแตละทฤษฎีทั้งในดานความแมนยําของผลลัพธ,  ความงายในการสรางชิ้นสวน 
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และความแมนยําของผลลัพธที่ไดเทียบกับประสิทธิภาพทางการคํานวณ     โดยการที่จะใชแบบจําลองการกระจัด
ตามทฤษฎีใดทฤษฎีหนึ่งเพียงทฤษฎีเดียวอาจไมใชวีธีที่เหมาะสมที่สุดในการวิเคราะหโครงสรางตางวัสดุที่ซอน
เปนช้ันทั่วๆไป     ดังนั้นการใชแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎีตางๆรวมกัน และหรือการใชระดับการแบง
ขนาดของชิ้นสวนที่ตางกันในการวิเคราะหในแตละสวนของโครงสรางตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันตามความแมนยํา
ของผลลัพธที่ตองการซึ่งเรียกวา วิธีวิเคราะหโดยแบบจําลองการกระจัดแบบรวม (Multiple model analysis) จึง
นาจะเปนอีกทางเลือกหนึ่งที่เหมาะสมที่จะสามารถใหทั้งความแมนยาํและความประหยัดในการคํานวณ  

 
ทั้งนี้ความยุงยากของวิธีวิเคราะหโดยแบบจําลองการกระจัดแบบรวมซึ่งใชแบบจําลองการกระจัดตาม

ทฤษฎีตางๆรวมกันนั้นจะอยูที่การทําใหการกระจัดมีความตอเนื่อง  และแรงกระทํามีสมดุลที่ขอบของแตละสวน
ของโครงสรางที่เราใชแบบจําลองการกระจัดที่แตกตางกันนั้นเอง     จึงจําเปนท่ีตองใชตัวคูณลากรองจ  หรือใช
ช้ินสวนปรับเปลี่ยนแบบพิเศษ (special transition elements) เพื่อบังคับความตอเนื่องระหวางสวนของโครง
สรางที่ใชแบบจําลองการกระจัดตางกัน   แตทั้งนี้ทั้งการใชช้ินสวนปรับเปลี่ยนแบบพิเศษ และตัวคูณลากรองจนั้น
มีความยุงยาก 
 

การใชตัวคูณลากรองจจะไปเพิ่มจํานวนตัวแปรในสมการพลังงาน หรือ หลักการแปรผันที่ใชสราง
เมตริกซสติฟเนสจะเปนการเพิ่มงานที่ตองทําในการสรางเมตริกซสติฟเนส คือตองกําจัดตัวแปรดังกลาวใน
ระหวางสรางเมตริกซสติฟเนสของแตละช้ินสวน        ขณะที่การใชช้ินสวนปรับเปลี่ยนแบบพิเศษ จะตองใชชนิด
ของชิ้นสวนตามชนิดของชิ้นสวนที่ตองการใหมาเชื่อมตอกัน  อีกทั้งหากวาสวนของโครงสรางที่ตองเชื่อมตอกัน
มีลักษณะเปนมุมก็จะทําใหตองการชนิดของชิ้นสวนปรับเปลี่ยนแบบพิเศษเพิ่มในการเชื่อมตอช้ินสวนที่มุมนี้ดวย 
 

เพื่อหลีกเลี่ยงความยุงยากดังกลาวทําใหรอบบินสและเรดดี (65) ไดเสนอแบบจําลองการกระจัดแบบรวม 
(Multiple displacement model) ที่เกิดจากการนําแบบจําลองการกระจัดสองแบบตามทฤษฎีการกระจัด  FSDT  
และ  FLWT  มาใชรวมกันซึ่งสามารถทําใหการกระจัดมีความตอเนื่องในแตละสวนของปญหาในการวิเคราะห    
โดยสามารถเขียนอยูในรูปดังนี้ 
 

),,(),,(),,( zyxuzyxuzyxu LWTESL +=  
),,(),,(),,( zyxvzyxvzyxv LWTESL +=  (2.3.3-1) 

),,(),,(),,( zyxwzyxwzyxw LWTESL +=  
 

โดยที่  ESLu  และ LWTu  คือการกระจัดของแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎี FSDT และ  FLWT  ตามลําดับ    
คือแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎี  FSDT  จะเหมือนกับสมการที่  2.3.1-3    เชนเดียวกันแบบจําลองการ
กระจัดตามทฤษฎี  FLWT  จะเหมือนกับในสมการที่  2.3.2-4     โดยที่สนามการกระจัดตามทฤษฎี  FLWT  นั้น
จะเปนการกระจัดสวนเพิ่มเติมที่จะทําใหการกระจัดตามทฤษฎี FSDT สามารถที่จะแสดงการผิดรูปไดครบถวน
เมื่อใชวิเคราะหสวนของโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันตามความแมนยําที่ตองการ  ทั้งนี้จะใชการ
กระจัดตามทฤษฎี  FLWT  เพิ่มเขาไปในการวิเคราะหสวนของโครงสรางที่ตองการความแมนยําเปนพิเศษนั่นเอง      
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ทั้งนี้ความตอเนื่องของการกระจัดระหวางชิ้นสวนตางชนิดกันทําไดโดยบังคับการกระจัดที่ขอบตามทฤษฎี FLWT 
ที่เพิ่มใหหายไปเหลือเพียงการกระจัดตามทฤษฎี FSDT ซึ่งจะเปนการกระจัดที่ใชเช่ือมตอกัน      และดังที่กลาวมา
ทําใหความจําเปนที่ตองใชตัวคูณลากรองจ, ช้ินสวนปรับเปลี่ยนแบบพิเศษ หรือวิธีการฟงกชันถวงน้ําหนัก  ใน
การบังคับการกระจัดใหตอเนื่องจึงหมดไป 
 

translation

rotation

05 =ju

01 =ju

3
ju

4
ju

A

B

z 2
ju

 
 

03 =ju

02 =ju

1
ju

5
ju

translation
rotation

4
ju

A

B

z

 
 

รูปที่  2.3.3-1   การผิดรูปที่ขั้ว  j  (เสนตรง AB) ตามแบบจําลองการกระจัดแบบรวม (65) 

 
ทั้งนี้ประเดนสําคัญตองไมลืมวาการกระจัดตามทฤษฎี  FLWT  นั้นสามารถจําลองการผิดรูปของโครง

สรางที่การกระจัดตามทฤษฎี  FSDT  จําลองไดดวย    ดังนั้นช้ินสวนที่ใชการกระจัดตามทฤษฎีทั้งสองรวมกันจึงมี
ตัวแปรการกระจัด  5  ตัวแปรที่ตองกําหนดคาใหเปนศูนยหรือละทิ้งเพื่อใหไดผลเฉลยที่เปนไดอยางเดียว 
(unique solution)    และจากการที่การกระจัดตามทฤษฎี  FSDT  นั้นจําเปนตองใชในการเชื่อมตอของช้ินสวนที่
ตางชนิดกันจึงทําใหการกระจัดตามทฤษฎี  FLWT  ถูกกําหนดคาใหเทากับศูนยดังแสดงในรูปที่  2.3.3-1   

 
051 == jj uu ,  051 == jj vv ,  01 =jw  (2.3.3-2) 

 
รูปที่  2.3.3-1  แสดงการผิดรูปที่เปนไปไดของการกระจัดในแนวระนาบ  (u )  ที่ขั้ว  j   ของชิ้นสวนบนเสน
ตรงในแนวตั้งฉากเสนหนึ่งซึ่งเปนความหนาของโครงสรางที่ไดใชสนามการกระจัดตามทฤษฎี  FLWT  รวมกับ

ก.  คา 051 == jj uu  

ข. คา  032 == jj uu  
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ทฤษฎี  FSDT    โดยที่เสนตรงนี้ถูกแบงออกเปน  5  ช้ันตลอดความหนาของโครงสรางและเลือกใชระนาบอางอิง
อยูที่ขอบลางของโครงสราง    จากรูปที่  2.3.3-1ก  จะไดวาการเลือกระนาบอางอิงอยูที่ขอบลางของโครงสรางจะ
ทําใหเลือกกําหนดให  01 =jw      นอกจากนี้พบวาของการกระจัด  I

ju   ที่ตองกําหนดคาใหเปนศูนยจะ
เปนตัวใดก็ได   อีกทั้งตําแหนงของระนาบอางอิงนั้นก็ไมจําเปนตองอยูที่ขอบลางของโครงสรางเชนเดียวกัน  
เพราะถึงแมวาการกระจัด  I

ju   ที่กําหนดคาใหเปนศูนยจะตางกัน หรือระนาบอางอิงไมไดอยูที่ขอบลางของ
โครงสรางอันจะทําใหไดการกระจัดที่ไมเปนศูนยที่เหลือมีคาตางกัน  แตอยางไรก็ตามในทายที่สุดแลวก็จะใหการ
ผิดรูปสุดทายที่เหมือนกันดังแสดงในรูปที่  2.3.3-1ข        โดยที่การเลือกกําหนดคาการกระจัด  I

jv   ใหเทากับ
ศูนยนั้นจะทําในทํานองเดียวกันกับการเลือกกําหนดคาของ  I

ju   ที่ไดกลาวไปแลวขางตน 
 
2.4  สนามความเคน (Stress Fields) 
 
 ในการสรางชิ้นสวนพันทาง และชิ้นสวนผสมซึ่งตองมีการสมมติความเคนนั้นเมตริกซการประมาณของ
การกระจัด  u   และ  u~   นั้นจะสามารถเขียนไดโดยงายหากเปนการประมาณการกระจัดที่ขั้ว  q       แตในสวน
ของความเคนนั้นถาจํานวนของพารามิเตอรความเคนมีมากจะสงผลใหช้ินสวนที่ไดแข็งเกินไป  คือจํานวนของ
พารามิเตอรความเคนจําเปนตองสมดุลกับจํานวนของการกระจัดที่สมมติดวย (18) ดังที่ไดกลาวในหัวขอ  2.2.5  
แตอยางไรก็ตามยังไมมีกฏเกณฑที่แนนอนในการเลือกความเคนซึ่งสิ่งนี้เปนจุดดอยที่สําคัญของชิ้นสวนพันทาง 
และชิ้นสวนผสมที่ตองสมมุติสนามความเคน 
 
 สนามความเคนจะตางกันออกไปเนื่องจากหลักการแปรผันที่ใชในการสรางช้ินสวนในแตละระเบียบวิธี
นั้นเอง  ทั้งนี้อาจะแบงการสมมุติความเคนได  2  ประเภทคือ  สนามความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดฉาก  และ
สนามความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติ  ดังนี้ 
 
2.4.1  การสมมุติความเคนโดยเขียนอยูในรูปของพิกัดฉาก (x, y, z) 
 
 การสมมุติสนามความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดฉากนั้นเกิดจากการใชหลักการแปรผันที่กําหนดให
ความเคนที่ใชในการสรางชิ้นสวนนั้นตองเขากันไดกับสมการสมดุล  เชน  หลักการพลังงานสวนเติมเต็มต่ําสุดใน
ระเบียบวิธีแรง  และหลักการพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลวในระเบียบวิธีพันทาง  หรืออาจใชรวมกับหลัก
การเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรในบางครั้งทั้งที่ตามทฤษฎีแลวหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรไมจําเปนตองสมมุติความ
เคนใหเขากันไดกับสมการสมดุลแตอยางใด 
 
 การสมมุติสนามความเคนใหเขากันไดกับสมการสมดุลนั้นมักจะเริ่มดวยการสมมุติความเคนในระนาบ
ของแผนพื้นช้ันที่  I  ( I

XY
I

Y
I
X σσσ ,, ) ใหมีพจนครบถวนที่ระดับหนึ่ง และมีจํานวนพารามิเตอรความเคน  

σn   เขากันไดกับหลักเกณฑในหัวขอที่  2.2.5    โดยอาศัยสมการสมดุลที่ละพจนของแรงตัวจะไดวาความเคน
เฉือนต้ังฉาก ( I

YZ
I
XZ σσ , ) และความเคนต้ังฉาก ( I

Zσ ) ของแผนพื้นช้ันที่  I จะหาไดจากสมการที่  2.4.1-1   
ทั้งนี้คาคงที่ของการอินทิเกรตจะตองเขากันไดกับเงื่อนไขของแรงที่ขอบของโครงสราง 
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σ  

 
 ตัวอยางการใชความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดฉากคือ สปลเกอร (23) ซึ่งสรางช้ินสวนพันทาง 8 ขั้ว
จากหลักการพลังงานสวนเติมเต็มที่ดัดแปรแลว   โดยจากความเคนที่ใชตองเขากันไดกับสมการสมดุล และเงื่อน
ไขของแรงที่ขอบทําใหมีความยุงยากในการสมมุ ติ  และจํานวนพารามิ เตอรความเคน   σn   ที่ ใชมีถึง  
( 1252 −NL )  พารามิเตอรเมื่อ  NL   คือจํานวนชั้นทั้งหมดของโครงสรางแผนที่ซอนเปนช้ัน      ทั้งนี้ขั้นตอน
ในการสรางช้ินสวนตามระเบียบวิธีพันทางนั้นจําเปนตองหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   ซึ่งมีขนาด  
( σn x σn )  ดังไดกลาวไปแลวทําใหหากใชจํานวนพารามิเตอรความเคน  σn   ที่มากแลวจะสงผลใหใชเวลาใน
การสรางเมตริกซสติฟเนสมากตามไปดวยเชนกัน 
 
 นอกจากการใชความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดฉากจะสิ้นเปลืองเวลาในการสรางชิ้นสวนแลวยังยาก
ที่จะสมมุติความเคนที่มีพจนครบสมบูรณเพื่อใหช้ินสวนมีคุณสมบัติยืนยงพรอมๆกับยังเขากันไดกับสมการสม
ดุลดวย      อีกทั้งการใชความเคนที่มีพจนครบสมบูรณนั้นมักจะทําใหช้ินสวนมีความแข็งเกินไป  ดังนั้นจึงมีผู
เสนอใหใชความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติซึ่งเปนผลใหช้ินสวนมีความยืนยง  และสามารถใหผล
ลัพธที่ดีในชิ้นสวนที่มีการบิดเบี้ยว (distortion)       จากที่กลาวขางตนเปนสาเหตุใหมีการพัฒนาชิ้นสวนที่ไมจํา
เปนตองสมมุติความเคนที่เขากันไดกับสมการสมดุลดังแสดงในหัวขอถัดไป 
 
2.4.2  การสมมุติความเคนโดยเขียนอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติ ( ζηξ ,, )   
 
 ความเคนที่เขียนอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติจะเกิดจากการที่สนามความเคนที่ใชไมจําเปนตองเขากันได
กับสมการสมดุลดังในหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ใชขอจํากัดของพลังงานในระเบียบวิธีพันทาง  และใน
ระเบียบวิธีผสม    หรือหลักการฮู-วาชิซูในระเบียบวิธีผสม  เปนตน   ทั้งนี้ เพียน (59) ไดเสนอการสรางชิ้นสวนโดย
จะเลือกความเคนใหเขากันไดกับการกระจัดที่สมมติ     ตัวอยางเชน  กระบวนการสรางช้ินสวนที่ใชการกระจัด
สวนเพิ่ม  λu     เริ่มจากการที่โดยทั่วไปแลวการกระจัดที่เขากันได  qu   ซึ่งจะมีพจนไมครบสมบูรณ ดังนั้นการ
กระจัด  λu   จึงถูกเลือกให  λuuu q +=   มีพจนครบถวนถึงระดับหนึ่ง     สวนการสมมุติความเคนนั้นจะ
เลือกความเคนใหมีพจนครบถวนที่ระดับเดียวกับความเครียดที่คํานวณจากการกระจัด  )(uD   และมีจํานวน
พารามิเตอรความเคน  σn   ดังที่ไดกลาวในหัวขอ  2.2.5   
 

ในหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรสนามความเคนที่เลือกใหเขากันไดกับสนามการกระจัดนั้นอาจเพิ่มขอ
จํากัดของพลังงานดังในการศึกษาของเพียนและวู (13)    โดยเปนทางเลือกหนึ่งในการเลือกสนามความเคนดังนี้ 
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หากพิจารณาชิ้นสวนพันทางที่ใชหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวในสมการที่  2.1.2.2-1  

โดยละสวนของแรงกระทํา  ซึ่งสนามการกระจัดที่สมมุติเขียนไดเปน  λuuu q +=   จะเขียนไดดังนี้ 
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โดยที่เพียนและวู (13)  ไดเสนอเงื่อนไขบังคับของสนามความเคนที่สมมุติคือ 
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หมายความวาตองไมเกิดงานจากแรงกระทําที่ขอบ  σnT =   กับการกระจัดสวนเพิ่ม  λu   ตามขอบของชิ้น
สวน   eV∂     โดยหากทําการแบงสนามความเคนออกเปนสวนคงที่  cσ  และสวนอันดับสูง hσ   คือ  

hc σσσ +=   จึงทําใหสามารถเขียนเงื่อนไขของพลังงานในสมการที่  2.4.2-2  ไดเปนสองเงื่อนไขคือ 
 

0)( =∫
∂ eV

T
c dSun λσ  หรือ 0=∫

∂ eV

dVuD λ  (2.4.2-3) 

 
และ                                                                       0)( =∫

∂ eV

T
h dSun λσ  (2.4.2-4) 

 
ทั้งนี้สมการที่  2.4.2-3  นั้นเปนเงื่อนไขของการลูเขาของผลเฉลยสําหรับช้ินสวนที่มีการสมมุติการกระจัดสวน
เพิ่มซึ่งสามารถใชในการเลือกการกระจัด  λu   ที่เหมาะสมไดตามการศึกษาของวูและคณะ (68)   สวนสมการที่  
2.4.2-4  จะเปนเงื่อนไขพลังงานที่ใชปรับปรุงสนามความเคนของชิ้นสวนพันทางนั้นเอง 
 
 หากตองการปรับปรุงสนามความเคนดวยสมการที่  2.4.2-4  โดยกําหนดใหการกระจัดสวนเพิ่ม  

λλλ Nu =   และความเคนที่สมมุติคือ  βσ P=    ทั้งนี้สามารถเขียนสนามความเคนใหมเปน 
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ทั้งนี้จํานวนของพารามิเตอรความเคน  

2
β   ตองเทากับจํานวนพารามิเตอรการกระจัด  λ     จึงสามารถเขียนสม

การที่  2.4.2-4  ใหมไดวา 
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และจากสมการที่  2.4.2-6  ทําใหสามารถเขียนพารามิเตอรความเคน  

2
β   อยูในรูปของพารามิเตอรความเคน  

1β  ได    ทั้งนี้เมตริกซ  2M   จะตองสามารถหาเมตริกซผกผันได    จากที่ไดกลาวขางตนจึงไดสนามความเคน
สุดทาย  σ)  คือ 
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 โดยเมื่อความเคนที่สมมุติเขากันไดกับสมการที่  2.4.2-4  คือ  hc σσσ )) +=   แทนลงไปในสมการที่  
2.4.2-1   และจากการที่พจนของพลังงานที่เกิดจากความเคนสวนอันดับสูง  hσ  กับความเครียดที่จากการกระจัด
สวนเพิ่ม   λuD   นั้นเปนพลังงานที่เกิดจากพจนที่มีอันดับสูงซึ่งมีคานอยจึงสามารถละทิ้งได    ทําใหไดหลักการ
เฮลลิงเกอรอยางงายซี่งไมมีการกระจัดสวนเพิ่ม  λu  ปรากฏอยูในสมการ (13, 24)  คือ 
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ซึ่งจะไดวาขั้นตอนการสรางเมตริกซสติฟเนสจะเหมือนกับในหัวขอ  2.2.3.1  เมื่อการกระจัดที่ใชเปนการกระจัด
ที่เขากันได  qu   นั้นเอง 
 
2.5  สนามความเครียด (Strain Fields) 
 
 การสมมุติสนามความเครียดนั้นจะพบวามักจะใชแทนการสมมุติความเคนรวมกับหลักการเฮลลิงเกอร-
ไรสเนอรหรือหรือหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว    และพบในชิ้นสวนที่มีการสมมุติสามสนามตัว
แปรคือทั้งสนามการกระจัด  ความเคน  และความเครยีดในหลักการฮู-วาชิซู  หรือหลักการหลักการฮู-วาชิซูที่ดัด
แปรแลว   โดยจากที่หลักการที่ดังกลาวนี้ไมไดบังคับวาความเคนที่ไดจากการสมมุติความเครียดขึ้นมานี้ตองเขา
กันไดกับสมการสมดุล     ดังนั้นจึงทําใหสนามความเครียดที่สมมุตินี้จะสามารถเขียนอยูในรูปของพิกัดธรรมชาติ   
 
 เชนเดียวกับการสมมุติสนามความเคน  คือจํานวนของพารามิเตอรความเครียดจําเปนตองสมดุลกับ
จํานวนของการกระจัดที่สมมติดวย (18) ดังที่ไดกลาวในหัวขอ  2.2.5  แตอยางไรก็ตามยังไมมีกฏเกณฑที่แนนอน
ในการเลือกความเครียด       ตัวอยางเชน กระบวนการสรางชิ้นสวนที่ใชการกระจัดสวนเพิ่ม  λu     เริ่มจากการที่
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โดยทั่ วไปแลวการกระจัด   qu   ซึ่ งจะมีพจน ไมครบสมบูรณ  ดังนั้นการกระจัด   λu   จึงถูก เลือกให  
λuuu q +=   มีพจนครบถวนถึงระดับหนึ่ง     สวนการสมมติความเครียดนั้นจะเลือกความเคนใหมีพจน

ครบถวนที่ระดับเดียวกับความเครียดที่คํานวณจากการกระจัด  )(uD  
 
 ทั้งนี้หลักการสมมุติความเครียดขางตนซึ่งเหมือนกับหลักการสมมุติความเคนจะสอดคลองกับการสราง
ช้ินสวนพันทางจากหลักการ mHWΠ  และชิ้นสวนผสมจากหลักการ HWΠ  ซึ่งมักนิยมใชเมตริกซ  P   ที่ใชใน
การประมาณพารามิเตอรความเคนเปนเมตริกซที่ใชในการประมาณพารามิเตอรความเครียดดวยในขณะเดียวกัน
อันเนื่องมาจากความจําเปนที่ถูกบังคับใหจํานวนพารามิเตอรความเคน σn  เทากับจํานวนพารามิเตอรความเครียด  

εn   ดังแสดงในสมการที่  2.2.4.4-3  และ  2.2.4.4-4   
 
2.6  ความไดเปรียบของชิ้นสวนพันทาง และชิ้นสวนผสม 
 
 จากหัวขอตางๆที่ไดกลาวไปแลวขางตนจะเห็นวามีช้ินสวนแบบตางๆมากมายตามระเบียบวิธีไฟไนตเอ
ลิเมนตที่ตางกัน   ทําใหเกิดขอสงสัยในการเลือกใชช้ินสวนในการวิเคราะห  แตทั้งนี้ช้ินสวนที่ดีนั้นควรจะมีคุณ
สมบัติดังนี้ (44)  
 
• ไมมีรูปแบบปลอมของการกระจัด 
• มีคุณสมบัติยืนยง 
• มีประสิทธิภาพทางการคํานวณ 
• ไมเปนช้ินสวนที่แข็งเกร็งเกินไป (overly rigid) 
• ใหคาความเคนที่แมนยํา 
 
 ช้ินสวนตามระเบียบวิธีการกระจัดนั้นมักจะสามารถมีคุณสมบัติในสามขอแรกขางตน   คือช้ินสวนตาม
ระเบียบวิธีการกระจัดที่ทําการสมมุติการกระจัดเพียงอยางเดียวซึ่งจะใชหลักการพลังงานศักยตํ่าสุดนั้นจะมีการ
สรางชิ้นสวนที่งายโดยเฉพาะในปญหาที่การกระจัดตองการความตอเนื่องอันดับศูนยซึ่งสามารถใชฟงกชัน
สัณฐานอยางงายที่เขียนในรูปพิกัดธรรมชาติ    ทั้งนี้จากการที่เขียนในรูปพิกัดธรรมชาติทําใหช้ินสวนมีความยืน
ยงดวยเชนกัน   แตอยางไรก็ตามชิ้นสวนการกระจัดก็มีขอดอยดังนี้ 
 

ในปญหาที่ตองการความตอเนื่องอันดับหนึ่ง  ตัวอยางเชนในปญหาแผนพื้นแบบบางซึ่งตองอยูภายใต
เงื่อนไขของเคอรเชอฟ (การกระจัดตามทฤษฎี CLT) ซึ่งเปนการยากที่จะสรางฟงกชันสัณฐานที่ยังคงมีความตอ
เนื่องของอนุพันธต้ังฉาก (normal derivatives) ตามขอบเชื่อมตอระหวางชิ้นสวน   ทั้งนี้หากวาไมมีความตอเนื่อง
ระหวางชิ้นสวนแลวจะจําเปนตองมีการทดสอบแบบหยอม (pacth test) เพื่อทดสอบการลูเขาสูคําตอบ    การแก
ปญหาในขอนี้อาจทําไดโดยรวมความเครียดเฉือนตั้งฉาก หรือมุมหมุน  φ   ในการกระจัดตามทฤษฎี FSDT ใน
การสรางชิ้นสวน   แตอยางไรก็ตามปญหาการยึดตัวเนื่องจากแรงเฉือนนั้นก็จะยังมีอยู     นอกจากนี้ขจัดปญหานี้
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อาจทําไดโดยใชการอินทิเกรตแบบลดหรือเลือกในการสรางชิ้นสวน  แตเชนกันการอินทิเกรตแบบลดหรือเลือก
นั้นก็จะมีขอบกพรองคือจะทําใหเกิดรูปแบบปลอมของการกระจัด 
 

ในชิ้นสวนอันดับต่ํา (lower-order element) เชนช้ินสวนแผนพื้น  4  ขั้วซึ่งการกระจัดจะเปนเสนตรง
ตามขอบของชิ้นสวนอันเปนที่มาของการยึดตัวเนื่องจากแรงเฉือนในปญหาการรับแรงดัด  เพราะชิ้นสวนจะไม
สามารถแสดงพฤติกรรมการรับแรงดัดไดดีโดยเฉพาะในแผนพื้นแบบบาง  ซึ่งสงผลใหเกิดความคลาดเคลื่อนของ
ความเคนที่คํานวณไดจากชิ้นสวนการกระจัด   และนอกจากนี้ช้ินสวนการกระจัดยังเปนช้ินสวนที่แข็งเกินไป  
สวนช้ินสวนตามระเบียบวิธีแรงก็จะออนเกินไปจากการศึกษาของเพียนและคณะ (50) 
 

จากที่ช้ินสวนพันทาง และชิ้นสวนผสมสามารถใหคาความเคนที่แมนยําขึ้น  คือ มีการสมมุติสนามความ
เคน และหรือสนามความเครียดรวมกับการกระจัดทําใหความผิดพลาดของแตละสนามตัวแปรเปนอิสระตอกัน    
นอกจากนี้การสมมุติสนามความเคน และหรือความเครียดทําใหสามารถเลือกพจนของสนามตัวแปรที่เขากันได
กับสภาวะเงื่อนไขของความเคนที่ขอบของโครงสรางซึ่งมักมีคาความเคนเฉือนต้ังฉากเปนศูนยในปญหาสวน
ใหญที่พบ     โดยเฉพาะอยางยิ่งในสวนของชิ้นสวนพันทาง และชิ้นสวนผสมที่สามารถเขียนเมตริกซการ
ประมาณของความเคน   หรือความเครียดในรูปของพิกัดธรรมชาติซึ่งสามารถใหช้ินสวนที่มีความยืนยง และผล
ลัพธไมไดรับผลกระทบมากนักเมื่อใชช้ินสวนที่บิดเบี้ยวในการวิเคราะหปญหา (42, 44) 

 



บทท่ี  3 
 

ชิ้นสวนท่ีทําการศึกษา 
 

จากหลักการแปรผัน   ทฤษฎีการกระจัด   ตลอดจนวิธีทัณฑกรรม  และการกําหนดเงื่อนไขของพลังงาน
ที่ไดกลาวในบทที่  2  จะถูกนํามากลาวโดยละเอียดวาในการศึกษานี้ผูวิจัยไดทําการศึกษาชิ้นสวนใด  มีการสมมุติ
สนามความเคน  และหรือสนามความเครียดอยางไรบาง     ทั้งนี้หลักการแปรผันตางๆ   วิธีทัณฑกรรม  และการ
กําหนดเงื่อนไขของพลังงานขางตนนั้นจะกลาวในลักษณะของปญหาทั่วไปในบทที่  2  แตในที่นี้ซึ่งเปนปญหา
ของแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันจึงตองมีการดัดแปรเปลี่ยนแปลงหลักการแปรผันตางๆ   วิธีทัณฑกรรม  และเงื
อนไขของพลังงานที่ไดกลาวไวแลวดังจะกลาวตอไป 
 

ในบทนี้จะแบงออกเปนชิ้นสวนพันทาง  และชิ้นสวนผสมตามหลักการแปรผันที่ใช  โดยที่ในแตละช้ิน
สวนที่แบงขางตนก็อาจแบงยอยลงไปตามสนามการกระจัด   สนามความเคน  และหรือสนามความเครียดที่ใชได
อีก     ช้ินสวนที่ทําการศึกษาสามารถแบงออกไดดังนี้ 
 
ช้ินสวนพันทาง : 

• ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวยการกําหนดเงื่อนไขของพลังงาน 
• ช้ินสวนพันทางแบบบางสวนจากหลักการจิง-เลียว 
• ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวยวิธีทัณฑกรรม 
• ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว 
• ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวรวมกับวิธีทัณฑกรรม  
 

ช้ินสวนผสม : 
• ช้ินสวนผสมจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร(โดยสมมุติการกระจัดสวนเพิ่ม) 

 
3.1  ชิ้นสวนพันทาง 
 
3.1.1  ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวยการกําหนดเงื่อนไขของพลังงาน 
 
 ระเบียบวิธีพันทางนั้นสามารถใชวิเคราะหแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันหนาไดดี  แตในที่นี้จะมีเพียงช้ินสวน
เดียวที่ศึกษาซึ่งชวงและได (24) ไดนําเสนอชิ้นสวนพันทางนี้โดยไมตองใชสนามความเคนที่เขากันไดกับสมการ
สมดุลเอกพันธุจึงเปนการงายที่ในการเลือกสนามความเคน   โดยที่ใชการกําหนดเงื่อนไขของพลังงานซึ่งเสนอ
โดยเพียน และวู (13) ในหัวขอ  2.4.2  ในการสรางเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน   โดยที่ในที่นี้จะกําหนดชื่อช้ิน
สวนนี้วา  4HeHsz   
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3.1.1.1.หลักการแปรผัน 
 
 โดยในหัวขอ  2.4.2  นั้นจะเปนการใชเงื่อนไขของพลังงานบนปริมาตรของแตละช้ินสวน แตในที่นี้จะ
เปนการใชเงื่อนไขของพลังงานบนปริมาตรแผนพื้นแตละช้ันของแตละช้ินสวนแทนซึ่งทําใหสามารถเขียนหลัก
การไดใหม     จากการสมมุติสนามการกระจัดของชิ้นที่ I   คือ  II

q
I uuu λ+=   และความเคนของชิ้นที่  I   

คือ  I
h

I
c

I σσσ +=   สามารถเขียนหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ถูกดัดแปรแลวสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e   
ของโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันที่มีทั้งหมด  NL   ช้ันไดวา 
 

∫

∫∑ ∫

−

−+−=Π
∂
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IeIe
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q
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ITTIITIITI
NL

I
V

e
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dSuT

dSundVuDS

σ

λσσσσ )](
2
1[

1  (3.1.1.1-1) 

 
เมื่อ  eIV   และ eIS σ   คือปริมาตร และพื้นที่ผิวที่แรงภายนอกกระทําของชิ้นสวนช้ินที่  e   ช้ันที่  I   ทั้งนี้ถา
หากความเคนสวนอันดับสูงที่สมมุติตอนแรก  I

hσ   สามารถเปนไปตามเงื่อนไขบังคับของพลังงานคือ 
 

0=∫∂ eIV

ITTI
h dSun λσ   หรือ   0=∫∂ eIV

I
h

TI dSnu σλ  (3.1.1.1-2) 
 
แลวจะเขียนใหมวา  I

hσ)   ดังนั้นความเคนรวมของแผนพื้นช้ันที่  I  จะเขียนใหมไดวา 
 

I
h

I
c

I σσσ )) +=  (3.1.1.1-3) 
 
 หากพิจารณาตามขอกําหนดในสมการที่  3.1.1.1-2   และความเคนในสมการที่  3.1.1.1-3  ทําใหสม
การที่  3.1.1.1-1  สามารถเขียนไดดังนี้ 
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Ie

eI
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 (3.1.1.1-4) 

 
และจากการที่  I

hσ)   เปนความเคนสวนอันดับสูงของความเคนรวมที่สมมติซึ่งทําใหงานเสมือนระหวาง  I
hσ)   

และ  Iu λ   ก็จะเปนพลังงานสวนอันดับสูงของสมการพลังงานซึ่งสามารถที่ละทิ้งได  ดังนั้นสมการพลังงานใน
สมการที่  3.1.1.1-4  จะเขียนใหมไดวา 
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∫∑ ∫ −+−=Π
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IeeI S
q

ITI
q

ITIIITI
NL

I
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e
HRs dSuTdVuDS

σ
σσσ ])(

2
1[

1

)))  (3.1.1.1-5) 

 
 จากสมการพลังงานขางตนจะเห็นวาจะไมมีการกระจัดสวนเพิ่มปรากฏอยูเลยทําใหช้ินสวนที่ไดจากสม
การน้ียังคงเปนไปตามแบบจําลองที่เขากันได (compatible model)  โดยที่ความเคนที่สมมตินั้นตองเขากันไดกับ
สมการที่  3.1.1.1-2   เทานั้น     ในการหาความเคนสวนอันดับสูงซึ่งเขากันไดกับสมการที่  3.1.1.1-2  นั้น  ถา
หากความเคนสวนอันดับสูงที่สมมติเริ่มตนเปน 
 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
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= I

I
III

h PP
2

1
21 ][

β

β
σ  (3.1.1.1-6) 

 
เมื่อ  P  และ  β   คือเมตริกซการประมาณ และพารามิเตอรความเคนตามลําดับ   โดยที่สนามการกระจัดสวน
เพิ่มนั้นจะประมาณพารามิเตอร  λ  ดวยฟงกชันสัณฐาน  λN   คือ 
 

λλλ Nu I =  (3.1.1.1-7) 
 
ทําการแทนสมการที่ 3.1.1.1-6  และ  3.1.1.1-7  ลงในสมการที่  3.1.1.1-2  จะไดวา 
 

0][
2

1
21 =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

I

I
IIT MM

β

β
λ  (3.1.1.1-8) 

เมื่อกําหนดให 
 

∫∂
= eIV

ITI dSnPNM 11 λ    และ  ∫∂
= eIV

ITI dSnPNM 22 λ  (3.1.1.1-8
ก) 

 
 ทําการแปรผันสมการที่  3.1.1.1-8  เทียบกับพารามิเตอร  λ   จะไดวาพารามิเตอรความเคน  I

2
β   

สามารถเขียนอยูในรูปของพารามิเตอรความเคน  I

1
β   ไดดังนี้ 

 
IIII MM
11

1
22

ββ
−

−=  (3.1.1.1-9) 
 
 แทนสมการที่  3.1.1.1-9  ลงในสมการที่  3.1.1.1-6  ทําใหความเคนใหม  Iσ)   สามารถเขียนเปน 
 

IIII
h

I
c

I PPI βββσ
)))) =+=

15  (3.1.1.1-
10) 
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เมื่อกําหนดให 
 
 
 
 

IIIII
h

I
h

I MMPPPPIP 1
1

2215 ,][
−

−==
)))    

5I   คือ  เมตริกซหนึ่งหนวยขนาด 5x5 
T

c
].....[ 521 ββββ =  (3.1.1.1-

11) 
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 จากหลักการขางตนจะเห็นวา  1

2
−IM   นั้นจะตองสามารถหาได  ซึ่งกลาวไดวาจะตองมีการเลือก

ฟงกชันการประมาณ  IP2   ที่เหมาะสมนั้นเอง      สนามการกระจัด  I
qu   จะถูกประมาณจากคาการกระจัดที่ขั้ว  

q   คือ 
 

qNu I
qq

I =  (3.1.1.1-
12) 

 
โดยที่ความเครียดจากการกระจัด  I

qu   สามารถหาไดจากความสัมพันธเชิงเสนระหวางความเครียดและการ
กระจัดคือ 
 

qBqDNuD I
q

I
q

I
q

I ===ε  (3.1.1.1-
13) 

 
เมื่อแทนสมการที่  3.1.1.1-11 – 3.1.1.1-13  ลงในสมการที่  3.1.1.1-5  จะไดวา 
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เมื่อกําหนดให 
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 (3.1.1.1-14ก) 
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 จากสมการที่  3.1.1.1-14  อาศัยหลักการแปรผันเทียบกับ  Iβ   ก็จะไดเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน
ช้ินที่  e   ในโครงสรางที่ซอนเปนช้ันคือ 
 

∑ ∑
= =

−
==

NL

I

NL

I

IITII
HRs

e
HRs GHGkK

1 1

1  (3.1.1.1-

15) 
 
เมื่อทําการรวมเมตริกซสติฟเนส และเมตริกซแรงกระทําที่ขั้วของทั้งระบบเขาดวยกันก็จะไดสมการดังแสดงใน
สมการที่  2.1.1-10  และเมื่อใสสภาวะเงื่อนไขการกระจัดที่ขอบลงในระบบสมการ แลวทําการหาคาการกระจัดที่
ไมทราบคา  q   ซึ่งสามารถนําคาการกระจัดดังกลาวไปคํานวณหาความเครียด  และความเคนไดตอไป 
 
3.1.1.2.การสมมุติสนามตัวแปร 
 
 จากหลักการแปรผันขางตนจะมีการสมมุติสนามการกระจัด รวมกับสนามความเคนโดยหากพิจารณาชิ้น
สวนแผนพื้นแบบชั้นที่ประกอบดวย  NL   ช้ันซึ่งแตละช้ันเชื่อมกันโดยสมบูรณ (perfectly bonded) ดังแสดง
ในรูปที่  3.1.1.1-1   
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รูปที่  3.1.1.1-1  ระบบพิกัดของชิ้นสวนแบบชั้น  (ก) ที่ขั้ว i  ของชิ้นสวนแบบชั้น  (ข) ระบบพิกัดธรรมชาติ 
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 จากการอ าศั ยผล เฉลยช วงยื ดห ยุ น ส ามมิ ติ  (three-dimensional elastic solution) โดย  พ ากา
โน(Pagano) (15, 17)  พบวาการเพิ่มสวนกําลังอันดับสาม และฟงกชันวกเวียนสําหรับการกระจัดในระนาบ  u   
และ  v   นาจะสามารถทําใหมีการกระจายของการกระจัด และความเคนที่ถูกตองแมนยําขึ้น  ทั้งนี้สวนที่เพิ่มเขา
มานี้ก็ยังมีสวนสําคัญในการจําลองพฤติกรรมการบิดงอ (warping) ของแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ัน    จากขาง
ต้ันสามารถเขียนการกระจายของการกระจัดตลอดความหนาของโครางสรางแบบชั้นไดดังนี้ 
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 (3.1.1.1-

16) 
0ww I

q =  
 
เมื่อตัวยก  I   จะหมายถึงช้ันลําดับที่  I  ,  0u ,  0v  และ  0w  การกระจัดที่ระนาบกลาง, xφ  และ  yφ   คือ
มุมหมุนต้ังฉากของระนาบกลางของโครงสรางแบบชั้น,  xω  และ  Yω   คือพารามิเตอรของฟงกชันกําลังสาม  
และ  xϕ   และ  yϕ   คือมุมหมุนตั้งฉากของแตละช้ัน(ฟงกชันวกเวียน)   โดยที่ตัวแปรไมทราบคาตางๆเหลานี้จะ
เปนฟงกชันของพิกัดธรรมชาติ  ξ ,  η   เทานั้นเมื่อใชฟงกชันสัณฐานแบบไอโซพาราเมตริก   โดยที่รูปรางของ
แตละฟงกชันนั้นไดแสดงในรูปที่  3.1.1.1-2  ซึ่งหากใหระนาบกลางของโครงสรางแบบชั้นมีตําแหนงอยูในแผน
พ้ืนช้ันที่  L   จะสามารถเขียน  z)   ไดวา 
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เมื่อกําหนดให 
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รูปที่  3.1.1.1-2  การกระจัดในระนาบของทฤษฎีอันดับสูงที่มีฟงกชันวกเวียน 
 
กําหนดให  oz   คือระยะระหวางระนาบกลางของโครงสรางแบบชั้นกับผิวลางของแผนพื้นช้ันที่  L   ดังแสดง
ในรูปที่  3.1.1.1-2    เมื่อ  ih   คือความหนาของแผนพื้นช้ันที่  i   และ  ζ   คือพิกัดธรรมชาติของแตละช้ันซึ่งมี
คาระหวาง  -1  ถึง  +1  ที่ผิวบน และผิวลางของชั้นนั้นๆตามลําดับ 
 
 โดยทั่วไปแลวการเรียงตัวของแผนพื้นแตละช้ันนั้นจะมีสมมาตรกับระนาบกลางของโครงสรางแบบชั้น  
ทําใหพจนของกําลังสองในสมการที่ 3.1.1.1-16  สําหรับการกระจัดในระนาบนั้นสามารถที่จะละทิ้งไดในกรณี
ดังกลาว   แตอยางไรก็ตามพจนดังกลาวอาจจําเปนตองมีหากตองใชวิเคราะหโครงสรางแบบชั้นที่ไมมีสมมาตร
กับระนาบกลางของโครงสรางแบบชั้น 
 
 เฉพาะในแผนพื้นแบบชั้นเดียวพจนที่สอง และพจนสุดทายจะมีลักษณะการประมาณที่เหมือนกัน  แต
ในแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันนั้นพจนท้ังสองนี้จะใหผลที่แตกตางกันอยางมาก  สวนพจนกําลังสามนั้นสามารถที่จะ
ละทิ้งไดเพื่อลดจํานวนระดับขั้นความเสรี  ทั้งนี้เพราะการกระจายของการกระจัดในระนาบของแผนพื้นแบบชั้น
เดียวจะลักษณะเชิงเสนตามความหนาของแผนพื้น  นอกจากนี้ผลของฟงกชันกําลังสาม และฟงกชันวกเวียน
สามารถละทิ้งไดถาหากวาอัตราสวนความยาวตอความหนาของแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันมีคามากๆ   จากที่ไดกลาว
มาขางตนทําใหเลือกการกระจายของการกระจัดตามสมการที่  3.1.1.1-16  สําหรับการวิเคราะหโดยทั่วๆไป 
 
 สําหรับช้ินสวน  4  ขั้วซึ่งแสดงในรูปที่ 3.1.1.1-1  นั้นอาศัยหลักการไอโซพาราเมตริกที่จะใชฟงกชัน
สัณฐานแบบไอโซพาราเมตริกซึ่งเขียนอยูในพิกัดธรรมชาติ  ξ   และ  η   จะไดวา 
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2 ηξ −+=N  (3.1.1.1-18) 

)1)(1(
4
1

3 ηξ ++=N  )1)(1(
4
1

4 ηξ +−=N        

 
จากสมการที่  3.1.1.1-16  และ  3.1.1.1-18  จะสามารถเขียนความสัมพันธไดวา 
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 (3.1.1.1-

19) 
 
จํานวนการกระจัดที่ขั้วทั้งหมดของชิ้นสวนแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน  1  ช้ินสวนซึ่งประกอบดวยแผนพื้น  NL   ช้ัน
มี  36  คาซึ่งไมขึ้นกับจํานวนชั้นของแผนพื้นเมื่อ  

i
q   คือการกระจัดสามัญที่ขั้ว  j   เขียนไดวา 

 
T

YiXjYjXjYjXjiiii
wvuq ][ 000 ϕϕωωφφ=  (3.1.1.1-

20) 
 
โดยที่เมตริกซ  I

qjN
)

  คือ 
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สามารถเขียนความสัมพันธในกรณีของแผนพื้นซึ่งจะมีพิกัดฉากในแนวตั้งฉาก  Z  อยูในแนวเดียวกับพิกัดธรรม
ชาติในแนวตั้งฉากของแผนพื้นแตละชั้น  ζ    
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เมื่อกําหนดให  ξ,x  แทนการหาอนุพันธของ  x   เทียบกับ  ξ     โดยที่  
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J S   จะไดวา 
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โดยที่   ijJ   คือ แถวที่   i   หลักที่   j   ของเมตริกซจาโคบี    ในขณะที่   J   และ  SJ   คือคาตัวกําหนด 
(determinant)ของเมตริกซ  J   และ  SJ   ตามลําดับ 
 

โดยที่ความสัมพันธระหวางความเครียดและการกระจัดตามทฤษฎี  HSDT  ที่เพิ่มฟงกชันวกเวียน
สําหรับแตละชั้นของแผนพื้นสามารถเขียนไดดังนี้ 
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จากสมการขางตนสามารถเขียนเมตริกซยอย  I

qjB   ไดวา 
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โดยที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานที่ขั้ว  j   เทียบกับพิกัดฉาก  X  และ  Y  สามารถหาไดจากความสัมพันธในสม
การที่  3.1.1.1-23  ตัวอยางเชน  ηξ ,, 1211, jjXj NRNRN +=  และ  ηξ ,, 2221, jjYj NRNRN +=  
เปนตน   โดยที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานเทียบกับพิกัดธรรมชาติในแนวระนาบคือ 
 

)1(
4
1,1 ηξ −−=N   )1(

4
1,1 ξη −−=N  

)1(
4
1,2 ηξ −+=N   )1(

4
1,2 ξη +−=N  

)1(
4
1,3 ηξ ++=N   )1(

4
1,3 ξη ++=N  

)1(
4
1,4 ηξ +−=N   )1(

4
1,4 ξη −+=N  

 
นอกจากนี้ยังกําหนดความสัมพันธระหวางพิกัดฉาก  z   และพิกัดธรรมชาติ  ζ   ของแผนพื้นช้ันที่  I   คือ 
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 (3.1.1.1-

27) 
 
หลักการเลือกการฟงกชันกระจัดสวนเพิ่ม (24) ( Iu λ ) นั้นจะตองเปนอิสระจากฟงกชันการกระจัดที่เขากันได I

qu   
ซึ่งในกรณีนี้ I

qu  จะใชฟงกชันสัณฐานแบบไอโซพาราเมตริกก็จะทําใหการกระจัดสวนเพิ่มนี้จะเปนการกระจัด
สวนอันดับสูงของการกระจัดรวม Iu    การกระจัดสวนเพิ่มนั้นจะถูกสมมติโดย 
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ในขณะที่ความเคนเริ่มแรกที่สมมติขึ้นคือ 
 

(3.1.1.1-26)
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เมื่อกําหนดให 
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หลักการสมมติความเคนเริ่มแรกนั้น   จากที่การกระจัดมีการประมาณคาในชวงแบบเชิงเสน (bilinear 

interpolation) จึงเลือกที่จะใชความเคนมีการกระจายเชิงเสนที่ครบถวนในพิกัดระนาบ  ξ   และ  η      นอกจาก
นี้ความเครียดที่คํานวณจากการกระจัดในสมการที่  3.1.1.1-16  นั้นมีกําลังสองของ  ζ    ดังนั้นจึงเลือกความเคน
ใหมีพจน   2ζ   ในสมการที่  3.1.1.1-29ก      ทั้ งนี้ ตองไมลืมวาเมตริกซ   IP2   นั้นตองทําการเลือกอยาง
ระมัดระวังเพื่อที่เมตริกซ  1

2
−M   สามารถหาคาไดตามสมการที่  3.1.1.1-9   โดยที่จํานวนของพารามิเตอร  λ   

และพารามิเตอรความเคนตองเปนไปตามสมการคือ   )dim()dim(
2

λβ =I   เพื่อที่จะสามารถขจัดพารา
มิเตอร  I

2
β   ไดตามสมการที่  3.1.1.1-2            ดังนั้นความเคนสุดทายที่ไดก็จะประกอบดวยพารามิเตอร  I

c
β   

แ ล ะ   I

1
β   ต าม ที่ เส น อ โ ด ย เพี ย น แ ล ะ วู  (13)   ซึ่ ง จ ะ เป น ไ ป ต าม ที่ เพี ย น แ ล ะ วู ไ ด เส น อ   คื อ   

rq
I

−= )dim()dim( β
)

 30636 =−=  จากสมการที่   3.1.1.1-22 – 3.1.1.1-23  จะสามารถ
เขียนการอินทิเกรตเชิงตัวเลขของสมการที่  3.1.1.1-14ก  ไดวา 
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โดยที่ในพจนของ  TeIF   นั้นในที่นี้แรงกระทําภายนอกที่ทราบคา  T   เปนแรงที่กระทําในแนวตั้งฉากของ
ระนาบของโครงสราง (แรงขนานแกนพิกัด  Z ) จึงทําให  ηξ ddJdS S=  
 
3.1.2  ช้ินสวนพันทางแบบบางสวนจากหลักการจิง-เลียว 
 

ช้ินสวนพันทางสามารถบังคับความตอเนื่องของความเคนใหเขากันไดกับสภาวะที่ขอบของโครงสราง
ไดดวยการสมมติสนามความเคน   แตการสรางชิ้นสวนพันทางนั้นจะใชเวลานานในการหาพารามิเตอรความเคน   
ดังนั้นวิธีพันทางแบบบางสวนจึงเปนอีกทางเลือกหนึ่งที่จะแกไขขอบกพรองขางตนได  โดยที่วิธีนี้จะทําการสมติ
สนามความเคนเฉพาะสวนของหนวยแรงเฉือนต้ังฉากซึ่งจะทําใหพารามิเตอรความเคนมีจํานวนลดลงไปมาก 

 
ในที่นี้ช้ินสวนพันทางแบบบางสวนที่ทําการศึกษาจะมีทั้งหมด  3  ช้ินสวนคือช้ินสวน 8 ขั้วที่เสนอโดย 

ยองและโช (38)  ซึ่งใชสนามการกระจัดตามทฤษฎี  HSDT   จะกําหนดชื่อช้ินสวนนี้วา  8PhHs    สวนอีกสองชิ้น
สวนที่เหลือจะเปนช้ินสวน 8 ขั้ว และชิ้นสวน 4 ขั้วซึ่งใชสนามการกระจัดตามทฤษฎี  HSDT ซึ่งมีฟงกชันวก
เวียนเหมือนกับช้ินสวน  4HeHsz   ในที่นี้จะกําหนดชื่อช้ินสวนพันทางแบบบางสวนทั้งสองชิ้นสวนหลังวา  
8PhHsz, 4PhHsz  ตามลําดับ 
 
3.1.2.1 หลักการแปรผัน 
 
 การที่จะทําการสรางชิ้นสวนนั้นโครงสรางที่ตองการวิเคราะหจะตองถูกแบงออกเปน  NE   ช้ินสวน      
ดังนั้นสามารถเขียนสมการพลังงานตามหลักการจิง-เลียวของชิ้นสวนช้ินที่  e   ซึ่งประกอบดวยแผนพื้นทั้งหมด  
NL   ช้ัน คือ 
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โดยที่สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบที่ดูงายไดดังนี้ 
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เมื่อกําหนดให 

∫= eIV

I
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I
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I
f dVBCBk  
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I
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I
t dVBPG  

(3.1.2.1-3)
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∫= eIV

I
t

I
t

TI
t

I
t dVPSPH  

∫= eIS

I
TITeI dSNTF

σ
 

 
การอินทิเกรตที่แสดงขางตนจะทําในแตละช้ันของชิ้นสวนในโครงสรางเนื่องจากคุณสมบัติของวัสดุจะแตกตาง
กันไปในแตละช้ันนั้นเอง   นอกจากนี้ยังกําหนดความสัมพันธระหวางพิกัดฉาก  z   และพิกัดธรรมชาติ  ζ   ของ
แผนพื้นช้ันที่   I   ดังในสมการที่   3.1.1.1-27   และจากสมการที่   3.1.1.1-22 – 3.1.1.1-23  สามารถเขียน
เมตริกซในสมการที่  3.1.2.1-3  ของชิ้นสวนช้ินที่  e   สําหรับช้ันที่  I   ในรูปของการอินทิเกรตเชิงตัวเลขไดวา 
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 หลังจากไดดําเนินการรวมทุกช้ันในชิ้นสวนหนึ่งๆดังแสดงในสมการที่  3.1.2.1-2   สามารถเขียนใหม
ไดวา 
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โดยที่ 
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 โดยที่ในที่นี้ เมตริกซ  I

tG   และ  I
tH   จะทําการรวมตามพารามิเตอรความเคนเฉือน   I

t
β   เปน

เมตริกซ  tG   และ  tH   ซึ่งมีขนาด  unn ×σ   และ  σσ nn ×   ตามลําดับอันเปนผลจากการสมมุติความ
เคนเฉือนที่ตอเนื่องที่ขอบของแผนพื้นแตละช้ันตลอดความหนาของโครงสรางดังจะกลาวในหัวขอถัดไป  จาก
การทําการแปรผันของสมการที่  3.1.2.1-5 เทียบกับ  

t
β   จะได 

 
0=−

ttt HqG β  (3.1.2.1-7) 

(3.1.2.1-4)

(3.1.2.1-6)
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ซึ่งเขียนใหมไดวา 
qGH ttt

1−=β  (3.1.2.1-8) 
 
 แทนสมการที่  3.1.2.1-8  ลงในสมการที่  3.1.2.1-5  จะได 

qFqkq
Te

JL
Te −=Π

2
1  (3.1.2.1-9) 

โดยที่ 
tfJL kkk +=     (3.1.2.1-9ก) 

           tt
T

tt GHGk 1−=     (3.1.2.1-9ข) 
 
 จากการทําการแปรผันของสมการที่  3.1.2.1-9  เทียบกับ  q   จะได 

e
JL Fqk =      (3.1.2.1-10) 

 
 จากสมการที่  3.1.2.1-6ก  จะเห็นวาสติฟเนสแรงดัดของชิ้นสวน  fk  ที่ไดจะเหมือนกับสติฟเนสแรง
ดัดของชิ้นสวนแบบการกระจัด  ในขณะที่สมการที่  3.1.2.1-9ข  จะแสดงสติฟเนสแรงเฉือนของชิ้นสวน  tk   
ซึ่งก็จะเหมือนกับของชิ้นสวนพันทาง   ทั้งนี้ในการคํานวณหาความเคนนั้นจะแบงออกเปนสองแบบคือ  ความเคน
ในสวนของแรงดัดจะหาจากความเครียดซึ่งคํานวณจากการกระจัดคือ  )( II

f
I

f
I

f qBC=σ     สวนความเคน
ในสวนของแรงเฉือนสามารถคํานวณจากพารามิเตอรความเคนเฉือนตั้งฉาก  

t
β  จากสมการที่  3.1.2.1-8  ซึ่งจะ

ไดความเคนเฉือนตั้งฉากของชั้นที่  I   คือ  I

t

I
t

I
t P βσ =        ทั้งนี้เมื่อทําการรวมเมตริกซสติฟเนส และ

เมตริกซแรงกระทําที่ขั้วของทั้งระบบเขาดวยกันก็จะไดสมการที่  2.1.1-10  และเมื่อใสสภาวะเงื่อนไขการกระจัด
ที่ขอบลงในระบบสมการ แลวทําการหาคาการกระจัดที่ไมทราบคา  q   ก็สามารถนําคาการกระจัดดังกลาวไป
คํานวณหาความเครียด  และความเคนไดตอไป 
 
3.1.2.2 การสมมุติสนามตัวแปร 
 
 ในที่นี้จะแสดงรายละเอียดเฉพาะชิ้นสวน  8PhHs   ซึ่งใชการกระจัดตามทฤษฎี  HSDT     สวนชิ้น
สวน  8PhHsz และ  4PhHsz  นั้นดูรายละเอียดไดจากภาคผนวก    หากพิจารณาโครงสรางแบบชั้นที่ประกอบ
ดวย  NL   ชั้น  โดยที่แตชั้นจะขนานกับแกนพิกัด  X  และ  Y  ท่ีตําแหนงกึ่งกลางชั้นของโครงสรางดังแสดงใน
รูปท่ี  3.1.2.2-1  ซึ่งการกระจัดท่ีจุดใดๆในโครงสรางแบบชั้นจะถูกกระจายในรูปยกกําลังของพิกัดความหนาดังนี้ 
 

XXX
I zzzuuu ωκφ 32

0 +++==  
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I zzzvvv ωκφ 32
0 +++==  (3.1.2.2-1) 
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I zzwww κφ 2
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u , v  และ w   เปนการกระจัดในแกนพิกัด  x , y   และ  z   ตามลําดับ    ทั้งนี้การที่   w   ถูกสมมติให
กระจายแคกําลังสองของ  z  เพื่อทําใหความเครียดเฉือนจากการกระจัดในระนาบ u  และ v  จะมีกําลังเทากับ
ความเครียดที่คิดจาก w  
 

  

Layer NL

Layer NL-1

Layer 2

Layer 1

b

b

H

X,Y

Z

NLh
1−NLh

 
 

รูปที่  3.1.2.2-1  โครงสรางแบบชั้นตามทฤษฎี  HSDT 
 

ในสวนของการสมมติสนามความเคนเฉือนต้ังฉากนั้นจะถูกสมมติใหเปนฟงกชันของพารามิเตอรความ
เคน(

t
β )  โดยที่แรงเฉือนต้ังฉากของโครงสรางชั้นที่  I   สามารถเขียนไดดังนี้ 

 
I

t
I

t
I
t P βσ =  (3.1.2.2-2) 

 
จากที่ไดกลาวมาแลวขางตนจะสามารถเขียนความเคนเฉือนต้ังฉากของชั้นที่  I   ไดเปน 
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0  (3.1.2.2-3) 

 
ในการวิเคราะหโครงสรางโดยใชการสมมติสนามความเคนนั้น   สนามความเคนที่เลือกจะยังไมตองเขากันไดกับ
สมการเงื่อนไขใดๆกอน  แตจะตองมีการกระจายที่มีสมมาตรของพจนกําลังอันดับสอง(symmetric second-
order tensor field)   จากที่เปนช้ินสวน  8  ขั้วซึ่งสามารถหาอนุพันธอันดับสองไดในแตละพิกัด  ดังนั้นเมตริกซ  

I
tYP   และ  I

tXP   ในสมการที่  3.1.2.2-3   สามารถสรางตามกระบวนการดังนี้ 
 
 1) จากที่สนามการกระจัดเปนแบบอันดับสูง(higher-order displacement field) ในสมการที่  3.1.2.2-
1  ทําใหความเครียดที่ไดควรประกอบดวย 
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( 2,,1 ζζ ) 
 2) จากการใชช้ินสวน 8 ขั้วทําใหสนามความเครียดในระนาบ (in-plane stress field) ประกอบดวย 

( 2222 ,,,,,,,1 ξηηξηξηξηξ ) 
 3) จาก 2 ขอขางตน และการหาอนุพันธของความเคนในระนาบเทียบกับ ξ  และ η   ทําใหสนามความ
เคนเฉือนต้ังฉากประกอบดวยพจนตอไปนี้ 

[( ηξ ,,1 ), ),,,,,1( 22 ηξηξηξζ , ),,,,,1( 222 ηξηξηξζ ] 
 
 จากการที่สนามความเคนเฉือนตั้งฉากนั้นจะถูกสมมติในแตละช้ันของโครงสราง  ทําให ζ  ซึ่งมีคาอยู  
–1  และ  +1  ที่ขอบลาง และขอบบนของแผนพื้นแตละช้ันตามลําดับ   โดยจะมีสวนเกี่ยวของในเงื่อนไขที่จะตอง
ใชบังคับในการสมมติสนามความเคนคือ 
 
 - เงื่อนไขความตอเนื่องของความเคนระหวางชั้น(interface traction continuity condition) 

1
11

1 ],[],[ −=
++

= = ζζ ττττ I
XZ

I
YZ

I
XZ

I
YZ  

 - เงื่อนไขความเคนที่ขอบโครงสราง(traction-free boundary condition) 
0],[],[ 11

11 == =−= ζζ ττττ NL
XZ

NL
YZXZYZ  

จากขอกําหนดตางๆขางตนสามารถเขียนสนามความเคนทั่วไปที่สําหรับช้ันใดๆของโครงสรางแบบชั้นไดดังนี้ 
 
 (1) ความเคนในสมการที่  3.1.2.2-3  จะถูกแบงออกเปนสองสวนดังนี้ 
 

I

YZ

I
ty

I
YZ P βτ =  และ I

XZ

I
tX

I
XZ P βτ =  

 
โดยที่   I

tP ,  I

YZ
β   และ  I

XZ
β   ถูกกําหนดไวดังตอไปนี้ 

 
สําหรับช้ันลางสุด : 

)],,,,,1)(1(),,,1)(1[( 22211 ηξηξηξζζηξζ +−== tXtY PP  (3.1.2.2-3
ก) 

T

iYZ
ββ =1     เมื่อ    i=1,2,3,…..9  

T

jXZ
ββ =1   j=9(NL -1)+3+ i    เมื่อ NL ≥  2 และ i=1,2,3,…..9 

 
สําหรับช้ันบนสุด : 

)],,1)(1(),,,,,,1)(1([ 222 ηξζηξηξηξζζ −−−== NL
tX

NL
tY PP  (3.1.2.2-3

ข) 
T

k

NL

YZ
ββ =   k=9(NL -2)+3+ i    เมื่อ NL  ≥  2 และ i=1,2,3,…..9 

T

l

NL

XZ
ββ = l=9(2NL -3)+6+ i    เมื่อ NL  ≥  2 และ i=1,2,3,…..9 
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สําหรับช้ันใดๆที่อยูระหวางชั้นลางสุด และชั้นบนสุด :  

)],,,,,1)(1(

),,,1)(1(),,,,,,1)(1([
22

222

ηξηξηξζζ

ηξζηξηξηξζζ

+

−−−== I
tX

I
tY PP  (3.1.2.2-3

ค) 
T

f

I

YZ
ββ =   f=9( I -2)+3+ i    เมื่อ I  ≥  2 และ i=1,2,3,…..15 

T

g

I

XZ
ββ =   g=9(NL -1)+9( I -2)+6+ i    เมื่อ NL  ≥  2 , I  ≥  2 และ i=1,2,3,…..15 

 
 (2) กระบวนการรวม(assembly process) ก็จะทําเชนเดียวกับกระบวนการรวมของชิ้นสวน  ทั้งนี้จาก
การใชความเคนที่สมมติขางตนจะทําใหมีพารามิเตอรความเคนที่ใชในการสรางชิ้นสวนเพียง (18NL -12)  
 
 ในสวนของชิ้นสวน   8PhHsz  และ  4PhHsz  จะแสดงรายละเอียดในภาคผนวกโดยที่ ช้ินสวน  
8PhHsz  จะใชสนามความเคนเฉือนตั้งฉากเดียวกันกับช้ินสวน  8PhHs  ซึ่งไดกลาวไปขางตน   ในขณะที่สนาม
การกระจัดจะใชตามสมการที่  3.1.1.1-16  เชนเดียวกับช้ินสวน  4HeHsz 
 
3.1.3  ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวยวิธีทัณฑกรรม 
 
 ช้ินสวนพันทางในที่นี้จะเปนช้ินสวน  4  ขั้วซึ่งใชการกระจัดตามสมการที่  3.1.1.1-16  โดยอาศัยหลัก
การเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรดวยวิธีทัณฑกรรมดังนั้นจึงกําหนดใหใชช่ือวา  4HpHsz  ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 
 
3.1.3.1 หลักการแปรผัน 
 

จากที่ไดกลาวในหัวขอ  2.2.4.1   เพื่อใหความเคนซึ่งสมมุติโดยไมตองเขากันไดกับสมการสม
ดุลมีสมดุลในแงการแปรผันจึงมีการใชวิธีทัณฑกรรมของการสมดุลเพิ่มเขาไปในหลักการเฮลิงเกอร-ไรสเนอรซึ่ง
วิธีการดังกลาวไดเสนอโดยวูและชวง(48)   โดยสามารถเขียนหลักการดังกลาวที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางแผน
พ้ืนที่ซอนเปนช้ันโดยละพจนของแรงตัวสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e   ซึ่งจะไดวา 
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ในที่นี้จะไมสมมุติการกระจัดสวนเพิ่ม  Iu λ  ทําใหไดวา  I
q

I uu =     ในทํานองเดียวกัน   หากสมมติความ
เคนตามสมการที่  2.2.3.1-2   การกระจัดตามสมการที่  2.2.1-2    และความเครียดจาการกระจัดตามสมการที่  
2.2.1-3  จะเขียนไดใหมวา 
 

]
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ββχβββ  (3.1.3.1-2) 

 
โดยกําหนดใหเมตริกซ  IH   และเมตริกซ  IG   ไดแสดงไวในสมการที่  3.1.1.1-30 
 

และ                                                 ∫ ∫ ∫
− − −

=
1

1

1

1

1
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)()( ζηξ dddJPDPDH ITTITI
p  (3.1.3.1-3) 

 
ทําการแปรผันสมการที่  3.1.3.1-2  เทียบกับ Iβ   จะไดความสัมพันธคือ  qGHH II

p
II 1)( −+= χβ   

และเมื่อแทนลงในสมการที่  3.1.3.1-2  จะไดเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน  *HRk   เปน 
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3.1.3.2 การสมมุติสนามตัวแปร 
 
 การสมมติสนามการกระจัดจะเหมือนกับช้ินสวน  4HeHsz    สวนการสมมติสนามความเคนนั้นจะ
เหมือนกับในภาคผนวก ข.   
 
 
3.1.4  ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว 
 
 ช้ินสวนพันทางในสวนนี้จะมีทั้งช้ินสวนพันทางที่ใชการกระจัดช้ันเดียวตามสมการที่  3.1.1.1-16  คือ
ช้ินสวน 4HbHsz1  และ  4HbHsz2    ช้ินสวนพันทางที่ใชสนามการกระจัดหลายชั้นแบบบางสวนคือ  4HbPl  
และชิ้นสวนพันทางที่ใชสนามการกระจัดแบบรวมคือ  4HbMd1  และ  4HbMd2   
 
3.1.4.1 หลักการแปรผัน 
 
 จากที่ไดกลาวในหัวขอ  2.2.4.1  ในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน   หากละพจนของ
แรงตัวจะสามารถเขียนหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e    ซึ่งการกระจัดที่เขา



 

 

70

กันไดของชั้นที่  I  คือ  I
qu   จะเปนประมาณการกระจัดที่ขั้วของชั้นที่  I   คือ  Iq   ดวยเมตริกซ  I

qN   และ
การกระจัดสวนเพิ่ม   Iu λ   เปนประมาณพารามิเตอรสวนเพิ่ม  λ   ดวยเมตริกซ  INλ   ไดดังนี้ 
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จากสมการที่  3.1.4.1-1  สามารถเขียนไดใหมวา 
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เมื่อกําหนดให    ∫ ∫ ∫
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ดําเนินการแปรผันหลักการ  e

mHRΠ   เทียบกับ  Iβ   และ  Iλ   ไดวา 
 

)(
1 IIIIII RqGH λβ −=

−  (3.1.4.1-4) 
และ                                                                        0=ITIR β  (3.1.4.1-5) 
 
ทําการกําจัดพารามิเตอรความเคน  Iβ   โดยแทนสมการที่  3.1.4.1-4  ลงในสมการที่  3.1.4.1-2  แลวทําการ
แปรผันเทียบกับ  Iλ  จะไดความสัมพันธ 
 

IIITIIITII qGHRRHR
111

)(
−−−

=λ  (3.1.4.1-6) 
 
จากความสัมพันธขางตนจะไดเมตริกซสติฟเนส   mHRk   ของชิ้นสวนดังนี้ 

 

(3.1.4.1-3)
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3.1.4.2 การสมมุติสนามตัวแปร 
 
 ในที่นี้จะยกตัวอยางสนามการกระจัดแบบรวมซึ่งเปนสนามการกระจัดแบบหลายชั้น (30) ผสมกับแบบ
ช้ันเดียวของชิ้นสวน  4HbMd2  โดยจะสมมติใหสนามการกระจัดของชิ้นสวนในชั้นที่  I   ขั้วที่  j   มีการกระจัด  

I
jU   และ  I

jV   เปนแบบสนามการกระจัดแบบหลายชั้น   สวนมุมหมุน  Xjκ , Yjκ , Xjω   และ  yjω   นั้นจะ
เปนสนามการกระจัดช้ันเดียว    ดังนั้นสามารถเขียนไดดังนี้ 
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รูปที่  3.1.4.2-1  สนามการกระจัดและพิกัดฉากตามทฤษฎี  PLWT 
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โดยที่  ξ   และ η   คือคาพิกัดธรรมชาติในแนวระนาบ  สวน  ζ   คือคาพิกัดธรรมชาติในแนวตั้งฉากของแผน

พ้ืนแตละชั้นซึ่งมีคา  –1  ถึง  +1  ในชั้นนั้นๆ   ซึ่งจะไดวา   )]()[(
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เมื่ อ    T
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การกระจัดที่สมมติในสมการที่   3.1.4.1-1   หรือ  II
q

I
q qNu =   โดย  I

qN   คือเมตริกซประมาณการ
กระจัดซึ่งสามารถเขียนไดวา 
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เมื่อ  
ζ∂
∂

=
∂
∂ )2(

Ihz
  โดยที่  Ih   คือ ความหนาของแผนพื้นช้ันที่  I     ในที่นี้การสมมติสนามความเคน

นั้นจะเหมือนกับในภาคผนวก ข. 
 
3.1.5  ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวรวมกับวิธีทัณฑกรรม 
 
 จากชิ้นสวนพันทางในหัวขอ  3.1.4  ผูวิจัยจึงไดเสนอชิ้นสวน  4  ขั้วที่ใชวิธีทัณฑกรรมเพื่อใชรวมกับ
ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวโดยช่ือของชิ้นสวนนี้คือ  4HbpHsz  ซึ่งใชสนาม
การกระจัดตามสมการที่  3.1.1.1-16  และสนามความเคนจะใชเหมือนกับช้ินสวน  4HbHsz2   
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3.1.5.1  หลักการแปรผัน 
 
 จากที่ไดกลาวในหัวขอ  3.1.3  และ  3.1.4  ซึ่งกลาวถึงช้ินสวนพันทางที่ใชวิธีการถวงน้ําหนัก  และการ
สมมุติการกระจัดสวนเพิ่มตามลําดับ   ทําใหเกิดความสนใจที่จะใชสองวิธีการสรางชิ้นสวนพันทางขางตนรวมกัน
เพื่อที่อาจจะไดช้ินสวนพันทางที่มีคุณสมบัติที่ดียิ่งขึ้น 
 

ในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันหากละพจนของแรงตัวจะสามารถเขียนหลักการเฮลลิง
เกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวรวมกับวิธีการถวงน้ําหนักสําหรับช้ินสวนช้ินที่  e    ซึ่งการกระจัดที่เขากันไดของ
ช้ันที่  I  คือ  I

qu   เปนประมาณการกระจัดที่ขั้วของชั้นที่  I   คือ  q   ดวยเมตริกซ  I
qN   และการกระจัดสวน

เพิ่ม   Iu λ   เปนประมาณพารามิเตอรสวนเพิ่ม  λ   ดวยเมตริกซ  INλ   ไดดังนี้ 
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จากสมการที่  3.1.5.1-1  สามารถเขียนไดใหมวา 
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เมื่อกําหนดให  
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ดําเนินการแปรผันหลักการ  e

mHR *Π   เทียบกับ  Iβ   และ  Iλ   ไดวา 
 

)(ˆ 1 IIIII RqGH λβ −=
−  (3.1.5.1-4) 

(3.1.5.1-3)
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และ                                                                        0=ITIR β  (3.1.5.1-5) 
 
ทําการกําจัดพารามิเตอรความเคน  Iβ   โดยแทนสมการที่  3.1.5.1-4  ลงในสมการที่  3.1.5.1-2  แลวทําการ
แปรผันเทียบกับ  Iλ  จะไดความสัมพันธ 
 

qGHRRHR IITIIITII 111 ˆ)ˆ(
−−−

=λ  (3.1.5.1-6) 
 
จากความสัมพันธขางตนจะไดเมตริกซสติฟเนส   *mHRk   ของชิ้นสวนดังนี้ 
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3.1.5.2  การสมมติสนามตัวแปร 
 
 การสมมติสนามการกระจัดจะเหมือนกับช้ินสวน  4HeHsz    สวนการสมมติสนามความเคนนั้น
สามารถดูรายละเอียดไดจากภาคผนวก  ก. 
 
3.2  ชิ้นสวนผสม 
 
3.2.1  ช้ินสวนผสมจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอร(โดยสมมุติการกระจัดสวนเพิ่ม) 
 
 ช้ินสวน  4  และ  9  ขั้วซึ่งกําหนดชื่อเปน  4MiFs  และ  9MiFs  ตามลําดับนี้ไดถูกเสนอโดยปนสกี และ
แจสติ (40) เพื่อใชวิเคราะหแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันซึ่งใหคาการกระจัด และความเคนที่แมนยํา  การสรางช้ิน
สวนนั้นจะอาศัยหลักการพลังงานของเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรบนพื้นฐานของทฤษฎีแผนพื้นของมินดลิน  ความเคน
ตางๆจะถูกสมมติโดยไมขึ้นแกกัน และยังไมตองเขากันไดกับสมการสมดุลกอนดวย   นอกจากนี้การกระจัดก็จะ
แบงออกเปนสองสวนคือ สวนของการกระจัดที่ขั้ว และสวนของการกระจัดที่เพิ่มเขาไปซึ่งจะมีบทบาทสําคัญใน
ความแมนยําของชิ้นสวนนี้   โดยที่การกระจัดที่เพิ่มเขาไปนี้จะชวยขจัดปญหาการยึดแนนเนื่องจากแรงเฉือน และ
เพิ่มความแมนยําของความเคนในแงของหลักการแปรผัน 
 
3.2.1.1 หลักการแปรผัน 
 
 สมการพลังงานของเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรสําหรับช้ินสวนแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันสามารถเขียนไดวา 
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= =  (3.2.1.1-3) 

 

โดยที่  eIV   คือปริมาตรของชิ้นสวนของชั้นที่  I   และ  ∑
=

=
NL

I

eIe VV
1

   เมื่อ  Iσ  และ  IS  คือความ

เคน และเมตริกซสอดคลองกันของชั้นที่  I       สวน  IS σ   คือขอบเขตของชิ้นสวนที่มีแรงกระทําของชั้นที่  I  
 

โดยจาการสมมุติสนามการกระจัดแบบชั้นเดียว และสนามความเครียดซึ่งจะกลาวในหัวขอ  3.2.1.2  
โดยอาศัยหลักความสัมพันธระหวางความเคน และความเครียดเขียนไดวา 
 

αςηξαεσ ),,(IIII PECC ===  (3.2.1.1-2) 
 

ในสมการที่  3.2.1.1-2  สมการพลังงานในสมการที่  3.2.1.1-1  เขียนใหมเปน  
 

∑
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−++−=∏

NE

e

TTTTT FqFRqGH
1

212
1 λλαααα  (3.2.1.1-3) 

เมื่อ                                    ∑
=

=
NL

I

IHH
1

,  ∑
=

=
NL

I

IGG
1

,  ∑
=

=
NL

I

IRR
1

 (3.2.1.1-4) 

∫=
IS

q

TT dSuTqF
σ

1 , ∫= IS

TT dSuTF
σ

λλ2  (3.2.1.1-5) 

∫=
eIV

IITII dVPSPH  

∫=
eIV

q
TII dVBPG  (3.2.1.1-6) 

∫=
eIV

TII dVBPR λ  

 
และจากหลักการคงที่ของพลังงานเมื่อคิดเทียบกับ α  และ λ จะไดวา 
 

)(1 λα RqGH += −  (3.2.1.1-7) 
2FR T =α  (3.2.1.1-8) 

 
จากสมการที่  3.2.1.1-7   และ  3.2.1.1-8 สามารถเขียนใหมไดวา 
 

)()( 2
111 FqGHRRHR TT −−= −−−λ  (3.2.1.1-9) 
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แทนสมการที่  3.2.1.1-9   ลงในสมการที่  3.2.1.1-7 จะได 
 

2
1111 )(

~
FRHRRHqGH T −−−− +=α  (3.2.1.1-

10) 
เมื่อกําหนดให 

GHRRHRRGG TT 111 )(~ −−−−=  (3.2.1.1-
11) 

 
ทําการแทนสมการที่  3.2.1.1-9  และ  3.2.1.1-10   ลงในสมการที่  3.2.1.1-3 จะได 
 

     ∑
=

−=∏
NE

e

Te
HR

T qFqkq
1

]
2
1[  (3.2.1.1-

12) 
 
เมื่อ  HRk   คือเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวน   โดยที่ 
 

GHGk T
HR

~~ 1−=  (3.2.1.1-
13) 

  และ 
2

111
1 )( FRHRRHGFF TTe −−−−=  (3.2.1.1-

14) 
 
จากขางตนทําการแปรผันสมการที่  3.2.1.1-12  เทียบกับ  q   สามารถเขียนสมการไดวา  Fqk =  
 
3.2.1.2 การสมมุติสนามตัวแปร 
 

 พิจารณาแผนที่มีครึ่งหนึ่งของความหนาเทากับ  
2
t    และประกอบดวย  NL   ช้ันซึ่งยึดติดกันอยาง

สมบูรณ  ระนาบกลางอางอิงของแผนพื้น (ระนาบ  XY) จะถูกแบงออกเปน  NE   ช้ินสวน โดยแตละช้ินสวนจะ

มีระนาบ eΩ   ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธไดวา  ]
2

,
2

[ ttV ee −×Ω=     เมื่อ  eV   คือปริมาตรของแต

ละช้ินสวน   สนามการกระจัดจะแบงออกสองสวนคือ สวนที่ประมาณโดยการกระจัดที่ขั้ว qu  และสวนที่
ประมาณโดยการกระจัดสวนเพิ่ม λu    สนามการกระจัดจะถูกประมาณดวยระบบพิกัดธรรมชาติ  ξ   และ  η   
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บนระนาบ  eΩ   และ  ς   ตลอดความหนาของชิ้นสวน  ]
2

,
2

[ tt
−   ซึ่งไมเหมือนกับ  ζ   ที่จะเปนพิกัดธรรม

ชาติในแนวตั้งฉากของแตละช้ันของแผนพื้น 
 
 ในที่นี้ทฤษฎีการกระจัดแผนพื้นของมินดลินจะมีเครื่องหมาย และทิศทางที่ตางไปจากที่กลาวในสมการ
ที่  2.3.1-3  และรูปที่  2.3.1-3    โดยไดแสดงการกระจัด  λuuu q +=   ในที่นี้คือ 
 

Yθ0, uX

Xθ

0, vY

0, wZ D

A B

C

mid-plane

Z=Z4

Z=Z3
Z=Z2

Z=Z1

 
 

รูปที่ 3.2.1.2-1  แผนพื้นที่ซอนเปนช้ันตามการกระจัดแผนมินดลิน 
 

   ),(
2

),(0 ηξςθηξ Xqqq
tuu −=  

),(
2

),(0 ηξςθηξ Yqqq
tvv −=  (3.2.1.2-1) 

),(0 ηξqq ww =  
 และ 

),(
2

),(0 ηξθςηξ λλλ X
tuu −=  

),(
2

),(0 ηξςθηξ λλλ Y
tvv −=  (3.2.1.2-2) 

),(0 ηξλλ ww =  
 
เมื่อ  0u  และ 0v   คือการกระจัดที่ระนาบกลางในทิศทางแกน  X  และ  Y  ตามลําดับ   และ  xθ   และ  yθ   คือ
มุมหมุนดังแสดงในรูปที่  3.2.1.2-1     โดยที่ฟงกชันที่ใชประมาณการกระจัดสวนเพิ่ม  λu   จะเลือกฟงกชันที่มี
คาเปนศูนยที่ขอบของชิ้นสวน  ซึ่งจากเหตุผลดังกลาวนี้จึงเรียกฟงกชันนี้วา  ฟงกชันฟองสบู(bubble function)  
โดยจะทําการประมาณพารามิเตอรฟองสบู(bubble parameter)   ทั้งนี้จํานวนของตัวแปรไมทราบคาก็จะไมขึ้น
กับจํานวนชั้นของแผนพื้นอีกดวย 
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 จากการที่การกระจัดในระนาบนั้นถูกประมาณดวยการกระจัดที่ระนาบกลาง และมุมหมุนซึ่งสมมติให
เทากันในทุกช้ันของแผนพื้นตามทฤษฎีแผนของมินดลินทําใหความเคนในแตละช้ันนั้นก็จะถูกประมาณดวยพารา
มิเตอรเดียวกันตลอดความหนาของแผนพื้นเชนเดียวกัน  ดังนั้นจึงทําการสมมติสนามความเครียดที่มีการประมาณ
ตลอดความหนาของแผนพื้น และสามารถคํานวณความเคนไดโดยอาศัยความสัมพันธระหวางความเคนและ
ความเครียด    ทั้งนี้สนามความเครียดที่สมมุติขึ้น (ε )  จะตองไมสับสนกับความเครียดที่คํานวณจากสนามการ
กระจัด     สนามความเครียด  ε   สําหรับช้ินสวนนี้สามารถเขียนไดดังนี้ 
 

   ),(
2

),( ηξςεηξεε αβαβαβ
bt

+=  

),()1(
8 3

2
2

3 ηξεςε αα −=
t  (3.2.1.2-4) 

   0~
33 =ε  

 
โดยที่  αβε   และ  3αε   จะถูกประกอบดวยฟงกชันที่อยูในระบบพิกัดธรรมชาติ  ดังนั้นสามารถคํานวณความ
เคนไดดังนี้ 
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f C  (3.2.1.2-5) 

และ 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
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23
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23

13

2
2

ε
ε

σ

σ
σ I

tI

I

t C  (3.2.1.2-6) 

 
 เมื่อ  I

fC   และ  I
tC   คือเมตริกซผกผันของ  IS   สวนของแรงดัดและสวนของแรงเฉือนตั้งฉากตามลําดับ   

โดยจะสังเกตวาความเคนในระนาบของแตละชั้นจะถูกสมมติใหมีการกระจายเปนเชิงเสนตลอดความหนาของ
แผนพื้น และยอมใหความเคนมีคาไมตอเนื่องที่รอยตอระหวางช้ัน  และยังไมตองเขากันไดกับเงื่อนไขความตอ
เนื่องของความเคนตามพิกัดความหนา 
 
 ฟงกชันการกระจัด  qu 0 ,  qv 0 ,  qw 0   และ  qαθ   จะประมาณการกระจัดที่ขั้วดวยฟงกชันสัณฐาน
แบบลากรองจ(Largrangian shape function)  ดังนี้ 
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11) 
 
เมื่อ  ND   คือจํานวนขั้วในแตละช้ินสวน,  ),( ηξjN   คือฟงกชันสัณฐานสําหรับขั้วที่  j     และ  ju   คือคา
การกระจัดที่ขั้ว  j   ตามลําดับ 
 
 ในทํานองเดียวกันฟงกชันการกระจัดฟองสบู  λ0u ,  λ0v ,  λ0w   และ  αλθ   ก็จะสามารถเขียนไดวา 
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 (3.2.1.2-

12) 
 
เมื่อ  NB   คือจํานวนของพารามิเตอรฟองสบู   โดยที่ฟงกชันฟองสบู  α

jU   และ  α
jΘ   นั้นจะมีคาเปนศูนยที่

ขอบของชิ้นสวนเพื่อความเขากันไดของการกระจัดที่ขอบตามทฤษฎีแผนพื้นของมินดลิน   อาศัยหลักการไอโซ
พาราเมตริก และตัวปฏิบัติการจาโคบีทําใหความเครียดสามารถเขียนอยูในรูปของการกระจัดที่ขั้ว และพารา
มิเตอรฟองสบูไดดังนี้ 

λuDuDuD q +=  (3.2.1.2-
13) 

เมื่อ                                                        qBuD qq ),,( ςηξ=  (3.2.1.2-
14) 
และ                                                       λςηξλλ ),,(BuD =  (3.2.1.2-
15) 
 
 จากสมการที่ 3.2.1.2-4  การหาความเคนนั้นจําเปนตองเลือกฟงกชันการประมาณซึ่งจะทําการประมาณ
พารามิเตอรความเครียด  ดังแสดงตอไปนี้ 
 

2111 ),(
2

),( αηξςαηξε bta +=  
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4312 ),(
2

),( αηξςαηξε bta +=  

6512 ),(
2

),(2 αηξςαηξε bta +=  (3.2.1.2-

16) 

8
2

2

23 ),()1(
8

2 αηξςε ct
−=  

7
2

2

13 ),()1(
8

2 αηξςε ct
−=  

0~
33 =ε  

 
โดยที่  T]2,2,2,,[ 1323122211 εεεεεε =     เมื่อ  a , b   และ  c   จะเปนฟงกชันของระบบพิกัดธรรม
ชาติ ξ   และ  η    
 
 ฟงกชันความเคน และฟงกชันฟองสบูนั้นจะถูกเลือกโดยที่ไมใหไปมีผลตอเงื่อนไขที่จะทําใหช้ินสวน
ตองเสียเสถียรภาพไป   นอกจากนี้ฟงกชันความเคนก็จะถูกเลือกใหมีรูปแบบพิเศษในเฟลกซิบิลิต้ีเมตริกซเพื่อ
ประสิทธิภาพในการสรางชิ้นสวน คือสามารถหาเมตริกซผกผันไดงาย   ในสวนของฟงกชันฟองสบูนั้นจะมีสวน
สําคัญในการขจัดปญหาการยึดแนนเนื่องจากแรงเฉือน  โดยที่เฉพาะฟงกชัน  3U   และ  αΘ   จะเปนฟงกชัน
ฟองสบูที่มีสวนชวยขจัดการยึดแนนเนื่องจากแรงเฉือน  ในขณะที่ฟงกชันฟองสบู  1U   และ  2U   จะไมมีสวน
ชวยขจัดการยึดแนนเนื่องจากแรงเฉือนนี้เลยแตจะเพียงชวยเพิ่มขอจํากัดของสมดุล  ดังนั้นในที่นี้ฟงกชันฟองสบู  

1U   และ  2U   จะถูกสมมติใหมีคาเปนศูนย   โดยที่การกระจัดฟองสบูจะสามารถเขียนไดดังนี้ 
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17) 
เมื่อกําหนดให 
ช้ินสวน  4MiFs ],,,1[ ξηηξ=== cba  
  ],,1)[1)(1( 22

21 ηξηξ −−== LL  
ช้ินสวน  9MiFs ],,,,,,,,,1[ 322322 ηξηηξξηξηξηξ== ba  

],,,,,,,1[ 2222 ξηηξηξηξηξ=c  (3.2.1.2-
18) 

  ],,,1[)1)(1( 2222
1 ξηηξηξηξ −−=L  

  ],,[)1)(1( 2222
2 ξηηξηξηξ −−=L  

 



บทท่ี  4 
 

ประสิทธิภาพของชิ้นสวน 
 
 ในการตรวจสอบประสิทธิภาพของชิ้นสวนนั้นจะทําการตรวจสอบในดานตางๆดังนี้คือ  ความแมนยํา
ของการกระจัด  ซึ่งแบงการทดสอบออกเปนสามสวน  สวนแรกคือการลูเขาของผลเฉลยเมื่อทําการแบงขนาดของ
ปญหาดวยขนาดของชิ้นสวนที่ละเอียดขึ้น   สวนที่สองจะทําการทดสอบความแมนของการกระจัดเมื่ออัตราสวน
ของความยาวตอความหนาของแผนพื้นเปลี่ยนไป   สวนสุดทายจะทําการทดสอบความแมนยําของการกระจัดเมื่อ
อัตราสวนของความกวางตอความยาวของแผนพื้นเปลี่ยนไป 
 
 สมบัติตอมาที่ทําการทดสอบคือ  ความแมนของความเคนโดยจะเปรียบเทียบกับผลเฉลย (15)  ในกรณีที่
เปนการรองรับแบบธรรมดา  สวนการรองรับแบบอื่นๆนั้นจะเปรียบเทียบกับผลจากการวิเคราะหดวยช้ินสวนสาม
มิติจากโปรแกรม  ANSYS 5.4 (74)     สมบัติดานตอมาที่ทําการทดสอบคือประสิทธิภาพทางการคํานวณ  โดยจะ
เปรียบเทียบจํานวนการดําเนินการ (operations) ที่ใชในการสรางเมตริกซสติฟเนสของแตละช้ินสวน   ถัดตอมา
จะเปนการทดสอบความยืนยงของชิ้นสวนซึ่งจะใชคาเจาะจง (eigenvalues) ของชิ้นสวนเปนตัวตรวจสอบ   และ
สมบัติสุดทายที่ทําการทดสอบคือ  การทดสอบแบบหยอม (patch test)   
 
4.1 ความแมนยําของการกระจัด 
 
ตารางที่  4.1-1  การใสเงื่อนไขการกระจัดที่ขอบในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ัน 

ประเภทของการรองรับ เงื่อนไขเมื่อ   x = คงที่ เงื่อนไขเมื่อ   y = คงที่ 
ธรรมดา (simple supports) 0),(),( == zywzyv  0),(),( == zxwzxu  
ยึดรั้ง (Clamped supports) 0),(),(),( === zywzyvzyu  0),(),(),( === zxwzxvzxu  
อิสระ (Free) - - 
เสนสมมาตร (Symmetric line) 0),( =zyu  0),( =zxv  

 
 

 แถวลางสุดของตารางที่  4.1-1  เปนเงื่อนไขที่ขอบของโครงสรางแผนพื้นที่มีการวางตัวของวัสดุของแต
ละช้ันที่ต้ังฉากกัน (cross-ply)  ซึ่งจะสามารถทําการวิเคราะหโดยอาศัยหลักการสมมาตรซึ่งจะลดขนาดของ
ปญหาเหลือเพียง  1  ใน  4  สวน (quarter plate model)    แตหากวาโครงสรางแผนพื้นมีการวางตัวของวัสดุ
ของแตละช้ันที่ไมต้ังฉากกัน (angle-ply) จะไมสามารถทําการวิเคราะหโดยลดอาศัยหลักการสมมาตรได   แตจะ
ตองทําการวิเคราะหปญหาทั้งหมด (entire plate model) แทน   รูปที่  4.1-1(ก)  และ  4.1-1(ข)  ไดแสดงตัวอยาง
การใสเงื่อนไขที่ขอบของแผนพื้นที่มีการรองรับแบบธรรมดา (simple support) ในการวิเคราะหแบบทั้งหมด 
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และแบบ  1  ใน  4  สวนในการศึกษาชิ้นสวนพันทางแบบบางสวนที่เสนอโดยยองและโช (38)  ซึ่งมีสมการการ
กระจัดคือ 
 
 

XXX zzzuu ωκφ 32
0 +++=  

YYY zzzvv ωκφ 32
0 +++=  (4.1-1) 

ZZ zzww κφ 2
0 ++=  

 

0
0

0

0

===

====

ZZ

XXX

w
u

κφ
ωκφ

0
0

0

0

===

====

ZZ

YYY

w
v

κφ
ϖκφsimply support:

whole laminate
modeling

0
0

0

0

===

====

ZZ

XXX

w
u

κφ
ωκφ

0
0

0

0

===

====

ZZ

YYY

w
v

κφ
ϖκφ

 
(ก) 

 

0
0

0

0

===

====

ZZ

XXX

w
u

κφ
ωκφ

00 ==== YYYv ωκφ

simply support:
quarter laminate

modeling
00 ==== XXXu ωκφ0

0

0

0

===

====

ZZ

YYY

w
v

κφ
ωκφ

 
(ข) 

รูปที่  4.1-1  ตัวอยางการใสเงื่อนไขการกระจัดที่ขอบของแผนพื้นที่ถูกรองรับแบบธรรมดาในการวิเคราะห 
  (ก) แบบทั้งหมด  (ข) แบบ  1  ใน  4  สวน 

 
ในที่นี้จะทําการทดสอบปญหาที่มีการรองรับ  3  กรณีคือ 

1) การรองรับแบบธรรมดา (SS)  คือ  โครงสรางมีการรองรับแบบธรรมดาทั้ง  4  ดาน 
2) การรองรับแบบยึดรั้ง (CS)   คือ  โครงสรางมีการรองรับแบบยึดรั้งทั้ง  4  ดาน 
3) การรองรับแบบอิสระ (FS)  คือ  โครงสรางมีการรองรับแบบอิสระ  3  ดานและการรองรับแบบยึด

รั้ง  1  ดาน 
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 สวนคาคงที่ของวัสดุที่ใชในการศึกษาในที่นี้มีดังนี้  :  E11/E22=25, G12=G13=0.5E22, G23=0.2E22,             
v 12 =0.25   โดยที่ในแตละช้ันของแผนพื้นมีการวางตัวของวัสดุของที่ต้ังฉากกัน  โดยที่แผนพื้นช้ันนอกสุดจะ
เปนแผนพื้นที่วางตัวเปนมุม  0  องศาเทียบกับแกนพิกัด  X 
 
 รูปแบบของโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันที่ศึกษา 

กรณีที่  1  :  แผนพื้นทุกช้ันมีความหนาเทากัน คือ  
NL
th i =  

กรณีที่  2 : แผนพื้นของชั้นที่มีการวางตัวเหมือนกันจะมีความหนาที่เทากันและรวมแลวเทากับครึ่งหนึ่งของความ
หนาโครงสรางแผนพื้นทุกช้ัน  ตัวอยางเชน  โครงสรางแผน  5  ช้ันแบบวางตั้งฉากกัน (cross-ply)  ในกรณีที่  2  
จะไดวา 

3
2/

111
thhh ===   และ  

4
2/

42
thh ==  

 
4.1.1  การลูเขาของชิ้นสวน 
 

การทดสอบการลูเขาของชิ้นสวนนั้น  ในสวนของปญหาที่มีการรองรับแบบธรรมดา (SS) และการรอง
รับแบบยึดรั้ง (CS) จะทําการแบงปญหาดวยจํานวนชิ้นสวนที่เพิ่มขึ้นดังในรูปที่  4.1.1-1  เพื่อทดสอบการลูเขา
ของชิ้นสวนซึ่งเปนการแบงปญหาแบบ  1  ใน  4  สวนโดยจะดําเนินการแบงดังนี้ 

- ช้ินสวน  4  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  4, 16, 36, 64, 100   
- ช้ินสวน  8  ขั้ว หรือ 9  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  1, 4, 9, 16, 25 

 
 สวนในปญหาที่มีการรองรับแบบอิสระ (FS)  นั้นจะอาศัยหลักการสมมาตรชวยลดขนาดของปญหาลง
เหลือเพียง  1  ใน  2  สวน   โดยที่การแบงช้ินสวนก็จะทําในลักษณะเดียวกันกับปญหาที่มีการรองรับแบบ
ธรรมดา (SS) และการรองรับแบบยึดรั้ง (CS)  แตในปญหาที่มีการรองรับแบบอิสระ (FS) นี้จะมีจํานวนชิ้นสวน
เปน  2  เทาเนื่องจากเปนปญหา  1  ใน  2   สวนนั้นเอง    โดยหากกลาวถึงจํานวนชิ้นสวนที่ใชในการวิเคราะหตอ
ไปจากนี้จะหมายถึงจํานวนชิ้นสวนของปญหา  1  ใน  4  สวน    

 
ในปญหาที่มีการรองรับแบบอิสระ (FS)  และการรองรับแบบยึดรั้ง (CS) นั้นแรงกระจะเปนแรงกระทํา

คงที่ (uniform loading)    สวนปญหาที่มีการรองรับแบบธรรมดา (SS)  แรงกระทําจะเปนปญหาที่มีแรงกระทํา
แบบไซน (sinusoidal loading)  กระทําที่ดานบนของโครงสราง คือ   
 

)sin()sin(),(
W
y

L
xqyxq ππ

=  (4.1.1-1) 

 
เมื่อ  WL,   คือความกวางและความยาวของแผนพื้นที่จะวิเคราะห   และ  q   คือคาคงที่ของแรงกระทําแบบ
ไซน 
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รูปแบบของโครงสรางที่ ศึ กษ าจะเปนแบบกรณี ที่   2  ซึ่ งมี จํ านวนแผนพื้ นวางซ อนกัน   3  

ช้ัน( 3=NL )   ดวยคาอัตราสวนของความยาวตอความหนา (S = L/t)  เทากับ  10   และคาอัตราสวนของความ
กวางตอความยาว ( LW / ) เทากับ  1   
 
 จากรูปที่  4.1.1-2  และ  4.1.1-3  พบวาช้ินสวนที่ศึกษานั้นสามารถใหคาการกระจัดที่ลูเขาสูผลเฉลย 
และช้ินสวนสามมิติจากโปรแกรม  ANSYS 5.4 (74)  ซึ่งอยูในอัตรามากกวารอยละ  90  เมื่อจํานวนชิ้นสวนมาก
กวา  36  ช้ินสวนสําหรับช้ินสวน 4 ขั้ว  และ  9  ช้ินสวนสําหรับช้ินสวน 8 ขั้ว และ  9  ขั้ว 
 
4.1.2  การแปรเปลี่ยนความยาวตอความหนา (S = L/t) 
 
 การทดสอบนี้จะเปนการทดสอบวาเมื่อช้ินสวนมีความหนาที่มาก หรือนอยเกินไปแลวจะทําใหความ  
แมนของการกระจัดเปลี่ยนไปอยางไร  โดยเฉพาะเมื่อช้ินสวนมีความหนาที่นอยเมื่อเทียบกับความยาวนั้นมักพบ
วาอาจเกิดการยึดเนื่องจากแรงเฉือน 
 
 ในการศึกษานี้จะทําการแปรเปลี่ยนคาอัตราสวนความยาวตอความหนา (S) ดังนี้คือ   4, 10, 100 และ 
500     รูปแบบของโครงสรางจะเปนแบบกรณีที่  2   ซึ่งมีจํานวนแผนวางซอนกัน  3  ช้ัน( 3=NL )  โดยที่
จํานวนชิ้นสวนของปญหา  1  ใน  4  สวนจะเปนดังนี้ 

- ช้ินสวน  4  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  64  ช้ินสวน  
- ช้ินสวน  8  ขั้ว หรือ 9  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  16  ช้ินสวน 

ในปญหาที่มีการรองรับแบบอิสระ (FS)  และการรองรับแบบยึดรั้ง (CS) นั้นแรงกระจะเปนแรงกระทําคงที่     
สวนปญหาที่มีการรองรับแบบธรรมดา (SS)  แรงกระทําจะเปนปญหาที่มีแรงกระทําแบบไซนกระทําที่ดานบน
ของโครงสราง  ดวยคาอัตราสวนของความกวางตอความยาว ( LW / ) เทากับ  1   
 
 จากรูปที่  4.1.2-1  และ  4.1.2-2  พบวาช้ินสวนสวนใหญที่ศึกษานั้นสามารถใหคาการกระจัดที่ลูเขาสู
ผลเฉลยซึ่งอยูในอตรามากกวารอยละ  90  ยกเวนช้ินสวน  4PhHsz  และ  4HpHsz  เมื่อคาอัตราสวนความยาว
ตอความหนาเกินกวา  100  ในปญหาที่มีการรองรับแบบธรรมดา (SS)     ในขณะที่ในปญหาที่มีการรองรรับแบบ
ยึดรั้ง (CS) และแบบอิสระ (FS)  พบวาช้ินสวน  4  ขั้วที่เสนอในการศึกษานี้จะแสดงการยึดเนื่องจากแรงเฉือน
เมื่อคาอัตราสวนความยาวตอความหนาเกิน   100    แตอยางไรก็ดีในรูปที่  4.1.2-3  ซึ่งไดทําการแบงปญหาดวย
จํานวนชิ้นสวนที่ เพิ่มขึ้นเปน   225  ช้ินสวน  (ปญหา  1  ใน   4  สวน)  พบวาช้ินสวน   4HbHsz2,  4HbPl,  
4HbMd1  และ  4HbMd2  จะใหความแมนของการกระจัดที่มากกวารอยละ  90  เมื่อเทียบกับช้ินสวนสามมิติจาก
โปรแกรม  ANSYS 5.4 (74) 
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ก) การแบงขนาดของชิ้นสวน 4 ขั้ว 
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ข) การแบงขนาดของชิ้นสวน 8 ขั้ว 
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ค) การแบงขนาดของชิ้นสวน 9 ขั้ว 

รูปที่  4.1.1-1  ตัวอยางการแบงขนาดที่ละเอียดขึ้น 
 
4.1.3  การแปรเปลี่ยนความกวางตอความยาว ( LW / ) 
 
 การทดสอบความแมนของการกระจัดเมื่อมีการเปลี่ยนอัตราสวนความยาวตอความกวางเปนการทดสอบ
ความสมบูรณของการสมมติสนามความเคนและสนามการกระจัด  เนื่องจากวาหากสนามทั้งสองสมบูรณการ
เปลี่ยนอัตราสวนความยาวตอความกวางจะตองไมมีผลตอความแมนของการกระจัดนั้นเอง 
 
 การทดสอบนี้จะทําเชนเดียวกับการทดสอบอัตราสวนความยาวตอความหนา  แตในที่นี้จะทําการปรับ
เปลี่ยนคาอัตราสวนความกวางตอความยาว ( LW / ) ดวยคาดังนี้  คือ  1, 2, 3  โดยที่คาอัตราสวนความยาวตอ
ความหนา (S) เทากับ 10    ในปญหาที่มีการรองรับแบบอิสระ (FS)  และการรองรับแบบยึดรั้ง (CS) นั้นแรง
กระจะเปนแรงกระทําคงที่     สวนปญหาที่มีการรองรับแบบธรรมดา (SS)  แรงกระทําจะเปนปญหาที่มีแรง
กระทําแบบไซนกระทําที่ดานบนของโครงสรางตามสมการที่  4.1.1-1   กระทําที่ดานบนของแผนพื้น  รูปแบบ
ของโครงสรางจะเปนแบบกรณีที่  2  ซึ่งมีจํานวนแผนพื้นวางซอนกัน  3  ช้ัน( 3=NL )  โดยจํานวนชิ้นสวน
ของปญหา  1  ใน  4 สวนจะเปนดังนี้ 

- ช้ินสวน  4  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  64  ช้ินสวน  
- ช้ินสวน  8  ขั้ว หรือ 9  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  16  ช้ินสวน 

 
จากรูปที่  4.1.3-1  และ  4.1.3-2  พบวาช้ินสวนที่ศึกษานั้นสามารถใหคาการกระจัดที่ลูเขาสูผลเฉลย  

และช้ินสวนสามมิติจากโปรแกรม  ANSYS 5.4 (74)  ซึ่งอยูในอัตรามากกวารอยละ  85  ที่ทุกคาอัตราสวนของ
ความกวางตอความยาวที่ศึกษา   ซึ่งแสดงวาช้ินสวนที่ศึกษาสามารถใหการกระจัดที่แมนยําแมช้ินสวนจะมีรูปราง
ที่ไมเปนจัตุรัสอันแสดงถึงความสมบูรณของการสมมติสนามความเคนและสนามการกระจัดนั้นเอง 
 
4.2 ความแมนของความเคน 
 

การทดสอบความแมนของความเคนก็จะใชตัวอยางการทดสอบเดียวกันกับการทดสอบการลูเขาของชิ้น
สวนซึ่งจะทดสอบคาความเคน  5  ความเคนคือ  XZYZXYYX τττσσ ,,,,   โดยจะเปนปญหาที่มีแรงกระทํา
แบบไซนตามสมการที่ 4.1.1-1   กระทําที่ดานบนของแผนพื้น  การรองรับแบบธรรมดา, รูปแบบของโครงสราง
เปนแบบกรณีที่  2  โดยที่ 

- ช้ินสวน  4  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  36  ช้ินสวน  
- ช้ินสวน  8  ขั้ว หรือ 9  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  9  ช้ินสวน 

ดวยคาอัตราสวนของความกวางตอความยาว ( LW / ) เทากับ  1 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 

80

85

90

95

100

105

110

0 20 40 60 80 100 120

จํานวนช้ินสวน

W/
W-

3D
 %

4HeHsz(24)
4PhHsz
4HpHsz
4HbHsz1
4HbHsz2
4HbPl
4HbMd1
4HbMd2

4HbpHsz
4MiFs(40)

 
ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.1-2  การลูเขาของชิ้นสวน 4 ขั้วเมื่อแบงขนาดละเอียดขึ้น 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.1-3  การลูเขาของชิ้นสวน 8 ขั้ว และ 9 ขั้วเมื่อแบงขนาดละเอียดขึ้น 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 



 

 

88

0

20

40

60

80

100

120

1 10 100 1000

L/t

W/
W-

3D
 %

4HeHsz(24)
4PhHsz
4HpHsz
4HbHsz1
4HbHsz2
4HbPl
4HbMd1
4HbMd2
4HbpHsz
4MiFs(40)

 
ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.2-1  การลูเขาของชิ้นสวน 4 ขั้วเมื่ออัตราความยาวตอความหนาเปลี่ยนไป 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.2-2  การลูเขาของชิ้นสวน  8  ขั้วและ  9  ขั้วเมื่ออัตราความยาวตอความหนาเปลี่ยนไป 
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ก)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.2-3  การลูเขาของชิ้นสวน 4 ขั้ว (225 ช้ินสวน) เมื่ออัตราความยาวตอความหนาเปลี่ยนไป 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.3-1  การลูเขาของชิ้นสวน 4 ขั้วเมื่ออัตราความกวางตอความยาวเปลี่ยนไป 
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ก)  กรณีการรองรับแบบธรรมดา (SS) 
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ข)  กรณีการรองรับแบบยึดรั้งทั้งสี่ดาน (CS) 
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ค)  กรณีการรองรับแบบอิสระสามดาน (FS) 

 
รูปที่  4.1.3-2  การลูเขาของชิ้นสวน  8  ขั้วและ  9  ขั้วเมื่ออัตราความกวางตอความยาวเปลี่ยนไป 

ตารางที่  4.2-1  เปรียบเทียบความแมนของความเคนกรณีการรองรับแบบธรรมดา  3=NL ,  S=10  กรณีที่ 2 
คาคลาดเคลื่อน  (%) 

ช้ินสวน 
Xσ (z=t/2) Yσ (z=t/4) XYτ (z=t/2) YZτ (z=0) XZτ (z=0) 

Exact (15) 0.559 0.401 -0.0275 0.196 0.301 
4HeHsz (24) -0.04 -1.24 5.61 -14.10 4.49 

4PhHsz -0.31 -4.54 -1.40 -1.39 -0.42 
4HpHsz 0.75 -1.00 2.02 -12.60 1.34 
4HbHsz1 0.39 -1.91 1.60 -9.92 4.24 
4HbHsz2 0.75 -0.99 2.01 -12.38 1.38 

4HbPl -3.02 -2.16 -2.03 -28.09 -0.63 
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4HbMd1 0.75 -0.99 2.01 -12.38 1.38 
4HbMd2 0.75 -0.99 2.01 -12.38 1.38 
4HbpHsz 0.75 -0.99 2.00 -12.41 1.35 
4MiFs (40) -10.51 -6.34 -9.82 -25.57 -17.55 
8PhHs (38) 5.69 1.56 3.40 -8.64 -1.35 
8PhHsz 4.08 -0.73 1.73 1.06 2.41 

9MiFs (40) -11.50 -7.50 -9.87 -25.95 -17.53 
 
ตารางที่  4.2-2  เปรียบเทียบความแมนของความเคนกรณีการรองรับแบบธรรมดา  3=NL ,  S=100  กรณีที่ 2 

คาคลาดเคลื่อน  (%) 
ช้ินสวน 

Xσ (z=t/2) Yσ (z=t/4) XYτ (z=t/2) YZτ (z=0) XZτ (z=0) 
Exact (15) 0.539 0.271 -0.0214 0.139 0.339 

4HeHsz (24) -0.87 -0.91 0.20 0.89 48.19 
4PhHsz -34.82 -34.73 -34.94 -34.86 -34.90 
4HpHsz 0.61 0.30 0.53 -5.27 -0.25 
4HbHsz1 -0.38 -0.95 -0.80 9.41 42.69 
4HbHsz2 0.75 0.45 0.65 -4.27 -0.02 

4HbPl -1.16 -1.12 -1.34 -28.70 -0.84 
4HbMd1 0.75 0.45 0.65 -4.27 -0.02 
4HbMd2 0.75 0.45 0.65 -4.27 -0.02 
4HbpHsz 0.75 0.45 0.65 -4.46 -0.05 
4MiFs (40) 0.99 0.97 1.14 -19.51 -21.29 
8PhHs (38) 1.31 -0.61 2.79 -1.58 -2.78 
8PhHsz 3.18 3.61 1.50 14.00 2.85 

9MiFs (40) -0.77 -1.28 -0.41 28.24 -13.71 
ตารางที่  4.2-3  เปรียบเทียบความแมนของความเคนกรณีการรองรับแบบธรรมดา 9=NL ,  S=100  กรณีที่ 2 

คาคลาดเคลื่อน  (%) 
ช้ินสวน 

Xσ (z=t/2) Yσ (z=t/4) XYτ (z=t/2) YZτ (z=0) XZτ (z=0) 
Exact (15) 0.539 0.431 -0.0213 0.219 0.259 

4HeHsz (24) -1.14 -0.95 -1.20 -12.22 8.02 
4PhHsz -40.79 -40.68 -40.75 -16.91 -5.26 
4HpHsz -2.25 -2.06 -2.19 -13.88 4.59 
4HbHsz1 -1.15 -0.95 -1.09 -11.72 8.04 
4HbHsz2 -1.15 -0.95 -1.09 -11.99 7.71 
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4HbPl -1.16 -0.99 -1.09 -0.32 -1.62 
4HbMd1 0.89 1.07 0.70 -0.30 -1.48 
4HbMd2 0.89 1.07 0.70 -0.30 -1.48 
4HbpHsz -1.15 -0.95 -1.09 -11.99 7.71 
4MiFs (40) 1.01 1.25 1.46 -51.12 66.02 
8PhHs (38) -0.03 -0.37 2.64 -49.12 79.41 
8PhHsz -0.02 -0.34 2.66 -14.19 12.21 

9MiFs (40) -1.03 -0.93 -0.29 -34.96 101.07 
 

เมื่อ ),,(),,( 2

2

XYYXXYYX
qL
t τσστσσ =  

 ),(),( XZYZXZYZ
qL
t ττττ =  

โดยที่ตําแหนงที่พิจารณาความเคนในตารางที่  4.2-1   4.2-3   และ  4.2-3  นั้นจะแสดงในรูปที่  4.2-1      
 
จากตารางที่  4.2-1   4.2-2   และ  4.2-3  พบวาทุกช้ินสวนยกเวนช้ินสวน  4PhHsz  ซึ่งเกิดการยึดเนื่อง

จากแรงเฉือนเมื่อ S=100 นั้นจะมีความแมนยําของความเคนดัดมากกวาความเคนเฉือนตั้งฉาก     ทั้งนี้ช้ินสวน  
4HbPl, 4MiFs  และ  9MiFS  นั้นมีการคลาดเคลื่อนของความเคนเฉือนต้ังฉากมากกวารอยละ  20  ในโครงสราง
ที่มีจํานวนแผนพื้นวางซอนกัน  3  ช้ัน( 3=NL )     ขณะที่เมื่อโครงสรางที่มีจํานวนแผนพื้นวางซอนกัน  9  
ช้ัน( 9=NL )   ช้ินสวน  8PhHs  4MiFs  และ  9MiFs   ซึ่งใชสนามการกระจัดช้ันเดียวน้ันจะมีการคลาด
เคลื่อนของความเคนเฉือนต้ังฉากมากกวารอยละ  50 
  

นอกจากนี้หากพิจารณาตารางที่  4.2-2  จะพบวาช้ินสวน  4HeHsz  และ  4HbHsz1  จะมีการคลาด
เคลื่อนของความเคนเฉือนต้ังฉาก  XZτ   มากกวารอยละ  40    เมื่อใชวิเคราะหโครงสรางที่มีจํานวนแผนพื้นวาง
ซอนกัน  3  ช้ัน( 3=NL ) และคา  S=100 
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รูปที่  4.2-1  ตําแหนงที่พิจารณาความเคนกรณีการรองรับแบบธรรมดา 
 

 จากปญหาที่วิเคราะหในตารางที่  4.2-3  สามารถนําช้ินสวนที่สนใจซึ่งมีคาคลาดเคลื่อนของความเคน
ไมเกินรอยละ  20  มาเขียนกราฟแสดงการกระจายตัวของความเคนที่จุดที่สนใจซึ่งความเคนจะมีคาสูงสุดตาม
ตําแหนงที่แสดงในรูปที่  4.2-1  ไดดังรูปที่  4.2-2    โดยจะพบวาในสวนของความเคนแรงดัดนั้นทุกช้ินสวนจะมี
การกระจายตัวของความเคนที่ใกลเคียงกับผลเฉลยมากแทบจะไมแตกตางกันเลย    แตจะสามารถพบความแตก
ตางในการกระจายตัวของความเคนเฉือนต้ังฉากซึ่งพบวาช้ินสวน  4HbMd1  และ  4HbMd2  นั้นจะมีการกระจาย
ตัวของความเคนเฉือนต้ังฉากที่ใกลเคียงกับผลเฉลยมากกวาช้ินสวนอื่นๆที่ใชสนามการกระจัดแบบชั้นเดียวสมมูล
ที่ใชฟงกชันวกเวียน 
 
 นอกจากนี้ผูวิจัยยังไดทําการศึกษาการกระจายตัวของความเคนในโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่โครง
สรางไมมีสมมาตรกับระนาบ  xy    คือจะมีรูปแบบของโครงสรางตามกรณีที่  1  (ทุกช้ันมีความหนาเทากัน) ซึ่งมี
จํานวนแผนพื้นวางซอนกัน  4  ช้ัน( 4=NL )   โดยที่  ο021 == θθ ο9043 == θθ    เมื่อ  iθ   คือมุม
ที่วัสดุของแผนพื้นช้ันที่  i   เทียบกับแกนพิกัดฉาก  x  

- ช้ินสวน  4  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  36  ช้ินสวน  
- ช้ินสวน  8  ขั้ว หรือ 9  ขั้วจะทําการแบงดวยจํานวนชิ้นสวน  9  ช้ินสวน 

มีคา 0.1/ =LW ,  100/ == tLS     มีแรงกระทําแบบไซนตามสมการที่ 4.1.1-1   กระทําที่ดานบน
ของโครงสราง  มีการรองรับแบบธรรมดา    การกระจายตัวของความเคนไดแสดงในรูปที่  4.2-3   ซึ่งพบวาความ
เคนแรงดัดนั้นทุกช้ินสวนจะมีการกระจายตัวของความเคนที่ใกลเคียงกับผลเฉลย     แตความเคนเฉือนต้ังฉากจะ
พบวาช้ินสวน  4HbMd2  ซึ่งสนามการกระจัดในระนาบมีพจนของ  Xz κ2   และ  Yz κ2   จะสามารถใหการ
กระจายตัวของความเคนเฉือนต้ังฉากที่ดีกวา 
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รูปที่  4.2-2   การกระจายตัวของความเคนในโครงสรางแบบกรณีที่  2 ( 9=NL ,  S=100  ) 
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รูปที่  4.2-2 (ตอ) การกระจายตัวของความเคนในโครงสรางแบบกรณีที่  2 ( 9=NL ,  S=100  ) 
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รูปที่  4.2-3   การกระจายตัวของความเคนในโครงสรางแบบกรณีที่  1 ( 4=NL , S=100  ) 
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รูปที่  4.2-3 (ตอ)  การกระจายตัวของความเคนในโครงสรางแบบกรณีที่  1 ( 4=NL , S=100  ) 

4.3 ประสิทธิภาพทางคอมพิวเตอร 
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ประสิทธิภาพทางคอมพิวเตอรคือตรวจสอบจํานวนการดําเนินการ (operations) ที่ใชในขั้นตอนการ
สรางเมตริกซสติฟเนสของชิ้นสวนซึ่งสามารถทําไดโดยการนับจํานวนครั้งของการบวก  ลบ  คูณ  และหารของ
เมตริกซตางๆ   ในที่นี้กําหนดเมตริกซตัวอยาง  A  และ  B   ทั้งสองเมตริกซมีขนาด  nn ×    สามารถนับ
จํานวนการดําเนินการไดดังนี้ 

 
BA +   มีการดําเนินการ 2n  
BA ×   มีการดําเนินการ 32n  

mA   มีการดําเนินการ 32)1( nm ×−  

)(ALU   มีการดําเนินการ 3

3
2 n  

 
 แตอยางไรก็ตามจํานวนการดําเนินการในการสรางเมตริกซสติฟเนสของทุกชิ้นสวนรวมกันนั้นจะมี
ความสําคัญลดนอยลงเมื่อปญหาที่วิเคราะหมีขนาดใหญขึ้น     โดยจะตรงกันขามในปญหาขนาดเล็กซึ่งจํานวน
การดําเนินการในการสรางเมตริกซสติฟเนสของทุกช้ินสวนจะเปนสัดสวนที่สําคัญของจํานวนการดําเนินการทั้ง
หมดในการวิเคราะห     สิ่งที่ทําใหเปนเชนนี้คือจํานวนระดับขั้นความเสรีของปญหาที่ตองคํานวณหาในทายที่สุด
นั้นเอง  
 
4.4 ความยืนยง 
 

จากผลการวิเคราะหปญหาตางๆขางตนนั้นผลลัพธที่ไดควรที่จะไมขึ้นกับการวางตัวบนแกนพิกัดของปญหา    
ตัวอยางเชน  การกระจัด หรือ ความเคนที่เกิดจากแรงกระทํา  P   ในรูปที่  4.4-1  นั้นจะตองไดเทากันไมวาช้ิน
สวนที่ใชวิเคราะหปญหาจะมีการวางตัวแบบในรูปที่  4.4-1(ก)  หรือรูปที่  4.4-1(ข)   หรืออาจกลาวอีกนัยหนึ่งได
วา  เมตริกซสติฟเนสที่ไดจากการวางตัวของชิ้นสวนแตละแบบนั้นตองเทากันนั่นเอง  ทั้งนี้อาจสามารถตรวจสอบ
ไดจากคาเจาะจงจากสองกรณีตองเทากัน  ช้ินสวนที่ใหคาเจาะจงของชิ้นสวนของการวางตัวทั้งสองแบบเทากัน
แสดงวาช้ินสวนนั้นมีความยืนยง (invariance)     ถึงแมวาความยืนยงของชิ้นสวนนั้นไมสามารถบงบอกวาช้ิน
สวนจะมีการลูเขาของผลเฉลยหรือไม  แตความยืนยงก็มีความสําคัญคือทําใหไมตองกังวลในการใชช้ินสวนใน
การวิเคราะหเพราะไมมีขอจํากัดของการวางตัวของปญหานั้นเอง 
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รูปที่  4.4-1  การวางตัวของปญหาแตละแบบเพื่อทดสอบความยืนยง 

 
 ทั้งนี้ความยืนยงของชิ้นสวนการกระจัดที่ฟงกชันสัณฐานเขียนอยูในรูปพิกัดฉากนั้นจําเปนที่จะตองมี
พจนครบตามสามเหลี่ยมปาสคาล (Pascal triangle)  แตในการศึกษานี้ไดทําการศึกษาเฉพาะชิ้นสวนที่ฟงกชัน
การประมาณตางๆเขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติซึ่งจากผลการทดสอบในตารางที่  4.5-1  และ  4.5-2  พบวาช้ิน
สวนทุกช้ินสวนมีความยืนยง 
 
 การกําหนดเพื่อทดสอบความยืนยงของชิ้นสวนที่ใชวิเคราะหแผนที่ซอนเปนช้ันในที่นี้จะกําหนดดังนี้ 
- กรณี (ก)  :  0.2/ =LW ,  5/ == tLS ,  5=t ,  3=NL   และ  NLth i /=   โดยที่  

ο9031 == θθ ο02 =θ  
 
- กรณี (ข)  :  5.0/ =LW ,  10/ == tLS ,  5=t ,  3=NL   และ  NLth i /=   โดยที่  

ο031 == θθ ο902 =θ  
 
4.5 การทดสอบคาเจาะจง 
 

การทดสอบคาเจาะจงเปนการทดสอบที่สําคัญซึ่งใชตรวจสอบรูปแบบไรพลังงานของการกระจัดของ
ช้ินสวน   โดยหากแรงกระทํา  eF   ที่กระทํากับช้ินสวนนั้นเปนสัดสวนกับการกระจัดที่ขั้วของชิ้นสวน  q   
ดวยคาตัวคูณ  µ   ดังนี้ 

 
qFqk e µ==  (4.7-1) 

หรือสามารถเขียนใหมไดวา 
0)( =− qIk µ  (4.7-2) 

 
รูปแบบขางตนเรียกวาสมการคาเจาะจง (eigenvalue equation)   โดยที่  iµ   คือคาเจาะจง (eigenvalue) ของ
เมตริกซสติฟเนส  k   ของช้ินสวนที่พิจารณาซึ่งจะมีทั้งหมดเทากับจํานวนระดับขั้นความเสรีใน  q       ทั้งนี้คา
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เจาะจง  iµ   คาหนึ่งจะคูกับเวกเตอรเจาะจง  
i

q   และหากทําการปรับแกให    1=
i

T

i
qq    แลวนําไปคูณ

กับสมการที่  4.7-2  จะไดวา 
 

ii

T

i
qkq µ=   หรือ  iiU µ=2  (4.7-3) 

 
เมื่อ  iU   คือพลังงานความเครียดภายในชิ้นสวนจากการกระจัดที่ขั้ว  

i
q   นั่นเองซึ่งจะพบวาเมตริกซสติฟเนส  

k   อาจใหคาเจาะจง  0=iµ   เมื่อการกระจัดที่ขั้ว  
i

q   เปนการเคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็ง    โดยที่ช้ินสวนใน
ระนาบ (plane element) จะมีการเคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็ง  3  รูปแบบ  สวนในชิ้นสวนสามมิติ หรือช้ินสวน
แผนเปลือก (shell element)  นั้นจะมีการเคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็ง  6  รูปแบบซึ่งในการทดสอบคาเจาะจงนี้จะ
ตองตรวจสอบวาเมตริกซสติฟเนส  k   ของชิ้นสวนที่สนใจนั้นมีคาเจาะจงที่เปนศูนยครบตามจํานวนการเคลื่อน
ที่แบบวัตถุแข็งเกร็งของชิ้นสวนนั้นๆหรือไม   หากชิ้นสวนที่ศึกษามีคาเจาะจงที่เปนศูนยครบตามจํานวนการ
เคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็งจะสามารถสรุปไดวาช้ินสวนดังกลาวมีความเสถียรนั้นเอง     นอกจากนี้คาเจาะจงยัง
สามารถใชตรวจสอบความยืนยงของชิ้นสวนไดดังกลาวแลวในหัวขอ  4.4  ดวยเชนกัน 
 
ตารางที่  4.5-1  ผลการทดสอบความยืนยง และจํานวนการดําเนินการของชิ้นสวน  4  ขั้ว 

จํานวนการดําเนินการ 
ช้ินสวน 

ครั้ง เทียบเทา 
ความยืนยง 

4HeHsz 186399 1.48 ยืนยง 
4PhHsz 154912 1.23 ยืนยง 
4HpHsz 198993 1.58 ยืนยง 

4HbHsz1 178841 1.42 ยืนยง 
4HbHsz2 183881 1.46 ยืนยง 

4HbPl 168767 1.34 ยืนยง 
4HbMd1 190177 1.51 ยืนยง 
4HbMd2 192696 1.53 ยืนยง 
4HbpHsz 198993 1.58 ยืนยง 

4MiFs 125945 1.00 ยืนยง 
 
ตารางที่  4.5-2  ผลการทดสอบความยืนยง และจํานวนการดําเนินการของชิ้นสวน  8 ขั้วและ  9  ขั้ว 

จํานวนการดําเนินการ 
ช้ินสวน 

ครั้ง เทียบเทา 
ความยืนยง 

8PhHs 699885 1.52 ยืนยง 
8PhHsz 699887 1.52 ยืนยง 
9MiFs 460452 1.00 ยืนยง 
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4.6 การทดสอบแบบหยอม (Patch Test) 
 

การทดสอบแบบหยอมนั้นเปนการตรวจสอบคุณสมบัติของชิ้นสวนวามีการลูเขาของผลเฉลยหรือไม   
ทั้งนี้ช้ินสวนที่ผานการทดสอบแบบหยอมนั้นเมื่อทําการแบงปญหาออกเปนช้ินสวนเล็กๆในการวิเคราะหก็จะได
ผลลัพธโดยประมาณที่ลู เขาสูผลเฉลยแมนตรง (exact solution)  ซึ่งเปนคุณสมบัติที่จําเปนอยางยิ่งในการ
วิเคราะหทางไฟไนตเอลิเมนต 
 
 การทดสอบแบบหยอมสามารถทําไดโดยนําช้ินสวนจํานวนนอยๆมารวมกัน  ทั้งนี้ตองมีขั้วอยางนอย
หนึ่งขั้วที่อยูภายในแบบหยอม (patch) เพื่อที่ขั้วดังกลาวจะถูกใชรวมกันโดยชิ้นสวนสองชิ้นสวน หรือมากกวาซึ่ง
สงผลใหมีขอบของชิ้นสวนที่เช่ือมตอกันอยางนอยหน่ึงรอยตอ     รูปที่  4.5-1  แสดงตัวอยางแบบหยอมที่ใชใน
การทดสอบซึ่งขั้วที่ขอบของแบบหยอมจะถูกกระทําดวยแรงกระทําที่ทําใหเกิดสภาพความเคนคงที่ (state of 
constant stress)  ในขณะที่ขั้วภายในจะไมมีแรงกระทํา และการจํากัดของการกระจัดแตอยางใด    แบบหยอม
จะตองมีการจํากัดการกระจัดที่เพียงพอเพื่อปองกันการเคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็งแตสามารถแสดงสภาพความ
เคนคงที่ดังกลาวขางตนได     โดยหากผลลัพธที่ไดเทา หรือมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยของปญหาอยูในเกณฑที่ยอม
รับไดจึงสามารถสรุปไดวาช้ินสวนดังกลาวผานการทดสอบแบบหยอม 
 
 ช้ินสวนที่จะนํามาทดสอบนั้นตองเปนช้ินสวนที่มีความเสถียร (stability)  คือตองไมมีรูปแบบไรพลัง
งานของการการกระจัด หรือ รูปแบบปลอมของการการกระจัดเมื่อมีการจํากัดการกระจัดที่เพียงพอที่จะไมเกิดการ
เคลื่อนที่แบบวัตถุแข็งเกร็ง     โดยที่สามารถตรวจสอบความเสถียรของชิ้นสวนไดจากการทดสอบคาเจาะจง 
(eigenvalue test) ของชิ้นสวนดังจะกลาวในหัวขอ  4.5  ตอไป 
 

 การทดสอบแบบหยอมนั้นตองทําการทดสอบทุกๆแบบของสภาพความเคนคงที่คือตองทําทุกๆความ
เคนที่ใชในการสรางชิ้นสวน  เชน ในชิ้นสวนสามมิติจะทําการทดสอบสภาพคงที่ของความเคน  Xσ , Yσ , 

Zσ , XYτ , YZτ  และ XZτ   ในขณะที่ ช้ินสวนแผนพื้นรับแรงดัด (plate bending elements)  ตองสามารถ
แสดงสภาพการคงที่ของแรงดัด  XM ,  YM   และแรงบิด  XYM   ได     ในที่นี้ไดทําการทดสอบแบบหยอมโดย
ใชแผนที่มีสมบุติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic material) 
 
 จากผลการทดสอบแบบหยอมในตารางที่  4.6-1  และ  4.6-2  พบวาช้ินสวนทุกช้ินสวนที่ศึกษาจะ
สามารถผานการทดสอบแบบหยอมในสวนของการรับแรงดึง และแรงเฉือนระนาบ   แตจะไมสามารถผานใน
สวนของการดัด และการบิด    ทั้งนี้การทดสอบแบบหยอมในสวนของแรงเฉือนตั้งฉากนั้นจะมีช้ินสวน  4PhHsz   
4MiFs   9MiFs   8PhHs   และ  8PhHsz  ซึ่งสวนทั้ง  5  ช้ินสวนนี้ไดสมมติใหความเคนเฉือนตั้งฉากเปนศูนยที่
ขอบบน และขอบลางของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน      แมวาช้ินสวนจะไมสามารถผานการทดสอบแบบ
หยอมในทุกแบบแตช้ินสวนที่ศึกษาก็ยังมีการลูเขาสูคําตอบอยูดงัไดแสดงในหัวขอ  4.1 
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ตารางที่  4.6-1  ผลการทดสอบแบบหยอมของชิ้นสวน  4  ขั้ว 
ช้ินสวน การบิด แรงเฉือนต้ังฉาก การดัด แรงดึง แรงเฉือนระนาบ 
4HeHsz ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4PhHsz ไมผาน ไมผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4HpHsz ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 

4HbHsz1 ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4HbHsz2 ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 

4HbPl ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4HbMd1 ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4HbMd2 ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 
4HbpHsz ไมผาน ผาน ไมผาน ผาน ผาน 

4MiFs ไมผาน ไมผาน ไมผาน ผาน ผาน 
 
ตารางที่  4.6-2  ผลการทดสอบแบบหยอมของชิ้นสวน  8 ขั้วและ  9  ขั้ว 
ช้ินสวน การบิด แรงเฉือนต้ังฉาก การดัด แรงดึง แรงเฉือนระนาบ 
8PhHs ไมผาน ไมผาน ไมผาน ผาน ผาน 
8PhHsz ไมผาน ไมผาน ไมผาน ผาน ผาน 
9MiFs ไมผาน ไมผาน ไมผาน ผาน ผาน 

 
4.7 ชิ้นสวนในโปรแกรมสําเร็จรูป 
 

ในที่นี้ผูวิจัยไดศึกษาชิ้นสวนในโปรแกรม  ANSYS 5.4 (74) ที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นตาง
วัสดุที่วางซอนเปนช้ันนั้นพบวาช้ินสวนที่มีในโปรแกรมนี้จะไมใชช้ินสวนพันทางหรือช้ินสวนผสมแตอยางใดแต
จะเปนช้ินสวนการกระจัดที่เปนช้ินสวนเปลือกบาง  2 ช้ินสวน  และชิ้นสวนสามมิติ  1  ช้ินสวนดังแสดงในตาราง
ที่  4.7-1 
 
ตารางที่  4.7-1  ช้ินสวนที่ใชในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่วางซอนเปนช้ันใน ANSYS 5.4 

ช่ือ จํานวนขั้ว DOF ตอขั้ว 
SHELL91 8 6 
SHELL99 8 6 
SOLID46 8 3 
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V
all nodes       :   u(z)=0
nodes 1,4,7  :   w(z)=0

P
nodes 1,3,7  :   w(z)=0
nodes 1        :  u(z)=v(z)=0

M
nodes 1,4,7  :   w(0)=u(z)=0
nodes 1         :   v(z)=0

Xσ
nodes 1,4,7  :   w(0)=u(z)=0
nodes 1         :   v(z)=0

V
nodes  1,4,7      :   w(0)=u(z)=v(z)=0
nodes  2,3,8,9   :   u(z)=0

2.52.5

1.25

1.5
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Y
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in-plane
shearing

 
 

รูปที่  4.5-1  การทดสอบแบบหยอม



บทท่ี  5 
 

สรุปผลการวิจัย 
 

จากงานวิจัยพบวาการกระจัดตามทฤษฎี  ESLT  ที่ใชในชิ้นสวน  4MiFs  และ  9MiFs  มีความงาย และ
ไมสิ้นเปลืองในการคํานวณ  โดยใหผลการวิเคราะหในระดับโดยรวม เชน การโกงตัว  แรงในแนวแกน   แรงดัด
ฯลฯ สําหรับโครงสรางทั่วไปไดดี    แตทั้งนี้ก็ยังไมสามารถที่จะใหผลการวเิคราะหของความเคนเฉือนต้ังฉากใน
ระดับแตละช้ันไดดีเพียงพอ     เนื่องจากทฤษฎี  ESLT  นั้นสมมุติใหความเครียดเฉือนตั้งฉากมีความตอเนื่อง
ตลอดความหนาของแผนพื้นที่ซอนเปนช้ันซึ่งทําใหความเคนเฉือนตั้งฉากจะไมตอเนื่องกันตรงรอยตอแตละช้ัน
ของโครงสรางอันมีสาเหตุจากการที่แตละชั้นมีคุณสมบัติของวัสดุที่แตกตางกันนั้นเอง 
 

ทฤษฎีการกระจัดหลายชั้น (LWT) ไมเหมือนกับทฤษฎี  ESLT  คือจะทําการสมมุติสนามการกระจัด
ตลอดความหนาของโครงสรางโดยที่จะสมมุติสนามการกระจัดตามแตละช้ันของโครงสรางแผนพื้นที่ซอนเปน
ช้ัน    สงผลใหความเครียดเฉือนตั้งฉากไมจําเปนตองตอเนื่องกันในแตละช้ันอันนําไปสูความเคนเฉือนตั้งฉากที่
สามารถมีความตอเนื่องได 
 

เมื่อเปรียบเทียบกับทฤษฎีการกระจัดแบบ  ESLT  แลวพบวาทฤษฎีการกระจัดแบบ  PLWT ที่ใชในชิ้น
สวน 4HbPL นั้นจะสามารถใหคาการกระจัดและความเคนโดยเฉพาะคาความเคนเฉือนตั้งฉากของโครงสราง
แผนพื้นตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันที่มีจํานวนช้ันมาก (แผนพื้นซอนกัน 9 ช้ัน) ไดดีกวาทฤษฎีการกระจัดแบบ  ESLT 
แมวาการใชฟงกชันวกเวียนในทฤษฎีการกระจัดแบบ  ESLT จะสามารถใหความเคนเฉือนตั้งฉากที่ดีเมื่อโครง
สรางมีจํานวนชั้นนอยๆ (แผนพื้นซอนกัน  3  ช้ัน) แตในโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่มีจํานวนชั้นมากขึ้นนั้นคา
ความเคนเฉือนตั้งฉากจะคลาดเคลื่อนมากขึ้นตามไปดวย  และพบวาทฤษฎีการกระจัดแบบ  ESLT  จะมีการ
กระจายตัวของความเคนเฉือนต้ังฉากที่ไมตอเนื่องบริเวณรอยตอระหวางชั้นของแผนพื้นตางวัสดุ 
 

โดยการที่จะใชแบบจําลองการกระจัดตามทฤษฎีใดทฤษฎีหนึ่งเพียงทฤษฎีเดียวอาจไมใชวิธีที่เหมาะสม
ท่ีสุดในการวิเคราะหโครงสรางตางวัสดุที่ซอนเปนช้ันทั่วๆไป     การใชสนามการกระจัดแบบรวมในชิ้นสวน  
4HbMD1  และ  4HbMD2       โดยที่การวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่มีจํานวนชั้นนอย (แผนพื้นซอนกัน  3  
ช้ัน)  นั้นสามารถแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้นเพื่อใหไดความเคนเฉือนต้ังฉากที่แมนยําขึ้น    ช้ินสวนทั้งสองนี้จึงเปนอีก
ทางเลือกหนึ่งแทนการใชช้ินสวนสามมิติ  เพราะสามารถใหทั้งความแมนยําและ ความประหยัดในการคํานวณ  
 
 ช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลว  และช้ินสวนผสมจากหลักการเฮลลิง
เกอร-ไรสเนอรซึ่งเปนช้ินสวนที่มีการสมมุติการกระจัดสวนเพิ่มนั้นพบวา    ควรที่จะสมมุติจํานวนพารามิเตอร

ตางๆโดยใหคา  CR (
λ

β

nn
n

q +
= )  ไมเกิน  3  เพราะจากการที่ช้ินสวน  4HbHsz1  ซึ่งมีคา  33.3=CR   จะ
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ใหคาความเคนเฉือนตั้งฉากคลาดเคลื่อนรอยละ 43 เมื่อใชวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นตางวัสดุที่ซอนกัน  3  ช้ันที่
มีคาอัตราสวนความยาวตอความหนามากๆ (S=100) 
 

ช้ินสวนอันดับต่ํา (ช้ินสวน  4  ขั้ว) ซึ่งไมมีการสมมุติการกระจัดสวนเพิ่มเชน  ช้ินสวนพันทางแบบบาง
สวนจากหลักการจิง-เลียว (ช้ินสวน 4PhHsz) และช้ินสวนพันทางจากหลักการเฮลลิงเกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปร
ดวยวิธีทัณฑกรรม (ช้ินสวน 4HpHsz) จะพบวาเกิดการยึดเนื่องจากแรงเฉือนเมื่อคาอัตราสวนความยาวตอความ
หนามากๆ (S>100)    ดังนั้นการสรางช้ินสวนจากหลักการแปรผันทั้งสองขางตนจึงควรใชช้ินสวนอันดับสูง เชน 
ช้ินสวน  8  ขั้ว  8PhHs  และ  8PhHsz  เพื่อหลีกเลี่ยงปญหาการยึดตัวเนื่องจากแรงเฉือน 

 
จากชิ้นสวน  4HbpHsz  ที่มีการใชวิธีทัณฑกรรมกับช้ินสวน  4HbHsz2  ที่สรางจากหลักการเฮลลิง

เกอร-ไรสเนอรที่ดัดแปรแลวพบวาไมไดทําใหช้ินสวน  4HbpHsz  ใหคาการกระจัดและความเคนตางจากชิ้น
สวน  4HbHsz2  อยางมีนัยสําคัญ 
 
 นอกจากนี้ช้ินสวนพันทางแบบบางสวนนั้นจะมีขอเสียจากการที่สมมุติความเคนเฉือนตอเนื่องกันในแต
ละช้ันของแผนพื้นทําใหในโครงสรางที่ประกอบดวยแผนจํานวนมากขึ้นจะมีจํานวนการดําเนินการเพิ่มมากขึ้น
จากการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   ที่มีขนาดใหญ    โดยจะไมเหมือนกับช้ินสวนพันทาง และชิ้นสวน
ผสมที่มีการสมมุติสนามความเคนในแตละช้ันที่ไมขึ้นแกกัน   ทําใหขนาดของเมตริกซ  H   จะไมขึ้นกับจํานวน
ของแผนพื้นตางวัสดุที่ประกอบกันเปนโครงสราง 

 
จากการทดสอบหากพิจารณาดานความแมนของการกระจัดนั้น  ช้ินสวนที่ศึกษาในงานวิจัยนี้จะใหคา

การกระจัดที่แมนยําใกลเคียงกัน  แตหากจะพิจารณาจากแงของความแมนของความเคนแลวพบวาช้ินสวน 
4HbHsz2 4HbMd1  และ  4HbMd2  ซึ่งเสนอโดยผูวิจัย  และชิ้นสวน  4HeHsz  ซึ่งเสนอโดยชวงและได (24)  
นั้นสามารถใหคาความเคนโดยเฉพาะความเคนเฉือนตั้งฉากที่ดีในการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่มีสมมาตรกับ
ระนาบ xy    แตหากตองการวิเคราะหโครงสรางแผนพื้นที่ไมมีสมมาตรกับระนาบ  xy  พบวาช้ินสวน  4HbMd2   
จะใหการกระจายตัวของความเคนตลอดความหนาของโครงสรางที่ดีกวา 



รายการอางอิง 
 
1) Mau S.  T.  ; Tong, P.  ; and Pian, T.  H.  H.   Finite Element Solutions for Laminated Thick Plates.  

J.   
Composite Materials  6  (1972):  304-311. 

2) Reissner, E.   On Transverse Bending of Plates, Including the Effect of Transverse Shear 
Deformation.   

Int.  J.  Solids Struct  11  (1975):  569-573. 
3) Noor, A.  K.  ; and Mathers, M.  D.   Finite Element Analysis of Anisotropic Plates.  Int.  J.  Num.  

Meth.   
Eng.  11  (1977):  289-307. 

4) Pugh, E.  D.  L.  ; Hinton, E.  ; and Zienkiewicz, O.  C.   A Study of Quadrilateral Plate Bending 
Element  

With Reduced Integration.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  12  (1978):  1059-1079. 
5) Panda, S.  C.  ; and Natarajan, R.   Finite Element Analysis of Laminated Composite Plates.  Int.  

J.  Num.   
Meth.  Eng.  14  (1979):  69-79. 

6) Spilker, R.  L.   A Hybrid Stress Finite Element for Thick Multilayer Laminates.  Comput.  Struct.  
11   

(1980):  507-514. 
7) Reddy, J.  N.  A Penalty Plate-Bending Element for the Analysis of Laminated Anisotropic 

Composite  
Plates.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  15  (1980):  1187-1206. 

8) Spilker, R.  L.  ; and Munir, N.  I.   A Serendipity Cubic-Displacement Hybrid-Stress Element for 
Thin and  

Moderately Thick Plates.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  15  (1980):  1261-1278. 
9) Spilker, R. L.  ; and Munir, N.  I.   The Hybrid-Stress Model for Thin Plates.  Int.  J.  Num.  Meth.  

Eng.  
15  (1980):  1239-1260. 

10) Pian, T.  H.  H.  ; and Sumihara, K.   Rational Approach for Assumed Stress Finite Element.  J.  
Num.   

Meth.  Eng.  20  (1984):  1685-1695. 
11) Reddy, J.  N.   A Simple Higher-Order Theory for Laminated Composite Plates.  J.  Appl.  Mech.  

51   
(1984):  745-752. 



 

 

108

12) Sciuva, M.  D.   An improved Shear-Deformation Theory for Moderately Thick Multilayered 
Anisotropic  

Shells and Plates.  J.  Appl.  Mech.  54  (1987):  589-596. 
13) Pian, T.  H.  H.  ; and Wu, C.  C.   A Rational Approach for Choosing Stress Terms for Hybrid 

Finite  
Element Formulations.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  26  (1988):  2331-2343. 

14) Simo, J.  C.  ; and Rifai, M.  S.   A Class of Mixed Assumed Strain Methods and the Method of  
Incompatible Modes.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  29  (1990):  1595-1638. 

15) Pagano, N.  J.   Exact Solutions for Rectangular Bidirectional Composites and Sandwich Plates.  
J.   

Composite Materials  4  (1970):  20-34. 
16) Whitney, J.  M.   The Effect of Boundary Conditions on the Response of Laminated Composites.  

J.   
Composite Materials  4  (1970):  192-203. 

17) Pagano, N.  J.   Influence of Shear Coupling in Cylindrical Bending of Anisotropic Laminates.  J.   
Composite Materials  4  (1970):  330-343. 

18) Spilker, R.  L.   Invariant 8-node Hybrid-Stress Elements for Thin and Moderately Thick Plates.  
Int.  J.  

Num. Meth. Eng.  18  (1982):  1153-1178. 
19) Rao, R.  S.  ; and Storaski, H.  K.   Finite Element Analysis of Composite Plates Using a Weak 

Form of the  
Kirchhoff Constraints.  Finite Elements Anal.  Design  13  (1993):  191-208. 

20) Abdalla Filho, J.  E.  ; and Dow, J.  O.   An Error Analysis Approach for Laminated Composite 
Plate Finite  

Element Models.  Comput.  Strut.  52  (1994):  611-616. 
21) Dow, J.  O.  ; and Abdalla, J.  E.   Qualitative Errors in Laminated Composite Plate models.  Int.  

J.  Num.   
Meth.  Eng.  37  (1994):  1215-1230. 

22) Cho, M.  ; and Kim, J.  S.   Four-noded Finite Element Post-Process Method Using a 
Displacement Field  

of Higher-Order Laminated Composite Plate Theory.  Comput.  Struct.  61  (1996):  283-290. 
23) Spilker, R.  L.   Hybrid-Stress 8-node Elements for Thin and Thick Multilayer Laminated Plates.  

Int.  J.   
Num.  Meth.  Eng.  18  (1982):  801-828. 

24) Cheung, Y.  K.  ; and Di, S.   Analysis of Laminated Composite Plates by Hybrid Stress 
Isoparametric  



 

 

109

Element.  Int.  J.  Solids Struct.  30  (1993):  2843-2857. 
25) Subramanian, P.   Finite Element Analysis of Thick Homogeneous Plates.  Comput.  Struct.  71  

(1999):   
469-480. 

26) Auricchio, F.  ; and Sacco, E.   A Mixed-Enhanced Finite-Element for the Analysis of Laminated  
Composite Plates.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  44  (1999):  1481-1504. 

27) Mukherjee, N.  ; and Sinha, P.  K.   A Comparative Finite Element Heat Conduction Analysis of  
Laminated Plates.  Comput.  Struct.  52  (1994):  505-512. 

28) Gendy, A.  S.  ; Saleeb, A.  F.  ; and Mikhail, S.  N.   Free Vibration and Stability Analysis of 
Laminated  

Composite Plates and Shells With Hybrid/Mixed Formulation.  Comput.  Struct.  63  (1997):  
1149- 

1163. 
29) Liu, S.   A Finite Element Analysis Procedure Using Simple Quadrilateral Plate/Shell Elements.  

Comput.   
Struct.  32  (1989):  937-944. 

30) Rao, K.  M.  ; and Maheswara Rao, Y.  U.   Computer Program for the Stiffness Matrix of 
Laminated  

Plates Using the Hybrid-Stress Finite Element.  Comput.  Struct.  43  (1992):  351-363. 
31) Ghosh, A.  K.  ; and Dey, S.  S.   A Simple Finite Element for the Analysis of Laminated Plates.  

Comput.   
Struct.  44  (1992):  585-596. 

32) Liangxin, S.  ; and Zhiyu, S.   The Analysis of Laminated Composite Plates Based on the Simple 
Higher- 

Order Theory.  Comput.  Struct.  43  (1992):  831-837. 
33) Owens, M.  E.  ; PalaZotto, A.  N.  ; and Dennis, S.  T.   Transverse Shear Flexibility in Laminated 

Plates  
Undergoing Large Deflections.  Comput.  Struct.  45  (1992):  69-78. 

34) Chandrashekhara, K.   Thermal Buckling of Laminated Plates Using a Shear Flexible Finite 
Element.   

Finite Elements Anal.  Design  12  (1992):  51-61. 
35) Paul, T.  K.  ; and Rao, H.  M.   Finite Element Evaluation of Stress Concentration Factor of Thick  

Laminated Plates Under Transverse Loading.  Comput.  Struct.  48  (1993):  311-317. 
36) Biswal, K.  C.  ; and Ghosh, A.  K.   Finite Element Analysis for Stiffened Laminated Plates Using 

Higher- 
Order Shear Deformation Theory.  Comput.  Struct.  53  (1994):  161-171. 



 

 

110

37) Ghosh, A. K.; and Dey, S. S.   Buckling of Laminated Plates-a Finite Element Based on Higher-
Order  

Theory.  Finite Elements Anal.  design  15  (1992):  289-602. 
38) Yong, Y.  K.  ; and Cho, Y.   Higher-Order, Partial Hybrid Stress, Finite Element formulation for  

Laminated Plates and Shell Analyses.  Comput.  Struct.  57  (1995):  817-827. 
39) Xiao, Q.  Z.  ; Li, B.  L.  ; and Williams, F.  W.   An Improved Hybrid-Stress Element Approach to 

Torsion  
of Shafts.  Comput.  Struct.  71  (1999):  535-563. 

40) Pinsky, P.  M.  ; and Jasti, R.  V.   A Mixed Finite Element for Laminated Composite Plates Based 
on the  

Use of Bubble Functions.  Eng.  Comput.  6  (1989):  316-330. 
41) Pinsky, P.  M.  ; and Jasti, R.  V.   A Mixed Finite Element formulation for Reissner-Mindlind Plates  

Based on the Use of Bubble Functions.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  28  (1989):  1677-1702. 
42) Pian, T.  H.  H.  ; and Chen, D.  P.   Alternative Ways for Formulation of Hybrid Stress Elements.  

Int.  J.   
Num.  Meth.  Engng.  18  (1982):  1679-1684. 

43) Pian,  T.  H.  H.  ; and Sumihara, K.   Hybrid Semiloof Elements for Plates and Shells Based on a 
Modified  

Hu-Washizu Primciple.  Comput.  Struct.  19  (1984):  165-173. 
44) Pian, T.  H.  H.  ; Chen, D.  ; and Kang, D.   A New Formulation of Hybrid/Mixed Finite Element.   

Comput.  Struct.  16  (1983):  81-87. 
45) Jing, H.  S.  ; and Lioa, M.  L.   Partial Hybrid Stress Element for Transient Analysis of Thick 

Laminated  
Composite Plates.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  29  (1990):  1787-1796. 

46) Jing, H. S.; and Lioa, M. L.   Partial Hybrid Stress Element for the Analysis of Thick Laminated  
Composite Plates.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  28  (1989):  2813-2827. 

47) Jing, H.  S.   On the limitation principles for Partial Hybrid Stress Model.  Comput. Struct.  38  
(1991):   

113-117. 
48) Wu, C.  C.  ; and Cheung, Y.  K.   On Optimization Approaches of Hybrid Stress Elements.  Finite  

Elements Anal.  Design  31  (1995):  111-128. 
49) Pian, T.  H.  H.  ; and Chen, D.   On the Suppression of Zero Energy Deformation Modes.  Int.  J.  

Num.   
Meth.  Eng.  19  (1983):  1741-1752. 

50) Pian, T.  H.  H.  ; and Tong, P.     Basis of Finite Element Methods for Solid Continua.  Int.  J.  
Num.   



 

 

111

Meth.  Eng.  1  (1969):  3-28. 
51) Pian, T.  H.  H.   State-of-the-art Development of Hybrid/Mixed Finite Element Method.  Finite 

Elements  
Anal.  Design  21  (1995 ):  5-20. 

52) Pian, T.  H.  H.  ; and Tong, P.   Relations Between Incompatible Displacement Model and 
Hybrid Stress  

Model.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  22  (1986):  173-181. 
53) Weissman, S.  L.  ; and Taylor, R.  L.   Treatment of Internal Constraints by Mixed Finite Element  

Methods: Unification of Concepts.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  33  (1992):  131-141. 
54) Zienkiewicz, O.  C.  ; Qu, S.  ; Taylor, R.  L.  ; and Nakasawa, S.     The Patch Test for Mixed  

Formulations.  Int.  J. Num.  Meth.  Eng.  23  (1986):  1873-1883. 
55) Pian, T.  H.  H.     A Historical Note about Hybrid Elements.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  12  

(1978):   
891-892. 

56) Liao, M.  L.  ; Jing, H.  S.  ; and Hwang, M.   Improvements on the Higher Order Plate Element 
With  

Partial Hybrid Stress Model.  Comput.  Struct.  42  (1992 ):  45-51. 
57) Tseng, Y.  P.  ; and Wu, T.  C.   Partial Hybrid Stress Method Applied to the Higher-Order 

Laminated  
Plates Theory.  Comput.  Struct.  41  (1991):  313-323. 

58) Chen, W.  ; and Cheung, Y.  K.   A New Approach for the Hybrid Element Method.  Int.  J.  Num.  
Meth.   

Eng.  24  (1987):  1697-1709. 
59) Pian, T.  H.  H.     Finite Elements Based on Consistency Assumed Stresses and Displacement.  

Finite  
Elements Anal.  Design  1  (1985 ):   131-140. 

60) Lo, K.  H.  ; Christensen, R.  M.  ; and Wu, E.  M.   A Higher-Order Theory of Plate Deformation , 
Part 2 –  

Laminated Plates.  J.  Appl.  Mech.  (1977):  669-676. 
61) Carrera, E.   C0 Reissner-Mindlin Multilayered Plate Elements Including Zig-zag and Interlaminar 

Stress  
Continuity.  Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  39  (1996):  1797-1820. 

62) Aitharaju, V.  R.  ; and Averill, R.  C.   C0 Zig-zag Finite Element for Analysis of Laminated 
Composite  

Beams.  J.  Eng.  Mech.  125  (1999):  323-330. 



 

 

112

63) Reddy, J.  N.   On Refined Computational Models of Composite Laminates.  Int.  J.  Num.  Meth.  
Eng.   

27  (1989):  361-382. 
64) Robbins, D.  H.  ; and Reddy, J.  N.   Modelling of Thick Composites Using a Layerwise 

Laminate Theory.   
Int.  J.  Num.  Meth.  Eng.  36  (1993):  655-677. 

65) Robbins, D.  H.  ; and Reddy, J.  N.   Variable Kinematic Modelling of Laminated Composite 
Plates.  Int.   

J.  Num.  Meth.  Eng.  39  (1993):  2283-2317. 
66) Wu, C.  P.  ; and Hsu, C.  S.   Free vibration Analysis of Thick Laminated Plates Using a Mixed 

Finite  
Element.  J.  Chinese Ins.  Eng.  17  (1994):  753-759. 

67) Wu C.  P.  ; and Yen C.  B.   Interlaminar Stress Mixed Finite Element Analysis of 
Unsymmetrically  

Laminated Composite Plates.  Comput.  Struct.  49  (1993):  411-419. 
68) Wu, C.  C.  ; Huang, M.  G.  ; and Pian, T.  H.  H.   Consistency Condition and Convergence 

Criteria of  
Incompatible Elements : General Formulation of Incompatible Functions and Its Application.  
Comput.  Struct.  27  (1987):  639-644. 

69) Kabir, H.  R.  H.   Static Response of Anti-Symmetric Angle-Ply Laminated Shear-Flexible 
Clamped  

Plates.  Comput.  Struct.  53  (1994):  201-208. 
70) Kabir, H.  R.  H.   A double Fourier Series Approach to the Solution of a Moderately Thick Simply  

Supported Plate With Anti-Symmetric Angle-Ply Lamination.  Comput.  Struct.  43  (1992):  
769-774. 

71) บุญธรรม  เหมหีม.   การเปรียบเทียบชิ้นสวนแผนพื้นพันทางรับแรงดัด. วิทยานิพนธปริญญามหาบัณฑิต   
ภาควิชาวิศวกรรมโยธา  คณะวิศวกรรมศาสตร  จุฬาลงการณมหาวิทยาลัย,  2542. 

72) Bathe, K.  J.   Finite Element Procedures.  New Jersey : Prince-Hall, 1996. 
73) Cook, R.  D.  ;  Malkus, D.  S.  ; and Plesha, M.  E.   Concepts and Applications of Finite Element  

Analysis.  3rd  ed.  New York : John willey & son, 1989. 
74) Saeed Moaveni Finte Element Analysis Theoretical and Application with ANSYS  Minesota State  

University, Mankato. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ภาคผนวก  ก 
 

รายละเอียดชิ้นสวนท่ีศึกษา 
 

ก1.  ชิ้นสวน  4HeHsz   
 
 จากหลักการหาความเคนที่เหมาะสมดังแสดงในสมการที่ 3.1.1.1-8  ซึ่งจะตองมีการคํานวณคา  IM1   
และ  IM2     ทั้งนี้อาศัยหลักการจากสมการที่  2.1.1-16  จะสามารถเขียนสมการที่  3.1.1.1-8ก  ไดใหมดังนี้ 
 

∫ ∫ ∫

∫∫

− − −

∂

+=

+==
1

1

1

1

1

1
11

1111

)]()[(

)]()[(

ζηξλλ

λλλ

dddJPDNPDN

dVPDNPDNdSnPNM

ITTIT

V

ITTIT

V

ITI
eIeI

 (ก1-1ก) 

และ 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

− − −

∂

+=

+==
1

1

1

1

1

1
22

2222

)]()[(

)]()[(

ζηξλλ

λλλ

dddJPDNPDN

dVPDNPDNdSnPNM

ITTIT

V V

ITTITITI
eI eI

 (ก1-1ข) 

โดยที่ 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

xz

yz

xy

y

x

D

0

0

0

00

00

  (ก1-2) 

 
โดยที่การหาคาอนุพันธเหลานี้จะอาศัยหลักการไอโซพาราเมตริกกับเมตริกซจาโคบีซึ่งจะไดวา 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)2()2(0000
)2()2(0000

00)2()2()2()2(
00)2()2(00
0000)2()2(

1211

2221

12112221

2221

1211

ηξ
ηξ

ηξηξ
ηξ

ηξ

λ

RR
RR

RRRR
RR

RR

DN  (ก1-3) 

 



 

 

114

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+
+

=

0)()(00)()(0
00000)2()()(0

)2()()(000000

000000000000000
0)()(0)()(0)()(000000
0)()(0)()(000000)()(0

121112222121

33333333

33333333

12111211222121

22212221121112

1

ζζζζ
ζηξ

ζηξ

ζζξηζζ
ζζξηζζ

RRRRRR
RRRR

RRRR

RRRRRRR
RRRRRRR

PD IT

 

 (ก1-4) 
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1122

121122

222111

2

0000
000
000

RR
RRR
RRR

PD IT  (ก1-5) 

  
 ทั้งนี้เมื่อนําสมการที่  ก1-3  ถึง  ก1-5  แทนลลงในสมการที่  ก1-1  และ  ก1-2  ซึ่งจะไดเมตริกซ  IM1   
และ  IM2   สามารถคํานวณเมตริกซ  IP

)
  ในสมการที่  3.1.1.1-11  สุดทายก็สามารถไดเมตริกซสติฟเนสจาก

สมการที่  3.1.1.1-14  และ  3.1.1.1-15 
 
ก2.  ชิ้นสวน  8PhHs 
 

จากสมการขางตนการกระจัดในสมการที่  3.1.2.2-1  จะสามารถเขียนไดวา 
 

qNu =   (ก2-1) 
เมื่อ Tqqqq ].......[

821
=  

โดยที่ T
YjXjZjYjXjZjYjXjjjjj

wvuq }{ 000 ϕϕκκκφφφ=  
 
จากสมการที่  ก2-1  ฟงกชันสัณฐานที่แสดงไวสามารถเขียนไดดังนี้ 
 

].....[ 8321 NNNNN
))))

=  (ก2-2) 
โดยที่ 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00000000
0000000

0000000

2

32

32

jjj

jjjj

jjjj

j

NzzNN
NzNzzNN

NzNzzNN
N
)  (ก2-2ก) 

   
เมื่อฟงกชันสัณฐานที่แตละขั้วของชิ้นสวน  8  ขั้วตามรูปที่  ก2-1  คือ 
 



 

 

115

7 6 5

4

3
21

8
ξ

η

(-1,1) (0,1) (1,1)

(1,0)

(1,-1)

(0,-1)

(0,0)

(-1,0)

(-1,-1)

 
รูปที่  ก2-1  การเรียงขั้วของชิ้นสวน 8 ขั้ว 

 

)1)(1)(1(
4
1

1 ηξηξ −−−−−=N  

)1)(1(
2
1 2

2 ηξ −−=N  

)1)(1)(1(
4
1

3 ηξηξ −+−−+=N  

)1)(1(
2
1 2

4 ηξ −+=N  

)1)(1)(1(
4
1

5 ηξηξ ++−++=N  

)1)(1(
2
1 2

6 ηξ +−=N  

)1)(1)(1(
4
1

7 ηξηξ +−−+−=N   

)1)(1(
2
1 2

8 ηξ −−=N  

 
โดยที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานเทียบกับพิกัดฉาก  X  และ  Y  สามารถหาไดจากความสัมพันธในสม

การที่  3.1.1.1-23   คือ  ηξ ,, 1211, jjXj NRNRN +=  และ  ηξ ,, 2221, jjYj NRNRN +=  เปนตน   
โดยที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานเทียบกับพิกัดธรรมชาติในแนวระนาบคือ 
 

)2)(1(
4
1,1 ηξηξ +−=N   )1)(2(

2
1,2 ηξξ −−=N  

)2)(1(
4
1,3 ηξηξ −−=N   )1)(1(

2
1, 2

4 ηξ −+=N  

)2)(1(
4
1,5 ηξηξ ++=N   )1)(2(

2
1,6 ηξξ +−=N  

)2)(1(
4
1,7 ηξηξ −+=N   )1)(1(

2
1, 2

8 ηξ −−=N  

(ก2-3)

(ก2-4ก)



 

 

116

 

)2)(1(
4
1,1 ηξξη +−=N   )1)(1(

2
1, 2

2 −−= ξηN  

)2)(1(
4
1,3 ηξξη +−+=N   )2)(1(

2
1,4 ηξη −+=N  

)2)(1(
4
1,5 ηξξη ++=N   )1)(1(

2
1 2

6 +−= ξN  

)2)(1(
4
1,7 ηξξη +−−=N   )2)(1(

2
1

8 ηξ −−=N  

 
หากกําหนดให 

qB

q

q
q

BBB ffff

XY

Z

XY

X

f =

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

8

2

1

821 ]....[
Μ

γ
ε
ε
ε

ε  

 (ก2-5) 

qB

q

q
q

BBB tttt
XZ

YZ
t

=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

8

2

1

821 ]....[
Μγ

γ
γ  

 
จากการกระจัดในสมการที่  3.1.2.2-1,  ก2-2  และ  ก2-3  จะไดวา 
 

]...[
0

0

821 tttt BBBN

xz

yzB =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  (ก2-6) 

เมื่อ 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

03,02,0,00
30,20,0,00

22

22

jXjjXjjXj

jYjjYjjYj
tj NzNzzNzNNN

NzNzzNzNNN
B  (ก2-6ก) 

 

]....[

0

00

00

00

821 ffff BBBN

xy

z

y

x

B =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  (ก2-7) 

(ก2-4ข)



 

 

117

เมื่อ 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

XjYjXjYjXjYjXjYj

jj

YjYjYjYj

XjXjXjXj

fj

NzNzNzNzzNzNNN
zNN

NzNzzNN
NzNzzNN

B

,,0,,0,,0,,
0020000000

,00,00,00,0
0,00,00,00,

3322

32

32

 

 (ก2-7ก) 
 
ก3.  ชิ้นสวน  8PhHsz 
 
 ความเคนเฉือนตั้งฉากของชั้นที่  I   หรือ  I

tσ   นั้นจะใชสนามความเคนเฉือนต้ังฉากเหมือนกับช้ิน
สวน  8PhHs ไดเปนดังแสดงในสมการที่  3.1.2.2-3    แตจากการที่ใชสนามการกระจัดตามสมการที่  3.1.1.1-16  
จะได 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

8

1

821 ].....[
q

q
NNNqNu I

q
I
q

I
q

I
q

I
q Μ

)))
 (ก3-1) 

 
จํานวนการกระจัดที่ขั้วทั้งหมดของชิ้นสวน  8  ขั้วแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน  1  ช้ินสวนซึ่งประกอบดวยแผนพื้น  
NL   ช้ันมี  72  คาซึ่งไมขึ้นกับจํานวนชั้นของแผนพื้นเมื่อ  

i
q   คือการกระจัดสามัญที่ขั้ว  j   เขียนไดวา 

 
T

YiXjYjXjYjXjiiii
wvuq ][ 000 ϕϕωωφφ=  (ก3-2) 

โดยที่เมตริกซ  I
qjN

)
  คือ 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
00000000

00000
00000

3

3

j

jjjj

jjjj
I
qj

N
NzNzzNN

NzNzzNN
N

)
)

)
 (ก3-4) 

 
หากกําหนดให 

qB

q

q
q

BBB I
f

I
fff

I

XY

Y

X
I
f =

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

8

2

1

821 ]....[
Μ

γ
ε
ε

ε  

 (ก3-5) 

qB

q

q
q

BBB I
t

I
ttt

I

XZ

YZI

t
=

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

8

2

1

821 ]....[
Μγ

γ
γ  



 

 

118

จากสมการที่  ก3-4  และ  ก3-5  จะไดวา 
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ก4.  ชิ้นสวน  4PhHsz   
 
 จากการที่ใชสนามการกระจัดตามสมการที่  3.1.1.1-16  จะได 
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จํานวนการกระจัดที่ขั้วทั้งหมดของชิ้นสวน  4  ขั้วแผนพื้นที่ซอนเปนช้ัน  1  ช้ินสวนซึ่งประกอบดวยแผนพื้น  
NL   ช้ันมี  36  คาซึ่งไมขึ้นกับจํานวนชั้นของแผนพื้นเมื่อ  

j
q   คือการกระจัดสามัญที่ขั้ว  j   เขียนไดวา 
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โดยที่เมตริกซ  I

fjB   และ  I
tjB   นั้นจะเหมือนกับสมการที่  ก3-6  และ  ก3-7  ตามลําดับ     ในสวนของการ

สมมติสนามความเคนเฉือนต้ังฉากนั้นก็จะมีลักษณะที่คลายกับช้ินสวน  8PhHs  ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 
 
 (1) จากความเคนในสมการที่  3.1.2.2-3  ซึ่งถูกแบงออกเปนสองสวนดังนี้ 
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โดยที่   I

tP ,  I

YZ
β   และ  I

XZ
β   ถูกกําหนดไวดังตอไปนี้ 

 
สําหรับช้ันลางสุด : 
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iYZ
ββ =1  เมื่อ  i=1,2,...5  

T

jXZ
ββ =1   j=5(NL -1)+2+ i    เมื่อ NL ≥  2 และ i=1,2,...5 

  
สําหรับช้ันบนสุด : 
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ββ =   g=5(NL -1)+5( I -2)+4+ i    เมื่อ NL  ≥  2 , I  ≥  2 และ i=1,2,3,…..8 
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 (2) กระบวนการรวมจะทําเชนเดียวกับกระบวนการรวมของชิ้นสวน  ทั้งนี้จากการใชความเคนที่สมมติ
ขางตนจะทําใหมีพารามิเตอรความเคนที่ใชในการสรางชิ้นสวนเพียง (10NL - 6) 
 
 
 
 
ก5.  ชิ้นสวน  4HpHsz   
 
 ช้ินสวนนี้จะใชสนามการกระจัดเหมือนกับช้ินสวน   4HeHsz, 8PhHsz  และ  4PhHsz  จึงทําให
เมตริกซ  I

qN   และ  I
qB  นั้นเหมือนในชิ้นสวน  4HeHsz    โดยที่สนามความเคนที่ใชคือ 
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โดยที่เมตริกซ  P   จะเปนเมตริกซที่มีเมตริกซ  A   เรียงอยูในแนวทแยงมุมซึ่งทําใหความเคนในแตละสวนนั้น
ไมขึ้นแกกัน  นอกจากนี้จะใชคา  510=χ / E22       ทั้งนี้แมวาสนามความเคนที่สมตินี้จะไมขึ้นแกกันแตเนื่องวิธี
ถวงน้ําหนักทําใหการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  )( I

p
I HH χ+   ไมสามารถทําไดโดยงายเหมือนที่กลาว

ในภาคผนวก  ข.   
 
ก6.  ชิ้นสวน  4HbHsz1   
 
 ช้ินสวนนี้จะใชสนามการกระจัดเหมือนกับช้ินสวน  4HeHsz, 8PhHsz ฯ   จึงทําใหเมตริกซ  I

qN   
และ  I

qB  นั้นเหมือนกับของชิ้นสวน  4HeHsz    โดยที่สนามความเคนที่ใชคือ 
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โดยที่เมตริกซ  P   จะเปนเมตริกซที่มีเมตริกซ  A   เรียงอยูในแนวทแยงมุมซึ่งทําใหความเคนในแตละ

สวนนั้นไมขึ้นแกกันซึ่งทําใหเกิดรูปแบบพิเศษของเมตริกซ  IH   ที่สามารถหาเมตริกซผกผันไดโดยงายดัง
แสดงในภาคผนวก  ข.   
 
 การกระจัดสวนเพิ่มที่ใชในชิ้นสวนนี้คือ 
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จํานวนของการกระจัดที่เขากันไดตอขั้วของชิ้นสวน  และ λn  จํานวนพารามิเตอรการกระจัดสวนเพิ่มของชิ้น
สวน 
 
ก7.  ชิ้นสวน  4HbHsz2   
 
 ช้ินสวน  4HbHsz2  จะใชสนามการกระจัดที่สอดคลอง  และสนามความเคนที่เหมือนกับช้ินสวน  
4HbHsz1    จึงทําใหเมตริกซ  I

qN   และ  I
qB  นั้นเหมือนในชิ้นสวน  4HeHsz      ในขณะที่สนามการกระจัด

สวนเพิ่มซึ่งจะเปนตามสมการที่  ก6-3  แตจะสมมติเมตริกซ   L   ดังนี้ 
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ก8.  ชิ้นสวน  4HbPl   
 
 การกระจัดที่สอดคลองจะถูกสมมติเปนการกระจัดหลายช้ันแบบบางสวนคือ 
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โดยการกระจัดที่ขั้วสามารถเขียนไดวา 
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 โดยที่สนามความเคนที่ใชคือ 
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โดยที่เมตริกซ  P   จะเปนเมตริกซที่มีเมตริกซ  A   เรียงอยูในแนวทแยงมุมซึ่งทําใหความเคนในแตละสวนนั้น
ไมขึ้นแกกันซึ่งทําใหเกิดรูปแบบพิเศษของเมตริกซ  IH   ที่สามารถหาเมตริกซผกผันไดโดยงายดังแสดงในภาค
ผนวก  ข.      สวนสนามการกระจัดสวนเพิ่มซึ่งจะเปนตามสมการที่  ก6-3  และ  ก6-4   ซึ่งช้ินสวน  4HbPl   ใน
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ก9.  ชิ้นสวน  4HbMd1   
 
 ช้ินสวน  4HbMd1  จะใชการกระจัดแบบรวมซึ่งเปนการรวมการกระจัดหลายชั้นแบบบางสวนกับการ
กระจัดช้ันเดียวที่เปนพจนของ  3z   คือ 
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 โดยการกระจัดที่ขั้วสามารถเขียนไดวา 
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 (ก9-5) 
 
สนามความเคนที่ใชก็เปนตามสมการที่  ก8-1  โดยกําหนดให 
 

)],,,1(),,,,1(),,,,1[( 2 ξηηξζξηηξζξηηξ=A  (ก9-6) 
 

การที่มีเมตริกซ  A   เรียงอยูในแนวทแยงมุมซึ่งทําใหความเคนในแตละสวนนั้นไมขึ้นแกกันซึ่งทําให
เกิดรูปแบบพิเศษของเมตริกซ  IH   ที่สามารถหาเมตริกซผกผันไดโดยงายดังแสดงในภาคผนวก  ข.   สวน
สนามการกระจัดสวนเพิ่มซึ่งจะเปนตามสมการที่  ก6-3  และ  ก7-1   ซึ่งช้ินสวน  4HbPl   ในแตละช้ันจะมีคา  
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ก10.  ชิ้นสวน  4HbMd2   
 
 ช้ินสวน  4HbMd2  จะใชการกระจัดแบบรวมซึ่งเปนการรวมการกระจัดหลายชั้นแบบบางสวนกับการ
กระจัดช้ันเดียวที่เปนพจนของ  2z  และ 3z   ดังแสดงในสมการที่  3.1.4.1-8    เมตริกซประมาณการกระจัด  

I
qjN   ในสมการที่  3.1.4.1-11  และเมตริกซ   I

qjB   ในสมการที่   3.1.4.1-12   สนามความ เคน   และ
ก าร ก ร ะ จั ด ส ว น เพิ่ ม จ ะ ส ม ม ติ เห มื อ น กั บ ใน ชิ้ น ส ว น   4HbMd1  ทํ า ให ใ น แ ต ล ะ ชั้ น จ ะ มี ค า  

22.2
189

60
=

+
=

+
=

λ

β

nn
n

R
q

C  

 



 

 

125

ก11.  ชิ้นสวน  4HbpHsz   
 
 จะสมมติสนามการกระจัดที่สอดคลอง  การกระจัดสวนเพิ่ม  และความเคนที่ เหมือนกับช้ินสวน  
4HbHsz2   นอกจากนี้จะใชคา  510=χ / E22 
 
ก12.  ชิ้นสวน  4MiFs   
 
 จากสมการที่  3.2.1.1-1  และ  3.2.1.2-11  จะไดวา 
 

]...[ 421 qqqq BBBB =  (ก12-1) 
โดยที่ 
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และจากสมการที่  3.2.1.1-2  และ  3.2.1.2-12  จะไดวา 
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อาศัยเมตริกซจาโคบีจะได 

ηξ ,,, 1211 LRLR
X
LL X +=

∂
∂

=   และ  ηξ ,,, 2221 LRLR
Y
LL Y +=

∂
∂

=  (ก12-3ก) 

โดยที่ 
)](2),1)(31(),1(2[,, 3222

21 ηηξηξηξξξ −−−−−−== LL  
)]31)(1(),2)((),2)(1[(,, 2232

21 ηξηξξηξηη −−−−−−== LL  
 
ก13.  ชิ้นสวน  9MiFs   
 
 จากสมการที่  3.2.1.1-1  และ  3.2.1.2-11  จะไดวา 
 

(ก12-3ข)
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]...[ 921 qqqq BBBB =  (ก13-1) 
โดยที่ 
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รูปที่  ก13-1  การเรียงขั้วของชิ้นสวน  9  ขั้ว 

 
เมื่อกําหนดให 
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4
1 22

1 ηηξξ −−=N   ))(1(
2
1 22

2 ηηξ −−=N  
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4
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5 ηηξξ ++=N                       ))(1(
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6 ηηξ +−=N  (ก13-3) 

))((
4
1 22

7 ηηξξ +−=N   )1)((
2
1 22

8 ηξξ −−=N  

)1)(1( 22
9 ηξ −−=N    

 
โดยที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานเทียบกับพิกัดฉาก  X  และ  Y  สามารถหาไดจากความสัมพันธในสมการที่  
3.1.1.1-23   คือ  ηξ ,, 1211, jjXj NRNRN +=  และ  ηξ ,, 2221, jjYj NRNRN +=  เปนตน   โดย
ที่อนุพันธของฟงกชันสัณฐานเทียบกับพิกัดธรรมชาติในแนวระนาบคือ 
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)2)(1(, 2
9 ηξη −−=N  

 
และจากสมการที่  3.2.1.1-2  และ  3.2.1.2-12  จะไดวาเมตริกซ  λB   เชนเดียวกับสมการที่  ก12-3  และการหา
อนุพันธเหมือนในสมการที่  ก12-3ก  แตในที่นี้คาอนุพันธเทียบกับพิกัดธรรมชาติคือ 
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 (ก13-5) 

)])((,

))((),)([(
5353

53424253
,2

ηηξξ

ηηξξηηξξξ

−−

−−−−=L  

)]53)((,

)53)((),42)([(,
4253

4242353
2

ηηξξ

ηηξξηηξξη

−−

−−−−=L  

 



ภาคผนวก  ข 
 

รูปแบบพิเศษของเมตริกซ  H 
 

 หากทําการสมมุติสนามความเคนในรูปของพิกัดธรมชาติโดยไมขึ้นแกกันซึ่งไมจําเปนตองสอดคลอง
กับสมการสมดุล   โดยในปญหาสวนใหญที่ละผลของความเคนต้ังฉาก ( Zσ ) อาจเขียนไดเชน 
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ทําใหสามารถเขียนเมตริก  H   ไดดังนี้ 
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ทังนี้หากสมมุติใหความเคนแรงดัด และความเคนเฉือนนั้นประมาณดวยฟงกชันที่เหมือนกันในความเคนนั้นๆคือ  

0fif PP =   และ  0tit PP =   ตามลําดับจะไดวา 
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เมื่อ  ∫= dVPPA f
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เมื่อ  1−= SC   ซึ่งทําใหในการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   นั้นเพียงแคหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  

fA   และ  tA   เทานั้นซึ่งใชเวลานอยกวาการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   ที่มีสมมุติสนามความเคนให
ขึ้นแกกันเพื่อใหสอดคลองกับสมการสมดุล และมีรูปแบบที่ไมเหมือนดังแสดงขางตน 
 
 ทั้งนี้การหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  fA   และ  tA   สามารถทําไดโดยงาย  ตัวอยางเชนในช้ินสวน
พันทาง  4  ขั้วที่มีการสมมุติการกระจัดสวนเพิ่มซึ่งจะชวยบังคับการสมดุลของความเคนดวยนั้นอาจใชสนาม
ความเคนแรงดัดคือ 
 

],,[ 2
0 aaaPf ζζ=                     เมื่อ  ],,,1[ ξηηξ=a  (ข-7) 

 
เมื่อ  ζ   คือพิกัดธรรมชาติในแนวตั้งฉากของแผนพื้นแตละชั้น     ดังนั้นสามารถเขียนเมตริกซ  fA   ไดใหมเปน 
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จากความสัมพันธในกรณีของแผนพื้นซึ่งจะมีพิกัดฉากในแนวตั้งฉาก  Z  อยูในแนวเดียวกับพิกัดธรรมชาติใน
แนวตั้งฉากของแผนพื้นแตละช้ัน  ζ   ซึ่งทําใหเมตริกซจาโคเบียนไมไดเปนฟงกชันของ  ζ   ดังแสดงในสมการ
ที่  3.1.1.1-22,  3.1.1.1-23  และ  3.1.1.1-27    โดยหากกําหนดให 
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จะไดวา 
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เมื่อกําหนดให 
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และ  11 )(

~ −− == aaAA T  (ข-12) 
 
 

จากสมการขางตนพบวาการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  fA   สามารถทําไดโดยงายเพียงแคหา
เมตริกซผกผันของเมตริกซ  A   และ  T   เทานั้น     สวนการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  tA   ก็สามารถทํา
ไดในทํานองเดียวกัน      นอกจากนี้ยังพบวาหากสมมุติให  000 PPP tf ==   ซึ่งเขียนดวยเมตริกซการ
ประมาณที่เหมือนกัน   ตัวอยางเชน 

 
],,[ 0

2
0000 aaaPP tf ζζ==  (ข-13) 

 
ทําใหในการหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ  H   นั้นจําเปนตองหาแตเมตริกซผกผันของเมตริกซ  

∫= dAaaA T
000     และเมตริกซ  T   เทานั้น 
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ภาคผนวก  ค 
 

เมตริกซสมบัติของวัสดุ 
 

ค1  วัสดุท่ีมีสมบัติเทากันทุกทิศทาง (isotropic material) 
 

ในวัสดุที่มีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง (isotropic material) หากพิจารณาความสัมพันธระหวาง
ความเคน และความเครียดของแผนพื้นจะไดวา 
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 (ค1-2) 

 
โดยที่  E คือโมดูลัสยืดหยุน (elastic modulus)     G คือ โมดูลัสเฉือน (shear modulus)   และ  υ  คืออัตรา
สวนปวสซอง (Poisson's ratio)    นอกจากนี้สําหรับสมมุติฐานที่มักใชในการวิเคราะหแผนพื้นคือ  ความเคนตั้ง
ฉาก  Zσ   นั้นมีคานอยจนสามารถที่จะละทิ้งไดซึ่งทําใหความเครียดตั้งฉาก  Zε   นั้นสามารถขจัดออกไปได
โดยกําหนดคา  0=Zσ   ดังสามารถเขียนความสัมพันธในสวนของการรับแรงดัดไดวา 
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ค2  วัสดุท่ีเปนวัสดุผสม (composite material) 
 
 หากพิจารณาความสัมพันธระหวางความเคน และความเครียดของแผนพื้นช้ันที่  I   จะไดวา 
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เมื่อ  θcos=c   และ  θsin=s   ซึ่ง  θ   คือมุมที่แนวการวางตัวของวัสดุผสม (แกนพิกัดที่  1 ) ถูกวัด
เทียบกับแกนพิกัดฉาก  X  โดยมีคาบวกเมื่อมีทิศทางทวนเข็มนาฬิกาดังรูปที่  ค2-1   
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รูปที่  ค2-1  มุมแนวการวางตัวของวัสดุผสมของแผนพื้นช้ันที่  I  
 

จากความสัมพันธ  
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ji
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ij

EE
νν

=   เมื่อ  i   และ j   คือ  1, 2, 3     จะพบวามีคาคงที่  9  คาที่จําเปนในการกําหนด

คุณสมบัติของวัสดุของแผนพื้นแตละช้ันคือ  11E , 22E , 33E , 12G , 23G , 13G , 12ν , 23ν   และ  13ν   
เปนค าคงที่ ของวัสดุของแผนพื้ น ช้ันที่   I   แต ในที่ นี้ กํ าหนดให   2233 EE = ,  1213 GG =   และ  

1213 νν =   ดังนั้นจะเหลือเพียงคาคงที่  6  คาที่จะใชในการกําหนดคุณสมบัติของวัสดุของแผนพื้นแตละช้ัน 
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 นอกจากนี้สําหรับสมมุติฐานที่มักใชในการวิเคราะหแผนพื้นคือ  ความเคนต้ังฉาก  Zσ   นั้นมีคานอย
จนสามารถที่จะละทิ้งไดซึ่งทําใหความเครียดตั้งฉาก  Zε   นั้นสามารถขจัดออกไปไดโดยกําหนดคา  0=Zσ   
ดังสามารถเขียนความสัมพันธในสวนของการรับแรงดัดไดวา 
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จะไดวา 

33
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⋅
−=   เมื่อ  2,1, =ji  

                    )1)(1( −−= jiC  เมื่อ  6,5,4, =ji  
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
 

 นายปยวิทย  ศรีชุมพวง เกิดเมื่อวันที่  16  เดือนกันยายน  พุทธศักราช  2519  ที่อําเภอเมือง  จังหวัด
พัทลุง  เปนบุตรคนที่สองในจํานวนพี่นองสองคน  ในวัยเด็กตองยายตามบิดามารดาซึ่งมีอาชีพรับราชการไปยัง
จังหวัดตางๆ  จนกระทั่งไดเขามาศึกษาชั้นมัธยมตนที่โรงเรียนเตรียมอุดมศึกษานอมเกลาในกรุงเทพมหานคร  ช้ัน
มัธยมปลายเปนนักเรียนของโรงเรียนเตรียมอุดมศึกษา  และไดเขาเรียนที่คณะวิศวกรรมศาสตร  จุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัยในปพุทธศักราช  2537  ในสาขาวิศวกรรมโยธา  เมื่อสําเร็จการศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตร
บัณฑิตในปพุทธศักราช  2541  ก็ไดเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต  ที่จุฬาลงกรณ
มหาวิทยาลัยตอทันทีซึ่งไดเสนองานวิจัยฉบับนี้แกคณะกรรมการเพื่อขอจบการศึกษา 
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