
การศกึษาเบือ้งตนถึงการประยุกตใชวิธีทํ าซํ้ ากับวิธีประจุพื้นผิว

นายนติพิงศ ปานกลาง

วทิยานพินธนีเ้ปนสวนหนึ่งของการศึกษาตามหลักสูตรปริญญาวศิวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต
สาขาวิชาวศิวกรรมไฟฟา       ภาควิชาวศิวกรรมไฟฟา
คณะวิศวกรรมศาสตร   จฬุาลงกรณมหาวิทยาลัย

ปการศึกษา  2547
ISBN  974-17-5944-4

ลขิสทิธิข์องจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย



PRELIMINARY STUDY ON THE APPLICATION OF ITERATION METHOD
FOR THE SURFACE CHARGE METHOD

Mr.Nitipong Pan-klang

A Thesis Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements
for the Degree of Master of Engineering in Electrical Engineering

Department of Electrical Engineering
Faculty of Engineering

Chulalongkorn University
Academic Year 2004
ISBN 974-17-5944-4



หวัขอวิทยานิพนธ การศกึษาเบือ้งตนถึงการประยุกตใชวิธีทํ าซํ้ ากับวิธีประจุพื้นผิว
โดย นายนติพิงศ ปานกลาง
สาขาวชิา วศิวกรรมไฟฟา
อาจารยที่ปรึกษา ผูชวยศาสตราจารย ดร.บุญชัย เตชะอํ านาจ

คณะวิศวกรรมศาสตร จฬุาลงกรณมหาวทิยาลัย อนุมัติใหนับวิทยานิพนธฉบับนี้เปนสวน
หนึง่ของการศึกษาตามหลักสูตรปริญญามหาบัณฑิต

                                                          คณบดีคณะวิศวกรรมศาสตร
(ศาสตราจารย ดร. ดเิรก ลาวัณยศิริ)

คณะกรรมการสอบวิทยานิพนธ

                                                          ประธานกรรมการ
(อาจารย ดร. คมสัน เพ็ชรรักษ)

                                                          อาจารยที่ปรึกษา
(ผูชวยศาสตราจารย ดร. บญุชยั เตชะอํ านาจ)

                                                          กรรมการ
(อาจารย ดร. วรีะพันธ รังสีวิจิตรประภา)



ง

นิติพงศ ปานกลาง: การศึกษาเบื้องตนถึงการประยุกตใชวิธีทํ าซํ้ ากับวิธีประจุพื้นผิว. 
(PRELIMINARY STUDY ON THE APPLICATION OF ITERATION METHOD FOR 
THE SURFACE CHARGE METHOD) อ. ที่ปรึกษา : ผูชวยศาสตราจารย ดร. บุญชัย 
เตชะอ ํานาจ, จํ านวนหนา 65 หนา. ISBN 974-17-5944-4.

วทิยานพินธนีน้ ําเสนอการประยกุตใชวธิที ําซํ ้าเพือ่แกระบบสมการเชงิเสนจากการค ํานวณ
สนามไฟฟาดวยวธิปีระจพุืน้ผวิ. การใชวธิที ําซํ ้ามวีตัถปุระสงคเพือ่แกขอจ ํากดัในการหาผลเฉลยของ
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This thesis presents the application of iterative methods to solve a linear equation 
system obtained from the surface charge method. The objective is to solve a large linear 
equation system which can not be solved by ordinary methods such as the Gauss-elimination 
method because of insufficient memory. The iterative methods utilized here, which are non-
stationary, are the conjugate gradient, biconjugate gradient, generalize minimal residual and 
biconjugate gradient stabilized methods. The calculation time of the iterative methods is 
reduced by using the preconditioners. The preconditioners used in this thesis are the Jacobi, 
Gauss-Seidel, successive overrelaxation and symmetric successive overrelaxation
preconditioners.

The study has been carried out for dielectric spheres under a uniform field. The 
results show that, for the sphere with relative-permittivity of 4, the iterative methods can solve 
the linear equation system, which has an unsymmetrical, dense coefficient-matrix, obtained 
from the surface charge method. Without the preconditioners, the biconjugate gradient 
stabilized method gave the best convergence rate, which is 6 iterations, and calculation time 
of 5,940.98 s. With the preconditioners, it was found that the symmetric successive 
overrelaxation preconditioner reduced the number of iterations to 2 and calculation time to 
4,294.85 s. The increase of relative permittivity resulted in more iterations. For the relative 
permittivity of 80, the use of symmetric successive overrelaxation preconditioner with the 
biconjugate gradient stabilized method gave the least number of iterations. The iterations 
decreased from 17 to 9 and the time was reduced by about 20%.
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บทที่ 1

บทนํ า

การคํ านวณหาคาสนามไฟฟาเปนสิ่งที่สํ าคัญอยางยิ่งในการออกแบบอุปกรณและวิเคราะห
ปญหาทางดานวศิวกรรมไฟฟาแรงสูง. ในปจจุบันการคํ านวณสนามไฟฟาดวยวิธีเชิงตัวเลข ทํ าให
เราทราบถงึลกัษณะการกระจายของศกัยและสนามไฟฟาของวสัดอุุปกรณตางๆ ทีม่รูีปแบบซบัซอน.
วิธีเชิงตัวเลขที่นิยมและรูจักโดยทั่วไปมีอยูหลายวิธี เชน วิธีไฟไนตเอลิเมนต(Finite Element 
Method: FEM) วธิชีิน้ประกอบขอบเขต(Boundary Element Method: BEM) วิธีผลตางสืบเนื่อง
(Finite Difference Method: FDM) วธิจี ําลองประจุ (Charge Simulation Method: CSM) และวิธี
ประจพุืน้ผิว(Surface Charge Method: SCM) เปนตน.

วิทยานิพนธนี้ไดปรับปรุงวิธีการคํ านวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว ซึ่งมีขอดีในการใช
งาน ดังนี้

1) วธิปีระจพุืน้ผวิค ํานวณสนามไฟฟาโดยตรงจากความหนาแนนประจจุงึมคีวามแมนย ําของคา
สนามไฟฟาสงู

2) สามารถใชกับบริเวณเปดไดโดยงาย
3) ตองการหนวยความจํ าในการคํ านวณนอยกวาเมื่อเทียบกับวิธีแบงขอบเขตอื่นๆ.
ในการค ํานวณสนามไฟฟาโดยวิธีประจุพื้นผิว พื้นที่ผิวของแบบจํ าลองจะถูกแบงออกเปนเอ-

ลิเมนตยอยๆ. การคํ านวณจะแกระบบสมการเชิงเสนหาคาความหนาแนนประจุที่แตละเอลิเมนต
ออกมา หลังจากนั้นจะคํ านวณสนามไฟฟาจากความหนาแนนประจุที่หาออกมาได. กรณีที่แบบ
จํ าลองมีขนาดใหญหรือมีรูปรางที่ซับซอน การคํ านวณจํ าเปนตองใชจํ านวนเอลิเมนตมากๆ เพื่อ
ความถูกตองของผลเฉลย. จํ านวนเอลิเมนตที่เพิ่มข้ึนมีผลทํ าใหระบบสมการเชิงเสนมีขนาดใหญ
ขึน้. ในกรณนีี ้ เราไมสามารถหาผลเฉลยของระบบสมการเชิ้งเสนดวยวิธีโดยตรง เชน วิธีการกํ าจัด
แบบเกาส(Gauss Elimination Method) เนื่องจากขอจํ ากัดทางหนวยความจํ าของเครื่อง
คอมพวิเตอร. วิธีการกํ าจัดแบบเกาสคํ านวณโดยใชคาเมตริกซสัมประสิทธ ซึ่งมีการเปลี่ยนแปลง
เมือ่ท ําการคํ านวณแตละแถว ทํ าใหตองมีการเก็บคาของเมตริกซสัมประสิทธทั้งหมด. ดังนั้นทาง
หนึ่งที่ทํ าไดคือ การใชวิธีทํ าซํ้ า(Iterative Method)แกระบบสมการ เนื่องจากวิธีทํ าซํ้ านั้นใชคา
เมตรกิซสมัประสทิธิ์เดิมตลอดการคํ านวณ ทํ าใหสามารถเก็บคาเฉพาะแถวในระหวางการคํ านวณ
ได. ตัวอยางของวิธีทํ าซํ้ าไดแก วิธีเกรเดียนตสังยุค(Conjugate Gradient Method) เปนตน.

ความเร็วในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ ากํ าหนดโดยจํ านวนรอบที่
ใชในการทํ าซํ้ า ซึ่งขึ้นอยูกับลักษณะของระบบสมการเชิงเสนและวิธีทํ าซํ้ าที่ใช. การเลือกใชตัว
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ปรับสภาพลวงหนา(Preconditioner)ที่เหมาะสมกับระบบสมการเชิงเสนเปนสิ่งที่สํ าคัญอยางหนึ่ง
ทีจ่ะชวยลดจ ํานวนรอบการท ําซํ ้าของวธิที ําซํ ้าได. ดงันัน้วทิยานพินธนีจ้งึไดศกึษาการใชตวัปรับสภาพ
ลวงหนากบัวธิที ําซํ้ าเพื่อแกระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากการคํ านวณสนามไฟฟาโดยวิธีประจุพื้น
ผิว.

1.1 งานวิจัยในอดีตที่ผานมา
การศึกษาเกี่ยวกับการใชตัวปรับสภาพลวงหนาชนิดตางๆ กับการแกระบบสมการเชิงเสน

โดยวิธีทํ าซํ้ า.
งานวจิยัของ A. Heldiring et al.[1] น ําเสนอวิธีปรับปรุงขัน้ตอนวิธีการแกระบบสมการเชิง

เสนโดยอาศัยตัวปรับสภาพลวงหนาแบบแยกตัวประกอบแบบแอลยูไมสมบูรณ(Incomplete LU 
Decomposition)ใหมเพือ่ลดปริมาณการใชหนวยความจํ าของเครื่องคอมพิวเตอรในการคํ านวณ.

W. Jinming et al.[2] ไดค ํานวณสนามไฟฟาที่เกิดจากกระแสไหลวนในแกนเหล็กของหมอ
แปลงไฟฟาโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนตและใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบแยกตัวประกอบแบบโชเลสกี
ไมสมบูรณ (Incomplete Cholesky Decomposition)และแบบแยกตัวประกอบแบบโชเลสกี
สมบูรณ (Complete Cholesky Decomposition)กับวิธีการแกระบบสมการเชิงเสนวิธีเกรเดียนต
สังยุค.

R.S. Chen et al.[3] น ําเสนอวธิลีดเวลาการแกระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากการคํ านวณ
สนามแมเหล็กไฟฟาโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต. ตัวปรับสภาพลวงหนาที่ใชลดเวลาการแกระบบสม-
การเชิงเสนเปนตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตร(Symmetric Successive 
Overrelaxation).

J. Shen et al.[4] น ําเสนอวธิกีารแกระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากการใชวิธีผสมระหวางวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตและวิธีชิ้นประกอบขอบเขต. ตัวปรับสภาพลวงหนาใชหลักการการแยกตัว
ประกอบแบบโชเลสกีไมสมบูรณ. วิธีทํ าซํ้ าที่ใชแกระบบสมการคือ วิธีกํ าลังสองเกรเดียนตสังยุค
(Conjugate Gradient Squared Method) วิธีเกรเดียนตสังยุคคู(Biconjugate Gradient 
Method)และวธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป(Generalized Minimal Residual Method).

N. Boukari et al.[5] ใชตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรกับวิธีเกร
เดียนตสังยุค เพือ่แกระบบสมการเชงิเสนทีไ่ดจากการค ํานวณเกีย่วกบัมอเตอรไฟฟาสถติโดยวธิไีฟ-
ไนตเอลิเมนต. งานวิจัยทั้งหมดดังกลาว เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนมีลักษณะ
เปนเมตรกิซมากเลขศนูยสมมาตร.

A.R. Clark et al.[6] ใชวธิที ําซํ้ าแบบคงตัว(Stationary iterative method)สรางเมตริกซมาก
เลขศนูยเพือ่เปนตวัปรบัสภาพลวงหนาในการแกระบบสมการเชงิเสนโดยวธิเีกรเดยีนตสงัยคุคูแบบเสถยีร
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(Biconjugate Gradient Stabilized) เพือ่หากระแสบนแบบจํ าลองตัวนํ ารูปทรงตางๆ โดยวิธีการ
ของโมเมนต(The Method of Moment). งานวิจัยนี้ เมตริกซสัมประสิทธของระบบสมการเชิงเสนมี
ลักษณะเปนเมตริกซหนาแนนและไมสมมาตร.

K.F. Tsang et al.[7] นํ าเสนอวิธีการแกสมการเชิงเสนโดยใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบ
ผอนปรนเกนิสบืเนื่องสมมาตรและเมตริกซแถบทแยงมุม ในการคํ านวณการกระจายตัวของกระแส
บนโครงสรางเสาอากาศแบบไมโครสตรปิ. ลกัษณะเมตรกิซสมัประสทิธิข์องระบบสมการเชงิเสนที่หาผล
เฉลยมีอยูสองลักษณะคือ เมตริกซโทปลิทซ(Toeplitz Matrix) และเมตริกซสมมาตร.

Y.Y. Botros et al.[8] น ําเสนอวธิีการเพิ่มอัตราการลูเขาของผลเฉลยในการแกระบบสมการ
เชงิเสนทีไ่ดจากวธิไีฟไนตเอลเิมนต. โดยการประยุกตใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเมตริกซผกผันโดย
ประมาณ(Approximate Inverse Matrix)กับวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป.

J.N. Hoffmann et al.[9] ไดทํ าการคํ านวณหาคาศักยและสนามไฟฟาบนตัวนํ าทรง
กระบอกโดยวธิจี ําลองประจุและวิธีผลตางสืบเนื่องรวมกัน ใชวิธีการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธี
กํ าลังสองเกรเดียนตสังยุคและใชตัวปรับสภาพลวงหนาที่เปนเมตรกิซทแยงมมุและเมตรกิซสามแนว
เฉยีง.

1.2 วัตถุประสงค
เพือ่ลดเวลาการคํ านวณหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากวิธีประจุพื้นผิว ในกรณี

ระบบสมการมีจํ านวนตัวแปรมากๆ โดย
1) ศกึษาวธิที ําซํ ้าที่เหมาะสมกับระบบสมการเชิงเสนที่จะประยุกตใช
2) ทดลองใชตวัปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ เพื่อลดจํ านวนรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ า.

1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ
วทิยานิพนธนี้ไดทดลองประยกุตใชวิธีทํ าซํ้ าแบบตางๆ ดังตอไปนี้ ในการคํ านวณสนามไฟ-

ฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว.
1) วธิเีกรเดียนตสังยุค(Conjugate Gradient Method)
2) วธิเีกรเดียนตสังยุคคู(Biconjugate Gradient Method)
3) วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป(Generalized Minimal Residual Method)
4) วธิเีกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร(Biconjugate Gradient Stabilized)
และไดทดลองตัวปรับสภาพลวงหนาที่เหมาะสมกับเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการที่

ไดจากวิธีประจุพื้นผิว.
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1.4 เนือ้หาของวิทยานิพนธ
เนือ้หาของวิทยานิพนธในแตละบทมีรายละเอียดดังนี้
บทที่ 2 กลาวถึงหลักการคํ านวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว เงื่อนไขขอบเขตในการ

ค ํานวณหาผลเฉลย และการสรางระบบสมการเชิงเสนจากแบบจํ าลอง.
บทที่ 3 อธบิายหลกัการพื้นฐานของการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ าแบบตางๆ ที่ใช

ในวทิยานิพนธนี้.
บทที่ 4 กลาวถงึชนดิของตัวปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ ที่ไดนํ ามาใชกับวิธีทํ าซํ้ า.
บทที่ 5 แสดงผลของการแกระบบสมการเชิงเสนของปญหาตัวอยาง เมื่อใชตัวปรับสภาพ

ลวงหนาและวธิที ําซํ้ าแบบตางๆ และเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํ านวณ จํ านวนรอบการคํ านวณ 
และความผิดพลาดของผลเฉลยในแตละกรณี.

บทที่ 6 แสดงขอสรุปของวิทยานิพนธนี้.



บทที่ 2

การคํ านวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว

วธิปีระจพุืน้ผวิเปนวธิเีชงิตวัเลขทีใ่ชในการค ํานวณสนามไฟฟาซึง่ถกูพฒันามาจากวธิจี ําลองประจ.ุ
วธิปีระจพุืน้ผวิเปนวธิหีนึง่ทีน่ยิมใชค ํานวณศกัยและสนามไฟฟาในระบบ 3 มติ ิเนือ่งจากงายตอการเขยีน
โปรแกรมค ํานวณ. หลกัการค ํานวณของวธิปีระจุพืน้ผวิ สามารถอธบิายโดยการพจิารณาจากรปูแบบของ
ปญหาในบรเิวณเปดใดๆ ทีป่ระกอบดวยตวัน ําและฉนวน(ฉนวนโดยสมบรูณไมมสีภาพน ํา). ในการ
คํ านวณ เราสมมติใหตัวกลางทั้งหมดเปนแบบไอโซทรอปก(Isotropic)และปราศจากประจุคาง
(Space Charge) ดงัรูปที ่2.1.

รูปที่ 2.1 รูปแบบของปญหาที่ประกอบดวยตัวนํ าและฉนวนสองชนิด

จากรูปที่ 2.1 บริเวณทีเ่ปนฉนวนกํ าหนดใหมีคาสภาพยอมสัมพัทธเทากับ 
1r

ε  และ 
2r

ε

ตามล ําดบั. ในกรณตีวันํ า สนามไฟฟาภายในตัวนํ าจะมีคาเทากับศูนย. ดังนั้น จึงกํ าหนดคาสภาพ
ยอม rε  ใหมคีาเปนอนันตเพื่อใหเงื่อนไขขอบเขตเปนจริง. การค ํานวณจะสมมติใหมีประจุกระจาย
อยูที่ผิวของแบบจํ าลองและคํ านวณหาคาประจุที่ผิวนี้ออกมา. ดังนั้น หากเราทราบคาประจุดัง
กลาวไดเราก็จะสามารถคํ านวณสนามไฟฟาในบริเวณตางๆ ของแบบจํ าลองออกมาได.

2.1 เงือ่นไขขอบเขตการคํ านวณศักยและสนามไฟฟา
การสรางระบบสมการเชิงเสนเพื่อคํ านวณหาความหนาแนนประจุเชิงผิว อาศัยเงื่อนไข

ขอบเขตดังตอไปนี้
1) ศกัยไฟฟา φ  ทีผ่วิตวันํ ามีคาคงที่เทากับ oφ

   oφ=φ   (2.1)

ฉนวน 1

ฉนวน 2
ตัวนํ า

oφ=φ

∞=εr

2r0εε

1r0εε
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รูปที่ 2.2 สนามไฟฟาบริเวณรอยตอของไดอิเล็กตริกสองชนิด

2) ความหนาแนนฟลักซไฟฟาในแนวตั้งฉากบนรอยตอระหวางฉนวนสองชนดิมคีาตอเนือ่ง 
ดงัแสดงในรปูที ่2.2

    0EE
1n1ro2n2ro =εε−εε (2.2)

โดย nE คอืสนามไฟฟาแนวตั้งฉาก ( )m/V

oε คือคาสภาพยอมของสญุญากาศ ( )m/F

rε คือคาสภาพยอมสัมพัทธของฉนวน
และมดีรรชนลีาง 1 และ 2 เปนตัวระบุดานของฉนวน.

3) ตวัน ําทีไ่มไดรับการปอนพลงังานมผีลรวมของประจเุทากบัศูนย.

2.2 การค ํานวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว
การค ํานวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิว จะแบงพื้นผิวของแบบจํ าลองออกเปนเอลิเมนต

ยอยๆ ดังรูปที่ 2.3. รูปรางของเอลิเมนตสามารถเปนไดหลายลักษณะ ตัวอยางเชนรูปสามเหลี่ยม 
รูปส่ีเหลีย่ม เปนตน. ตัวแปรไมทราบคาในการคํ านวณคือคาความหนาแนนของประจุไฟฟาที่เอลิ-
เมนตแตละเอลิเมนต. จํ านวนตัวแปรดังกลาวขึ้นอยูกับจํ านวนเอลิเมนตทั้งหมดในแบบจํ าลอง. 
การหาผลเฉลยเราจะแกสมการหาความหนาแนนประจุที่ทํ าใหเงื่อนไขขอบเขตเปนจริง. สมการดัง
กลาวจะอยูในลักษณะของระบบสมการเชิงเสน คือ

   bAσ = (2.3)

โดย jiA คอืตัวประกอบศักยไฟฟาหรือสนามไฟฟา (V            หรือ )C/mV

iσ  คอืความหนาแนนประจุเชิงผิว ( )/C

ib   คอืคาซึ่งขึ้นอยูกับเงื่อนไขขอบเขต ( Vหรือ )m/V .

ฉนวน 2
ฉนวน 1

1nE

2nE

1roεε

2roεε

C/m2

2m



7

รูปที่ 2.3 ลักษณะของแบบจํ าลองเมื่อพื้นผิวถูกแบงออกเปนเอลิเมนตยอยๆ

2.2.1 การสรางระบบสมการของวิธีประจุพื้นผิว
การหาคาตวัประกอบศักยไฟฟาและสนามไฟฟา เพื่อสรางระบบสมการที่ใชหาคาความหนา

แนนประจเุชงิผิว อาศัยสมการการหาคาศักยไฟฟาและสนามไฟฟา ณ จุด ( )z,y,x ใดๆ คือ

                     ( ) ∫ επε
σ

=φ ds
r4

z,y,x
ro

(2.4)

   ( ) φ−∇=z,y,xE (2.5)

โดย φ  คอืศักยไฟฟาที่จุด ( )z,y,x มหีนวยเปน V

E  คอืสนามไฟฟาที่จุด ( )z,y,x มหีนวยเปน m/V

r  คอืเวกเตอรจากพื้นผิว s  ไปยังจุด ( )z,y,x .

การหาคาของสมาชิกในเมตริกซ A  และเวกเตอร b  อาศยัเงื่อนไขขอบเขตที่ไดกลาวมา
แลว. การพจิารณาแบงออกเปนสองกรณีดวยกันคือ บนพื้นผิวแบบจํ าลองที่เปนตัวนํ าและบนพื้น
ผวิแบบจํ าลองที่เปนฉนวน.

พจิารณาผวิของตัวนํ า ซึ่งมีคาศักยไฟฟาคงที่ตามเงื่อนไขขอบเขต oφ=φ  และถูกแบงออก
เปนเอลิเมนตยอยๆ จํ านวน N  เอลิเมนต ดังรูปที่ 2.3. ศกัยไฟฟา iφ  ทีผ่วิของเอลิเมนต i  เนือ่งจาก
ประจุ jσ  บนเอลิเมนต j  ค ํานวณจากสมการ

        ∫ πε

σ
=φ

e jio

j
i ds

r4
(2.6)

โดย e คอืการอินทิเกรตบนหนึ่งเอลิเมนต

จ ํานวนเอลิเมนต = N เอลิเมนต

จ ํานวนเอลิเมนต = M เอลิเมนต

MN1N ~ ++ σσ
N1 ~ σσ

oφ=φ

d
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จากสมการที่ (2.6) จดัรูปสมการใหม ได

         ijjiP φ=σ (2.7)

เมื่อ             ∫ πε
=

e jio
ji ds

r4
1

P  (2.8)

โดย jiP  คอืตัวประกอบศักยไฟฟาระหวางเอลิเมนต i  และ j ( )C/V

jir  คอืเวกเตอรจากเอลิเมนต j  มายงัเอลิเมนต i .

การหาคา jiP  ในสมการที่ (2.8) สามารถใชการอินทิเกรตเชิงเลขโดยวิธีทั่วๆ ไปเชน วิธีการ
อินทเิกรตแบบเกาส. เมื่อรวมผลของประจุบนทุกๆ เอลิเมนต จะไดสมการผลรวมของศักยไฟฟาที่
เกดิจากประจุบนเอลิเมนตแตละเอลิเมนตดังนี้

MNMN,11N1N,1NN,122,111,1o PPPPP ++++ σ++σ+σ++σ+σ=φ ……

MNMN,21N1N,2NN,222,211,2o PPPPP ++++ σ++σ+σ++σ+σ=φ …… (2.9)
               

MNMN,N1N1N,NNN,N22,N11,No PPPPP ++++ σ++σ+σ++σ+σ=φ ……

ตอมา พจิารณาผวิของฉนวน. ใหพื้นผิวนี้ถูกแบงออกเปนเอลิเมนตยอยๆ จํ านวน M  เอลิ-
เมนต ดังรูปที่ 2.3. จากสมการคํ านวณสนามไฟฟาที่จุด ( )z,y,x ใดๆ

   ds
r4

aE 2
o

r ∫ πε
σ

= (2.10)

พจิารณาสนามไฟฟา ณ จุดกึ่งกลางเอลิเมนต i  เนือ่งจากประจุบนเอลิเมนต j  ดังรูปที่ 2.4 จะได

    ∫ πε

σ
=

e
2
jio

j
jiri ds

r4
aE (2.11)

2m
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   รูปที่ 2.4 สนามไฟฟา iE  เนือ่งจากประจุ jσ

จากสมการที่ (2.11) จดัรูปสมการใหม

   jiji FE σ= (2.12)

เมื่อ             ∫ πε
=

e
2
jio

jirij ds
r4

1
aF (2.13)

โดย jiF  คอืตัวประกอบสนามไฟฟาระหวางเอลิเมนต i  และ j ( )C/mV .

จากเงือ่นไขขอบเขตในสมการที ่ (2.2) ไดความสมัพนัธของความหนาแนนฟลกัซไฟฟาในแนวตัง้ฉาก
ณ จดุกึ่งกลางเอลิเมนต i  เปน

   
2n2ro1n1ro EE εε=εε (2.14)

แทนคา 
1nE  และ 

2nE  จะได

      ( ) ( )∑∑
==

σεε=σεε
M

1j
j2ijn2ro

M

1j
j1ijn1ro FF (2.15)

เมื่อ     ( ) ( )
injijin2ijn1ijn aFFFF ⋅=== สํ าหรับ ji ≠ (2.16)

โดย 
ina  คอืเวกเตอรตั้งฉาก ณ จุดกึ่งกลางเอลิเมนต i
jinF คอืตัวประกอบสนามไฟฟาในทศิทางเวกเตอรตัง้ฉาก ณ จดุกึง่กลางเอลเิมนต i  ( )C/mV .

jir

jσ

ina

iE

เอลิเมนต i

เอลิเมนต j
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สนามไฟฟาแนวตั้งฉาก ณ เอลิเมนต i  เนือ่งจากประจุบนเอลิเมนต i  เอง มีคาดังนี้

   ( )
o

i
i1n 2

E
ε
σ

−= (2.17)

และ    ( )
o

i
i2n 2

E
ε
σ

= (2.18)

เมือ่อางอิงทิศทางของ nE  ตามรูปที่ 2.2 แทนคา ( )
i1nE  และ ( )

i2nE  ลงในสมการที่ (15)

∑∑
≠
=

≠
=

ε
σ

+σεε=ε
σ

−σεε
M

ij
1j

2r
i

jjin2ro

M

ij
1j

1r
i

jjin1ro 22
FF (2.19)

จากสมการที่ (2.19) จดัรูปสมการใหมไดเปน

          0'F jji =σ (2.20)

       ( )
jino1r2rji F'F εε−ε= เมื่อ ji ≠ (2.21)

และ    ( )
2r1rii'F ε+ε= (2.22)

เมือ่รวมผลของประจบุนทกุๆ เอลิเมนต และคดิผลของสนามไฟฟาภายนอก oE  จะไดสมการ
ความสมัพนัธของความหนาแนนฟลกัซ ไฟฟาในแนวตั้งฉากบนเอลิเมนตแตละเอลิเมนตดังนี้

MNMN,1N22,1N11,1N 'F...'F'F +++++ σ++σ+σ ( )
1Nno1r2ro aE

+
⋅ε−εε=

MNMN,2N22,2N11,2N 'F...'F'F +++++ σ++σ+σ ( )
2Nno1r2ro aE

+
⋅ε−εε= (2.23)

                 
MNMN,MN22,MN11,MN 'F...'F'F +++++ σ++σ+σ ( )

MNno1r2ro aE
+

⋅ε−εε=
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รวมสมการที่ (2.9) และ (2.23) เขาดวยกนัจะไดระบบสมการเชิงเสนที่ใชหาคาความหนาแนน
ประจุบนทุกๆ เอลิเมนตดังนี้

( )
( )

( ) 































⋅ε−εε

⋅ε−εε

⋅ε−εε
φ

φ
φ

=

































σ

σ
σ
σ

σ
σ

































+

+

+

+

+

+

+++++++++

+++++++++

+++++++++

+++

+++

+++

MNno1r2ro

2Nno1r2ro

1Nno1r2ro

o

o

o

MN

2N

1N

N

2

1

'
MN,MN

'
2N,MN

'
1N,MN

'
N,MN

'
2,MN

'
1,MN

'
MN,2N

'
2N,2N

'
1N,2N

'
N,2N

'
2,2N

'
1,2N

'
MN,1N

'
2N,1N

'
1N,1N

'
N,1N

'
2,1N

'
1,1N

MN,N2N,N1N,NN,N2,N1,N

MN,22N,21N,2N,22,21,2

MN,12N,11N,1N,12,11,1

aE

aE

aE

FFFFFF

FFFFFF
FFFFFF
PPPPPP

PPPPPP
PPPPPP

การหาคา jiP  และ jiF  ในสมการที่ (2.8) และ (2.13) ส ําหรบัเอลิเมนตรูปทรงสามเหลี่ยมใดๆ 
สามารถดูตัวอยางไดจากภาคผนวก ก.

การแกระบบสมการในสมการที่ (2.24) ผลเฉลยที่ไดจะอยูในรูปของความหนาแนนประจุ
เชิงผิว 1σ  จนถึง MN+σ . การค ํานวณศกัยและสนามไฟฟา ณ จุดใดๆ บนแบบจํ าลองทํ าโดยการ
ค ํานวณคาตวัประกอบศักยและสนามไฟฟา ณ จุดดังกลาว แลวนํ าไปคูณกับความหนาแนนประจุ
ของแตละเอลิเมนต. การคํ านวณตัวประกอบศักยไฟฟาและสนามไฟฟาใชสมการที่ (2.8) และ 
(2.13) แตเปลี่ยนจุดคํ านวณจากบนเอลิเมนต i  เปนจดุใดๆ ที่เราตองการทราบคาศักยและสนาม-
ไฟฟา. ตวัอยางเชน ถาเราตองการคํ านวณศักยและสนามไฟฟา ณ จุด d  ในรูปที่ 3 สมการ
ค ํานวณตัวประกอบศักยไฟฟาที่ไดเปน

     ∫ πε
=

e jdo
jd ds

r4
1

P เมื่อ M,,2,1j …= (2.25)

โดย jdr คอืเวกเตอรจากจุดกึ่งกลางเอลิเมนต j  ไปยังจุด d .

การค ํานวณตัวประกอบสนามไฟฟา ณ จุด d  ใชสมการ

    ∫ πε
=

e
2
jdo

jdrjd ds
r4

1
aF เมื่อ M,,2,1j …= (2.26)

    ( ) ( ) ( ) zzj,dyyj,dxxj,djd aFaFaFF ++= (2.27)

(2.24)
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โดย jdjd Fy,Fx  และ jdFz  เปนตวัประกอบสนามไฟฟา ณ จุด d  ในทิศทาง y,x  และ z  ตาม
ลํ าดับ. ศักยไฟฟา ณ จุด d  มคีาเทากับ

MM,d1N1N,dNN,d11,dd P...PP...P σ++σ+σ++σ=φ ++ (2.28)

สนามไฟฟา ณ จุด d  แบงออกเปน 3 สวน คอืสนามไฟฟาในทิศทางแกน y,x และ z

   zzyyxxd aEaEaEE ++=

โดยที่
( ) ( ) ( ) ( ) MxM,d1Nx1N,dNxN,d1x1,dx F...FF...FE σ++σ+σ++σ= ++

( ) ( ) ( ) ( ) MyM,d1Ny1N,dNyN,d1y1,dy F...FF...FE σ++σ+σ++σ= ++ (2.29)
( ) ( ) ( ) ( ) MzM,d1Nz1N,dNzN,d1z1,dz F...FF...FE σ++σ+σ++σ= ++



บทที่ 3

การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ า

วิธีทํ าซํ้ าเปนวิธีเชิงตัวเลขสํ าหรับแกระบบสมการเชิงเสนโดยอาศัยการสุมกํ าหนดคาเริ่มตน
ของผลเฉลยขึ้น จากนั้นทํ าการคํ านวณซํ้ ากระบวนการจนผลเฉลยลูเขาสูคํ าตอบจริง. วิธีทํ าซํ้ า
เหมาะสมกับการแกระบบสมการเชิงเสนที่มีจํ านวนตัวแปรมากๆ. โดยทัว่ไปเราสามารถแบงวิธีทํ า
ซํ้ าออกเปน 2 กลุมใหญ ไดแก วิธีทํ าซํ้ าแบบคงตัว(Stationary Iterative Method) และวิธีทํ าซํ้ า
แบบไมคงตวั(Non-Stationary Iterative Method). ตวัอยางของวิธีทํ าซํ้ าแบบคงตัวที่นิยมใช ไดแก 
วธิีเกาส-ไซเดล(Gauss-Seidel Method).

วทิยานพินธนีใ้ชวธิีทํ าซํ้ าแบบไมคงตัวในการแกระบบสมการเชิงเสน เนื่องจากมีอัตราการลู
เขาของผลเฉลยดีกวาวธิที ําซํ ้าแบบคงตวั. ความแตกตางระหวางวธิที ําซํ ้าแบบไมคงตวักบัวธิที ําซํ ้า
แบบคงตวัทีเ่หน็ไดชดัคอื วธิที ําซํ ้าแบบไมคงตวัคาสมัประสทิธิต์างๆ ในแตละรอบการค ํานวณซํ ้ามกีาร
เปลีย่นแปลงคาอยูตลอดเวลา.   

3.1 หลกัการเบื้องตนของวิธีทํ าซ้ํ า
การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ า เปนการหาคํ าตอบโดยประมาณของระบบสมการ 
bAx =  โดยคํ าตอบที่ไดเปนสมาชิกของปริภูมิ Krylov.

    ( )bAx ,k κ∈ (3.1)

เมื่อ ( ) { },,,,,span, 1k2 bAbAAbbbA −=κ … …,2,1k = (3.2)

โดย ( )bA,κ คือปริภูมิ Krylov
A คือเมตริกซสัมประสิทธิ์
x คือเวกเตอรตัวแปรไมทราบคา
b คอืเวกเตอรดานขวามือของระบบสมการ
k คือรอบการคํ านวณซํ้ า
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รูปที ่3.1 ทิศทางการลูเขาของคา x  บนเสนความชันเทาของ ( )xf  ทีเ่ร่ิมจากจุด 0P

สมาชิกภายในปริภูมิ Krylov ประกอบดวยเวกเตอรซึง่เปนอิสระเชิงเสนซึ่งกันและกัน และ
สามารถเขียนใหอยูในรูปของผลบวกเชิงเสนได. ขนาดของปริภูมิ Krylov จะมขีนาดเพิ่มข้ึนตาม
จ ํานวนรอบการคํ านวณซํ้ า.

จากระบบสมการเชิงเสน bAx =  เราสามารถเขียนฟงกชันกํ าลังสองขนาด N  ตัวแปร

         ( ) xbxAxx TT

2
1

f −= (3.3)

สมการที่ (3.3) ถา A  เปนเมตริกซบวกแนนอน(Positive Definite Matrix) เมือ่แทนคา x  ที่
ท ําให ( )xf  มคีาตํ่ าสุด คา x  ดงักลาวจะเปนคํ าตอบโดยประมาณของระบบสมการเชิงเสน. จุดที่ 
x  เปนคํ าตอบของระบบสมการคา ( )xf∇  มคีาเทากับศูนย. นั่นคือ

          ( ) ( ) 0'ff =−==∇ bxAxx (3.4)

การค ํานวณดวยวิธีทํ าซํ้ า เพื่อหาผลเฉลยของระบบสมการ สามารถอธิบายโดยใชหลักการ
ของวิธีการลดอยางชัน(Steepest Descent Method) ซึง่เปนการหาคาตํ่ าสุดของฟงกชัน ( )xf  ใน
สมการที ่ (3.3). การคํ านวณเริ่มจากการสุมกํ าหนดคาเริ่มตน )0(x  ที่จุด 0P  ดงัรูปที่ 3.1 จากนั้น
จะค ํานวณซํ้ าเพื่อหา )1(x  และตัวถัดๆ ไปจากสมการ

    )k()k()1k( rxx α+=+ (3.5)

โดย r  คอืเวกเตอรตกคาง(Residual Vector).

)1(
1,P x )0(

0 ,P x

)2(
2 ,P x

)1(r

)0(r
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เวกเตอรตกคาง )k(r  ในแตละรอบการคํ านวณจะตั้งฉากกัน นั่นคือ

       ( ) 0)1k(
T

)k( =−rr (3.6)

การตรวจสอบความคลาดเคลื่อนของคํ าตอบ )k(x  ทีค่ ํานวณได ดูจากคา )k()k( ,rr  โดยที่
bAxr −= )k()k( . การหาคา α  ในสมการที่ (3.5) ทํ าโดยอาศัยสมการที่ (3.6).

จากสมการที่ (3.6) เมื่อ  1k =  แทนคา bAxr −= )1()1(  จะได

     ( ) 0)0(T)1( =− rbAx (3.7)

แทนคา )1(x ดวยสมการที่ (3.5) ไดเปน

         ( )( ) 0)0(T)0()0( =−α+ rbrxA (3.8)

จดัรปูสมการใหม และยายขางสมการ จะไดสมการเพื่อหาคา α  เปน

    ( )
( ) )0(T)0(

)0(T)0(

rAr

rr
=α (3.9)

จากหลกัการค ํานวณพื้นฐานดังที่ไดกลาวมาขางตน สามารถนํ ามาปรับปรุงกระบวนการ
ค ํานวณ โดยเฉพาะการคํ านวณหาคา )k(r  เพือ่ใหอัตราการลูเขาของผลเฉลยดียิ่งขึ้น.

3.2 วธิเีกรเดียนตสังยุค(Conjugate Gradient Method, CG)
วิธีเกรเดียนสังยุคเปนวิธีทํ าซํ้ าที่รูจักกันโดยทั่วไป เหมาะกับการแกระบบสมการเชิงเสนที่

เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซสมมาตร และมีคาบวกแนนอน. การแกระบบสมการดวยวิธีนี้มีข้ัน
ตอนการคํ านวณที่ไมยุงยาก.

คํ าตอบ x  ทีค่ ํานวณไดเปนสมาชิกของปริภูมิยอย ( ))0()0( ,rAx κ+ . โดย ( ))0(,rAκ   
เปนปริภูมิ Krylov ดงัสมการ

( ) { })0(1k)0()0()0( ,,,span, rArArrA −=κ … (3.10)
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การคํ านวณหาคา )k(x  ในแตละรอบการคํ านวณ คํ านวณจากสมการ

     )k()k()k()1k( pxx α+=+ (3.11)

โดย )k(p  เปนเวกเตอรทิศทาง ซึง่สมัพนัธกับเวกเตอรตกคาง )k(r .  เวกเตอรตกคางและเวกเตอร
ทศิทาง ณ รอบการคํ านวณ k  ใดๆ คํ านวณจากสมการ

   )k()k()k()1k( pArr α−=+ (3.12)

และ     )k()k()1k()1k( prp β+= ++ (3.13)

สัมประสิทธิ์ )k(α  และ )k(β  ค ํานวณไดจาก

   ( )
( ) )k(T)k(

)k(T)k(
)k(

pAp

rr
=α (3.14)

     ( )
( ) )k(T)k(

)1k(T)1k(
)k(

rr

rr ++

=β (3.15)

เมื่อ )k(α  และ )k(β  เปนสัมประสิทธิ์ที่ทํ าให )1k( +p  ตั้งฉากกับ )k(pA  ดังรูปที่ 3.2. การคํ านวณ
โดยใชวิธีเกรเดียนตสังยุคสามารถแสดงลํ าดับข้ันการคํ านวณไดดังนี้

1) ก ําหนดคาเริ่มตน )0(x  และคํ านวณ )0()0( xAbr −= โดยกํ าหนด )0()0( rp =

2) ค ํานวณซํ้ า เมื่อ …,3,2,1k =

2.1) ค ํานวณ )1k( −pA

2.2) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( −−− α+= pxx

   เมื่อ 
)1k()1k(

)1k()1k(
)1k(

,

,
−−

−−
− =α

pAp

rr

2.3) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( −−− α−= pArr

2.4) ค ํานวณ )1k()1k()k()k( −−β+= prp

   เมื่อ 
)1k()1k(

)k()k(
)1k(

,

,
−−

− =β
rr

rr .
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รูปที่ 3.2 ลักษณะของเวกเตอรตกคางและเวกเตอรทิศทางที่คํ านวณ
    ไดในแตละรอบการคํ านวณซํ้ า

3.3 วธิเีกรเดียนตสังยุคคู(BiConjugate Gradient Method, BiCG)
วธิเีกรเดยีนตสังยุคคูเปนวิธีที่พัฒนาจากวิธีเกรเดียนตสังยุค เพื่อใหเหมาะกับระบบสมการที่

เมตริกซสัมประสิทธเปนเมตริกซไมสมมาตร. การค ํานวณอาศัยกระบวนการ Two-side Lanczos 
เพือ่สรางเวกเตอรเชิงตั้งฉากสองชุด (v กับ )w ทีส่มัพันธกับเมตริกซ A  และ TA . เวกเตอรเชิงตั้ง-
ฉากดงักลาวเปนสมาชิกของปริภูมิ Krylov ( ))0(,rAκ  และ ( ))0(T ,rAκ  นั่นคือ

   ( ))0()k()1( ,,, rAvv κ∈… (3.16)

   ( ))0(T)k()1( ,, rAww κ∈… (3.17)

โดย v  และ w  คอืเวกเตอรที่เปนสมาชิกของปริภูมิ Krylov ( ))0(,rAκ  และ ( ))0(T ,rAκ
ตามลํ าดับ ซึง่ค ํานวณโดยกระบวนการ Two-side Lanczos.

กระบวนการ Two-side Lanczos มลี ําดับข้ันการคํ านวณดังนี้
1) จาก )0(r  และ )0(~r  ซึ่ง 0~, )0()0( ≠rr

ค ํานวณ 
)0(

)0(
)1(

r
rv =  และ 

)1()0(

)0(
)1(

,~

~

vr
rw =

2) ก ําหนด 0)0()0( =γ=β  และ 0)0()0( == wv

3) คํ านวณซํ้ า …,3,2,1j =

3.1) ค ํานวณ )j(vA  และ )j(T wA

3.2) ค ํานวณ )j()j()j( , wvA=α

3.3) ค ํานวณ )1j()1j()j()j()j()1j(~ −−+ β−α−= vvvAv

)1k( +p

)k(r
)1k( +r

)k(Ap



18

   และ )1j()1j()j()j()j(T)1j( ~~ −−+ γ−α−= wwwAw

3.4) ค ํานวณ )1j()j( ~ +=γ v  และ )j(

)1j(
)1j(

~

γ
=

+
+ vv

3.5) ค ํานวณ )1j()1j()j( ~, ++=β wv  และ )j(

)1j(
)1j(

~

β
=

+
+ ww

เวกเตอรเร่ิมตน )0(r  และ )0(~r  ในการค ํานวณตองไมตัง้ฉากกันนั่นคือ 0~, )0()0( ≠rr . 
โดยวิธีขางตน เราได 0, )j()i( =wv  เมื่อ ji ≠ . การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวธิีเกรเดียนตสัง
ยคุคู ใชเวกเตอรทั้งสองในการหาคํ าตอบ )k(x  โดย

   )k()k()0()k( yVxx += (3.18)

เมื่อ       [ ]k21
)k( vvvV …= (3.19)

โดย )k(y  คอืเวกเตอรที่ทํ าให )k(r  ตัง้ฉากกับ )k()1( , ww … .

คา )k(y  ทีท่ ําใหเงือ่นไขขางตนเปนจริง สามารถคํ านวณจากสมการ

   1
)0()k()k( ξryT = (3.20)

เมื่อ )k(T  เปนเมตริกซสามแนวเฉียง(Tridiagonal Matrix)ขนาด ( )kk ×  โดยสมาชิกประกอบดวย
ตัวประกอบ βα,  และ γ  ทีค่ ํานวณไดจากกระบวนการ Two-side Lanczos. โครงสรางของ )k(T

แสดงในสมการที่ (3.21) 1ξ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยขนาดเทากับ k  โดยสมาชิก ณ ตํ าแหนงแรกมี
คาเทากับ 1  ดงัสมการที่ (3.22).

    




















αγ
β

γ
βα

=

−

−

)k()1k(

)1k(

)1(

)1()1(

)k(T (3.21)

    [ ]T1 001 …=ξ (3.22)
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การค ํานวณเวกเตอรตกคางและเวกเตอรทิศทางที่สัมพันธกับเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  และ 
TA ค ํานวณโดยสมการ

     )k()k()k()1k( a pArr −=+ (3.23)

    )k(T)k()k()1k( ~a~~ pArr −=+ (3.24)

   )k()k()1k()1k( b prp += ++ (3.25)

   )k()k()1k()1k( ~b~~ prp += ++ (3.26)

สัมประสิทธิ์ )k(a  และ )k(b  คํ านวณไดจาก

     ( )
( ) )k(T)k(

)k(T)k(
)k(

~

~
a

pAp

rr
= (3.27)

   ( )
( ) )k(T)k(

)1k(T)1k(
)k(

~

~
b

rr

rr ++

= (3.28)

วธิเีกรเดียนตสังยุคคูมีลํ าดับข้ันการคํ านวณดังนี้
1) ก ําหนดคาเริ่มตน )0(x  และคํ านวณ )0()0( xAbr −= โดยกํ าหนด )0()0( rp =

2) ก ําหนดคา )0(~r ทีท่ํ าให 0~, )0()0( ≠rr  และให )0()0( ~~ rp =

3) คํ านวณซํ้ า …,3,2,1k =

3.1) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( a −−− += pxx

   เมื่อ 
)1k()1k(

)1k()1k(
)1k(

~,

~,
a

−−

−−
− =

ppA

rr

3.2) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( a −−− −= pArr

   และ )1k(T)1k()1k()k( ~a~~ −−− −= pArr

3.3) ค ํานวณ )1k()1k()k()k( b −−−= prp

   และ )1k()1k()k()k( ~b~~ −−−= prp

   เมื่อ 
)1k()1k(

)k()k(
)1k(

~,

~,
b

−−
− =

rr

rr .
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3.4 วธิตีกคางต่ํ าสุดแบบวางนัยทั่วไป(Generalized Minimal Residual Method, GMRES)
วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปพัฒนามาจากวิธีตกคางตํ่ าสุด(MINRES[10]) เพื่อใชกับ

ระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มีลักษณะเปนเมตริกซไมสมมาตร. วิธีนี้อาศัยวิธีของ 
Arnoldi ในการสรางเวกเตอรมูลฐานเชิงตั้งฉากปรกติซึ่งเปนสมาชิกของปริภูมิ krylov ( ))0(,rAκ .
คํ าตอบ )k(x จากวธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปอยูในลักษณะ

   )k(
k

)0()k( yVxx += (3.29)

เมื่อ kV  เปนเมตริกซขนาด ( )kn×  ซึง่สมาชกิภายในประกอบดวยเวกเตอรมูลฐานเชิงตั้งฉาก
ปรกติ )k()2()1( ,,, vvv …  จากการคํ านวณดวยวิธีของ Arnoldi, )k(y  คือเวกเตอรขนาด ( )k

สมาชิกประกอบดวยคา )k()2()1( y,,y,y …  ทีไ่ดจากการทํ าคา 2-นอรมของเวกเตอรตกคางใหมี
คาตํ่ าสุด.

วิธีของ Arnoldi มลํี าดับข้ันการคํ านวณดังนี้
1) ก ําหนดคา )1(v โดยมีเงื่อนไขวา 1)1( =v

2) คํ านวณซํ้ า …,3,2,1j =

2.1) ค ํานวณ )j()1j(~ vAv =+

2.2) ค ํานวณซํ้ า j,,3,2,1i …=

   2.2.1) ค ํานวณ )i()1j(
j,i ,~h vv +=  และ )i(

j,i
)1j()1j( h~~ vvv +← ++

2.3) ค ํานวณ )1j(
j,1j

~h +
+ = v

2.4) ค ํานวณ 
j,1j

)1j(
)1j(

h

~

+

+
+ =

vv

ล ําดบัข้ันการคํ านวณขางตนสามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดเปน

   k,1k1k
T
k1kk,1kkkk h ++++ =+= HVξvHVAV (3.30)

เมื่อ kH เปนเมตริกซเฮสเซนเบิรกบน(Upper Hessenberg Matrix)ขนาด ( )kk × . สมาชิกใน
ต ําแหนง ( )j,i  เมื่อ k,,1j …=  และ { }k,1jmin,,1i += …  มคีาเทากับ j,ih  สวนสมาชิกใน
ต ําแหนง ( )j,i  อ่ืนๆ มีคาเทากับศูนย. k,1k +H  เปนเมตริกซขนาด ( ) k1k ×+ ดงัสมการที่ (3.31). 

kξ  เปนเวกเตอรขนาด k  โดยสมาชิกตํ าแหนงที่ k  มคีาเทากบั 1 สวนต ําแหนงอ่ืนๆ มคีาเทากบัศูนย.
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=

+

+

k,1k

k,1k

h000 …

H (3.31)

   
การหาคาเวกเตอร )k(y ในสมการที่ (3.29) ท ําโดยการหาคาตํ่ าสุดของเวกเตอรตกคาง )k(r   

นั่นคือ
   )k(min r  (3.32)

แทนคา yVArr k
)0()k( −= ไดเปน

    yVAr k
)0(min − (3.33)

แทนคา k,1k1kk11k
)0( , +++ =β= HVAVξVr และจัดรูปสมการใหมไดเปน

    yHξ k,1k1min +−β (3.34)

เมื่อ )0(r=β  และ 1ξ  เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยขนาด ( )1k +  โดยทีส่มาชิก ณ ตํ าแหนงแรกมีคา
เทากบัหนึง่ สวนสมาชิก ณ ตํ าแหนงอื่นๆ มีคาเทากับศูนย นั่นคือ [ ]T001 … . การแกสม-
การที ่(3.34) ทํ าโดยการแยกตัวประกอบแบบ QR ของเมตริกซ k,1k +H อยูในรูปของ

    RFH =+ k,1k (3.35)

โดย R  เปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมบนขนาด ( ) ( )k1k ×+  และ F  เปนเมตริกซยูนิแทรี(Unitary 
Matrix) ขนาด ( ) ( )1k1k +×+ .

การหาคาเมตริกซ R  และ F  จากแยกตัวประกอบแบบ QR ของเมตริกซ k,1k +H ณ รอบ
การคํ านวณที่ k  ใดๆ ทํ าโดยอาศัยเมตริกซ i

~
F ( )k,,2,1i …=  ตามสมการที่ (3.36). i

~
F  เปน

เมตรกิซหมนุที่ใชในการหมุนเวกเตอรหนึ่งหนวย iξ  และ 1i+ξ  ไปเปนมุมเทากับ iθ .

kH
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)ik(

ii

ii

)1i(

i

I
cs
sc

I

~
F (3.36)

เมื่อ ( )ii cosc θ≡  และ ( )ii sins θ≡ . ic  และ is  ค ํานวณไดจากสมาชิกของเมตริกซ k,1k +H

ตามสมการ

    
2

i,1i
2

i,i

i,i
i

hh

h
c

++
= (3.37)

และ     
i,i

i,1i
ii h
h

cs += (3.38)

ตวัอยางเชน เมตริกซ )k(R  ซึง่เปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมบนที่ไดจากการแยกตัวประกอบแบบ 
QR ของเมตริกซ 1,1k +H  ในรอบการคํ านวณที่ k  มคีาเทากับ

        ( )






















== +−

000
x

xx
xxx

~~~
k,1k11kk

)k(

…

…
…

… HFFFR (3.39)

โดย x  เปนต ําแหนงทีส่มาชิกของเมตริกซไมเทากับศูนย. ในทํ านองเดียวกันเมตริกซ )1k( +R  ใน
รอบการคํ านวณที่ 1k +  สามารถคํ านวณจาก

( )
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xxxx
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)1k(

…
…

…
…

… HFFFFR (3.40)
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จากสมการที่ (3.34) ผลลัพธ )k(y  ทีต่องการอยูในรูปของสมการ

         ( )1
)k(

k,k ξFyR β= (3.41)

เมื่อ k,kR เปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมบนขนาด ( )kk ×  ซึง่ละเลยสมาชิกแถวที่ ( )1k +  ของ R .
พจน 1ξF ไดจากการคูณเมตริกซหมุน k21

~
,,

~
,

~
FFF … กบัเวกเตอรหนึ่งหนวย 1ξ .

วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปมีลํ าดับข้ันการคํ านวณดังนี้
1) ก ําหนดคาเริ่มตน )0(x

2) ค ํานวณ )0()0( xAbr −=  และ 
)0(

)0(
)1(

r
rv =

3) ก ําหนดคา [ ]T1 001 …=ξ  และ )0(r=β

4) คํ านวณซํ้ า …,3,2,1k =

4.1) ค ํานวณ )1k( +v  และ k,ih เมื่อ 1k,,1i += …  โดยวิธีของ Arnoldi
4.2) ค ํานวณ )k(

k
)0()k( yVxx +=

   เมื่อ )k(y  เปนคํ าตอบที่ไดจากสมการ yHξ k,1k1min +−β .

ขอเสียของการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปอยูตรงที่
ตองการหนวยความจํ าในการเก็บเมตริกซ k,1k +H  และภาระการคํ านวณเพิ่มข้ึนเมื่อรอบการ
คํ านวณ k  มีคามาก. ในทางปฏิบัติการคํ านวณจะกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหม(Restart 
Iteration) เพือ่เปนการจํ ากัดขนาดเมตริกซ k,1k +H .

3.5 วธิเีกรเดยีนตสงัยคุคูแบบเสถยีร(BiConjugate Gradient Stabilized Method, BiCGSTAB)
วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรถูกพัฒนามาจากวิธีเกรเดียนตสังยุคคูกับวิธีตกคางตํ่ าสุด

แบบวางนัยทั่วไป. วิธีนี้เหมาะกับระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไม
สมมาตร. วธิเีกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรนี้ปรับปรุงการคํ านวณในสวนการหาคาเวกเตอรตกคาง 
เพือ่แกไขอัตราการลูเขาของผลเฉลยที่มีลักษณะไมสมํ่ าเสมอ. เวกเตอรตกคางและเวกเตอรทิศทาง
สามารถคํ านวณโดยใชสมการ

   ( ) ( ) )0()k()k()k( rAAr ϕχ= (3.42)
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   ( ) ( ) )0()k()k()k( rAAp ψχ= (3.43)

เมือ่              เปนสมการพหุนาม อยูในรูป

( ) ( )( ) ( )AAAA )k()2()1()k( 111 ω−ω−ω−=χ … (3.44)

โดย )k(ω  คอืตัวประกอบที่ทํ าให )k(r  ในแตละรอบการค ํานวณมคีาตํ ่าสดุ. จากวธิกี ําลงัสองเกรเดยีนต
สงัยคุ[10] กํ าหนด

( ) ( ) ( ) )0()1k()1k()0()1k()0()k( a rAArArA −−− ψ−ϕ=ϕ (3.45)

และ ( ) ( ) ( ) )0()1k()k()0()k()0()k( b rAArArA −ψ−ϕ=ψ (3.46)

แทนคาสมการที่ (3.44) ถึง (3.46) ลงในสมการที่ (3.42) และ (3.43) จัดรูปสมการใหม ไดเปน

   ( )( ))1k()1k()1k()k()k( a −−− −ω−= pArAIr (3.47)

   ( ) )k()k()k()k()k( b pAIrp ω−+= (3.48)

การหาคาตัวประกอบ )1k(a −  และ )k(b  ในสมการที่ (3.47) และสมการที่ (3.48) คํ านวณ
จากสมการ

   
)0()1k(

)0()1k(
)1k(

~,

~,
a

rpA

rr
−

−
− = (3.49)

   
)0()1k(

)0()k(

)k(

)1k(
)k(

~,

~,a
b

rr

rr
−

−

ω
= (3.50)

โดย )0(~r  คอืเวกเตอรตกคางที่สัมพันธกับ TA เมื่อ 0~, )0()0( ≠rr .

( )A)k(χ
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วธิเีกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรมีลํ าดับข้ันการคํ านวณดังนี้
1) ก ําหนดคาเริ่มตน )0(x

2) ค ํานวณ )0()0( xAbr −= และให )0()0( rp =

3) ก ําหนดคา )0(~r ทีท่ํ าให 0~, )0()0( ≠rr

4) คํ านวณซํ้ า …,3,2,1k =

4.1) ค ํานวณ )1k( −pA

4.2) ค ํานวณ )1k()1k()1k()2/1k( a −−−− += pxx

   เมื่อ 
)0()1k(

)0()1k(
)1k(

~,

~,
a

rpA

rr
−

−
− =

4.3) ค ํานวณ )1k()1k()1k()2/1k( a −−−− −= pArr

4.4) ค ํานวณ )2/1k( −rA

4.5) ค ํานวณ )2/1k()k()2/1k()k( −− ω+= rxx

   เมื่อ 
)2/1k()2/1k(

)2/1k()2/1k(
)k(

,

,
−−

−−

=ω
rArA

rAr

4.6) ค ํานวณ )2/1k()k()2/1k()k( −− ω−= rArr

4.7) ค ํานวณ ( ))1k()k()1k()k()k()k( b −− ω−+= pAprp

   เมื่อ 
)0()1k(

)0()k(

)k(

)1k(
)k(

~,

~,a
b

rr

rr
−

−

ω
= .

3.6 ขอพจิารณาในการประยุกตวิธีทํ าซ้ํ าเพื่อแกระบบสมการเชิงเสน
การเลือกวิธีทํ าซํ้ าในการแกระบบสมการเชิงเสนเปนสิ่งสํ าคัญ เพราะมีผลตอเวลาการ

ค ํานวณ. การพจิารณาเลือกวิธีทํ าซํ้ าสามารถดูจากลักษณะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสม-
การนัน้ๆ. กรณทีีเ่มตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซสมมาตรและมีคาบวกแนนอน วิธีที่เหมาะสมกับ
ระบบสมการดังกลาวไดแกวิธีเกรเดียนตสังยุค. ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไม
สมมาตร การเลือกวิธีทํ าซํ้ าที่เหมาะสมกับระบบสมการเชิงเสนดังกลาวคอนขางทํ าไดยากกวา.
ถาเราพิจารณาเรื่องเวลาการคํ านวณเปนสํ าคัญ เมื่อเมตริกซสัมประสิทธิ์มีลักษณะเปนเมตริกซ 
หนาแนน(Dense Matrix) การใชวธิที ําซํ้ าที่มีจํ านวนการคูณเมตริกซกับเวกเตอรหลายครั้งในหนึ่ง
รอบการคํ านวณซํ้ า จะใชเวลาคํ านวณและหนวยความจํ ามากกวาวิธีอ่ืน. แตในกรณีที่เมตริกซ
สัมประสิทธิ์เปนเมตริกซมากเลขศูนย(Sparse Matrix) มักไมมีปญหาเรื่องการใชหนวยความจํ า 
เพราะเราสามารถเลือกเก็บขอมูลเฉพาะตํ าแหนงได. คุณลักษณะของวิธีทํ าซํ้ าตางๆ มีดังนี้



26

วธิเีกรเดียนตสังยุค
- เหมาะกบัการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซสมมาตร.
- อัตราการลูเขาของผลเฉลยขึ้นอยูกับตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์.
- ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคูณเมตรกิซ-เวกเตอร 1 คร้ัง  

ผลคูณภายใน 2 คร้ัง และคํ านวณเวกเตอร 3 ตัว.
- ตองการหนวยความจํ าในการเก็บขอมูลนอยที่สุด.

วธิเีกรเดียนตสังยุคคู
- เหมาะกบัการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไมสมมาตร โดย

เพิม่การคํ านวณในสวนของ TA .
- ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าใชหนวยความจํ าและมีภาระการคํ านวณเปนสองเทาของวิธี

เกรเดียนตสังยุค.
วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป

- เหมาะกบัการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไมสมมาตร.
- ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคูณเมตรกิซ-เวกเตอร 1 ครัง้  

และผลคูณภายในเทากับ 1k +  ครั้ง เมื่อ k คือรอบการคํ านวณซํ้ า.
- การใชหนวยความจํ าในการเก็บขอมูลข้ึนอยูกับจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ า.

วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร
- เหมาะกบัการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไมสมมาตร.
- ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคูณเมตรกิซ-เวกเตอร 2 ครัง้  

ผลคูณภายใน 4 คร้ัง.



บทที่ 4

การปรับปรุงสภาพลวงหนา

ในการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ า อัตราการลูเขาของผลเฉลยขึ้นอยูกับคุณสมบัติ
ของเมตริกซสัมประสิทธิ์. เราสามารถลดเวลาการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ า 
โดยใชตัวปรับสภาพลวงหนา. ตัวปรับสภาพลวงหนาสวนใหญมีลักษณะที่ใกลเคียงกับเมตริกซ
สมัประสทิธิข์องระบบสมการเชิงเสน ทั้งนี้เนื่องจากไมตองการเพิ่มภาระการคํ านวณ.  หลักการ
เลอืกตวัปรับสภาพลวงหนานั้น พิจารณาจากเหตุผล 2 ประการคือ

1. ตวัปรับสภาพลวงหนาตองงายตอการคํ านวณ.
2. การคูณตัวปรับสภาพลวงหนากับเมตริกซสัมประสิทธิ์ ผลลัพธที่ไดตองมีลักษณะใกล

เคยีงกับเมตริกซเอกลักษณ.

4.1 หลักการเบื้องตน
จากระบบสมการ bxA =  ก ําหนดให M  เปนเมตรกิซปรับสภาพลวงหนา. เมตริกซ M  มี

ขนาดเทากับเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  คือ nm× . เมื่อคูณเมตริกซ 1−M  ทัง้สองขางของระบบสม-
การ จะได

   bMxAM 11 −− = (4.1)

เมื่อเลือกเมตริกซ M  ใหมลีกัษณะใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์

   IAM ≈−1 (4.2)

เราสามารถหาคํ าตอบโดยประมาณของระบบสมการไดจาก

   bMx 1−≈ (4.3)

จากสมการดังกลาวขางตนจะเห็นวา ถาตัวปรับสภาพลวงหนามีลักษณะใกลเคียงกับ
เมตรกิซสัมประสิทธิ์มากเทาใด คํ าตอบ x  ทีไ่ดจากสมการที่ (4.3) จะมีคาใกลเคียงคํ าตอบจริง
ของระบบสมการ.
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การประยุกตใชตัวปรับสภาพลวงหนากับวิธีทํ าซํ้ า ไมไดคูณตัวปรับสภาพลวงหนากับ
เมตริกซสัมประสิทธิ์โดยตรง เนือ่งจากเปนการเพิ่มภาระการคํ านวณและจํ านวนหนวยความจํ าที่ใช
เก็บขอมูล. การปรับปรุงการคํ านวณอาศัยการคูณตัวปรับสภาพลวงหนากับเวกเตอรตกคางหรือ
เวกเตอรทศิทาง ทัง้นีข้ึน้อยูกบัชนดิของวธิที ําซํ ้า. ตวัอยางขัน้ตอนการค ํานวณของวธิเีกรเดยีนตสงัยุค 
เมือ่ประยุกตใชตัวปรับสภาพลวงหนา แสดงไดดังนี้

1) ก ําหนดคาเริ่มตน )0(x  , ค ํานวณ )0()0( xAbr −= และ )0()0( rzM = .
2) ก ําหนดคา )0()0( rp = .
3) ค ํานวณซํ้ า เมื่อ …,3,2,1k =

3.1) ค ํานวณ )1k( −pA .

3.2) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( a −−− += pxx  เมื่อ 
)1k()1k(

)1k()1k(
)1k(

,

,
a

−−

−−
− =

pAp

zr .

3.3) ค ํานวณ )1k()1k()1k()k( a −−− −= pArr .
3.4) ค ํานวณ )k()k( rzM = .

2.5) ค ํานวณ )1k()1k()k()k( b −−+= pzp  เมื่อ 
)1k()1k(

)k()k(
)1k(

,

,
b

−−
− =

zr

zr .

จากล ําดบัข้ันการค ํานวณขอที ่ 3.4 เปนการค ํานวณซึง่อยูในรูปของระบบสมการเชงิเสน ดังนัน้
ขอสํ าคญัอยางหนึง่ในการเลอืกใชตวัปรบัสภาพลวงหนาคอื ตองแกระบบสมการเชงิเสน )k()k( rMz =

ไดงาย. ล ําดับข้ันการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าอื่นๆ เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาสามารถดูไดจากภาค
ผนวก ข.

4.2 ตัวปรบัสภาพลวงหนาแบบตางๆ
ชนิดของตัวปรับสภาพลวงหนาแบงออกไดเปนหลายชนิด ซึ่งแตละชนิดมีความยากงายใน

การคํ านวณหาคาเมตริกซ M  ตางกันออกไป. การเลือกชนิดของตัวปรับสภาพลวงหนาที่ใชใน
วทิยานพินธนี้ เปนแบบที่สามารถคํ านวณหาคาเมตริกซ M  โดยตรงจากเมตริกซสัมประสิทธิ์. การ
ค ํานวณหาคาเมตริกซ M  ทีไ่มยุงยากและซับซอน มีขอดีตรงที่ภาระการคํ านวณไมเพิ่มข้ึนจากเดิม
มากนัก. สํ าหรับตัวปรับสภาพลวงหนาที่มีการคํ านวณที่ซับซอน(ตัวอยางเชน ตัวปรับสภาพลวง
หนาแบบแยกตัวประกอบเเอลยูแบบไมบริบูรณ) แมวาจะชวยลดจํ านวนรอบการคํ านวณและเวลา
ค ํานวณลงไดมาก แตจํ าเปนตองใชหนวยความจํ าเพื่อเก็บคาเมตริกซ M  ไว. ดังนั้น ในทางปฏิบัติ
ท ําไดคอนขางยากเมื่อระบบสมการเชิงเสนมีขนาดใหญ. ตัวปรับสภาพลวงหนาที่ใชในวิทยานิพนธ
นี้ ไดแก
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4.2.1 ตัวปรบัสภาพลวงหนาแบบยาโคบี(Jacobi Preconditioner)
เมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีมีลักษณะเปนเมตริกซทแยงมุม. สมาชิกในแนว

ทแยงมคีาเทากับสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์ นั่นคือ

   =jim jia  กรณีที่ ji = (4.4)

และ           =jim 0 กรณีที่ ji ≠ (4.5)

โดย jim คอืสมาชิกของเมตริกซปรับสภาพลวงหนา
jia  คอืสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์.

ลกัษณะของเมตริกซปรับสภาพลวงหนาเปนไปตามสมการคือ

   


















=

mn

22

11

m00

0m0
00m

M (4.6)

ขอดีของตวัปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีคือ ตองการหนวยความจํ าในการเก็บขอมูลของ
เมตริกซ M  นอย และการคํ านวณทํ าไดงาย.

4.2.2 ตัวปรบัสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล(Gauss-Seidel Preconditioner)
เมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลมีลักษณะเปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมลาง. 

สมาชกิ ณ ต ําแหนงตางๆ มีคาเทากับสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์. โดย

   ijij am = กรณีที่ ji ≥ (4.7)

และ        =ijm 0 กรณีที่ ji < (4.8)

หรือเขียนในรูปของเมตริกซไดเปน
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(4.9)

การประยุกตใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล อาศัยการแกระบบสมการ uMy =

เมื่อ u  เปนเวกเตอรตกคางหรือเวกเตอรทิศทาง.  การหาคาเวกเตอร y  ท ําโดยการแทนคาไปขาง
หนา ดังสมการ

      ii

i

ij
1j

ijiii m/umuy















−= ∑

≠
=

 (4.10)

โดย iy  คอืสมาชิกตํ าแหนงที่ i  ของเวกเตอร y

iu  คอืสมาชิกตํ าแหนงที่ i  ของเวกเตอร u .

4.2.3 ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง(Successive Overrelaxation 
Preconditioner, SOR)

เมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งมีลักษณะเปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยม
ลางเชนเดียวกับเมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล. สมาชิกของเมตริกซปรับสภาพ
ลวงหนาจะคํ านวณจากเมตริกซสัมประสิทธิ์ โดยแยกตัวประกอบเมตริกซสัมประสิทธิ์อยูในรูป

   LUDA ++=  (4.11)

โดย D คอืเมตริกซทแยงมุม
U คอืเมตริกซแบบสามเหลี่ยมบนโดยแท
L คอืเมตริกซแบบสามเหลี่ยมลางโดยแท.

การสรางเมตริกซ M อาศัยเมตริกซ D และ L ทีไ่ดจากเมตริกซสัมประสิทธิ์ ตามสมการ

     ( )LDM ω+
ω

=
1 (4.12)

โดย ω คอืคาคงที่เพื่อชวยลดจํ านวนรอบการคํ านวณ.
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เมตริกซ M  มลีักษณะดังนี้

   =M
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1 (4.13)

การประยกุตใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบนี้อาศัยการแกระบบสมการ uMy =  เหมือนกับ
ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล.

4.2.4 ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตร(Symmetric Successive 
Overrelaxation Preconditioner, SSOR)

สมาชิกแตละตัวของเมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรหาคาได
จากเมตรกิซสัมประสิทธิ์เชนเดียวกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบอื่นๆ. การสรางเมตริกซ M  อาศัย
การแยกตัวประกอบเมตริกซสัมประสิทธิ์ดังสมการที่ (4.11). การแยกตัวประกอบของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ดงักลาว สามารถหาคาเมตริกซ  M  ไดตามสมการ

   ( ) ( )UDDLDM +ω+ω







ω−

ω
= −−− 111

2
(4.14)

การใชเมตริกซปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตร การคํ านวณแบงออก
เปน 3 ขั้นตอนคือ

1) จากระบบสมการ  uMy =  ก ําหนด LDM ω+=1  และ UDM ω+=2 . แกระบบ
สมการ uvM )2(1 ω−ω=  เพือ่หาคาเวกเตอร v

2) ค ํานวณหาคาเวกเตอร z  จากสมการ zDv =

3) ค ํานวณหาเวกเตอร y  จาก zyM =2 .
การหาคาเวกเตอร v  และ y  ในขัน้ตอนที ่ 1 และ 3 ทํ าโดยการแทนคายอนกลับและแทน

คาไปขางหนาตามลํ าดับ ตามสมการ

   ( ) ( ) ii1

i

ij
1j

iji1ii m/umuv















−= ∑

≠
=

(4.15)
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   ( ) ( ) ii2

i

ij
1j

iji2ii m/umzy















−= ∑

≠
=

(4.16)

โดย iv  คอืสมาชิกตํ าแหนงที่ i  ของเวกเตอร v

iz  คอืสมาชิกตํ าแหนงที่ i  ของเวกเตอร z

( ) ji1m และ ( ) ji2m คอืสมาชิกของเมตริกซ 1M  และ 2M ตามลํ าดับ.



บทที่ 5

ผลการคํ านวณและวิเคราะหผลการคํ านวณ

ในบทนี้กลาวถึงการคํ านวณสนามไฟฟาดวยวิธีประจุพื้นผิวและแกระบบสมการเชิงเสนดวย
วิธีทํ าซํ้ ากับปญหาตัวอยาง. การแกระบบสมการเชิงเสน bAσ =  ดวยวธิที ําซํ ้าอาศยัตวัปรบัสภาพ
ลวงหนาเพื่อชวยลดจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ าและเวลาคํ านวณ. การเปรียบเทียบผลของการ
แกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ าโดยอาศัยตัวปรับสภาพลวงหนา จะเปรียบเทียบจํ านวนรอบ
การคํ านวณซํ้ าและเวลาที่ใชคํ านวณของแตละวิธี เพื่อหาวิธีที่เหมาะสมกับระบบสมการเชิงเสนที่
ใชหาคา σ  ของวิธีประจุพื้นผิว. ปญหาตัวอยางที่ใชคํ านวณประกอบดวย ทรงกลมฉนวนภายใต
สนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ.

วทิยานพินธนีก้ารคํ านวณทํ าบนเครื่องคอมพิวเตอรที่ใชซีพียูเพนเทียม 4 ความเร็ว 1.6 MHz
มหีนวยความจํ าแบบ DDR ขนาด 256 MB และใชระบบปฏิบัติการณลินุกซ.

5.1 ทรงกลมฉนวนเดี่ยวในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
แบบจํ าลองทรงกลมฉนวนเปนทรงกลมรัศมีเทากับ R  วางอยูในตวักลางอากาศภายใต

สนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ oE  ดังรูปที่ 5.1.
รายละเอียดของแบบจํ าลองประกอบดวย

- ทรงกลมฉนวนรัศมี R  เทากับ 1 หนวย มจีดุศนูยกลางอยูที่พิกัด ( )0,0,0 .
- คาสภาพยอมภายนอกและภายในทรงกลมมีคาเทากับ 1.0 และ 4.0 ตามลํ าดับ.
- ทรงกลมอยูภายใตสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ ในทิศทาง z+  ซึง่มีคาเทากับ 1 /V หนวย.

รูปที ่5.1 ทรงกลมฉนวนเดี่ยวภายใตสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ

สนามไฟฟาภายนอก
/V1Eo = หนวย

อากาศ

���������������������������������������
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รูปที ่5.2 ทรงกลมฉนวนเมื่อแบงพื้นผิวเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยม

รูปที ่5.3 ตวัอยางเอลิเมนตสามเหลี่ยมผิวโคงแบบเการะดับชั้นความเสรี 1 เอลิเมนต

การคํ านวณไดแบงพื้นผิวของทรงกลมออกเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํ านวน 1,520 เอลิ-
เมนต ดงัแสดงในรปูที ่ 5.2. จ ํานวนตวัแปรของระบบสมการเชงิเสน bσA =  เทากบั 1,520 ตวัแปร.  
เอลิเมนตสามเหลี่ยมที่ใชเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมผิวโคงแบบเการะดับชั้นความเสรี[11] เพื่อใหมี
ลักษณะทีใ่กลเคยีงกับทรงกลมมากที่สุด. ตัวอยางของเอลิเมนตสามเหลี่ยมผิวโคงดังกลาว แสดง
ในรูปที่ 5.3.

การแกระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากวิธีประจุพื้นผิวดวยวิธีทํ าซํ้ า มีเงื่อนไขการคํ านวณดังนี้
- คาความคลาดเคลื่อนยินยอมเทากับ 6101 −×

- ใชเงื่อนไขคาเริ่มตนของผลเฉลย )0(σ  เปน
0)0( =σ    เมือ่ไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา,

bMσ 1)0( −= เมือ่ใชตัวปรับสภาพลวงหนา.
การกํ าหนดคาเริ่มตน bMσ 1)0( −=  ในกรณใีชตัวปรับสภาพลวงหนา เนื่องจากตองการให

คาเริ่มตน )0(σ  ที่สุมกํ าหนดคามีคาใกลเคียงกลับคํ าตอบจริง. การกํ าหนดคาเริ่มตนในลักษณะ
ดงักลาว เพือ่ใหกระบวนการค ํานวณดวยวธิที ําซํ ้าลูเขาหาค ําตอบทีเ่ราตองการเรว็ยิง่ขึน้. จากสมการ

    bMσAM 1)0(1 −− = (5.1)
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เมื่อ             IAM ≈−1 (5.2)

จะได     bMσ 1)0( −≈ (5.3)

5.1.1 เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน
ในการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ า ปจจัยหนึ่งที่สงผลตอจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ า

ก็คือลักษณะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน. เมตริกซสัมประสิทธิ์ที่ไดจาก
วิธีประจุพื้นผิวมีลักษณะเปนเมตริกซหนาแนนไมสมมาตร และสมาชิกในแนวทแยงมุมมีคามาก
ที่สุด. รูปที ่ 5.4 แสดงลักษณะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ตัวอยางขนาด 224224 ×  โดยละเลย
สมาชิกในแนวทแยงมุมและสมาชิกในตํ าแหนงตางๆ ถูกทํ าใหเปนบรรทัดฐานดวยคาในแนว
ทแยงมุม. รูปที่ 5.5 แสดงคา jia  ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ กรณี 1i =  และ 2241 j ≤≤ . คา 

jia  มคีามากหรือนอยขึ้นอยูกับระยะหางระหวางจุด  i  กับ j . โดยเมื่อ ji =  เปนตํ าแหนงที่ 
jia  มคีามากที่สุด.

รูปที ่5.4 ตัวอยางเมตริกซสัมประสิทธิ์ขนาด 224224 ×

รูปที่ 5.5 คา jia  ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ เมื่อ 1i =  และ 2241 j ≤≤
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ปจจัยอีกประการหนึ่งที่มีผลตอการแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ าคือคาตัวเลขเงื่อนไข
(Conditioned Number)ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ( )Aκ . ตวัเลขเงื่อนไขเปนตัวบงบอกสภาวะของ
ระบบสมการเชิงเสนแบงออกเปนสภาวะเลว(ill-conditioned) และสภาวะดี(well-conditioned). 
ระบบสมการเชิงเสนที่อยูในสภาวะเลวคาตัวเลขเงื่อนไขจะมีคามาก. ระบบสมการเชิงเสนขนาด 
1,520 ตัวแปรของแบบจํ าลองทรงกลมฉนวนเดี่ยวในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอมีคา ( )Aκ  เทากับ 
2.51.

5.1.2 จํ านวนรอบการคํ านวณซ้ํ าและเวลาคํ านวณของวิธีทํ าซ้ํ าตางๆ เมื่อไมใชตัวปรับ
สภาพลวงหนา

ในหวัขอนีเ้ปนการคํ านวณเปรียบเทียบวิธีทํ าซํ้ าตางๆ โดยไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา. รูปที่ 
5.6 แสดงกราฟความสัมพันธระหวางคา rr,  กบัจ ํานวนรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ าซํ้ าแตละ
วธิี. คา rr,  แสดงโดยประมาณถึงความถูกตองของผลเฉลยที่ไดจากวิธีทํ าซํ้ า ณ รอบการ
ค ํานวณสุดทาย. เนื่องจากเวกเตอร r  ค ํานวณจากสมการ xAbr −=  ดงันัน้ถาคา rr,  มีคา
ตํ ่ามากเทาไร ก็แสดงวาคํ าตอบ x  ทีไ่ดมีคาใกลเคียงกับคํ าตอบจริงของระบบสมการ.

รูปที่ 5.6 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าเมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา

ตารางที ่5.1 เปรียบเทียบเวลาทั้งหมดที่ใชในการคํ านวณและจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ า-
ซํ้ าตางๆ

วิธีทํ าซํ้ า CG BiCG GMRES BiCGSTAB
จ ํานวนรอบ(รอบ) 4 3 3 2
เวลาคํ านวณ(วินาที) 69.16 104.26 104.82 69.19
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จากรูปที่ 5.6 เมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนากับการคํ านวณ วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบ
เสถียร(BiCGSTAB) มอัีตราการลูเขาของผลเฉลยดีที่สุด และมีคา rr,  ตํ ่าที่สุด. จํ านวนรอบการ
ค ํานวณซํ ้าและเวลาทีใ่ชในการค ํานวณของวธิตีางๆ สรุปอยูในตารางที ่ 5.1. วธิเีกรเดยีนตสังยุคคูแบบ
เสถียรมจี ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้านอยทีส่ดุ(2 รอบ). วธิเีกรเดยีนตสงัยคุคู(BiCG) และวธิตีกคางตํ ่าสดุ
แบบวางนยัทัว่ไป(GMRES) ใชจ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้าเทากนัคอื 3 รอบ. วธิเีกรเดยีนตสังยคุใช
จ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้ามากทีส่ดุ(4 รอบ) เนือ่งจากเปนวธิทีีเ่หมาะกบัระบบสมการเชงิเสนทีเ่มตรกิซ
สัมประสทิธิเ์ปนเมตริกซสมมาตร และถาเมตริกซสัมประสิทธิ์มีลักษณะไมสมมาตรมากๆ ผลเฉลย
อาจจะไมลูเขาหาคาที่ตองการ. วิธีเกรเดียนตสังยุคและวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรใชเวลา
ค ํานวณใกลเคยีงกนัคอืประมาณ 69 วนิาท.ี วธิตีกคางตํ ่าสุดแบบวางนยัทัว่ไปใชเวลาค ํานวณมากที่
สุดเทากบั 104.82 วนิาท ีและเวลาค ํานวณของวธิเีกรเดยีนตสงัยคุคูเทากับ 104.26 วินาที.

5.1.3 จ ํานวนรอบการค ํานวณซํ้ าและเวลาคํ านวณของวิธีทํ าซ้ํ าตางๆ เมื่อใชตัวปรับสภาพ
ลวงหนา

รูปที ่ 5.7 แสดงกราฟความสัมพันธระหวางคา rr,  กบัจ ํานวนรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธี
ทํ าซํ้ าแตละวิธี เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาชนิดตางๆ ดังที่ไดกลาวไวในบทที่ 4 ชวยในการ
คํ านวณ. การใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งและแบบผอนปรนเกนิสืบเนื่อง
สมมาตรก ําหนดคา ω  เทากบั 1.05 และ 1.0 ตามล ําดบั. ผลของคา ω  ทีม่ตีอจ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้า
เมือ่ใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งและแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรสามารถ
ดไูดจากภาคผนวก ค. การก ําหนดคา ω  ของตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งเทากบั 
1.05 เนือ่งจากทีค่า 0.1=ω  เมตรกิซ M  มลัีกษณะเหมอืนกบัตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล.

ก. วิธีเกรเดียนตสังยุค ข. วิธีเกรเดียนตสังยุคคู

รูปที่ 5.7 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ าซํ้ าตางๆ
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ค. วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป ง. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

รูปที่ 5.7 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ าซํ้ าตางๆ(ตอ)

จากรปูที่ 5.7 ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตร(SSOR) ชวยลดจ ํานวน
รอบการค ํานวณลงไดมากทีส่ดุ. จากรปูที ่ 5.8 เห็นไดวาในแตละกรณีนั้น จํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ า
มคีาไมมาก เนื่องจากลกัษณะของแบบจ ําลองไมซบัซอนมาก. จ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้าทีใ่ชตํ ่าที่
สดุเทากบั 1 รอบไดแก 2 กรณีคือ กรณีแรกเมื่อใชวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปรวมกับตัว
ปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบแีละตวัปรบัสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตร. กรณี
ที่สองเมื่อใชวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบ
เนือ่งสมมาตร.กราฟรูปที่ 5.9 แสดงเวลาทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณ. วธิตีกคางตํ ่าสดุแบบวางนยัทัว่
ไปเมือ่ใชรวมกบัตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีมีเวลาคํ านวณตํ่ าที่สุดเทากับ 36.79 วินาที.

รูปที่ 5.8 เปรียบเทยีบจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ าซํ้ าแบบตางๆ
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รูปที่ 5.9 เปรยีบเทยีบเวลารวมทั้งหมดที่ใชในการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าแบบตางๆ

ตารางที ่5. 2 ตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์ เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ

ตวัปรับสภาพลวงหนา Jacobi Gauss-Seidel SOR SSOR
ตัวเลขเงื่อนไข 2.50 1.79 1.76 1.28

การใชตวัปรับสภาพลวงหนาทํ าใหคาตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์ลดลง. ตารางที่ 
5.2 แสดงคาตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์. จากตารางเห็นไดวาตัวปรับสภาพลวงหนา
แบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรสามารถลดตวัเลขเงือ่นไขลงไดมากทีสุ่ด. ตวัเลขเงือ่นไขลดลงจาก 
2.51 เหลอื 1.28 หรือลดลง 49 เปอรเซน็ต.

5.1.4 สนามไฟฟาและคาผิดพลาดของสนามไฟฟา
การค ํานวณสนามไฟฟาจากความหนาแนนประจุเชิงผิวที่ไดจากระบบสมการ bσA =  ใช

คํ าตอบ σ  ทีไ่ดจากวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรน
เกนิสบืเนือ่ง. กรณดีงักลาวมคีา rr,  ทีต่ํ ่าที่สุด คือประมาณ 10101 −× . จดุทีค่ ํานวณสนามไฟฟา
ไดแก ( )z,0,0  โดยที่ z  มีคาตั้งแต 0  จนถึง 5  หนวยดงัรูปที ่5.10. ความผดิพลาดของสนามไฟฟา
ภายในและภายนอกทรงกลมฉนวน คํ านวณจากสมการ

ความผิดพลาด (%) ( ) ( )
( ) 100

realZ

calZrealZ

E
EE

×
−

= (5.4)
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ผลเฉลยแมนตรงของสนามไฟฟาภายในและภายนอกทรงกลมฉนวนคํ านวณไดจากสมการ

    ( ) 0
21

2
inZ E

2
3

E
ε+ε

ε
= (5.5)

    ( ) ( )
( ) 03

3

21

21
extZ E

dR

R
2

2
1E













+
×

ε+ε
ε−ε

+= (5.6)

โดย ZE คอืสนามไฟฟาในทิศทางแกน z
R คอืรัศมีของทรงกลมฉนวน
d คอืระยะตามแกน z  วดัจากผิวของทรงกลมฉนวนดังรูปที่ 5.10

1ε คอืคาสภาพยอมภายในทรงกลมฉนวน
2ε คอืคาสภาพยอมภายนอกทรงกลมฉนวน

ดชันีลาง real แสดงถงึคาสนามไฟฟาที่คํ านวณไดจากสมการผลเฉลยแมนตรง
ดชันีลาง cal  แสดงถงึคาสนามไฟฟาที่คํ านวณไดจากวิธีประจุพื้นผิว
ดชันีลาง in    แสดงถึงบริเวณภายในทรงกลม
ดชันีลาง ext  แสดงถึงบริเวณภายนอกทรงกลม

สนามไฟฟาตามแนวแกน z  ทีจุ่ด ( )z,0,0  เมื่อ ( )50 z ≤≤  แสดงในรปูที ่5.11. ภายในทรง-
กลม ( )1z <  สนามไฟฟาจะมีคาคงที่เทากับ /V5.0 หนวย. ภายนอกทรงกลมบริเวณใกลผิวของ
ทรงกลมคาสนามไฟฟามีคาประมาณ /V0.2 หนวย. เมื่อระยะ z  เพิม่ข้ึนสนามไฟฟาจะลูเขาหา
คา OE คือ /V1 หนวย.

รูปที่ 5.10 ระยะ d  ตามแกน z  ทีใ่ชค ํานวณสนามไฟฟาตามสมการที่ 5.6
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รูปที ่5.11 สนามไฟฟาที่จุด ( )z,0,0  เมื่อ ( )50 z ≤≤  โดยเสนประแสดงขอบเขต
 ระหวางดานในและดานนอกของทรงกลมฉนวน

รูปที ่5.12 ความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่จุด ( )z,0,0  เมื่อ ( )50 z ≤≤

เปอรเซ็นตผิดพลาดของสนามไฟฟาในรูปที่ 5.12 มีคาตํ่ ากวา 2 เปอรเซ็นต. การลด
ความคลาดเคลือ่นของสนามไฟฟาทํ าไดโดยการเพิ่มจํ านวนเอลิเมนตที่ใชในการคํ านวณ. ในกรณี
ของแบบจ ําลองทรงกลมฉนวนลูกเดียว การแกระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีทํ าซํ้ าสามารถทํ าไดงาย 
และค ําตอบทีไ่ดมีคาความถูกตองสูง. ทั้งนี้เนื่องจากแบบจํ าลองมีลักษณะไมซับซอน. การคํ านวณ
เมือ่ไมใชตวัปรับสภาพลวงหนากับการใชตัวปรับสภาพลวงหนาจึงไมเห็นความแตกตางที่ชัดเจน.
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5.2 ทรงกลมฉนวนหลายลูกในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
แบบจ ําลองประกอบดวยทรงกลมฉนวน 8 ซึง่มลีกัษณะการวางดงัแสดงในรปูที ่5.13. รายละเอยีด

ของแบบจํ าลองประกอบดวย
- รัศมี R  ของทรงกลมแตละลูกเทากับ 1 หนวย.
- คาสภาพยอมภายในและนอกทรงกลมมีคาเทากับ 1 และ 4 ตามลํ าดับ.
- ทรงกลมอยูภายใตสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ ในทิศทาง z+  ซึง่มีคาเทากับ 1 /V หนวย.
- พืน้ผวิของทรงกลมแตละลกูถกูแบงออกเปนเอลเิมนตสามเหลีย่มผวิโคงแบบเการะดบัช้ัน
   ความเสรจี ํานวน 1,520 เอลเิมนต.
- ระยะหางระหวางทรงกลม d  เทากับ 0.0001 หนวย.

รูปที ่5.13 แบบจํ าลองทรงกลมฉนวนหลายลูกภายใตสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ

5.2.1 เมตรกิซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน
จากรปูที่ 5.13 สรางระบบสมการเชิงเสน bAσ =  เพือ่หาคาความหนาแนนประจุ ณ เอลิ-

เมนตตางๆ ออกมา. โดยตัวอยางเมตริกซสัมประสิทธิ์ขนาด 192192 ×  ของระบบสมการเชิงเสนมี
ลักษณะดงัรูปที่ 5.14. เมตริกซสัมประสิทธิ์มีลักษณะเปนเมตริกซไมสมมาตร. สมาชิกในตํ าแหนง
อ่ืนๆ จะถกูท ําใหเปนบรรทัดฐานดวยคาในแนวทแยงมุม ซึ่งเปนตํ าแหนงที่มีคามากที่สุด. ในรูปที่ 
5.15 เปนกราฟแสดงคาสมาชิก jia  ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ เมื่อ 1i = . ตวัเลขเงื่อนไขของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์ขนาด 192192 ×  จากแบบจํ าลองมีคาเทากับ 3.08.

สนามไฟฟาภายนอก
           หนวย
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รูปที ่5.14 ตัวอยางเมตริกซสัมประสิทธิ์ขนาด 192192×

รูปที่ 5.15 คา jia  ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ เมื่อ 1i =  และ 1921 j ≤≤

5.2.2 จํ านวนรอบการคํ านวณซ้ํ าและเวลาคํ านวณของวิธีทํ าซ้ํ าตางๆ เมื่อไมใชตัวปรับ
สภาพลวงหนา

ในหวัขอนีเ้ปนการเปรยีบเทยีบการค ํานวณของวธิที ําซํ ้าตางๆ เมือ่ไมใชตวัปรับสภาพลวงหนา. 
เงือ่นไขการค ํานวณของวิธีทํ าซํ้ ากํ าหนดเชนเดียวกับหัวขอที่ 5.1. วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป
ก ําหนดรอบการเริม่คํ านวณซํ ้าใหมเทากบั 3 รอบการค ํานวณ เพือ่เปนการจ ํากดัปรมิาณหนวยความ-
จ ําทีใ่ชค ํานวณ. ผลของรอบการเริม่คํ านวณซํ ้าใหมทีม่ตีอการค ํานวณของวธิตีกคางตํ ่าสดุแบบวางนยั
ทัว่ไปสามารถดูไดจากภาคผนวก ง.

รูปที่ 5.16 แสดงคา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีเกรเดียนตสังยุคคู วธิีตกคาง
ตํ ่าสดุแบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร เมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา. วิธี
เกรเดยีนตสังยุคคู และวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปใชรอบการคํ านวณซํ้ าเทากับ 10 และ 12 
รอบตามลํ าดับ. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรมีรอบการคํ านวณซํ้ าตํ่ าที่สุดคือ 6 รอบและใช
เวลาคํ านวณเทากับ 5,940.98 วินาที. จํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ าและเวลาทั้งหมดที่ใชในการ
ค ํานวณสรุปดังตารางที่ 5.3. กรณขีองวธิเีกรเดียนตสังยุค เมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนาผลเฉลย
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ไมลูเขาหาคาที่ตองการ. คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีเกรเดียนตสังยุคแสดงในรูป
ที ่5.17.

รูปที่ 5.16 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีเกรเดียนตสังยุคคู วธิีตกคางตํ่ าสุด
 แบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

รูปที่ 5.17 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีเกรเดียนตสังยุค

ตารางที ่ 5.3 จ ํานวนรอบการคํ านวณซํ้ าและเวลาทั้งหมดที่ใชในการคํ านวณของวิธีเกรเดียนตสัง-
ยุคคู วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

วิธีทํ าซํ้ า BiCG GMRES BiCGSTAB
รอบการคํ านวณ(รอบ) 10 12 6
เวลาคํ านวณ(วินาที) 9,406.83 12,202.94 5,940.98
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5.2.3 จ ํานวนรอบการค ํานวณซํ้ าและเวลาคํ านวณของวิธีทํ าซ้ํ าตางๆ เมื่อใชตัวปรับสภาพ
ลวงหนา

วธิที ําซํ ้าที่ใชในหัวขอนี้ ไดแกวิธีเกรเดียนตสังยุคคู วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป และวิธี
เกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร. การคํ านวณไมใชวิธีเกรเดียนตสังยุคเนื่องจากผลเฉลยไมลูเขาหา
คาที่ตองการ. การใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งและแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่ง
สมมาตรก ําหนดคา ω  เทากบั 1.05 และ 1.0 ตามล ําดบั.

รูปที่ 5.18 แสดงคา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีเกรเดียนตสังยุคคู วธิีตกคาง
ตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบ
ตางๆ. จากรปู ตวัปรบัสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรใหอัตราการลูเขาหาของผลเฉลย
ดทีีสุ่ด. กราฟเปรยีบรอบการค ํานวณของวธิที ําซํ ้าเมือ่ใชตวัปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ แสดงดงัรูปที ่
5.19.

ก. วิธีเกรเดียนตสังยุคคู ข. วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป

    ค. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

รูปที่ 5.18 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าเมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ
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วธิเีกรเดยีนตสังยุคคูเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบี แบบเกาส-ไซเดล และ
แบบผอนปรนกินสืบเนื่องจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ าเทากับ 9, 7, และ 8 รอบตามลํ าดับ. การใช
ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนกินสืบเนื่องสมมาตรใหรอบการคํ านวณซํ้ าตํ่ าที่สุดคือ 4 รอบ.

วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีจํ านวน
รอบการค ํานวณซํ ้าเทากบั 8 รอบ. การใชตวัปรบัสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลและแบบผอนปรนเกิน
สืบเนือ่งมรีอบการคํ านวณซํ้ าเทากันคือ 4 รอบ. ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนกินสืบเนื่อง
สมมาตรใหรอบการคํ านวณซํ้ าตํ่ าที่สุดคือ 3 รอบ.

และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีมีรอบ
การคํ านวณซํ้ าเทากับ 5 รอบ. ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลและแบบผอนปรนเกิน
สืบเนือ่งมรีอบการคํ านวณซํ้ าเทากันคือ 3 รอบ. ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนกินสืบเนื่อง
สมมาตรใหรอบการคํ านวณซํ้ าตํ่ าที่สุดคือ 2 รอบ.

รูปที ่5.20 เปนกราฟเปรยีบเทยีบเวลารวมทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณเมือ่ใชตวัปรบัสภาพลวงหนา
แบบตางๆ. วธิีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิ
สืบเนือ่งสมมาตรใชเวลาค ํานวณทัง้หมดตํ ่าสดุเทากบั 4,294.85 วนิาท.ี วธิทีีใ่ชเวลาค ํานวณมากทีส่ดุได
แก วิธีเกรเดียนตสังยุคคูเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง. เวลา
ค ํานวณทัง้หมดเทากบั 11,554.23 วนิาท.ี

รูปที ่5.19 รอบการค ํานวณซํ ้าของวธิที ําซํ ้าเมือ่ใชตวัปรบัสภาพลวงหนาแบบตางๆ

������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������

������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

������
������
������

������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

������
������
������

������
������
������
������

������
������
������

������
������
������

0

2

4

6

8

10

12

14

BiCG GMRES BiCGSTAB

���
Unpreconditioned���
Jacobi���

��� Gauss-seidel���
��� SOR���
��� SSOR

วิธีทํ าซ้ํ า

รอ
บก
ารค

ํ าน
วณ

(รอ
บ)



47

รูปที ่5.20 เวลารวมทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณเมือ่ใชตวัปรบัสภาพลวงหนาแบบตางๆ

ตารางที ่5.4 ตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ

ตวัปรับสภาพลวงหนา Jacobi Gauss-Seidel SOR SSOR
ตัวเลขเงื่อนไข 3.01 2.08 2.06 1.23

       หมายเหตุ เมตริกซ A  มขีนาดเทากับ ( )192192 × .

ตารางที ่ 5.4 แสดงตวัเลขเงือ่นไขของเมตรกิซสมัประสทิธิก์อนและหลงัทีใ่ชตวัปรบัสภาพลวงหนา
แบบตางๆ. เมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา ตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ( )Aκ  มคีาเทา
กบั 3.08. การใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรท ําใหตัวเลขเงื่อนไขลดลง
มากที่สุดเหลือ 1.23 หรือลดลง 60 เปอรเซ็นต.

5.2.4 ผลของคาสภาพยอมสัมพัทธตอการแกระบบสมการเชิงเสน
เราไดเปลี่ยนแปลงคาสภาพยอมสัมพัทธภายในทรงกลมฉนวนของแบบจํ าลองขางตนจาก 

4 เปน 10 และ 80 เพือ่ดผูลทีม่ตีอการแกระบบสมการเชงิเสนเพือ่หาค ําตอบ σ  ทีต่องการ. วิธีทํ าซํ้ า
ทีใ่ชค ํานวณไดแกวธิตีกคางตํ ่าสดุแบบวางนยัทัว่ไป และวธิเีกรเดยีนตสงัยคุคูแบบเสถยีร. ตวัปรบัสภาพ
ลวงหนาที่ใชเปนแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร ซึ่งจากหัวขอที่ 5.2.3 สามารถลดจํ านวน
รอบการค ํานวณซํ ้าลงไดดทีีส่ดุ.

รูปที่ 5.21 และรูปที่ 5.22 แสดงคา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีตกคางตํ่ าสุด
แบบวางนัยทั่วไป และวธิเีกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร เมื่อคาสภาพยอมสัมพัทธภายในทรงกลมมี
คาเทากบั 10 และ 80 ตามลํ าดับ. จากรูปที่ 5.21 การใชตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกิน
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สืบเนื่องสมมาตรท ําใหจ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้าของวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปลดลงจาก 22 
รอบเหลอื 6 รอบ. เวลาทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณลดลงจาก 23,113.69 วนิาทเีหลอื 12,610.72 วนิาท.ี ใน
สวนของวธิีเกรเดียนตสังยุคเสถียรภาพคูจ ํานวนรอบการค ํานวณลดลงจาก 9 รอบเหลอื 4 รอบ และ
เวลาทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณลดลงจาก 10,616.01 วนิาทเีหลอื 9,055.36 วนิาท.ี

จากรปูที ่5.22 เมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนา วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปผลเฉลยไม
ลูเขาหาคาทีต่องการ ในการใชรอบการเริม่ค ํานวณซํ ้าใหมเทากบั 3 รอบ. จ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้าเมือ่
ใชตวัปรบัสภาพลวงหนาเทากบั 11 รอบและใชเวลาคํ านวณทั้งหมด 22,821.69 วินาที. วิธีเกรเดี
ยนตสังยุคเสถียรภาพคูจํ านวนรอบการเมื่อไมใชตัวปรับสภาพลวงหนาเทากบั 17 รอบและเมือ่ใช
ตวัปรบัสภาพลวงหนาเทากบั 9 รอบ. เวลาทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณลดลงจาก 14,154.85 วนิาทเีหลอื 
11,322.25 วนิาท.ี เวลารวมทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณแสดงในตารางที ่5.5.

ก. วธิีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป ข. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

รูปที ่5.21 คา rr, ในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าเมือ่คาสภาพยอมสมัพทัธภายในทรงกลมมคีาเทากบั 10

ก. วธิตีกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป ข. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

รูปที ่5.22 คา rr, ในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าเมือ่คาสภาพยอมสมัพทัธภายในทรงกลมมคีาเทากบั 80
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ตารางที ่ 5.5 เวลารวมทัง้หมดทีใ่ชในการค ํานวณของวธิตีกคางตํ ่าสดุแบบวางนยัทัว่ไป และวธิเีกรเดยีนต
สังยคุคูแบบเสถยีร

เวลาคํ านวณ(วินาที)
วิธีทํ าซํ้ า คาสภาพยอมสัมพัทธ

Unpreconditioned SSOR
10 23,113.69 12,610.72

GMRES
80 - 22,821.69
10 10,616.01 9,055.36

BiCGSTAB
80 14,154.85 11,322.25

การเพิ่มคาสภาพยอมสัมพัทธภายในทรงกลมทํ าใหลักษณะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของ
ระบบสมการเชงิเสนเปลี่ยนแปลง. การกํ าหนดคาสภาพยอมสัมพัทธเทากับ 10 ตัวเลขเงื่อนไขของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาเทากับ 5.74. การใชตัวปรับสภาพลวงหนาตัวเลขเงื่อนไขลดลงเหลือ 
1.74. สวนกรณคีาสภาพยอมสัมพัทธเทากับ 80 เมื่อใชตัวปรับสภาพลวงหนาตัวเลขเงื่อนไขลดลง
จาก 10.84 เหลือ 3.02. ทั้งนี้การคํ านวณกระทํ าโดยใชเมตรกิซตัวอยางจากแบบจํ าลองที่มีจํ านวน
เอลเิมนตทั้งหมด(รวมทุกอนุภาค)ขนาดเทากับ 192 เอลิเมนต.

จากผลการคํ านวณที่ผานมาทั้งหมด พบวาตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่ง
สมมาตรสามารถลดจ ํานวนรอบการค ํานวณซํ ้าของวธิที ําซํ ้าตางๆ ไดดกีวาแบบอืน่. ขอเสยีอยางหนึง่ของ
ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกนิสบืเนือ่งสมมาตรคอืมภีาระการค ํานวณมาก เนือ่งจากลกัษณะ
ของเมตรกิซ M  เปนเมตรกิซหนาแนน.



บทที่ 6

สรุป

วทิยานพินธนีไ้ดน ําเสนอการประยกุตใชตวัปรบัสภาพลวงหนากบัวธิที ําซํ ้าเพือ่แกระบบสมการ
เชงิเสนจากวธิปีระจุพื้นผิว. วิธีทํ าซํ้ าที่ใชไดแก วิธีเกรเดียนตสังยุค วิธีเกรเดียนตสังยุคคู วิธีตกคาง
ตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร. การใชตัวปรับสภาพลวงหนามี
วตัถปุระสงคเพือ่ลดเวลาการหาผลเฉลยของระบบสมการเชงิเสนดวยวธิที ําซํ ้า. ตวัปรับสภาพลวงหนา
ทีใ่ชไดแก ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบี แบบเกาส-ไซเดล แบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง และ
แบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร.

คุณสมบัติของวิธีทํ าซ้ํ าตางๆ
วิธีเกรเดียนตสังยุคเปนวิธีทํ าซํ้ าที่ เหมาะกับการแกระบบสมการเชิงเส นที่ เมตริกซ

สมัประสิทธิ์เปนเมตริกซสมมาตร. ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคูณ
เมตรกิซ-เวกเตอร 1 ครัง้  ผลคูณภายใน 2 คร้ัง และคํ านวณเวกเตอร 3 ตัว. วิธีนี้เปนวิธีที่ตองการ
หนวยความจํ าในการเก็บขอมูลนอยที่สุด.
 วธิเีกรเดยีนตสังยุคคูปรับปรุงจากวิธีเกรเดียนตสังยุค. โดยเพิ่มการคํ านวณในสวนของ TA

เพื่อใหเหมาะกับการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซไมสมมาตร. การ
ค ํานวณอาศัยกระบวนการ Two-side Lanczos เพือ่สรางเวกเตอรเชิงตั้งฉากสองชุดที่สัมพันธกับ
เมตริกซ A  และ TA . วธินีีม้ภีาระการค ํานวณและใชหนวยความจํ าเปนสองเทาของวิธีเกรเดียนต
สังยุค.

วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป เหมาะกับการแก ระบบสมการเชิงเส นที่ เมตริกซ
สัมประสิทธิ์เปนทั้งเมตริกซสมมาตรและไมสมมาตร. วธินีี้อาศัยวิธีของ Arnoldi ในการสรางเวก-
เตอรมูลฐานเชิงตั้งฉากปรกติ. ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคณู
เมตรกิซ-เวกเตอร 1 ครัง้  และผลคูณภายในเทากับ 1k +  คร้ัง เมื่อ k คอืรอบการคํ านวณซํ้ า. การใช
หนวยความจํ าในการเก็บขอมูลข้ึนอยูกับจํ านวนรอบการคํ านวณซํ้ า แตทั้งนี้เราสามารถจํ ากัดการ
ใชหนวยความจํ าไดโดยการกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหม.

วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรพัฒนามาจากวิธีเกรเดียนตสังยุคคูกับวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบ
วางตวัทัว่ไป โดยปรับปรุงในสวนการหาคาเวกเตอรตกคางเพื่อใหอัตราการลูเขาของผลเฉลยดีขึ้น. 
วิธีนี้เหมาะกับการแกระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซสมมาตรและไม
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สมมาตร. ภาระการค ํานวณในแตละรอบการค ํานวณซํ ้าประกอบดวย ผลคณูเมตรกิซ-เวกเตอร 2 คร้ัง  
ผลคูณภายใน 4 คร้ัง.

สรปุลกัษณะของตัวปรับสภาพลวงหนาแบบตางๆ
ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบีมีลักษณะเปนเมตริกซทแยงมุม. สมาชิกในแนวทแยงมี

คาเทากับสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบนี้งายตอการคํ านวณแตชวย
ลดรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าไดไมดีนัก.

ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลมลีกัษณะเปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมลาง. สมาชิก 
ณ ต ําแหนงตางๆ มีคาเทากับสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซ
เดลสามารถลดรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าไดดีกวาตัวปรับสภาพลวงหนาแบบยาโคบี.

ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องมลีกัษณะเปนเมตริกซแบบสามเหลี่ยมลาง
เชนเดียวกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล ตางตรงที่มีคาคงที่ ω  ซึ่งเปนตัวชวยลดรอบ
การคํ านวณ. แตอยางไรก็ดี การปรับคา ω  ไมชวยลดรอบการค ํานวณของวิธีทํ าซํ้ าลงอยางเห็นได
ชัด. ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสามารถลดรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าลง
ไดเชนเดียวกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดล.

ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรเปนตัวปรับสภาพลวงหนาแบบ
เดียวที่มีลักษณะเปนเมตริกซหนาแนน. ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบนี้ชวยลดรอบการคํ านวณของ
วิธีทํ าซํ้ าลงไดดีที่สุดเมื่อเทียบกับแบบอื่นๆ. เชนเดียวกับกรณีของตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอน
ปรนเกนิสบืเนือ่ง การปรบัคา ω  ไมชวยลดรอบการค ํานวณของวธิที ําซํ ้าลงอยางเหน็ไดชดั.

แบบจ ําลองทรงกลมฉนวนเดี่ยวในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
ผลการใชวิธีทํ าซํ้ าแกระบบสมการเชิงเสนจากวิธีประจุพื้นผิว

เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนจากแบบจํ าลองมีลักษณะเปนเมตริกซหนา
แนนและไมสมมาตร. ตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคาไมมาก. เมื่อไมใชตัวปรับสภาพ
ลวงหนา วธิทีํ าซํ้ าทั้ง 4 วิธีสามารถแกระบบสมการเชิงเสนหาคา σ  ได. วิธีที่มีอัตราลูเขาของผล
เฉลยดทีีส่ดุไดแก วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูและวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบ
วางนัยทั่วไปใหมีอัตราลูเขาของผลเฉลยที่ใกลเคียงกัน. วิธีที่ใชรอบการคํ านวณมากที่สุดคือวิธี
เกรเดียนตสังยุค. ทั้งนี้ วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรกับวิธีเกรเดียนตสังยุคใชเวลาคํ านวณ
ใกลเคียงกันมากและตํ่ ากวาอีกสองวิธีที่เหลือ.
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ผลการใชตัวปรับสภาพลวงหนากับวิธีทํ าซํ้ าตางๆ
การใชตัวปรับสภาพลวงหนาสามารถชวยลดรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าลงได. ตัวปรับ

สภาพลวงหนาที่สามารถลดรอบการคํ านวณลงไดมากที่สุดคือตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรน
เกนิสบืเนือ่งสมมาตร. วธิตีกคางตํ ่าสดุแบบวางนยัทัว่ไปเมือ่ใชกบัตัวปรบัสภาพลวงหนาดงักลาว ใช
เวลาค ํานวณตํ ่าที่สุด(36.79 วินาที)และมีรอบการคํ านวณตํ่ าที่สุด(1 รอบ). อยางไรก็ตาม ในบาง
กรณีผูเขียนพบวาการใชตัวปรับสภาพลวงหนาทํ าใหรอบการคํ านวณเพิ่มข้ึน. ตัวอยางเชน กรณี
ของตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลและแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องเมื่อใชรวมกับวิธี
เกรเดยีนตสังยุคและวิธีเกรเดียนตสังยุคคู.

เมือ่ใชตวัปรับสภาพลวงหนาท ําใหตวัเลขเงือ่นไขของเมตรกิซสมัประสทิธิล์ดลง. โดยตวัปรบัสภาพ
ลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรสามารถลดตัวเลขเงื่อนไขลงไดมากที่สุดคือ 49 
เปอรเซ็นต. ตัวเลขเงื่อนไขลดลงจาก 2.51 เหลือ 1.28.

การค ํานวณสนามไฟฟาจากคา σ  ทีไ่ดจากวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร เมื่อใชตัวปรับ
สภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร. ความคลาดเคลื่อนของสนามไฟฟาที่คํ านวณ
ไดมีคาตํ่ ากวา 2 เปอรเซ็นต.

แบบจ ําลองทรงกลมฉนวนหลายลูกในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอ
ผลการใชวิธีทํ าซํ้ าแกระบบสมการเชิงเสนจากวิธีประจุพื้นผิว

เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนจากแบบจํ าลองมีลักษณะเปนเมตริกซหนา
แนนและไมสมมาตร. ตัวเลขเงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคามากกวาแบบจํ าลองทรงกลม
ฉนวนเดีย่ว. การแกระบบสมการเชงิเสนหาคา σ  จงึท ําไดยากกวา. เมือ่ไมใชตวัปรบัสภาพลวงหนา วิธี
เกรเดยีนตสงัยุคคู วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป และวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรสามารถ
หาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนได. โดยวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรมีรอบการคํ านวณซํ้ า
ตํ ่าทีส่ดุ(6 รอบ)และใชเวลาคํ านวณนอยที่สุด(5,940.98 วินาที). ในสวนของวิธีเกรเดียนตสังยุค 
เมือ่ไมใชตัวปรับสภาพลวงหนาผลเฉลยไมลูเขาหาคาที่ตองการ.
ผลการใชตัวปรับสภาพลวงหนากับวิธีทํ าซํ้ าตางๆ

ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรสามารถชวยลดรอบการคํ านวณ
ของวธิที ําซํ ้าลงไดดีกวาตัวปรับสภาพลวงหนาอื่นๆ. โดยที่ตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกิน
สืบเนื่องสมมาตรเมื่อใชรวมกับวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรใชเวลาคํ านวณนอยที่สุด(4,294.85 
วนิาท)ีทีร่อบการค ํานวณทัง้หมด 2 รอบ. ขอสังเกตอุยางหนึง่ ในกรณขีองวธิเีกรเดยีนตสังยคุคูเมื่อใช
รวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบเกาส-ไซเดลและแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องก็คือ ตัวปรับสภาพ
ลวงหนาทัง้สองชวยลดรอบการคํ านวณทั้งหมดลงได. เวลาที่ใชในการคํ านวณกลับมีคามากกวาใน
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กรณทีีไ่มใชตวัปรับสภาพลวงหนา ทั้งนี้เปนผลจากภาระการคํ านวณที่เพิ่มข้ึนเมื่อใชตัวปรับสภาพ
ลวงหนา.

ตวัเลขเงือ่นไขของเมตรกิซสัมประสทิธิเ์มือ่ใชตวัปรบัสภาพลวงหนามคีาลดลง. กรณตีวัปรบัสภาพ
ลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร ตัวเลขเงื่อไขลดลงมากที่สุดจาก 3.08 เปน 1.23 หรือ
ลดลงประมาณ 60 เปอรเซ็นต.

การเพิม่คาสภาพยอมสัมพัทธภายในทรงกลมฉนวนจาก 4 เปน 10 และ 80 ทํ าใหตัวเลข
เงื่อนไขของเมตริกซสัมประสิทธิ์เพิ่มข้ึนเปน 5.74 และ 10.84 ตามลํ าดับ. กรณีที่สภาพยอม
สัมพัทธภายในทรงกลมฉนวนมีคาเทากับ 10. วิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียรเมื่อใชรวมกับตัว
ปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรมีรอบการคํ านวณตํ่ าที่สุด. รอบการคํ านวณ
ลดลงจาก 9 รอบเหลือ 4 รอบและเวลาที่ใชในการคํ านวณลดลงจาก 10,616.01 วินาทีเหลือ 
9,055.36 วนิาท.ี เวลาค ํานวณที่ลดลงคิดเปน 14.7 เปอรเซ็นต. กรณีที่สภาพยอมสัมพัทธภายใน
ทรงกลมฉนวนมคีาเทากับ 80. วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปผลเฉลยไมลูเขาหาคาที่ตองการ. 
แตเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรสามารถคํ านวณหาผล
เฉลยได โดยใชรอบการค ํานวณเทากบั 11 รอบและเวลาค ํานวณเทากบั 22,821.69 วนิาท.ี วธิเีกรเดยีนต
สังยุคคูแบบเสถียรเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรมีรอบ
การค ํานวณและเวลาคํ านวณตํ่ ากวาวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป. รอบการคํ านวณลดลงจาก 
17 รอบเหลือ 9 รอบและเวลาที่ใชในการคํ านวณลดลงจาก 14,154.85 วินาทีเหลือ 11,322.25 
วนิาทีหรือลดลงประมาณ 20  เปอรเซ็นต.

การใชตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรรวมกับวิธีเกรเดียนตสังยุคคู
เปนวธิทีีม่รีอบการคํ านวณตํ่ าและใชเวลาคํ านวณนอยเมื่อเทียบกับวิธีอ่ืนๆ. แตอยางไรก็ดี ตัวปรับ
สภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตรก็มีขอเสียตรงที่มีภาระการคํ านวณมากกวาตัว
ปรับสภาพลวงหนาแบบอื่นๆ.
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ภาคผนวก ก

การหาตัวประกอบศักยและสนามไฟฟาสํ าหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมใดๆ

ก ําหนดใหสามเหลี่ยม ABC เปนเอลิเมนตบนระนาบ xy  ดงัรูปที่ 1 ที่มีคาความหนาแนน
ประจุเทากับσ .

รูปที่ ก.1 เอลเิมนตสามเหลี่ยมบนระนาบ xy

ศักยไฟฟาที่จุด ( )z,y,xP เนื่องจากแผนประจุรูปสามเหลี่ยมในรูปที่ 1 สามารถคํ านวณได
โดย

φ ∫
∆ −πε

σ
= ds

|r'r|4 o

(ก.1)

( ) ( ) ( )
∫
∆ −+−+−πε

σ
= ds

z'zy'yx'x

1
4 222

o

(ก.2)

โดย φ คอืศักยไฟฟา ( )V

'r คอืเวกเตอรจากจุดกํ าเนิดไปยังจุดP

r คอืเวกเตอรจากจุดกํ าเนิดไปยังจุดกึ่งกลางเอลิเมนตสามเหลี่ยม
s คอืพืน้ที่ของเอลิเมนตสามเหลี่ยม.

จากสมการที(่ก.2) เมือ่ทํ าการอินทิเกรทพจน 
( ) ( ) ( )222 z'zy'yx'x

1

−+−+−
 จะสามารถแยกคํ า-

ตอบและจัดรูปใหอยูในรูปดังตอไปนี้

( )ACCACBBCBAAB
o

SSSSSS
4

−+−+−
πε
σ

−=φ (ก.3)
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จากสมการที่(ก.3) เราเรียกพจน ( )ACCACBBCBAAB SSSSSS −+−+− วาเปนตัวประกอบ
ศกัยไฟฟาโดยที่ในแตละสวนสามารถหาคาไดจากสมการ

ABABABAB RzQ.PS += (ก.4)

( ) ( )
1M

yYxXM
P

2
AB

BBAB
AB

+

−+−−
= (ก.5)

( ) ( ) 



 ++−+−= 1MDyYMxXlnQ 2

ABBBABBAB (ก.6)
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AB Dz
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AB XX
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−
−
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( ) ( ) 22
B

2
BB zyYxXD +−+−= (ก.9)

สมการที่ใชในการคํ านวณ BAS , BCS , CBS , CAS และ BAS มลีกัษณะเชนเดียวกันกับสมการของ ABS .
การค ํานวณสมการของตวัประกอบสนามไฟฟา สามารถค ํานวณจากสมการการหาสนามไฟฟา 

E  ที่จุด ( )z,y,xP  คือ

E φ−∇= 
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หรือ [ ]zzyyxx aEaEaEE ++= (ก.11)

โดย yx a,a  และ za  คอืเวกเตอรหนึ่งหนวยในทิศทางแกน y,x  และ z  ตามลํ าดับ.

Ey,Ex  และ ZE  ในสมการที่ (ก.11)คํ านวณไดจาก
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จากสมการที ่(ก.12) ถึง (ก.14) เราเรียกพจนที่เปนคาอนุพันธเทียบกับ y,x และ z วาเปนคา
ตวัประกอบศักยไฟฟาโดยแตละสวนของสมการสามารถหาคาไดจากสมการดังตอไปนี้
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ลํ าดับขั้นการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ า

ลํ าดับข้ันการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ าตางๆ เมื่อประยุกตใชตัวปรับสภาพลวงหนากับการ
ค ํานวณแสดงดังรูปที่ ข.1 ถึงรูปที่ ข.4[10].

รูปที ่ข.1 ลํ าดับข้ันการคํ านวณของวิธีเกรเดียนตสังยุค

รูปที ่ข.2 ลํ าดับข้ันการคํ านวณของวิธีเกรเดียนตสังยุคคู

Preconditioned Conjugate Gradient Method
1. Given an initial guess )0(x , compute )0()0( xAbr −= and solve )0()0( rzM = .
2. Set )0()0( zp = .
3. For …,3,2,1k =

3.1 Compute )1k( −pA .

3.2 Set )1k()1k()1k()k( a −−− += pxx , where 
)1k()1k(

)1k()1k(
)1k(

,

,
a

−−

−−
− =

pAp

zr
.

3.3 Compute )1k()1k()1k()k( a −−− −= pArr .
3.4 Solve )k()k( rzM = .

3.5 Set )1k()1k()k()k( −−+= pbzp , where 
)1k()1k(

)k()k(
)1k(

,

,

−−
− =

zr

zr
b .

Preconditioned BiConjugate Gradient Method
1. Given an initial guess )0(x , compute )0()0( xAbr −= and set  )0()0(~ rr = .
2. Solve )0()0( rzM = and )0()0( ~~ rzM = .
2. Set )0()0( zp =  and )0()0( ~~ zp = .
3. For …,3,2,1k =

3.1 Compute )1k( −pA and )1k(T ~ −pA .

3.2 Set )1k()1k()1k()k( a −−− += pxx , where 
)1k(

,
)1k(

)1k()1k(
)1k(

~

~,
a

−−

−−
− =

ppA

rz
.

3.3 Compute )1k()1k()1k()k( a −−− −= pArr and )1k(T)1k()1k()k( ~a~ −−− −= pArr .
3.4 Solve )k()k( rzM = and )k()k( ~~ rzM = .
3.5 Set )1k()1k()k()k( −−+= pbzp and )1k()1k()k()k( ~~~ −−+= pbzp ,

   where 
)1k(

,
)1k(

)k(
,

)k(
)1k(

~

~

−−
− =

rz

rz
b .
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รูปที ่ข.3 ลํ าดับข้ันการคํ านวณของวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางตัวทั่วไป

รูปที ่ข.4 ลํ าดับข้ันการคํ านวณของวิธีเกรเดียนตสังยุคเสถียรภาพคู

Preconditioned Generalized Minimal Residual Method
1. Given an initial guess )0(x , compute )0()0( xAbr −= and solve )0()0( rzM = .

2. Set )0()0( z=β and [ ]T1 001 …=ξ .

3. Compute 
)0(

)0(
)1(

z

z
v = .

3. For …,3,2,1k =

3.1 Compute )k(Avs = .
3.2 Solve svM =)k( .
3.3 Compute  )1k( +v  and k,ih 1k,,1i, += …  using the Arnldi Algorithm.

3.4 Set kk
)0()k( yVxx += , when 

k
y is the solution of yH k,1k1min +−βξ .

Preconditioned BiConjugate Gradient Stabilized Method
1. Given an initial guess )0(x , compute )0()0( xAbr −= .
2. Set )0()0( rp = and )0()0(~ rr = .
3. Solve )0()0(~ ppM = .
3. For …,3,2,1k =

3.1 Compute )1k(~ −pA .

3.2 Set )1k()1k()1k()2/1k( ~a −−−− += pxx , where 
)0(

,
)1k(

)0()1k(
)1k(

~~

~,
a

rpA

rr

−

−
− = .

3.3 Compute )1k()1k()1k()2/1k( ~a −−−− −= pArr .
3.4 Solve )2/1k()2/1k( −− = rsM .
3.5 Compute )2/1k( −sA .

3.6 Set )2/1k()k()2/1k()k( −− ω+= sxx , where 
)2/1k(

,
)2/1k(

)2/1k()2/1k(
)k(

,

−−

−−

=ω
sAsA

sAs
.

3.7 Compute )2/1k()k()2/1k()k( −− ω−= sAsr .
3.8 Set ( ))1k()k()1k()k()k()k( ~ −−= ω−+ pApbrp ,

   where 
)0()1k(

)0()k(

)k(

)1k(
)k(

~,

~,a

rr

rr
b

−

−

ω
= .

3.9 Solve )k()k(~ ppM = .
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ภาคผนวก ค

การปรับคา ω  ของตัวปรับสภาพลวงหนา
แบบผอนปรนเกินสืบเนื่องและแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร.

การดูผลของคา ω (บทที ่ 4 ในหวัขอเร่ืองตัวปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง
และแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร)ที่มีตอจํ านวนรอบการคํ านวณของวิธีทํ าซํ้ า อาศัยการ
คํ านวณบนแบบจํ าลองทรงกลมฉนวนหลายลูกในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอเชนเดียวกับหัวขอที่ 5.2. 
สภาพยอมสมัพทัธภายนอกและภายในทรงกลมมีคาเทากับ 1 และ 4 ตามลํ าดับ. วิธีทํ าซํ้ าที่ใชแก
ระบบสมการเชิงเสนไดแก วิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปและวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร. 
คา ω  ทีท่ดลองใชมีคาอยูระหวาง 0.8 กับ 1.2. ผลการคํ านวณแสดงดังรูปที่ ค.1 และรูปที่ ค.2.

ก. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง

ข. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร

รูปที่ ค.1 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณของวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไป
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ก. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่อง

ข. ตวัปรับสภาพลวงหนาแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร

รูปที่ ค.2 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณของวิธีเกรเดียนตสังยุคคูแบบเสถียร

จากรปูที ่ ค.1 กรณีของวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปเมื่อใชรวมกับตัวปรับสภาพลวงหนา
แบบผอนปรนเกินสืบเนื่องและแบบผอนปรนเกินสืบเนื่องสมมาตร. การปรับคา ω  ไมมีผลตอ
จ ํานวนรอบการคํ านวณมากนักเมื่อเทียบกับที่ =ω 1.0. จ ํานวนรอบการคํ านวณไมลดลงอยางเห็น
ไดชัด. คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณเมื่อปรับคา ω  มคีวามแตกตางกันเพียงเล็กนอยเทา
นัน้. การลดคา ω  ลงใหมคีาเทากับ 0.95, 0.90 และ 0.80 ในกรณีของตัวปรับสภาพลวงหนาแบบ
ผอนปรนเกนิสบืเนือ่งยังทํ าใหรอบการคํ านวณเพิ่มข้ึน. เชนเดียวกัน กรณีของวิธีเกรเดียนตสังยุคคู
แบบเสถียรดังแสดงในรูปที่ ค.2. การปรับคา ω  ของตวัปรับสภาพลวงหนาทั้งสองไมทํ าใหรอบการ
ค ํานวณไมลดลงเมื่อเทียบกับที่ =ω 1.0.



64

ภาคผนวก ง

การปรับรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมของวิธีตกคางต่ํ าสุดแบบวางนัยทั่วไป

การแกระบบสมการเชิงเสนที่มีจํ านวนตัวแปรมากๆ ดวยวิธีตกคางตํ่ าสุดแบบวางนัยทั่วไปจํ า
เปนตองกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหม. การกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมเพื่อเปนการ
จ ํากดัหนวยความจํ าที่ใชในการเก็บเมตริกซ kV และ k,1k +H ทีใ่ชในวิธี Arnoldi. ขนาดของเมตริกซ
ทัง้สองขึน้อยูกับตัวแปรของระบบสมการเชิงเสนและรอบการคํ านวณซํ้ าของวิธีทํ าซํ้ า.

การดูผลของรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมทํ าโดยการแกระบบสมการเชิงเสนจากแบบจํ าลอง
ทรงกลมฉนวนหลายลูกในสนามไฟฟาสมํ่ าเสมอในหัวขอที่ 5.2. โดยใชเอลิเมนตในการคํ านวณ
เทากบั 896 เอลิเมนตและกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมมีคาเทา 1, 3, 6, และ 12 รอบ. โดย
เราเปรียบเทียบผลการแกระบบสมการเชิงเสนกรณีที่มีการกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมกับ
กรณทีีไ่มมกีารกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหม. ผลการคํ านวณแสดงดังรูปที่ ง.1.

รูปที่ ง.1 คา rr,  ในแตละรอบการคํ านวณเมื่อปรับรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหม

การกํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมมีผลตอรอบการคํ านวณทั้งหมดของวิธีตกคางตํ่ าสุด
แบบวางนัยทั่วไป. โดยจากรูปที่ ง.1 เมื่อเรากํ าหนดรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมเพิ่มข้ึนจะทํ าให
จํ านวนรอบการคํ านวณทั้งหมดนั้นลดลง. เชน เมื่อรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมเทากับ 1 รอบ 
จ ํานวนรอบการค ํานวณทั้งหมดเทากับ 17 รอบ แตเมื่อเพิ่มรอบการเริ่มคํ านวณซํ้ าใหมเปน 3 รอบ
จ ํานวนรอบการคํ านวณทั้งหมดลดลงเหลือ 12 รอบ.

∞
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การศึกษาระดับวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต เกียรตินิยมอันดับหนึ่ง สาขาวิศวกรรมไฟฟา ภาควิชา
วิศวกรรมไฟฟา จากสถาบันเทคโนโลยีราชมงคล ในปการศึกษา 2542 เขาศึกษาตอในหลักสูตร
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