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 The purposes of this thesis are to study and develop an adaptive mesh refinement 
system for finite element analysis and to verify the developed system by analyzing three 
dimensional problems in geotechnical engineering. 
 

Adaptive mesh refinement system is consisted of initial mesh generation of four-node 
unstructured tetrahedral element, finite element analysis, stress error estimation, selection of 
refinement elements, mesh refinement algorithm based on bisection, and mesh quality 
improvement implemented by constrained Laplacian mesh smoothing and face swapping. 

  
 The developed system was verified by analyzing three dimensional problems of strip 
and circular footings. The numerical results of footing settlement and vertical and horizontal 
stresses showed a significant improvement and corresponded with analytical solutions after 
successive mesh refinement process.  For more complex problems of single pile and pile group 
in homogeneous soil, the proposed system also enhanced accuracy of numerical results. Pile 
head settlement for both single pile and pile group cases differed from analytical solutions 
within 10 % level. The distribution of shear stress along the pile shaft for single floating pile case 
corresponded well with analytical solutions. 
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     บทที่ 1 
 
     บทนํา 
 
1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
 

ปญหาทางวิศวกรรมสวนใหญอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ (differential equation) ซึ่งการ
วิเคราะหหาคําตอบแทจริง(exact solution)โดยใชวิธีเชิงวิเคราะห(analytical method) เปนเรื่องที่ยุงยาก 
หรือในบางกรณีที่สมการเชิงอนุพันธมีความซับซอนสูงอาจทําใหหาคําตอบแทจริงไมได  ปญหาทาง
วิศวกรรมธรณีเทคนิคจัดเปนปญหาที่มีความสลับซับซอนสูงเชนกัน  การหาคําตอบแทจริงไมอาจทาํได
โดยงาย ดังนั้นในทางปฎิบัติจงึนิยมใชวธิีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) ในการแกปญหาทั้ง
ทางวิศวกรรมทั่วไปและทางวิศวกรรมธรณีเทคนิค เนื่องจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตใชวิธีเชิงตัวเลข(numerical 
method)ในการหาคําตอบ เมื่อเปรียบเทียบกับการหาคําตอบแทจริงโดยวิธีเชิงวิเคราะห ทําใหการ
วิเคราะหปญหาอยูในรูปแบบที่งายขึ้น  เพียงแตวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหผลการวิเคราะหในรูปของคําตอบเชิง
ประมาณ(approximate solution) 

 
ในการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต ความแมนยําของผลการวิเคราะหขึ้นกับความละเอียด

ของโครงขาย ซึ่งความละเอียดที่ตองการขึ้นกับระดับการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรง(stress)ในบริเวณนั้น 
โดยในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงสูงจําเปนตองใชโครงขายที่มีความละเอียดสูงเพื่อใหไดผล
การวิเคราะหที่มีความแมนยํา และในบริเวณที่หนวยแรงเปลี่ยนแปลงไมสูงสามารถใชโครงขายทีไ่ม
ละเอียดมากได ซึ่งในกรณีทีป่ญหาที่วิเคราะหไมซบัซอนมากการระบุบริเวณที่ตองการความละเอียดของ
โครงขายสูงสามารถทําไดงาย เชน บริเวณขอบของฐานราก เปนตน ทําใหเลือกใชโครงขายที่มีละเอียดสูง
ไดในบริเวณที่เหมาะสม  แตในกรณีที่ปญหามีความซับซอนสูงการที่จะระบบุริเวณที่ตองการความละเอียด
สูงทําไดยาก ซึ่งมักจะทําใหผลการวิเคราะหในบริเวณเหลานั้นเกิดความคลาดเคลื่อนสูงเนื่องจากใช
โครงขายที่ละเอียดไมเพียงพอ หรือถาใชโครงขายที่ละเอียดสูงทั่วทั้งขอบเขตของปญหาก็จะทําใหความ
ละเอียดสูงเกินไปในบางบริเวณสงผลใหตองเสียเวลาในการคํานวณสูงมากโดยไมจําเปน และในบริเวณที่
ตองการความละเอียดสูง ความละเอียดที่เลือกใชอาจไมเพยีงพอ จากที่กลาวมานั้นแสดงใหเห็นวา ในทาง
ปฏิบัติการเลือกใชความละเอยีดของโครงขายเพียงครั้งเดียวเพื่อใชในการวิเคราะหปญหาดวยวิธีไฟไนตเอ
ลิเมนตนั้นเปนไปไดยากที่จะเหมาะสมกบัแตละบริเวณของปญหา  

 
ดังนั้นเพื่อแกไขปญหาที่กลาวมาแลวทําใหเร่ิมมีการนําระบบการปรับความละเอียดของโครงขาย 

(Adaptive Mesh Refinement)มาใชงานรวมกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชในการปรับความละเอียดของ
โครงขายใหเหมาะสมกบัแตละบริเวณของปญหา   หลักการคือ ทําการวิเคราะหโดยเริ่มจากโครงขายที่
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หยาบกอนจากนั้นอาศัยผลการคํานวณที่ไดมาเปนขอมูลเพื่อใชในการปรับความละเอียดของโครงขาย
สําหรับนําไปวิเคราะหในรอบถัดไป  โดยในบริเวณที่ผลการวิเคราะหมีความคลาดเคลื่อนสูงเกินขอบเขตที่
กําหนด โครงขายในบริเวณนั้นก็จะถูกปรับใหมีความละเอียดสูงขึ้น  ปกติแลวมักพิจารณาความ
คลาดเคลื่อนในแตละชิ้นสวน(element)และทําการเพิ่มความละเอียดสําหรับชิ้นสวนที่มีความคลาดเคลื่อน
สูง ซึ่งการวิเคราะหก็จะถูกทาํซ้ําไปเรื่อยๆ จนกระทั่งผลการวิเคราะหมีความคลาดเคลื่อนอยูในขอบเขตที่
กําหนด  โดยที่การทํางานรวมกันระหวางวิธไีฟไนตเอลิเมนต และ ระบบปรับความละเอียดของโครงขาย
เปนแบบอัตโนมัติ(automatic)ซึ่งเหมาะสมตอการใชงานในทางปฏิบัต ิ นอกจากที่กลาวไปนั้นการวิเคราะห
ปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตสวนใหญมีการตั้งขอสมมติฐานเพิ่มเติม เพื่อให
สามารถจําลองปญหาใหอยูในสภาพ 2 มิติได ทําใหการจาํลองสภาพปญหาไมเปนไปตามความเปนจริง 
สงผลใหความถูกตองแมนยําลดลง  ดังนั้นจึงมีความจาํเปนอยางยิ่งที่ในการพัฒนาระบบการปรับปรุง
ความละเอียดของโครงขายสําหรับการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตในสภาพ 3 มิติ  เพื่อใชในการ
วิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิค 
 
1.2 งานวิจัยที่ผานมา 
 
 Babuska และ Rheinboldt (1978, 1979) เร่ิมนําการปรบัความละเอียดของโครงขายเขามาใช
รวมกับวธิีไฟไนตเอลิเมนต เพื่อลดความคลาดเคลื่อนจากการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
 Zienkiewicz และ Taylor (2000) แบงลักษณะของการเพิ่มความละเอยีดของโครงขายเปน 2 
ประเภทหลัก ไดแก 

1.การเพิ่มความละเอียดชนิดเอช (The h-refinement) วิธีนี้ใชการเพิ่มปริมาณชิ้นสวนในบาง
บริเวณของโครงขาย แตใชฟงกชันรูปราง (shape function) ในแตละชิ้นสวนเหมือนเดิม  

 2.การเพิ่มความละเอียดชนิดพี (The p-refinement) วิธีนีใ้ชโครงขายเหมือนเดิม แตใชการเพิ่ม
ลําดับขั้นของฟงกชันรูปราง ซึ่งไมเหมือนกบัฟงกชันรูปรางทั่วไปและเรียกฟงกชันรูปรางชนิดนี้วา ฟงกชัน
รูปรางแบบลําดับขั้น ( hierarchical shape function) 
 

ในวิทยานิพนธนี้เลือกใชการเพิ่มความละเอยีดของโครงขายชนิดเอช ซึ่งเปนวิธีการที่นิยมมากกวา
เนื่องจากสามารถนําไปประยุกตใชไดกับวธิีไฟไนตเอลิเมนตทั่วไป  ในขณะที่ชนิดพีใชฟงกชันรูปรางซึ่งไม
เหมือนกับฟงกชันรูปรางทั่วไป  ทําใหไมสามารถนําไปใชรวมกับโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตที่มีอยูเดิมได อกี
ทั้งตองใชการกาํหนดเงื่อนไขขอบเขต( boundary condition )ที่ซบัซอนอีกดวย 
 

การเพิ่มความละเอียดของโครงขายชนิดเอช แบงไดเปน 2 ประเภท 
 



      
3

1.การสรางโครงขายใหม (mesh regeneration or remeshing) วิธีนี้อาศัยผลจากการวิเคราะหใน
การกําหนดขนาดของแตละชิน้สวนสําหรับการวิเคราะหรอบใหม โดยใชเพิ่มจุดตอในบริเวณที่ตองการ
ความละเอียดสูงขึ้นและลบจุดตอในกรณีที่ตองการความละเอียดลดลง ซึ่งจะสามารถทําใหแตละบริเวณ
ของโครงขายใหมมีความละเอียดสูงขึ้นหรือต่ําลงได จากนั้นทําการลบชิ้นสวนทั้งหมดไปจากโครงขายโดย
เหลือไวแตจุดตอ จากจุดตอที่เหลืออยูทําการสรางโครงขายขึ้นมาใหม โดยอาศัยหลักการเดอลอเนในการ
สรางชิ้นสวนสามเหลี่ยม (Delaunay triangulation) สําหรับปญหาในสภาพ 2 มิติ และหลักการเดอลอเน
ในการสรางชิ้นสวนเตตระฮีดรอน (Delaunay tetrahedralization) สําหรับปญหาในสภาพ 3 มิติ  วิธนีี้มี
ความยุงยากซบัซอนในการสรางโครงขายขึ้นมาใหม โดยเฉพาะอยางยิ่งสําหรับปญหาในสภาพ 3 มิต ิ

2.การแบงชิ้นสวนใหละเอียดขึ้น (element subdivision or mesh enrichment)   วิธีนีใ้ชการแบง
ชิ้นสวนที่มีความคลาดเคลื่อนสูงใหเล็กลงโดยอาศัยการเติมจุดตอท่ีบริเวณขอบของชิ้นสวน (edge of 
element) จากนั้นทําการลากเสนตรงเชื่อมระหวางจุดตอท่ีเพิ่มเขาไปและจุดตอท่ีมอียูเดิมตามรูปแบบที่ได
ถูกกําหนดไวซึ่งจะทําใหชิ้นสวนที่มีอยูเดิมถกูแบงเปนชิ้นสวนยอยที่เล็กลง  วิธีการแบงแบบนี้เหมาะสม
สําหรับการปรับขนาดชิ้นสวนใหมีขนาดเล็กลง แตมีความซับซอนสูงสําหรับการปรับขนาดชิ้นสวนใหใหญ
ขึ้น อยางไรก็ตามวิธีนี้เปนที่แพรหลายเนื่องจากไมมีความซบัซอนจากการสรางโครงขายใหม 

เนื่องจากการสรางโครงขายเพื่อใชในการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตเปนหัวขอท่ีมีความซบัซอนสูง
มากโดยเฉพาะในสภาพ 3 มิติ ดังนั้นการเพิ่มความละเอยีดของโครงขายในวิทยานิพนธนี้จึงใชการแบง
ชิ้นสวนใหละเอียดขึ้น เนื่องจากขอจํากัดจากการสรางโครงขาย(mesh generation) 

 
หลักการที่ใชในการแบงชิ้นสวนเตตระฮีดรอน(tetrahedron)ใหละเอียดขึ้นที่ใชกันทั่วไป คือ วิธี

แบงสองสวน ( bisection ) (Arnold และ Mukherjee ;Plaza และ Rivara) หลักการพื้นฐานคือ เพิ่มจุดตอ
ที่กึ่งกลางของขอบที่ยาวที่สุด  (longest edge) ของชิ้นสวนที่ตองการแบงใหละเอียดชึ้น จากนั้นลากเสน
ตรงเชื่อมตอระหวางจุดตอที่เพิ่มขึ้นกับอีก 2 จุดตอท่ีไมไดอยูบนขอบที่ยาวที่สุด ซึ่งจะทําใหชิ้นสวนที่มีอยู
เดิมถูกแบงออกเปน 2 ชิ้นสวน   รายละเอียดแสดงในรูปท่ี 1.1 ในกรณีของชิ้นสวนสามเหลี่ยมจะมีเพียงจุด
ตอเดียวที่ไมอยูบนขอบที่ยาวที่สุด  จากการเพิ่มจุดตอเขาไปที่บริเวณขอบของชิ้นสวนนี้ทําใหจุดตอที่เพิม่
เขาไปกลายเปนจุดตอลอย (hanging node) เนื่องจากจดุตอดังกลาวจะกลายเปนจุดยอด (vertex)ของ
ชิ้นสวนใหมแตไมไดเปนจุดยอดของชิ้นสวนอืน่ๆ ที่มีขอบรวมกับขอบที่ไดทําการเพิ่มจดุตอ สงผลให
โครงขายที่ไดเปนแบบไมสอดคลอง (non-conforming mesh)หมายถึง คาการเคลื่อนตัวที่จุดตอลอยจะมี
มากกวาหนึ่งคา ดังนั้นชิ้นสวนอื่นๆ ที่ยังคงมีจุดตอลอยอยูก็จะตองถูกแบงตามไปดวย รายละเอียดแสดง
อยูในรูปที่ 1.2  สําหรับชิ้นสวนที่มีจุดตอลอยจะถูกทําการแบงตามวิธีเดิม ซึ่งในกรณีที่จดุตอลอยไมไดอยู
บนขอบที่ยาวที่สุดของชิ้นสวนนั้นก็จะมีการเพิ่มจุดตอท่ีขอบที่ยาวที่สุดเขาไปดวยเพื่อชวยปองกันไมให
ชิ้นสวนนั้นเสียรูป (degenerated element)รายละเอียดแสดงอยูในรูปที่ 1.3 และการแบงจะทําโดยเลือก
จากจุดตอทีอ่ยูบนขอบที่ยาวที่สุดกอน  ซึ่งกระบวนการดังกลาวก็จะเกิดซ้ําไปมาจนกระทั่งไมมีจุดตอลอย
เหลืออยู   
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อีกวิธีการที่ใชในการแบงชิ้นสวนเตตระฮีดรอนใหละเอียดขึ้นสําหรับปญหาในสภาพ 3 คือ การ
แบงแปดสวน (octasection) (Grosso, Lurig และ Ertl ; Liu และ Joe,1996)หลักการคือ เพิ่มจุดตอที่ทกุ
ขอบของชิ้นสวนที่จะทําการเพิ่มความละเอียด จากนั้นลากเชื่อมตอระหวางจุดตอท่ีเพิ่มขึ้นเหลานั้นตาม
รูปแบบที่กําหนดไว ซึ่งจะทําใหชิ้นสวนที่มีอยูเดิมถูกแบงออกเปน 8 ชิ้นสวน โดยเปนชิ้นสวนเตตระฮีดรอน
ที่บริเวณมุมทั้งสี่ของชิ้นสวนเดิม และตรงกลางของชิ้นสวนกลายเปนรูปทรงออคตะฮีดรอน (octahedron) 
ซึ่งจะถูกแบงออกเปนสี่ชิ้นสวนเตตระฮีดรอน รายละเอียดแสดงในรูปที่ 1.4 โดยชิ้นสวนที่ทําการแบงแบบนี้
เรียกวาชิ้นสวนปกติ (regular element)  จากนั้นแตละชิ้นสวนที่ไมไดเปนชิ้นสวนที่ถูกแบงโดยตรงแตมีการ
เพิ่มของจุดตอที่ขอบซึ่งจุดตอดังกลาวคือ จดุตอลอย จะถกูแบงออกเปนหลายชิ้นสวน รูปแบบในการแบง
ขึ้นกับจํานวนและลักษณะการวางตัวของจุดตอท่ีขอบที่ถูกเพิม่สําหรับชิ้นสวนนั้น  ซึ่งในงานวิจัยที่ใชวิธนีี้
ผูทําการวิจัยไดกําหนดรูปแบบของการแบงชิ้นสวนออกเปน 5 ประเภท ชิน้สวนที่ถูกทําการแบงดวยวิธีนี้
เรียกวา ชิ้นสวนไมปกติ (irregular element)ซึ่งเปนการแบงชิ้นสวนแบบชัว่คราวเพื่อกําจดัจุดตอลอย หาก
จะตองมีการแบงชิ้นสวนไมปกตินี้อีกจะตองทําการเปลี่ยนชิ้นสวนไมปกติใหกลับอยูในสภาพเดิมกอนและ
จากนั้นคอยทําการแบงตามวิธขีองชิ้นสวนปกติ แตวิธีการนี้มีความซบัซอนในการเปลี่ยนจากชิ้นสวนไม
ปกติใหกลับมาอยูในสภาพเดิม  
 

ในงานวิจัยนี้ใชการเพิ่มความละเอียดของโครงขายดวยวิธีแบงสองสวนซึ่งไมซับซอนจนเกินไป
และสามารถทําไดในทางปฏบิัติ 

 
นอกจากนั้นหลักการที่มีเกี่ยวของกับการสรางโครงขายคือการปรับพิกัดจุดตอ(mesh smoothing) 

ซึ่งทําหนาที่ในการปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวนในโครงขายใหดีขึ้นสงผลใหผลการวิเคราะหมีความถูกตอง
แมนยํามากขึ้น โดยในงานวจิยันี้การปรับพิกดัจุดตอมีความสําคัญมากเนื่องจากการเพิ่มความละเอียดของ
โครงขายเปนการเพิ่มจุดตอเขาไปในโครงขาย ดังนั้นจึงมคีวามจาํเปนอยางยิ่งที่จะตองมีการปรับพิกัดของ
จุดตอในโครงขายหลังจากมีการเพิ่มจุดตอใหมเขาไป วธิีการปรับพิกัดจุดตอซึ่งเปนที่นิยมใชไดแก การปรบั
พิกัดจุดตอแบบลาปลาซ (Laplacian mesh smoothing) และนอกจากนั้นยังมีการสลับหนาของชิน้สวน 
(face swapping)เพื่อชวยปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวนที่อยูติดกันใหดีขึ้นอีกดวย  
 
1.3 วัตถุประสงคของงานวิจัย 
 

1. ศึกษาและพฒันาโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใหสามารถวิเคราะหปญหาในสภาพ 3 มิติได 
2. ศึกษาและพฒันาระบบปรบัความละเอียดของโครงขายเพื่อนํามาใชงานรวมกับโปรแกรม 

ไฟไนตเอลิเมนต 3 มิติที่พัฒนาขึ้น 
3. ทดสอบระบบปรบัความละเอียดของโครงขายสําหรับการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต 3 มิติที่

พัฒนาขึ้นในการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิค 
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1.4 ขอบเขตของงานวิจัย 
 
 1.ปรับปรุงโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC(Solid Nonlinear Analysis Code) สําหรับวิเคราะห
ปญหาในสภาพ 3 มิติ โดยใชภาษาคอมพิวเตอรฟอรแทรน (Fortran) 
 2.ระบบการปรบัความละเอียดของโครงขายเปนชนิดเอช (Adaptive H-type Mesh Refinement) 
โดยใชวธิีแบงสองสวน (bisection) ในการแบงชิ้นสวนใหละเอียดขึ้น 
 3. การปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวนในโครงขายกระทําดวยการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซดวย
เงื่อนไขควบคุม (constrained Laplacian mesh smoothing) และการสลับหนาชิ้นสวน (face swapping) 
 4.ใชชิ้นสวนเตตระฮีดรอน (tetrahedron) แบบ 4 จุดตอ ในการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต 
 5.กําหนดการเคลื่อนตัวของมวลดินเปนไปตามทฤษฎีการเคลื่อนตัวแบบความเครียดนอย (small 
strain deformation theory) 
 6.ศึกษาพฤติกรรมของดินเมื่อโครงสรางรับแรงในสภาวะใชงาน โดยกําหนดคุณสมบัติของดิน
เปนอิลาสติกเชิงเสน ( linear elastic) 
 7.ทดสอบระบบการวิเคราะหที่พัฒนาขึ้นกับปญหาพื้นฐานทางวิศวกรรมธรณีเทคนิค ไดแก 
 -ปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง (strip footing) 

-ปญหาฐานรากแผแบบวงกลม (circular footing) 
 8.ประยุกตใชระบบการวิเคราะหที่พัฒนาขึ้นกับปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคที่มีความซับซอน
สูงขึ้นไดแก 

- ปญหาเสาเขม็เดี่ยว (single pile) 
- ปญหาเสาเขม็กลุม (pile group) 

 
1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากงานวิจยั 
 
 1.ทําใหการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความแมนยําและ
สะดวกตอการใชงานมากขึ้น 
 2.สามารถนําระบบการปรับความละเอียดของโครงขายที่พัฒนาขึ้น และผลการศึกษาจาก
วิทยานิพนธไปใชเปนพื้นฐานในการศึกษาและการพัฒนาตอไปในอนาคต 
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รูปที่ 1.1 การแบงสองสวนสําหรับชิน้สวนสามเหลี่ยมและชิ้นสวนเตตระฮดีรอน 
 
 
 

Initial Mesh 

Inserted node

Refined Mesh 

hanging node 

Non-conforming Mesh Conforming Mesh 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.2 การเพิ่มจุดตอและลักษณะของโครงขาย 
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Initial Mesh 

Degenerated Non-degenerated 

 
รูปที่ 1.3 ชิน้สวนที่เสียรูปและไมเสียรูป 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   รูปที่ 1.4 การแบงแปดสวนสําหรับชิน้สวนเตตระฮีดรอน 



บทที่ 2 
 

ทฤษฎีและหลักการที่ใชในการพัฒนาโปรแกรม 
 
 ในบทนี้แสดงรายละเอียดของทฤษฎีและหลักการที่ใชในการพัฒนาโปรแกรม ซึ่งประกอบดวย
สวนหลัก คือ ทฤษฎีพื้นฐานของวิธีไฟไนตเอลิเมนต หลักการที่ใชในการปรบัปรุงความละเอียดของ
โครงขาย รวมถึงโปรแกรมทีใ่ชเปนพื้นฐานของโปรแกรมทีพ่ัฒนาในงานวจิัย โดยมีรายละเอียดในแตละ
สวนดังนี้ 
 
2.1 ระเบียบวธีิไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) 
  
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Buchanan,1995; Zienkiewicz และ Taylor,200) เปนวิธีท่ีใชในการ
วิเคราะหปญหาที่อยูในรูปแบบของสมการเชงิอนุพันธ และเปนที่นิยมใชในการวิเคราะหปญหาทาง
วิศวกรรม หลักการทั่วไปคือ การแบงปญหาที่พิจารณาออกเปนชิ้นสวนยอยจํานวนหนึ่ง (finite element) 
ซึ่งจุดที่ชิ้นสวนเหลานี้มาบรรจบกัน เรียกวาจุดตอ (node) โดยที่จุดตอเปนตําแหนงของตัวแปรพื้นฐานที่
ตองการหาคา ซึ่งในกรณีของการวิเคราะหปญหาของหนวยแรงและการเคลื่อนตัว (stress-deformation 
analysis) ตัวแปรพื้นฐาน คือ คาการเคลื่อนตัวที่จุดตอ (nodal displacement) และคาการเคลื่อนตัวที่
ตําแหนงใดๆ ถกูสมมติใหเปนฟงกชันกับคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอนี้ และเมื่อหาคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอได
จากการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตแลวสามารถนําไปคํานวณหาคาความเคนและความเครียดของ
แตละชิ้นสวนได สําหรับสัญลักษณแทนเมตริกซและเวคเตอรในที่น้ีจะใช < > แทน เวคเตอรแถว (row 
vector) , { } แทนเวคเตอรหลัก (column vector) และ [ ] แทนเมตริกซ  (matrix) 
  
 2.1.1 สมการไฟไนตเอลิเมนตพื้นฐาน 
 
 2.1.1.1 สมการสมดุลยทางสถิตยศาสตร (Static Equilibrium Equation) 
 
 เปนสมการที่แสดงความสัมพนัธระหวางแรงภายนอก (external force) และความเคนของชิ้นสวน 
ซึ่งมีความสัมพนัธในรูปของเมตริกซคือ 
 
    { F } = [ A ]T{σ }    (2.1) 
 
  โดยที่  {σ } = เมตริกซของความเคน 
    { F } = เมตริกซของแรงภายนอก 
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2.1.1.2 สมการความสัมพันธระหวางความเครียดและการเคลื่อนตัว (Compatibility Equation) 

 
 เปนสมการที่แสดงความสัมพนัธระหวางสวนประกอบของความเครียดในทิศทางตาง ๆ กับคาการ
เคลื่อนตัว ซึ่งมคีวามสัมพันธในรูปของเมตริกซคือ 
 
    {ε } = [ B ]{ U }    (2.2) 
 
  โดยที่  {ε } = เมตริกซของความเครียด 
    { U } = เมตริกซของการเคลื่อนตัว 
    [ B ] = เมตริกซของความเครียดและการเคลื่อนตัว  

(strain – displacement matrix) 
 
 ซึ่งการหาคาเมตริกซของความเครียดและการเคลื่อนตัวแสดงในหัวขอ 2.1.4  
    
 2.1.1.3 สมการความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด (Constitutive Equation) 
 
 ในกรณีของงานวิจัยนี้ซึ่งใชวัสดุท่ีมีคุณสมบติแบบอิลาสติกเชิงเสน (linear elastic) และมี
คุณสมบัติเดียวกันทุกทิศทาง (isotropic) แสดงความสัมพันธในรูปเมตริกซไดคือ 
 
   {σ } = [ D ] {ε }    (2.3) 
 
  โดยที่ [ D ] = เมตริกซความสมัพันธระหวางความเคนและความเครียด 
     (Constitutive Matrix) 
 
 สําหรับปญหาในสภาพ 3 มิต ิสวนประกอบของ{σ } และ {ε } คือ 
 

     = [ D ] 
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⎢
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2/)21(00000
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000)1(
000)1(

)21)(1(
E]D[  (2.5) 

 
 
จากหลักการพลังงานศักยตํ่าสุด (principle of minimum potential energy)รวมกับความสัมพันธ

ของสมการพื้นฐานทั้ง 3 สมการ และจากการเทากันของเมตริกซ  [ A = B ] ทําใหสามารถสราง
ความสัมพันธระหวางแรงกระทําและการเคลื่อนตัวที่เพิ่มขึ้นที่จุดตอใด ๆ ภายในชิ้นสวนได คือ 

 
  { F } = ∫ [ B ]T[ D ][ B ]dv{ U }    (2.6) 
 

โดยที่ [ B ] = เมตริกซความเครียดและการเคลื่อนตัว 
[ D ] = เมตริกซความสมัพันธความเคนและความเครียด 
v = ปริมาตรของชิน้สวน 
{ U } = เวคเตอรการเคลื่อนตัวที่เพิ่มขึ้นที่จุดตอในทิศทาง x,y,z 
{ F } = เวคเตอรแรงกระทําที่เพิ่มขึ้นที่จุดตอ 

 
 หรือ  { F } = [ K ]{ U }    (2.7) 
 
  โดยที่ [ K ] = สติฟเนสเมตริกซ (stiffness matrix)  

  = ∫  [ B ]T[ D ][ B ]dv   (2.8) 
 
 การหาคาสติฟเนสเมตริกซสามารถหาไดจากการอินทิเกรตเชิงตัวเลข (numerical integration) 
โดยมีรายละเอยีดแสดงในหัวขอ 2.1.5   และ   รูปที่ 2.1 แสดงความสัมพันธของสมการพื้นฐานในการ
วิเคราะหปญหาโดยวิธีไฟไนตเอลิเมนต  
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2.1.2 ระบบพิกัด (coordinate system) 
 
 ขิ้นสวนที่ใชในงานวิจัยนี้ คือ ชิ้นสวนเตตระฮีดรอน 4จุดตอ (4-node tetrahedron) โดยใชพิกัด
ระบบ (global coordinate) เปน ระบบพิกัดมุมฉาก x-y-z (Cartesian coordinate system) และใชพิกดั
เฉพาะที่ (local coordinate) เปนแบบพิกัดเชิงปริมาตร (volume coordinate) โดยพิจารณาชิ้นสวนเต
ตระฮีดรอนที่มีจุดตอเปน 1-2-3-4 จุด P ซึ่งเปนจุดใดๆ ในชิ้นสวนจะมีพิกัดเฉพาะที่ r,s,t เปนดังนี้  
 
   r = [volume P234]/ [volume 1234] 
   s = [volume P134]/ [volume 1234] 
   t = [volume P124]/ [volume 1234] 
 
 รายละเอียดของพิกัดระบบและพิกัดเฉพาะที่แสดงในรูปที่ 2.2 
 

2.1.3 ฟงกชันรูปราง (shape function) 
 
 การวิเคราะหปญหาดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้นตองมีการกําหนดรูปแบบการกระจายของคาตัว
แปรพื้นฐานในแตละชิ้นสวน ซึ่งในกรณีของการวิเคราะหปญหาของหนวยแรงและการเคลื่อนตัว (stress-
deformation analysis) ตัวแปรพื้นฐาน คือ คาการเคลื่อนตัวที่จุดตอ (nodal displacement) การกระจาย
ของคาการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆ ภายในชิ้นสวน มีคาขึน้กับคาการเคลื่อนตัวที่แตละจุดตอของชิ้นสวน 
โดยใชฟงกชันรูปราง (shape function) ในการประมาณการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆ ของชิ้นสวนจากคา
การเคลื่อนตัวที่แตละจุดตอของชิ้นสวน ซึ่งมีความสัมพันธดังนี้ 
 
   u = < N >{ u }    (2.9) 

v = < N >{ v }    (2.10) 
w = < N >{ w }    (2.11) 

    
 

โดยที่ u,v,w = คาการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆภายในชิ้นสวนตามแนวแกน  
   x,y,z ตามลําดับ 
{ u },{ v },{ w } = คาการเคลื่อนตัวที่ทุกจุดตอของชิ้นสวน ตามแนวแกน 
   x,y,z ตามลําดับ 
 

   { u } = < U1   U2   U3   U4 >T
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  U1 , U2 , U3 , U4 = การเคลื่อนตัวในทิศทาง x ที่จุดตอท่ี1,2,3,4 ตามลําดับ 
 
   { v } = < V1   V2   V3   V4 >T

  V1 , V2 , V3 , V4 = การเคลื่อนตัวในทิศทาง  y  ที่จุดตอท่ี 1,2,3,4 ตามลําดับ 
 

{ w } = < W1   W2   W3   W4 >T

             W1 ,W2 , W3 ,W4 = การเคลื่อนตัวในทิศทาง  z  ที่จุดตอท่ี 1,2,3,4 ตามลําดับ 
 
   < N > = ฟงกขันรูปราง ซึ่งมีคาขึ้นกับพกิัดเฉพาะที่ของตําแหนงนั้น 
    = < N1    N2  N3    N4 > 
   N1 = r     (2.12) 
   N2 = s     (2.13) 
   N3 = t     (2.14) 
   N4 = 1 – r - s  - t    (2.15) 
    
 
 
 นอกจากนั้นในงานวิจัยนี้กําหนดใหชิ้นสวนเตตระฮีดรอนที่ใชมีคุณสมบัติเปนไอโซพาราเมตริก 
(Isoparametric)  ซึ่งทําใหสามารถใชฟงกชนัรูปรางในการสรางความสัมพันธระหวางพกิัดระบบที่ตําแหนง
ใดๆ ของชิ้นสวนกับพิกัดระบบที่จุดตอของชิน้สวนได  โดยมีความสัมพันธดังนี้ 
 

x = < N >{ X }    (2.16) 
 y = < N >{ Y }    (2.17) 

z = < N >{ Z }    (2.18) 
  

โดยที่  x,y,z = พิกัดระบบ (global coordinate)ที่ตําแหนงใดๆ ของชิ้นสวน  
   ตามแนวแกน x,y,z ตามลําดับ 
{ X },{ Y },{ Z } = พิกัดระบบ (global coordinate) ของทุกจุดตอของชิ้นสวน 
   ตามแนวแกน x,y,z ตามลําดับ 
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2.1.4 เมตริกซความเครียดและการเคลื่อนตัว (strain-displacement matrix) 
 
 ในกรณีปญหา 3 มิติ สามารถแสดงความสัมพันธระหวางความเครียดและการเคลื่อนตัวได คือ 
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  (2.19) 

              
 
โดยที่ u,v,w = คาการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงใดๆภายในชิ้นสวนตามแนวแกน  
   x,y,z ตามลําดับ 

 
 จากนั้นแทนคา u,v,w ดวยสมการ (2.9),(2.10),(2.11) ตามลําดับ จะทําใหสามารถหาคาเมตริกซ
ความเครียดและการเคลื่อนตัว ( [ B ] )สําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอนได คือ 
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 หรือ  {ε } = [ B ]{ U } 
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 เนื่องจากเมตริกซ [ B ] เปนการหาอนุพันธของฟงกชันรูปรางซึ่งมีคาขึ้นกับพิกัดเฉพาะที่เทียบกับ
พิกัดระบบ ซึ่งจาํเปนตองใชกฎลูกโซ (chain rule) ในการหาคา ดังแสดงคือ 
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   (2.22) 

 
 อนุพันธของฟงกชันรูปรางเทียบกับพิกัดระบบในสมการ (2.22) หาไดจากการหาสวนกลับ 
(inverse)ของเมตริกซจาโคเบียน (Jacobian Matrix , [ J ] )  ซึ่งเมตริกซจาโคเบียนมีคา คอื 
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    (2.23) 

 
 โดยที่ 
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 (2.24) 

 
 จากนั้นจึงสามารถหาคาอนุพนัธของฟงกชันรูปรางเทียบกับพิกัดระบบดังแสดงคือ 
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    (2.25) 

 
 
 2.1.5 การอินทิเกรตเชิงตัวเลข (numerical integration) 
 
 การอินทิเกรตเชิงตัวเลขที่ใชในงานวิจัยนี้เปนวิธีของ Gauss-Legendre ซึ่งหาคาของฟงกชันที่
พิกัดใดๆ ท่ีกําหนดภายในชิ้นสวน ซึ่งเรียกวา จุดเกาส (Gauss point) หรือจุดอินทิเกรต (integration point) 
คูณกับตัวประกอบถวงน้ําหนกั (weighting factor) และคาดิเทอรมิแนนทของเมตริกซจาโคเบียน 
(determinant of Jacobian matrix) ซึ่งหาผลการอินทิเกรตไดโดยการรวมผลคูณของแตละจุดเกาสเขา
ดวยกัน การหาคาสติฟเนสเมตริกซ [ K ] ในสมการที่ (2.8) แสดงไดดงันี้ 
 

  [ B ]∫ T[ D ][ B ]dv ~  [ B∑
=

nip

1i
i ]T[ Di ][ Bi ] det Ji  wi  (2.26) 

 
  โดยที่ [ Bi ]  = เมตริกซ [ B ] ซึ่งทําการหาคาที่จุดเกาสท่ี i 
   [ Di ]  = เมตริกซ [ D ] ซึ่งทําการหาคาที่จุดเกาสท่ี i 
    = [ D ] ท่ีทุกจุดเกาสในกรณีวัสดุมีคุณสมบัติเปนอิลาสติก 
   det Ji = คาดิเทอรมิแนนทของเมตริกซจาโคเบียนที่จุดเกาสท่ี i 
   wi = คาตัวประกอบถวงน้ําหนักที่จุดเกาสท่ี i 
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   nip = จํานวนจุดเกาสของชิ้นสวน 
 
 สําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอน 4 จุดตอที่ใชในงานวิจัยมจีุดเกาสของชิ้นสวนจํานวน 1 จุด โดยมี
รายละเอียดของพิกัดเฉพาะที่ (local coordinates)และตัวประกอบถวงน้ําหนัก (weighting factor)ดังนี้คือ 
  
 จุดเกาสท่ี  พิกัดเฉพาะที่ (r,s,t)  ตัวประกอบถวงน้ําหนัก 
       1       (1/4, 1/4, 1/4)     1/6 
 
 
2.2 ทฤษฎีและหลักการที่ใชในการเพิ่มความละเอียดของโครงขาย 
 

2.2.1 การประมาณความคลาดเคลื่อน (Error Estimation) 
 

 การประมาณความคลาดเคลื่อนของผลการวิเคราะหจากวธิีไฟไนตเอลิเมนต ใชในการหาชิ้นสวน
ท่ีมีความคลาดเคลื่อนสูงเพื่อทําการเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวนนั้น ในงานวิจัยนี้ ใชการคํานวณหาคา
ความคลาดเคลื่อนในรูปของหนวยแรง ( Zienkiewicz และ Zhu ,1992 ) ซึง่คํานวณไดจากสมการ 
 
 h

**e σ−σ=σ      (2.27) 
 
  โดยที่  = คาประมาณความคลาดเคลื่อนของหนวยแรงที่จุดใดๆ *eσ

    = คาหนวยแรงที่มีความถูกตองกวาผลจาก *σ
วิธีไฟไนตเอลิเมนต 

    = คาหนวยแรงจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต hσ
 

ในงานวิจัยนี ้ กําหนดให คา *σ  คือ คาหนวยแรงที่ไดจากการประมาณดวยวิธี 
Superconvergent Patch Recovery (SPR) โดยอธิบายในหัวขอ 2.2.2 

 
คาความคลาดเคลื่อนในสมการ (2.27)เปนความคลาดเคลื่อนที่จุดใดจุดหนึ่งของชิ้นสวน ซึ่งเปน

การแสดงคาที่ไมเหมาะสมในทางปฏิบัติ โดยทั่วไปมักแปลงความคลาดเคลื่อนจากสมการ (2.27)ใหอยูใน
รูปของขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อน (error energy norm) ซึ่งเปนคาสเกลาร  ขนาดพลังงานความ
คลาดเคลื่อนหาไดจากการใชคาความคลาดเคลื่อนรวมทั้งชิ้นสวน โดยไดจากการอินทิเกรตสมการ
(2.27)ตลอดขอบเขตของชิ้นสวนที่พิจารณา ดังแสดงในสมการ(2.28) 
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)}e{][}e{(e dD ** 1T* 2
1

∫
Ω

− Ω= σσ    (2.28) 

     
โดยที่    e*  =        ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวน 

    =    เวคเตอรของความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง }{e*
σ

   [ D ] -1 = เมตริกซผกผันของความสัมพนัธหนวยแรงและความเครียด 
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Ω  =    ขอบเขตของชิน้สวนที่พิจารณา 
  
 ในทางปฏิบัติความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวน นิยมแสดงคาในรูปแบบความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ
ของชิ้นสวน (relative error , η )  ซึ่งเปนอัตราสวนระหวางขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวน 
และขนาดพลังงานของหนวยแรงในชิ้นสวน  ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของชิ้นสวนหาไดจาก 

e

 

U
e

*

*

e =η       (2.29) 

)}{][}{(U dD *** 1T 2
1

∫
Ω

− Ωσσ=    (2.30) 

  
  โดยที่  = ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของชิ้นสวน ηe

   U*  = ขนาดพลังงานของหนวยแรงในชิ้นสวน 
    = เวคเตอรของหนวยแรง }{ *σ

[ D ] -1 = เมตริกซผกผันของความสัมพนัธหนวยแรงและความเครียด
  = ขอบเขตของชิน้สวนที่พิจารณา Ω
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 นอกจากการหาความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวนแลว ในทางปฏิบัติจะคํานวณความคลาดเคลื่อน
รวมท้ังระบบ(global error)เพื่อเปนตัวบงบอกถึงความคลาดเคลื่อนโดยรวมของผลการวเิคราะห ซึ่งหาใน
รูปแบบความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ ซึ่งคํานวณไดจาก 

   U
e

*

*

g

g
g =η      (2.31) 

   )(nel

1i
*

i
2 2

1
*

g ee ∑
=

=     (2.32) 

   )(nel

1i
*

i
2 2

1
*

g UU ∑
=

=     (2.33) 

 
  โดยที่  = ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของระบบ ηg

   e*
g  = ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของหนวยแรงทั้งระบบ 

   U*
g  = ขนาดพลังงานของหนวยแรงทั้งระบบ 

   e*
i  = ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 

ของชิ้นสวนที่ i 
   U*

i  = ขนาดพลังงานของหนวยแรงของชิ้นสวนที่ i 
    = จํานวนชิ้นสวนทั้งหมดในระบบ nel
  

การอินทิเกรตหาขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง( ) และขนาดพลังงานของ 
หนวยแรง(U )ในชิ้นสวนใดๆ สามารถคํานวณไดดวยการอินทิเกรตเชิงตัวเลข (numerical integration) 
โดยมีรายละเอยีดดังนี้ 

*e
*

 

   ~  (2.34) ∫
Ω

− Ωσσ d}{D}{ e][e *1* T wJdetD ii
nip

1i

1
i i

T
i }e{][}e{ **∑

=

−
σσ

 

  ~  (2.35) ∫ Ωσσ
Ω

− dD }{][}{ ** 1T wJdetD ii
nip

1i

1
i i

T
i }{][}{ **∑

=

− σσ

 
 
  โดยที่ i  = จุดเกาสท่ี i ของชิ้นสวน 
   n = จํานวนทั้งหมดของจุดเกาสภายในชิ้นสวน 
            = เวคเตอรของความคลาดเคลื่อนของหนวยแรงที่จุดเกาสท่ี i }e{ *

iσ
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            = เวคเตอรของหนวยแรงที่จุดเกาสท่ี i }{ *
iσ

            ][D i
-1 = เมตริกซผกผันระหวางหนวยแรงและความเครียด 

ท่ีจุดเกาสท่ี i 
            = ดีเทอรมิแนนตของเมตริกซจาโคเบียน Jdet i
               = ตัวประกอบถวงน้ําหนัก (weighting factor) wi

              nip = จํานวนจุดเกาสของชิ้นสวน 
 
 สําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอน 4 จุดตอท่ีใชในงานวิจัยมจีุดเกาสทั้งหมด 1 จดุ โดยมีรายละเอียด
ดังนี้คือ 
 จุดเกาสท่ี พิกัดเฉพาะที่ (local coordinates)  ตัวประกอบถวงน้ําหนัก 
       1    (1/4, 1/4, 1/4)    1/6 
 

2.2.2 การประมาณคาหนวยแรงโดยวิธี Superconvergent Patch Recovery (SPR) 
 
 วิธี SPR ซึ่งเสนอโดย Zienkiewicz และ Zhu (1992) มจีุดประสงคของคือ การประมาณคาสนาม
ของหนวยแรงที่มีความตอเนือ่งในบริเวณเฉพาะที(่smoothed local stress field) และเนื่องจากการใชคา
หนวยแรงที่จุดเกาสของชิ้นสวนซึ่งเปนจุดที่ใหคาแมนยําสูงที่สุดที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต ดังนั้นในการ
ประมาณคาสนามของหนวยแรงดังกลาว จงึทําใหคาของหนวยแรงในบริเวณที่ทําการประมาณดวยวธิีนี้มี
ความแมนยําสูงกวาหนวยแรงที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต  จากคุณสมบัตขิองจุดเกาสซึ่งใหคาหนวยแรงที่
มีความแมนยําสูงกวาจุดอื่นจงึทําใหจุดเกาสถูกเรียกดวยอีกชื่อวา superconvergent point   
       

หลักการคือ เร่ิมจากการกําหนดจุดตอที่สนใจ เรียกวา จุดรวมแพทช (patch assembly point) 
โดยที่บริเวณของสนามของหนวยแรงที่ทําการหา   คือ ทุกชิ้นสวนที่อยูลอมรอบจุดตอที่สนใจซึ่งรวมกันเปน
บริเวณที่เรียกวา แพทช (patch) จากนั้นใชจุดเกาสของทุกชิ้นสวนที่อยูลอมรอบจุดตอท่ีสนใจในการ
ประมาณคา  โดยที่จุดเกาสในบริเวณแพทชเรียกวา จุดแซมพลิง (sampling point) โดยมีรายละเอียด
แสดงในรูปที่ 2.3 

 
 โดยวิธีน้ีสมมติใหการกระจายของหนวยแรงในบริเวณแพทช (σP

* ) เปนไปตามสมการพหนุาม 
 
 σP

*        =      <P> {a}    (2.36) 
   

หรือ σP
*        =   a0 + a1x + a2y + a3xy + a4x2 + …. 
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โดยที่ <P> =   ฟงกชันพื้นฐาน (Base Function) ท่ีอยูในรูปตัวแปรของพหุนาม   
   <1  x  y  xy  x2 … > 

   {a}    =   สัมประสิทธิ์ของพหุนามซึ่งเปนคาที่ตองคํานวณหา 
 
 สําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอนชนิด 4 จุดตอคาของ <P> และ {a}    คือ 
 
   <P> =  <  1   x   y   z  >     (2.37)    
          {a}    = <  a0  a1  a2  a3  >T    (2.38)   
   

การหาคาคงตัวของพหุนาม {a} ทําโดยใชหลักวิธีกําลังสองนอยที่สุด เพื่อใหคาของหนวยแรงที่
ประมาณแตกตางจากคาที่จดุเกาสนอยที่สุด โดยผลรวมของผลตางระหวางหนวยแรงโดยประมาณ และ
หนวยแรงที่ตําแหนงเกาส กําหนดโดยสมการ 
 

 R(a)      =    (σ∑
=

n

1i
h(xi,yI,zi) - σP*(xi,yI,zi))2  (2.39) 

   

 R(a)      =   (σ∑
=

n

1i
h(xi,yI,zi) – [P(xi,yI,zi)]{a})2 (2.40) 

 
โดยที่ σh = หนวยแรงที่จุดเกาสจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 n = จํานวนจุดเกาสท้ังหมดในแพทช  
 

การหาคาคงตัวของพหุนาม ทําโดยกําหนดคาอนุพันธของ R(a) เทียบกับคาคงตัว (ai) มีคาเปน
ศูนยจะไดชุดของสมการดังนี้ 
 

  [P(x∑
=

n

1i
i,yI,zi)]T [P(xi,yI,zi)] {a}  = σ∑

=

n

1i
h(xi,yI,zi) [P(xi,yI,zi)]T (2.41) 

 
หรือ [A] {a}       =       {b} 
 
จะได {a}             =        [A]-1{b}    (2.42) 
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 หลังจากคํานวณคาสัมประสทิธิ์พหุนาม{a} ก็จะสามารถประมาณคาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆ
ภายในบริเวณแพทชไดโดยการแทนคาพิกัดระบบ (global coordinates)ของตําแหนงนั้นลงไปในสมการที่
(2.36) แตในทางปฏิบัติจะหาคาหนวยแรงที่เฉพาะจุดตอของชิ้นสวนที่อยูภายในบริเวณแพทชเทานั้น ซึ่งใน
กรณีชิ้นสวนเตตระฮีดรอนชนิด 4 จุดตอ จุดตอที่อยูภายในบริเวณแพทชมีเพียงจุดรวมแพทชจุดเดียว
เทานั้นเนื่องจาก Zienkiewicz และ Zhu (1992) ไดเสนอหลักการใหคาประมาณของหนวยแรงที่ตําแหนง
ใดๆของชิ้นสวน ( *σ )มีคาขึ้นกบัคาประมาณหนวยแรงที่แตละจุดตอของชิน้สวนนั้นและคาฟงกชันรูปราง
โดยกรณีของชิน้สวนเตตระฮีดรอนชนิด 4 จดุตอมีคาตามสมการคือ 
 
    = N*σ 1σ * 1p  + N2σ* 2p  + N3σ* 3p  + N4σ* 4p  (2.43) 
 

โดยที่  = คาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆของชิ้นสวน *σ
σ * 1p ,  ,σ ,  = คาประมาณของหนวยแรงที่จุดตอที่ 1ถึง 4 ของชิ้นสวน σ* 2p * 3p σ* 4p

    ซึ่งหาคาไดจากการเลือกแตละจุดตอใหเปนจดุรวมแพทช 
N1, N2, N3, N4 = คาฟงกชันรูปรางซึ่งมีคาตามสมการที่ (2.12) ถึง (2.15) 

 
 คาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆของชิ้นสวนตามสมการที่ (2.43)สามารถคํานวณคาไดโดยการแทนคา
พิกัดเฉพาะที่ (local coordinates) ของตําแหนงที่ตองการทราบคาลงไปในสมการ ซึง่คาหนวยแรงตาม
สมการที่ (2.43)น้ีจะตองใชในการคํานวณความคลาดเคลื่อนตามสมการที่ (2.34) และ (2.35) และ
เนื่องจากหนวยแรงที่ไดจากวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความไมตอเนื่องที่จุดตอและขอบเขตของชิ้นสวน ใน
งานวิจัยนี้จึงเลือกใชหนวยแรงที่จุดตอสําหรับวิธีไฟไนตเอลิเมนตเทากบัหนวยแรงที่จุดตอซึ่งไดจากการ
ประมาณคาดวยวิธ ี SPR ซึ่งเปนคาที่มีความตอเนื่อง และหากตองการหาหนวยแรงที่จุดใดๆ ในชิ้นสวน
จากวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหใชการคํานวณตามสมการ (2.43)  
  

ในกรณีท่ีจุดรวมแพทชอยูท่ีบริเวณขอบเขตของปญหาทําใหจํานวนจุดเกาสมีไมเพียงพอตอการ
ประมาณคาสัมประสิทธิ์ของพหุนาม {a} สําหรับงานวิจัยนี้ทําการขยายบริเวณแพทชออกไป โดยเลือกจุด
ตอทั้งหมดที่ลอมรอบจุดรวมแพทชและใชชิ้นสวนทั้งหมดที่อยูลอมรอบจดุตอเหลานั้นเปนบริเวณแพทช 
โดยรายละเอียดของการขยายแพทชจะกลาวถึงในบทที่ 3 
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2.2.3 เกณฑการเลือกชิน้สวนที่ตองทาํการเพิ่มความละเอียด ( refinement criterion ) 
 
ขั้นตอนเริ่มจากในการหาคาความคลาดเคลื่อนของแตละชิ้นสวนในโครงขาย ซึ่งในงานวิจัยนี้.ใช

คาความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวน ( E ) เทากับกําลังสองของขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อน (error 
energy norm)ของชิ้นสวนนั้น  

  E = e* 2
     (2.44) 

 
โดยที่ e*  =   ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของชิ้นสวนจากสมการ (2.28) 

 
จากนั้นชิ้นสวนที่มีความคลาดเคลื่อน  ( E ) มากกวาความคลาดเคลื่อนวิกฤต ( Ecrit ) จะถูกเลือก

ใหเปนชิ้นสวนที่ตองทําการเพิ่มความละเอียด โดยที่ความคลาดเคลื่อนวิกฤตหาไดจาก 
 

Ecrit = Emax  -   β ( Emax  -  Emin  )              (2.45) 
 

โดยที่ Ecrit = ความคลาดเคลื่อนวิกฤต  
  Emax = ความคลาดเคลื่อนสูงสุดของทุกชิ้นสวนในโครงขาย 
  Emin = ความคลาดเคลื่อนต่ําสุดของทุกชิ้นสวนในโครงขาย 

    = cutoff factor , β β  =  0.75   
 
คาความคลาดเคลื่อนวิกฤตไมใชคาคงที่แตมีคาเปล่ียนแปลงไปตามความคลาดเคลื่อนสูงสุดและ

ต่ําสุดของชิ้นสวนในโครงขายขณะนั้น โดยที่โปรแกรมจะทําการคนหาคาความคลาดเคลื่อนสูงสุดและ
ต่ําสุดของชิ้นสวนในโครงขายเพื่อใชในการคํานวณความคลาดเคลื่อนวิกฤต สําหรับความหมายของ cutoff 
factor ทางกายภาพคือ หาก cutoff factor มีคาเทากับ 0 หมายความวา ชิ้นสวนที่จะถูกเลือกใหเพิ่มความ
ละเอียดจะมีเฉพาะชิ้นสวนที่มคีวามคลาดเคลื่อนเทากับความคลาดเคลื่อนสูงสุดเทานั้น และในทางตรงกัน
ขามถา cutoff factor มีคาเทากบั 1 หมายความวา ชิ้นสวนที่จะถูกเลือกใหเพิ่มความละเอยีดคือชิ้นสวนที่มี
ความคลาดเคลื่อนมากกวาหรีอเทากับความคลาดเคลื่อนต่ําสุด ซึ่งก็คือชิ้นสวนทั้งหมดจะถูกเลือกใหเพิ่ม
ความละเอียด 

 
2.2.4 วิธีเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวน (refinement method) 
 
การเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวนเตตระฮีดรอนในงานวิจัยนี้ คือ วิธแีบงสองสวน (bisection) ซึ่ง

มีหลักการคือ การเติมจุดตอที่ขอบที่ยาวที่สุด(longest edge) จากนั้นลากเสนตรงเชื่อมระหวางจุดตอบน 
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ขอบที่ยาวที่สุดกับอีก 2 จดุตอที่ไมไดอยูบนขอบนั้น ซึง่จะทําใหชิ้นสวนที่มีอยูเดิมถกูแบงออกเปน 2 
ชิ้นสวน วิธีนี้มชีื่อเรียกอีกอยางวา วิธีแบงสองสวนดวยดานยาวที่สุด (longest edge bisection) รูปที่ 2.4 
แสดงลักษณะของชิ้นสวนสามเหลี่ยมและเตตระฮีดรอนที่ถูกแบงดวยวิธีนี ้  โดยในงานวิจัยนี้นําหลักการ
จากงานวิจัยของ Plaza และ Rivara มาประยุกตใชงานเพื่อความเหมาะสมในทางปฏบิัติ เพื่อใหงายตอ
การเขาใจจะเริ่มจากขั้นตอนการเพิ่มความสําหรับชิ้นสวนสามเหลี่ยมในสภาพ 2 มิติกอน โดยมีขั้นตอน
พื้นฐาน 2 ขั้นคอื 

 
1. การเพิ่มจุดตอ (node insertion) 
1.1 สําหรับชิ้นสวนที่ตองเพิ่มความละเอียด 
- เพิ่มจุดตอที่กึ่งกลางของขอบที่ยาวที่สุด (longest edge)ของชิ้นสวนที่ทําการเพิ่มความละเอียด 
ซึ่งขอบใดก็ตามที่ไดมีการเพิ่มจุดตอลงไปแลวจะถูกเรียกวา ขอบเพิม่ความละเอียด (refinement 
edge) 
1.2 สําหรับชิ้นสวนที่ไมไดถูกเลือกใหเพิ่มความละเอียด 
- ถาชิ้นสวนมีขอบเพิม่ความละเอียดอยางนอยหนึ่งขอบใหทําการตรวจสอบวามีขอบท่ียาวที่สุด
รวมอยูดวยหรอืไม ถาไมมใีหเติมจุดตอบนขอบที่ยาวที่สุดดวย สําหรับขั้นตอน 1.2 นี้จะตองทําซ้ํา
ไปมาจนกระทั่งไมมีการเพิ่มของจุดตออีก 
2. การแบงสองสวน (bisection) 
- สําหรับชิ้นสวนที่มีขอบเพิ่มความละเอียด ลากเสนตรงเชื่อมระหวางจุดตอท่ีอยูบนขอบเพิ่มความ
ละเอียดกับอีกจุดตอที่ไมไดอยูบนขอบเพิม่ความละเอียดนัน้ ซึ่งจะทําใหชิ้นสวนที่มีอยูเดิมถูกแบง
ออกเปน 2 ชิน้สวน ในกรณีที่มีขอบเพิม่ความละเอียดมากกวาหนึ่งขอบใหเลือกทําจากขอบเพิ่ม
ความละเอียดที่ยาวที่สุดกอน ขั้นตอนที่ 2 นี้จะถูกทําซ้ําจนกวาจะไมมชีิน้สวนที่มีขอบเพิ่มความ
ละเอียดเหลืออยู โดยมีตัวอยางแสดงรายละเอียดในรูปท่ี 2.5  
 
สําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอนสามารถพจิารณาเทียบเคียงไดกับชิ้นสวนสามเหลี่ยม โดยพจิารณา

แตละหนาของชิ้นสวนเตตระฮีดรอนเสมือนเปนชิ้นสวนสามเหลี่ยม  ซึ่งเมื่อหนาใดของชิ้นสวนมีการเติมจุด
ตอซึ่งไมไดอยูบนขอบที่ยาวที่สุดของหนานั้น ใหทําการเติมจุดตอบนขอบที่ยาวที่สุดของหนานั้นดวยเพื่อ
ปองกันการเสียรูปของชิ้นสวน  ขั้นตอนสําหรับชิ้นสวนเตตระฮีดรอนมี 2 ขัน้ตอนดังนี้ คือ 

 
1. การเพิ่มจุดตอ (node insertion) 
1.1 สําหรับชิ้นสวนที่ตองเพิ่มความละเอียด 
- เพิ่มจุดตอที่กึ่งกลางของขอบที่ยาวที่สุด (longest edge)ของชิ้นสวนที่ทําการเพิ่มความละเอียด 
ซึ่งขอบใดก็ตามที่ไดมีการเพิ่มจุดตอลงไปแลวจะถูกเรียกวา ขอบเพิม่ความละเอียด (refinement 
edge) 
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1.2 สําหรับทุกชิ้นสวนในโครงขาย 
-   ถาชิ้นสวนมีขอบเพิม่ความละเอียดอยางนอยหนึ่งขอบใหทําการตรวจสอบวามีขอบท่ียาวที่สุด
รวมอยูดวยหรอืไม ถาไมมีใหเติมจุดตอบนขอบที่ยาวที่สุดดวย  
- จากนั้นตรวจสอบแตละหนาของชิ้นสวนเดิมหากหนานั้นมีขอบเพิม่ความละเอียดแตไมใชขอบที่
ยาวที่สุดของหนา ใหทําการเติมจุดตอท่ีขอบท่ียาวที่สุดของหนาดวย ทําการตรวจสอบจนครบทุก
หนาจากนั้นจึงทําการตรวจสอบชิ้นสวนตอไปในโครงขาย 
 ขั้นตอนที่ 1.2 จะตองทําซ้าํไปมาจนกวาจะไมมีชิ้นสวนใดในโครงขายที่ตองเติมจุดตออีก 
 2. การแบงสองสวน (bisection) 
- สําหรับชิ้นสวนที่มีขอบเพิม่ความละเอียด ใหลากเสนตรงเชื่อมระหวางจุดตอท่ีอยูบนขอบเพิ่ม
ความละเอียดกับอีกสองจุดตอท่ีไมไดอยูบนขอบเพิ่มความละเอียดนั้น ซึ่งจะทําใหชิ้นสวนที่มีอยู
เดิมถูกแบงออกเปน 2 ชิ้นสวน ในกรณีที่มีขอบเพิม่ความละเอียดมากกวาหนึ่งขอบใหเลือกทํา
จากขอบเพิ่มความละเอียดทีย่าวที่สุดกอน ขั้นตอนนี้จะถูกทําซ้ําจนกวาจะไมมชีิ้นสวนที่มีขอบ
เพิ่มความละเอยีดเหลืออยู  

 
 เนื่องจากลักษณะการเติมจุดตอและการแบงชิ้นสวนเตตระฮีดรอนมีรูปแบบที่เปนไปไดทั้งหมดอยู
จํานวนมากโดยขึ้นกับตําแหนงสัมพัทธระหวางขอบที่ยาวทีสุ่ดของชิ้นสวนกับขอบยาวที่สุดในแตละหนา
ของชิ้นสวน และขึ้นกับจํานวนขอบเพิ่มความละเอียดของชิน้สวน ทําใหไมสามารถแสดงใหดูทั้งหมดไดใน
ที่นี้ แตจะใชการยกตัวอยางประกอบเพื่อเปนการอธิบายถงึกระบวนการในการเติมจุดตอและลักษณะใน
การแบงชิ้นสวน โดยตัวอยางแสดงในรูปท่ี 2.6 ซึ่งในตัวอยางนี้ตอนเริ่มตนชิ้นสวนที่พิจารณามีขอบ 2-3 
เปนขอบเพิ่มความละเอียด 
 
2.3 การปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวน 
  

2.3.1 รูปรางของชิ้นสวน 
 
ความแมนยําของผลการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตขึ้นอยูกับรูปรางของชิ้นสวนที่ใชในโครงขาย

ชิ้นสวนที่มีรูปรางดีจะทําใหผลการวิเคราะหมีความแมนยํา ในสวนนี้จะกลาวถึงการวัดคุณภาพรูปรางของ
ชิ้นสวนเตตระฮีดรอนที่ใชในงานวิจัย 
 

ชิ้นสวนเตตระฮีดรอนที่มีรูปรางดี คือ ชิ้นสวนที่มีขอบทุกขอบยาวเทากัน  รูปรางของชิ้นสวนเต
ตระฮีดรอนคํานวณจากคา อัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุด (circumradius-to-shortest edge 
ratio) (Shewchuk,1997) ขั้นตอนเริ่มจากการนิยามทรงกลมที่เล็กที่สุดที่สามารถบรรจชุิ้นสวน      เตตระฮี
ดรอนได อัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุดคํานวณไดจากสมการ 
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  CSR  = SE

R     (2.46) 
  
โดยที่ CSR  = อัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุด 
 R  = รัศมีของทรงกลมตามนิยามที่กําหนดไว 
 SE  = ความยาวของขอบที่ส้ันที่สุดของชิ้นสวน 
 
ชิ้นสวนเตตระฮีดรอนที่มีรูปรางดี คาอัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุดจะมีคาต่ํา จากรูปที่  

2.7 ชิ้นสวนแบบเข็ม (needles)และแบบฝาครอบ (caps)จะมีรัศมีทรงกลมใหญกวามากเมื่อเทียบกบั
ความยาวของขอบที่ส้ันที่สุด สําหรับชิ้นสวนแบบดานเทา (Equilaterals) จะมีรัศมีทรงกลมสั้นกวาความ
ยาวของขอบทีส้ั่นที่สุด ซึ่งอัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุดของชิ้นสวนเตตระฮีดรอนแบบดานเทามี
คาเทากับ 0.612  

 
2.3.2 การปรับพิกัดจดุตอแบบลาปลาซดวยเง่ือนไขควบคุม (Constrained Laplacian 

Mesh Smoothing) 
 
 วิธีการนี้มีรากฐานจากการปรบัพิกัดจุดตอแบบลาปลาซ  (Laplacian Mesh Smoothing) ซึ่งเปน

วิธีท่ีนิยมใชมากเนื่องจากเปนวิธีท่ีไมซบัซอนหลักการคือ การปรับพิกัดของแตละจุดตอใหอยูท่ีกึ่งกลางของ
ทุกจุดตอที่เชื่อมตอกับจุดตอนั้นโดยทํากระบวนการนี้ซ้ําไปมา แตกระบวนการดังกลาวมีขอเสียคืออาจทํา
ใหชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอที่ทําการปรับพิกัดนัน้มีรูปรางแยลง โดยการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซใหผลที่
คอนขางดีในกรณีปญหา 2 มติิ แตใหผลที่แยในกรณีปญหา 3 มิติ (Shewchuk,1997; Amenta, Bern and 
Eppstein) ดังนั้นในทางปฏิบัติจึงมีการพฒันาไปสูการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุม 
(Canann, Tristano and Staten) โดยมีการเพิ่มเงื่อนไขควบคุมเขาไปในกระบวนการเพื่อปองกันไมใหการ
ปรับพกิัดทําใหชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอนั้นมีรูปรางแยลงกวาเกณฑท่ีกําหนดไว โดยในงานวิจัยนี้ไดนําคา
อัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุดมาเปนเงื่อนไขในการควบคุมรูปรางของชิ้นสวน  
 

ขั้นตอนในการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุม 
 
1. คํานวณพิกดัใหมของแตละจุดตอตามหลกัการของวิธีลาปลาซ โดยคํานวณไดจากสมการ  

 

x = (∑ x
=

N

1i
i )/N    (2.47) 
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y = (∑ y
=

N

1i
i )/N    (2.48)  

z = (∑ z
=

N

1i
i )/N    (2.49) 

  
โดยที่   = พิกัดใหมของจดุตอ z,y,x
 i   = จุดตอที่ i ท่ีเชื่อมตออยูกบัจุดตอที่ปรับพิกัด   
 xi , yi , zi   = พิกัดของจุดตอที่ i ท่ีเชื่อมตออยูกับจุดตอที่ปรับพิกัด 
 N  = จํานวนจุดตอท้ังหมดที่เชื่อมตออยูกบัจุดตอทีป่รับพิกัด 
 
2. พิกัดใหมท่ีคํานวณไดจากขอ 1 จะถูกปฏิเสธและจุดตอที่ทําการปรับพิกดัจะถูกคงไวท่ีพิกัดเดิม

ถาชิ้นสวนใดชิน้สวนหนึ่งที่อยูรอบจุดตอที่ทําการปรับพิกัดกลายเปนชิ้นสวนพลิกกลับ (inverted element) 
การตรวจสอบวาชิ้นสวนใดๆ ท่ีมีจุดตอเปน ABCD กลายเปนชิ้นสวนพลิกกลับทําไดโดยพิจารณาทิศทาง
ของเวคเตอร AB,AC และ AD  ซึ่งชิ้นสวน ABCD จะกลายเปนชิ้นสวนพลิกกลับเมื่อมีทิศทางของเวคเตอร
ดังกลาวกอนและหลังการใชพกิัดใหมเปนไปตามที่กําหนดไว คือ 
    
  I1 > 0 และ I2 < 0 หรือ 
  I1 < 0 และ I2 > 0 
  
  โดยที่ I1 = คาแสดงทิศทางของเวคเตอรกอนการใชพิกัดใหม 

= [ AD)ACAB( ⋅× )]1    
   I2 = คาแสดงทิศทางของเวคเตอรหลังการใชพิกดัใหม 

= [ AD)ACAB( ⋅× )]2

    
 รายละเอียดของทิศทางของเวคเตอรแสดงในรูปที่ 2.8 
 

3. พิกัดใหมท่ีคํานวณไดจากขอ 1 จะถูกยอมรับและจุดตอที่ทําการปรับพกิัดจะถูกเปล่ียนพิกัดให
เทากับพิกัดใหมท่ีคํานวณได ตรวจสอบจากคาสูงสุดและผลรวมของคาอตัราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ัน
ท่ีสุดของทุกชิ้นสวนที่อยูรอบจดุตอที่ทําการปรับพิกัด โดยคาดังกลาวกอนและหลังการใชพิกัดใหมเปนไป
ตามที่กําหนดไว คือ 

 
Max2      < Max1      และ 

            <    ∑ 2CSR ∑ 1CSR  
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โดยที่ Max1 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนที่อยูรอบจดุตอที่ทําการปรับพิกัด 
   กอนการใชพิกดัใหม  

 Max2 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนที่อยูรอบจดุตอที่ทําการปรับพิกัด 
   หลังการใชพิกดัใหม  

∑ 1CSR  = ผลรวมของคา CSR ของทุกชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอที่ทําการปรับพิกัด 
กอนการใชพิกดัใหม  

∑ 2CSR  = ผลรวมของคา CSR ของทุกชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอท่ีทําการปรับพิกัด 
หลังการใชพิกดัใหม  

 
 การปรับพิกัดจดุตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุมจะเปนการทําตามขั้นตอนในขอ 1 ถึงขอ 3  
สําหรับแตละจุดตอ โดยกระบวนการจะทําซ้าํไปมาจนครบทุกจุดตอ  

 
2.3.3 การสลับหนาของชิน้สวน (Face swapping) 
 
การสลับหนาของชิ้นสวนชวยปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวนที่อยูติดกันใหดีขึ้นได ซึ่งรูปรางของ

ชิ้นสวนวัดจากคาอัตราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่กลาวในหัวขอ 2.3.1  รูปที่ 2.9 แสดงลักษณะการ
วางตัวของชิ้นสวนที่สามารถทําการสลับหนาได  โดยในกรณี 2 ชิ้นสวน เปนการสลับจากหนา ACE ใหเปน
หนา DEB  สวนในกรณี 4 ชิ้นสวน เปนการสลับจากหนา AECF ใหเปนหนา DEBF 

 
เงื่อนไขของการสลับหนาของชิ้นสวนคือ 
1.  จุด A,B,C และ D จะตองอยูบนระนาบเดียวกัน 
2.  มุม DAB < 180 o   และ  มมุ DCB < 180 o

3. ทําการสลบัหนาเมื่อคาอตัราสวนรัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันของชิ้นสวน (CSR) กอนและหลัง
การสลับหนาเปนไปตามที่กําหนดไวคือ 

 
Max2      < Max1      และ 

      ∑ 2CSR       <    ∑ 1CSR  
 

โดยที่ Max1 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนทั้งหมดกอนการสลับหนา  
 Max2 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนทั้งหมดหลังการสลับหนา  
∑ 1CSR  = ผลรวมของคา CSR ของชิ้นสวนทั้งหมดกอนการสลับหนา 
∑ 2CSR  = ผลรวมของคา CSR ของชิ้นสวนทั้งหมดหลังการสลับหนา 
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 โดยชิ้นสวนทั้งหมดในกรณี 2 และ 4 ชิ้นสวนมีรายละเอียดดังนี้ 
 

กรณี 2 ชิ้นสวน 
 

ชิ้นสวนทั้งหมดกอนการสลับหนาไดแก ABCE และ ACDE 
 ชิ้นสวนทั้งหมดหลังการสลับหนาไดแก ADBE และ BCDE 
 
 กรณี 4 ชิ้นสวน 
 

ชิ้นสวนทั้งหมดกอนการสลับหนาไดแก ABCE , ACDE ,ACBF และ ACDF 
 ชิ้นสวนทั้งหมดหลังการสลับหนาไดแก ADBE , BCDE ,ABDF และ BCDF 
 
2.4 โปรแกรมพื้นฐานทีใ่ชในการพัฒนา 
 
 2.4.1 โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC (Solid Nonlinear Analysis Code) 

 
ในงานวิจัยนี้ใชโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC (Abbo และ Sloan,1997) เปนโปรแกรมพื้นฐาน

ในการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต โดยโปรแกรมดังกลาวมีขอดีและขอจาํกดัดังตอไปน้ี 
 
ขอดี 
โปรแกรมมีความสามารถสูงในการวิเคราะหปญหา โดยสามารถวิเคราะหปญหาไดทั้งในสภาพ
ระบายน้ํา (drained analysis) และในสภาวะการอัดตวัคายน้ําของมวลดิน (consolidation) 
นอกจากนี้ยังสามารถวิเคราะหปญหาที่วัสดุมีคุณสมบัติเปนอิลาสโตพลาสติก (elasto-plastic 
material) รวมถึงมีกฎเกณฑการวิบัติ (failure criterion) ของมวลดินใหเลือกใชหลายแบบ  ทําให
สามารถพัฒนาเพื่อนําไปใชในงานวิจัยที่การวเิคราะหปญหามีความซับซอนสูงได 
 
ขอจํากัด 
1. สามารถวิเคราะหปญหาไดในสภาพ 2 มิติเทานั้น 
2. ในการวิเคราะหตองปอนขอมลูโครงขายเอง (manual) ทําใหไมสะดวกในการใชงานและมี

ความซบัซอนสูงมากจนไมอาจทําไดสําหรับในกรณีของงานวิจัยนี้ที่เปนชิ้นสวนเตตระฮีดรอน
ในโครงขาย 3 มิติ 
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2.4.2 โปรแกรมการสรางโครงขาย GMSH  
 
การสรางโครงขายเปนสวนที่มีความสําคัญมากในหัวขอการศึกษาดานไฟไนตเอลิเมนต แต

เนื่องจากความซับซอนในการสรางโครงขาย โดยเฉพาะอยางยิ่งโครงขายแบบไรโครงสราง (unstructure 
mesh)ที่เกิดจากชิ้นสวนเตตระฮีดรอนซึ่งเปนชิน้สวนที่นิยมใชในปญหา 3 มิติเพราะสามารถจําลองรูปราง
ของปญหาไดใกลเคียงความเปนจริงโดยเฉพาะปญหาที่มีรูปรางเปนสวนโคง  แตในทางปฏิบัติเปนการยาก
และสิ้นเปลืองเวลาอยางมากในการพัฒนาโปรแกรมที่ใชในการสรางโครงขาย ดังนั้นจึงมีความจําเปนที่
ตองใชโปรแกรมสรางโครงขายสําเร็จรูป โดยในงานวิจัยนี้เลือกใชโปรแกรม GMSH ซึ่งเปนโปรแกรมที่ถูก
พัฒนาโดยไมมจีุดประสงคทางการคา 

 
โปรแกรม GMSH ถูกพัฒนาขึ้นโดย Christophe  และ Jean-François (2003) และโปรแกรมนี้ยัง

ไดรับการปรับปรุงอยูอยางตอเนื่อง ซึ่งเวอรชันที่ใชในงานวจิัยนี้คือ GMSH-1.46 โดยมลัีกษณะสําคัญของ
โปรแกรมดังนี้ 
 
 ลักษณะสําคัญ 

1. การปอนขอมูลในการสรางโครงขายทําไดสะดวกเนื่องจากม ี Graphical User Interface 
(GUI)  

2. สามารถสรางโครงขายไดทั้งในระบบ 2 และ 3 มิติ โดยใน 3 มิติสรางไดเฉพาะชิ้นสวน         
เตตระฮีดรอน 

3. สามารถกําหนดขนาดของชิ้นสวนในบริเวณตางๆของปญหาไดสะดวก โดยใชการกําหนดคา 
ขนาดชิ้นสวน (characteristic length) ซึง่เปนคาประจําจุดตอท่ีเปนขอบเขตเริ่มตนในการ
สรางโครงขาย ทําใหโครงขายมีความหยายและละเอียดแตกตางกันไปในแตละบริเวณตาม
ความตองการของผูวิเคราะหได ผลของการกําหนดคาขนาดชิ้นสวนที่มีตอความหนาแนนใน
แตละบริเวณของโครงขายที่ไดแสดงอยูในรูปที่ 2.10 

 
2.4.3 โปรแกรมที่ใชในการแสดงผลทางกราฟฟกส 
 
ในงานวิจัยนี้เลือกใชโปรแกรม TECPLOT 8.0 ในการแสดงผลทางกราฟฟกส โดยโปรแกรมนี้

สามารถสรางโครงขายไดทั้งในสภาพ 2 และ 3 มิต ิ นอกจากนี้ยังสามารถแสดงคอนทัวรและเวคเตอรของ
ขอมูล รวมถึงความสามารถในการแสดงภาพเคลื่อนไหว 
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DISPLACEMENT , { U } 

STRAIN ,  }  { ε Constitutive Equation 

Stiffness Matrix 

STRESS, }  { σ 

BODY FORCE AND SURFACE 
TRACTION , { F } 

Equilibrium Equation Compatibility Equation 

 
รูปที่ 2.1 แผนภาพแสดงความสัมพันธของสมการพื้นฐานในการวิเคราะหดวย 
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
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รูปที่ 2.2 ระบบพิกัดรวม (Global Coordinate) พิกัดเฉพาะที่ (Local Coordinate)และการ
เรียงตัวของชิ้นสวนเตตระฮีดรอนชนดิ 4 จุดตอ 
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Element Patch 

Superconvergent Sampling Point 

Patch Assembly Point 
Nodal value recovered from SPR 
Node of element 

 
 

รูปที่ 2.3  ตวัอยางแสดงจุดรวมแพทช (Patch Assembly Point) และชิ้นสวนในแพทช 
(Element Patch) ของวิธี SPR 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.4 การแบงสองสวนสําหรับชิน้สวนสามเหลียมและเตตระฮดีรอน 
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1 

2 
3 

4 

โครงขายเริ่มตนมี 4 ชิ้นสวน  
ชิ้นสวนที่ 1 เทานั้นที่ถกูเลือกใหเพิ่มความละเอียด 

ทําการแบงชิ้นสวนที่มขีอบเพิ่มความละเอียด 
โดยทําจากขอบเพิ่มความละเอียดที่ยาวที่สุดกอน 

แบงชิ้นสวนที่ยังมีขอบเพิ่มความละเอียดเหลืออยู 

เพิ่มจุดตอที่ขอบที่ยาวที่สุดของชิ้นสวนที่ 2  

เพิ่มจุดตอที่ขอบที่ยาวที่สุดของชิ้นสวนที่ 1 

 
 
รูปที่ 2.5 ตัวอยางข้ันตอนการเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวนในกรณี 2 มิติ 
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รูปที่ 2.6 ตัวอยางข้ันตอนการเติมจุดตอและการแบงชิ้นสวนเตตระฮีดรอน 
 
 

ช้ินสวนรูปรางแบบเข็ม (Needles) ช้ินสวนรูปรางแบบฝาครอบ (Caps) ช้ินสวนแบบดานเทา (Equilaterals) 
CSR ~ 0.612 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.7 ทรงกลมที่บรรจชุิน้สวนเตตระฮีดรอนลักษณะตางๆ 
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(1 ) ชิ้นสวนกอนการปรับพิกัดจุดตอ 

(2 ) ชิ้นสวนหลังการปรับพิกัดจุดตอ (ไมเกิดชิ้นสวนพลิกกลับ) 

(3 ) ชิ้นสวนหลังการปรับพิกัดจุดตอ (เกิดชิ้นสวนพลิกกลับ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
รูปที่ 2.8 ทิศทางของเวคเตอรทีใ่ชในการปองกันการเกิดชิ้นสวนพลิกกลับ 
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 (2) กรณี 4 ชิ้นสวน 

 
 
 
รูปที่ 2.9 การสลับหนาชิน้สวน (Face Swapping) 
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Characteristic length = 0.5 for  this vertex 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Characteristic length = 1.0 for all vertex  
 

Characteristic length = 1.0 for all others   
 
 

รูปที่ 2.10 ตัวอยางแสดงผลของการกําหนดคาขนาดชิน้สวน ( characteristic length)
สําหรับโปรแกรม GMSH 



     บทที่ 3 
 
   รายละเอียดของโปรแกรมที่พัฒนา 
 
 ในสวนนี้แสดงรายละเอียดของโปรแกรมที่พฒันาขึ้น ซึ่งเปนขั้นตอนการทํางานรวมกันของระบบ
ปรับความละเอียดของโครงขายและการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต โดยจะกลาวถึงขั้นตอนการทํางานหลัก
ของโปรแกรมและรายละเอียดของแตละขั้นตอน 
 
3.1 ข้ันตอนการทํางานของโปรแกรม 
 
 ขั้นตอนการทํางานของระบบปรับความละเอียดของโครงขายที่พัฒนาขึ้นเพื่อใชกับการวิเคราะห
ไฟไนตเอลิเมนตมีขั้นตอนการทํางานเริ่มตนเหมือนการวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตทั่วไป กลาวคือ 
สรางโครงขายเริ่มตน จากนั้นใสแรงกระทํา (applied load)เขาไปที่โครงสรางของปญหา ทําการวิเคราะห
ตามขั้นตอนของวิธีไฟไนตเอลิเมนต หลังจากไดผลการวิเคราะหก็จะเขาสูการทํางานดวยระบบปรับความ
ละเอียดของโครงขาย  ในสวนนี้ทําหนาที่ประมาณความคลาดเคลื่อนโดยอาศัยผลการวิเคราะหที่ไดจากวธิี
ไฟไนตเอลิเมนต และเพิ่มความละเอียดของโครงขายในบริเวณที่มีความคลาดเคลื่อนสูง จากนั้นโครงขาย
ใหมที่ไดจะถูกนําไปวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตอีกครั้งโดยใชแรงกระทําชุดเดิมในการวิเคราะห โดย
ในกรณีนี้การวิเคราะหไมใชการถายโอนคาตัวแปรสถานะ (state variable mapping)ทําใหชวยลดความ
ซับซอนในการวิเคราะหลงไดมาก ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมเรียงตามลําดับไดดังนี้ 
 
 (1) การอานขอมูลการวิเคราะห (Read Input Data) 

(2) การปรับพิกดัจุดตอและการสลับหนาชิ้นสวน (Mesh Smoothing and Face Swapping) 
(3) การบันทึกขอมูลที่ใชในการวิเคราะห (Write Analysis Data) 
(4) การวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Analysis) 
(5) การประมาณความคลาดเคลื่อน (Error Estimation)  
(6) การเลือกชิน้สวนที่ทําการเพิ่มความละเอยีด (Selection of Refinement Elements) 
(7) การเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวน (Element Refinement)ดวยวิธีแบงสองสวน (Bisection) 
 

หลังจากนั้นขั้นตอนการทํางานจะวนซ้ําตั้งแตขั้นตอนที่ (2) ถึงขั้นตอนที่ (7) จนกระทั่งครบจํานวนรอบ
ตามที่ผูวิเคราะหไดกําหนดไว รูปที่ 3.1 แสดงโครงสรางการทํางานรวมกันของระบบปรับความละเอียดของ
โครงขายที่พัฒนาขึ้นและการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต โดยรายละเอียดการทํางานในแตละขั้นตอนของ
โปรแกรมมีดังนี ้
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 3.2 การอานขอมูลการวิเคราะห (Read Input Data) 
 
 ในสวนนี้ทําหนาที่อานขอมูลที่ใชในการวิเคราะหปญหาและนํามาเก็บไวในระบบ โดยแบงเปน 2 
สวนคือ 
 

1. อานขอมูลพื้นฐานของปญหาที่ทําการวิเคราะห ไดแก ชนิดของปญหา, ลักษณะการวิเคราะห
ซึ่งแบงเปน การเริ่มวิเคราะหใหมหรือวิเคราะหตอเนื่อง, ขนาดของปญหาและเงื่อนไขขอบเขต, 
ขนาดแรงกระทํา, จํานวนรอบในการเพิ่มความความละเอียดสูงสุด และคุณสมบัติของวัสดุท่ีใช   
ซึ่งขอมูลทั้งหมดนี้จะถูกอานจากแฟมขอมูล INPUT.DAT  
 
2. ในกรณีเปนการเริ่มวิเคราะหใหมจะอานขอมูลโครงขายซึง่ไดจากโปรแกรมสําเร็จรูป GMSH ซึ่ง
ขอมูลนี้จะถูกอานจากแฟมขอมูล SNAC.MSH สําหรับการวิเคราะหตอเนื่องจะทําการอานขอมูล
โครงขายจากแฟมขอมูล RESUME.DAT 

 
3.3 การปรับพิกัดจุดตอและการสลับหนาชิ้นสวน (Mesh Smoothing and Face Swapping) 
 
 ในสวนนี้ทําหนาที่ปรับปรุงรูปรางของชิ้นสวนในโครงขายใหมีรูปรางดีขึ้น โดยเปนการทํางาน
รวมกันของการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุม (Constrained Laplacian Smoothing) 
และการสลับหนาของชิ้นสวน (Face Swapping) โดยขั้นตอนเริ่มจากการปรับพิกัดจุดตอ จากนั้นจะเริ่มทาํ
การสลับหนาชิ้นสวน และเมื่อมีการสลับหนาชิ้นสวนเกิดขึ้นการทํางานก็จะวนกลับไปที่การปรับพิกัดจดุตอ 
ขั้นตอนจะวนซ้าํไปมาจนกระทั่งไมมีชิ้นสวนที่สามารถสลับหนาไดอีก รูปท่ี 3.2 แสดงโครงสรางการทํางาน
รวมกันของการปรับพิกัดจุดตอและการสลับหนา  
 

การปรับพิกัดจดุตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุมมีขั้นตอนดังตอไปน้ี 
 

1. คํานวณพิกดัใหมของแตละจุดตอตามหลกัการของวิธีลาปลาซ โดยคํานวณไดจากสมการ  
 

x = (∑ x
=

N

1i
i )/N    (3.1) 

y = (∑ y
=

N

1i
i )/N    (3.2)  

z = (∑ z
=

N

1i
i )/N    (3.3) 
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โดยที่  = พิกัดใหมของจดุตอ z,y,x
   = จุดตอที่ i ท่ีเชื่อมตออยูกบัจุดตอที่ปรับพิกัด   i
  xi , yi , zi  = พิกัดของจุดตอที่ i ท่ีเชื่อมตออยูกับจุดตอที่ปรับพิกัด 
  N = จํานวนจุดตอทัง้หมดที่เชื่อมตออยูกบัจุดตอทีป่รับพิกัด 
 
2. ถาพิกัดใหมท่ีคํานวณไดจากขอ 1 ทําใหเกิดชิ้นสวนพลิกกลับ (inverted element)พิกัดใหมจะ
ถูกปฏิเสธ โดยชิ้นสวน ABCD จะกลายเปนชิ้นสวนพลิกกลับเมื่อมีทิศทางของเวคเตอร AB,AC 
และ AD เปนไปตามเงื่อนไข 

    
  I1 > 0 และ I2 < 0 หรือ 
  I1 < 0 และ I2 > 0 
  
  โดยที่ I1 = คาแสดงทิศทางของเวคเตอรกอนการใชพิกัดใหม 

= [ AD)ACAB( ⋅× )]1    
   I2 = คาแสดงทิศทางของเวคเตอรหลังการใชพิกดัใหม 

= [ AD)ACAB( ⋅× )]2    
 

3. ตรวจสอบวาพิกัดใหมท่ีคํานวณไดจากขอ 1 ทําใหชิ้นสวนรอบจุดตอทีป่รับพิกัดมีรูปรางดีขึ้น
หรือไม พิกัดใหมจะถูกยอมรบัเมื่อคารัศมีทรงกลมตอขอบที่ส้ันที่สุด(CSR)เปนไปตามเงื่อนไข คือ 

 
Max2      < Max1      และ 

            <    ∑ 2CSR ∑ 1CSR  
 

โดยที่ Max1 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนที่อยูรอบจดุตอที่ทําการปรับพิกัด 
   กอนการใชพิกดัใหม  

 Max2 = คาสูงสุดของคา CSR ของชิ้นสวนที่อยูรอบจดุตอที่ทําการปรับพิกัด 
   หลังการใชพิกดัใหม  

∑ 1CSR  = ผลรวมของคา CSR ของทุกชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอที่ทําการปรับพิกัด 
กอนการใชพิกดัใหม  

∑ 2CSR  = ผลรวมของคา CSR ของทุกชิ้นสวนที่อยูรอบจุดตอท่ีทําการปรับพิกัด 
หลังการใชพิกดัใหม  
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ซึ่งขั้นตอนการคํานวณนี้จะวนซ้ําขอ 1 ถึง 3 จนครบทุกจุดตอในโครงขาย เมื่อทําจนครบทกุจุดตอ
แลวจะถือวาการปรับพิกัดจุดตอครบหนึ่งรอบ จากนั้นระบบกจ็ะทําการปรับพิกัดจุดตอในรอบ
ถัดไป (next loop) โดยเริ่มจากจุดตอจุดแรกของโครงขายอกีครั้ง 
  
ทางปฏิบัติจําเปนตองมีการปองกันไมใหจาํนวนรอบในการปรับพิกัดจุดตอมากเกินความจําเปน

ซึ่งจะทําใหส้ินเปลืองเวลาในการคํานวณ ในงานวิจัยนี้ใชขอกําหนด 2 ขอในการควบคมุจํานวนรอบของ
การปรับพิกัดจดุตอ ซึ่งถาสอดคลองกับเงื่อนไขขอใดแลวการปรับพิกัดจะสิ้นสุดลง เงื่อนไขทั้ง 2 ขอมี
รายละเอียดดังนี้คือ 
  

1. การเปลี่ยนพิกัดสูงสุดของจุดตอ (maximum move distance) การเปลี่ยนพิกัดจุดตอคือ
ระยะทางจากตาํแหนงเดิมของจุดตอไปยังตําแหนงใหมซึ่งเปนพิกัดที่ผานเงื่อนไขควบคุม ถาคา
การเปลี่ยนพิกัดของจุดตอที่สูงที่สุดในรอบปจจุบันมีคาต่ํากวาเกณฑที่กําหนดไว ใหหยุดการปรับ
พิกัดจุดตอ โดยในงานวิจัยนีก้ําหนดใหคาการเปลี่ยนพิกัดต่ําสุดเทากับ 10-5 ของดานที่ส้ันที่สุด
ของปญหาที่ทําการวิเคราะห  (minimum dimension of problem) ซึ่งดานที่ส้ันที่สุดของปญหา
พิจารณาจากขนาดของปญหาตามแนวแกน  x,y  และ z ตามลําดับ 
 
2. จาํนวนรอบสูงสุด (maximum loop) เมื่อจํานวนรอบมีคาเทากับจํานวนรอบสูงสุดแลวใหหยุด
การปรับพิกัดจดุตอ โดยในงานวิจัยนี้กําหนดใหจํานวนรอบสูงสุดเทากับ 100 รอบ 

 
 รายละเอียดของโครงสรางการทํางานของการปรับพิกัดจุดตอแบบลาปลาซดวยเงื่อนไขควบคุมมี
รายละเอียดแสดงในรูปที่ 3.3 
 
3.4 การบันทกึขอมูลที่ใชในการวิเคราะห (Write Analysis Data) 
 
 ในสวนนี้ทําหนาที่ บันทึกขอมูลท่ีใชในการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตที่เก็บอยูในระบบลงบน
แฟมขอมูล SNACDAT.DAT ซึ่งขอมูลที่ถูกบนัทึกลงในแฟมดังกลาวจะอยูในรูปแบบที่โปรแกรมไฟไนตเอลิ
เมนต SNAC สามารถนําไปใชงานได โดยกอนที่จะทําการบันทึกคาลงในแฟมขอมูลจะตองมีการทํางาน
ยอย 3 ขั้นตอน  
 

3.4.1 การตรวจสอบหาจุดตอที่จํากัดการเคลื่อนตัว (restrained node) ตรวจสอบวาจุดตอใดบาง
ที่อยูบนระนาบที่จํากัดการเคลื่อนตัวที่และจํากัดการเคลื่อนตัวในทิศทางใดบาง ซึ่งระนาบที่จํากัด
การเคลื่อนตัวไดจากการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต (boundary condition) 
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3.4.2 การตรวจสอบคุณสมบตัิวัสดุของแตละชิ้นสวน (material type) ตรวจสอบหาวาชิน้สวนใด
เปนดินและชิ้นสวนใดเปนเสาเข็มเพื่อใชในการระบุคุณสมบตัิของแตละชิ้นสวนใหถูกตอง  
 
3.4.3 การตรวจสอบหาชิ้นสวนที่มีแรงกระทํา (loaded element) ตรวจสอบหาวาชิ้นสวนใดใน
โครงขายที่มีแรงกระทํา 

 
3.5 การวิเคราะหไฟไนตเอลเิมนต (Finite Element Analysis) 
 
 ในสวนนี้ดําเนินการโดยโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC ซึ่งไดรับการปรบัปรุงใหสามารถทําการ
วิเคราะหโดยใชชิ้นสวนเตตระฮีดรอนสําหรับปญหาในสภาพ 3 มิติ โดยโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC 
จะอานขอมูลทีต่องใชในการวิเคราะหจากแฟมขอมูล SNACDAT.DAT โดยกําหนดคุณสมบัติและ
พฤติกรรมของวัสดุที่ใชในการวิเคราะหดังนี้ 
 

1. มีคุณสมบตัิเปนอิลาสติกเชิงเสน (linear elastic) และมีคุณสมบตเิหมือนกันในทุกทิศทาง 
(isotropic) 
2. การเคลื่อนตัวของเปนไปตามทฤษฎีการเคลื่อนตัวแบบความเครียดนอย (small strain theory) 
 
นอกจากนั้นในงานวิจัยนี้ยังไดทําการปรับปรุงระบบการแกสมการ โดยตัวแกสมการที่ใชนี้มีอยูใน 

IMSL library ซึ่งเปนสวนประกอบของโปรแกรมภาษาคอมพวิเตอรฟอรแทรน การแกสมการจะทํา 
Cholesky factorization ของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ซึ่งการจะใชวธิีนี้ไดเมตริกซสัมประสิทธิต์องเปนเมตริกซ
สมมาตร (symmetric matrix) และมีคุณสมบัติเปนบวก (positive definite) ซึ่งขอมูลของสัมประสิทธิ์ที่ตัว
แกสมการวิธีนีต้องการจะมีเฉพาะคาที่ไมเปนศูนยของสามเหลี่ยมลางของเมตริกซ โดยการแกสมการตอง
ใชโปรแกรมยอย 3 โปรแกรมประกอบกันไดแก 

 
1. โปรแกรมยอย DLSCXD : ใชสําหรับเตรียมขอมูลในการทาํ Cholesky factorization 
2. โปรแกรมยอย DLNFXD :  ทํา Cholesky factorization 
3. โปรแกรมยอย DLFSXD : ใชแกระบบสมการโดยใชผลจากสองโปรแกรมขางตน 
 

3.6 การประมาณความคลาดเคลื่อน (Error Estimation) 
 
 ในสวนนี้ทําหนาที่คํานวณความคลาดเคลื่อนของแตละชิ้นสวนเพื่อใชในการเลือกชิ้นสวนที่จะทํา
การเพิ่มความละเอียด และคํานวณความคลาดเคลื่อนรวมทั้งระบบ (global error) ซึ่งมขีั้นตอนดังนี้คือ 
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1. ประมาณคาหนวยแรงที่จุดตอของชิ้นสวนดวยวิธี SPR ซึ่งหนวยแรงที่ไดมีความแมนยําสูงกวา
หนวยแรงจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต (σh ) โดยการกําหนดใหจุดตอนั้นเปนจุดรวมแพทช  คาหนวย
แรงที่ตําแหนงใดๆ ในแพทช (σ *p ) หาไดจาก  
 

σ *p  =      <P> {a}    (3.4) 
    <P> =  <  1   x   y   z  >    (3.5)    
           {a}    = <  a0  a1  a2  a3  >T   (3.6)   

 
2. คํานวณคาสัมประสิทธิ์พหุนามของแพทช {a} ไดจาก 
 

{a} = [A]-1{b}    (3.7) 

    [A] =         ∑ [P(x
=

n

1i
i,yI,zi)]T [P(xi,yI,zi)] (3.8) 

{b} =         ∑ σ
=

n

1i
h(xi,yI,zi) [P(xi,yI,zi)]T    (3.9) 

   โดยที่ n = จํานวนจุดเกาสท้ังหมดในแทพช 
 

3. คาหนวยแรงที่จุดตอซึ่งเปนจุดรวมแพทชคํานวณไดจากการแทนคาพิกัดระบบ (global 
coordinates)  ของจุดตอนั้นลงในสมการที่ (3.4) 
 
4. ทําซ้ําขั้นตอนที่ 1 ถึง 3 จนครบทุกจุดตอในโครงขาย 
 
5. ขอบเขตของบริเวณแพทชท่ีใชขึ้นอยูกบัตําแหนงของจุดตอที่ใชเปนจุดรวมแพทชในโครงขาย 
สําหรับกรณีท่ีจุดตออยูภายในขอบเขตของปญหา บริเวณแพทชคือทุกชิ้นสวนที่ลอมรอบจุดตอนั้น  
ในกรณีท่ีจุดตออยูท่ีบริเวณขอบเขตของปญหาจะตองทําการขยายบริเวณแพทชออกไป โดยเลือก
จุดตอทั้งหมดที่ลอมรอบจุดรวมแพทชและใชชิ้นสวนทั้งหมดที่อยูลอมรอบจดุตอเหลานั้นเปน
บริเวณแพทช รายละเอียดแสดงในรูปที่  3.4 
 
6. ในกรณีปญหาเสาเข็ม จุดตอที่อยูบริเวณรอยตอระหวางดินและเสาเข็มจะจะตองทําการขยาย
บริเวณแพทชออกไปตามวิธใีนขอ 5  โดยมีบริเวณแพทช 2 บริเวณ โดยที่ชิ้นสวนที่อยูในแตละ
แพทชจะตองเปนวัสดุชนิดเดียวกันหมดคือ บริเวณที่ประกอบดวยชิ้นสวนที่เปนดินเทานั้น และ
บริเวณที่ประกอบดวยชิ้นสวนที่เปนเสาเข็มเทานั้น รายละเอียดแสดงในรูปที่ 3.5  สําหรับจุดตอที่



 
43

อยูท่ีขอบเขตของปญหาและอยูใกลกับรอยตอของวัสดุใหทําการขยายแพทชตามวิธีท่ีกลาวไปแลว
โดยชิ้นสวนที่อยูในแพทชจะตองเปนวัสดุชนิดเดียวกันหมดตัวอยางคือจุด B ในรูปที่ 3.5 
 
7. คาประมาณของหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆ ของชิ้นสวน( *σ )คํานวณไดจาก 
 

*σ  = N1σ * 1p  + N2σ* 2p  + N3σ* 3p  + N4σ  (3.7) * 4p

 
โดยที่  = คาหนวยแรงที่ตําแหนงใดๆของชิ้นสวน *σ

σ * 1p ,  ,σ ,  = คาประมาณของหนวยแรงที่จุดตอที่ 1ถึง 4 ของชิ้นสวน σ* 2p * 3p σ* 4p

    ซึ่งหาคาไดจากการเลือกแตละจุดตอใหเปนจดุรวมแพทช 
N1, N2, N3, N4 = คาฟงกชันรูปรางของชิ้นสวนเตตระฮีดรอน 

 
8. คํานวณกําลังสองของขนาดพลังงานของหนวยแรง และกําลังสองของขนาดพลังงานความ
คลาดเคลื่อนของหนวยแรงของแตละชิ้นสวนไดจาก 

 

U* 2
 =   (3.8) wJdetD ii

nip

1i

1
i i

T
i }{][}{ **∑

=

− σσ

   e* 2
 =   (3.9) wJdetD ii

nip

1i

1
i i

T
i }e{][}e{ **∑

=

−
σσ

 
  โดยที่ nip = จํานวนจุดเกาสของชิ้นสวน 
 
 9. คํานวณคาความคลาดเคลื่อนของระบบ (global error) จาก 

 

   U
e

*

*

g

g
g =η      (3.10) 

   )(nel

1i
*

i
2 2

1
*

g ee ∑
=

=     (3.11) 

   )(nel

1i
*

i
2 2

1
*

g UU ∑
=

=     (3.12) 

  
  โดยที่  = ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของระบบ ηg

   e*
g  = ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของหนวยแรงทั้งระบบ 
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   U*
g  = ขนาดพลังงานของหนวยแรงทั้งระบบ 

   e*
i  = ขนาดพลังงานความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 

ของชิ้นสวนที่ i 
   U*

i  = ขนาดพลังงานของหนวยแรงของชิ้นสวนที่ i 
nel = จํานวนชิ้นสวนทั้งหมดในโครงขาย 

 
3.7 การเลือกชิ้นสวนที่ทาํการเพิ่มความละเอียด (Selection of Refinement Elements) 
 

1. กําหนดใหความคลาดเคลื่อนของแตละชิน้สวน ( E ) มีคาเทากับกําลังสองของขนาดพลังงาน
ความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง 
 

   E = e* 2
    (3.13) 

 
2.เปรียบเทียบความคลาดเคลื่อนของทุกชิ้นสวนในโครงขายเพื่อหาความคลาดเคลื่อนต่ําสุด   
(Emin )  และความคลาดเคลื่อนสูงสุด  ( Emax ) 

 
3. คํานวณคาความคลาดเคลื่อนวิกฤต ( Ecrit ) จาก 
 

Ecrit = Emax  -   β ( Emax  -  Emin  )              (3.14) 
 

โดยที่  = cutoff factor , β β  =  0.75  
 
4. ชิ้นสวนที่มีความคลาดเคลื่อนมากกวาความคลาดเคลื่อนวิกฤต ( E > Ecrit ) จะถูกเลือกใหเปน
ชิ้นสวนที่ตองเพิ่มความละเอยีด 

 
แตเนื่องจากการใชคา β  คงที่อาจทําใหจํานวนชิน้สวนที่มีความคลาดเคลื่อนเกินความ

คลาดเคลื่อนวิกฤต( E > Ecrit ) มีจาํนวนไมมาก ทําใหโครงขายในรอบถัดไปมีจาํนวนจุดตอและชิ้นสวนตาง
จากรอบกอนนอยมาก ซึ่งทําใหส้ินเปลืองเวลาในการวิเคราะหโดยไมจําเปน ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึง
กําหนดใหคา  β สามารถเปลี่ยนแปลงได หลักการคือ ถาหากจํานวนชิ้นสวนที่มี E > Ecrit มีจาํนวนนอย
กวา 5% ของจํานวนชิ้นสวนทั้งหมด ใหเพิ่มคา β  ทีละ 0.001 จนกวาจํานวนชิ้นสวนที่มี E > Ecrit จะมี
จํานวนมากกวา 5%  ของจํานวนชิ้นสวนทั้งหมด   
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3.8 การเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวน (Refinement Step) 
 
 ในสวนนี้ทําหนาที่เพิ่มความละเอียดของชิ้นสวนที่ถูกเลือกดวยวิธีแบงสองสวน (bisection) โดยมี
ขั้นตอนดังตอไปน้ี 
 

(1) สําหรับทุกชิ้นสวนในระบบที่ถูกเลือกใหเปนชิ้นสวนที่ตองทําการเพิ่มความละเอียด 
- ทําการเพิ่มจดุตอท่ีกึ่งกลางของขอบที่ยาวที่สุดของชิ้นสวน 
 

(2) สําหรับทุกชิ้นสวนในโครงขาย 
ตรวจสอบจาํนวนขอบเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวนหากชิ้นสวนนั้นมีขอบเพิ่มความ

ละเอียดอยางนอยหนึ่งขอบใหทําตามขั้นตอนตอไปน้ี 
- ตรวจสอบวาขอบเพิ่มความละเอียดที่มีอยูนั้นมีขอบท่ียาวที่สุดของชิ้นสวนรวมอยู
หรือไม ถาไมมใีหเติมจุดตอบนขอบที่ยาวที่สุด 
- จากนั้นตรวจสอบแตละหนาของชิ้นสวน หากหนานั้นมีขอบเพิ่มความละเอียดแตไมมี
ขอบที่ยาวที่สุดของหนานั้นรวมอยูดวย ใหทาํการเพิ่มจุดตอท่ีขอบที่ยาวที่สุดของหนานั้น
ดวย หลังจากตรวจสอบจนครบทุกหนาแลวจงึทําการตรวจสอบชิ้นสวนตอไปในโครงขาย 
 

(3)หากมีการเพิ่มจุดตอตามวธิีการในขอ(2) ใหกลับไปดําเนินการตามวิธีในขอ(2) จนกระทั่งไมมี
การเพิ่มของจุดตอแลว 
 
(4) สําหรับทุกชิ้นสวนในโครงขาย 

- หากชิ้นสวนมีขอบเพิม่ความละเอียดอยางนอยหนึ่งขอบแลว ใหทําการแบงชิ้นสวนตาม
หลักการของการแบงสองสวน ( bisection )โดยลากเสนตรงเชื่อมระหวางจุดตอท่ีอยูบน
ขอบเพิ่มความละเอียดกับอีกสองจุดตอท่ีไมไดอยูบนขอบเพิ่มความละเอยีดนั้น ในกรณีที่มี
ขอบเพิ่มความละเอียดมากกวาหนึ่งขอบใหทําจากขอบเพิม่ความละเอียดที่ยาวที่สุดกอน 
 

(5) ทาํการปรบัระบบเก็บขอมูลของชิ้นสวนในโครงขาย โดยลบขอมูลของชิ้นสวนที่ถูกแบงดวยวิธี
แบงสองสวนออกไปจากระบบและเพิ่มขอมลูของชิ้นสวนที่เกิดจากการแบงเขาไปในระบบ และ
จํานวนชิ้นสวนที่เพิ่มขึ้นในโครงขายจะเทากับจํานวนชิ้นสวนที่ไดทําการเพิ่มความละเอียดตาม
ขั้นตอนที่ (4) สําหรับรอบน้ัน ๆ 
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(6) หากมชีิ้นสวนใดชิ้นสวนหนึ่งในขอ (4) ที่มีจํานวนขอบเพิ่มความละเอยีดมากกวาหนึง่ขอบแลว 
ใหกลับไปดําเนินการตามวิธีในขอ(4) และขอ(5) จนกระทั่งไมมีชิ้นสวนใดที่มีขอบเพิม่ความ
ละเอียดมากกวาหนึ่งขอบแลว 

  
 โครงสรางการทํางานในขั้นตอนที่ 1 ถึงขั้นตอนที่ 6 แสดงในรูปที่ 3.6 ถึง 3.8 หลังจากขั้นตอนการ
เพิ่มความละเอยีดของโครงขาย ขอมูลโครงขายใหมที่ไดจะถูกนําไปผานขั้นตอนการปรับพิกัดจุดตอและ
การสลับหนาชิ้นสวนเพื่อปรับปรุงคุณภาพของโครงขายกอนที่จะถูกนําไปวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต
ในรอบถัดไป  
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Read Input Data 
Step = 0

Write Analysis Data

Finite Element Analysis (SNAC)

Error Estimation

Selection of refinement elements

Refinement Step

Smoothing and Face Swapping

New Mesh Data 

End Program

Step > MaxStep ?
no

yes

Step = Step + 1

Main Program

 
 
รูปที่ 3.1 โครงสรางการทํางานรวมของโปรแกรม 
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Smoothing and Face Swapping  
 
 

no 

Constrained Laplacian Smoothing 

ตรวจสอบหาหนาของชิ้นสวนที่ทําการสลับได 

พบชิ้นสวนที่สลับหนาได ? 

Face swapping 

จบขั้นตอน 

yes 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.2 โครงสรางการทํางานของการปรับพิกัดจดุตอและการสลับหนาของชิ้นสวน 
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 Constrained Laplacin Smoothing  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

no 

yes 

yes 

Loop = 1 

i = 1 

คํานวณพิกัดใหมของจุดตอที ่i 

เป ม ล่ียนพิกัดของจุดตอที่ i ใหเทากับพิกัดให

i = i +1 

 i > total node ? 

Loop =  Loop + 1 

 Loop > 100 ? 

พิกัดใหมผานเงื่อนไขควบคุม ? 
yes 

no 

MAXMDIS > MTOL ? 

no 

yes 

no 

จบขั้นตอน  
 

Loop = จํานวนรอบของการปรับพิกัด 

MAXMDIS = การเปลี่ยนพิกัดสูงสุด 
MTOL = คาการเปลี่ยนพิกัดต่ําสุด

total node= จํานวนจุดตอทั้งหมด 
 
 
 

 
 

รูปที่ 3.3 โครงสรางการทาํงานของการปรับพิกัดจดุตอแบบลาปลาซดวยเง่ือนไขควบคุม 
(Constrained Laplacian Smoothing) 
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A 
B 

C 

A 

C 

B 
D 

D 

รูปที่ 3.4 ตัวอยางการเลือกบริเวณแพทชสําหรับจุดตอทีบ่รเิวณขอบเขตและภายใน      
ขอบเขตของปญหา 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C 

Pile Side 

C 

Soil Side 

B Soil Side 

A Pile Side A Soil Side 

material interface 

Soil Pile A 

C 

B 

 
รูปที่ 3.5 ตัวอยางการเลือกบริเวณแพทชสําหรับจดุตอที่บริเวณรอยตอของวัสด ุ
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Refinement Step  
 

ชิ้นสวนที่ i ตองเพิ่มความละเอยีด ? 

i = 1 

yes 

yes 

no 

no 

เติมจุดตอที่ขอบท่ียาวที่สุด 

i =  i + 1 

  i  >  TOTELEM ? 

 Step 2 

 
 
 
 
 
 
 
 

Step 1  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

TOTELEM = Total elements in mesh  
 
 
 
รูปที่ 3.6 โครงสรางการทํางานของการเพิ่มความละเอียดชิ้นสวน ( ข้ันตอนที่1 ) 
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i  = 1 ,  CHANGE = FALSE 

ช้ินสวนที่  i  มีขอบเพิ่มความละเอียด ? 

ขอบที่ยาวที่สุดเปนขอบเพิ่มความละเอียด ? 

เติมจุดตอที่ขอบที่ยาวที่สุด ,  CHANGE = TRUE 

j  =  1 

     หนาท่ี  j  มีขอบเพิ่มความ
ละเอียดซึ่งไมใชขอบท่ียาวที่สุดของ

หนา ? 

เติมจุดตอที่ขอบที่ยาวที่สุดของหนาที่  j ,  CHANGE = TRUE 

j  =  j  +  1 

j  >  4   ? 

i  =  i  +  1 
yes 

yes 

no 

no 

no 

no 

yes 

yes 

i  >  TOTELEM ? 

CHANGE = FALSE  ? 

  Step 4 

yes 

yes 

no 

no 

Step 3 

Step 2 

 
 

รูปที่ 3.7 โครงสรางการทํางานของการเพิ่มความละเอียดชิ้นสวน ( ข้ันตอนที่ 2และ 3 )  
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i  = 1 ,  j  = 0 , CHANGE = FALSE 

ช้ินสวนที่  i  มีขอบเพิ่มความละเอียด ? 

มีขอบเพิ่มความละเอียดมากกวา 1 ขอบ ? 

CHANGE = TRUE 

Bisection โดยการใชขอบเพิ่มความละเอียดที่ยาวที่สุด ,  j  = j + 1 

ปรับขอมูลของช้ินสวนในโครงขาย  

TOTELEM  =  TOTELEM + j 

i  =  i  +  1 

yes 

no 

no 

no 

yes 

yes 

i  >  TOTELEM ? 

CHANGE = FALSE  ? 
yes 

no 

Step 5 

จบขั้นตอน  

Step 6 

Step 4 

 
 
 
รูปที่ 3.8 โครงสรางการทํางานของการเพิ่มความละเอียดของชิ้นสวน ( ข้ันตอนที่ 4, 5 และ 6) 

 
 
 
 
 
 
 



บทที่ 4 
 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
ในการวิเคราะหปญหาพื้นฐาน 

 
 
 ในบทนี้แสดงรายละเอียดของการทดสอบโปรแกรมที่พัฒนาขึ้น โดยใชในการวิเคราะหปญหา
พื้นฐานทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคในสภาพ 3 มิติ และเปรียบเทียบผลการวิเคราะหกับผลเฉลยแทจริง
(exact solution) โดยในงานวิจัยนี้เปรียบเทียบกับผลเฉลยอิลาสติก (Elastic Solution) ซึ่งนําเสนอโดย 
Poulos และ Davis (1974) ซึ่งปญหาพื้นฐานทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคที่ทําการวิเคราะห ไดแก ปญหา
ฐานรากแผแบบตอเนื่อง (strip footing) และปญหาฐานรากแผวงกลม (circular footing) โดยมีสมมติฐาน
ใหคุณสมบัติของดินเปนแบบอิลาสติกเชิงเสน (linear elastic) ซึ่งรายละเอียดและผลการวิเคราะหปญหามี
รายละเอียดดังนี้คือ 
 
4.1 ปญหาฐานรากแผแบบตอเนือ่ง (Strip footing) 
 
 4.1.1 รายละเอียดของปญหา 
 
 ฐานรากชนิดนี้มีความยาวของดานยาวมากกวาความยาวของดานสั้นมากๆ ทําใหความเครียดใน
ทิศทางตามแนวยาวของฐานรากมีคาเปนศูนย  (plane strain) โดยมีสมมติฐานเพิ่มเติมดังนี้ 
 

1. ฐานรากเปนแบบออนตัว (flexible footing) ซึ่งจะทําใหแรงที่กระทําตอฐานรากเปนแบบ  
สม่ําเสมอ (uniform load) 
2. มฐีานรากแข็ง (rigid base) อยูที่ระดับลึกมากจากผิวดิน 
3.เนื่องจากโครงสรางมีความสมมาตร จึงพิจารณาลดการวิเคราะหลงเหลือคร่ึงหนึ่งของโครงสราง
เพื่อลดปริมาณของจุดตอที่ใชในการวิเคราะห สงผลใหการวิเคราะหใชเวลาลดลง 
 
ลักษณะของปญหาและขนาดโครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาแสดงในรูปท่ี 4.1 และ 4.2 

กําหนดความกวางฐานรากเทากับ 2.0 เมตร โดยมีเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions)ดังนี้ 
 

1. ระนาบ  X = 0 และ X =   0.5 ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน X 
2. ระนาบ  Y = 0 และ Y = 15.0 ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน Y 
3. ระนาบ  Z = -25.0  ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน Z 
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โครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 4.3 โดยกําหนดใหบริเวณขอบของฐานรากมี
ความละเอียดของโครงขายสูงกวาบริเวณอืน่ 

 
4.1.2 ผลการวเิคราะห 
 
  1. โครงขาย 

 
   ทําการวิเคราะหโดยเพิ่มความละเอียดทั้งหมด 7 รอบ โครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียดแสดงในรูปที่ 4.4 ถึง 4.11  ซึ่งโครงขายบริเวณขอบของฐานราก ( y = b = 1.0 m) จะมีความ
ละเอียดเพิ่มขึ้นอยางมากเนื่องมาจากในบริเวณนั้นมีการเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงสูง ซึ่งแสดงวาระบบ
การปรับความละเอียดของโครงขายทํางานไดตามจุดประสงคที่ตองการคือ ตรงกับหลักการในการเลือกใช
ความละเอียดของโครงขาย ซึ่งตองเลือกใชความละเอียดสูงในบริเวณที่มีการเปลี่ยนของหนวยแรงสูง 
จํานวนจุดตอและจํานวนชิ้นสวนในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงในรูปท่ี 4.12 ความคลาดเคลื่อนของ
ระบบเปรียบเทยีบกับจํานวนจดุตอและชิ้นสวนแสดงในรูปที่ 4.13 ตามลําดับ จากการพิจารณากราฟ
ความสัมพันธระหวางจํานวนจุดตอและชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดรวมกับ กราฟ
ความสัมพันธระหวางความคลาดเคลื่อนระบบกบัจํานวนจดุตอพบวา เมื่อโครงขายมีความละเอียดสูงขึ้น
อัตราการเพิ่มของจํานวนจุดตอและจํานวนชิน้สวนในแตและรอบของการวเิคราะหจะเพิ่มขึ้น และในทาง
ตรงกันขามอัตราการลดลงของความคลาดเคลื่อนในแตละรอบของการวิเคราะหจะต่ําลง โดยความคลาด
เคลื่อนจะลดลงสูงที่สุดจากการเพิ่มความละเอียดรอบแรก   
 
   2. การเคลื่อนตัว 
 
   โครงขายหลังการเคลื่อนตัว (deformed mesh) แสดงในรูปที่ 4.14 โดยใชโครงขายในรอบ
สุดทายของการวิเคราะหมาแสดง  
 
   3. หนวยแรง 
 
   ทําการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหที่ไดจากโครงขายเริ่มตนและโครงขายรอบสุดทายกับผล
เฉลยอิลาสติก (elastic solution) โดยทําการเปรียบเทียบหนวยแรงแนวดิ่งที่หนาตัดตางๆ รวม  4 ระนาบ
ตามที่แสดงไวในรูปที่ 4.2  ซึ่งมีรายละเอียดดังตอไปน้ี 
 

1.ระนาบ 1-1  ระนาบนี้คอืระนาบตามแนวศนูยกลางของฐานราก (y=0) จากการเปรียบเทียบ
พบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงที่ระนาบนี้มีคาใกลเคียงกับผลเฉลยอยูแลว แตจากการ
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เพิ่มความละเอยีดทําใหผลการวิเคราะหในรอบสุดทายใหคาหนวยแรงที่ใกลเคียงผลเฉลยมาก
กวาเดิมเล็กนอยในระดับที่ใกลกับผิวดิน รายละเอียดแสดงในรูปที่ 4.15 

 
  2.ระนาบ 2-2  ระนาบนี้คือระนาบที่อยูกึ่งกลางระหวางแนวศูนยกลางและแนวขอบของฐานราก             
( y =b/2 = 0.5 m) จากการเปรียบเทียบพบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงที่ระนาบนี้มีคา
ตางกับผลเฉลยอยางมากโดยเฉพาะบริเวณที่อยูใกลผิวดิน แตจากการเพิม่ความละเอียดทําใหผล
การวิเคราะหในรอบสุดทายใหคาหนวยแรงที่ใกลเคียงผลเฉลยมาก รายละเอียดแสดงในรูปที่ 
4.16 

 
3.ระนาบ 3-3  ระนาบนี้คือระนาบตามแนวขอบของฐานราก (y = b = 1.0m) จากการ

เปรียบเทียบพบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงที่ระนาบนี้มีคาตางกับผลเฉลยคอนขางมาก 
แตจากการเพิ่มความละเอียดทําใหผลการวิเคราะหในรอบสุดทายใหคาหนวยแรงที่ใกลเคียงผล
เฉลยมากขึ้นแตก็ยังมีความคลาดเคลื่อนอยูบางในบริเวณใกลผิวดิน รายละเอียดแสดงในรูปที่ 
4.17 

 
4.ระนาบ 4-4  ระนาบนี้คือระนาบที่อยูลึกจากผิวดินเทากับคร่ึงหนึ่งของความกวางฐานราก  
(z = - b = -1.0m ) จากการเปรียบเทียบพบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงที่ระนาบนี้มีคา

ตางจากผลเฉลยไมมากนัก แตจากการเพิ่มความละเอียดทําใหผลการวิเคราะหในรอบสุดทายทํา
ใหคาหนวยแรงที่ไดใกลเคียงกับผลเฉลยมาก รายละเอียดแสดงในรูปที่ 4.18 

 
 
 

2b  = 2.0 m

Soil properties
E  =1000 t/m2

ν= 0.3
γ = 0 

q =  5 t/m2

z

y
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1 ปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง (strip footing) 
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x b = 1.0 m 
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รูปที่ 4.2 โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาฐานรากแผแบบตอเนือ่ง (strip footing) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง   (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.3 โครงขายเริ่มตนทีใ่ชในการวิเคราะหสําหรับปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง        
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.4 โครงขายเริ่มตนของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง (447 จุดตอ 1447 ชิ้นสวน 
ความคลาดเคลื่อนระบบ 15.5%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 
รูปที่ 4.5 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1  
(599 จุดตอ 1989 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 12.2%) 
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.6 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2  
 ( 983 จุดตอ 3366 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 9.3%) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.7 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3         
( 1371 จุดตอ 4882 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 7.8%) 
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.8 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4    
( 924 จุดตอ 7278 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 6.5%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่ 4.9 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5    
( 2807 จุดตอ 11058 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 5.5%) 
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่4.10 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่6  
( 3548 จุดตอ 14287 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 4.9%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ  
 

รูปที่4.11 โครงขายของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่องหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่7 
( 4799 จุดตอ 19824 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 4.3%) 
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รูปที่ 4.12 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดโครงขาย
ของปญหาฐานรากแผแบบตอเนือ่ง 
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รูปที่ 4.13 ความคลาดเคลือ่นของระบบ (Global error, %) เปรียบเทยีบกับจํานวนจุดตอ
และชิ้นสวนของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง 
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  (ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 

รูปที่ 4.14 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวของปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง(แสดง
โครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 7) 
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รูปที่ 4.15 หนวยแรงแนวดิ่งของหนาตดั 1-1 (หนาตดัจากรูป 4.2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.16  หนวยแรงแนวดิ่งของหนาตดั 2-2 (หนาตดัจากรูป 4.2) 
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รูปที่ 4.17  หนวยแรงแนวดิ่งของหนาตดั 3-3 (หนาตดัจากรูป 4.2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 4.18  หนวยแรงแนวดิ่งของหนาตดั 4-4 (หนาตดัจากรูป 4.2) 
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4.2 ปญหาฐานรากแผวงกลม (Circular footing) 
 
 4.2.1 รายละเอียดของปญหา 
 

มีสมมติฐานที่ใชในการวิเคราะหมีดังนี้ 
 

1. ฐานรากเปนแบบออนตัว (flexible footing) ซึ่งจะทําใหแรงที่กระทําตอฐานรากเปนแบบ  
สม่ําเสมอ (uniform load) 
2. มฐีานรากแข็ง (rigid base) อยูที่ระดับลึกมากจากผิวดิน 
3.เนื่องจากโครงสรางมีความสมมาตร จึงพิจารณาลดการวิเคราะหลงเหลือหนึ่งในสี่ของโครงสราง
เพื่อลดปริมาณของจุดตอที่ใชในการวิเคราะห สงผลใหการวิเคราะหใชเวลาลดลง 
 
ลักษณะของปญหาและขนาดโครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาแสดงในรูปท่ี 4.19 และ 4.20 

กําหนดใหรัศมีฐานรากเทากับ 1.0 เมตร โดยมีเงื่อนไขขอบเขต (boundary conditions)ดังนี้ 
 

1. ระนาบ  X = 0 และ X =   25.0 ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน X 
2. ระนาบ  Y = 0 และ Y =   25.0 ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน Y 
3. ระนาบ  Z = -50.0  ; จํากัดการเคลื่อนตัวในแนวแกน Z 

 
โครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 4.21 โดยกําหนดใหบริเวณขอบของฐานรากมี

ความละเอียดของโครงขายสูงกวาบริเวณอืน่ 
 
4.2.2 ผลการวเิคราะห 
 
  1. โครงขาย 

 
   ทําการวิเคราะหโดยเพิ่มความละเอียดทั้งหมด 7 รอบ โครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียดแสดงในรูปที่ 4.22 ถึง 4.29  โดยแสดงโครงขายในมุมมอง 3 มิติ และขยายในบริเวณที่ใกลกับฐาน
ราก ซึ่งโครงขายบริเวณขอบของฐานรากจะมีความละเอยีดเพิ่มขึ้นอยางมากเนื่องมาจากในบริเวณนั้นมี
การเปลี่ยนแปลงของหนวยแรงสูง ซึ่งแสดงวาระบบการปรับความละเอียดของโครงขายทํางานไดตาม
จุดประสงคที่ตองการคือ ตรงกับหลักการในการเลือกใชความละเอียดของโครงขายที่ตองเลือกใชความ
ละเอียดสูงในบริเวณที่มีการเปลี่ยนของหนวยแรงสูง  จํานวนจุดตอและจํานวนชิ้นสวนในแตละรอบของ
การวิเคราะหแสดงในรูปที่4.30 ความคลาดเคลื่อนของระบบเปรียบเทียบกับจาํนวนจุดตอและชิ้นสวน
แสดงในรูปที่4.31  กราฟในรูปที่ 4.30 และ 4.31 มีลักษณะเดียวกันกับกรณีของฐานรากแผแบบตอเนื่อง 
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   2. การเคลื่อนตัว 
 
   โครงขายหลังการเคลื่อนตัว (deformed mesh) แสดงในรูปที่ 4.32 โดยใชโครงขายในรอบ
สุดทายของการวิเคราะหมาแสดง  และคาการเคลื่อนตัวแนวดิ่งตามแนวศูนยกลางฐานรากที่ระดับความ
ลึกใด ๆ แสดงการเปรียบเทียบสําหรับโครงขายเริ่มตนและรอบสุดทายของการเพิ่มความละเอียดกับผล
เฉลยอิลาสติกแสดงในรูปที่4.33 จากผลการวิเคราะหคาการเคลื่อนตัวที่ไดมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยมากใน
บริเวณที่ไมลึกจากผิวดินมากนัก สวนในบริเวณที่ลึกกวานั้นจะมีความคลาดเคลื่อนบาง สําหรับคาการ
เคลื่อนตวัที่จุดศูนยกลางฐานรากที่ระดับผิวดินเปรียบเทียบในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดแสดง
ในรูปที่ 4.34 โดยเปรียบเทียบเปนอัตราสวนระหวางคาที่ได (ρFEM )กับคาจากผลเฉลย(ρ )  จากผล
เฉลยมีคาเทากับ 9.1 มิลลิเมตร สวนคาจากโครงขายเริ่มตนคือ 8.15 มิลลิเมตร คิดเปนความคลาดเคลื่อน  
10.4 % สวนคาหลังจากการเพิ่มความละเอยีดรอบที่ 7 คือ 8.84 มิลลิเมตร  คิดเปนความคลาดเคลื่อน  
2.9 % 

EXACT

 
   3. หนวยแรง 
 
   ทําการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหท่ีไดจากโครงขายเริ่มตนและโครงขายรอบสุดทายกับผล
เฉลยอิลาสติก (elastic solution) โดยทําการเปรียบเทียบหนวยแรงตามแนวแกนตางๆ รวม  4 แนว ซึง่มี
รายละเอียดดังตอไปน้ี 
 

1. หนวยแรงแนวดิ่วตามแนวศูนยกลางฐานราก  จากการเปรียบเทียบพบวาสําหรับโครงขาย
เร่ิมตนหนวยแรงแนวนี้มีคาใกลเคียงกับผลเฉลยอยูแลว แตจากการเพิ่มความละเอียดทําใหผล
การวิเคราะหในรอบสุดทายใหคาหนวยแรงที่ใกลเคียงผลเฉลยมากกวาเดิมเล็กนอยในระดับที่ใกล
กับผิวดิน ( ท่ีผิวดินคา vertical stress /q = 1.0 ) รายละเอยีดแสดงในรูปที่ 4.35 

 
  2. หนวยแรงแนวราบตามแนวรัศมีท่ีแนวศูนยกลางฐานราก หนวยแรงนี้เทากับ σrr  ท่ีแนว
ศูนยกลางฐานรากในระบบพกิัดทรงกระบอก  จากการเปรียบเทียบพบวาสําหรับโครงขายเริ่มตน
หนวยแรงแนวนี้มีคาใกลเคียงกับผลเฉลยอยูแลว จากการเพิ่มความละเอยีดหนวยแรงที่ไดก็มีการ
เปล่ียนแปลงของคานอยมาก รายละเอียดแสดงในรูปที่ 4.36 
 
3.หนวยแรงแนวราบตามแนวรศัมี (radial horizontal stress) หนวยแรงนี้เทากับ σrr ในระบบ
พิกัดทรงกระบอก    ทําการเปรียบเทียบหนวยแรงที่ระดับผิวดินที่ระยะใดๆจากแนวศูนยกลางฐาน
ราก พบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงแนวนี้มีลักษณะการกระจายของคาตางกับผลเฉลย
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คอนขางมาก แตจากการเพิ่มความละเอียดทําใหผลการวิเคราะหในรอบสุดทายใหคาหนวยแรงที่
ใกลเคียงผลเฉลยมาก รายละเอียดแสดงในรูปที่ 4.37 

 
4.หนวยแรงแนวราบตามแนวสัมผัส (tangential horizontal stress) หนวยแรงนี้เทากับ σθθ

ในระบบพิกัดทรงกระบอก      ทําการเปรียบเทียบหนวยแรงที่ระดับผิวดินที่ระยะใดๆจากแนว
ศูนยกลางฐานราก พบวาสําหรับโครงขายเริ่มตนหนวยแรงแนวนี้มีลักษณะการกระจายของคา
ตางกับผลเฉลยคอนขางมาก แตจากการเพิ่มความละเอยีดทําใหผลการวิเคราะหในรอบสุดทาย
ใหคาหนวยแรงที่ใกลเคียงผลเฉลยมาก รายละเอียดแสดงในรูปที่ 4.38 

 
 
 

x

Soil properties
E  =1000 t/m2
ν = 0.3
γ = 0 

z

q =  5 t/m2
a = 1.0 m 

 
 
 
 
 

 
รูปที่ 4.19 ปญหาฐานรากแผวงกลม 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 50.0 m 
a = 1.0 m

x

yz

25.0  m
25.0  m

 
รูปที่ 4.20 ขนาดของโครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาฐานรากแผวงกลม 
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(ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 2 มิติ(ดานบน) 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ค) มุมมองดานบน (ขยาย) 
  

 
รูปที่ 4.21 โครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะหปญหาฐานรากแผวงกลม 
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  (ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.22 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาฐานรากแผวงกลม ( 592 จุดตอ 2551 ชิน้สวน 
ความคลาดเคลื่อนระบบ 33.0 %) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
 

รูปที่ 4.23 โครงขายสําหรับปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1  
( 1066 จุดตอ 4772 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 23.2 %) 
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  (ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.24 โครงขายสําหรับปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2  
( 1370 จุดตอ 6216 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 19.4 %) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

(ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.25 โครงขายสําหรบัปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3  
( 1760 จุดตอ 8134 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 17.1 % ) 
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(ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.26 โครงขายสําหรับปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4  
( 2311 จุดตอ 10858 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 15.1 % ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.27 โครงขายสําหรบัปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5  
( 3008 จุดตอ 14287 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 13.4 %) 
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(ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 

  
รูปที่ 4.28 โครงขายสําหรับปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 6  
( 3923 จุดตอ 18776 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 12.0 %) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ก) มุมมอง 3 มิติ    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 
  

รูปที่ 4.29 โครงขายสําหรบัปญหาฐานรากแผวงกลมหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 7  
( 5123 จุดตอ 24812 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 10.7 %) 
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รูปที่ 4.30 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดโครงขาย
ของปญหาฐานรากแผแบบวงกลม 
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รูปที่ 4.31 ความคลาดเคลือ่นของระบบ (Global error, %) เปรียบเทยีบกับจํานวนจุดตอ
และชิ้นสวนของปญหาฐานรากแผแบบวงกลม 
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ (ขยาย) 

  
รูปที่ 4.32 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวของปญหาฐานรากแผแบบวงกลม(แสดง
โครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 7) 
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รูปที่ 4.33 การเคลื่อนตัวในแนวดิ่งตามแนวแกนกลางของฐานรากแผวงกลม 
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รูปที่ 4.34 การเคลื่อนตัวในแนวดิ่งที่ตาํแหนงศูนยกลางของฐานรากแผวงกลมที่ระดับผิว
ดินในแตละรอบของการเพิม่ความละเอียด 
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รูปที่ 4.35 หนวยแรงแนวดิ่งตามแนวแกนกลางของฐานรากแผวงกลม 
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รูปที่ 4.36 หนวยแรงแนวราบตามแนวแกนกลางของฐานรากแผวงกลม 
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 รูปที่ 4.37 หนวยแรงในแนวนอนตามแนวรัศมีที่ระดับผวิดินของฐานรากแผวงกลม 
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รูปที่ 4.38 หนวยแรงในแนวนอนตามแนวสัมผัสที่ระดับผิวดินของฐานรากแผวงกลม 



บทที่ 5 
 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
ในการวิเคราะหปญหาเสาเข็ม 

 
5.1 การวิเคราะหเสาเข็มเดีย่ว (Single Pile Analysis) 
 
 ปญหาเสาเข็มเดี่ยวที่วิเคราะหในงานวิจัยเปนเสาเข็มเดี่ยวแบบลอย(single floating pile) โดยรับ
แรงกระทําในแนวดิ่งโดยมีลักษณะของปญหาและโครงสรางที่ใชในการจาํลองปญหาแสดงในรูปที่ 5.1 
และ 5.2 ตามลําดับ โดยกาํหนดใหความยาวเสาเข็มมีคาเทากับ 7.5 เมตร และเสนผานศูนยกลางเสาเข็ม
เทากับ 0.3 เมตร  ซึ่งเนื่องจากความสมมาตรของปญหาจึงพิจารณาใชโครงสรางเหลือหนึ่งในสี่ของเสาเข็ม
ทั้งตนเพื่อลดเวลาที่ตองใชในการวิเคราะห โดยมีสมมติฐานเพิ่มเติมดังนี้ 
 

1. คุณสมบัติของวัสดุทั้งดินและเสาเข็มเปนแบบอิลาสติกเชิงเสน (linear elastic) และมี
คุณสมบัติเทากันทุกทิศทาง (isotropic) 

2. พฤติกรรมที่รอยตอระหวางผิวเสาเข็มและดินเปนแบบยึดเหนี่ยวสมบูรณ คือไมเกิดการเลื่อน
แยกตัวจากกันระหวางจุดตอ 

3. แรงกระทําที่หัวเสาเข็มเปนแรงสม่ําเสมอ (uniform load) ตลอดหนาตัดเสาเข็ม 
 
เงื่อนไขขอบเขตของปญหาตามโครงสรางที่ใชในการจาํลองปญหาในรูปท่ี 5.2 มีดังนี้คือ 
1. ระนาบ  x = 0 และ  x = a  ; จํากัดการเคลื่อนตัวในทิศทางแกน x 
2. ระนาบ  y = 0 และ  y = b  ; จํากัดการเคลื่อนตัวในทิศทางแกน y 
3. ระนาบ  z = -c        ; จํากัดการเคลื่อนตัวในทิศทางแกน z 
 
สําหรับงานวิจยันี้ทําการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยว 2 แบบ ไดแก เสาเขม็เดี่ยวแบบลอย (single 

floating pile)ที่ชั้นดินแข็งอยูในระดับลึกมาก (elastic half space) และกรณีที่ชั้นดินมีความหนาจํากัด 
(finite depth layer) สวนคา  a, b และ c ขึ้นกับลักษณะของปญหาที่กลาวมา โดยจะแสดงรายละเอียดใน
สวนถัดไป 

 
5.1.1 ปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยที่ชั้นดินแข็งอยูในระดับลึกมาก 
 
เปนการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวในดินเนื้อเดียว (homogeneous soil ) และมฐีานรากแข็ง 

(rigid base) อยูที่ระดับลึกมาก โดยเลือกขนาดของโครงสรางตามที่แสดงในรูปที่ 5.3 โดยเลือกใชความลึก
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ของชั้นดินเทากับ 50 เมตรและความกวางดานละ 30 เมตร ( a = b= 30 เมตร และ c = 50 เมตร)  ในกรณี
ท่ีทําการวิเคราะหน้ีเปนเสาเข็มประเภทที่มีการอัดตัวได (compressible pile) ซึ่งความสามารถในการอัด
ตัวของเสาเข็มเทียบกับดินกําหนดดวยคา สติฟเนสแฟกเตอร (stiffness factor, K) (Poulos และ Davis 
,1974)ซึ่งคํานวณไดจาก 
 

K  =  RE
E

As
p      (5.1) 

 
  โดยที่ Ep = โมดูลัสยืดหยุนของเสาเข็ม 

Es = โมดูลัสยืดหยุนของดิน 
   RA = area of pile section/ 4

d2π  
    = 1  สําหรับเสาเข็มกลม 
 
 ในงานวิจัยนี้เลือกวิเคราะหสองกรณีหลักซึ่งมีผลเฉลยที่สําคัญใหเปรียบเทียบคือ การกระจายของ
หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็ม สองกรณีไดแก  
 

1.เสาเข็มที่มีการอัดตัวไดสูงเทียบกับดิน โดยใชคา K = 50  
2. เสาเข็มที่มีการอัดตัวไดตํ่าเทียบกับดิน โดยใชคา K = 5000 
 
โดยในแตละกรณีจะทําการวิเคราะหโดยใชคาอัตราสวนปวซองส(poisson’s ratio, ν )ของดิน 

เปน 0 และ 0.5 เพื่อเปรียบเทียบกัน ซึ่งในทางปฏิบัติตองใชคา 0.49 แทน เนื่องจากการใชคา 0.5 จะทําให
เกิดความคลาดเคลื่อนเชิงตัวเลข คาพารามิเตอรของดินและเสาเข็มที่ใชในการวิเคราะหท้ังสองกรณีแสดง
ในรูปที่ 5.4 สําหรับโครงขายทั้งสองกรณีใชโครงขายเริ่มตนเหมือนกันดังแสดงในรูปที่ 5.5 ซึ่งโครงขายที่ใช
น้ีจะมีความละเอียดใกลกับเสาเข็มสูงกวาในบริเวณอื่นมากเพื่อจําลองรูปรางของเสาเข็มใหไดใกลเคียง
ความเปนจริง 

s

 
สําหรับการตรวจสอบผลการวิเคราะหทําโดยการเปรียบเทียบกับผลเฉลยอิลาสติกของเสาเข็มที่ให

ไวโดย Poulos และ Davis (1974) 
 
5.1.1.1 ผลการวิเคราะห 
 
 1 โครงขาย 
 โครงขายที่ใชในการวิเคราะหแตละรอบสําหรับกรณี  K = 50 ,νs  = 0.5 แสดงในรูปที่ 5.6 ถึง 

5.11 สําหรับกรณี  K = 5000 ,  = 0.5 แสดงในรูปที่ 5.18 ถึง 5.23 ท้ังสองกรณีทําการวิเคราะหโดยเพิ่มνs
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ความละเอียดทั้งหมด 5 รอบ ซึ่งในที่น้ีจะไมแสดงโครงขายของกรณี νs  = 0 เนื่องจากโครงขายมีลักษณะ
คลายกับกรณี  = 0.5   จากการเปรียบเทียบพบวากรณีท่ีเสาเข็มมีการอัดตวัไดสูง (K = 50) โครงขาย
จะมีความละเอยีดสูงขึ้นโดยรอบเสาเข็มโดยเฉพาะอยางยิ่งที่บริเวณหัวเสาเข็ม สวนที่ปลายเสาเข็ม
โครงขายมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก กรณีท่ีเสาเข็มมีการอัดตัวไดต่ํา (K = 5000) โครงขายจะมีความ
ละเอียดสูงขึ้นโดยรอบเสาเข็มแตท่ีบริเวณหัวเสาเข็มจะนอยกวากรณีแรก สวนที่ปลายเสาเข็มโครงขายมี
ความละเอียดสูงขึ้นอยางมาก สาเหตุท่ีเปนเชนนั้นเนื่องมาจากพฤติกรรมการรับแรงของเสาเข็มแบบลอยมี
ลักษณะเปนการรับดวยแรงเสียดทานที่ผิว ซึ่งการกระจายของหนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มมีผลตอความ
ละเอียดของโครงขายดังจะไดอธิบายในสวนของผลการวิเคราะหหนวยแรง  

νs

 
จํานวนจุดตอกบัชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอยีดแสดงในรูปที่ 5.12 และ

ความคลาดเคลื่อนระบบเปรยีบเทียบกับจาํนวนจุดตอแสดงอยูในรูปที่ 5.13 สําหรับกรณี K = 50   รูปที่ 
5.24และ 5.25 สําหรับ K =5000 ตามลําดับ  จากการพจิารณากราฟระหวางจํานวนจดุตอและชิ้นสวนใน
แตละรอบของการเพิ่มความละเอียดรวมกับกราฟระหวางความคลาดเคลื่อนกับจํานวนจุดตอพบวา เมื่อ
โครงขายมคีวามละเอียดสูงขึ้นอัตราการเพิ่มของจํานวนจุดตอและจํานวนชิ้นสวนในแตและรอบของการ
วิเคราะหจะเพิ่มขึ้นในขณะทีอ่ัตราการลดลงของความคลาดเคลื่อนในแตละรอบของการวิเคราะหจะต่ําลง 
โดยความคลาดเคลื่อนจะลดลงสูงที่สุดจากการเพิ่มความละเอียดรอบแรก  ซึ่งถาทําการเปรียบเทียบที่ K 
เทากันโครงขายที่ใชคา = 0.5 จะทําใหเกิดความคลาดเคลื่อนสูงกวา νs νs = 0 อยางมากรวมถึงอัตรา
การลดลงของความคลาดเคลื่อนในแตละรอบจะต่ํากวาสังเกตไดจากความชันของกราฟระหวางความ
คลาดเคลื่อนและจํานวนจุดตอ และถาเปรียบเทียบที่ νs เทากัน โครงขายที่ใชคา K สูงกวาจะมีความ
คลาดเคลื่อนสูงกวา 

 
  2 การเคลื่อนตัว 
  
  โครงขายหลังเกิดการเคลื่อนตัวแสดงในรูปที่ 5.14 และรูปท่ี 5.26 สําหรับกรณี K = 50 และ K = 
5000 ตามลําดับซึ่งแสดงเฉพาะกรณีνs  = 0.5 โดยนําโครงขายในรอบทที่5ของการวิเคราะหมาแสดง 
 
  ทําการเปรียบเทียบการทรุดตัวในแนวดิ่งของหัวเสาเข็มที่ไดจากการวิเคราะหกับที่คํานวณไดจาก
ผลเฉลย ซึ่งคาจากผลเฉลยคํานวณไดจาก 
 

     LE
P

s

Iρ=ρ     (5.2) 
 
  โดยที่  = คาการทรุดตัว ρ
   P = แรงกระทําแนวดิ่งทั้งหมดที่หัวเสาเข็ม 
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   I  = คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัว ρ

   L = ความยาวของเสาเข็ม 
   Es = โมดูลัสยืดหยุนของดิน 
 
 การเปรียบเทียบทําโดยใชคาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัวซึ่งเปนสัดสวนกับคาการทรุด
ตัวที่หัวเสาเข็ม การเปรียบเทียบคาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัวที่ไดจากแตละรอบของการ
วิเคราะหกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.15 และ 5.27 สําหรับกรณี K = 50 และ K =5000 
ตามลําดับ  
 

สําหรับทั้งสองกรณีคาการทรุดตัวที่หัวเสาเข็มของโครงขายเริ่มตนซึ่งมีความคลาดเคลื่อนสูงจะมี
คาต่ํากวาผลเฉลยเชิงวิเคราะห เมื่อมกีารเพิ่มความละเอยีดของโครงขายความคลาดเคลื่อนจะลดลงและ
คาการทรุดตัวที่คํานวณไดจะมีคาสูงขึ้นโดยจะมีคาเพิม่ขึ้นมากที่สุดในรอบแรกของการเพิ่มความละเอยีด
หลังจากนั้นอัตราการเพิ่มของคาการทรุดตัวที่คํานวณไดจะลดลงคอนขางรวดเร็ว ในกรณี K = 50 เมื่อ
โครงขายมีความคลาดเคลื่อนต่ําเพียงพอและคาการทรุดตัวที่คํานวณไดมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก โดย
ในรอบสุดทายของการวิเคราะหคาการทรุดตัวที่คํานวณไดสูงกวาผลเฉลย สําหรับν  = 0.0 คาจากผล
เฉลยเทากับ 4.4 และที่คํานวณไดเทากับ 4.631 คิดเปนความคลาดเคลื่อน 5.25 % และ สําหรับν  = 0.5   
คาจากผลเฉลยเทากับ 4.7 และที่คํานวณไดเทากับ 4.937 คิดเปนความคลาดเคลื่อน 5.04 %   ในกรณี K 
= 5000 เมื่อโครงขายมีความคลาดเคลื่อนต่ําเพียงพอและคาการทรุดตัวที่คํานวณไดมีการเปล่ียนแปลง
นอยมาก คาการทรุดตัวที่คํานวณไดในรอบสุดทายของการวิเคราะหมีคาต่ํากวาผลเฉลย สําหรับν  = 0.0 
คาจากผลเฉลยเทากับ 1.5 และที่คํานวณไดเทากับ 1.447 คิดเปนความคลาดเคลื่อน 3.53 % และ 
สําหรับ  = 0.5   คาจากผลเฉลยเทากับ 1.8 และที่คํานวณไดเทากับ 1.728 คิดเปนความคลาดเคลื่อน 
4.0 %    

s

s

s

νs

 
 3 หนวยแรง 
 
ทําการเปรียบเทียบหนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มกับผลเฉลยโดยเปรียบเทียบที่โครงขายเริ่มตนและ

การวิเคราะหรอบสุดทาย รูปท่ี 5.16 กับ 5.17 สําหรับกรณี  K = 50 โดย νs = 0 และ 0.5 ตามลําดับ รูปที่ 
5.28 กับ 5.29 สําหรับกรณี  K = 5000 โดย νs = 0 และ 0.5 ตามลําดับ หนวยแรงเฉือนสําหรับผลเฉลย
เชิงวิเคราะหแสดงคาในรูปของตัวแปรไรหนวย คือ  pπdL/P  เปรียบเทียบกับระดับความลึกที่เปนตัวแปรไร
หนวย คือ  Z/L โดยที่ 

  
 p = หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็ม 
 d = เสนผานศูนยกลางของเสาเข็ม 
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 L = ความยาวเสาเข็ม 
 P = แรงกระทําทั้งหมดที่หัวเสาเข็ม 
 Z = ความลึกจากระดับผิวดิน 
 
จากผลเฉลยเชิงวิเคราะห (Poulos และ Davis, 1974) สําหรับกรณี K =50   แรงเฉือนที่ผิวเสาเข็ม

จะมีคาสูงมากที่บริเวณหัวเสาเข็มและจะมีคาลดลงมาเรื่อยๆ ซึ่งแรงเฉือนที่บริเวณปลายเสาเข็มจะมีคาต่ํา
มากเมื่อเทียบกบัที่หัวเสาเข็ม จากสาเหตุดังกลาวทําใหโครงขายสําหรับกรณีน้ีมีความละเอียดสูงมากใน
บริเวณหัวเสาเข็มแตมีความละเอียดที่ปลายเสาเข็มเพิ่มขึ้นนอยมาก  สําหรับกรณี K =5000   แรงเฉือนที่
ผิวเสาเข็มจะมคีาคอนขางคงที่ตลอดความยาวแตจะมากทีสุ่ดบริเวณปลาย ซึ่งทําใหโครงขายสําหรับกรณี
น้ีมีความละเอยีดสูงขึ้นตลอดความยาวเสาเข็มแตความละเอียดจะสูงมากในบริเวณปลายเสาเข็ม และ
เนื่องจากในกรณีน้ีดินออนตัวมากเมื่อเทียบกบัเสาเข็มทําใหพฤติกรรมการรับแรงของเสาเข็มเปนการรับแรง
แบกทานที่ปลายเสาเข็ม(end bearing)มากขึน้ สงผลใหโครงขายที่บริเวณใตเสาเข็มมีความละเอียดสูงขึ้น
ดวยเชนเดียวกัน  สวนที่บริเวณหัวเสาเข็มความละเอียดที่เพิ่มขึ้นจะนอยกวาในกรณี K = 50    

 
จากการเปรียบเทียบแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มของโครงขายเริ่มตนและที่รอบสุดทายของการวิเคราะห

พบวาสําหรับกรณี K = 50 และνs  = 0 หนวยแรงเฉือนที่ไดในรอบแรกมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยเชิง
วิเคราะหมากและจากการเพิ่มความละเอียดผลการวิเคราะหในรอบแรกกบัรอบสุดทายมคีวามแตกตางกัน
นอยมาก เนื่องจากความคลาดเคลื่อนในรอบแรกมีคาไมสูงมากและความคลาดเคลื่อนของทั้งสองรอบ
ตางกันไมมากนัก (23.1 % และ 7.9 %)  สวนในกรณีνs  = 0.5 หนวยแรงเฉือนที่ไดจากรอบแรกจะตางกบั
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหมาก แตเมื่อเพิ่มความละเอยีดแลวทําใหผลการวิเคราะหมีคาใกลกับผลเฉลยเชิง
วิเคราะหมากขึ้นแตก็ยังมีความแตกตางเล็กนอยที่บริเวณหัวเสาเข็ม ซึ่งหนวยแรงในรอบแรกและรอบ
สุดทายมีความแตกตางอยางชัดเจนเนื่องจากความคลาดเคลื่อนในรอบแรกมีคาสูงและความคลาดเคลื่อน
ของทั้งสองรอบตางกันมาก(47.4 % และ 13.4 %)   

 
สําหรับกรณี K = 5000 และνs  = 0 หนวยแรงเฉือนที่ไดในรอบแรกมีคาคอนขางใกลเคียงกับผล

เฉลยเชิงวิเคราะหและจากการเพิ่มความละเอียดผลการวิเคราะหในรอบสุดทายมีคาใหลเคียงกับผลเฉลย
เชิงวิเคราะหขึ้นเล็กนอย เนื่องจากความคลาดเคลื่อนในรอบแรกมีคาไมสูงมากและความคลาดเคลื่อนของ
ท้ังสองรอบตางกันไมมากนัก (27.8 % และ 10.9 %)  สวนในกรณีνs  = 0.5 หนวยแรงเฉือนที่ไดจากรอบ
แรกจะตางกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหอยางมากและคาที่ไดยังมีความแปรปรวนสูง แตเมื่อเพิ่มความละเอยีด
แลวทําใหผลการวิเคราะหมีคาใกลกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหขึ้นอยางมากแตก็ยังคงแตกตางกันเล็กนอย ซึ่ง
หนวยแรงในรอบแรกและรอบสุดทายมีความแตกตางอยางชัดเจนเนื่องจากความคลาดเคลื่อนในรอบแรกมี
คาสูงมากและความคลาดเคลื่อนของทั้งสองรอบตางกันอยางมาก(67.3 % และ 19.8 %)   
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รูปที่ 5.1 ปญหาเสาเข็มเดีย่วแบบลอย (single floating pile) 
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รูปที่ 5.2 โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยและเงื่อนไขขอบเขต  
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D/2 = 0.15 m 
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รูปที่ 5.3 ขนาดโครงสรางทีใ่ชในการจําลองปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอย 

 
 
 
 

d = 0.3 m

νs = 0.0  and  0.5 
CL

Load =  100 t/m2

L = 7.5 m

Soil properties 

Pile properties 
Ep  =22500 and 2.25*106 t/m2 
νp = 0.2 

γp = 0 

Es  =450 t/m2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

γs = 0  
 
 
 
 

รูปที่ 5.4 คาพารามิเตอรทีใ่ชในการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอย 
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   (ก) มุมมองดานขาง   (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง(ขยาย)   (ง) มุมมองดานบน 
 
 

รูปที่ 5.5 โครงขายเริ่มตนสําหรับการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอย 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.6 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50, = 0.5       
( 2615 จุดตอ 12458 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 47.4 %) 

νs

 
 



 
88

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.7 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 50,ν = 0.5     ( 3853 จุดตอ 18581 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
27.3 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.8 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 50,ν = 0.5     ( 5487 จุดตอ 26863 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
21.9 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.9 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 50,ν = 0.5     ( 7936 จุดตอ 39394 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
18.2 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 
รูปที่ 5.10 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี 
K = 50, = 0.5 ( 11430 จุดตอ 57519 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 15.4 %) νs
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 
รูปที่ 5.11 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี 
K = 50, = 0.5  ( 16211 จุดตอ 82472 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 13.4 %) νs
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รูปที่ 5.12 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียด สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50  
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รูปที่ 5.13 ความคลาดเคลือ่นระบบเปรยีบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอียดสําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50  
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  (ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 

รูปที่ 5.14 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวสําหรับปญหาเสาเข็มเดีย่วแบบลอยกรณี K = 
50, = 0.5  ( แสดงโครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5) νs
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รูปที่ 5.15 การทรุดตัวที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียด สําหรับปญหา
เสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50  
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รูปที่ 5.16 หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มกอนและหลังเพิม่ความละเอียดเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยเชิงวิเคราะห สาํหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50, = 0 νs
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ADAPTIVE FEM 5nd refinement
16211 nodes Global Error=13.4%

νs  = 0.5 
L/d = 25 
K   = 50 

 
รูปที่ 5.17 หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มกอนและหลังเพิม่ความละเอียดเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยเชิงวิเคราะห สาํหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 50, = 0.5 νs
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.18 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000, = 0.5       
( 2615 จุดตอ 12458 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 67.3 %) 

νs
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.19 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5     ( 4026 จุดตอ 19492 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
42.0 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.20 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5     ( 6105 จุดตอ 30123 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
33.1 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.21 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5     ( 9360 จุดตอ 46882 ชิ้นสวน ความคลาดเคลื่อนระบบ 
27.3 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.22 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5     ( 13773 จุดตอ 69722 ชิน้สวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
23.1 %) 

s
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.23 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5     ( 20011 จุดตอ 102140 ชิ้นสวน ความคลาดเคลือ่น
ระบบ 19.8 %) 

s
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รูปที่ 5.24 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียด สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000  
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รูปที่ 5.25 ความคลาดเคลือ่นระบบเปรยีบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอียด สําหรับปญหาเสาเขม็เดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000  
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 

รูปที่ 5.26 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัว สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 
5000, = 0.5  ( แสดงโครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5) νs
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รูปที่ 5.27 การทรุดตัวที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียด สําหรับปญหา
เสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000  
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รูปที่ 5.28 หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มกอนและหลังเพิม่ความละเอียดเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยเชิงวิเคราะห สาํหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000,ν = 0 s

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

νs  = 0 
L/d = 25 
K   = 5000 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Z/
L

Poulos&Davis(1974)

ADAPTIVE FEM initial mesh 2615
nodes Global Error=27.8%

ADAPTIVE FEM 5th refinement
12515 nodes Global Error=10.9%

P/dLpπ

0.8

0.9



 
106

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Z/
L

Poulos&Davis(1974)

ADAPTIVE FEM initial mesh 2615
nodes Global Error=67.3%

ADAPTIVE FEM 5th refinement
20011 nodes Global Error =19.8%

P/dLpπ

νs  = 0.5 
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รูปที่ 5.29 หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มกอนและหลังเพิม่ความละเอียดเปรียบเทียบกับ
ผลเฉลยเชิงวิเคราะห สาํหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณี K = 5000,ν = 0.5 s
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5.1.2 ปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยที่ชั้นดินมีความลึกจํากัด 
 
เปนการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวในดินเนื้อเดียว (homogeneous soil ) และมฐีานรากแข็ง 

(rigid base) อยูไมลึกจากผิวดินมากนัก โดยเลือกขนาดของโครงสรางตามที่แสดงในรูปที่ 5.30 โดย
เลือกใชความลึกของชั้นดินเทากับ 22 เมตรและความกวางดานละ 30 เมตร ( a = b= 30 เมตร และ c = 
22 เมตร)  และมีคาพารามิเตอรของดินและเสาเข็มแสดงในรูปที่ 5.31  โครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะห
แสดงในรูปที่ 5.32  

 
สําหรับการตรวจสอบผลการวิเคราะหทําโดยการเปรียบเทียบคาการทรุดตัวที่หัวเสาเข็มที่คํานวณ

ไดกับผลเฉลยอิลาสติกของเสาเข็มที่ใหไวโดย Poulos และ Davis (1980) 
 
5.1.2.1 ผลการวิเคราะห 
 
 1 โครงขาย 
 
 โครงขายที่ใชในการวิเคราะหแตละรอบแสดงในรูปที่ 5.33 ถึง 5.38  จากการสังเกตพบวา

โครงขายจะมีความละเอียดสูงขึ้นรอบเสาเข็มโดยเฉพาะอยางยิ่งที่บริเวณปลายเสาเข็ม ท้ังนี้เนื่องมาจาก
การที่เสาเข็มมีพฤติกรรมการรับแรงเปนทั้งแบบแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็มและรับดวยแรงแบกทานที่ปลาย
เสาเข็ม (end bearing)  ซึ่งการรับแรงที่ปลายเสาเข็มนาจะมีสาเหตุมาจากการที่ชั้นดินมีความลึกจาํกัด
และอาจรวมถึงผลของความสามารถในการอดัตัวของเสาเข็มเมื่อเทียบกับดิน   

 
จํานวนจุดตอกบัชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอยีดแสดงในรูปที่5.39และความคลาด

เคลื่อนระบบเปรียบเทียบกับจาํนวนจุดตอในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงอยูในรูปที่ 5.40 ซึ่งลักษณะ
ของกราฟในรูปท่ี 5.39 และ 5.40  เหมือนกับท่ีกลาวไวในหัวขอ 5.1.1 

 
  2 การเคลื่อนตัว 
 
  โครงขายหลังเกิดการเคลื่อนตัวแสดงในรูปที่ 5.41 โดยนําโครงขายในรอบทที่ 5 ของการวิเคราะห
ซึ่งเปนรอบสุดทายมาแสดง 
 
  ทําการเปรียบเทียบการทรุดตัวในแนวดิ่งของหัวเสาเข็มที่ไดจากการวิเคราะหกับที่คํานวณไดจาก
ผลเฉลย ซึ่งในกรณีน้ีคาการทรุดตัวจากผลเฉลยคํานวณไดจาก 
 
    dE

PI
s

=ρ     (5.3) 
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  โดยที่  = คาการทรุดตัว ρ
   P = แรงกระทําแนวดิ่งทั้งหมดที่หัวเสาเข็ม 
    I = คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัว 
   d = เสนผานศูนยกลางของเสาเข็ม 
   Es = โมดูลัสยืดหยุนของดิน 
 
  และ  RRRII hk0 ν=     (5.4) 
  โดยที่  = คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัวกอนปรับแก I0
   Rk  = คาปรับแกคาความสามารถในการอัดตัวของเสาเข็ม 

Rh  = คาปรับแกระดบัฐานรากแข็ง 
Rν  = คาปรับแกอัตราสวนปวซองส 
 

 การเปรียบเทียบทําโดยใชคาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการทรุดตัวที่หัวเสาเข็มจากการวิเคราะห
กับผลเฉลย ซึ่งคาดังกลาวเปนสัดสวนกับคาการเคลื่อนตัว คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัว
แนวดิ่งที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.42 ซึ่งจากผลเฉลยมีคาเทากับ 0.07156  
และที่รอบสุดทายของการวิเคราะหมีคาเทากับ 0.07391 คิดเปนความคลาดเคลื่อน 3.28 % 
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D/2 = 0.15 m 

x 

y z 

L = 7.5 m 

30.0  m 
30.0  m 

 22.0 m 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.30 ขนาดโครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชัน้ดินมี
ความลึกจํากัด 

 
 

Rigid Base γs = 0  

d = 0.3 m 
γp = 0  

νp = 0.2 
Ep  =450000 t/m2

Pile properties 

Es  =450 t/m2

Soil properties 

CL 

L = 7.5 m 

H = 22.0 m 

Load =  100 t/m2  
 
 
 
 
 
 
 
 

νs = 0.3 
 
 
 
 

รูปที่ 5.31 คาพารามิเตอรทีใ่ชในการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดนิมี
ความลึกจํากัด 
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  (ก) มุมมอง 3 มิติ     (ข) มุมมองดานบน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     (ค) มุมมองดานขาง 
 
 
 

รูปที่ 5.32 โครงขายเริ่มตนสําหรับการวิเคราะหปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดนิ
มีความลึกจํากัด  
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.33 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดนิมีความลึก
จํากัด (2091 จุดตอ  9424 ชิ้นสวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 27.0%) 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.34 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด (3159 จุดตอ 14604 ชิ้นสวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
20.1%) 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.35 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด (4639 จุดตอ 22020 ชิ้นสวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
16.2 %) 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.36 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด (6571จุดตอ 31902 ชิน้สวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
13.9%) 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.37 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด (8873จุดตอ 43688 ชิน้สวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
12.2 %) 
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  (ก) มุมมองดานบน   (ข) มุมมอง 3 มิติ(หัวเสาเข็ม) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (ค) มุมมองดานขาง   (ง) มุมมอง 3 มิติ(ปลายเสาเข็ม) 
 
 

รูปที่ 5.38 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5สําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบ
ลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด (11991จุดตอ 59875 ชิ้นสวน ความคลาดเคลือ่นระบบ 
10.9 %) 
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รูปที่ 5.39 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียดสําหรบัปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดินมีความลึกจํากัด 
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รูปที่ 5.40 ความคลาดเคลือ่นระบบเปรยีบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอียดสําหรับปญหาเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดนิมคีวามลึกจํากัด 
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(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3 มิติ 

 
รูปที่ 5.41 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวสําหรับปญหาเสาเข็มเดีย่วแบบลอยกรณีชั้น
ดินมีความลึกจํากัด (แสดงโครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5) 
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รูปที่ 5.42 การทรุดตัวที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียดสําหรับปญหา
เสาเข็มเดี่ยวแบบลอยกรณีชั้นดนิมีความลึกจํากัด 
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5.2 การวิเคราะหเสาเข็มกลุม (Pile Group Analysis) 
  
 ปญหาเสาเข็มกลุมที่ทําการวิเคราะหในงานวิจัยนี้ เปนเสาเข็มกลุมที่รับแรงกระทําในแนวดิ่ง
เทานั้นโดย แบงเปนเสาเข็มกลุม 2 ตนและ 4 ตน และเปนกลุมเสาเข็มที่มีความสมมาตร และเนื่องจาก
ความสมมาตรของปญหาจึงพจิารณาลดขนาดของโครงสรางในการวิเคราะหลงเหลือหนึ่งในสี่ สวนการ
ตรวจสอบผลการวิเคราะหสําหรับเสาเข็มกลุมทั้งสองกรณีทําโดยเปรียบเทียบคาการทรุดตัวแนวดิ่งที่หัว
เสาเข็มกับผลเฉลยของ Poulos และ Davis (1980)  
 
 5.2.1 เสาเข็มกลุม 2 ตน 
 
  เสาเข็มกลุมชนิด 2ตนที่ทําการวิเคราะหนี้จะมีระยะหางระหวางเสาเข็ม (pile spacing,s)มีคา
เทากับ 1.5 เมตร โดยมีลักษณะของปญหา โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหา เงื่อนไขขอบเขตและ
พารามิเตอรของดินและเสาเข็มแสดงในรูปท่ี 5.43 สวนโครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 
5.44  
 

5.2.1.1 ผลการวิเคราะห 
 
1 โครงขาย 
  
โครงขายในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.45 ถึง 5.51 ซึ่งในกรณีนี้โครงขายมีความ

ละเอียดสูงขึ้นที่บริเวณรอบหัวเสาเข็มซึ่งสังเกตไดชัดเจนจากมุมมองดานบน และมีความละเอียดเพิ่มขึน้
สูงมากที่บริเวณปลายเสาเข็มเนื่องจากชั้นดินที่ใชมีความลึกคอนขางจํากัดมากทําใหการรับแรงของเสาเข็ม
มีลักษณะเปนการรับแรงแบกทานที่ใตเสาเข็มมากขึ้น สวนจํานวนจุดตอกับชิ้นสวนในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอยีดแสดงในรูปที่ 5.52 ความคลาดเคลื่อนเปรียบเทียบกับจาํนวนจุดตอในแตละรอบของการ
วิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.53  ซึ่งลักษณะของกราฟในรูปท่ี 5.52 และ 5.53  เหมือนกับทีก่ลาวไวในหัวขอ 
5.1.1 
 
 2 การเคลื่อนตัว 
 

โครงขายหลังเกิดการเคลื่อนตัวแสดงในรูปที่ 5.54 โดยนําโครงขายในรอบทที่ 6 ของการวิเคราะห
ซึ่งเปนรอบสุดทายมาแสดง 

 
การเปรียบเทียบทําโดยใชคาการทรุดตัวของหัวเสาเข็มที่ไดจากการวิเคราะหกับผลเฉลย การทรุด

ตัวแนวดิ่งที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแสดงในรูปท่ี 5.55 ซึ่งจากผล
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เฉลยมีคาเทากับ 4.552 มลิลิเมตร  และที่รอบสุดทายมีคาเทากับ 4.91 มิลลิเมตร คิดเปนความ
คลาดเคลื่อน 7.86 % 
 
 5.2.2 เสาเข็มกลุม 4 ตน 
 

เสาเข็มกลุมชนิด 4ตนที่ทําการวิเคราะหนี้จะมีระยะหางระหวางเสาเข็ม (pile spacing)ในแตละ
แนวแกนเทากันคือ 1.5 เมตร โดยมีลักษณะของปญหา โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหา เงื่อนไข
ขอบเขตและพารามิเตอรของดินและเสาเข็มแสดงในรูปที่ 5.56 สวนโครงขายเริ่มตนที่ใชในการวิเคราะห
แสดงในรูปที่ 5.57 
 

5.2.2.1 ผลการวิเคราะห 
 
1 โครงขาย 
  
 โครงขายในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.58 ถงึ 5.64 ซึ่งในกรณีนี้โครงขายมีความ

ละเอียดสูงขึ้นที่รอบเสาเข็มแตสังเกตไดชัดเจนที่สุดที่บริเวณหัวเสาเข็มจากมุมมองดานบน สวนที่บริเวณ
ขอบเขตของปญหาจากมมุมอง 3 มิติซึง่เปนระนาบของแนวสมมาตรมีความละเอียดเพิ่มขึ้นสูง สวน
จํานวนจุดตอกบัชิ้นสวนในแตละรอบของการเพิ่มความละเอยีดแสดงในรูปท่ี 5.65 ความคลาดเคลื่อน
เปรียบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการวิเคราะหแสดงในรูปที่ 5.66  ซึ่งลักษณะของกราฟในรูป
ที่ 5.65 และ 5.66  เหมือนกับที่กลาวไวในหัวขอ 5.1.1 
 
 2 การเคลื่อนตัว 
 

โครงขายหลังเกิดการเคลื่อนตัวแสดงในรูปที่ 5.67 โดยนําโครงขายในรอบทที่ 6 ของการวิเคราะห
ซึ่งเปนรอบสุดทายมาแสดง 

 
การเปรียบเทียบทําโดยใชคาการทรุดตัวของหัวเสาเข็มที่ไดจากการวิเคราะหกับผลเฉลย การทรุด

ตัวแนวดิ่งที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการวิเคราะหเปรียบเทียบกับผลเฉลยแสดงในรูปท่ี 5.68 ซึ่งจากผล
เฉลยมีคาเทากับ 7.708 มิลลิเมตร  และที่รอบสุดทายมีคาเทากับ 7.7 มิลลิเมตร คิดเปนความคลาดเคลื่อน 
0.12 % 
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Pile properties
Ep  =450000t/m2

νp = 0.2
γp = 0 

Analysis Area 

CL

Load = 100  t/ m2

D = 0.3 m 

S = 1.5 mRigid Base 

Soil properties 
Es  =450 t/m2 
νs = 0.3 
γs = 0  

L =  7.5 m H =  15.0 m 

x

x

รูปที่ 5.43 โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาเสาเขม็กลุม 2 ตนและเงื่อนไขขอบเขต 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมอง 3 มิติ     (ข) มุมมอง3 มติิ(ขยาย) 

  
รูปที่ 5.44 โครงขายเริ่มตนสําหรับการวิเคราะหปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 
 
รูปที่ 5.45 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน( 1803 จดุตอ    8560 
ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   36.8%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 

 
รูปที่ 5.46 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(  2556 จุดตอ   12274   ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   25.1%) 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 
 
รูปที่ 5.47 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(  3693จุดตอ     18053ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   20.1%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 

 
รูปที่ 5.48 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(  5014จุดตอ   24936ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   17.0%) 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 
 
รูปที่ 5.49 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(   6805 จุดตอ     34045 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   14.7%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 

 
รูปที่ 5.50 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(    9393 จุดตอ   47496 ชิน้สวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   12.8%) 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมองดานขาง 
 
รูปที่ 5.51 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 6 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน       
(  12826 จุดตอ   65200 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   11.3%) 
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รูปที่ 5.52 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียด สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน 
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รูปที่ 5.53 ความคลาดเคลือ่นระบบเปรยีบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอียด สําหรับปญหาเสาเขม็กลุม 2 ตน 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(ก) มุมมอง 3 มิติ     (ข) มุมมองดานขาง 
 

รูปที่ 5.54 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวสําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 2 ตน (แสดง
โครงขายที่เกิดจากการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 6) 

 



 
127

 
 

3.5

4

4.5

5

0 1 2 3 4 5 6 7

Refinement step

D
is

pl
ac

em
en

t (
m

m
)

ADAPTIVE FEM
,K=1000,Vs=0.3
Poulos&Davis(1980)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.55 การทรุดตัวที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียด สําหรับปญหา
เสาเข็มกลุม 2 ตน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Pile properties
Ep  =450000t/m2

νp = 0.2
γp = 0 

CL

Analysis Area 

Load = 100  t/ m2

.5 m 

D = 0.3 m 
S = 1.5 m

S = 1.5 mRigid Base

Soil properties 
Es  =450 t/m2 
νs = 0.3 
γs = 0  

L =  7H =  30.0 m x
z

y

x

รูปที่ 5.56 โครงสรางที่ใชในการจําลองปญหาเสาเขม็กลุม 4 ตนและเงื่อนไขขอบเขต 
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 (ก) มมุมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ(ขยาย) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
(ค) มุมมอง 3 มิติ    

 
 

รูปที่ 5.57 โครงขายเริ่มตนสําหรับการวิเคราะหปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 
รูปที่ 5.58 โครงขายเริ่มตนสําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน ( 1825จดุตอ  10054 ชิ้นสวน   
ความคลาดเคลื่อนระบบ   39.2%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 

 
รูปที่ 5.59 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 1 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
( 2538 จุดตอ  13554 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   27.2%) 
 

 



 
130

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 
รูปที่ 5.60 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 2 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
( 3481 จุดตอ  18354 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   22.3%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 

 
รูปที่ 5.61 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 3 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
(  4736 จุดตอ  24741 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   18.9%) 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 
รูปที่ 5.62 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 4 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
( 6479 จุดตอ  33627 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   16.2%) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 

 
รูปที่ 5.63 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 5 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
(  8789 จุดตอ   45763 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ  14.2%) 
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(ก) มุมมองดานบน    (ข) มุมมอง 3 มิติ 
 
รูปที่ 5.64 โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 6 สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน       
(  11919 จุดตอ  62424 ชิ้นสวน   ความคลาดเคลื่อนระบบ   12.5% ) 
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รูปที่ 5.65 จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายในแตละรอบของการเพิ่มความ
ละเอียด สําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน 
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รูปที่ 5.66 ความคลาดเคลือ่นระบบเปรยีบเทียบกับจํานวนจุดตอในแตละรอบของการ
เพิ่มความละเอียด สําหรับปญหาเสาเขม็กลุม 4 ตน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) มุมมองดานขาง    (ข) มุมมอง 3มติิ  
 

รูปที่ 5.67 โครงขายหลังเกิดการเคลือ่นตัวสําหรับปญหาเสาเข็มกลุม 4 ตน (แสดง
โครงขายหลังการเพิ่มความละเอียดรอบที่ 6) 
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รูปที่ 5.68 การทรุดตัวที่หัวเสาเข็มในแตละรอบของการเพิ่มความละเอียด สําหรับปญหา
เสาเข็มกลุม 4 ตน 
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Adaptive FEM (วิทยานิพนธ) 

Error (%) 

4.4 Analytical Solution 

3.28 

0.07391 

4.00 

1.5 1.8 

5.04 

1.447 

5.25 

0.07156 

3.53 

1.728 4.631 4.937 

4.7 

νs =  0.5 νs =  0.0 νs =  0.0 
K = 5000 K = 50 

νs =  0.5 

Floating pile Floating pile 
(finite depth 

layer) 

Displacement-influence factor for pile head settlement  

 
 
 
ตารางที่ 5.1 สรุปผลความคลาดเคลือ่นของคาการทรดุตัวสําหรบัปญหาเสาเข็มเดี่ยว 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Adaptive FEM (วิทยานิพนธ) 

Error (%) 

4.552 Analytical Solution 

4 piles 2 piles 

0.12 

7.708 

7.86 

4.91 7.7 

Pile head settlement (mm)  

 
 
 
 
ตารางที่ 5.2 สรุปผลความคลาดเคลือ่นของคาการทรดุตัวสําหรบัปญหาเสาเข็มกลุม 
 



บทที่ 6 
 

สรุปผลงานวิจัย 
 
 วิทยานิพนธนี้มจีุดประสงคเพื่อศึกษาและพฒันาระบบปรบัความละเอียดของโครงขายเพื่อใชใน
การวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตสําหรับปญหาทางวิศวกรรมธรณีเทคนิคในสภาพ 3 มิติ โดยงานทั้งหมดที่ทํา
ในวิทยานิพนธนี้เปนการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรดวยภาษาคอมพิวเตอรฟอรแทรนเพื่อนําไปใชในการ
วิเคราะหปญหา 
 
 ระบบปรับความละเอียดของโครงขายที่พัฒนาขึ้นมีสวนประกอบดังนี้ 
 

1. การสรางโครงขายเริ่มตนของชิ้นสวนเตตระฮีดรอนสี่จุดตอแบบไรโครงสราง ดวยโปรแกรม
สรางโครงขายสําเร็จรูป Gmsh 

2. การวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตโดยโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต SNAC ที่ไดรับการปรับปรุงแลว 
3. การประมาณความคลาดเคลื่อนของหนวยแรง (stress error estimation)ที่ไดจากการ

วิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
4. การเลือกชิ้นสวนที่ตองทําการเพิ่มความละเอยีดโดยตัดสินจากความคลาดเคลื่อนที่ประมาณ

คาไดจากขั้นตอนที่ 3 
5. การเพิ่มความละเอียดชิ้นสวนกระทําดวยการแบงชิ้นสวนเดิมใหละเอียดขึ้น ซึ่งทําตาม

หลักการของวิธีแบงสองสวน (bisection)  
6.  การปรับปรุงคุณภาพของโครงขายเพื่อชวยใหชิ้นสวนในโครงขายมีรูปรางดีขึ้นซึ่งจะทําใหผล

การวิเคราะหมีความแมนยําสูงขึ้น โดยการปรับปรุงคุณภาพโครงขายในงานวิจัยนี้เลือกใช
การปรับพิกัดจดุตอแบบลาปลาซโดยมีเงื่อนไขควบคุม (constrained Laplacian mesh 
smoothing) และการสลับหนาชิ้นสวน (face swapping) 

 
การตรวจสอบความถูกตองของระบบที่พฒันาขึ้นกระทําโดยการนําไปวิเคราะหปญหาพืน้ฐานทาง

วิศวกรรมธรณีเทคนิค โดยในวิทยานิพนธนี้ไดทําการวิเคราะห 2 ปญหา ไดแก ปญหาฐานรากแผ
แบบตอเนื่อง และแบบวงกลม โดยมีรายละเอยีดดังนี้ 

 
1.ปญหาฐานรากแผแบบตอเนื่อง จากการเพิ่มความละเอียดทําใหโครงขายมีความละเอียด

เพิ่มขึ้นสูงมากในบริเวณขอบของฐานราก สําหรับหนวยแรงที่ทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยอิลาสติกใช
หนวยแรงแนวดิ่งที่ระนาบตางๆ จํานวน 4 ระนาบ หนวยแรงที่ไดจากการโครงขายเริ่มตนมีความ
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คลาดเคลื่อนจากผลเฉลยไมสูงนัก แตหลังจากการเพิ่มความละเอียดของโครงขายหนวยแรงแนวดิ่งที่ไดมี
คาใกลกับผลเฉลยมากขึ้น  

 
2.ปญหาฐานรากแผแบบวงกลม จากการเพิม่ความละเอียดทําใหโครงขายมีความละเอยีดเพิ่มขึ้น

สูงมากในบริเวณขอบของฐานราก เมื่อเปรียบเทียบคาการทรุดตัวแนวดิ่งที่ระดับผิวดินของศูนยกลางฐาน
ราก พบวาเมื่อโครงขายมีความละเอียดสูงขึ้นคาการเคลื่อนตัวที่ไดจะมีคาเพิ่มสูงขึ้นและใกลเคียงกับผล
เฉลยมากขึ้น จากโครงขายเริ่มตนคาการทรุดตัวที่ไดมีความคลาดเคลื่อนจากผลเฉลย 10.4 % และที่
โครงขายรอบสุดทาย 2.9 % สําหรับหนวยแรงที่ทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยอิลาสติกใชหนวยแรงตาม
แนวแกนตางๆ หนวยแรงที่ไดจากการวิเคราะหมีความคลาดเคลื่อนจากผลเฉลยต่ํา ยกเวนหนวยแรง
แนวราบตามแนวรัศมีและแนวสัมผัสที่ระดับผิวดินซึ่งมีคาที่แตกตางจากผลเฉลยอยางชัดเจน แตหลังจาก
การเพิ่มความละเอียดของโครงขายหนวยแรงที่ไดมีคาเขาใกลเคียงผลเฉลยอยางมาก  

 
การตรวจสอบกับปญหาที่มีความซับซอนมากขึ้น ซึ่งในวิทยานิพนธนี้เลือกปญหาเสาเข็มเดี่ยว

และเสาเข็มกลุมชนิด 2ตน และ 4ตน ผลการตรวจสอบมีรายละเอียดดังนี้ 
 
1. คาการทรุดตัวที่หัวเสาเข็มที่ไดจากการวเิคราะหของโครงขายเริ่มตนซึ่งมีความละเอียดต่ําและ

มีความคลาดเคลื่อนสูงอยูนั้นมีคาต่ํากวาการทรุดตัวจากผลเฉลยเชิงวิเคราะห แตเมือ่ทําการปรับความ
ละเอียดของโครงขายพบวาคาการทรุดตัวที่คํานวณไดจะมคีาสูงขึ้น โดยการเพิ่มของคาการทรุดตัวที่
คํานวณไดจะมากที่สุดจากการเพิ่มความละเอียดของโครงขายในรอบแรกและจะนอยลงอยางรวดเร็ว และ
เมื่อความละเอยีดของโครงขายสูงขึ้นจนคาการทรุดตัวที่คํานวณไดมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก ซึ่งเมือ่เขาสู
สภาพนี้คาการทรุดตัวที่คํานวณไดทั้งกรณีเสาเข็มเดี่ยวและเสาเข็มกลุมจะมีความคลาดเคลื่อนจากผล
เฉลยเชิงวิเคราะหอยูในระดับไมเกิน 10%  

  
2. สําหรับหนวยแรงที่ทําการเปรียบเทียบกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหคือ หนวยแรงเฉือนที่ผิวเสาเข็ม

สําหรับกรณีเสาเข็มเดี่ยวแบบลอย (single floating pile)ที่ชั้นดินแข็งอยูในระดับลึกมาก ผลการตรวจสอบ
พบวาการเพิ่มความละเอียดของโครงขายชวยปรับหนวยแรงเฉือนที่ไดจากการวิเคราะหใหมีคาใกลกบัผล
เฉลยอยางมาก 

 
3. ความละเอียดของโครงขายที่ไดจากการเพิ่มความละเอียดมีความสอดคลองกับสภาพหนวย

แรงของปญหา 
 

3.1 ในกรณีเสาเข็มเดี่ยวแบบลอยซึ่งมีฐานรากแข็งอยูในระดับลึกมาก ถาความสามารถ
ในการอัดตัวของเสาเข็มเทียบกับดินมีคาสูง ( K มีคาต่ํา ) โครงขายบริเวณรอบเสาเข็มจะมีความ
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ละเอียดเพิ่มสูงโดยเฉพาะที่หัวเสาเข็ม ในขณะที่บริเวณปลายมีการเปลี่ยแปลงนอยมาก เนื่องจาก
แรงเฉือนที่ผิวของเสาเข็มในกรณีน้ีมีคาสูงมากที่บริเวณใกลหัวเสาเข็มแตจะนอยมากทีบ่ริเวณ
ปลายเสาเข็ม  ในกรณีท่ีความสามารถในการอัดตัวของเสาเข็มเทียบกับดินมีคาต่ํา (K มีคาสูง) 
โครงขายบริเวณรอบเสาเข็มจะมีความละเอยีดเพิ่มสูงขึ้นโดยมากที่สุดที่ปลายเสาเข็ม เนื่องจาก
แรงเฉือนที่ผิวของเสาเข็มในกรณีน้ีมีคาคอนขางสูงตลอดความยาวเสาเข็มแตจะสูงที่สุดที่บริเวณ
ปลายเสาเข็ม  

 
3.2 กรณีปญหาที่ชั้นดินมีความหนาจํากัด (finite depth layer) ทั้งเสาเข็มเดี่ยวและกลุม 

โครงขายบริเวณปลายเสาเข็มจะมีความละเอียดสูงขึ้นอยางชัดเจน เนื่องจากพฤติกรรมในการรับ
แรงของเสาเข็มเร่ิมเปนลักษณะของแรงแบกทานที่ปลาย (end bearing) มากขึ้น ทําใหหนวยแรง
ในบริเวณนั้นมีการเปลี่ยนแปลงสูง สงผลใหโครงขายบริเวณปลายเสาเข็มมีความละเอยีดสูง 

 
4. พารามิเตอรของดินและเสาเข็มสงผลสําคัญตอความคลาดเคลื่อนของผลการวิเคราะห  
 

4.1 สติฟเนสแฟกเตอร (stiffness factor, K)  ถาทําการวิเคราะหปญหาโดยใชโครงขาย
เหมือนกันและพารามิเตอรอื่นๆเทากันหมด โครงขายที่ใชคา K สูงกวา(ความสามารถในการอัดตัว
ของเสาเข็มเมื่อเทียบกับดินมีคาต่ํากวา)จะมีความคลาดเคลื่อนสูงกวา  

 
4.2 อัตราสวนปวซองสของดิน (νs )  ถาทําการวิเคราะหปญหาโดยใชโครงขาย

เหมือนกันและพารามิเตอรอื่นๆเทากันหมด โครงขายที่ใช νs สูงกวาจะมีความคลาดเคลื่อนสูง
กวา 

 
จากการวิเคราะหปญหาพื้นฐานทั้งสองกรณีและปญหาเสาเข็มแสดงลักษณะการเปลี่ยนแปลง

ของจํานวนจุดตอและความคลาดเคลื่อนระบบที่เหมือนกันคือ จํานวนจุดตอและชิ้นสวนของโครงขายที่
เพิ่มขึ้นในแตละรอบของการวเิคราะหจะมีคาสูงข้ึน ในขณะที่ความคลาดเคลื่อนระบบที่ลดลงในแตละรอบ
ของการวิเคราะหจะมีคาต่ําลง  ซึ่งหมายความวายิ่งโครงขายมีความละเอยีดมากขึ้นจํานวนจุดตอที่จะตอง
เพิ่มในแตละรอบของการวิเคราะหจะเพิ่มข้ึน แตความคลาดเคลื่อนระบบที่ลดลงในแตละรอบของการ
วิเคราะหจะต่ําลง 
 

จากการวิเคราะหปญหาทางวศิวกรรมธรณีเทคนิคทั้งปญหาฐานรากแผและเสาเข็มแสดงใหเห็น
วาระบบปรับความละเอียดของโครงขายชวยเพิ่มความละเอยีดของโครงขายในบริเวณที่มกีารเปลี่ยนแปลง
ของหนวยแรงสูงได ซึ่งทําใหผลการวิเคราะหไฟไนตเอลิเมนตมีความถูกตองแมนยํามากขึ้น โดยที่ความ
คลาดเคลื่อนของคาการเคลื่อนตัวเมื่อเทียบกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหอยูในระดับที่ยอมรับได  



รายการอางอิง 

ภาษาไทย 
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การคํานวณการทรดุตัวของหัวเสาเข็ม 
 
1. การคํานวณการทรุดตัวของหัวเสาเข็มสําหรับเสาเข็มตนเดียวแบบลอย (single floating pile) 
 

1.1 เสาเข็มทีอ่ยูในชั้นดินซึง่มีฐานรากแขง็อยูระดับลึกมาก(elastic half space) 
 
การคํานวณนี้ใชสําหรับการวิเคราะหปญหาในหัวขอ 5.1.1 ซึ่งเปนปญหาเสาเข็มเดี่ยวซึ่งอยูในชั้น

ดินเนื้อเดียวที่มีชั้นดินแข็งอยูในระดับลึกมากดังมีรายละเอียดแสดงในรูปที่ ก.1 อางอิงการคํานวณจากผล
เฉลยอิลาสติกที่เสนอโดย Poulos และ Davis (1974) โดยมีกราฟที่ตองใชแสดงในรปูที่ ก.2 ซึ่งกราฟนี้
ใชไดเฉพาะกรณีอัตราสวนปวซองส (poisson’s ratio, νs ) ของดินมีคาเปน 0 และ 0.5 และอัตราสวน
ความยาวตอเสนผานศูนยกลางเสาเข็ม (L/d)เปน 25 เทานั้น โดยจากกราฟแสดงคา I  ท้ังที่หัวและปลาย
เสาเข็ม  ซึ่งในที่น้ีใชเฉพาะคา  สําหรับหัวเสาเข็มเทานั้นโดยในแตละกรณีของการวิเคราะหมี
รายละเอียดดังนี้ 

ρ

Iρ

 
 

d = 0.3 m

Pile properties 
Ep  =22500 and 2.25*106 t/m2 

νs = 0.0  and  0.5 
CL

Load =  100 t/m2

L = 7.5 m

Soil properties 

νp = 0.2 

γp = 0 

Es  =450 t/m2 

 
 
 
 
 
 
 
 

γs = 0   
 

รูปที่ ก.1 ปญหาเสาเข็มเดีย่วที่ชั้นดินแขง็อยูในระดบัลึกมาก 
 
คาการทรุดตัวคํานวณที่หัวเสาเข็มคํานวณไดจาก 

 

    LE
P

s

Iρ=ρ     (ก.1) 
 

โดยที่  = คาการเคลื่อนตัว ρ
   P = แรงกระทําแนวดิ่งทั้งหมดที่หัวเสาเข็ม 
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   I  = คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัว ρ

   L = ความยาวของเสาเข็ม 
   Es = โมดูลัสยืดหยุนของดิน 
 

กรณีท่ี K = 50 , ν  =0.0  คา  = 4.4 s Iρ
ρ  = m/t450mx5.7

4.4x])m15.0(xxm/t100[
2

22 π  = 9.215 x 10PP-3 m 
 
กรณีท่ี K = 50 , ν  =0.5  คา  = 4.7 s Iρ
ρ  = m/t450mx5.7

7.4x])m15.0(xxm/t100[
2

22 π  = 9.844 x 10-3 m 
 
กรณีท่ี K = 5000 , ν  =0.0  คา  = 1.5 s Iρ
ρ  = m/t450mx5.7

5.1x])m15.0(xxm/t100[
2

22 π  = 3.142 x 10-3 m 
 
กรณีท่ี K = 5000 , ν  =0.5  คา  = 1.8 s Iρ
ρ  = m/t450mx5.7

8.1x])m15.0(xxm/t100[
2

22 π  = 3.770 x 10-3 m 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ ก.2 คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการทรุดตัวสําหรับเสาเข็มตนเดียวที่อยูในชั้นดิน
ซึ่งมีฐานรากแข็งอยูระดับลึกมาก สําหรับ L/d = 25 
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1.2 ชั้นดนิมีความลึกจํากัด (finite depth layer) 
 
 การคํานวณนี้ใชสําหรับกรณีเสาเข็มอยูในชั้นดินเนื้อเดียวและชั้นดินแข็งอยูในระดับที่ไมลึกมากซึ่ง
ใชในการเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะหในหัวขอ 5.1.2 โดยรูปของปญหาและพารามิเตอรท่ีใชในการ
วิเคราะหแสดงในรูปที่ ก.2  อางอิงการคํานวณจากผลเฉลยอิลาสติกที่เสนอโดย Poulos และ Davis 
(1980) และมีกราฟที่ตองใชในการคํานวณแสดงในรูปที่ ก.3 ถึง ก.7  

 
 

Rigid Base γs = 0  

d = 0.3 m γp = 0  

νp = 0.2 
Ep  =450000 t/m2

Pile properties 

Es  =450 t/m2

Soil properties 

CL 

L = 7.5 m 

H = 22.0 m 

Load =  100 t/m2  
 
 
 
 
 
 
 

νs = 0.3  
 
 
 

รูปที่ ก.3 ปญหาเสาเข็มเดีย่วที่ชั้นดินมีความลึกจํากัด 
 
คํานวณคาที่จําเปนตองใชในการหาคาพารามเิตอรจากกราฟโดยมีรายละเอยีดมีดังนี้ 
 

L/d = 7.5/0.3  = 25 
L/h = 7.5/22  = 0.34 
K = EpRA / Es = (450000x1)/450 = 1000 
db /d = 0.3/0.3  = 1.0 

 
การทรุดตัวของหัวเสาเข็มคํานวณไดจาก 
 
    dE

PI
s

=ρ     (ก.2) 
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โดยที่  RRRII hk0 ν=  

เมื่อ  = คาอินฟลูเอนซแฟกเตอรของการเคลื่อนตัวกอนปรับแก I0

   R  = คาปรับแกคาความสามารถในการอัดตัวของเสาเข็ม k

Rh  = คาปรับแกระดบัฐานรากแข็ง 
Rν  = คาปรับแกอัตราสวนปวซองส 
 
I0  = 0.075 (จากรูปที ่ก.4) 

   R  = 1.14 (จากรูปที ่ก.5) k

Rh  = 0.90 (จากรูปที ่ก.6) 
Rν  = 0.93 (จากรูปที ่ก.7) 

 
 ดังนั้น   I = 0.075x1.1x0.90x0.93 
    = 0.07156 

 และการทรุดตัว  ρ  = m3.0xm/t450
07156.0x])m15.0(xxm/t100[

2
22 π   

      
= 3.747 x 10-3 m 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 

 
 
 
รูปที่ ก.4 คาอนิฟลูเอนซแฟกเตอรของการทรุดตัว(Displacement-influence Factor, I0)  
 



 
147

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ ก.5 คาปรับแกคาความสามารถในการอัดตัวของเสาเข็ม (compressibility correction 
factor, RK) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ ก.6 คาปรับระดบัของฐานรากแข็ง (depth correction factor, Rh) 
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รูปที่ ก.7 คาปรับแกอัตราสวนปวซองส (Poisson’s ratio correction factor, Rν) 
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2. การคํานวณการทรุดตัวของเสาเข็มกลุม  
 
 2.1 การคํานวณการทรุดตัวของเสาเข็มกลุมชนิด 2ตน 
 
 การคํานวณนี้ใชกับเสาเข็มกลุมชนิด 2ตนแบบลอย (floating)ซึ่งใชในการเปรียบเทียบกับผลการ
วิเคราะหของปญหาในหัวขอ 5.2.1 โดยมีรูปแบบของปญหาแสดงในรูปที่ ก.8  อางอิงการคํานวณจากผล
เฉลยอิลาสติกที่เสนอโดย Poulos และ Davis (1980) ขั้นตอนการคํานวณเริ่มจากการคํานวณการทรุดตัว
ของเสาเข็มตนเดียว จากนั้นทําการคํานวณคาการทรุดตัวที่เพิ่มขึ้นซึ่งเปนผลมาจากเสาเข็มตนขางๆ  โดย
การหาอินเตอรแอกชันแฟกเตอร (interaction factor) ของกลุมเสาเข็มนั้น สําหรับกราฟที่ตองใชในการหา
อินเตอรแอกชนัแฟกเตอร และคาปรับแกตางๆ สําหรับเสาเข็มกลุม 2 ตนแสดงในรูปที่ ก.9 ถึง ก.11 

 

Pile properties 
Ep  =450000t/m2 
νp = 0.2
γp = 0 

CL

Load = 100  t/ m2 
D = 0.3 m

S = 1.5 mRigid Base

Soil properties 
Es  =450 t/m2 
νs = 0.3 
γs = 0  

L =  7.5 mH =  15.0 m 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ก.8 แสดงปญหาเสาเข็มกลุมชนิด 2ตน 
 
โดยคาตางๆ ที่จําเปนในการหาพารามิเตอรท่ีใชในการคํานวณคาการทรุดตัวมีรายละเอียดดังนี้ 
 

L/d = 7.5/0.3  = 25 
L/h = 7.5/15  = 0.5 
K = EpRA / Es = (450000x1)/450 = 1000 
db /d = 0.3/0.3  = 1.0 
s/d = 1.5/0.3  = 5.0 

 
ข้ันตอนการคาํนวณ 
 
(1) การทรุดตัวสําหรับเสาเข็มตนเดียวคํานวณไดจาก 
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    dE

PI
s

=ρ     (ก.2) 
 

โดยที่  RRRII hk0 ν=  

I0  = 0.075 (จากรูปที ่ก.4) 
   R  = 1.14 (จากรูปที ่ก.5) k

Rh  = 0.84 (จากรูปที ่ก.6) 
Rν  = 0.93 (จากรูปที ่ก.7) 

 
ดังนั้น   I = 0.075x1.14x0.84x0.93 

    = 0.06679 
 

 และการทรุดตัว  ρ  = m3.0xm/t450
06679.0x])m15.0(xxm/t100[

2
22 π   

      
= 3.495 x 10-3 m 

 
 (2) คํานวณการทรุดตัวที่เพิ่มขึ้นจากผลของเสาเข็มกลุม 
 
  จากสมการ การทรุดตัวที่เพิ่มขึ้น = ραx  
 
  โดยที่  = อินเตอรแอกชนัแฟกเตอร (interaction factor) α
     
 อินเตอรแอกชนัแฟกเตอร (αF ) สําหรับเสาเข็มกลุม 2 ตนที่อยูในดินเนื้อเดียวที่ไมจํากัดขอบเขต 
และมีคาอัตราสวนปวซองสเทากับ 0.5 แสดงในรูปที่ ก.9 แตเนื่องจากผลของระดับความลึกของฐานราก
แข็ง จึงตองปรับแกคา  โดยที่ α
    

α  = NhFα  
    = 0.405  (จากรูปที ่ก.9) αF

  โดยที่  = คาปรับแกระดบัความลึกของฐานรากแข็ง Nh

   N  = 0.78 (จากรูปที ่ก.10) h
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 คาปรับแกระดบัความลึกของฐานรากแข็งนี้ใชในกรณีที่คา K = อนันต (α ) ซึ่งจาก Poulos และ 
Davis(1980) แนะนําใหลดคาปรับแกลง 8% ในกรณีที่คา K = 1000 ดังนั้นจะไดคา  N   = 0.78(0.92) 
= 0.7176 และคา 

h

α  จะมีคาเปน 
 
    = 0.405 x 0.7176 α
    = 0.2906 
 
 และเนื่องจากคาที่ไดเปนกรณีท่ีνs  = 0.5 จึงตองปรับแกคาสําหรับกรณีท่ี  = 0.3 จากรูปท่ี   
ก.11 จะไดคาปรับแก N  = 1.04 ดังนั้น 

νs

ν

 
    = 0.2906 x 1.04 α
    = 0.3023 
 
 การทรุดตัวที่เพิ่มขึ้น = ραx  

 = 0.3023 x 3.495 x 10-3 
   = 1.057 x 10-3 m 
ดังนั้นการทรุดตัวรวมของเสาเข็มกลุม = ρ   +  ραx  
     = (3.495+1.057) x 10-3

     = 4.552 x 10-3 m 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ ก.9 อินเตอรแอกชันแฟกเตอรสาํหรับเสาเข็ม 2 ตนชนิดเสาเข็มลอย เมื่อ L/d = 25  
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รูปที่ ก.10 คาปรับแกผลของระดับความลึกของฐานแข็ง สําหรับอินเตอรแอกชันแฟก
เตอร(Nh)  สําหรับเสาเข็ม 2 ตนกรณีปลายเข็มอยูบนชั้นดนิที่แข็งกวาเมื่อ L/d = 25  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ก.11 คาปรับแกอตัราสวนปวซองส(Poisson ‘s ratio)  สําหรบัอินเตอรแอกชันแฟก
เตอร(Nν) สําหรับเสาเข็ม 2 ตนกรณีปลายเข็มอยูบนฐานแข็ง เมื่อ L/d = 25  
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2.2 การคํานวณการทรุดตัวของเสาเข็มกลุมชนิด 4ตน 
 
การคํานวณนี้ใชกับเสาเข็มกลุมชนิด 4ตนแบบลอย (floating)ซึ่งใชในการเปรียบเทียบกับผลการ

วิเคราะหของปญหาในหัวขอ 5.2.2 โดยมีรูปแบบของปญหาแสดงในรูปที่ ก.12  อางอิงการคํานวณจากผล
เฉลยอิลาสติกที่เสนอโดย PoulosและDavis(1980) ขั้นตอนการคํานวณเริ่มจากการคํานวณการทรุดตัว
ของเสาเข็มตนเดียว จากนั้นทําการคํานวณคาการทรุดตัวที่เพิ่มขึ้นซึ่งเปนผลมาจากเสาเข็มตนขางๆ โดย
การหาอินเตอรแอกชันแฟกเตอร (interaction factor) ของกลุมเสาเข็มนั้น สําหรับกราฟที่ตองใชในการหา
อินเตอรแอกชนัแฟกเตอร และคาปรับแกตางๆ สําหรับเสาเข็มกลุม 4 ตนแสดงในตารางที่ ก.1 และในรปูที่ 
ก.13 ถึง ก.14 

 

CL

Pile properties 
Ep  =450000t/m2 
νp = 0.2 
γp = 0 Rigid Base S = 1.5 m

D = 0.3 m

Soil properties
Es  =450 t/m2

νs = 0.3 
γs = 0  

Load = 100  t/ m2 
S = 1.5 m 

L =  7.5 mH =  30.0 m

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ก.12 แสดงปญหาเสาเข็มกลุมชนิด 4ตน 
 

โดยคาตางๆ ท่ีจําเปนในการหาพารามิเตอรท่ีใชในการคํานวณคาการทรุดตัวมีรายละเอียดดังนี้ 
 

L/d = 7.5/0.3  = 25 
L/h = 7.5/30  = 0.25 
K = EpRA / Es = (450000x1)/450 = 1000 
db /d = 0.3/0.3  = 1.0 
s/d = 1.5/0.3  = 5.0 
 

  
 ข้ันตอนการคาํนวณ 
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(1) การทรุดตัวสําหรับเสาเข็มตนเดียวคํานวณไดจาก 
 
    dE

PI
s

=ρ     (ก.2) 
 

โดยที่  RRRII hk0 ν=  

I0  = 0.075 (จากรูปที ่ก.4) 
   R  = 1.14 (จากรูปที ่ก.5) k

Rh  = 0.92 (จากรูปที ่ก.6) 
Rν  = 0.93 (จากรูปที ่ก.7) 

 
ดังนั้น   I = 0.075x1.14x0.92x0.93 

    = 0.07315 
 

 และการทรุดตัว  ρ  = m3.0xm/t450
07315.0x])m15.0(xxm/t100[

2
22 π   

      
= 3.828 x 10-3 m 

 
 (2) คํานวณการทรุดตัวที่เพิ่มขึ้นจากผลของเสาเข็มกลุม 
 
  จากสมการ การทรุดตัวเฉลี่ยของเสาเข็มกลุม  =  ρxR s

 
  โดยที่ R s  = อัตราสวนการทรุดตัว (settlement ratio) 
 
  จากตารางที่ ก.1 จะได 
 
   R s  = 2.09 
 
 ปรับแกคาอัตราสวนการทรุดตัวเนื่องจากผลของระดับความลึกของฐานรากแข็ง โดยคาปรับแก 

 จากรูปที ่ก.13 เมื่อ L/h = 0.25  มีคาเปน 0.94 ดังนั้นคา ξh R s หลังจากปรับแกแลวมีคาเปน 
 
   R )corr(s  = R s  x ξh  
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    = 2.09 x 0.94 
    = 1.9646 
  
 ปรับแกคาอัตราสวนการทรุดตัวเนื่องจากผลของอัตราสวนปวซองส โดยคาปรับแก  จากรูปที ่
ก.14 เมื่อ  = 0.3 มีคาเปน 1.025 ดังนั้นคา 

ξν
νs R s หลังจากปรับแกแลวมีคาเปน 

  
   R )corr(s  = R s  x ξν  
    = 1.9646 x 1.025 
    = 2.0137 
 
  ดังนั้นจะไดการทรุดตัวเฉล่ียของเสาเข็มกลุม =  ρxR s

  = 2.0137 x 3.828 x 10-3

= 7.708 x 10-3 m 
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ตารางที่ ก.1 คาอัตราสวนการทรุดตัว (Settlement Ratio) RS สําหรับเสาเข็มกลุม 
ในดนิสม่ําเสมอที่มีความลกึมาก และแคบหัวเข็มแบบแข็ง(rigid cap) 
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รูปที่ ก.13 สัมประสิทธ์ิลดคาจากผลของระดับความลึกของฐานแข็ง สําหรับคาอัตราสวน
การทรุดตัว(ξh)สําหรับเสาเข็มกลุม 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ ก.14 สัมประสิทธ์ิลดคาจากผลของอัตราสวนปวซองส สําหรับคาอตัราสวนการทรดุ
ตัว(ξν)สําหรบัเสาเข็มกลุม 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
 

 นาย พงศธร สนธิประสาท เกดิวันที่ 7 กรกฎาคม พ.ศ. 2523 ที่จังหวัดกรุงเทพมหานคร สําเร็จ
การศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต ภาควิชาวิศวกรรมโยธา จากจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในป
การศึกษา 2543 และเขาศึกษาตอในระดับปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต ภาควิชาวิศวกรรมโยธา 
สาขาวิชาวิศวกรรมโยธา จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย ในปการศึกษา 2544 
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