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 In this thesis, a finite element method for two-dimensional, steady-state 

viscous incompressible flow using characteristic-based split algorithm is presented. 

The corresponding finite element equations are derived from the set of partial 

differential equations which satisfy the law of conservation of mass and conservation 

of momentum. To analyze fluid flow problems, the linear interpolation function with 

three-node triangular elements are used. Finite element computer program from finite 

element equations is developed and verified by solving fluid flow problems of which 

exact solutions and previous numerical results are available. 

 
 To improve solution accuracy and save computational time, an adaptive 

meshing technique is applied to the finite element method. The technique places small 

elements in the region of high solution gradients, and vice versa. 

 
 Results from complex geometries assure the efficiency of applying the finite 

element method with adaptive meshing technique, which are proposed in this thesis. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Department Mechanical Engineering  Student’s signature  
Field of study Mechanical Engineering  Advisor’s signature  
Academic Year         2004   



 
ฉ

กิตติกรรมประกาศ 
 
 ผูวิจัยขอกราบขอบพระคุณ  ศาสตราจารย ดร.ปราโมทย  เดชะอําไพ  อาจารยที่
ปรึกษาวิทยานิพนธซ่ึงทานไดถายทอดความรู  คําแนะนํา  รวมถึงใหโอกาส  กําลังใจ  การสนับสนุน  
ตลอดจนขอคิดตาง ๆ  ที่มีคุณคาอยางยิ่งในการดําเนินชีวิต  อันเปนแรงผลักดันใหผูวิจัยสามารถ
ทํางานไดสําเร็จลุลวง  ดังคํากลาววา  คําแนะนําที่ดีมีคายิ่งกวาทองคํา 
 
 ขอกราบขอบพระคุณ   รองศาสตราจารย ดร.มานิจ  ทองประเสริฐ  ประธาน
กรรมการ  ผูชวยศาสตราจารย ดร.กุณฑินี  มณีรัตน และ ผูชวยศาสตราจารย ดร.สมพงษ  พุทธิวิสุทธิ
ศักดิ์  คณะกรรมการ  รวมทั้งรองศาสตราจารย ดร.สมศักดิ์  ไชยะภินันท และ รองศาสตราจารย 
ดร.อศิ  บุญจิตราดุลย  ที่ไดใหคําแนะนําและถายทอดความรูตลอดระยะเวลาในการทํางานวิจัยนี้ ซ่ึง
ทําใหวิทยานิพนธฉบับนี้มีความสมบูรณมากยิ่งขึ้น 
 
 ขอขอบพระคุณ  อาจารย ดร.วิโรจน  ล่ิมตระการ  คุณสุทธิศักดิ์  พงศธนาพาณิช  
อาจารยนิพนธ  วรรณโสภาคย  คุณเสฏฐวรรธ  สุจริตภวัตสกุล และ คุณปริญญา  บุญมาเลิศ  ตลอด
จนสมาชิกในหองปฏิบัติการวิจัยกลศาสตรการคํานวณทั้งในอดีตและปจจุบันทุกทานที่มิไดกลาวถึง 
ณ ที่นี้  สําหรับคําแนะนํา  ความชวยเหลือ  และกําลังใจในระหวางการทํางานวิจัยนี้ 
 
 ทายสุดนี้ผูวิจัยขอกราบขอบพระคุณบิดามารดา  รวมถึงญาติพี่นองที่ใหคําปรึกษา
เปนกําลังใจและสนับสนุนการศึกษาของผูวิจัยมาโดยตลอด อนึ่งประโยชนและคุณคาอันใดที่ไดรับ
จากวิทยานิพนธนี้ขอมอบเปนกตัญุตาบูชาแดบิดามารดา ครูอาจารย ตลอดจนผูมีพระคุณทุกทาน 



สารบัญ 
 
 หนา 
 
บทคัดยอภาษาไทย  ง 
บทคัดยอภาษาอังกฤษ  จ 

กิตติกรรมประกาศ  ฉ 

สารบัญ  ช 

สารบัญภาพ  ญ 

สารบัญตาราง  ด 

คําอธิบายสัญลักษณ  ต 
 
บทท่ี 1 บทนํา  1 
 1.1 ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ  1 

 1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ  5 

 1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ  5 

 1.4 ขั้นตอนการดําเนินงานวิทยานิพนธ  5 

 1.5 ประโยชนที่ไดรับจากวิทยานิพนธ  6 
 
บทท่ี 2 สมการอนุพันธยอยสําหรับปญหาการไหล  7 

 2.1 สมการอนุรักษมวล  7 

 2.2 สมการอนุรักษโมเมนตัม  10 
 
บทท่ี 3 ระเบียบวิธีการจําแนกดวยคุณลักษณะ  14 
 
บทท่ี 4 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิธีซีบีเอส  27 

 4.1 ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  27 

 4.2 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิต ิ

  ที่ไดจากวิธีซีบีเอส  31 

  4.2.1 การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิธีซีบีเอส  31 

  4.2.2 การประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซสําหรับวิธีซีบีเอส  37 

  4.2.3 การกําหนดชวงเวลาในการคํานวณสําหรับวิธีซีบีเอส  51 
 
 
 



 ซ

บทท่ี 5 ไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอร  52 

 5.1 ลักษณะของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  52 

5.2 รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  57 

5.3 ตัวอยางการใชโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ในการวิเคราะหปญหา 
การไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติ  60 

 
บทท่ี 6 ผลการใชไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีประดิษฐขึ้นในการวิเคราะห 
 ปญหา การไหลแบบตาง ๆ  67 

 6.1 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด (Couette flow)  67 

 6.2 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดัน (Poiseuille flow)  71 

 6.3 ปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียม (cavity flow)  75 

 6.4 ปญหาการไหลภายในชองคูขนานที่มีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัด 

  ทันทีทันใด (backward facing step flow)  81 

 6.5 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติ  
  (flow over two-dimensional obstacle)  87 
  6.5.1 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติรูปกลองส่ีเหล่ียม 
   (flow over block)  88 
  6.5.2 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติรูปแทงส่ีเหล่ียม 
   (flow over fence)  91 
 
บทท่ี 7 เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  96 

 7.1 หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  96 

7.2 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  102 

7.3 ขั้นตอนการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  103 

7.4 ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม FEMESH  106 

7.5 ตัวอยางการนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมาประยุกต 
ใชกับการวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติ  107 

 
บทท่ี 8 การวิเคราะหปญหาโดยใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  113 

 8.1 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียมสองแทง  113 

 8.2 ปญหาการไหลออกผานวาลว  119 
 
 
 
 



 ฌ 

บทท่ี 9 บทสรุป  ปญหาท่ีพบและขอเสนอแนะ  128 
9.1 บทสรุป  128 

9.2 ปญหาที่พบในขณะทําวิทยานิพนธ  129 

9.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต  130 
 
รายการอางอิง   131 
 
ภาคผนวก   136 

 ภาคผนวก ก. รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  136 

 ภาคผนวก ข. รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร FEMCBS  162 

 ภาคผนวก ค. รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร CBSFEM  166 
 
ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ  169 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 ญ

สารบัญตาราง 
 
 หนา 
 
ตารางที่ 6.1 การเปรียบเทียบระยะการแตะสัมผัสของการไหลหมุนวนระหวาง 
  ผลจากการทดลองกับผลลัพธจากการคํานวณดวยโปรแกรม LOCBS  85 

ตารางที ่6.2 รูปรางและคาเรยโนลดนัมเบอรของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติ  87 

ตารางที ่6.3 การเปรียบเทียบระยะการแตะสัมผัสของการไหลหมุนวนและระยะ 

  การเกิดการแยกตัวของการไหลระหวางผลการทดลองกับผลจากการคํานวณ 

  ดวยโปรแกรม LOCBS  93 



 ฎ

สารบัญภาพ 
 
 หนา 
 
รูปที่ 2.1 รูปแบบแสดงฟลักซของมวลของไหลผานกรอบเล็ก ๆ  ที่ตรึงอยูในโดเมนของ 
  การไหล 8 

รูปที่ 2.2 แรงตาง ๆ  ที่กระทําบนผิวของกอนของไหลซึ่งเคลื่อนที่ไปกับการไหล  10 

รูปที่ 4.1 การแบงพื้นที่โดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ  27 

รูปที่ 4.2 เอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมที่ประกอบดวยตัวไมรูคาที่ 3 จุดตอ  28 

รูปที่ 4.3 การคํานวณเวกเตอรที่ขอบโดเมนของการไหล  43 

รูปที่ 4.4 ขั้นตอนการทํางานของวิธีซีบีเอส  50 

รูปที่ 5.1 ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  56 

รูปที ่5.2  ลักษณะของปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่เหล่ียม  61 

รูปที่ 5.3 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่เหล่ียม  62 

รูปที่ 5.4 ขอมูลไฟลนําเขาชื่อ ‘cav.in’  63 

รูปที ่5.5 ลําดับขั้นตอนที่ปรากฏบนจอคอมพิวเตอรในขณะใชโปรแกรมคอมพิวเตอร 
  LOCBS  64 
รูปที่ 5.6 ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.op’  65 

รูปที่ 5.7 ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.er’  65 

รูปที่ 5.8 ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.re’  66 

รูปที่ 6.1 ลักษณะของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด  68 

รูปที่ 6.2 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

  เนื่องจากความหนืด  69 

รูปที่ 6.3 การกระจายตัวของความเร็วสําหรับปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

  เนื่องจากความหนืด  70 

รูปที่ 6.4 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณกับผลเฉลย 

  แมนตรงของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด  70 

รูปที่ 6.5 ลักษณะของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดัน  71 

รูปที่ 6.6 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

  เนื่องจากความดัน  73 

รูปที่ 6.7 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจาก 

  ความดัน  74 
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รูปที่ 6.8 การเปรียบเทียบคาการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณได ณ ตําแหนง x  ตาง ๆ 

  ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดันกับผลเฉลยแมนตรง  74 

รูปที่ 6.9 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจาก 

  ความดัน  74 

รูปที่ 6.10 การเปรียบเทียบคาการกระจายตัวของความดันที่คํานวณได ณ ตําแหนง y  ตาง ๆ 

  ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดันกับผลเฉลยแมนตรง  75 

รูปที่ 6.11 ลักษณะของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียม  76 

รูปที่ 6.12 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียม  76 

รูปที่ 6.13 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียมที่คา 
  เรยโนลดนัมเบอรเทากับ 100 และ 400 ตามลําดับ  77 

  (ก) เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 100  77 

  (ข) เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 400  77 

รูปที่ 6.14 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียมที่คา 
  เรยโนลดนัมเบอรเทากับ 1,000 และ 5,000 ตามลําดับ  77 

  (ก) เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 1,000  77 

  (ข) เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 5,000  77 

รูปที่ 6.15 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอสกับ 

  ผลลัพธจากวิธีผลตางสืบเนื่องเมื่อ Re = 100 และ 400 ตามลําดับ  78 

  (ก) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 100  78 

  (ข) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 400  78 

รูปที่ 6.16 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอสกับ 

  ผลลัพธจากวิธีผลตางสืบเนื่องเมื่อ Re = 1,000 และ 5,000 ตามลําดับ  79 

  (ก) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 1,000  79 

  (ข) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 5,000  79 

รูปที่ 6.17 รูปแบบจําลองแบบไมสม่ําเสมอของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียม  80 

รูปที ่6.18 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียม 

  ที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 5,000  80 

รูปที ่6.19 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วจากวิธีซีบีเอสกับผลลัพธจาก 

  วิธีผลตางสืบเนื่องที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 5,000  81 
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รูปที่ 6.20 ลักษณะของปญหาการไหลภายในชองคูขนานที่มีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัด 

  ทันทีทันใด  82 

รูปที่ 6.21 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลภายในชองคูขนานที่มี 
  การเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด  82 

รูปที่ 6.22 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนานที่มี 
  การเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=50  83 

รูปที ่6.23 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนานที่มี 
  การเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=50  83 

รูปที่ 6.24 รายละเอียดการกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.22 ที่แสดง 
  การไหลหมุนวนของปญหาที่คา Re=50  83 

รูปที่ 6.25 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนานที่มี 
  การเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=150  84 

รูปที ่6.26 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนานที่มี 
  การเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=150  84 

รูปที ่6.27 รายละเอียดการกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.25 ที่แสดง 
  การไหลหมุนวนของปญหาที่คา Re=150  84 

รูปที ่6.28 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอสกับ 

  ผลการทดลองที่ตําแหนงตาง ๆ  สําหรับปญหาที่มีคา Re = 150  86 

  (ก) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 8.3=x   86 

  (ข) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.5=x   86 

  (ค) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.7=x   86 

  (ง) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.15=x   86 

รูปที ่6.29 ลักษณะของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติ  87 

รูปที ่6.30 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
  รูปกลองสี่เหล่ียม  88 

รูปที ่6.31 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
  รูปกลองสี่เหล่ียมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144  88 

รูปที่ 6.32 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
  รูปกลองสี่เหล่ียมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144  89 
 



 ฑ 

 หนา 
 
รูปที ่6.33 การกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.31 ที่แสดงรายละเอียด 

  ของการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองสี่เหล่ียมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144  89 

รูปที ่6.34 การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วที่คํานวณไดกับผลการทดลองที่ตําแหนง 
  x  ตาง ๆ  90 

  (ก) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 68=x   90 

  (ข) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 80=x   90 

  (ค) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 90=x   90 

  (ง) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 100=x   90 

  (จ) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 110=x   90 

รูปที ่6.35 การกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดของการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
  รูปกลองสี่เหล่ียมที่ตําแหนง x  ตาง ๆ  91 

รูปที ่6.36 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม  91 

รูปที่ 6.37 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม 

  ที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5  92 

รูปที ่6.38 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม 

  ที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5  92 

รูปที ่6.39 การกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.37 ที่แสดงรายละเอียด 

  ของการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5 92 

รูปที ่6.40 การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วที่คํานวณไดกับผลการทดลองที่ตําแหนง 
  x  ตาง ๆ  94 

  (ก) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 53=x   94 

  (ข) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 63=x   94 

  (ค) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 81=x   94 

  (ง) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 101=x   94 

  (จ) การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 131=x   94 

รูปที ่6.41 การกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดของการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
  รูปแทงส่ีเหล่ียมที่ตําแหนง x  ตาง ๆ  95 

รูปที ่7.1 หลักการของการหาความเคนในแนวแกนหลัก  97 

รูปที ่7.2 พื้นที่ผิวและแรงที่กระทําบนดานตาง ๆ  ของเอลิเมนตทรงสามเหลี่ยมในสองมิติ  97 

รูปที ่7.3 การวางตัวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X  และ Y   100 
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รูปที ่7.4 ขั้นตอนการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  105 

รูปที ่7.5 สวนคําส่ังของไฟล ‘cylinder0.out’  106 

รูปที่ 7.6 สวนผลลัพธของไฟล ‘cylinder0.out’  106 

รูปที่ 7.7 ลักษณะของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก  107 

รูปที ่7.8 รูปแบบจําลองเริ่มตนของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก  108 

รูปที ่7.9 การกระจายตัวของความดันและรายละเอียดภายในกรอบประสําหรับ 

  แบบจําลองเริ่มตนของปญหาการไหลภายในทอ  109 

รูปที ่7.10 รูปแบบจําลองของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอกหลังจากทําการปรับ 

  ขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 109 

รูปที ่7.11 การกระจายตัวของความดันและรายละเอียดภายในกรอบประสําหรับ 

  แบบจําลองของปญหาการไหลภายในทอหลังการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1  110 

รูปที ่7.12 รูปแบบจําลองของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอกหลังจากทําการปรับ 

  ขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 111 

รูปที ่7.13 การกระจายตัวของความดันและรายละเอียดภายในกรอบประสําหรับ 

  แบบจําลองของปญหาการไหลภายในทอหลังการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 111 

รูปที ่8.1 ลักษณะของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียมสองแทง  113 

รูปที ่8.2 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทง 
  ส่ีเหล่ียมสองแทง  114 

รูปที ่8.3 ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทง 
  ส่ีเหล่ียมสองแทง  114 

รูปที ่8.4 รายละเอียดแสดงเอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียมทั้งสองแทง 
  ภายในกรอบประของรูปที่ 8.2  114 

  (ก) เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางลาง  114 

  (ข) เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางบน  114 

รูปที ่8.5 รายละเอียดแสดงลักษณะการไหลหมุนวนบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม 
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
1.1 ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 
 
 ปญหาการไหลแบบไมมีการอัดตัว (incompressible flow) เปนปญหาที่เกี่ยวของ
กับการไหลหนืดที่มีความเร็วต่ําซ่ึงมีความซับซอน  เนื่องจากในการอธิบายพฤติกรรมการไหลนี้จํา
เปนตองอาศัยการแกสมการอนุพันธยอย (partial differential equations) ที่เกี่ยวของคือระบบ  
สมการนาเวียร-สโตกส  (Navier-Stokes equations)  และการหาผลเฉลยแมนตรง  (exact 

solutions) สําหรับปญหาการไหลที่พบโดยทั่วไปนั้นทําไดยากลําบาก  จึงมีการนําระเบียบวิธีเชิง 
ตัวเลข (numerical method) มาใชวิเคราะหหาผลเฉลยโดยประมาณจากระบบสมการนาเวียร-
สโตกสนี้แทน 
 
 ในอดีตที่ผ านมาระเบียบวิ ธีผลตางสืบเนื่อง  (finite different method) เปน
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยมเปนอยางมากเนื่องจากสามารถทําความเขาใจไดโดยงาย  แต
มีขอจํากัดคือในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีนี้จําเปนตองแบงขอบเขตของปญหาออกเปน   
ตารางสี่เหล่ียม  ซ่ึงหากปญหาที่นํามาทําการวิเคราะหมีรูปรางซับซอนจะทําใหเกิดความยากลําบาก
ในการจําลองรูปรางลักษณะของปญหา  จึงไดมีการพัฒนาการหาผลเฉลยวิธีใหมเรียกวาระเบียบวิธี   
ไฟไนตเอลิเมนต (finite element method) โดยระเบียบวิธีนี้สามารถแบงขอบเขตของปญหาใหอยู
ในรูปสามเหลี่ยมหรือส่ีเหล่ียมดานไมเทาก็ได  และสามารถแบงใหมีขนาดแตกตางกันออกไปได
เปนผลใหจําลองรูปรางลักษณะของปญหาไดใกลเคียงยิ่งขึ้น  ทําใหผลเฉลยโดยประมาณที่ไดมี
ความถูกตองแมนยํามากยิ่งขึ้น 
 
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีหลักการคราว ๆ  คือเร่ิมจากการแบงขอบเขตของ
ปญหาที่จะทําการวิเคราะหออกเปนเอลิเมนต (elements) ยอย ๆ  แลวจึงเลือกฟงกชันการประมาณ
ภายใน (interpolation function) เพื่อประมาณคาของตัวไมทราบคา (unknowns) บนเอลิเมนต
นั้น ๆ  และประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับสมการอนุพันธของปญหาโดยจะ
ประดิษฐใหอยูในรูปเมตริกซของแตละเอลิเมนตยอย ๆ  สุดทายจึงนําเอลิเมนตเมตริกซเหลานี้มา
รวมกันเปนระบบสมการรวม (system of equations)  และประยุกตเงื่อนไขขอบเขตที่เหมาะสม
จากนั้นจึงทําการแกระบบสมการรวมเพื่อหาผลเฉลยโดยประมาณของตัวไมทราบคาเหลานั้น 
 
 ความยุงยากซับซอนประการแรกในการนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาวิเคราะห
ปญหาการไหลหนืดในสองมิติ  มาจากการที่ระบบสมการนาเวียร-สโตกสประกอบไปดวยสมการ
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อนุรักษโมเมนตัมจํานวน 2 สมการซึ่งมีตัวไมทราบคาไดแกความเร็วในแนวแกนทั้งสองและความ
ดัน   และสมการอนุรักษมวลอีก 1 สมการซึ่งมีตัวไมทราบคาไดแกความเร็วในแนวแกน
ทั้งสองและความหนาแนน 

),,( pvu

),,( ρvu   จะเห็นไดวาการที่สมการอนุรักษมวลไมปรากฎพจนของ
ความดันในสมการโดยตรงทําใหไมสามารถแกปญหาไดโดยงาย  ในอดีตที่ผานมาไดมีการหลีกเลี่ยง
การหาคาความดันดังกลาวโดย  Ikegawa [1] ไดนําเสนอการแกปญหาการไหลดวยระเบียบวิธี    
ไฟไนตเอลิเมนต  โดยหาคาตัวแปรสตรีมฟงกชัน (ψ , stream function) และคาตัวแปรวอรทิซิตี้ 
(ω , vorticity) แทนการหาคาความเร็วและความดันโดยตรง  และทําการเปรียบเทียบผลการ
คํานวณที่ไดจากวิธีนี้กับผลการคํานวณจากระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่องและผลการทดลองการไหล
ผานชองแคบ (channel with a cavity) พบวาไดผลลัพธที่สอดคลองกัน  วิธีการดังกลาวชวยลด
เวลาที่ตองใชในการคํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรลงไดแตมีความยุงยากในการประยุกตเงื่อนไข
ขอบเขตของปญหา  และกอใหเกิดความซับซอนหากนําไปประยุกตกับปญหาการไหลในสามมิติทํา
ใหในปจจุบันจึงนิยมแกปญหาจากตัวแปรตั้งตน (primitive variables) มากขึ้น 
 
 ความซับซอนอีกประการหนึ่งของการวิเคราะหการไหลมาจากการที่มีพจนของ
อนุพันธยอยเนื่องจากการพา (convection term) ในระบบสมการนาเวียร-สโตกสอยูในรูปแบบไม
เชิงเสน  นอกจากนั้นยังมีความยุงยากจากการที่พจนของอนุพันธยอยที่เกี่ยวของกับความเร็วมีอันดับ
สูงกวาพจนของอนุพันธยอยที่เกี่ยวของกับความดันอยูหนึ่งอันดับ  ซ่ึงหากเลือกใชเอลิเมนตขนาด
ใหญในบริเวณที่เกิดการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธสูงหรือเลือกใชอันดับของฟงกชันการประมาณ
ภายในเอลิเมนตสําหรับความเร็วและความดันที่เทากันในระบบสมการนาเวียร-สโตกสแลว  จะทํา
ใหผลลัพธที่ไดเกิดการสั่น (oscillation) และการลูเขา (converge) ของคําตอบเปนไปไดชาหรือ
อาจไมเกิดการลูเขาของคําตอบโดยเฉพาะหากปญหาที่ทําการวิเคราะหมีคาเรยโนลดนัมเบอร 
(Reynold number) สูง  จากสาเหตุดังกลาวจึงไดมีการพัฒนาการแกปญหาการไหลโดย  Chorin 

[2,3] นําความอัดตัวไดเทียม (artificial compressibility; AC) มาชวยแกปญหา  โดยนําเสนอ
ความสัมพันธระหวางพจนความดันและความหนาแนนเพิ่มเติมลงในสมการอนุรักษมวลทําใหงาน
วิจัยในเวลาตอมาสามารถนําหลักการนี้มาใชกับปญหาการไหลได  โดยใชหลักการนี้กับวิธีการ
คํานวณแบบแยกกัน (segregrated solution method) ซ่ึงอาศัยการคํานวณหาคาความเร็วจากความ
ดันที่สมมติขึ้น  จากนั้นจึงใชความสัมพันธของความอัดตัวไดเทียมมาคํานวณหาคาความดันใน    
สมการอนุรักษมวล  คาความดันที่ไดนี้จะถูกนํากลับมาใชในการคํานวณหาคาความเร็วใหม  วิธีการ
ดังกลาวถูกปรับปรุงภายหลังเปนผลใหสามารถเลือกใชอันดับของฟงกชันการประมาณภายใน
สําหรับความเร็วและความดันที่เทากันได  ซ่ึงชวยลดเวลาที่ตองใชในการคํานวณและไดผลลัพธที่ดี
ขึ้น 
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 Yamada et al. [4] และ Kawahara et al. [5,6] เลือกใชฟงกชันการประมาณ
ภายในแบบผสม (mixed interpolation function) ทําการแกปญหาการไหลแบบไมอัดตัวโดย
เลือกใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบหกจุดตอ  เลือกประมาณคาความเร็วดวยควอดราติกฟงกชันและ
ใชการประมาณภายในสําหรับความดันเปนแบบเชิงเสน  วิธีการดังกลาวถูกนํามาใชรวมกับระเบียบ
วิธีการทําซํ้าของนิวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson iteration method) [7] ซ่ึงชวยลดการส่ัน
ของผลลัพธและสามารถนํามาวิเคราะหปญหาที่มีคาเรยโนลดนัมเบอรสูงไดมากขึ้น 
 
 Christie et al. [8] และ Heinrich et al. [9] ทําการปรับปรุงฟงกชันถวงน้ําหนัก 
(weighted function) ที่ ใช ใน ระ เบี ยบ วิ ธี ถ ว งน้ํ าห นั ก เศษตกค าง  (method of weighted 

residuals) เรียกวาวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Petrov-Galerkin Method) เพื่อชวยลดการสั่นของ 
ผลลัพธ  ทําใหไดผลลัพธที่มีความถูกตองยิ่งขึ้นโดยไมตองใชฟงกชันการประมาณภายในแบบผสม
สงผลใหงานวิจัยในเวลาตอมาของ  Brooks and Hughes [10] ไดพัฒนาการหาผลลัพธของปญหา
การไหลโดยรวมหลักการจากวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคินเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสตรีมไลน
อัปวินด  เรียกวาวิธีสตรีมไลนอัปวินด เพทรอฟ-กาเลอรคิน  (Streamline Upwind / Petrov-

Galerkin method)  วิธีการดังกลาวสงผลใหเกิดการแพรที่ผิดพลาดเล็กนอยและลดการสั่นของ   
ผลลัพธลงได 
 
 นิพนธ  วรรณโสภาคย [11] นําระเบียบวิธีสตรีมไลนอัปวินดมาใชรวมกับวิธีการ
คํานวณแบบแยกสวนกันและประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับวิธีการดัง
กลาว  พบวาสามารถลดเวลาที่ตองใชในการคํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรลงไดและทําใหวิเคราะห
ปญหาการไหลที่มีความซับซอนไดมากขึ้น 
 
 Donea [12] และ Lohner et al. [13] นําเสนอการแกปญหาการไหลดวยระเบียบ
วิธีเทยเลอร-กาเลอรคิน (Taylor-Galerkin method) ซ่ึงคํานวณหาผลลัพธในลักษณะที่กาวไปกับ
เวลา  โดยมีหลักการคือการใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series expansion) เพื่อสรางความ
สัมพันธเวียนบังเกิด (recurrence relations) [14] ที่เกี่ยวของกับเวลา (time)  และใชระเบียบวิธี
ถวงน้ําหนักเศษตกคางเพื่อสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตที่เกี่ยวของกับระยะ (space) ในโดเมนของ
การไหลนั้น  วิธีการดังกลาวชวยลดเวลาที่ตองใชในการคํานวณลงไดอยางมากและไดผลลัพธที่มี
ความถูกตองสูง  และยังสามารถนําไปประยุกตใชกับปญหาไมเชิงเสนอื่น ๆ ได  เปนผลใหไดรับ
ความนิยมอยางแพรหลายในเวลาตอมา 
 
 Zienkiewicz and Codina [15] นําเสนอระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ 
(Characteristic-Based Split algorithm; CBS) หรือวิธีที่เรียกกันโดยทั่วไปวาวิธีซีบีเอสในการ
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จัดการกับพจนเนื่องจากการพา  โดยยายพิกัดอางอิงไปอยูบนแกนคุณลักษณะซึ่งเปนแกนที่เคลื่อนที่
ไปกับอนุภาคของของไหล  เปนผลใหสามารถรวมพจนของอนุพันธยอยเนื่องจากเวลาเขากับพจน
เนื่องจากการพา  จากนั้นจึงทําการประมาณคาความเร็วและความดันกลับมาอยูบนแกนอางอิงตาม
เดิม  นอกจากนี้วิธีซีบีเอสยังไดประยุกตใชวิธีการคํานวณแบบแยกสวนกันในการหาผลลัพธของตัว
แปรตั้งตน  วิธีการดังกลาวลดการสั่นของผลลัพธเนื่องจากการพาและสามารถเลือกใชอันดับของ
ฟงกชันการประมาณภายในสําหรับความเร็วและความดันที่เทากันได  ทําใหไดผลลัพธที่ดีขึ้นและ
การคํานวณในลักษณะกาวไปกับเวลาชวยลดเวลาที่ตองใชในการคํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรลง
ไดอยางมาก  ซ่ึงภายหลัง Zienkiewicz et al. [16, 17] และ Codina et al. [18] ไดปรับปรุงวิธี   
ซีบีเอสใหสามารถนําไปใชทดสอบกับปญหาหลาย ๆ แบบไดอาทิ เชน ปญหาการไหลความเร็วต่ํา
แบบหนืด  ปญหาการไหลความเร็วสูงแบบอัดตัวได  ปญหาการไหลของน้ําตื้น และ ปญหาการไหล
ในตัวกลางพรุนเปนตน 
 
 Nithiarasu and Zienkiewicz [19] และ Nithiarasu [20] เสนอการกําหนดชวง
เวลา (time step) และวิธีการกําหนดขอบเขตของปญหาในการคํานวณดวยวิธีซีบีเอสสําหรับปญหา
การไหลแบบไมมีการอัดตัวเพื่อปรับปรุงผลลัพธใหมีความถูกตองยิ่งขึ้น 
 
 ในการนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาใชวิเคราะหหาผลเฉลยโดยทั่วไปนั้น  
ความถูกตองของผลลัพธจะขึ้นอยูกับขนาดของเอลิเมนต  กลาวคือหากตองการความถูกตองเที่ยง
ตรงสูงก็จําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวนมากโดยเฉพาะตรงบริเวณที่เกิดการเปลี่ยนแปลง
ของผลลัพธสูง  แตการใชเอลิเมนตขนาดเล็กเปนจํานวนมากตลอดทั้งโดเมนของการไหลทําใหตอง
ใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจําเพิ่มมากขึ้นโดยไมจําเปน  ดังนั้นการนําเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing technique) ซ่ึงสามารถปรับขนาดเอลิเมนตใหมี
เอลิเมนตขนาดเล็กในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธสูง  และใหมีเอลิเมนตขนาดใหญใน
บริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธต่ํามาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตก็จะทําใหการแก
ปญหามีประสิทธิภาพยิ่งขึ้น 
 
 งานวิทยานิพนธนี้จึงขอนําเสนอวิธีการหาผลลัพธสําหรับปญหาการไหลแบบหนืด
แตไมอัดตัวในสองมิติภายใตสถานะอยูตัว  ดวยการนําระเบียบวิธีซีบีเอสมาประยุกตใชรวมกับ
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  โดยใชฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสนกับ    
เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ 
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1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 
  เพื่อศึกษาระเบียบวิธีซีบีเอสและประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับ
สมการอนุพันธยอยท่ีไดจากระเบียบวิธีซีบีเอส  รวมถึงประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อวิเคราะห
ปญหาการไหลราบเรียบแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติภายใตสถานะอยูตัวสําหรับเอลิเมนต
สามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ 
 
 
1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 

1.3.1 ประดิษฐสมการอนุพันธยอยที่สอดคลองกับระเบียบวิธีซีบีเอสจากสมการอนุรักษ       
โมเมนตัมสําหรับวิเคราะหปญหาหารไหลราบเรียบแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติภาย
ใตสถานะอยูตัว 

1.3.2 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกัน 

1.3.3 ประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ได
ประดิษฐขึ้น 

1.3.4 แสดงประสิทธิภาพของการใชระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติรวมกับ
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้น  โดยนําไปใชวิเคราะหปญหาที่มีความซับซอน 

 
 
1.4 ขั้นตอนการดําเนินงานวิทยานิพนธ 
 

1.4.1 ศึกษาระเบียบวิธีซีบีเอสสําหรับปญหาหารไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิต ิ

1.4.2 ประดิษฐสมการอนุพันธยอยที่สอดคลองกับระเบียบวิธีซีบีเอสจากสมการอนุรักษ       
โมเมนตัม 

1.4.3 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกัน  โดยใช    
เอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบสามจุดตอ 

1.4.4 ทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นกับปญหาอยางงายที่มีผลเฉลยแมนตรง
หรือปญหาที่มีผูหาผลลัพธไวแลว 

1.4.5 ประยุกตระเบียบวิธีปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอร 
1.4.6 นําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ปรับปรุงแลวไปใชแกปญหาที่มีความซับซอนมากขึ้น 

1.4.7 เขียนวิทยานิพนธ 
1.4.8 สอบวิทยานิพนธ 
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1.5 ประโยชนท่ีไดรับจากวิทยานิพนธ 
 

1.5.1 สามารถนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตมาใชรวมกับโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นจากวิธีซีบีเอสได 

1.5.2 สามารถนําโปรแกรมที่ปรับปรุงแลวไปใชวิเคราะหปญหาการไหลที่มีความซับซอนได
โดยไมตองทําการทดลอง 

1.5.3 สามารถลดหนวยความจํา  (RAM) และเวลาที่ตองใชในการคํานวณบนเครื่อง
คอมพิวเตอรลงได 

1.5.4 เปนแนวทางสําหรับการศึกษาและพัฒนาวิชาการดานไฟไนตเอลิเมนตสําหรับผูวิจัยใน
อนาคตตอไป 



บทที ่2 
 

สมการอนุพันธยอยสําหรับปญหาการไหล 
 
 ในบทนี้จะแสดงขั้นตอนการประดิษฐสมการอนุพันธที่สอดคลองกับปญหาการ
ไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติ [21]  ไดแกสมการอนุรักษมวลและสมการอนุรักษโมเมนตัม
ตามลําดับ 
 
 การวิเคราะหปญหาที่เก่ียวของกับการไหลโดยทั่วไปจําเปนตองแกสมการอนุพันธ
ยอยท่ีใชอธิบายพฤติกรรมของการไหลซึ่งประกอบดวย 

 1. สมการอนุรักษมวล (conservation of mass) 

 2. สมการอนุรักษโมเมนตัม (conservation of momentum) 

 3. สมการอนุรักษพลังงาน (conservation of energy) 
 
 ในวิทยานิพนธน้ีเปนการศึกษาการไหลราบเรียบแบบหนืดแตไมอัดตัว (viscous 

incompressible flow) ในสองมิติ  ดังน้ันความหนาแนนของการไหลอาจถูกสมมติใหมีคาคงที่ได
และสําหรับการไหลที่มีความเร็วต่ําน้ันอุณหภูมิของของไหลจะถูกสมมติใหกระจายสม่ําเสมอทั่วท้ัง
โดเมนของการไหล  ทําใหสมการอนุรักษพลังงานไมมีความสัมพันธกับสมการอนุรักษอื่น ๆ  ดังน้ัน
การแกสมการที่เก่ียวของจึงมีเพียงสมการอนุรักษมวลและสมการอนุรักษโมเมนตัมเทาน้ัน 
 
 
2.1 สมการอนุรักษมวล 
 
  การประดิษฐสมการอนุพันธยอยของการไหลในสองมิติที่ไดจากกฎการอนุรักษ
มวลสามารถประดิษฐขึ้นได  โดยพิจารณาจากการไหลผานกรอบเล็ก ๆ  ขนาดกวาง dx และ dy  ดัง
แสดงในรูปที่ 2.1  ณ  ตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงที่ตรึงอยูในโดเมนของการไหล 
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รูปที่ 2.1  รูปแบบแสดงฟลักซของมวลของไหลผานกรอบเล็ก ๆ ท่ีตรึงอยูในโดเมนของการไหล 

 
เน่ืองจากทั้งความหนาแนน ρ  และความเร็ว u  น้ันเปลี่ยนแปลงไปตลอด  ดังน้ันปริมาณฟลักซของ
มวลที่เพ่ิมขึ้นในแนวแกน x  ผานขอบ dy  ของการไหลผานกรอบเล็ก ๆ น้ีคือ 
 

                                [ ] dxdy
x
udyudydx

x
uu

∂
∂

=−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+
)()( ρρρρ   (2.1) 

 
ในทํานองเดียวกัน  ปริมาณฟลักซของมวลที่เพ่ิมข้ึนในการไหลผานขอบ dx  ลางไปยังขอบบนคือ 
 

                                 [ ] dxdy
y
vdxvdxdy

y
vv

∂
∂

=−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

)()( ρρρρ   (2.2) 

 
ดังน้ันผลรวมของปริมาณฟลักซของมวลที่เพ่ิมขึ้นจากการไหลผานกรอบเล็ก ๆ  น้ีมีคาเทากับ 
 

                                                dxdy
y
v

x
u

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂ )()( ρρ   (2.3) 

 
และเนื่องจากปริมาณของมวลในกรอบเล็ก ๆ  น้ีคือ )(dxdyρ  ดังน้ันอัตราการเปลี่ยนแปลงของมวล
หรือปริมาณฟลักซของมวลที่ลดลงไปคือ 
 

x

y

dydx
x
uu ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

+
)(ρρ

dxdy
y
vv ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

)(ρρ

dyu)(ρ

dxv)(ρ

dx

dy
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                                                          dxdy
t∂

∂
−

ρ   (2.4) 

 
แตมวลในกรอบเล็ก ๆ  น้ีตองไมเกิดการสูญหาย  ดังน้ันปริมาณฟลักซของมวลที่เพ่ิมข้ึนจากการ
ไหลผานขอบ dx  และ dy  ตองเทากับปริมาณฟลักซของมวลในกรอบเล็ก ๆ  ที่ลดลง  น่ันคือ 
 

                                      dxdy
t

dxdy
y
v

x
u

∂
∂

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂ ρρρ )()(   (2.5) 

 
หารสมการ (2.5) ตลอดดวย dxdy  แลวยายขางจะได 
 

                                             0)()(
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u

t
ρρρ   (2.6) 

 

หรือ                                              0)( =⋅∇+
∂
∂ V

t
vv

ρρ   (2.7) 

 

โดยที่ j
y

i
x

vvv

∂
∂

+
∂
∂

=∇   (2.8) 

 
และ jviuV

vvv
+=   แทนคาเวกเตอรความเร็วของการไหล  (2.9) 

 
   สมการ (2.6) น้ีคือสมการอนุรักษมวลที่อยูในรูปแบบของพจนอนุพันธอันดับหน่ึง  
ซ่ึงประกอบดวยตัวไมรูคา (unknowns) จํานวน 3 คาไดแกความเร็วของการไหล vu, และความ
หนาแนน ρ   แตเน่ืองจากในวิทยานิพนธน้ีเปนการศึกษาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวซ่ึงความ
หนาแนนของกอนของไหลมีคาคงที่  ดังน้ันสมการ (2.6) จึงลดรูปลงเปน 
 

                                                         0=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u  (2.10) 

 
หรือ                                                     0=⋅∇ V

vv
 (2.11) 

 
สมการอนุรักษมวล (2.6) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเทนเซอรไดคือ 
 

                                                     0
)(
=

∂
∂

+
∂
∂

i

i

x
u

t
ρρ                      2,1=i  (2.12) 
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2.2 สมการอนุรักษโมเมนตัม 
 
   สมการอนุรักษโมเมนตัมสามารถประดิษฐขึ้นไดโดยอาศัยกฎขอที่สองของ    นิว
ตัน (Newton’s second law) ที่กลาววา  ผลรวมของแรงภายนอกเทากับมวลคูณดวยอัตราเรงซ่ึง
สามารถเขียนเปนความสัมพันธโดยให F

v
แทนเวกเตอรของแรง  m  แทนมวล และ av  แทนเวกเตอร

ของความเรง  ไดดังน้ี 
 
                                                           amF vv

=∑  (2.13) 
 
ดังน้ันหากพิจารณามวลซึ่งมีขนาดกวาง dx  และ dy  ที่กําลังเคลื่อนที่ไปกับการไหลดังแสดงใน  
รูปที่ 2.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.2  แรงตาง ๆ  ที่กระทําบนผิวของกอนของไหลซึ่งเคล่ือนที่ไปกับการไหล 
 
แรงภายนอกทางดานซายมือของสมการ (2.13)  ประกอบดวย 
 
  1. แรงอันเนื่องมาจากน้ําหนักของกอนของไหลเอง (body force)  ซ่ึงเปนแรงอันเนื่องมา
จากความโนมถวงของโลก 

x

y

dxdy
y
yx

yx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
τ

τ

dxdy
y
yy

yy ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
τ

τ

dxyyτ

dxyxτ

dyxyτ

dyxxτ

dx

dy

dydx
x
xx

xx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
ττ

dydx
x
xy

xy ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
τ

τ

dxdy
y
pp ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+

pdx

dydx
x
pp ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+  pdy
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  2. แรงกระทําที่ผิวตาง ๆ  บนกอนของไหล (surface forces)  ซึ่งประกอบดวยแรงอันเนื่อง
มาจากความดัน  p ,  ความเคนตั้งฉาก  (normal stress) yyxx ττ ,   และความเคนเฉือน  (shear 

stress) yxxy ττ ,   สําหรับดรรชนีลางของความเคนเฉือนตาง ๆ  น้ันกําหนดไดโดยใหตัวหอยแรก
แทนทิศทางที่ตั้งฉากกับทิศแกนของความเคน  สวนตัวหอยหลังแทนทิศทางที่ความเคนนี้กระทํา 
หากพิจารณาเฉพาะความสัมพันธของกฎขอที่สองของนิวตันในทิศแกน x  คือ 
 
                                                          xx maF =∑  (2.14) 
 
โดยที่ xF  และ xa  เปนคาของแรงและความเรงในทิศแกน x  ตามลําดับ 
 
หากกําหนดให f  แทนน้ําหนักของตัวของไหลแลวแรงอันเนื่องมาจากน้ําหนักของตัวของไหลเอง
ในทิศแกน x  คือ 
 
                                                          )(dxdyf xρ  (2.15) 
 
และแรงรวมที่กระทําที่ผิวตาง ๆ  ในทิศแกน x  ของกอนมวลนี้คือ 
 

     dxdy
y

dydx
x

dydx
x
ppp yx

yx
yxxx

xx
xx ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+− τ
τ

ττττ  (2.16) 

 
ดังน้ันแรงรวมทั้งหมดในทิศแกน x  ที่เกิดจากพจนตาง ๆ  ในสมการ (2.15) และ (2.16) คือ 
 

                               dxdyfdxdy
yxx

pF x
yxxx

x ρ
ττ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−=∑  (2.17) 

 
สวนมวลของกอนของไหลนี้คือ 
 
                                                        )(dxdym ρ=  (2.18) 
 
สําหรับคาความเรงของมวลในสมการ (2.14)  คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว u  ของมวลท่ี
กําลังเคล่ือนที่น้ันตอเวลา 
 

                                                           
Dt
Duax =  (2.19) 

 
แทนคาสมการ (2.17)-(2.19) ลงในกฎขอที่สองของนิวตันในสมการ (2.14)  แลวหารตลอดดวย
dxdy   จะได 
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                                       x
yxxx f
yxx

p
Dt
Du ρ

ττ
ρ +

∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−=  (2.20ก) 

 
ในทํานองเดียวกันกฎขอที่สองของนิวตันสําหรับทิศแกน y   กอใหเกิดสมการอนุพันธที่สอดคลอง
กันดังน้ี 
 

                                       y
yyxy f
yxy

p
Dt
Dv ρ

ττ
ρ +

∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

−=  (2.20ข) 

 
คาอนุพันธสัมบูรณทางดานซายมือของสมการ (2.20ก-ข) สามารถแปลงใหอยูในรูปของอนุพันธ
ยอย  โดยอาศัยความสัมพันธดังแสดงในสมการ (2.21) คือ 
 

     
y

v
x

u
tDt

D
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

≡   (2.21) 

 

หรือ    )( ∇⋅+
∂
∂

≡
vv

V
tDt

D   (2.22) 

 
เม่ือประยุกตความสัมพันธในสมการ (2.21) เขากับความเร็ว u  และ v  ทําให 
 

     
y
uv

x
uu

t
u

Dt
Du

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  (2.23ก) 

 

และ    
y
vv

x
vu

t
v

Dt
Dv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  (2.23ข) 

 
แทนคาอนุพันธสัมบูรณของความเร็ว u  และ v  ลงในสมการ (2.20ก-ข)  จะได 
 

     x
yxxx f
yxx

p
y
uv

x
uu

t
u ρ

ττ
ρ +

∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂
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∂
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     y
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yxy

p
y
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t
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ττ
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∂

∂
+

∂

∂
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∂
∂
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
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+
∂
∂

+
∂
∂  (2.24ข) 

 
สําหรับของไหลแบบนิวโทเนียน (Newtonian fluid) ซ่ึงมีคุณสมบัติวาคาความเคนแปรผันโดย
ตรงกับการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว (velocity gradient)  สามารถเขียนเปนความสัมพันธไดดังน้ี 
 

    
x
uVxx ∂
∂

+⋅∇= μλτ 2)(
vv

 (2.25ก) 
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y
vVyy ∂
∂

+⋅∇= μλτ 2)(
vv

 (2.25ข) 
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∂
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x
v

y
u

yxxy μττ  (2.25ค) 

 
โดย μ  แทนคาความหนืดพลศาสตร (dynamic viscosity)  และ λ  แทนคาความหนืดที่สอง 
(second viscosity)  ซ่ึงหากเปนปญหาการไหลแบบไมอัดตัวคา λ  จะไมถูกนํามาใชในการ
คํานวณ 
 
   เม่ือแทนคาความเคนตาง ๆ  ที่อยูในรูปของความเร็วจากสมการ (2.25ก-ค) ลงใน
สมการ (2.24ก-ข)  จะกอใหเกิดสมการอนุพันธยอยที่สอดคลองกับกฎการอนุรักษโมเมนตัมซึ่ง
เรียกกันโดยทั่วไปวาสมการนาเวียร-สโตกส (Navier-Stokes equations)  ดังน้ี 
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 (2.26ข) 

 
สําหรับการไหลแบบไมอัดตัวในสองมิติหากละท้ิงแรงเนื่องจากนํ้าหนักของของไหลจะทําให      
สมการนาเวียร-สโตกสลดรูปลงเปน 
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สมการอนุรักษโมเมนตัมในสมการ (2.27ก-ข) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเทนเซอรไดคือ 
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∂
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∂
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11              2,1, =ji   (2.28) 

 
   พจนที่สองทางดานซ ายมือของสมการ  (2.28) น้ี เปนพจนแบบไม เชิงเสน 
(nonlinear term)  ซึ่งกอใหเกิดความซับซอนในการแกระบบสมการ  จึงไดประยุกตระเบียบวิธีการ
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แยกดวยคุณลักษณะกับสมการดังกลาวในบทที่ 3  เพ่ือใหสามารถทําการวิเคราะหปญหาการไหลได
สะดวกและรวดเร็วย่ิงข้ึน 



บทที ่3 
 

ระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ 
 
 ในบทนี้เปนการนําเสนอระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ [15, 22]  โดยจะแสดง
ถึงขั้นตอนของการเปลี่ยนสมการแบบอยางของการพา-การแพรจากระนาบอางอิงที่อยูกับที่ไปบน
ระนาบอางอิงใหมซ่ึงเคลื่อนที่ไปพรอมกับการไหล  จากนั้นจึงเปรียบเทียบสมการอนุรักษโมเมนตัม
กับสมการแบบอยาง  แลวทําการประมาณคาของสมการอนุรักษโมเมนตัมใหกลับมาอยูบนระนาบ
อางอิงเดิม  สุดทายจึงประยุกตวิธีการคํานวณแบบแยกสวนกันกับสมการที่ไดเพ่ือใหสามารถคํานวณ
หาคาความเร็วของการไหลและความดันได 
 
 พิจารณาสมการแบบอยางของการพา-การแพรบนระนาบ txi −  (convection-

diffusion equation)  โดยมีตัวแปรตามเปนปริมาณสเกลาร ),( txiφ   สามารถเขียนใหอยูในรูป
ของเทนเซอรไดดังสมการ (3.1) 
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ii φφφ       2,1, =ji   (3.1) 

 
หากทําการยายพิกัด txi −  ไปอยูบนระนาบอางอิงใหม txi −′   ซ่ึงเปนระนาบแสดงเสนทางการ
เคล่ือนที่ไปกับการไหลของกอนของไหล  โดยอาศัยความสัมพันธดังน้ี 
 
   dtudxxd iii −=′    (3.2) 
 

และจาก   dt
t
x

dx
x
x

xd i
i

i

i
i ∂

′∂
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∂
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=′    (3.3) 

 

เม่ือเปรียบเทียบสมการ (3.2) กับสมการ (3.3) จะพบวา 1=
∂
′∂

i

i

x
x  และ i

i u
t
x

−=
∂
′∂

 

เน่ืองจาก ix′  เปนฟงกชันของ ix  และ t   ดังน้ัน 
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จากความสัมพันธ (3.4ก) และ (3.4ข)  ทําใหสมการ (3.1) บนระนาบ txi −′  ลดรูปลงเปน 
 

                                   0),(),( =+⎟⎟
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x
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i φφ    (3.5) 

 
สมการอนุรักษโมเมนตัมที่ประดิษฐขึ้นมาในบทที่ 2  คือ 
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หากเปรียบเทียบสมการอนุรักษโมเมนตัม (2.28) กับสมการแบบอยางของการพา-การแพร ใน     
สมการ (3.1) โดยแทนพจนเน่ืองจากแหลงกําเนิด Q  ดวยพจนของอนุพันธยอยเน่ืองจากความดัน

ix
p

∂
∂

ρ
1  จะพบวาสมการดังกลาวมีลักษณะคลายคลึงกัน  ทําใหสามารถประยุกตวิธีการยายพิกัดไป

บนระนาบ txi −′  กับสมการอนุรักษโมเมนตัมได  โดยเปรียบเทียบสมการ (2.28) เขากับสมการ 
(3.5) ได  ดังน้ี 
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กําหนดใหพจน 
ix

p
′∂

∂  ท่ีพิจารณาเปนปริมาณที่ทราบคาที่เวลา 2θ+nt  ซึ่งอยูระหวางชวงเวลา nt  และ

1+nt  ทําใหสมการ (3.6) กลายเปน 
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ประยุกตวิธีความสัมพันธเวียนบังเกิด (recurrence relations) กับพจน 
2θ+

′∂
∂ n

ix
p  จะได 
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แทนคาสมการ (3.8) ลงในสมการ (3.7) แลวทําการยายขางสมการ  จะไดสมการโมเมนตัมบน
ระนาบที่เคล่ือนที่ไปกับการไหล txi −′   ดังน้ี 
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 ทําการประมาณคาตัวแปรตาง ๆ  ในสมการ (3.9)  โดยในที่น้ีจะแสดงตัวอยางการ
ประมาณสมการโมเมนตัมบนระนาบ txi −′  เฉพาะสมการโมเมนตัมในทิศแกน x′  เทาน้ัน  สําหรับ
สมการโมเมนตัมในทิศแกน y′  จะใชหลักการเดียวกันในการประมาณคา  สมการโมเมนตัม (3.9) 
ในทิศแกน x′  สามารถเขียนไดเปน 
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ประยุกตวิธีความสัมพันธเวียนบังเกิดกับตัวแปรเวลา (time discretization)  จะได 
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  (3.11) 

 
โดยดรรชนีลาง )( δ−s  แสดงถึงพจนเหลาน้ีเปนพจนที่อยูบนระนาบที่เคลื่อนที่ไปกับการไหลที่
เวลา nt   โดยที่ tux Δ=δ  หรือ tvy Δ=δ   คือระยะทางที่กอนของไหลเคลื่อนที่ไปในชวงเวลา tΔ

ในทิศแกน x′  และ y′  ตามลําดับ 
 
 สมการ (3.11) เปนสมการบนระนาบที่เคลื่อนที่ไปกับการไหล  ในทางปฏิบัติหากทํา
การประยุกตระเบียบวิธีกาเลอรคิน (Galerkin method) กับสมการดังกลาวจะทําใหตองมีการแปลง
ระนาบอางอิงทุกชวงเวลาซึ่งมีความยุงยากซับซอน  เพ่ือหลีกเลี่ยงปญหาดังกลาวจึงจะทําการ
ประมาณคาของตัวแปรตามกับระนาบอางอิงเดิมโดยใชอนุกรมเทย เลอร  (Taylor series 

expansion) [23]  จากนั้นจึงประยุกตวิธีการคํานวณแบบแยกสวนกันกับสมการที่ไดแลวจึงจะทํา
การประยุกตระเบียบวิธีกาเลอรคินภายหลัง  การประมาณคาดวยอนุกรมเทยเลอรมีข้ันตอนดังน้ี 
 
 ใชอนุกรมเทยเลอรประมาณคาของพจนตาง ๆ  ท่ีเวลา nt  บนระนาบ txi −′   สําหรับ
พจนที่เวลา 1+nt  เปนพจนที่ใชคํานวณหาคาจึงไมตองทําการประมาณคา  พจนที่เวลา nt  เม่ือใช
อนุกรมเทยเลอรประมาณคาแลวไดแก 
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เม่ือแทนคาพจนตาง ๆ  ของสมการ (3.12ก-ค) ลงในสมการ (3.11)  จะได 
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แทนคา u  และ v  จากสมการ (3.13ก-ข) และ (3.14ก-ข) ลงในสมการ (3.15)  ทําใหพจนทางดาน
ซายมือของสมการ (3.15) มีคาดังน้ี 
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สวนพจนทางดานขวามือของสมการ (3.15) จะกลายเปน 
 

1

2

1

2
1)1(1 ++

∂
∂

−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂ nn

xyxx

x
p

x
p

yx
θ

ρ
θ

ττ
ρ

θ  

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

Δ

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

Δ−
∂
∂

Δ−+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

−+

+
n

xyxx

n
n

n
nnn

n
xyxx

yxx
ty

utv
x
utuuu

yx
ττττ

ρ
θ

2
1)1(

1

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

Δ

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

Δ−
∂
∂

Δ−+
−

+
n

xyxx

n
n

n
nnn

yxy
ty

vtv
x
vtuvv ττ

2

1

 

 

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

Δ

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∂
∂

Δ−
∂
∂

Δ−+
−

∂
∂

−−

+
n

n
n

n
nnn

n

x
p

x
ty

utv
x
utuuu

x
p

2
)1(

1

2θ  

 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

Δ

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∂
∂

Δ−
∂
∂

Δ−+
−

+
n

n
n

n
nnn

x
p

y
ty

vtv
x
vtuvv

2

1

 (3.16ข) 

 

เน่ืองจาก   2
11

2
++

=
+ nnn

uuu  (3.17ก) 

 

และ   2
11

2
++

=
+ nnn

vvv  (3.17ข) 

 

เม่ือกําหนดใหการแบงยอยเวลามีความถูกตองถึงอันดับสอง  โดยให 
2
1

=θ   ทําใหสามารถรวม

พจนของสมการ (3.16ข) ไดดังน้ี 
 

       
2
11

1)1(1
++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

n
xyxx

n
xyxx

n
xyxx

yxyxyx
ττ

ρ
ττ

θ
ττ

θ
ρ

 (3.17ค) 

 



 
20

                       
2
1

2

1

2 )1(1)1()1(1 ++

∂
∂

−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

−+
∂
∂

−−
nnn

x
p

x
p

x
p θ

ρ
θθθ

ρ
 (3.17ง) 

 
แทนคาสมการ (3.17ก-ง) ลงในสมการ (3.16ก-ข)  ทําใหสมการลดรูปลงเหลือ 
 

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−+−
Δ

++
nn

n
n

nnnn

x
ut

y
uvt

x
uutuuu

t 22
1 2

1
1  

 
nn

n
n

nn

y
ut

y
vvt

x
vutv

∂
∂

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−+
+

22
2
1

 

 
nn

n
n

nn

x
ut

y
uvt

x
uutu 2

222

2
1

2
)(

22 ∂
∂Δ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−−
+

 

 
nn

n
n

nnn
n

n
nn

yx
ut

y
vvt

x
vutv

y
uvt

x
uutu

∂∂
∂

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−−
++ 2

22
1

2
1

)(
2222

 

 

⎥
⎥
⎦

⎤

∂
∂Δ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−−
+

nn
n

n
nn

y
ut

y
vvt

x
vutv 2

222

2
1

2
)(

22
 

 
1

2

2
1

2
1)1(1 ++

∂
∂

−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

=
nn

xyxx

x
p

x
p

yx
θ

ρ
θ

ττ
ρ

 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−−+
+

n
xyxx

n
n

n
nn

yxx
t

y
uvt

x
uutu

ττ
ρ 22
1

2
1 2

1

 

 

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−−
+

n
xyxx

n
n

n
nn

yxy
t

y
vvt

x
vutv

ττ
22

2
1

 

 

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−−+
+

nn
n

n
nn

x
p

x
t

y
uvt

x
uutu

22
)1( 2

1

2θ  

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−+
+

nn
n

n
nn

x
p

y
t

y
vvt

x
vutv

22
2
1

  (3.18) 

 



 
21
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เม่ือแทนคาพจนตาง ๆ  ของสมการ (3.20ก-ง) ลงในสมการ (3.19) แลวจัดรูปใหม  จะได 
 

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−+−
Δ

+
nn

n
n

nnnn

x
ut

y
uvt

x
uutuuu

t 22
1 1  

 
nn

n
n

nn

y
ut

y
vvt

x
vutv

∂
∂

Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂Δ

−
∂
∂Δ

−+
22

 

 

⎥
⎥
⎦

⎤

∂
∂Δ

−
∂∂

∂
Δ−

∂
∂Δ

−
n

n
n

nn
n

n

y
utv

yx
utvu

x
utu 2

22
2

2
2

2

22
2

2
)()())()((

2
)()(  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

−+
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

=
+ nnn

xyxx

x
p

x
p

yx
)1(11

2

1

2 θθ
ρ

ττ
ρ

 

 

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

Δ+
⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

Δ−+
n

n
n

n

x
p

y
tv

x
p

x
tu)1(1

2
1

2θρ
  (3.21) 

 
ยายขางพจนทางดานซายมือแลวจัดรูปใหม  สมการ (3.21) จะสามารถเขียนไดเปน 
 

211)(1 1
θ

ρ
ττ

ρ

+
+

∂
∂

−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−=−
Δ

nn
xyxxnn

x
p

yxy
uv

x
uuuu

t
 

 
n

y
uv

yx
uuv

x
uu

y
u

y
vv

x
vu

x
u

y
uv

x
uut

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂Δ

+ 2

2
2

2

2

2
2 2

2
 

 
n

x
p

y
v

x
p

x
ut

⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

+⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

−
Δ

+ )1(1
2 2θρ

 (3.22ก) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
23

ในทํานองเดียวกันสมการโมเมนตัมในทิศแกน y′   สามารถประมาณคาไดดังน้ี 
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คูณสมการ (3.22ก-ข) ดวย tΔ   แลวจัดรูปใหมจะไดสมการโมเมนตัมซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูป
ของเทนเซอรไดคือ 
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โดยที่   2,1,, =kji  
 
ข้ันตอนตอไปเปนการประยุกตวิธีการคํานวณแบบแยกสวนกันกับสมการ (3.23)  โดยกําหนดให 
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 พจนของอนุพันธยอยเน่ืองจากความดัน 
21 θ

ρ

+

∂
∂

Δ−
n

ix
pt  ในสมการ (3.24) น้ันไม

สามารถคํานวณไดโดยตรงจากสมการอนุรักษมวล (2.12)  เน่ืองจากไมมีพจนของความดันมาเกี่ยว
ของ  แตหากทําการประยุกตความอัดตัวไดเทียม  (artificial compressibility) เขากับสมการ
อนุรักษมวล (2.12)  จะทําใหสามารถคํานวณหาคาความดันได  โดยอาศัยสมมติฐานดังตอไปนี ้
 
 1. ปญหาที่จะทําการวิเคราะหเปนปญหาที่อุณหภูมิของของไหลมีคาคงที่สม่ําเสมอ
ท่ัวทั้งโดเมนของการไหล (isothermal) 
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 2. การเปลี่ยนแปลงของความหนาแนนเมื่อเทียบกับความดันมีคานอยมาก  หมายถึงมี
การยอมใหของไหลท่ีพิจารณามีการอัดตัวไดนอยมาก 
 
 จากสมมติฐานทั้ งสองขอเปนผลใหสมการของสถานะ  (equation of state) 

),( TPρρ =  แสดงถึงคาความหนาแนนขึ้นกับความดันเพียงอยางเดียว  และสามารถแสดงเปน
ความสัมพันธไดคือ 

                                                         dpd
κ
ρρ =   (3.26) 

 
โดยที่ κ  แทนคาบัลคโมดูลัส (bulk modulus) ซึ่งเปนคาที่ใชแสดงถึงความสามารถในการอัดตัว

ไดของของไหล  สมการ (3.26) สามารถเขียนใหอยูในรูปของความเร็วเสียง )(c   โดยที่ 
ρ
κ

=2c  

ไดดังน้ี 
 

                                                         dp
c

d 2

1
=ρ   (3.27) 

 

หรือ                                                  
t
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ct ∂
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เม่ือประยุกตความสัมพันธน้ีกับสมการอนุรักษมวล (2.12)  โดยสมมติใหมีความอัดตัวไดเทียม
สําหรับการไหลแบบไมอัดตัวคือกําหนดให ∞→2c   จะไดวา 
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ประยุกตวิธีความสัมพันธเวียนบังเกิดกับตัวแปรเวลา  จะได 
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เน่ืองจากไดกําหนดให ∞→2c   ดังน้ันพจนทางดานซายมือของสมการ (3.31) จึงมีคาเปนศูนย   
สมการจะลดรูปลงเหลือ 
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หรือ                                            01 =
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หากแทนคา n

iuΔ  จากสมการ (3.24) ลงในสมการ (3.33)  จะทําใหสามารถคํานวณหาคาความดัน
ไดดังน้ี 
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ยายขางพจนของอนุพันธยอยเนื่องจากความดันที่เวลา 1+nt  มาไวทางดานซายมือและหารตลอดดวย

ρ
tΔ  แลวจึงจัดรูปใหม  จะได 
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เม่ือนําคาที่ไดจากสมการ (3.25) และ (3.36) แทนกลับลงไปในสมการ (3.24)  จะทําใหสามารถหา
คาความเร็วที่เวลา 1+nt  ไดดังน้ี 
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 จะเห็นไดวาวิธีการคํานวณแบบแยกสวนกันเมื่อนํามาประยุกตเขากับสมการ (3.23)  
จะทําใหสามารถแบงขั้นตอนการคํานวณหาคาความเร็วของการไหลและความดันออกเปน 3        
ข้ันตอน  กลาวโดยสรุปคือ 
 
ข้ันตอนที ่1 ใชสมการ (3.25) คํานวณหาคา ∗∗Δ iu  จากความเร็วและความดันที่สมมติขึ้น 
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ข้ันตอนที ่2 นําคา ∗∗Δ iu  ที่ คํานวณไดจากขั้นตอนที่ 1  มาคํานวณหาคาความดัน  1+np  จาก      
สมการ (3.36) 
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ข้ันตอนที ่3 แทนคา ∗∗Δ iu  และ 1+np  กลับลงไปในสมการ (3.37)  เพ่ือคํานวณหาคาความเร็ว

1+n
iu  
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 ข้ันตอนแตละขั้นตอนที่ไดกลาวมานี้สามารถนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมา
ประมาณผลลัพธบนโดเมนของการไหลได  โดยสามารถเลือกใชอันดับของฟงกชันการประมาณ
ภายในสําหรับความเร็วและความดันที่อันดับเทากัน  จากนั้นจึงนําผลลัพธท่ีไดมาเขาสูกระบวนการ
ทําซ้ํา (iteration) จนกวาผลลัพธจะลูเขาสูสภาวะอยูตัว  ดังที่จะไดกลาวถึงรายละเอียดในบทตอไป 



บทที ่4 
 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิธีซีบีเอส 
 
 ในบทนี้จะกลาวถึงขั้นตอนท่ัวไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  จากน้ันจึงทํา
การประยุกตใชกับสมการการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติที่ไดจากวิธีซีบีเอส  โดยใชการ
ประมาณภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอแบบเชิงเสนสําหรับตัวไมรูคาทั้งความเร็วของการ
ไหลและความดัน  และอธิบายถึงขั้นตอนพรอมทั้งแสดงตัวอยางการประดิษฐสมการไฟไนต         
เอลิเมนตตลอดจนเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ  ที่สามารถนําไปประดิษฐขึ้นเปนโปรแกรมคอมพิวเตอร
ไดโดยตรง  สุดทายจะแสดงแผนผังสรุปขั้นตอนการทํางานของขั้นตอนการทํางานของวิธีซีบีเอส 
 
 
4.1 ข้ันตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
 ในการแกปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  ขั้นตอนโดยทั่วไปประกอบ   
ดวย 6 ขั้นตอนหลัก [21]  ดังตอไปนี้ 
 
ข้ันตอนที่ 1 แบงโดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ  ดังแสดงในรูปท่ี 4.1  โดยในที่น้ี
พ้ืนที่ ท้ังหมดภายในโดเมนจะถูกแบงออกเปนเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมสามจุดตอ (3 node 

triangular elements) ยอย ๆ  เอลิเมนตเหลาน้ีตอเชื่อมกันท่ีจุดตอซ่ึงเปนตําแหนงที่จะคํานวณตัว
ไมรูคา (nodal unknowns)  คือความเร็วของการไหลและความดัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1  การแบงพ้ืนที่โดเมนของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ 
 
ข้ันตอนที ่2 พิจารณาเอลิเมนตใดเอลิเมนตหน่ึงบนโดเมนนี้ดังแสดงในรูปที่ 4.2  และเลือก
ฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนต (element interpolation function)  โดยในที่น้ีจะเลือก

y

x

เอลิเมนต 

จุดตอ 
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ใชการประมาณภายในแบบเชิงเสน  ซ่ึงสามารถสรางสมการที่แสดงการกระจายของผลลัพธโดย
ประมาณ )(φ  บนเอลิเมนตสามเหลี่ยมน้ีไดดังน้ี 
 
                            332211 ),(),(),(),( φφφφφ yxNyxNyxNyx ++==    (4.1) 
 
โดย ),( yxNi 3,2,1; =i   แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 
 iφ  3,2,1; =i   แทนตัวไมรูคาที่จุดตอทั้งสาม 
 
สมการ (4.1) สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังน้ี 
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โดย ⎣ ⎦N  แทนเมตริกซแถวนอน (row matrix) ของฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนต 
 { }φ  แทนเวกเตอรหรือเมตริกซแถวตั้ง (column matrix) ที่ประกอบดวยตัวไมรูคาท่ี
  จุดตอของเอลิเมนตน้ัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2  เอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมที่ประกอบดวยตัวไมรูคาที่ 3 จุดตอ 
 
ฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยมแบบเชิงเสนคือ 
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โดย A  แทนพ้ืนที่ของเอลิ เมนตสามเหลี่ยม   ซ่ึงสามารถคํานวณไดจากตําแหนงของ
โคออรดิเนตท่ีจุดตอทั้งสามดังน้ี 
 

                              [ ])()()(
2
1

213321132 yyxyyxyyxA −+−+−=    (4.4) 

 
และคาสัมประสิทธิ์ iii cba ,,  ในสมการ (4.4) คํานวณไดจาก 
 
  23132123321 xxcyybyxyxa −=−=−=  
 
  31213231132 xxcyybyxyxa −=−=−=  
 
  12321312213 xxcyybyxyxa −=−=−=    (4.5) 
 
ข้ันตอนที ่3 ประยุกตระเบียบวิธีถวงนํ้าหนักเศษตกคาง (method of weighted residuals)เขา
กับสมการอนุพันธยอย  เพ่ือใหผลลัพธโดยประมาณนั้นมีความคลาดเคลื่อนนอยที่สุด  ระเบียบวิธี
ถวงน้ําหนักเศษตกคางมีรายละเอียดดังน้ี 
 
 สมการอนุพันธยอยของปญหาที่สนใจสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบทั่วไปได คือ 
 
                                                           0)( =φL    (4.6) 
 
โดย L  แทนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ (differential operator) 

 )(φ  แทนผลเฉลยแมนตรง (exact solution) 
 
 ในการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนต (finite element equations) จากสมการ
อนุพันธ  หากเราแทนผลเฉลยโดยประมาณที่สมมติขึ้น )(φ  จากสมการ (4.1) ลงในสมการ (4.6)  
จะพบวา 
 
                                                  )(φL  จะ 0≠  แตจะ R=  
 
โดย R  แทนเศษตกคาง (residual)  น่ันหมายถึงวา 
 
                                                 ⎣ ⎦{ }( )φφ NLLR == )(    (4.7) 
 
จากนั้นทําการประยุกตวิธีกาเลอรคินโดยเริ่มจากการคูณเศษตกคาง R  ดวยฟงกชันนํ้าหนัก ( iW , 

weighting function)  แลวจึงทําการอินทิเกรตตลอดพื้นที่โดเมนของเอลิเมนต  แลวกําหนด        
ผลลัพธที่ไดใหเทากับศูนย  น่ันคือ 
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                                                      0
)(

=∫
e

RdWiΩ
Ω                      3,2,1=i    (4.8) 

 
หากเลือก ii NW =  จะเรียกกันทั่วไปวาวิธีบับโนฟ-กาเลอรคิน (Bubnov-Galerkin)  และเมื่อ
ประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s theorem) กับสมการ (4.8)  จะกอใหเกิดพจนที่เก่ียวของกับ
ขอบของเอลิเมนต )(eΓ  ตามมาดังน้ี 
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                                              พจนที่เก่ียวของกับโดเมน         พจนที่เก่ียวของกับ 

                                                    ของเอลิเมนต )(eΩ           ขอบของเอลิเมนต )(eΓ  
 
ซ่ึงทฤษฎีบทของเกาสกลาววา 
 
                               ∫∫∫ ⋅∇−⋅=⋅∇

AsA
dAVudSnVudAVu )()()(

vvvvvv   (4.10) 

 
จากนั้นแทนพจนที่เก่ียวของกับขอบของเอลิเมนต )(eΓ  ดวยสภาวะตาง ๆ  ที่อาจเกิดขึ้นไดอันจะนํา
ไปสูสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สมบูรณสําหรับปญหาน้ัน  แลวจึงเขียนเปนสมการไฟไนตเอลิเมนต
สําหรับแตละเอลิเมนตซ่ึงสามารถเขียนในรูปเมตริกซไดดังน้ี 
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โดย ijk  321; ,,ji, =  เปนคาสัมประสิทธิ์ของตัวไมรูคา 
 ดรรชนีลาง )(e  แสดงถึงเมตริกซเหลาน้ีเปนเมตริกซระดับเอลิเมนต 
 
สมการ (4.11) สามารถเขียนโดยยอไดเปน 
 
                                                   [ ] { } { } )()()( eee FK =φ   (4.12) 
 
ข้ันตอนที ่4 นําสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ประดิษฐข้ึนจากทุก ๆ  เอลิเมนตมาประกอบรวมกัน
เขา กอใหเกิดระบบสมการรวมขนาดใหญดังน้ี 
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                           ∑ equations)(element  ⇒  [ ] { } { } )sys()sys()sys( FK =φ   (4.13) 
 
โดย ดรรชนีลาง )sys(  แสดงถึงเมตริกซเหลาน้ีเปนเมตริกซของระบบสมการรวม 
 
ข้ันตอนที ่5 ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตของปญหาเขาในระบบสมการรวม (4.13)  แลวจึงแก
ระบบสมการรวมนี้เพ่ือหาคาตาง ๆ  ที่จุดตอ 
 
ข้ันตอนที ่6 คํานวณหาคาอื่น ๆ  ซ่ึงเปนผลตอเน่ืองจากคาที่จุดตอท่ีสามารถคํานวณไดอันจะ
เปนประโยชนในการออกแบบตอไป 
 
 
4.2 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติท่ีไดจากวิธีซีบีเอส 
 
 ในหัวขอตอไปนี้จะทําการประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเขากับสมการ
อนุพันธยอยที่ไดจากระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะหรือวิธีซีบีเอสทั้งสามขั้นตอน  จากนั้นจะ
แสดงตัวอยางการประดิษฐเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ  จากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ได 
 
 4.2.1 การประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับวิธีซีบีเอส 
 
 สมการอนุพันธยอยที่ไดจากวิธีซีบีเอสซ่ึงกลาวไปแลวในบทที่ 3  ประกอบดวยขั้น
ตอนทั้งหมด 3 ขั้นตอนดังน้ี 
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ข้ันตอนที ่2 
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ข้ันตอนที ่3 
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 ในการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตจากสมการ (3.25), (3.36) และ (3.37)  
สําหรับวิทยานิพนธน้ี  จะสมมติรูปแบบการกระจายของตัวไมรูคาภายในเอลิเมนตใหเปนแบบเชิง
เสนโดยเลือกใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ  ตัวไมรูคาจากขั้นตอนทั้งสามประกอบดวยความเร็ว
ชวย ∗∗Δ iu , ความเร็ว n

i
n

i uu ,1+  และความดัน nn pp ,1+  ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของตัวไมรู
คาที่จุดตอไดดังน้ี 
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                                       ⎣ ⎦{ }111 ),( +++ == nnn pNpNyxp αα  (4.14ง) 
 
                                         ⎣ ⎦{ }nnn pNpNyxp == αα),(  (4.14จ) 
 
โดย ),( yxNα  3,2,1; =α  แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตซ่ึงมีรายละเอียดดัง 
    แสดงในสมการ (4.3)-(4.5) 

 ดรรชนีลาง i  2,1; =i  เปนเทนเซอรที่แสดงถึงคาในทิศแกน x  และ y  ตามลําดับ 
 
เม่ือกําหนดฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตแลวจึงทําการประยุกตระเบียบวิธีถวงนํ้าหนักเศษ
ตกคางเขากับขั้นตอนทั้งสาม  โดยใหฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตเปนฟงกชันน้ําหนักตาม
วิธีของบับโนฟ-กาเลอรคินคือเลือก αα NW =   จะได 
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ทําการแปลงอินทิกรัลบางพจนในสมการ (4.15ก-ข) ใหอยูในรูปแบบของอินทิกรัลตลอดขอบของ
เอลิเมนต  โดยอาศัยทฤษฎีบทของเกาสในสมการ (4.10) ที่ไดกลาวมาแลว  สําหรับสมการ (4.15ก) 
น้ันทําการประยุกตทฤษฎีบทของเกาสกับพจนที่สอง  สาม  และสี่ทางขวามือของสมการดังน้ี 
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แทนคาสมการ (4.16ก-ค) ลงในสมการ (4.15ก) แลวจัดรูปใหม  จะไดเปนสมการไฟไนตเอลิเมนต
สําหรับขั้นตอนที่ 1  ดังน้ี 
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ในสวนของสมการ (4.15ข) ทําการประยุกตทฤษฎีบทของเกาสเชนเดียวกันกับพจนตาง ๆ  ดังน้ี 
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แทนคาสมการ (4.18ก-ค) ลงในสมการ (4.15ข)  แลวยายพจนที่อยูในรูปแบบของอินทิกรัลตลอด
ขอบของเอลิเมนตมาไวทางดานขวามือและจัดรูปใหม  จะไดเปนสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้น
ตอนที่ 2 ดังน้ี 
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หากพิจารณาเฉพาะพจนท่ีอยูในรูปอินทิกรัลตลอดขอบของเอลิเมนต  จะพบวา 
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ดังน้ันการกําหนดคาอินทิกรัลตลอดขอบของเอลิเมนตของขั้นตอนที่ 2  จึงเปนการกําหนดคาของ
n

iuΔ   ซ่ึงหากกําหนดความเร็วตลอดขอบทางเขาและบริเวณผนังของโดเมนจะทําให 0=Δ n
iu

สวนบริเวณทางออกของโดเมนเปนการกําหนดแรงรวมที่ผิว  ซ่ึงในขณะที่คํานวณหาความดันในขั้น
ตอนที่ 2 น้ันคา n

iuΔ  ยังเปนปริมาณที่ไมรูคาจึงอาจละทิ้งได [20]  ทําใหสมการ (4.19) ลดรูปลง
เหลือ 
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 สมการไฟไนตเอลิเมนตท่ีประดิษฐขึ้นทั้งสามขั้นตอนดังสมการ (4.17), (4.21) 
และ (4.15ค) น้ันสามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังน้ี 
 
สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที ่1 
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 [ ]{ } { } { } { } { } { } { } { }vSSvvSvvvvv PCKPCKCvM +++−−−−=Δ ∗∗

221  (4.22ข) 
 
โดยที่ [ ]uM  = [ ]vM  = { }⎣ ⎦∫A dANN  (4.23ก) 
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สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที ่2 
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สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที่ 3 
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โดยที ่ [ ]uM  = [ ]vM  = { }⎣ ⎦∫A dANN  (4.27ก) 
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 4.2.2 การประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซสําหรับวิธีซีบีเอส 
 
 การประดิษฐไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ จากสมการ (4.23ก-ฒ)  สมการ 
(4.25ก-ง)  และสมการ (4.27ก-ช)  เพ่ือใชในสมการไฟไนตเอลิเมนตทั้งสามขั้นตอนคือสมการ 
(4.22ก-ข)  สมการ(4.24)  และสมการ (4.26ก-ข)  มีรายละเอียดดังน้ี 
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ไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซสําหรับขั้นตอนที ่1 
 
สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที่ 1  ประกอบดวยสมการ (4.22ก-ข) คือ 
 
 [ ]{ } { } { } { } { } { } { } { }uSSuuSuuuuu PCKPCKCuM +++−−−−=Δ ∗∗

221  (4.22ก) 
 
 [ ]{ } { } { } { } { } { } { } { }vSSvvSvvvvv PCKPCKCvM +++−−−−=Δ ∗∗

221  (4.22ข) 
 
 สําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์ทางดานซายมือ [ ]uM  และ [ ]vM  ของสมการทั้งสอง
มีคาเทากันดังแสดงในสมการ (4.23ก) 
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เมตริกซสัมประสิทธิ์ (4.23ก) สามารถหาคาไดดังน้ี 
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 เน่ืองจากการผลลัพธของการอินทิเกรตฟงกชันการประมาณภายในแบบเชิงเสน
สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ [24]  มีคาเทากับ 
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หากพิจารณาเมตริกซดังกลาวซึ่งเปนเมตริกซเต็มใหอยูในรูปเมตริกซแบบรวมกันอยูที่จุดตอทั้งสาม
คือใหคาสัมประสิทธิ์รวมอยูในแนวทะแยงของเมตริกซมวลแบบรวมกอน (lumped mass matrix) 
[14]  เพ่ือใหสมการยอยตาง ๆ   ในระบบสมการรวมไม เก่ียวของสัมพันธ กัน  (uncoupled 

equations)  ทําใหสามารถแกสมการทีละสมการไดโดยตรง  โดยไมตองแกระบบสมการรวมชวย
ลดเวลาในการคํานวณลงเปนอยางมาก  ซึ่งเมตริกซมวลแบบรวมกอนสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยม
สามจุดตอคือ 
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สําหรับพจนเวกเตอรตาง ๆ  ทางดานขวามือของสมการ (4.22ก-ข) น้ันในที่น้ีจะแสดงการประดิษฐ 
เอลิเมนตเมตริกซเฉพาะพจนจากสมการ (4.22ก) เทาน้ัน  สวนพจนจากสมการ (4.22ข) ก็สามารถ
ประดิษฐไดดวยวิธีเดียวกัน  พจนทางขวามือของสมการ (4.22ก-ข) สามารถหาคาไดดังน้ี 
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   สําหรับเมตริกซตาง ๆ  ที่เก่ียวของกับการอินทิเกรตตลอดขอบเขต { }uSK , { }vSK , 
{ }SuC 2 , { }SvC 2 , { }uSP  และ { }vSP   เม่ือประกอบเอลิเมนตตาง ๆ  เขาเปนระบบสมการรวมแลวหาก
ขอบของเอลิเมนตที่พิจารณาอยูภายในโดเมนของการไหลจะทําใหเมตริกซเหลาน้ีหักลางกันไปเอง  
ดังน้ันในการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรจึงไมตองคํานวณหาคาของเมตริกซเหลาน้ี  ยกเวนหาก
มีขอบของเอลิเมนตที่พิจารณาวางตัวอยูบนขอบของโดเมนดังแสดงในรูปที่ 4.3  ซ่ึงสมมติใหขอบ
ของจุดตอ 2-3  ซ่ึงมีความยาว L  เปนขอบโดเมนของการไหล 
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รูปที่ 4.3  การคํานวณเวกเตอรที่ขอบโดเมนของการไหล 
 
เน่ืองจากฟงกชันการประมาณภายในของเอลิเมนตตลอดขอบที่ประกอบดวยจุดตอ 2-3 น้ีอยูในรูป
แบบเชิงเสนตรง  ดังน้ันคาของ { }uSK , { }vSK , { }SuC 2 , { }SvC 2 , { }uSP  และ { }vSP  ที่สอดคลองกับ
จุดตอ 2-3 น้ีคือ 
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เอลิเมนตเมตริกซสําหรับขั้นตอนที ่2 
 
สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที่ 2  คือสมการ (4.24) 
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เมตริกซสัมประสิทธิ์ [ ]PM  สามารถหาคาไดดังน้ี 
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สําหรับพจนทางขวามือของสมการ (4.24)  สามารถหาคาไดดังน้ี 
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เอลิเมนตเมตริกซสําหรับขั้นตอนที่ 3 
 
สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับขั้นตอนที่ 3  ประกอบดวยสมการ (4.26ก-ข) คือ 
 
     [ ]{ } { } { } { }21

1
uuu

n
u PPGuM −−=+  (4.26ก) 

 
     [ ]{ } { } { } { }21

1
vvv

n
v PPGvM −−=+  (4.26ข) 

 
   สําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์ทางดานซายมือ [ ]uM  และ [ ]vM  ของทั้งสองสมการ
มีคาเทากันกับเมตริกซสัมประสิทธ [ ]uM  และ [ ]vM  ของขั้นตอนที่1 ในสมการ (4.30)  สวนพจน
เวกเตอรตาง ๆ  ทางดานขวามือของสมการในที่น้ีจะแสดงการประดิษฐเอลิเมนตเมตริกซเฉพาะพจน
ของสมการ (4.26ก) เทาน้ัน  สําหรับพจนของสมการ (4.26ข) ก็สามารถหาคาไดดวยวิธีเดียวกัน  
พจนทางขวามือของขั้นตอนที่ 3 สามารถหาคาไดดังน้ี 
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   เอลิเมนต เมตริกซตาง ๆ   ที่ไดแสดงในหัวขอน้ีสามารถนําไปประดิษฐ เปน
โปรแกรมคอมพิวเตอรไดโดยตรง  ซ่ึงขั้นตอนการทํางานของวิธีซีบีเอสไดแสดงไวในรูปที่ 4.4  
สําหรับรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นนี้จะกลาวถีงรายละเอียดในบทที ่5 
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รูปที่ 4.4  ข้ันตอนการทํางานของวิธีซีบีเอส 

เร่ิมการทํางาน

อานขอมูลของปญหา

คํานวณรูปรางและเมตริกซมวลแบบรวมที่จุดตอ 

คํานวณทิศทางโคซายนของเวกเตอรที่ตั้งฉากกับขอบของปญหา 
และคํานวณเมตริกซสัมประสิทธิ์สําหรับสมการความดัน 

คํานวณความเร็วชวยในขั้นตอนที่ 1  

คํานวณความดันในขั้นตอนที่ 2

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตลงในผลลัพธที่ได  

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตลงในผลลัพธที่ได  

คํานวณความเร็วที่เวลา 1+nt  ในขั้นตอนที่ 3  

ตรวจสอบการลูเขาของผลลัพธ 

พิมพผลลัพธที่ทุกจุดตอลงในไฟลสงออก 

ลูเขาถึงเกณฑที่กําหนดแลว 

ลูเขายังไมถึงเกณฑท่ีกําหนด 

จบการทํางาน
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 4.2.3 การกําหนดชวงเวลาในการคํานวณสําหรับวิธีซีบีเอส 
 
   ในการคํานวณหาความเร็วของการไหลจากขั้นตอนดังที่กลาวมาแลวน้ัน  การ
คํานวณเมตริกซมวลแบบรวมกอน (lumped mass matrix)  แทนการคํานวณเมตริกซแบบต็มทําให
สามารถแกสมการทีละสมการไดโดยตรงโดยไมตองแกระบบสมการรวม  ซ่ึงชวยลดเวลาในการ
คํานวณลงเปนอยางมาก  วิธีการเชนนี้เปนการคํานวณโดยชัดแจง (explicit algorithm)  อยางไรก็
ตาม  ผลเสียจากการใชวิธีน้ีก็คือ  คาชวงเวลา (time step)  tΔ  ที่ใชในการคํานวณน้ันมีคาจํากัดเพ่ือ
ไมใหเกิดการลูออกของผลลัพธ (diverged solution) 
 
   สําหรับปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัว Nithiarasu and Zienkiewicz [19] 

ไดกําหนดคาชวงเวลาวิกฤต crtΔ  ไวดังน้ี 
 

                                                  
ν

ΔΔ
2
htt

2

cr =≤   (4.55) 

 
โดยที ่ h  แทนขนาดของเอลิเมนตที่เล็กที่สุดภายในโดเมนของการไหล 

และ ν  แทนความหนืดจลนศาสตร 
 
    การเลือกใชคาชวงเวลาในการไหลจึงไมควรใหมีคามากกวาคาชวงเวลาวิกฤตท่ี
คํานวณได  แตหากเลือกใชคาชวงเวลาที่นอยเกินไปก็จะทําใหใชเวลามากในการคํานวณ กวาท่ี     
ผลลัพธที่ไดจะเขาสูสภาวะอยูตัวซ่ึงในวิทยานิพนธน้ีใชความแมนยําช่ัวขณะ (transient accurate) 

เทากับ 10E-10 เปนตัวกําหนดสภาวะอยูตัวโดยคํานวณความคลาดเคลื่อนของผลลัพธในแตละชวง
เวลา  หากการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธที่มีคามากที่สุดจากทุก ๆ จุดตอมีคานอยกวาคาที่กําหนดนี้จึง
จะหยุดการคํานวณ 



บทที ่5 

ไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 
 ในบทนี้จะอธิบายถึงรายละเอียดขั้นตอนการคํานวณจริงของไฟไนตเอลิเมนต
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นมาเพ่ือใชกับสมการไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซสําหรับการ
ไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิติที่ไดจากวิธีซีบีเอสในบทที่ 4  โปรแกรมคอมพิวเตอรดังกลาวมี
ช่ือวา  LOw-speed flow Characteristic-Based Split program หรือโปรแกรม  LOCBS  ซึ่ ง
เขียนขึ้นดวยภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) ท่ีสามารถทําความเขาใจไดงาย  และสามารถทํางานได
บนเครื่องคอมพิวเตอรสวนบุคคล (personal computer) ที่ใชกันทั่วไปในปจจุบันได 
 
 
5.1 ลักษณะของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS 
 
 โปรแกรม LOCBS ประกอบดวยโปรแกรมหลัก (main program) และโปรแกรม
ยอย (subroutine) จํานวน 25 โปรแกรม  โดยมีรายละเอียดข้ันตอนการทํางานของโปรแกรมดังน้ี 
 
 5.1.1  เริ่มตนการทํางานในโปรแกรมหลัก [main]  โดยเร่ิมจากเรียกโปรแกรมยอย 
[input] สําหรับอานขอมูลนําเขาเบื้องตนของปญหา เชน จํานวนจุดตอและเอลิเมนตของปญหา  
จํานวนดานที่อยูบนขอบโดเมนของการไหล  จํานวนครั้งในกระบวนการทําซ้ํา  คาการเปลี่ยนแปลง
นอยที่สุด (tolerance)  คาคุณสมบัติของของไหล ไดแก  คาความหนาแนนและคาความหนืด
พลศาสตร  ตําแหนงโคออรดิเนตของจุดตอ  คาเริ่มตนของความเร็วและความดันที่กําหนดขึ้นในแต
ละจุดตอ  หมายเลขของจุดตอที่ประกอบขึ้นเปนเอลิเมนต  และหมายเลขของจุดตอที่อยูบนขอบ    
โดเมนของการไหล  เปนตน  หากเปนการคํานวณที่ตอเนื่องจากการคํานวณครั้งที่แลวจะเรียก
โปรแกรมยอย [restar]  เพ่ือนําคาความเร็วและความดันสุดทายที่ไดจากการคํานวณครั้งที่แลวมา
เปนคาเริ่มตนในการคํานวณครั้งน้ี 
 
 5.1.2  เม่ืออานขอมูลเบื้องตนเสร็จแลวจึงเร่ิมการคํานวณในโปรแกรมหลักโดยเริ่ม
จากคํานวณหาคาความหนืดจลนศาสตร  เรียกโปรแกรมยอย [identm]  จากนั้นจึงระบุและนับ
จํานวนจุดตอท่ีกําหนดเงื่อนไขความดันบนขอบโดเมนของการไหล  และระบุเอลิเมนตทั้งหมดท่ี
ประกอบดวยดานท่ีอยูบนขอบโดเมนของการไหล 
 
 5.1.3  คํานวณคาเบื้ องตนตาง ๆ   ที่จําเปนในการแกระบบสมการโดยเรียก
โปรแกรมยอยตามลําดับดังน้ี 
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 5.1.3.1 โปรแกรมยอย [getgeo]  เพ่ือคํานวณหาพื้นที่และคาการประมาณภายในที่จุดตอ
ของแตละเอลิเมนต 
 
 5.1.3.2 โปรแกรมยอย [getmat]  เพ่ือคํานวณหาเมตริกซมวลแบบรวมกอน โดยจะเรียก
โปรแกรมยอย [rfillv] ในตอนเริ่มการทํางานของโปรแกรมยอย [getmat] 

 5.1.3.3 โปรแกรมยอย [getnor]  เพ่ือคํานวณหาความยาวดานที่อยูบนขอบโดเมนของการ
ไหลรวมทั้งหาคาทิศทางโคซายนของเวกเตอรที่ตั้งฉากกับดานนั้น ๆ  โดยจะเรียกโปรแกรมยอย 
[rfillm] ในตอนเริ่มการทํางานของโปรแกรมยอย [getnor] 
 
 5.1.3.4 โปรแกรมยอย [getnrw]  เพ่ือระบุและนับจํานวนจุดตอที่กําหนดเงื่อนไขขอบผนัง
แบบไมล่ืน (no-slip condition) บนขอบโดเมนของการไหล 
 
 5.1.3.5 โปรแกรมยอย [dtfix]  เพ่ือคํานวณหาคาชวงเวลาวิกฤต (critical time step) และ
คาชวงเวลาที่ใชจริงในการคํานวณ 
 
 5.1.3.6 โปรแกรมยอย [pstiff]  เพ่ือคํานวณหาคาของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของความดันใน
ข้ันตอนที่ 2 ของไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซ  โดยจะเรียกโปรแกรมยอย [rfillv] ในตอนเริ่มการ
ทํางานของโปรแกรมยอย [pstiff] 
 
  5.1.4  เร่ิมตนกระบวนการทําซํ้าโดยเรียกโปรแกรมยอย [identm] ในตอนเริ่ม
กระบวนการทําซ้ําแลวจึงเรียกชุดของโปรแกรมยอยทั้งส้ิน 3 ชุดตามลําดับดังน้ี 
 
 5.1.4.1 ชุดโปรแกรมยอยที่ 1  ซ่ึงประกอบไปดวยโปรแกรมยอย [step1]  และโปรแกรม
ยอย [bound]  ตามลําดับ  โดยในโปรแกรมยอย [step1] จะเรียกโปรแกรมยอย [rfillm] ในตอน
เร่ิมการทํางานแลวจึงเรียกโปรแกรมยอยอีก 2 โปรแกรมไดแก  โปรแกรมยอย [advect]  เพ่ือ
คํานวณหาพจนเวกเตอรเน่ืองจากการพาและความดันสําหรับข้ันตอนที่ 1 ของไฟไนตเอลิเมนต
เมตริกซ  และเรียกโปรแกรมยอย [difuse]  เพ่ือคํานวณหาพจนเวกเตอรเน่ืองจากความหนืดของ
ของไหล  โดยจะเรียกโปรแกรมยอย [rfillv] ในตอนเริ่มการทํางานของโปรแกรมยอย [difuse] จาก
น้ันจึงรวมพจนเวกเตอรจากโปรแกรมยอย [advect] และ [difuse] เขาดวยกันเปนโหลดเวกเตอรท้ัง
หมดของระบบสมการรวมของขั้นตอนที ่1  และแกระบบสมการดังกลาวเพ่ือหาคาความเร็วชวยแลว
จึงใชโปรแกรมยอย [bound]  เพ่ือประยุกตเงื่อนไขขอบเขตที่เก่ียวของกับความเร็วของการไหล 
 
 5.1.4.2 โปรแกรมยอยชุดท่ี 2  ไดแกโปรแกรมยอย [step2]  โดยในโปรแกรมยอยน้ีจะ
เรียกโปรแกรมยอยอีก 2 โปรแกรมไดแก 
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5.1.4.2.1 โปรแกรมยอย [pload] ซ่ึงในโปรแกรมยอยน้ีจะเรียกโปรแกรมยอย [rfillv] ในตอนเริ่ม
การทํางานแลวจึงเรียกโปรแกรมยอยอีก 2 โปรแกรมไดแก  โปรแกรมยอย [getrhs] เพ่ือคํานวณ
พจนเวกเตอรในขั้นตอนที่ 2 ที่เก่ียวของกับความเร็วที่ไดจากขอ 5.1.4.1  และโปรแกรมยอย [prhp]  
เพ่ือคํานวณพจนเวกเตอรในขั้นตอนที่ 2 ที่เก่ียวของกับความดัน  จากนั้นจึงรวมพจนเวกเตอรจาก
โปรแกรมยอย [getrhs] และ [pehp] เขาดวยกันเปนโหลดเวกเตอรทั้งหมดของระบบสมการรวม 
 
5.1.4.2.2 โปรแกรมยอย [solver]  เพ่ือทําการแกระบบสมการรวมหาคาความดันที่ชวงเวลาถัดไป
โดยในโปรแกรมยอยน้ีจะเรียกโปรแกรมยอย [conjug] และระหวางการแกสมการจะเรียก
โปรแกรมยอย [mult3n] 
 
 5.1.4.3 โปรแกรมยอยชุดที่ 3  ซ่ึงประกอบไปดวยโปรแกรมยอย [step3] และ โปรแกรม
ยอย [bound] ตามลําดับ  โดยในโปรแกรมยอย [step3] จะเรียกโปรแกรมยอย [rfillm] ในตอนเร่ิม
การทํางานแลวจึงเรียกโปรแกรมยอย [correct]  เพ่ือคํานวณพจนเวกเตอรทางขวามือของขั้นตอนท่ี 
3 ของไฟไนตเอลิเมนตเมตริกซ  ทําการแกระบบสมการเพื่อหาคาความเร็วของการไหลที่ชวงเวลา
ถัดไป  แลวจึงใชโปรแกรมยอย [bound]  เพ่ือประยุกตเงื่อนไขขอบเขตที่เก่ียวของกับความเร็วของ
การไหล 
 
   5.1.5  ตรวจสอบการลูเขาของผลลัพธโดยหาคาการเปลี่ยนแปลงของความเร็วและ
ความดันระหวางคาที่คํานวณไดในชวงเวลาถัดไปจากขอ 5.1.4.2 และ 5.1.4.3  กับคาเดิมกอนการ
คํานวณในขั้นตอนที่ 1 จากทุกจุดตอ  และเลือกใชคาท่ีมากที่สุดเปนตัวกําหนดการลูเขาของผลลัพธ
หากคาการเปลี่ยนแปลงน้ันมีคานอยกวาคาท่ีกําหนดไวหรือไดทําซํ้าจนครบจํานวนรอบสูงสุดท่ี
กําหนดใหแลว  จะดําเนินการตอไปในขอ 5.1.6  แตหากคาดังกลาวยังคงมากกวาคาที่กําหนดใหก็
ใหวนยอนกลับไปทําซํ้าใหมในขอ 5.1.4 ขางตน  กระบวนการทําซ้ําเชนนี้จะทําเรื่อยไปจนกวาคา
การเปล่ียนแปลงน้ันนอยกวาคาที่กําหนดไวหรือไดทําซํ้าจนครบจํานวนรอบสูงสุดที่กําหนดใหแลว 
 
   5.1.6  แสดงผลลัพธตาง ๆ  ที่คํานวณได ไดแก คาความเร็วของการไหล  คาความ
ดัน  คาชวงเวลาวิกฤต  คาชวงเวลาที่ใชจริง  จํานวนรอบและเวลาที่ใชในการคํานวณ  และคาการ
เปลี่ยนแปลงที่นอยที่สุดของความเร็วและความดันในแตละรอบที่กําหนดไว  คาตาง ๆ  เหลาน้ีจะถูก
บันทึกลงในไฟลสงออกที่ตองการเพื่อนําไปใชแสดงผลทางดานกราฟกตอไป 
 
   5.1.7  โปรแกรมยอยอ่ืน ๆ  ไดแกโปรแกรมยอย [rfillv]  โปรแกรมยอย [rfillm] 
และโปรแกรมยอย [identm] ที่ไดกลาวถึงขางตนนั้นเปนโปรแกรมยอยเพ่ือชวยแปลงเวกเตอรหรือ
เมตริกซสําหรับคาจํานวนจริงที่ตองการ  โดยจะแทรกไวในตอนตนของโปรแกรมยอยบาง
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โปรแกรมที่ไดกลาวมาแลว  โปรแกรมยอยเหลาน้ีมีหนาที่ดังน้ี  โปรแกรมยอย [rfillv]  สําหรับตั้ง
คาเวกเตอรให เทากับศูนย  โปรแกรมยอย [rfillm]  สําหรับตั้งคาเมตริกซให เทากับศูนย  และ
โปรแกรมยอย [identm]  สําหรับแทนคาเมตริกซจากตัวแปรหน่ึงใหกับอีกตัวแปรหนึ่ง 
 
สําหรับขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมไดแสดงไวในรูปท่ี 5.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
56

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.1  ข้ันตอนการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS 

เริ่มการทํางาน

อานขอมูลของปญหา [input] 

คํานวณคาการประมาณภายในและพื้นที่เอลิเมนต [getgeo] 

คํานวณเมตริกซมวลแบบรวมที่จุดตอ [getmat, rfillv] 

คํานวณทิศทางโคซายนของเวกเตอรที่ตั้งฉากกับขอบโดเมนของปญหา [getnor, rfillm]

ระบุจุดตอที่กําหนดเงื่อนไขขอบที่ผนัง [getnrw], คํานวณหาคาชวงเวลา [dtfix] 

และคํานวณเมตริกซสัมประสิทธิ์สําหรับสมการความดัน [pstiff, rfillv] 

คํานวณความเร็วชวยในข้ันตอนที่ 1 [step1, rfillm, advect, difuse, rfillv] 

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตลงในผลลัพธที่ได [bound] 

คํานวณความดันในขั้นตอนที่ 2  

[step2, pload, rfillv, getrhs, prhp, solver, conjug, mult3n] 

คํานวณความเร็วที่เวลา 1+nt  ในข้ันตอนที่ 3 [step3, rfillm, correct] 

ประยุกตเงื่อนไขขอบเขตลงในผลลัพธที่ได [bound] 

ตรวจสอบการลูเขาของผลลัพธ [main] 

พิมพผลลัพธที่ทุกจุดตอลงในไฟลสงออก [output]  จบการทํางาน 

ลูเขาถึงเกณฑที่กําหนดแลว 

ลูเขายังไมถึงเกณฑที่กําหนด 

คํานวณความหนืดจลนศาสตร, จุดตอที่กําหนดเงื่อนไขความดัน 

และเอลิเมนตท่ีอยูบนขอบโดเมนของการไหล [main, identm] 
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5.2 รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS 
 
   รายละเอียดของไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ไดแสดงไวใน
ภาคผนวก ก. โดยลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาที่จะนํามาใชกับโปรแกรมคอมพิวเตอรประกอบดวย 
7 สวนยอยดังตอไปน้ี 
 
สวนที ่1 ขนาดและประเภทของคาเริ่มตนของปญหา 
 บรรทัดแรก คําระบุถึงจํานวนเอลิเมนต  จํานวนจุดตอ  จํานวนดานที่อยูบนขอบโดเมน

ของการไหล  และคําระบุประเภทของคาเริ่มตนในการแกปญหา 
 บรรทัดที่สอง จํานวนเอลิเมนต  จํานวนจุดตอ  จํานวนดานท่ีอยูบนขอบโดเมนของการ

ไหล  และเงื่อนไขคาเร่ิมตนของการแกปญหา 
 
ตัวอยางเชน:  nelem   npoin   nboun   iopt 
    1800     961      121       0 
 
หมายเหต:ุ ตัวเลขแสดงเงื่อนไขคาเริ่มตนของการแกปญหา  กําหนดโดย 

  iopt = 0 หมายถึงการคํานวณคร้ังน้ี เปนการเริ่มคํานวณครั้งแรก   โปรแกรม
คอมพิวเตอร LOCBS จะนําคาความเร็วของการไหลและความดันที่อาน
ไดจากไฟลน้ีมาเปนคาเริ่มตนของการคํานวณ 

  iopt = 1 หมายถึงการคํานวณครั้งน้ีไมใชการเริ่มคํานวณครั้งแรก  โปรแกรม
คอมพิวเตอร LOCBS จะอานคาความเร็วของการไหลและความดันจาก
ไฟลผลลัพธในการคํานวณครั้งกอนมาเปนคาเริ่มตนของการคํานวณ 

 
สวนที ่2 ขอกําหนดท่ีเก่ียวกับกระบวนการทําซ้ําของปญหา 
 บรรทัดแรก คําระบุถึงจํานวนครั้งสูงสุดในการทําซ้ํา  รอบเริ่มตนของการคํานวณ  และ

คําระบุคาที่ใชกําหนดรอบเพื่อแสดงคาการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธของ
ปญหา 

 บรรทัดที่สอง จํานวนครั้งสูงสุดในการทําซํ้า  รอบเร่ิมตนของการคํานวณ  และคาที่ใช
กําหนดรอบเพื่อแสดงคาการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธของปญหา 

 
ตัวอยางเชน:  ntime   istep   iwrite 
    2000    0        100 
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สวนที ่3 คาตัวประกอบของชวงเวลา  คุณสมบัติของการไหล  และคาการเปลี่ยนแปลงที่กําหนด 

 บรรทัดแรก คําระบุถึงคาตัวประกอบของชวงเวลา  คุณสมบัติของการไหล  และคาการ
เปลี่ยนแปลงที่กําหนด 

 บรรทัดที่สอง คาตัวประกอบของชวงเวลา  คาความหนาแนน  คาความหนืดพลศาสตร
และคาการเปลี่ยนแปลงที่กําหนด 

 
ตัวอยางเชน:  csafm                     rho                     mu         toler 
    0.500    0.100000E+01   0.500000E-01   0.1E-05 
 
สวนที ่4 ขอมูลของเอลิเมนต 
 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของการเชื่อมตอของจุดตอบนเอลิเมนตและจํานวน     

เอลิเมนตซ่ึงอยูภายในวงเล็บ [  ] 
 บรรทัดตอ ๆ  ไป หมายเลขเอลิเมนต  และหมายเลขของจุดตอทั้งสามบนเอลิเมนตน้ันในทิศ

ทวนเข็มนาฬิกา 
 
ตัวอยางเชน:  element nodal connection[ 1800 ]: 
          1          1       33         32 
          2          1         2         33 
          3          2         3         33 
           .           .          .            . 
           .           .          .            . 
           .           .          .            . 
           .           .          .            . 
    1798      929      960       959 
    1799      929      961       960 
    1800      929      930       961 
 
สวนที ่5 ขอมูลของจุดตอ 

 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของตําแหนงโคออรดิเนตของจุดตอและจํานวนจุดตอ
ซ่ึงอยูภายในวงเล็บ [  ] 

 บรรทัดตอ ๆ  ไป หมายเลขจุดตอ  และตําแหนงโคออรดิเนตบนแกน x  และ y  ของจุดตอ
น้ันตามลําดับ 

 
ตัวอยางเชน:  nodal coordinates[ 961 ]: 
        1     0.000000E+00    0.000000E+00 
        2     0.333330E-01     0.000000E+00 
        3     0.666670E-01     0.000000E+00 
        .              .                            .     
        .              .                            .      
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        .              .                            .      
        .              .                            .      
    959     0.933330E+00    0.100000E+01 
    960     0.966670E+00    0.100000E+01 
    961     0.100000E+01    0.100000E+01 
 
สวนที ่6 ขอมูลเร่ิมตนของคาความเร็วและความดันของจุดตอ 

 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของคาเริ่มตน 

 บรรทัดตอ ๆ  ไป หมายเลขจุดตอ  และคาความเร็วของการไหล u  และ v  และคาความดัน
เริ่มตน 

 
ตัวอยางเชน:  initial condition (u, v, p) 
        1     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
        2     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
        3     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
        .                .                          .                             . 
        .                .                          .                             . 
        .                .                          .                             . 
        .                .                          .                             . 
    959     0.100000E+01    0.000000E+00    0.000000E+00 
    960     0.100000E+01    0.000000E+00    0.000000E+00 
    961     0.100000E+01    0.000000E+00    0.000000E+00 
 
สวนที ่7 ขอมูลของเอลิเมนตที่อยูบนขอบโดเมนของการไหล 

 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของดานเอลิเมนตและจํานวนเอลิเมนตที่อยูบนขอบ   
โดเมนของการไหลซึ่งอยูภายในวงเล็บ [  ] 

 บรรทัดตอ ๆ  ไป จุดตอท้ังสองของดานที่อยูบนขอบโดเมนของการไหลในลักษณะทวนเข็ม
นาฬิกา  หมายเลขเอลิเมนตที่ประกอบดวยจุดตอน้ัน  และเงื่อนไขคาที่ใช
กําหนดประเภทขอบเขตของปญหา 

 
ตัวอยางเชน:  boundary sides[ 121 ]: 
      32         1           1        2 
        1         2           2        2 
        2         3           3        2 
         .          .            .         . 
         .          .            .         . 
         .          .            .         . 
         .          .            .         . 
    960      959     1798       5 
    961      960     1799       5 
    930      961     1800       2 
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หมายเหต:ุ ตัวเลขแสดงเงื่อนไขคาที่ใชกําหนดประเภทขอบเขตของปญหา  กําหนดโดย 

  rsido(4,nboun) = 1  หมายถึงเปนขอบเขตที่กําหนดคาความเร็วของการไหล 

  rsido(4,nboun) = 2  หมายถึงเปนขอบเขตผนังภายใตเงื่อนไขผนังแบบไมล่ืน 

  rsido(4,nboun) = 3  หมายถึงเปนขอบเขตที่กําหนดคาความดัน 
 
   ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  รวมถึงราย
ละเอียดท่ีปรากฏขึ้นบนหนาจอคอมพิวเตอรในขณะท่ีโปรแกรมคอมพิวเตอรน้ีทําการคํานวณ  และ
ไฟลผลลัพธตาง ๆ  ที่เกิดจากการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรน้ี  สามารถทําความเขาใจไดดีย่ิงขึ้นโดย
พิจารณาตัวอยางการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรในหัวขอตอไป 
 
 
5.3 ตัวอยางการใชโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ในการวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืด 

 แตไมอัดตัวในสองมิติ 
 
  ในหัวขอน้ีจะแสดงตัวอยางการใชโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ในการ
วิเคราะหปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่ เหลี่ยมขนาด 1×1 หนวย  ที่มีคาเรยโนลดนัมเบอร 
(Reynold number) เทากับ 100 โดยกําหนดใหของไหลที่อยูภายในชองส่ีเหลี่ยมที่ขอบทางดาน
บนมีการเคล่ือนตัวในแนวแกน x  ดวยความเร็ว 1=u   การเคลื่อนตัวดังกลาวจะชักนําใหของไหล
ภายในชองสี่เหลี่ยมน้ีเกิดการไหลหมุนวนในทิศตามเข็มนาฬิกาดังแสดงในรูปที่ 5.2 
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รูปที่ 5.2  ลักษณะของปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่เหล่ียม 

 
  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาน้ีประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสาม
จุดตอจํานวน 32 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอ 25 จุดตอ  สําหรับเงื่อนไขขอบเขตประกอบดวยการ
กําหนดความเร็วให 0== vu  ที่ทุก ๆ  จุดตอที่อยูบนผนังของชองสี่ เหล่ียมและ 0,1 == vu  
สําหรับทุกจุดตอที่อยูบนขอบดานบน  นอกจากนั้นยังกําหนดความดันให 0=p  กับจุดตอท่ี
ตําแหนงกึ่งกลางของขอบดานลางเพ่ือใชเปนความดันอางอิงของปญหา ดังแสดงในรูปที่ 5.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 

1
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x
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รูปที่ 5.3  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลหมุนวนในชองสี่เหลี่ยม 
 
  ปญหาดังกลาวถูกนําไปวิเคราะหดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS โดยกําหนด
ใหไฟลขอมูลนําเขาสําหรับสําหรับปญหานี้มีช่ือวา ‘cav.in’  และกําหนดใหกระบวนการทําซํ้าจบ
ส้ินเมื่อคาการเปลี่ยนแปลงที่มากที่สุดจากทุกจุดตอมีคานอยกวา 610−   หรือหากไดผานการคํานวณ
ในกระบวนการทําซํ้าจนครบ 2000 รอบแลวคาการเปลี่ยนแปลงที่มากท่ีสุดจากทุกจุดตอยังคงมีคา
มากกวา 610−  ก็ใหหยุดทําการคํานวณและพิมพผลลัพธออกมา  ไฟลขอมูลนําเขา ‘cav.in’ มี
ลักษณะดังแสดงในรูปที่ 5.4 
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  nelem   npoin   nboun   iopt 
     32      25      17      0 
  ntime   istep   iwrite 
   2000       0       10 
  csafm             rho             mu     toler 
  0.100    0.100000E+01   0.100000E-01   0.1E-05 
  element nodal connection[ 32 ]: 
      1     1    17    16 
      2     1     2    17 
      3     2    18    17 
      4     2     3    18 
      .     .     .     . 
      .     .     .     . 
      .     .     .     . 
     29    24    10    11 
     30    24    25    10 
     31    25     9    10 
     32    25     8     9 
  nodal coordinates[ 25 ]: 
      1     0.000000E+00    0.000000E+00 
      2     0.250000E+00    0.000000E+00 
      3     0.500000E+00    0.000000E+00 
      4     0.750000E+00    0.000000E+00 
      .          .                . 
      .          .                . 
      .          .                . 
     22     0.750000E+00    0.500000E+00 
     23     0.250000E+00    0.750000E+00 
     24     0.500000E+00    0.750000E+00 
     25     0.750000E+00    0.750000E+00 
  initial condition (u, v, p) 
      1     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
      2     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
      3     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
      4     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
      .          .               .                . 
      .          .               .                . 
      .          .               .                . 
     22     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
     23     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
     24     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
     25     0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00 
  boundary sides[ 17 ]: 
     12    13    25     1 
     11    12    27     1 
     10    11    29     1 
      9    10    31     1 
      .     .     .     . 
      .     .     .     . 
      .     .     .     . 
      7     8    24     2 
     13    14    25     2 
      8     9    32     2 
      3     3     6     3 

 
รูปที่ 5.4  ขอมูลไฟลนําเขาชื่อ ‘cav.in’ 
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  เม่ือผูใชทําการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  โปรแกรมจะถามชื่อ
ไฟลขอมูลนําเขาใหผูใชพิมพตอบกลับไป  จากนั้นโปรแกรมจะทําการคํานวณตามขั้นตอนที่ได
อธิบายในหัวขอยอย 5.1  ขณะทําการคํานวณโดยใชไฟลขอมูลนําเขา cav  จะเห็นรายละเอียด    
ปรากฎขึ้นบนหนาจอคอมพิวเตอรดังแสดงในรูปที่ 5.5 

 
please type your input file name : 
cav 
 The finite element model consists of: 
 number of nodes                     =        25 
 number of elements                  =        32 
 number of boundary nodes            =        17 
 number of pressure boundary nodes   =         1 
 with number of iterations required  =      2000 
 
performing iterations for convergence 
 
    iter             del U           del V           del P 
       1    0.10000000E+01  0.28079809E-02  0.16076101E+00 
      10    0.90026611E-02  0.74314513E-02  0.18122152E-02 
      20    0.19489457E-02  0.20892477E-02  0.60878636E-03 
      30    0.76611042E-03  0.66201285E-03  0.23194848E-03 
      40    0.28070253E-03  0.24337008E-03  0.83470585E-04 
      50    0.10040777E-03  0.88088247E-04  0.29819349E-04 
      60    0.35570672E-04  0.31649132E-04  0.15946094E-04 
      70    0.12597027E-04  0.10812885E-04  0.26783089E-05 
      80    0.42012582E-05  0.38118879E-05  0.29980040E-05 
      90    0.13791213E-05  0.12782594E-05  0.14079169E-05 
      95    0.93990458E-06  0.68157513E-06  0.71294779E-06 
Press any key to continue 

 
รูปที่ 5.5  ลําดับขั้นตอนที่ปรากฏบนจอคอมพิวเตอรในขณะใชโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS 

 
  หลังจากโปรแกรมคอมพิวเตอรไดคํานวณเสร็จสิ้นแลว  โปรแกรมจะทําการพิมพ
ขอมูลสําหรับสงออกโดยแบงการแสดงผลลัพธออกเปน 3 ไฟลดวยกัน  ในที่น้ีเน่ืองจากตัวอยางของ
ปญหาคือปญหาการไหลหมุนวนในชองส่ีเหล่ียม  ไฟลขอมูลนําเขาคือไฟล ‘cav.in’  ดังน้ันไฟลขอ
มูลสงออกจะไดแก ‘cav.op’, ‘cav.er’ และ  ‘cav.re’  โดยที่ไฟล  ‘cav.op’ แสดงผลลัพธของ
ความเร็วในแนวแกนทั้งสองของการไหลและความดัน  ซ่ึงมีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 5.6 
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  nelem    npoin     nboun   iopt 
     32       25        17      0 
  nstep    itime    intime   inpt         timt        toler 
      1       95        95      1  0.14844E+02  0.10000E-05 
  csafm      rho        mu               deltc        deltp 
 0.1000  1.00000   0.01000         0.15625E+01  0.15625E+00 
   node      velocity-u       velocity-v       pressure-p 
      1    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.224284E-02 
      2    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.824195E-02 
      3    0.000000E+00     0.000000E+00     0.000000E+00 
      4    0.000000E+00     0.000000E+00     0.938617E-02 
      .         .                .                 .      
      .         .                .                 .      
      .         .                .                 .      
     22   -0.132002E+00    -0.252903E+00    -0.736708E-02 
     23   -0.274105E+00     0.281267E+00    -0.815948E-01 
     24   -0.162845E+00    -0.342483E-01    -0.978529E-01 
     25    0.799973E-01    -0.266412E+00     0.235073E-01 
 start time :    2:35:18:95 
   end time :    2:35:19:03 

 
รูปที่ 5.6  ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.op’ 

 
สําหรับไฟลขอมูลสงออก ‘cav.er’ เปนไฟลแสดงผลลัพธของการเปลี่ยนแปลงสูงสุดที่เกิดขึ้นของ
ความเร็วของการไหลและความดันในรอบที่กําหนดไว  ไฟลดังกลาวมีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 5.7 
 
data of error convergence estimation 
   itime              delu            delv            delp 
       1    0.10000000E+01  0.28079809E-02  0.16076101E+00 
      10    0.90026611E-02  0.74314513E-02  0.18122152E-02 
      20    0.19489457E-02  0.20892477E-02  0.60878636E-03 
      30    0.76611042E-03  0.66201285E-03  0.23194848E-03 
      40    0.28070253E-03  0.24337008E-03  0.83470585E-04 
      50    0.10040777E-03  0.88088247E-04  0.29819349E-04 
      60    0.35570672E-04  0.31649132E-04  0.15946094E-04 
      70    0.12597027E-04  0.10812885E-04  0.26783089E-05 
      80    0.42012582E-05  0.38118879E-05  0.29980040E-05 
      90    0.13791213E-05  0.12782594E-05  0.14079169E-05 
      95    0.93990458E-06  0.68157513E-06  0.71294779E-06 
 start time :    2:35:18:95 
   end time :    2:35:19:03 

 
รูปที่ 5.7  ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.er’ 

 
 
 
 
 



 
66

สําหรับไฟลขอมูลสงออก ‘cav.re’  จะเปนไฟลแสดงผลลัพธของความเร็วของการไหลและความ
ดันสําหรับใชเปนขอมูลนําเขาในการคํานวณครั้งตอไป  ไฟลดังกลาวมีลักษณะดังแสดงในรูปที่ 5.8 

 
   inpt    itime          timt 
      1       95   0.14844E+02 
   node      velocity-u       velocity-v       pressure-p 
      1    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.224284E-02 
      2    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.824195E-02 
      3    0.000000E+00     0.000000E+00     0.000000E+00 
      4    0.000000E+00     0.000000E+00     0.938617E-02 
      5    0.000000E+00     0.000000E+00     0.182219E-02 
      6    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.574194E-02 
      7    0.000000E+00     0.000000E+00     0.232328E-02 
      8    0.000000E+00     0.000000E+00     0.914241E-01 
      9    0.000000E+00     0.000000E+00     0.272805E+00 
     10    0.100000E+01     0.000000E+00     0.864956E-01 
     11    0.100000E+01     0.000000E+00    -0.632422E-01 
     12    0.100000E+01     0.000000E+00    -0.175366E+00 
     13    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.383252E+00 
     14    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.164472E+00 
     15    0.000000E+00     0.000000E+00    -0.200877E-01 
     16    0.000000E+00     0.000000E+00     0.429381E-02 
     17   -0.664199E-01     0.746964E-01    -0.704148E-02 
     18   -0.153629E+00    -0.134992E-01    -0.805182E-02 
     19   -0.745940E-01    -0.721673E-01     0.197599E-02 
     20   -0.908842E-01     0.188101E+00    -0.385892E-01 
     21   -0.236787E+00    -0.353678E-01    -0.482650E-01 
     22   -0.132002E+00    -0.252903E+00    -0.736708E-02 
     23   -0.274105E+00     0.281267E+00    -0.815948E-01 
     24   -0.162845E+00    -0.342483E-01    -0.978529E-01 
     25    0.799973E-01    -0.266412E+00     0.235073E-01 
 start time :    2:50:12:50 
   end time :    2:50:12:53 

 
รูปที่ 5.8  ขอมูลไฟลผลลัพธสงออกชื่อ ‘cav.re’ 



บทที ่6 

 
ผลการใชไฟไนตเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีประดิษฐข้ึน 

ในการวิเคราะหปญหาการไหลแบบตาง ๆ 
 
 ในบทนี้จะทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึน  โดยนํา
โปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ที่ไดประดิษฐขึ้นมาวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดจํานวนทั้ง
ส้ิน 5 ปญหา  ไดแก 
 1. ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด (Couette flow) 

 2. ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดัน (Poiseuille flow) 

 3. ปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหลี่ยม (cavity flow) 

 4. ปญหาการไหลภายในชองคูขนานท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด 
  (backward facing step flow) 
 5. ปญหาการไหลภายในชองแคบผานสิ่งกีดขวางสองมิติ  
  (flow over two-dimensional obstacle)  ซ่ึงประกอบดวย 

  5.1 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติรูปกลองส่ีเหลี่ยม (flow over block) 

  5.2 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติรูปแทงส่ีเหลี่ยม (flow over fence) 
 
 
6.1 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเน่ืองจากความหนืด (Couette flow) [25, 26] 
 
 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืดเปนปญหาที่สามารถตรวจ
สอบความถูกตองเบื้องตนของสมการไฟไนตเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นได
เน่ืองจากปญหานี้มีผลเฉลยแมนตรง  การไหลเกิดขึ้นจากความหนืดเนื่องจากแผนบนเคลื่อนท่ีไป
ทางขวามือตามแนวแกน x  ดวยอัตราเร็ว 1=u   ในขณะที่แผนลางเคลื่อนที่ไปทางซายมือดวย
อัตราเร็ว 5.0−=u   โดยมีระยะหางระหวางแผนทั้งสองเทากับ 1  ดังแสดงในรูปที่ 6.1 
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รูปที่ 6.1  ลักษณะของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเน่ืองจากความหนืด 
 
 รูปแบบการกระจายของความเร็วแมนตรงท่ีทุกตําแหนงบนแกน  x  สามารถ
ประดิษฐขึ้นได  โดยพิจารณาใหการไหลเปนการไหลในหน่ึงมิติคือ )(yuu =  และ 0=v  รวมทั้ง
กําหนดคาความดัน 0=p  ตลอดแนวแกน y  ที่ตําแหนง x  ใด ๆ  ซ่ึงจะทําใหสมการอนุรักษ      
โมเมนตัมลดรูปลงเปน 
 

                                            02

2

=
∂
∂
y
u  (6.1) 

 
อินทิเกรตสมการ (6.1) เทียบกับตัวแปร y  สองครั้ง  จะได 
 
                                      BAyyu +=)(  (6.2) 
 
โดยที่ A  และ B  เปนคาคงที่จากการอินทิเกรต  ซ่ึงคาทั้งสองสามารถหาไดจากเงื่อนไขขอบเขตที่
ขอบบนและลางของปญหาคือ 5.0)0( −==yu  และ 0.1)1( ==yu  
 
เม่ือทําการแทนเงื่อนไขขอบเขตลงในสมการ (6.2) จะพบวา 5.1=A  และ 5.0−=B   จะไดผล
เฉลยแมนตรงของรูปแบบการกระจายตัวของความเร็ว u  ที่ตําแหนง x  ใด ๆ  คือ 
 
                                    5.05.1)( −= yyu  (6.3) 

0.1=u

5.0−=u

1

1

x

y
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 ปญหาดังกลาวถูกนํามาวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  โดยเร่ิม
จากการสรางแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 6.2  ซ่ึงแบบจําลองดังกลาวประกอบ
ดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอจํานวน 32 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอ 25 จุดตอ  โดยกําหนด
ใหความดันมีคาเทากับศูนยตลอดขอบในแนวดิ่งทั้งทางดานซายและขวาของแบบจําลองไฟไนต    
เอลิเมนต 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.2 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

   เน่ืองจากความหนืด 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS มีลักษณะการ
กระจายตัวดังแสดงในรูปที่ 6.3  และเมื่อนําผลลัพธที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงท่ี
ตําแหนง 5.0,0.0=x  และ 0.1  ดังแสดงในรูปที่ 6.4  พบวาผลลัพธที่ไดมีความถูกตองแมนยํา 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x

0=p0=p

0,1 == vu

0,5.0 =−= vu

25 จุดตอ 
32 เอลิเมนต 

y
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 รูปที่ 6.3 การกระจายตัวของความเร็วสําหรับปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

  เน่ืองจากความหนืด 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 6.4 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณกับผลเฉลยแมนตรงของ 
 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด 
 
 
 
 
 
 
 

u

y y y

000.1=u

250.0=u

500.0−=u
5.0=x 0.1=x0.0=x

LOCBS

Exact 125.0−=u

625.0=u
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6.2 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเน่ืองจากความดัน (Poiseuille flow) [26] 
 
 ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดันเปนปญหาอีกหนึ่งปญหาท่ี
สามารถตรวจสอบความถูกตองเบื้องตนของสมการไฟไนตเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ี
ประดิษฐขึ้นไดกับผลเฉลยแมนตรง  ลักษณะของปญหาดังกลาวเปนการไหลเนื่องจากความดัน
ระหวางแผนคูขนานสองแผนที่ถูกตรึงใหอยูกับที่  การไหลระหวางแผนท้ังสองมีลักษณะการ
กระจายความเร็วเปนแบบพาราโบลา (parabola) ซ่ึงมีความเร็วสูงสุดเทากับหน่ึงท่ีตําแหนงกึ่งกลาง
ของระยะหางระหวางแผนคูขนาน  ดังแสดงในรูปท่ี 6.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.5  ลักษณะของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดัน 
 
 ผลเฉลยแมนตรงของการกระจายของความเร็วสําหรับปญหานี้สามารถประดิษฐขึ้น
ไดหากพิจารณาการไหลใหเปนการไหลแบบเต็มรูปแบบ (fully developed flow) ในหนึ่งมิติใน
แนวแกน x  คือกําหนดให 0=v  และ )(yuu =  ที่ตําแหนง x  ใด ๆ  จากขอสมมติดังกลาวทําให
สมการอนุรักษโมเมนตัมลดรูปลงเปน 
 

สมการโมเมนตัมในแนวแกน :x        
x
p

y
u

∂
∂

−
∂
∂

2

2

μ  0=  (6.4ก) 

 

สมการโมเมนตัมในแนวแกน :y                     
y
p
∂
∂  0=  (6.4ข) 

 
 
 
 
 

h

L

y

x
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อินทิเกรตสมการ (6.4ก)  เทียบกับตัวแปร y  สองคร้ัง  จะได 
 

                                                ByAy
x
pyu ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
μμ

2

2
1)(  (6.5) 

 
โดยที่ A  และ B  เปนคาคงที่จากการอินทิเกรต  ซ่ึงคาทั้งสองสามารถหาไดจากเงื่อนไขขอบเขตที่
ขอบบนและลางของปญหาคือ 0)0( ==yu  และ 0)( == hyu  
 

เม่ือทําการแทนเงื่อนไขขอบเขตลงในสมการ (6.5) จะพบวา ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=
x
phA

2
 และ 0=B   จะไดผล

เฉลยแมนตรงของรูปแบบการกระจายตัวของความเร็ว u  ที่ตําแหนง x  ใด ๆ  คือ 
 

                                                  ( )yhy
x
pyu −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= 2

2
1)(
μ

 (6.6) 

 
เน่ืองจากกําหนดใหความเร็วสูงสุดเทากับหน่ึงที่ตําแหนงกึ่งกลางของระยะหางระหวางแผนคูขนาน

น่ันคือ 1
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

hyu   เม่ือแทนคาดังกลาวลงในสมการ (6.6) จะได 

 

                                                          2
8
hx

p μ
−=

∂
∂  (6.7) 

 
แทนคาพจนของอนุพันธยอยเน่ืองจากความดันกลับเขาไปในสมการ (6.6) ดังน้ัน 
 

                                                       )(4)( 2 yh
h

yyu −=  (6.8) 

 
จากสมการ (6.8) หากกําหนดใหระยะหางระหวางแผนคูขนานมีคาเทากับ 1  จะไดสมการของการ
กระจายตัวของความเร็วในแนวแกน x  ดังน้ี 
 
                                                       )1(4)( yyyu −=  (6.9) 
 

สมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกน y  ในสมการ (6.4ข)  คือ 0=
∂
∂

y
p  แสดงถึงคาความดันแปร

ผันในแนวแกน x  เพียงทิศทางเดียวเทาน้ัน  น่ันคือ )(xpp =   และหากกําหนดใหของไหลมีคา
ความหนืดเทากับ 0.125 จะทําใหสมการ (6.7) มีคาดังน้ี 
 

                                                          1−=
dx
dp  (6.10) 
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อินทิเกรตสมการ (6.10)  เทียบกับตัวแปร x   จะได 
 

                                                      ∫∫ −=
xp

p
dxdp

01

 

 
                                                xpxp −=− 1)(  (6.11) 
 
และถาหากกําหนดใหความดัน p  ตลอดแนวทางออกที่ตําแหนง 3=L  มีคาเปนศูนย  ดังน้ัน
ลักษณะการกระจายของความดันแมนตรง )(xp  ในแนวแกน x  คือ 
 
                                                         xxp −= 3)(  (6.12) 
 
 ปญหาดังกลาวถูกนํามาวิเคราะหโดยใชโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS  โดยเร่ิม
จากการสรางแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 6.6  ซ่ึงแบบจําลองดังกลาวประกอบ
ดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอจํานวน 80 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอ 54 จุดตอ  โดยกําหนด
ใหตลอดขอบทางดานซายมีการกระจายตัวของความเร็วแบบเต็มรูปแบบดังสมการ (6.9)  ขอบผนัง
ดานบนและลางมีความเร็วเทากับศูนย  สวนตลอดขอบทางดานขวาของแบบจําลองกําหนดใหความ
ดันมีคาเทากับศูนย  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.6 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนาน 

  เน่ืองจากความดัน 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS มีลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วดังแสดงในรูปที่ 6.7  และนําผลลัพธที่ไดมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมน
ตรงที่ตําแหนง 0.2,0.1,0.0=x  และ 0.3  ดังแสดงในรูปที่ 6.8  ซ่ึงไดผลลัพธที่มีความถูกตอง

0.9375
1.0000
0.9375
0.7500
0.4375
0.0000

0.7500
0.4375
0.0000

y

3=L

1=h
0=p

0,0 == vu

0,0 == vu

x

54 จุดตอ 
80 เอลิเมนต 
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แมนยํา  สําหรับรูปที่ 6.9 และ 6.10 เปนรูปแสดงลักษณะการกระจายตัวของความดันที่ไดจากการ
คํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS และรูปแสดงการเปรียบเทียบความดันที่จุดตอกับผล
เฉลยแมนตรงที่ตําแหนง 50.0,25.0=y  และ 75.0  ตามลําดับ  ซ่ึงผลลัพธที่ไดมีความถูกตองแมน
ยําเชนเดียวกัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 6.7  การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดัน 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.8 การเปรียบเทียบคาการกระจายตัวของความเร็วท่ีคํานวณได ณ ตําแหนง x  ตาง ๆ 

  ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดันกับผลเฉลยแมนตรง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 6.9  การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดัน 

0.0=x

y

x

Exact

LOCBS

0.3=x0.2=x0.1=x
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 รูปที่ 6.10 การเปรียบเทียบคาการกระจายตัวของความดันที่คํานวณได ณ ตําแหนง y  ตาง ๆ 

 ของปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความดันกับผลเฉลยแมนตรง 
 
 
6.3 ปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหลี่ยม (cavity flow) 
 
 ปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหลี่ยมจัตุรัสขนาด 11×  หนวยเปนปญหา
มาตรฐานที่นิยมนํามาใชทดสอบความเที่ยงตรงของระเบียบวิธีการแกปญหาการไหลแบบไมอัดตัว
สําหรับสมการนาเวียร-สโตกส  โดยกําหนดใหของไหลท่ีอยูบริเวณขอบทางดานบนเคลื่อนตัวไป
ทางขวามือในแนวแกน x  ดวยความเร็ว 1=u   การเคลื่อนตัวดังกลาวจะทําใหของไหลภายในชอง
ส่ีเหลี่ยมน้ีเกิดการหมุนวนในทิศตามเข็มนาฬิกาดังแสดงในรูปที่ 6.11  โดยลักษณะของการไหลจะ
ข้ึนกับคาเรยโนลดนัมเบอร (Reynold number) [26] คือ 
 

                                       
μ
ρuL

=Re  (6.13) 

 
การทดสอบปญหาดังกลาวสําหรับการศึกษาครั้งน้ีจะทดสอบที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 100, 

400, 1,000 และ 5,000 ตามลําดับ  โดยใชแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาดเดียวกันซึ่ง
ประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอจํานวน 4,802 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอเทากับ
2,500 จุดตอ ดังแสดงในรูปที่ 6.12  โดยกําหนดความเร็วให 0== vu  ที่ทุก ๆ  จุดตอที่อยูบนผนัง
ของชองสี่เหลี่ยม และ 0,1 == vu  สําหรับทุกจุดตอที่อยูบนขอบดานบน  นอกจากนั้นยังกําหนด
ความดันให 0=p  กับจุดตอที่ตําแหนงก่ึงกลางของขอบดานลางเพื่อใชเปนความดันอางอิงของ
ปญหา 
 

0.0 0.5 1.0 2.0 3.0 

0.0 

2.51.5

0.0 

3.0 

3.0 

3.0 

75.0=y

50.0=y

25.0=y
x

x

x

)(xp

Exact 

LOCBS 
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รูปที่ 6.11  ลักษณะของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหลี่ยม 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.12  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหล่ียม 
 

1 

1

y

u

x

Fluid

0
0

=
=

v
u

0
0

=
=

v
u

0,0 == vu

0,1 == vu

y

x

0=p

2,500 จุดตอ 
4,802 เอลิเมนต 
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 ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหปญหาดังกลาวไดแสดงในรูปที่ 6.13 และ 6.14  โดย
รูปที่ 6.13 (ก-ข) แสดงการกระจายตัวของความเร็วที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 100 และ 400 ตาม
ลําดับ  สวนรูปที่ 6.14 (ก-ข) แสดงการกระจายตัวของความเร็วที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 1,000  
และ  5,000 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       (ก)  เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 100                  (ข)  เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 400 
 
 รูปที่ 6.13 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหล่ียม 

   ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 100 และ 400 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      (ก)  เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 1,000                 (ข)  เวกเตอรความเร็วที่คา  Re = 5,000 
 
 รูปที่ 6.14 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหล่ียม 

  ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 1,000  และ  5,000 ตามลําดับ 
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 ความเที่ยงตรงของผลลัพธที่คํานวณไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS เม่ือนํา
มาเปรียบเทียบกับผลลัพธจากการคํานวณดวยระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง (finite difference 

method) ของ Ramaswamy [27]  โดยเปรียบเทียบลักษณะการกระจายความเร็ว )(yu  ที่ตําแหนง 
5.0=x   และความเร็ว )(xv  ที่ตําแหนง 5.0=y  ดังแสดงในรูปที่ 6.15  และ  6.16  การเปรียบ

เทียบดังกลาวแสดงใหเห็นวาไดผลการคํานวณที่มีความสอดคลองกัน  โดยรูปที่ 6.15 (ก-ข)  แสดง
การเปรียบเทียบที่คา Re = 100  และ  400 ตามลําดับ  สวนรูปที่ 6.16 (ก-ข) แสดงการเปรียบเทียบ
ท่ีคา Re = 1,000  และ  5,000 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    (ก)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 100         (ข)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 400 
 
 รูปที่ 6.15 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอส 

  กับผลลัพธจากวิธีผลตางสืบเนื่องเมื่อ Re = 100 และ 400 ตามลําดับ 
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(ก)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 1,000       (ข)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา Re = 5,000 
 
 รูปที่ 6.16 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอส 

  กับผลลัพธจากวิธีผลตางสืบเนื่องเมื่อ Re = 1,000  และ  5,000 ตามลําดับ 
 
 การเปรียบเทียบผลลัพธที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 5,000 พบวายังมีความคลาด
เคลื่อนอยูบาง  จึงทําการทดสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS อีกครั้งหน่ึง  
โดยใชเอลิเมนตแบบไมสม่ําเสมอขนาด 5,000 เอลิเมนต  2,601 จุดตอดังแสดงในรูปที่ 6.17  ทํา
การคํานวณการไหลหมุนวนภายใชองแคบที่คาเรยโนลดเทากับ 5,000  ผลลัพธที่ไดจากการ
วิเคราะหปญหาดังกลาวไดแสดงในรูปที่ 6.18  เมื่อนํามาเปรียบเทียบกับผลลัพธของ Ramaswamy 

[27]  ดังแสดงในรูปที่ 6.19  การเปรียบเทียบดังกลาวแสดงใหเห็นวาไดผลการคํานวณทั้งสองมี
ความสอดคลองกันมากย่ิงขึ้น 
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รูปที่ 6.17  รูปแบบจําลองแบบไมสม่ําเสมอของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหล่ียม 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.18 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองส่ีเหล่ียม 

   ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 5,000 
 
 

0
0

=
=

v
u

0
0

=
=

v
u

0,0 == vu

0,1 == vu

y

x

0=p

2,601 จุดตอ 
5,000 เอลิเมนต 



 
81

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.19 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วจากวิธีซีบีเอสกับผลลัพธจาก 

    วิธีผลตางสืบเนื่องที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 5,000  
 
 
6.4 ปญหาการไหลภายในชองคูขนานที่มีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด 
 (backward facing step) 
 
 ปญหาการไหลภายในชองคูขนานที่มีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดเปน
ปญหาอีกหน่ึงปญหาที่สามารถนํามาใชตรวจสอบความถูกตองแมนยําของระเบียบวิธีซีบีเอสและ
โปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ได  โดยปญหาดังกลาวเปนการวิเคราะหการไหลที่มีลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วที่ทางเขาระหวางชองคูขนานเปนแบบพาราโบลา  เมื่อการไหลนี้ผานจุดที่มี
การเปลี่ยนแปลงพื้นท่ีหนาตัดเพ่ิมขึ้นทันทีทันใดจะกอใหเกิดการไหลหมุนวนที่หลังบริเวณนั้น  ดัง
แสดงในรูปที่ 6.20  โดยลักษณะของการไหลและระยะการแตะสัมผัส (reattachment length) 

ของปญหาจะข้ึนกับคาเรยโนลดนัมเบอร [28] คือ 
 

                                                     
μ

ρ )(Re max hHU −
=  (6.14) 
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   รูปที่ 6.20 ลักษณะของปญหาการไหลภายในชองคูขนาน 

   ท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด 
 
 การทดสอบปญหาดังกลาวจะทดสอบที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 50 และ 150  
โดยใชแบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตท่ีมีขนาดเดียวกันซึ่งประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสาม
จุดตอจํานวน 4,800 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอเทากับ 2,521 จุดตอ ดังแสดงในรูปท่ี 6.21  โดย
กําหนดความเร็วที่ทางเขาเปนแบบเต็มรูปแบบและให 0== vu  ที่ทุก ๆ  จุดตอที่อยูบนผนัง  นอก
จากนั้นยังกําหนดความดันให 0=p  ตลอดขอบทางออกดานขวามือ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.21 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลภายในชองคูขนาน 

   ท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรไดแสดงไวในรูปท่ี 
6.22-6.27  โดยรูปที่ 6.22-6.24 แสดงการกระจายตัวของความเร็วและความดัน รวมถึงรายละเอียด
ของการไหลหมุนวนที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 50  และรูปที่ 6.25-6.27 แสดงการกระจายตัว
ของความเร็วและความดัน รวมถึงรายละเอียดของการไหลหมุนวนที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 
150 ตามลําดับ 
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 รูปที่ 6.22 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนาน 

   ท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=50 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.23 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนาน 

   ท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=50 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.24 รายละเอียดการกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.22 

   ที่แสดงการไหลหมุนวนของปญหาที่คา Re=50 
 
 
 
 
 
 
 

not to scale 

not to scale 

not to scale 
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 รูปที่ 6.25 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนาน 

   ท่ีมีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใดที่คา Re=150 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.26 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลหมุนวนภายในชองคูขนาน 

  ที่มีการเปลี่ยนแปลงพ้ืนที่หนาตัดทันทีทันใดท่ีคา Re=150 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.27 รายละเอียดการกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.25 

  ที่แสดงการไหลหมุนวนของปญหาที่คา Re=150 
 
 
 
 
 
 

not to scale 

not to scale 

not to scale 
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 ระยะการแตะสัมผัสที่คํานวณไดพบวาหากการไหลมีคาเรยโนลดนัมเบอรสูงขึ้นจะ
สงผลใหระยะการแตะสัมผัสของการไหลหมุนวนมีคาเพ่ิมขึ้นดวย  การเปรียบเทียบระยะการแตะ
สัมผัสที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS กับคาที่วัดไดจากการทดลองของ 
GAMM-workshop [29] แสดงไดดังตารางที่ 6.1  โดยที่ระยะการแตะสัมผัส rx  สามารถคํานวณ
ไดจากสมการ (6.15) ดังน้ี 
 

                                                          
hH

sxr −
=  (6.15) 

 
ตารางที่ 6.1 การเปรียบเทียบระยะการแตะสัมผัสของการไหลหมุนวนระหวาง 
 ผลจากการทดลองกับผลลัพธจากการคํานวณดวยโปรแกรม LOCBS  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ความแมนยําของผลลัพธท่ีคํานวณไดจากโปรแกรม LOCBS เม่ือเปรียบเทียบกับ
ผลการทดลองของ GAMM-workshop โดยเปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว )(yu  
ท่ีตําแหนง 0.7,0.5,8.3=x และ 15.0 สําหรับปญหาที่มีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 150 พบวาผล
การคํานวณที่ไดและผลจากการทดลองมีความสอดคลองกันดังแสดงในรูปที่ 6.28 
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      (ก)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 8.3=x          (ข)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.5=x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      (ค)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.7=x          (ง)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 0.15=x  
 
 รูปที่ 6.28 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอส 

   กับผลการทดลองที่ตําแหนงตาง ๆ  สําหรับปญหาท่ีมีคา Re = 150 
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6.5 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติ (flow over two-dimensional obstacle) [28] 
 
  ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติเปนปญหาการไหลในชองแคบที่สามารถ
เปรียบเทียบผลลัพธที่คํานวณไดกับผลลัพธจากการทดลอง  ลักษณะของปญหาประกอบดวยของ
ไหลที่ทางเขาตลอดขอบดานซายมีลักษณะการไหลแบบเต็มรูปแบบ  โดยมีส่ิงกีดขวางรูปสี่เหลี่ยม
ขวางการไหลไวซ่ึงจะกอใหเกิดการไหลหมุนวนบริเวณดานหลังของสิ่งกีดขวางนี้ และหากเปนการ
ไหลที่มีคาเรยโนลดนัมเบอรสูงพอจะเกิดการไหลหมุนวนบริเวณผนังดานบนของปญหาดวย   ดัง
แสดงในรูปที่ 6.29  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.29  ลักษณะของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติ 
 
 รูปแบบของปญหาแบงออกเปนสองลักษณะคือการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ี
เหลี่ยม (flow over the block) และปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยม (flow over 

the fence) โดยขนาดของปญหาทั้งสองลักษณะไดแสดงไวในตารางที่ 6.2  โดยกําหนดใหคา      
เรยโนลดนัมเบอรสามารถคํานวณได ดังน้ี 
 

                                                     
μ

ρ )(Re max hHU −
=  (6.16) 

 
ตารางที่ 6.2  รูปรางและคาเรยโนลดนัมเบอรของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติ 
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 6.5.1 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติรูปกลองสี่เหล่ียม 
  (flow over  block) 
 
 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่นํามาใชกับปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ี
เหลี่ยมประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอจํานวน 4,350 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอเทา
กับ 2,306 จุดตอดังแสดงในรูปที่ 6.30  โดยกําหนดใหความเร็วตลอดขอบดานซายมือมีการกระจาย
แบบพาราโบลา  และให 0== vu  สําหรับทุก ๆ  จุดตอที่อยูบนผนัง นอกจากนี้ตลอดขอบทางดาน
ขวามือยังกําหนดให 0=p  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.30  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ีเหล่ียม 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองสี่เหลี่ยมที่คา
เรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144  โดยที่กําหนดใหความหนาแนนเทากับ 1 และคาความหนืดเทากับ
0.0694 ไดแสดงไวในรูปที่ 6.31-6.33 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.31 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ีเหลี่ยม 

  ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144 
 
 
 
 

not to scale 

x

y

0== vu

0== vu

0=p

not to scale 

2,306 จุดตอ 
4,350 เอลิเมนต 
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 รูปที่ 6.32 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ีเหลี่ยม 

  ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.33 การกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.31 ที่แสดงรายละเอียด 

  ของการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองส่ีเหลี่ยมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 144 
 
 ระยะการแตะสัมผัส rx  ของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปกลองสี่ เหล่ียม
สามารถคํานวณไดจากสมการ (6.17) ดังน้ี 
 

                                                          
hH

sxr −
= 1  (6.17) 

 
จากการเปรียบเทียบระยะดังกลาวพบวาระยะการแตะสัมผัสที่วัดไดจากผลการทดลองของ     
Tropea et al. [30] มีคาเทากับ 7.10  และระยะการแตะสัมผัสที่คํานวณไดจากวิธีซีบีเอสคือ 8.09 
ซ่ึงคิดเปนเปอรเซนตความผิดพลาดเทากับ 13.94% 
 
 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากโปรแกรม LOCBS กับผล
จากการทดลองที่ตําแหนง x  ตาง ๆ  ไดแกตําแหนง 100,90,80,68=x  และ 110  แสดงไดดัง 
รูปที่ 6.34(ก-จ) โดยไดผลที่มีความสอดคลองกัน  และสําหรับรูปที่ 6.35 แสดงลักษณะการกระจาย
ตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 
 

not to scale 

not to scale 
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         (ก)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 68=x      (ข)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 80=x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         (ค)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 90=x      (ง)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 100=x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        (จ)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 110=x  
 
รูปท่ี 6.34  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วที่คํานวณไดกับผลการทดลองที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 
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 รูปที่ 6.35 การกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดของการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
   รูปกลองส่ีเหล่ียมที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 
 
 6.5.2 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางสองมิติรูปแทงส่ีเหลี่ยม (flow over  fence) 
 
 แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่นํามาใชกับปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทง  ส่ี
เหลี่ยมประกอบดวยเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอจํานวน 6,060 เอลิเมนต และมีจํานวนจุดตอเทา
กับ 3,178 จุดตอดังแสดงในรูปที่ 6.36  โดยกําหนดใหความเร็วตลอดขอบดานซายมือมีการกระจาย
แบบพาราโบลา  และให 0== vu  สําหรับทุก ๆ  จุดตอที่อยูบนผนัง นอกจากนี้ตลอดขอบทางดาน
ขวามือยังกําหนดให 0=p  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6.36  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม 
 
 ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมที่คา
เรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5 โดยที่กําหนดใหความหนาแนนเทากับ 1 และคาความหนืดเทากับ
0.046 ไดแสดงไวในรูปที่ 6.37-6.39 
 
 
 
 
 
 
 

not to scale 0== vu

0== vu

0=p
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x
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92

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.37 การกระจายตัวของความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงสี่เหล่ียม 

 ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.38 การกระจายตัวของความดันของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม 

 ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 6.39 การกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 6.37 ที่แสดงรายละเอียด 

  ของการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 217.5 
 
 การไหลหมุนวนที่เกิดขึ้นในปญหานี้เกิดขึ้นบริเวณหลังส่ิงกีดขวางและบริเวณผนัง
ดานบนของปญหา สําหรับการไหลหมุนวนหลังส่ิงกีดขวางสามารถตรวจสอบไดจากระยะการแตะ
สัมผัส 1rx  และการไหลหมุนวนที่บริเวณผนังดานบนสามารถตรวจสอบไดจากระยะการเกิดการ
แยกตัวของการไหล (separation length) 2rx  และ 3rx   ดังน้ี 

not to scale 

not to scale 

not to scale 
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hH

sx
−

= 1
1r  (6.18) 

 

                                                          
hH

sx
−

= 2
2r  (6.19) 

 

                                                          
hH

s
x

−
= 3

3r  (6.20) 

 
การเปรียบเทียบระยะการแตะสัมผัสและระยะการเกิดการแยกตัวของการไหลที่วัดไดจากผลการ
ทดลองของ Carvalho et al. [31] กับคาที่ไดจากการคํานวณดวยโปรแกรม LOCBS แสดงไดดัง
ตารางที่ 6.3 
 
ตารางที่ 6.3 การเปรียบเทียบระยะการแตะสัมผัสของการไหลหมุนวนและระยะการเกิดการแยกตัว 

 ของการไหลระหวางผลการทดลองกับผลจากการคํานวณดวยโปรแกรม LOCBS 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากโปรแกรม LOCBS กับผล
จากการทดลองที่ตําแหนง x  ตาง ๆ  ไดแกตําแหนง 101,81,63,53=x  และ 131  แสดงไดดัง  
รูปที่ 6.40(ก-จ) โดยไดผลที่มีความสอดคลองกัน  และสําหรับรูปที่ 6.41 แสดงลักษณะการกระจาย
ตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Carvalho et al.
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         (ก)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 53=x            (ข)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 63=x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         (ค)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 81=x           (ง)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 101=x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        (จ)  การเปรียบเทียบความเร็วที่คา 131=x  
 
รูปที่ 6.40  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วที่คํานวณไดกับผลการทดลองที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 
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 รูปที่ 6.41 การกระจายตัวของความเร็วที่คํานวณไดของการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
   รูปแทงส่ีเหลี่ยมที่ตําแหนง x  ตาง ๆ 



บทที ่7 
 

เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ในการวิเคราะหปญหาการไหลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตน้ันหากตองการ
ความถูกตองของผลลัพธสูงจําเปนตองใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กเปนจํานวนมากในการจําลองรูปราง
ของปญหาโดยเฉพาะอยางยิ่งในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธสูง  แตเน่ืองจากปญหาการ
ไหลโดยทั่วไปมีความซับซอนจึงไมอาจทราบลักษณะการกระจายตัวของคําตอบลวงหนากอนทํา
การวิเคราะหเพ่ือที่จะกําหนดใหมีเอลิเมนตขนาดเล็กในบริเวณท่ีตองการได  และหากเลือกใช        
เอลิเมนตขนาดเล็กทั่วทั้งโดเมนของปญหาจะตองใชเวลาในการคํานวนมากและสิ้นเปลืองหนวย
ความจําบนเครื่องคอมพิวเตอรโดยไมจําเปน  เปนผลใหทําการวิเคราะหปญหาที่มีขนาดใหญได
ลําบากเนื่องจากขีดจํากัดของเครื่องคอมพิวเตอร  อยางไรก็ตามหากนําเทคนิคการปรับขนาด          
เอลิเมนตโดยอัตโนมัติ [32] มาประยุกตใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจะชวยใหสามารถ
เลือกขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมได  ซ่ึงในบทนี้จะกลาวถึงหลักการของเทคนิคการปรับขนาด         
เอลิเมนตโดยอัตโนมัติและข้ันตอนการประยุกตใชรวมกับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้น 
 
 
7.1 หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
  หลักการเบื้องตนของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติคือการนําผล
ลัพธและขอมูลต้ังตนที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาปรับขนาดเอลิเมนตใหมีเอลิเมนตขนาด
เล็กในบริเวณที่มีการเปล่ียนแปลงของผลลัพธสูง  และใหมีเอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณที่มีการ
เปลี่ยนแปลงของผลลัพธต่ํา  โดยอาศัยหลักการของการหาความเคนในแนวแกนหลัก (principal 

stresses) [33] เพ่ือหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตามตําแหนงตาง ๆ  ที่วาสําหรับความเคนใน
สองมิติใด ๆ  ซ่ึงประกอบดวยความเคนตั้งฉาก yyxx ττ ,  และความเคนเฉือน xyτ   จะมีแนวแกนหลัก
ซ่ึงสามารถลดรูปความเคนใหเหลือเพียงความเคนต้ังฉากในแนวแกนหลักทั้งสอง YYXX ττ ,   ได ดัง
รูปที่ 7.1  หลักการดังกลาวมีรายละเอียดดังน้ี 
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รูปที่ 7.1  หลักการของการหาความเคนในแนวแกนหลัก 
 
  พิจารณาทรงสามเหลี่ยมท่ีมีผิวดานประกอบมุมฉากซึ่งตั้งฉากกับแกน x  และ y  
และมีดานตรงขามมุมฉากที่ต้ังฉากกับแกนหลัก X  ที่ทํามุม θ  องศากับแกน x  ดังแสดงในรูปที่ 
7.2  พบวาหากกําหนดใหพ้ืนที่ผิวของดานที่ตั้งฉากกับแกนหลัก X  มีขนาดพ้ืนที่เทากับ dA        
ดังน้ันพ้ืนที่ผิวของดานประกอบมุมฉากซึ่งต้ังฉากกับแกน x  และ y  จะมีคาเทากับ θcosdA  และ 

θsindA  ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.2  พ้ืนที่ผิวและแรงที่กระทําบนดานตาง ๆ  ของเอลิเมนตทรงสามเหลี่ยมในสองมิติ 
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เม่ือรวมแรงที่กระทําบนเอลิเมนตทรงสามเหลี่ยมในแนวแกนหลัก X  และ Y  และใหมีคาเทากับ
ศูนยจะสามารถเขียนไดเปน 
 

;0=∑ XF  
 
         θθτθθττ sin)cos(cos)cos( dAdAdA xyxxXX −−  
 
                            0cos)sin(sin)sin( =−− θθτθθτ dAdA xyyy  (7.1) 
 

;0=∑ YF  
 
          θθτθθττ cos)cos(sin)cos( dAdAdA xyxxXY −+  
 
                            0sin)sin(cos)sin( =+− θθτθθτ dAdA xyyy  (7.2) 
 
ยายขางสมการ (7.1) และ (7.2) แลวหารตลอดดวย dA  จะได 
 
      θθτθτθττ cossin2)sincos( 22

xyyyxxXX =+−  (7.3) 
 
และ  )sin(coscossin)( 22 θθτθθτττ −+−−= xyyyxxXY  (7.4) 
 
อาศัยความสัมพันธทางตรีโกณมิติที่วา 
 
   θθθ cossin22sin =  (7.5ก) 
 
   θθθ 22 sincos2cos −=  (7.5ข) 
 

   
2

2cos1cos2 θθ +
=  (7.5ค) 

 

และ   
2

2cos1sin 2 θθ −
=  (7.5ง) 

 
เม่ือแทนคาจากสมการ (7.5ก-ง) ลงในสมการ (7.3) และ (7.4) จะได 
 

     θτθ
ττττ

τ 2sin2cos
22 xy

yyxxyyxx
XX +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−  (7.6) 
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                                               θτ
ττ

τ 2cos
2

)(
xy

yyxx
XY +

−
−=  (7.7) 

 
ยกกําลังสองทั้งสองขางของสมการ (7.6) และ (7.7) แลวนํามารวมกันจากนั้นจึงจัดรูปใหม จะได 
 

                       ( ) ( )2
2

2
2

22 xy
yyxx

XY
yyxx

XX τ
ττ

τ
ττ

τ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−  (7.8) 

 
  สมการ (7.8) แสดงถึงสมการวงกลมบนแกนหลัก X  และ Y  ที่มีจุดศูนยกลางที่

ตําแหนง ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

2
yyxx ττ

 และมีรัศมีเทากับ ( )2
2

2 xy
yyxx τ

ττ
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
  ดังน้ันคาของ ( ) minmax,XXτ  ซึ่ง

เรียกวาคาความเคนในแนวแกนหลัก (principal stresses) จะมีคาเทากับ 
 

  principal stresses  =  ( )2
2

22 xy
yyxxyyxx τ

ττττ
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
±⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
 (7.9) 

 
  หลักการดังกลาวถูกนํามาใชกับเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  โดย
แทนคาความเคนดวยคาอนุพันธอันดับที่สองของตัวไมทราบคาที่เลือกใชเปนตัวบงชี้อัตราการ
เปล่ียนแปลงของผลลัพธ  สําหรับวิทยานิพนธฉบับน้ีไดใชคาความเร็วของการไหล  ไดแก 
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,,  เปนตัวบงช้ีในการปรับขนาดเอลิเมนต  ในท่ีน้ีจะยกตัวอยางการหาคาอนุพันธ

อันดับสองของคาความเร็วในแนวแกนหลักดังตอไปนี ้
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 (7.10) 

 

โดยที ่
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และ  
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กระบวนการดังกลาวจะทําการคํานวณสําหรับทุกๆจุดตอในรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่มีอยู  จากนั้น

จึงนําคา 2

2

X
V

∂
∂  และ 2

2

Y
V

∂
∂  ของทุกๆจุดตอมาเปรียบเทียบกันเพื่อหาคาอนุพันธอันดับสองที่มีคามาก

ท่ีสุดของปญหาซึ่งแทนดวย maxλ  โดยที ่
 

                                              ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

= 2

2

2

2

max ,max
Y
V

X
Vλ  (7.13) 

 
คา maxλ  ท่ีคํานวณไดจะถูกใชในการคํานวณเพื่อหาขนาดของเอลิเมนตที่เหมาะสมตามตําแหนงตาง 
ๆ  ดังตอไปนี ้
 

                                             max
2

min2

2
2

22

2
2

1 λh
Y
Vh

X
Vh =

∂
∂

=
∂
∂  (7.14) 

 
โดยที่ 1h  คือความยาวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X  และ 2h  คือความยาวของเอลิเมนตในแนว
แกนหลัก Y  ดังแสดงในรูปที่ 7.3  ดังน้ันหากกําหนดขนาดความยาวของเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กที่
สุด minh  และขนาดความยาวของเอลิเมนตท่ีมีขนาดใหญที่สุด maxh  ใหแลว คาความยาว 1h  และ 

2h  ที่เหมาะสมของเอลิเมนตอื่น ๆ  สําหรับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตใหมจึงสามารถคํานวณได 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.3  การวางตัวของเอลิเมนตในแนวแกนหลัก X  และ Y  
 
จากสมการ (7.14) พบวาคา minh  มีความสําคัญอยางยิ่งในการปรับขนาดเอลิเมนต  กลาวคือหาก
กําหนดคา minh  ที่นอยเกินไปจะทําใหมีการแบงเอลิเมนตสามเหลี่ยมที่มีจํานวนมากเกินไป  ในทาง
กลับกันถาหากกําหนดคา minh  ที่มากเกินไปก็จะมีเอลิเมนตสามเหลี่ยมจํานวนนอยเกินไปซึ่งอาจสง
ผลตอความแมนยําในการคํานวณของผลลัพธ  ดังน้ันการเลือกคา minh  ที่เหมาะสมจึงเปนสิ่งที่
สําคัญมาก  ในทางปฏิบัติยังไมมีวิธีใดที่สามารถบอกไดวาคา minh  ที่เหมาะสมควรมีคาเทาใดทั้งน้ีก็

1h

2h  

X

Y
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ข้ึนกับลักษณะของปญหาและประสบการณของผูทําการวิเคราะห  สําหรับคา maxh  ซ่ึงหมายถึง
ขนาดความยาวของเอลิเมนตที่มีขนาดใหญที่สุดอาจจะเพ่ิมข้ึนไดถึงประมาณ 2 เทาสําหรับการปรับ
ขนาดเอลิเมนตครั้งแรก ๆ  หลังจากนั้นคา maxh  อาจจะปรับใหเพ่ิมขึ้นเพียงเล็กนอยหรืออาจจะใหคง
ท่ีไดทั้งน้ีขึ้นอยูกับรูปรางของปญหาและรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตเปนหลัก 
 
  คาอนุพันธอันดับที่สองของความเร็วของการไหลที่จุดตอตาง ๆ  ในรูปแบบไฟไนต
เอลิเมนตที่มีอยูแลวสามารถคํานวณไดโดยใชขั้นตอนดังตอไปนี้  ยกตัวอยางหากตองการคํานวณหา 

2

2

x
V

∂
∂  สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอซ่ึงลักษณะการกระจายของความเร็วบนเอลิเมนตคือ 

 
                                                          ⎣ ⎦ { }VNV e =)(  (7.15) 
 

ดังน้ัน                                               { }V
x
N

x
V e

⎥⎦
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=
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∂ )(  (7.16) 

 
ซ่ึงมีคาคงที่และรูคาสําหรับเอลิเมนตน้ัน  ในขณะเดียวกันหากมองโดเมนของการไหลในภาพรวม
แลวสมมติวาคาความชันของความเร็วบนเอลิเมนตน้ันมีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบซ่ึงข้ึนอยู
กับความชันของความเร็วที่จุดตอดังน้ี 
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จากนั้นนําสมการ (7.17) ลบออกจากสมการ (7.16) แลวประยุกตระเบียบวิธีถวงนํ้าหนักเศษตกคาง
จะได 
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แทนคาสมการ (7.17) ลงในสมการ (7.18) จะได 
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โดยที่ [ ]M  คือเมตริกซแบบเต็มดังแสดงในสมการ (4.29)  สําหรับสมการ (7.20) เปนสมการของ
แตละเอลิเมนตดังน้ันจึงตองทําการคํานวณสําหรับทุก ๆ  เอลิเมนตแลวรวมข้ึนเปนระบบสมการรวม
ใหญเพ่ือหาคาความชันของความเร็วที่จุดตอ  อน่ึงระบบสมการรวมใหญสามารถแกไดงายหาก
แปลงเมตริกซแบบเต็มใหอยูในรูปของเมตริกซมวลแบบรวมกอนที่จุดตอดังสมการ (4.30) 
 
การคํานวณหาคาอนุพันธอันดับสองสามารถดําเนินไปในแนวทางเดียวกันกลาวคือ หลังจากทราบ
คาอนุพันธอันดับหน่ึงที่จุดตอแลวสามารถคํานวณหาคาอนุพันธอันดับสองไดจาก 
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 (7.21) 

 
สมมติอนุพันธอันดับสองของความเร็วบนเอลิเมนตน้ันมีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบซ่ึงขึ้น
อยูกับคาอนุพันธอันดับสองของความเร็วที่จุดตอดังน้ี 
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จากนั้นคาอนุพันธอันดับสองของความเร็วที่จุดตอจึงคํานวณไดจาก 
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 (7.24) 

 

สําหรับขั้นตอนในการหาคา 
yx

V
y
V

∂∂
∂

∂
∂ 2

2

2

,  สามารถคํานวณไดในทํานองเดียวกัน 

 
 
7.2 โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัต ิ
 
  การประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับการวิเคราะห
ปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวสําหรับวิทยานิพนธน้ีจะมีโปรแกรมสําคัญที่เก่ียวของจํานวน 2 
โปรแกรมคือโปรแกรม FEMESH และโปรแกรม LOCBS  และโปรแกรมสําหรับแปลงขอมูลให
อยูในรูปขอมูลนําเขาที่สามารถใชไดกับโปรแกรมดังกลาวอีก 2 โปรแกรม ไดแก โปรแกรม 
FEMCBS และโปรแกรม CBSFEM  โดยโปรแกรมที่ไดกลาวมาแลวมีรายละเอียดดังน้ี 
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  1. โปรแกรม FEMESH 
 
  โปรแกรม FEMESH เปนโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาทางดานไฟไนต       
เอลิเมนตตาง ๆ  สําหรับวิทยานิพนธน้ีจะใชโปรแกรม FEMESH ในการสรางแบบจําลองไฟไนต 
เอลิเมนตและแสดงผลลัพธในรูปของกราฟก รวมถึงคํานวณหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมในขั้น
ตอนของการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
  2. โปรแกรม FEMCBS 
 
  โปรแกรม FEMCBS เปนโปรแกรมสําหรับแปลงขอมูลเบื้องตนของปญหาที่ได
จากโปรแกรม FEMESH เพ่ือใหอยูในรูปของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม LOCBS

โดยมีรายละเอียดแสดงไวในภาคผนวก ข. 
 
  3. โปรแกรม LOCBS 
 
  โปรแกรม LOCBS เปนโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไม
อัดตัวในสองมิติซ่ึงผลลัพธท่ีไดจะอยูในรูปของความเร็วและความดันท่ีจุดตอดังที่ไดกลาวราย
ละเอียดมาแลวในบทที่ 5 
 
  4. โปรแกรม CBSFEM 
 
  โปรแกรม CBSFEM เปนโปรแกรมสําหรับแปลงผลลัพธในรูปของความเร็วของ
การไหลและความดันที่ไดจากโปรแกรม LOCBS.เพ่ือใหอยูในรูปของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับใช
ในโปรแกรม FEMESH  โดยมีรายละเอียดแสดงไวในภาคผนวก ค. 
 
 
7.3 ข้ันตอนการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
  ข้ันตอนในการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับการ
วิเคราะหการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวสามารถแสดงไดดังรูปที่ 7.4 โดยมีรายละเอียดของแตละขั้น
ตอนดังตอไปน้ี 
 
ข้ันตอนที่ 1  ใชโปรแกรม FEMESH สรางโดเมนของปญหา  กําหนดคุณสมบัติตาง ๆ  ของ
ของไหล  และสรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ประกอบดวยเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอขนาด
สม่ําเสมอทั่วทั้งโดเมนของปญหา  จากนั้นจึงกําหนดเงื่อนไขขอบเขตและคาเริ่มตนของปญหา 
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ข้ันตอนที่ 2  ใชโปรแกรม  FEMCBS อานขอมูลเบื้องตนของปญหาที่ ไดจากโปรแกรม 
FEMESH แลวจึงทําการแปลงใหอยูในรูปของไฟลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม LOCBS 
 
ข้ันตอนที่ 3  ใชโปรแกรม LOCBS วิเคราะหปญหาการไหลดังที่ไดอธิบายมาแลวในบทที่ 5 
 
ข้ันตอนที่ 4  ใชโปรแกรม CBSFEM นําผลลัพธที่ไดในรูปของความเร็วและความดันจากขั้น
ตอนที่ 3 แปลงเปนขอมูลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม FEMESH 
 
ข้ันตอนที่ 5  ใชโปรแกรม FEMESH เพ่ือแสดงผลลัพธในรูปของกราฟกและทําการปรับขนาด
เอลิเมนตโดยอัตโนมัติ  ในขั้นตอนนี้ผูใชโปรแกรมจะตองกําหนดคาความยาวของเอลิเมนตที่มากที่
สุด maxh   คาความยาวของเอลิเมนตที่นอยที่สุด minh   และกําหนดตัวแปรที่ใชสําหรับปรับขนาด   
เอลิเมนต  ซ่ึงในวิทยานิพนธน้ีจะเลือกใชคาความเร็วของการไหลเปนตัวแปรสําหรับกําหนดการ
ปรับขนาดเอลิเมนตดังที่กลาวมาแลวในหัวขอ 7.1  หลังจากที่ไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต
ใหมแลวจึงจะทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตของปญหาบนแบบจําลองที่ได 
 
ข้ันตอนที่ 6  ใชโปรแกรม  FEMCBS อานขอมูลเบื้องตนของปญหาที่ ไดจากโปรแกรม 
FEMESH มาทําการแปลงใหอยูในรูปของไฟลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม LOCBS 
 
ข้ันตอนที่ 7 ทําการวิเคราะหปญหาการไหลอีกครั้งดวยโปรแกรม LOCBS จากรูปแบบจําลอง   
ไฟไนตเอลิเมนตที่ได 
 
ข้ันตอนที่ 8 นําผลลัพธที่ไดจากขั้นตอนที่ 7 มาเปรียบเทียบกับผลลัพธในครั้งกอนจากขั้นตอนที่ 3
หากผลตางที่ไดมีคาสูงแสดงวาขนาดเอลิเมนตที่ทําการปรับในขั้นตอนที่ 5 ยังมีขนาดไมเหมาะสม
จะตองนําผลลัพธในครั้งหลังน้ีกลับไปทําซ้ําใหมในขั้นตอนที่ 4  กระบวนการทําซํ้าเชนน้ีจะทําเร่ือย
ไปจนกวาผลตางน้ันจะมีคานอยมากหรือมีคาเปนศูนย 
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รูปที่ 7.4  ข้ันตอนการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 

ทําการปรับขนาดเอลิเมนตดวยโปรแกรม FEMESH 

วิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวดวยโปรแกรม LOCBS 

สรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเริ่มตนดวยโปรแกรม FEMESH 

ใชโปรแกรม CBSFEM แปลงไฟลขอมูลนําเขา 
สําหรับโปรแกรม FEMESH 

ใชโปรแกรม FEMCBS แปลงไฟลขอมูลนําเขา 
สําหรับโปรแกรม LOCBS 

วิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวดวยโปรแกรม LOCBS 

ส้ินสุดการทํางาน 

ตรวจสอบความคลาดเคลื่อน 

ของผลลัพธ 

ใชโปรแกรม FEMCBS แปลงไฟลขอมูลนําเขา 
สําหรับโปรแกรม LOCBS 

คลาดเคลื่อนเล็กนอย

คลาดเคลื่อนสูง 
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7.4 ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม FEMESH 
 
  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม  FEMESH เพ่ือปรับขนาด           
เอลิเมนตประกอบดวยไฟล 2 ไฟล ไดแก 
 
สวนที่ 1. สวนคําสั่ง (command section) ประกอบดวยขอมูลตาง ๆ  ที่จําเปนในการตรวจสอบ
ความสอดคลองกันระหวางไฟลขอมูลนําเขากับรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตที่สรางข้ึน  ดังตัวอยางสวน
คําสั่งของไฟล ‘cylinder0.out’ ในรูปที่ 7.5 
 
 OUT_FILE_VERSION=1.0 
 TITLE=FINITE ELEMENT MODEL FOR ANALYSIS FLOW PAST CYLINDER 
 SUBTITLE=MODEL WITH 1998 TRIANGULAR ELEMENTS AND 1045 NODES 
 DATE=14-JAN-2548  11:48:13 
 SOL=17 
 PROBLEMID=33042807 
 SOLVERSTART=14-JAN-05 11:48:14 
 SOLVEREND=14-JAN-05 11:48:14 
 REMESH_HMIN=0.155435 
 REMESH_HMAX=0.572233 
 END=CMD 
 

รูปท่ี 7.5  สวนคําส่ังของไฟล ‘cylinder0.out’ 
 
สวนที่ 2. สวนผลลัพธ (solution section) ประกอบดวยคําระบุความหมายของผลลัพธที่จุดตอและ
จํานวนจุดตอซ่ึงอยูภายในวงเล็บ [  ]  บรรทัดตอ ๆ  ไปประกอบดวยคาผลลัพธที่คํานวณไดในแตละ
จุดตอไดแก  หมายเลขจุดตอ  คาความเร็วในแนวแกนทั้งสอง  คาความดัน  และขนาดเอลิเมนต  ดัง
ตัวอยางสวนผลลัพธของไฟล ‘cylinder0.out’ ในรูปที่ 7.6 
 
 NODAL VALUES SOLUTIONS [ 1045]:  
 
 NODE              U              V               P              H 
    1   0.100000E+01   0.000000E+00   -0.162034E-02   0.000000E+00 
    2   0.100000E+01   0.000000E+00   -0.253106E-02   0.000000E+00 
    3   0.100000E+01   0.000000E+00   -0.354827E-02   0.000000E+00 
    4   0.100000E+01   0.000000E+00   -0.414964E-02   0.000000E+00 
    .        .              .               .              . 
    .        .              .               .              . 
    .        .              .               .              . 
 1042   0.109515E+01  -0.138712E+00    0.610360E-01   0.000000E+00 
 1043   0.106158E+01   0.257394E-02   -0.623561E-02   0.000000E+00 
 1044   0.124535E+01  -0.253903E+00   -0.651132E-01   0.000000E+00 
 1045   0.104906E+01  -0.144534E+00    0.134406E+00   0.000000E+00 
 

รูปที่ 7.6  สวนผลลัพธของไฟล ‘cylinder0.out’ 
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7.5 ตัวอยางการนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมาประยุกตใชกับการวิเคราะห 
 ปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวในสองมิต ิ
 
  ในหัวขอน้ีจะแสดงตัวอยางการนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมา
ใชวิเคราะหปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก   โดยลักษณะของปญหามีการไหลแบบ
สม่ําเสมอเขามาทางดานซายมือ  ดานบนและดานลางของโดเมน  วัตถุรูปทรงกระบอกยาวขวางการ
ไหลไวกอใหเกิดการไหลหมุนวนบริเวณดานหลังทรงกระบอกนั้น  ดังแสดงในรูปที่ 7.7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 7.7  ลักษณะของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก 
 
  การวิเคราะหโดยใชโปรแกรม LOCBS รวมกับโปรแกรม FEMESH  มีข้ันตอน
ดังตอไปนี ้
 
ข้ันตอนที ่1 สรางแบบจําลองเริ่มตนสําหรับปญหาตัวอยางดวยโปรแกรม FEMESH  โดยรูปแบบ
จําลองประกอบดวยเอลิเมนตดังรูปที่ 7.8 สําหรับขั้นตอนนี้จะไดไฟลแสดงกราฟกของรูปแบบ    
ไฟไนตเอลิเมนตมีชื่อวา ‘cylinder0.cuf’  และไฟลขอมูลที่บอกขอมูลที่เก่ียวของกับปญหา ไดแก
ไฟลช่ือ ‘cylinder0.dat’ และไฟล ‘cylinder0.out’ 
 
 

7.5

10.0

x

y

0,1 == vu

0,1 == vu

Cylinder; ∅ = 0.5

0,1 == vu

1.5
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รูปที่ 7.8  รูปแบบจําลองเริ่มตนของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก 
 
ข้ันตอนที่ 2 ใชโปรแกรม FEMCBS อานขอมูลเบ้ืองตนจากไฟลช่ือ ‘cylinder0.dat’ ที่ไดจาก
โปรแกรม FEMESH  แลวแปลงใหอยูในรูปไฟลขอมูลนําเขาชื่อ ‘cylinder0.in’ สําหรับใชใน
โปรแกรม LOCBS  โดยมีรายละเอียดของไฟลขอมูลนําเขาดังแสดงในบทที่ 5 
 
ข้ันตอนที่ 3 ใชโปรแกรม LOCBS วิเคราะหปญหาการไหลดังที่ไดอธิบายมาแลวในบทที่ 5 หลัง
จากทําการวิเคราะหในขั้นตอนน้ีเสร็จส้ินแลวจะไดไฟลสงออกที่จะตองนํามาใชเปนขอมูลในการ
ปรับขนาดเอลิเมนตช่ือ ‘cylinder0.op’ 
 
ข้ันตอนที่ 4 ใชโปรแกรม CBSFEM นําผลลัพธที่ไดในรูปของความเร็วและความดันจากไฟล 
‘cylinder0.op’ แปลงเปนขอมูลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม FEMESH 
 
ข้ันตอนที่ 5 ใชโปรแกรม FEMESH เพ่ือแสดงผลลัพธและทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1  
หลังจากทําการปรับขนาดแลวจะไดไฟลในลักษณะเดียวกับขั้นตอนที่  1 ประกอบดวยไฟล 
‘cylinder1.cuf’  ไฟลขอมูล ‘cylinder1.dat’  และไฟล ‘cylinder1.out’  ผลการกระจายตัวของ
ความดันสําหรับแบบจําลองเร่ิมตนของปญหาและรูปแบบจําลองหลังการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งท่ี 
1  แสดงในรูปที่ 7.9 และรูปที่ 7.10 ตามลําดับ 
 
 

1,045 จุดตอ 
1,998 เอลิเมนต 
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 รูปที่ 7.9  การกระจายตัวของความดันและรายละเอียดภายในกรอบประ 

  สําหรับแบบจําลองเริ่มตนของปญหาการไหลภายในทอ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 7.10 รูปแบบจําลองของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก 

 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งท่ี 1 
 
ข้ันตอนที่ 6 ใชโปรแกรม FEMCBS ทําการแปลงไฟล ‘cylinder1.dat’ ใหอยูในรูปของไฟลนํา
เขาสําหรับใชในโปรแกรม LOCBS 
 
ข้ันตอนที่ 7 ทําการวิเคราะหปญหาการไหลอีกครั้งดวยโปรแกรม LOCBS 

443 จุดตอ 
838 เอลิเมนต 
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ข้ันตอนที่ 8 เปรียบเทียบผลลัพธท่ีไดกับผลลัพธในครั้งกอน  ผลการกระจายตัวของความดันแสดง
ในรูปที่ 11  ในตัวอยางนี้จะทําการปรับขนาดเอลิเมนตอีกคร้ังหนึ่ง  หลังจากทําการปรับขนาด      
แลวจะไดไฟล ‘cylinder2.cuf’  ไฟลขอมูล ‘cylinder2.dat’  และไฟล ‘cylinder2.out’  รูปแบบ
จําลองหลังการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 และผลลัพธที่ไดแสดงในรูปที่ 7.12 และ รูปที่ 7.13 

ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 7.11 การกระจายตัวของความดันและรายละเอียดภายในกรอบประสําหรับแบบจําลอง 
  ของปญหาการไหลภายในทอหลังการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 1 
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 รูปที่ 7.12 รูปแบบจําลองของปญหาการไหลผานวัตถุรูปทรงกระบอก 

 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งท่ี 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 7.13 การกระจายตัวของความดันและรายละเอียดภายในกรอบประสําหรับแบบจําลอง 
 ของปญหาการไหลภายในทอหลังการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 2 
 
 การเปรียบเทียบผลการกระจายตัวของความดันบริเวณดานหนาวัตถุทรงกระบอก
ระหวางแบบจําลองตั้งตนกับแบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 2 พบวาผลลัพธท่ี

588 จุดตอ 
1,121 เอลิเมนต 
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ไดมีความชัดเจนยิ่งขึ้น  โดยที่ใชหนวยความจําบนเครื่องคอมพิวเตอรลดลงและชวยประหยัดเวลา
ในการคํานวณได 



บทที่ 8 
 

การวิเคราะหปญหาโดยใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ในหัวขอน้ีจะแสดงประสิทธิภาพของการประยุกตระเบียบวิธีการปรับเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติเขากับการวิเคราะหปญหาการไหลที่มีความซับซอนมากยิ่งข้ึน 
 
 
8.1 ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมสองแทง 
 
  ปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียมสองแทงเปนปญหาการไหลภายใน
ชองแคบที่พบไดทั่วไปในทางวิศวกรรม เชน การไหลในระบบทอผานครีบตาง ๆ  เปนตน ลักษณะ
ของปญหาดังกลาวจะมีการไหลเขามาทางขอบดานซายของปญหาดวยความเร็วแบบเต็มรูปแบบโดย
มีความเร็วสูงสุด 2=u  และมีรายละเอียดขนาดของปญหาดังแสดงในรูปที่ 8.1 โดยของไหลจะ
ไหลผานสิ่งกีดขวางทางดานลางและดานบนที่มีขนาดกวาง 1 หนวยแลวจึงไหลออกท่ีขอบทางดาน
ขวามือ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.1  ลักษณะของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมสองแทง 
 
  ปญหาดังกลาวถูกนํามาวิเคราะหดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS โดยสรางรูป
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตซ่ึงประกอบไปดวยเอลิเมนตสามเหล่ียมสามจุดตอขนาดสม่ําเสมอ
จํานวน 2,826 เอลิเมนต มีจุดตอจํานวน 1,512 จุดตอ  และกําหนดขอบเขตของปญหาดังแสดงใน
รูปที่ 8.2  การคํานวณภายใตคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 50  โดยมีคาความหนาแนนเทากับ 1 และ
คาความหนืดเทากับ 0.08 ผลลัพธแสดงลักษณะการกระจายความเร็วพรอมทั้งรายละเอียดของเอลิ
เมนตและการไหลหมุนวนบริเวณหลังส่ิงกีดขวางทั้งสองไดแสดงในรูปที่ 8.3-8.5 ตามลําดับ 
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 รูปที่ 8.2 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
  รูปแทงส่ีเหลี่ยมสองแทง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 8.3  ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงสี่เหล่ียมสองแทง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
             (ก)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางลาง             (ข)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
 รูปที่ 8.4 รายละเอียดแสดงเอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมทั้งสองแทง 
  ภายในกรอบประของรูปที่ 8.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x

0== vu

0=p

y

0== vu

1,512 จุดตอ 
2,826 เอลิเมนต
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             (ก)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางลาง              (ข)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
 รูปที่ 8.5 รายละเอียดแสดงลักษณะการไหลหมุนวนบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียม 

  ท้ังสองแทงภายในกรอบประของรูปที่ 8.3 
 
  คาความเร็วท่ีคํานวณไดจะถูกนําไปใชคํานวณหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมเพื่อทํา
การปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 ซ่ึงไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาด 2,875 เอลิเมนต
1,534 จุดตอ  โดยรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธที่ไดแสดงในรูปที่ 8.6-8.9  จากนั้น
จึงนําผลลัพธจาการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1  มาทําการปรับขนาดเอลิเมนตอีกครั้งหน่ึง ทําใหได
รูปแบบจําลองที่ประกอบดวยเอลิเมนตจํานวน 5,242 เอลิเมนตและมีจุดตอจํานวน 2,731 จุดตอ  
โดยมีรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธที่ไดแสดงในรูปที่ 8.10-8.13 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.6 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
   รูปแทงส่ีเหลี่ยมสองแทงหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.7 ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงสี่เหล่ียม 

  สองแทงหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 
 

1,534 จุดตอ 
2,875 เอลิเมนต 
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             (ก)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางลาง             (ข)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
 รูปที่ 8.8 รายละเอียดแสดงเอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมทั้งสองแทง 
   ภายในกรอบประของรูปที่ 8.6 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
             (ก)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางลาง              (ข)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
รูปที่ 8.9 รายละเอียดแสดงลักษณะการไหลหมุนวนบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหล่ียมทั้งสองแทง 
  ภายในกรอบประของรูปที่ 8.7 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.10 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวาง 
   รูปแทงส่ีเหลี่ยมสองแทงหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.11 ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลผานสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยม 

   สองแทงหลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 

2,731 จุดตอ 
5,242 เอลิเมนต 
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             (ก)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางลาง              (ข)  เอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
 รูปที่ 8.12 รายละเอียดแสดงเอลิเมนตบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมทั้งสองแทง 
   ภายในกรอบประของรูปที่ 8.10 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
             (ก)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางลาง               (ข)  ความเร็วบริเวณสิ่งกีดขวางบน 
 
 รูปที่ 8.13 รายละเอียดแสดงลักษณะการไหลหมุนวนบริเวณสิ่งกีดขวางรูปแทงส่ีเหลี่ยมท้ังสอง 
   แทงภายในกรอบประของรูปที่ 8.11 หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 
 
  หากทําการเปรียบเทียบลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ตําแหนงดานหนา
และหลังของแทงส่ีเหลี่ยมทั้งสอง  โดยเปรียบเทียบระหวางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในกรณี
ท่ีใชเอลิเมนตที่มีขนาดสม่ําเสมอกับกรณีที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตทั้งสองคร้ัง จะสามารถแสดง
ไดดังรูปท่ี 8.14 และ 8.15  การเปรียบเทียบแสดงใหเห็นวาการกระจายตัวของความเร็วหลังทําการ
ปรับขนาดเอลิเมนตทั้งสองคร้ังไดคาที่สอดคลองกัน และมีความชัดเจนขึ้นเปนอยางมากเมื่อเทียบ
กับกรณีที่ใชเอลิเมนตที่มีขนาดสม่ําเสมอ 
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         (ก)  ความเร็วดานหนาแทงส่ีเหลี่ยมลาง              (ข)  ความเร็วดานหลังแทงส่ีเหลี่ยมลาง 
 

รูปที่ 8.14  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วบริเวณดานหนาและหลังแทงส่ีเหล่ียมลาง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         (ก)  ความเร็วดานหนาแทงส่ีเหลี่ยมบน              (ข)  ความเร็วดานหลังแทงส่ีเหลี่ยมบน 
 

รูปที่ 8.15  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วบริเวณดานหนาและหลังแทงส่ีเหลี่ยมบน 
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8.2 ปญหาการไหลออกผานวาลว 
 
  ปญหาการไหลออกผานวาลวเปนอีกหน่ึงปญหาที่มีความซับซอนโดยของไหลจะ
ไหลเขาหอง (chamber) จากชองทางขอบซายลางและขอบขวาลางดวยความเร็ว 1=u  และ 

1−=u  ตามลําดับ และไหลออกผานวาลวที่อยูดานบนทั้งสองตัว ดังแสดงในรูปที่ 8.16 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.16  ลักษณะของปญหาการไหลออกผานวาลว 
 
  การวิเคราะหปญหาการไหลผานวาลวดวยโปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS เร่ิม
จากการสรางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตโดยใชเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอที่มีขนาด
สม่ําเสมอจํานวน 3,172 เอลิเมนต และมีจุดตอ 1,658 จุดตอ ดังแสดงในรูปที่ 8.17  ทําการคํานวณ
ท่ีคาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ  100 โดยกําหนดใหคาความหนาแนนเทากับ 1 และคาความหนืดของ
การไหลเทากับ 0.01  ผลลัพธที่ไดแสดงการกระจายตัวของความเร็วในรูปที่ 8.18 พรอมทั้งราย
ละเอียดของการไหลหมุนวนท่ีเกิดขึ้นบริเวณวาลวทั้งสองในรูปที่ 8.19 ตามลําดับ 
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รูปที่ 8.17  รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลออกผานวาลว 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.18  ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลออกผานวาลว 

1,658 จุดตอ 
3,172 เอลิเมนต 
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รูปที่ 8.19  รายละเอียดของการไหลหมุนวนภายในกรอบประของรูปที่ 8.18 
 
  คาความเร็วท่ีคํานวณไดจะถูกนําไปใชคํานวณหาขนาดเอลิเมนตที่เหมาะสมเพื่อทํา
การปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1  ซ่ึงไดรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่มีขนาด 3,303 เอลิเมนต  
1,794 จุดตอ  โดยแสดงรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตและผลลัพธที่ไดในรูปที่ 8.20-8.22  พบวา
สามารถแสดงลักษณะการกระจายตัวของความเร็วไดดีข้ึน  จากนั้นจึงนําผลลัพธจากการปรับขนาด
เอลิเมนตครั้งที่ 1  มาทําการปรับขนาดเอลิเมนตอีกครั้งหน่ึง ทําใหไดรูปแบบจําลองที่มีเอลิเมนต
จํานวน 8,646 เอลิเมนตและมีจุดตอจํานวน 4,561 จุดตอ  โดยแสดงรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต
และผลลัพธที่ไดในรูปท่ี 8.23-8.26 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
122

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.20 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลออกผานวาลว 

   หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.21 ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลออกผานวาลว  
   หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งท่ี 1 

1,794 จุดตอ 
3,303 เอลิเมนต 
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รูปที่ 8.22  รายละเอียดของการไหลหมุนวนภายในกรอบประของรูปที่ 8.21 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.23 รูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของปญหาการไหลออกผานวาลว  
   หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตคร้ังที่ 2 
 
 

4,561 จุดตอ 
8,646 เอลิเมนต 
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 รูปที่ 8.24 ลักษณะการกระจายความเร็วของปญหาการไหลออกผานวาลว 

  หลังจากทําการปรับขนาดเอลิเมนตครั้งท่ี 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.25  รายละเอียดของการไหลหมุนวนภายในกรอบประของรูปที่ 8.24 
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รายละเอียดการกระจายตัวของความเร็วภายในกรอบประของรูปที่ 8.25  บริเวณดานหลังของบา
วาลวทางดานซายมือและขวามือแสดงไดดังรูปที่ 8.26 และ 8.27 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 รูปที่ 8.26 รายละเอียดการกระจายความเร็วบริเวณบาวาลวดานซายมือภายในกรอบประ 

  ของรูปที่ 8.25 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 รูปที่ 8.27 รายละเอียดการกระจายความเร็วบริเวณบาวาลวดานขวามือภายในกรอบประ 

  ของรูปท่ี 8.25 
 
 

A 

BA

B

AB

A B



 
126

  หากทําการเปรียบเทียบลักษณะของการกระจายตัวระหวางหนาตัดทั้งสองขาง
บริเวณบาวาลวดานซายมือในรูปที่ 8.26 กับหนาตัดทั้งสองขางบริเวณบาวาลวดานขวามือในรูปท่ี 
8.27  เพ่ือทดสอบความสมมาตรของผลลัพทธโดยใชแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตหลังจากทําการ
ปรับขนาดครั้งที่ 2 พบวาไดคาที่ใกลเคียงกันมากดังแสดงในรูปที่ 8.28 และรูปที่ 8.29 ตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.28 การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วขณะไหลผานวาลวดานซายและขวามือ 

  ในแนว A-A สําหรับแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตหลังจากทําการปรับขนาด 

  ครั้งที่ 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 8.29 การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วขณะไหลผานวาลวดานซายและขวามือ 

  ในแนว B-B สําหรับแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตหลังจากทําการปรับขนาด 

  ครั้งที่ 2 
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เม่ือเปรียบเทียบลักษณะของการกระจายตัวที่หนาตัดทั้งสองขางบริเวณบาวาลวดานซายมือในรูปท่ี 
8.26 โดยเปรียบเทียบระหวางรูปแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตในกรณีที่ใชเอลิเมนตที่ มีขนาด
สม่ําเสมอกับกรณีที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตทั้งสองครั้ง ซ่ึงแสดงไดดังรูปที่ 8.30 และ 8.31  จาก
การเปรียบเทียบพบวาการกระจายตัวของความเร็วหลังทําการปรับขนาดเอลิเมนตทั้งสองคร้ังไดคาท่ี
สอดคลองกันและมีความชัดเจนขึ้นเปนอยางมาก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.30  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วขณะไหลผานวาลวซายมือในแนว A-A 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 8.31  การเปรียบเทียบการกระจายความเร็วขณะไหลผานวาลวซายมือในแนว B-B 
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บทที ่9 
 

บทสรุป  ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 
 
9.1 บทสรุป 
 
 วิทยานิพนธฉบับนี้นําเสนอการวิเคราะหปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัวใน
สองมิติภายใตสถานะอยูตัวดวยระเบียบไฟไนตเอลิเมนต  ที่เรียกวาระเบียบวิธีการแยกดวยคุณ
ลักษณะ (Characteristic-Based Split algorithm; CBS) หรือวิธีซีบีเอส  วิธีการดังกลาวสามารถ
นําไปวิเคราะหปญหาการไหลที่มีรูปรางซับซอนไดอยางมีประสิทธิภาพ  ลดเวลาที่ตองใชในการ
คํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรลงไดมาก  และมีความสะดวกตอการประยุกตใชกับเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 ในการวิเคราะหปญหาการไหลดวยการหาผลลัพธโดยประมาณดวยระบียบวิธี    
ไฟไนตเอลิเมนต  จําเปนตองมีความรูในเรื่องของสมการอนุพันธที่อธิบายถึงการไหลน้ัน ซ่ึงในบท
ท่ี 2  ไดแสดงขั้นตอนการประดิษฐสมการอนุพันธยอยสําหรับปญหาการไหลในสองมิติ    สมการ
ดังกลาวเรียกวาระบบสมการนาเวียร-สโตกส  (Navier-Stokes equations) ซ่ึงประกอบดวยสม
การอนุรักษมวล 1 สมการ  และสมการอนุรักษโมเมนตัมในแนวแกนทั้งสองอีก 2 สมการ  ระบบ
สมการนาเวียร-สโตกสที่ไดมีความซับซอนกอใหเกิดความยากลําบากหากนําไปวิเคราะหดวย
ระเบียบไฟไนตเอลิเมนตโดยตรง  ดังน้ันในบทที่ 3  จึงนําเสนอระเบียบวิธีซีบีเอสเพื่อชวยจัดการกับ
พจน เน่ืองจากการพาในสมการอนุรักษโมเมนตัม   และใชความอัดตัวได เทียม  (artificial 

compressibility) เพ่ือสรางความสัมพันธระหวางความดันกับความหนาแนนในสมการอนุรักษ
มวล  นอกจากน้ียังใชการคํานวณแบบแยกกัน (segregrated method) เพ่ือแบงการคํานวณออก
เปน 3 ขั้นตอน  เปนผลใหสามารถเลือกใชฟงกชันการประมาณภายในของความเร็วและความดันท่ี
อันดับเทากันได  และไมตองแกระบบสมการใหญพรอม ๆ  กัน 
 
 ข้ันตอนทั้งหมดที่ตองใชในการคํานวณที่ไดจากวิธีซีบีเอสในบทที่ 3  จะถูกนํามา
ใชเพ่ือประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตตลอดจนถึงเอลิเมนตเมตริกซในบทที่ 4  และในบทที่ 5  ได
แสดงรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกับเอลิเมนตเมตริกซน้ัน  ข้ันตอนการ
ทํางานรวมทั้งตัวอยางไฟลขอมูลที่จําเปนตองใชสําหรับวิเคราะหปญหาการไหล  โดยโปรแกรม
คอมพิวเตอรไดถูกเขียนขึ้นเปนภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) โปรแกรมดังกลาวมีช่ือวา (LOw-
speed flow Characteristic-Based Split program; LOCBS) 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ถูกนํามาตรวจสอบความถูกตองในบทที่ 6 โดย
นําเสนอตัวอยางการนําโปรแกรม LOCBS ไปใชทดสอบกับปญหาการไหลแบบตาง ๆ  ซ่ึงเปน
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ปญหาอยางงายที่มีผลเฉลยแมนตรงหรือปญหาที่มีผูทําการวิเคราะหหาคําตอบไวแลวจํานวน 5 

ปญหา ไดแก  ปญหาการไหลระหวางแผนคูขนานเนื่องจากความหนืด  ปญหาการไหลระหวางแผน
คูขนานเนื่องจากความดัน  ปญหาการไหลหมุนวนภายในชองสี่เหลี่ยม  ปญหาการไหลภายในชองคู
ขนานที่มีการเปลี่ยนแปลงพื้นที่หนาตัดทันทีทันใด  และปญหาการไหลภายในชองแคบผานสิ่งกีด
ขวางสองมิติ  จากการเปรียบเทียบผลลัพธของปญหาที่ไดกลาวมาแลวกับผลลัพธที่ไดจากวิธีซีบีเอส
พบวามีความสอดคลองกัน 
 
  เน่ืองจากปญหาการไหลโดยทั่วไปมีความซับซอน  หากตองการผลลัพธที่มีความ
ถูกตองแมนยําสูงจําเปนตองใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กเปนจํานวนมากในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลง
ของผลลัพธบริเวณนั้นสูง  แตหากทําการคํานวณปญหานั้น ๆ  ดวยการใชเอลิเมนตขนาดเล็กทั่วทั้ง
ขอบเขตของปญหาจะทําให ส้ินเปลืองเวลาในการคํานวณและใชหนวยความจําบนเครื่อง
คอมพิวเตอรมากเกินความจําเปน  จึงนําเสนอเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเพ่ือ
ประยุกตใชรวมกับวิธีซีบีเอสในบทที่ 7  โดยอธิบายถึงหลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
โดยอัตโนมัติและรายละเอียดขั้นตอนการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีเก่ียวของ  พรอมทั้งแสดงการ
นําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมาประยุกตใชกับการวิเคราะหปญหาการไหลในบท
ท่ี 8 พบวาสามารถใหผลลัพธที่ถูกตองโดยไมตองใชเอลิเมนตจํานวนมากเกินไปซึ่งแสดงถึงประ
สิทธิภาพในการนํามาวิเคราะหปญหาที่มีความซับซอน 
 
 
9.2 ปญหาที่พบในขณะทําวิทยานิพนธ 
 
  ปญหาที่พบในขณะทําวิทยานิพนธน้ีคือการศึกษาทําความเขาใจทฤษฎีของระเบียบ
วิธีซีบีเอส  ขั้นตอนการประมาณคาพจนตางในสมการอนุรักษโมเมนตัม  ตลอดจนการประยุกตวิธี
ความอัดตัวไดเทียมและวิธีการคํานวณแบบแยกกันกับสมการดังกลาวเนื่องจากขั้นตอนเหลาน้ีมี
ความซับซอนและเปนสวนสําคัญหลักในการนําไปประดิษฐเปนสมการไฟไนตเอลิเมนตเพ่ือ
ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกันตอไป 
 
  ปญหาอีกประการหนึ่งที่พบคือการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีประดิษฐข้ึนไปใช
วิเคราะหปญหาขนาดใหญหรือปญหาที่มีคาเรยโนลดนัมเบอรสูง  ปญหาเหลาน้ีจําเปนตองใช         
เอลิเมนตขนาดเล็กเปนจํานวนมากหากตองการผลลัพธที่มีความถูกตองสูง  และเนื่องจากขอจํากัด
ของการใชชวงเวลาของวิธีซีบีเอสซึ่งเปนระเบียบวิธีแบบชัดแจง  ทําใหตองใชเวลาในการคํานวณ
มากและใชหนวยความจําในการเก็บขอมูลบนเครื่องคอมพิวเตอรสูง  จึงตองประยุกตเทคนิคการ
ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติรวมกับวิธีซีบีเอสเพ่ือใหการแกปญหามีประสิทธิภาพยิ่งข้ึน 
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9.3 ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 
 
  สําหรับงานวิจัยในอนาคตนั้นสามารถนําพ้ืนฐานความรูที่ไดจากวิทยานิพนธฉบับ
น้ีไปประยุกตกับงานวิจัยอ่ืน ๆ เชน การใชวิเคราะหปญหาการไหลหนืดแตไมอัดตัวในสามมิติ
ปญหาการไหลภายใตสภาวะชั่วขณะได (transient problem)  รวมถึงการเพิ่มเติมสมการอนุรักษ
พลังงานเพ่ือใหสามารถใชวิเคราะหปญหาการไหลที่มีอุณหภูมิไมสม่ําเสมอได 
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ภาคผนวก ก 
รายละเอียดของโปรแกรม LOCBS 

 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร LOCBS ท่ีไดประดิษฐขึ้นในบทที5่  ประกอบดวย
โปรแกรมหลัก (main program)  และโปรแกรมยอย (subroutine) อีก 25 โปรแกรมยอย ดังมีราย
ละเอียดตอไปนี้ 
 
 
 PROGRAM LOCBS 
C ============================================================== 
C ==PURPOSE : To solve laminar, 2D incompressible Navier-Stokes == 
C ==  equations based on the Characteristic-Based-Split == 
C ==  (CBS) algorithm use linear triangular finite == 
C ==  elements == 
C ============================================================== 
 
 IMPLICIT NONE 
 
 INTEGER  mxpoi ,mxele ,mxbou 
 PARAMETER (mxpoi=5000 ,mxele=5000 ,mxbou=1000) 
 
 INTEGER nboun ,nelem ,npoin ,ntime ,nwall ,nstep 
 INTEGER nbcp ,ib ,ibb ,iopt ,inpt ,istep 
 INTEGER ip ,iwrite ,i ,ie ,itime ,intime 
 INTEGER ia ,l ,namlen 
 
 INTEGER(2) sthour ,stminute ,stsecond ,sthund 
 INTEGER(2) enhour ,enminute ,ensecond ,enhund 
 
 INTEGER intma(3,mxele) ,isido(4,mxbou) ,ielsi(2,mxele) 
 INTEGER iwpoin(mxbou) , ipfix(mxpoi) ,ipdx(mxpoi) 
 
 REAL*8 coord(2,mxpoi) ,geome(7,mxele) ,unkna(2,mxpoi) 
 REAL*8 unkn0(2,mxpoi) ,unkn1(2,mxpoi) ,rsido(3,mxbou) 
 REAL*8 rhs2(2,mxpoi) ,gstif(3*mxele) ,dmmat(mxpoi) 
 REAL*8 pdiag(mxpoi) ,pres(mxpoi) ,pres1(mxpoi) 
 REAL*8 ha(3) 
 
 REAL*8 csafm ,timt ,re ,rho ,mu ,toler 
 REAL*8 kkk ,delu ,delv ,delp ,cder ,ani 
 REAL*8 err ,delte ,deltp ,deltc ,roff ,value 
 REAL*8 zero 
 
 DATA zero/0.0/ 
 
 CHARACTER filnam*12 
 
40 WRITE(*,*) 'please type your input file name : ' 
 READ (*,*)  filnam 
 l = namlen(filnam) 
 IF (l.EQ.0) GOTO 40 
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 OPEN (unit=10 ,file = filnam(1:l)//'.in' ,err=40) 
 OPEN (unit=11 ,file = filnam(1:l)//'.re' ,err=40) 
 OPEN (unit=12 ,file = filnam(1:l)//'.op' ,err=40) 
 OPEN (unit=13 ,file = filnam(1:l)//'.er' ,err=40) 
 
 CALL gettim (sthour ,stminute ,stsecond ,sthund) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To read all global data == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL input (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,iopt, 
   1   inpt  ,intma ,coord ,unkn0 ,isido ,ntime ,istep, 
   2   csafm ,rho   ,mu    ,pres  ,toler ,iwrite) 
 
 IF (iopt.EQ.1) THEN 
     CALL restar (mxpoi ,npoin ,unkn0 ,pres ,inpt ,timt ,istep) 
     OPEN        (unit=11 ,file = filnam(1:l)//'.re' ,err=40) 
 ELSE 
     timt = 0.0 
 ENDIF 
 
 re  = rho / mu 
 ani = 1.0 / re 
 
 CALL identm (2 ,npoin ,unkna ,unkn0) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate number of pressure boundary, code =3 == 
C ============================================================== 
 
 nbcp = 0 
 DO 101 ib = 1,nboun 
    IF (isido(4,ib).EQ.3) THEN 
        DO 102 ibb = 1,2 
           ip = isido(ibb,ib) 
           IF (ipdx(ip).EQ.0) THEN 
               nbcp      = nbcp + 1 
               ipdx(ip)  = 1 
               ipfix(ip) = 1 
           ENDIF 
102        CONTINUE 
    ENDIF 
101 CONTINUE 
 
 WRITE (*,10) npoin ,nelem ,nboun ,nbcp ,ntime 
 WRITE (*,11) 
 WRITE (*,*) 
 WRITE (*,12) 
 WRITE (13,13) 
 WRITE (13,14) 
10 0 FORMAT(' The finite element model consists of:',          /, 
   1        ' number of nodes                     =', i10,     /, 
   2        ' number of elements                  =', i10,     /, 
   3        ' number of boundary nodes            =', i10,     /, 
   4        ' number of pressure boundary nodes   =', i10,     /, 
   5        ' with number of iterations required  =', i10,     /,) 
11 FORMAT('performing iterations for convergence') 
12 FORMAT(4x ,'iter' ,13x ,'del U' ,11x ,'del V' ,11x ,'del P') 
13 FORMAT(' data of error convergence estimation') 
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14 FORMAT(3x ,'itime' ,14x ,'delu' ,12x ,'delv' ,12x ,'delp') 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To mark elements with 1 or 2 boundary sides == 
C ============================================================== 
 
 DO 103 ia = 1,2 
    DO 104 ie = 1,nelem 
       ielsi(ia,ie) = 0 
104    CONTINUE 
103 CONTINUE 
 DO 105 i = 1,nboun 
    ie = isido(3,i) 
    IF (ielsi(1,ie).EQ.0) ielsi(1,ie) = i 
    IF (ielsi(1,ie).NE.i) ielsi(2,ie) = i 
105 CONTINUE 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain the derivatives of shape functions, == 
C ==  lumped mass matrix and wall boundary == 
C ============================================================== 
 
 CALL getgeo (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,coord ,intma ,geome) 
   0 CALl getmat (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,dmmat, 
   1              zero) 
   0 CALL getnor (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,coord ,isido ,rsido, 
   1              zero) 
 CALL getnrw (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,isido ,nwall ,iwpoin) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain fixed time step for all nodes == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL dtfix  (mxele ,nelem ,geome ,csafm ,re    ,deltp ,delte, 
   1              deltc) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To construct the global stiffness matrix for == 
C ==  pressure == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL pstiff (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,pdiag, 
   1              gstif ,zero) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To perform the time step iterations == 
C ============================================================== 
 
 nstep = istep + 1 
 istep = ntime + istep 
 DO 106 itime = nstep,istep 
    intime = itime - nstep + 1 
 
    CALL identm (2 ,npoin ,unkn1 ,unkn0) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the intermediate(**) velocities in x == 
C ==  and y directions and impose the boundary == 
C ==  conditions 
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C ============================================================== 
 
   0    CALL step1 (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,intma, 
   1                geome ,dmmat ,unkn0 ,rsido ,isido ,ielsi ,rhs2, 
   2                deltp ,delte ,pres  ,ani   ,zero) 
 
   0    CALL bound (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,nwall ,isido ,unkn0, 
   1                unkna ,iwpoin) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the pressure == 
C ============================================================== 
 
   0    CALL step2 (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,unkn0, 
   1                unkn1 ,pres  ,pres1 ,deltp ,pdiag ,gstif ,ipfix, 
   2                zero) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the correction terms for velocity == 
C ==  and impose the boundary conditions == 
C ============================================================== 
 
   0    CALL step3 (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,unkn0 ,rhs2, 
   1                dmmat ,deltp ,pres  ,pres1 ,geome ,zero) 
 
   0    CALL bound (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,nwall ,isido ,unkn0, 
   1                unkna ,iwpoin) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To estimate convergence of all results == 
C ============================================================== 
 
    DO 107 ia = 1,3 
       ha(ia)     = 0.0 
107    CONTINUE 
    DO 108 ip = 1,npoin 
       delu = unkn0(1,ip) - unkn1(1,ip) 
       delv = unkn0(2,ip) - unkn1(2,ip) 
       delp = pres1(ip)   - pres(ip) 
 
       cder  = ABS(delu) 
       IF (cder.GT.ha(1)) ha(1) = cder 
 
       cder  = ABS(delv) 
       IF (cder.GT.ha(2)) ha(2) = cder 
 
       cder  = ABS(delp) 
       IF (cder.GT.ha(3)) ha(3) = cder  
108    CONTINUE 
    DO 109 ip = 1,npoin 
       pres(ip)  = pres1(ip) 
       pres1(ip) = 0.0 
 
109    CONTINUE 
 
    kkk = MOD(itime ,iwrite) 
    IF ((kkk.EQ.0).OR.(itime.EQ.istep).OR.(itime.EQ.nstep)) THEN 
         WRITE(*,15)    itime ,(ha(ia) ,ia = 1,3) 
         WRITE(13,15)   itime ,(ha(ia) ,ia = 1,3) 
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    ENDIF 
 
    timt = timt + deltp 
 
    err = MAX(ha(1) ,ha(2) ,ha(3)) 
    IF (err.LE.toler) THEN 
        WRITE(*,15)   itime ,(ha(ia) ,ia = 1,3) 
        WRITE(13,15)  itime ,(ha(ia) ,ia = 1,3) 
        GOTO 200 
    ENDIF 
    IF ((itime.EQ.istep).AND.(err.GT.toler)) THEN 
         WRITE(*,16) 
         WRITE(13,16) 
         GOTO 200 
    ENDIF 
106 CONTINUE 
 
15 FORMAT(i8 ,2x ,3e16.8) 
16 FORMAT(' solution does not converged in this range') 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To round-off solution values for neat output == 
C ============================================================== 
 
200 roff = 1.0E-06 
 DO 110 ia = 1,2 
    DO 111 ip = 1,npoin 
       value = ABS(unkn0(ia,ip)) 
       IF (value.LT.roff) unkn0(ia,ip) = 0.0 
111    CONTINUE 
110 CONTINUE 
 DO 112 ip = 1,npoin 
    value = ABS(pres(ip)) 
    IF (value.LT.roff) pres(ip) = 0.0 
112 CONTINUE      
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To send results for output file == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL output (mxpoi ,mxele ,mxbou  ,npoin ,nelem ,nboun ,unkn0, 
   1              nstep ,timt  ,intime ,csafm ,toler ,rho   ,mu, 
   2              pres  ,iopt  ,inpt   ,itime ,deltp ,deltc) 
 
 CALL gettim (enhour ,enminute ,ensecond ,enhund) 
 
 WRITE (11,18) sthour ,stminute ,stsecond ,sthund 
 WRITE (12,18) sthour ,stminute ,stsecond ,sthund 
 WRITE (13,18) sthour ,stminute ,stsecond ,sthund 
 
 WRITE (11,19) enhour ,enminute ,ensecond ,enhund 
 WRITE (12,19) enhour ,enminute ,ensecond ,enhund 
 WRITE (13,19) enhour ,enminute ,ensecond ,enhund 
18 FORMAT(' start time :' ,3x ,i2 ,':' ,i2.2 ,':' ,i2.2,':' ,i2.2) 
19 FORMAT('   end time :' ,3x ,i2 ,':' , i2.2,':' ,i2.2,':' ,i2.2) 
 
 CLOSE (11) 
 CLOSE (12) 
 CLOSE (13) 
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 STOP 
 END 
******************************************************************* 
 INTEGER FUNCTION namlen(filnam) 
 
 CHARACTER  filnam*12 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To count the number of characters in filnam == 
C ============================================================== 
 
 namlen = 0 
 DO 10 i = 12,1,-1 
    IF (filnam(i:i).EQ.' ') GOTO 10 
    namlen = i 
    GOTO 20 
10 CONTINUE 
 
20 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE input (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun, 
   1                   iopt  ,inpt  ,intma ,coord ,unkn0 ,isido, 
   2                   ntime ,istep ,csafm ,rho   ,mu    ,pres, 
   3                   toler ,iwrite) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,mxbou  ,npoin ,nelem ,nboun ,iopt 
 INTEGER    inpt  ,ntime ,iwrite ,istep ,i     ,j     ,ie 
 INTEGER    ip      
 
 INTEGER    isido(4,mxbou)  ,intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     unkn0(2,mxpoi)  ,coord(2,mxpoi)  ,pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     csafm ,rho   ,mu     ,toler 
 
 CHARACTER  text*40 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To check whether the array-sizes given are == 
C ==  sufficient and get necessary data == 
C ============================================================== 
 
 READ (10,1) text 
 READ (10,*) nelem ,npoin ,nboun ,iopt 
 
 IF (npoin.GT.mxpoi) THEN 
     WRITE(*,2) npoin 
     STOP 
 ENDIF 
 IF (nelem.GT.mxele) THEN 
     WRITE(*,3) nelem 
     STOP 
 ENDIF 
 IF (nboun.GT.mxbou) THEN 
     WRITE(*,4) nboun 
     STOP 
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 ENDIF 
 
 READ (10,1)  text 
 READ (10,*)  ntime ,istep ,iwrite  
 
 READ (10,1)  text 
 READ (10,*)  csafm ,rho   ,mu     ,toler 
 
 READ (10,1)  text 
 DO 100 i = 1,nelem 
    READ (10,*) ie ,(intma(j,ie) ,j = 1,3) 
    IF (ie.NE.i) THEN 
        WRITE(*,5) i 
        STOP 
    ENDIF 
100 CONTINUE 
 
 READ (10,1)  text 
 DO 200 i = 1,npoin 
    READ (10,*) ip ,(coord(j,ip) ,j = 1,2) 
    IF (ip.NE.i) THEN 
        WRITE(*,6) i 
        STOP 
    ENDIF 
200 CONTINUE 
 
 READ (10,1)  text 
 DO 300 i = 1,npoin 
    READ (10,*) ip ,(unkn0(j,ip) ,j = 1,2) ,pres(ip) 
300 CONTINUE  
 
 READ (10,1)  text 
 DO 400 i = 1,nboun 
    READ (10,*) (isido(j,i),j = 1,4) 
400 CONTINUE 
 
 IF (iopt.EQ.0) inpt = 1 
 
 CLOSE (10) 
 
1 FORMAT(a) 
2 FORMAT('  mxpoi needs to be increased to :' ,i5) 
3 FORMAT('  mxele needs to be increased to :' ,i5) 
4 FORMAT('  mxbou needs to be increased to :' ,i5) 
5 FORMAT('  elem no.' ,i5 ,' in data file is missing') 
6 FORMAT('  node no.' ,i5 ,' in data file is missing') 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
 SUBROUTINE restar (mxpoi ,npoin ,unkn0 ,pres ,inpt ,timt ,istep) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,npoin ,istep ,inpt ,ip ,i ,j 
 
 REAL*8     unkn0(2,mxpoi)  ,pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     timt 
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C ============================================================== 
C ==Purpose : To get data in case of restarted program == 
C ============================================================== 
 
 READ(11,*) 
 READ(11,*) inpt ,istep ,timt 
 inpt = inpt + 1 
 READ(11,*) 
 DO 100 ip = 1,npoin 
    READ(11,*) i , (unkn0(j,ip) ,j = 1,2) ,pres(ip) 
100 CONTINUE 
 
 CLOSE(11) 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE getgeo (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,coord ,intma, 
   1                    geome) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ie ,ip ,in 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,coord(2,mxpoi) 
 REAL*8     x(3)            ,y(3)            ,pnxi(2)  ,pnet(2) 
 
 REAL*8     x21   ,x31   ,y21   ,y31   ,rj    ,rj1   ,xix 
 REAL*8     xiy   ,etx   ,ety   ,rnxi  ,rnet 
 
 DATA       pnxi/-1.0 ,1.0/ 
 DATA       pnet/-1.0 ,0.0/ 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To get geometry of each linear element == 
C ==  interpolation == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 ie = 1,nelem 
    DO 200 ip = 1,3 
       in    = intma(ip,ie) 
       x(ip) = coord(1,in) 
       y(ip) = coord(2,in) 
200    CONTINUE 
    x21 =  x(2) - x(1) 
    x31 =  x(3) - x(1) 
    y21 =  y(2) - y(1) 
    y31 =  y(3) - y(1) 
    rj  =  x21*y31 - x31*y21 
    rj1 =  1.0 / rj 
    xix =  y31 * rj1 
    xiy = -x31 * rj1 
    etx = -y21 * rj1 
    ety =  x21 * rj1 
    DO 300 in = 1,2 
       rnxi           = pnxi(in) 
       rnet           = pnet(in) 
       geome(in,ie)   = xix*rnxi + etx*rnet 
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       geome(in+3,ie) = xiy*rnxi + ety*rnet 
300    CONTINUE 
    geome(3,ie) = -(geome(1,ie) + geome(2,ie)) 
    geome(6,ie) = -(geome(4,ie) + geome(5,ie)) 
    geome(7,ie) =   rj 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE getmat (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome, 
   1                    dmmat ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ie ,inode ,i ,in 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,dmmat(mxpoi) 
 
 REAL*8     rj    ,rj6   ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To get inverse lumped mass matrix == 
C ============================================================== 
 
 CALL rfillv (dmmat ,npoin ,zero) 
 
 DO 100 ie = 1,nelem 
    rj  = geome(7,ie) 
    rj6 = rj / 6.0 
    DO 200 inode = 1,3 
       in        = intma(inode,ie) 
       dmmat(in) = dmmat(in) + rj6 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 DO 300 i = 1,npoin 
    dmmat(i) = 1.0 / dmmat(i) 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE getnor (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,coord ,isido, 
   1                    rsido ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,ib ,ipoi0 ,ipoi1 
 
 INTEGER    isido(4,mxbou) 
 
 REAL*8     rsido(3,mxbou)  ,coord(2,mxpoi) 
 
 REAL*8     dx    ,dy    ,rl    ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To get direction  cosines on boundary sides and == 
C ==  get length of boundary sides == 
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C ============================================================== 
 
 CALL rfillm (rsido ,3 ,nboun ,zero) 
 
 DO 100 ib = 1,nboun 
    ipoi0       = isido(1,ib) 
    ipoi1       = isido(2,ib) 
    dx          = coord(1,ipoi1) - coord(1,ipoi0) 
    dy          = coord(2,ipoi1) - coord(2,ipoi0) 
    rl          = SQRT(dx*dx + dy*dy) 
    rsido(1,ib) =  dy / rl 
    rsido(2,ib) = -dx / rl 
    rsido(3,ib) =  rl 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE getnrw (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,isido ,nwall, 
   1                    iwpoin) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,nwall ,in ,i ,nn ,jj 
 
 INTEGER    isido(4,mxbou)  ,iwpoin(mxbou)  ,ihelp(mxpoi) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To get unit normal vector and obtain number of == 
C ==  wall boundary, code=2 == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 i = 1,npoin 
    ihelp(i) = 0 
100 CONTINUE 
 DO 200 i = 1,nboun 
    iwpoin(i) = 0 
200 CONTINUE 
 
 nwall = 0 
 DO 300 in = 1,2 
    DO 400 i = 1,nboun 
       IF (isido(4,i).EQ.2) THEN 
           nn = isido(in,i) 
           jj = ihelp(nn) 
           IF (jj.EQ.0) THEN 
               nwall         = nwall + 1 
               iwpoin(nwall) = nn 
               ihelp(nn)     = nwall 
           ENDIF 
       ENDIF 
400    CONTINUE 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE dtfix (mxele ,nelem ,geome ,csafm ,re ,deltp ,delte, 
   1                   deltc) 
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 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxele ,nelem ,ie     
 
 REAL*8     geome(7,mxele) 
 
 REAL*8     csafm ,re    ,alen1 ,alen2 ,alen3 ,alen ,delte ,deltp 
 REAL*8     deltc ,anx   ,any 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain fixed global external and internal time == 
C ==  step due to viscous limit only == 
C ============================================================== 
 
 alen = 1000. 
 DO 100 ie = 1,nelem 
    anx   = geome(1,ie) 
    any   = geome(4,ie) 
    alen1 = 1.0 / SQRT((anx*anx + any*any)) 
 
    anx   = geome(2,ie) 
    any   = geome(5,ie) 
    alen2 = 1.0 / SQRT((anx*anx + any*any)) 
 
    anx   = geome(3,ie) 
    any   = geome(6,ie) 
    alen3 = 1.0 / SQRT((anx*anx + any*any)) 
 
    alen  = MIN(alen1 ,alen2 ,alen3 ,alen) 
100 CONTINUE 
 deltc = 0.5 * alen * alen * re 
 deltp = csafm * deltc 
 delte = 2.0 * deltp 
 IF (delte.GT.deltc) delte = deltc 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE pstiff (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome, 
   1                    pdiag ,gstif ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,isky ,ie ,ip1 ,ip2 ,ip3
 INTEGER    i 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,gstif(3*mxele)  pdiag(mxpoi) 
 
 REAL*8     area  ,gdi   ,gdj   ,gdk   ,b1   ,b2 ,b3  ,c1  ,c2 
 REAL*8     c3    ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain global stiffness matrix for pressure == 
C ============================================================== 
 
 CALL rfillv (pdiag ,npoin ,zero) 
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 isky = 0 
 DO 100 ie = 1,nelem 
    ip1         = intma(1,ie) 
    ip2         = intma(2,ie) 
    ip3         = intma(3,ie) 
    area        = geome(7,ie) / 2.0 
    b1          = geome(1,ie) 
    b2          = geome(2,ie) 
    b3          = geome(3,ie) 
    c1          = geome(4,ie) 
    c2          = geome(5,ie) 
    c3          = geome(6,ie) 
    pdiag(ip1)  = pdiag(ip1) + area*(b1*b1 + c1*c1) 
    pdiag(ip2)  = pdiag(ip2) + area*(b2*b2 + c2*c2) 
    pdiag(ip3)  = pdiag(ip3) + area*(b3*b3 + c3*c3) 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = area*(b1*b2 + c1*c2) 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = area*(b1*b3 + c1*c3) 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = area*(b2*b3 + c2*c3) 
100 CONTINUE 
 isky = 0 
 DO 200 i = 1,npoin 
    pdiag(i) = SQRT(pdiag(i)) 
200 CONTINUE 
 DO 300 ie = 1,nelem 
    gdi         = 1.0 / pdiag(intma(1,ie)) 
    gdj         = 1.0 / pdiag(intma(2,ie)) 
    gdk         = 1.0 / pdiag(intma(3,ie)) 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = gstif(isky) * gdi * gdj 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = gstif(isky) * gdi * gdk 
    isky        = isky + 1 
    gstif(isky) = gstif(isky) * gdj * gdk 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE step1 (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun, 
   1                   intma ,geome ,dmmat ,unkn0 ,rsido ,isido, 
   2                   ielsi ,rhs2  ,deltp ,delte ,pres  ,ani, 
   3                   zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,ip  
 
 INTEGER    intma(3,mxele)  ,isido(4,mxbou)  ,ielsi(2,mxele) 
 
 REAL*8     rhs0(2,mxpoi)   ,rhs2(2,mxpoi)   ,geome(7,mxele) 
 REAL*8     unkn0(2,mxpoi)  ,rsido(3,mxbou)  ,dmmat(mxpoi) 
 REAL*8     pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     dt    ,ani   ,delte ,deltp ,zero 
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 CALL rfillm (rhs2 ,2 ,npoin ,zero) 
 CALL rfillm (rhs0 ,2 ,npoin ,zero) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the convective component == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL advect (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,intma, 
   1              isido ,rsido ,geome ,unkn0 ,pres  ,delte ,rhs2, 
   2              ielsi) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the diffusive component == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL difuse (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,intma, 
   1              isido ,rsido ,geome ,unkn0 ,rhs0  ,ani   ,zero) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To add advection and diffusion, multiply by == 
C ==  inversed mass and update the solution == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 ip = 1,npoin 
    dt         =  dmmat(ip) 
    rhs2(1,ip) = (rhs2(1,ip) + rhs0(1,ip)) * dt 
    rhs2(2,ip) = (rhs2(2,ip) + rhs0(2,ip)) * dt 
100 CONTINUE 
 DO 200 ip = 1,npoin 
    unkn0(1,ip) = unkn0(1,ip) + deltp * rhs2(1,ip) 
    unkn0(2,ip) = unkn0(2,ip) + deltp * rhs2(2,ip) 
200 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE advect (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun, 
   1                    intma ,isido ,rsido ,geome ,unkn0 ,pres, 
   2                    delte ,rhs2  ,ielsi) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi  ,mxele  ,mxbou  ,npoin  ,nelem  ,nboun 
 INTEGER    ie     ,ip1    ,ip2    ,ip3    ,isi    ,is     ,ip  
 INTEGER    inode  ,id1    ,id2    ,in1    ,in2 
 
 INTEGER    intma(3,mxele)  ,isido(4,mxbou)  ,ielsi(2,mxele) 
 
 REAL*8     rsido(3,mxbou)  ,unkn0(2,mxpoi)  ,geome(7,mxele) 
 REAL*8     pres(mxpoi)     ,rhs2(2,mxpoi) 
 
 REAL*8     area   ,ar12   ,ar3    ,b1     ,b2     ,b3     ,c1 
 REAL*8     c2     ,c3     ,u1     ,u2     ,u3     ,v1     ,v2 
 REAL*8     v3     ,dudx   ,dudy   ,dvdx   ,dvdy   ,dpdx   ,dpdy 
 REAL*8     usum   ,vsum   ,umean  ,vmean  ,adu11  ,adu21  ,adu31 
 REAL*8     adv11  ,adv21  ,adv31  ,adu12  ,adu22  ,adu32  ,adv12 
 REAL*8     adv22  ,adv32  ,anx    ,any    ,un1    ,un2    ,vn1 
 REAL*8     vn2    ,anor   ,anoru1 ,anoru2 ,anorv1 ,anorv2 ,aleng 
 REAL*8     adup12 ,adup22 ,adup32 ,advp12 ,advp22 ,advp32 ,delte 
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C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate the convective component for == 
C ==  intermediate velocities and stabilized pressure == 
C ==  term == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 ie = 1,nelem 
    area  = geome(7,ie) * 0.5 
    ar12  = area / 12.0 
    ar3   = area / 3.0 
    ip1   = intma(1,ie) 
    ip2   = intma(2,ie) 
    ip3   = intma(3,ie) 
    b1    = geome(1,ie) 
    b2    = geome(2,ie) 
    b3    = geome(3,ie) 
    c1    = geome(4,ie) 
    c2    = geome(5,ie) 
    c3    = geome(6,ie) 
    u1    = unkn0(1,ip1) 
    u2    = unkn0(1,ip2) 
    u3    = unkn0(1,ip3) 
    v1    = unkn0(2,ip1) 
    v2    = unkn0(2,ip2) 
    v3    = unkn0(2,ip3) 
    dudx  = b1*u1 + b2*u2 + b3*u3 
    dudy  = c1*u1 + c2*u2 + c3*u3 
    dvdx  = b1*v1 + b2*v2 + b3*v3 
    dvdy  = c1*v1 + c2*v2 + c3*v3 
    dpdx  = pres(ip1*)b1 + pres(ip2*)b2 + pres(ip3*)b3 
    dpdy  = pres(ip1*)c1 + pres(ip2*)c2 + pres(ip3*)c3 
    usum  = u1 + u2 + u3 
    vsum  = v1 + v2 + v3 
    umean = usum / 3.0 
    vmean = vsum / 3.0 
 
    adu11 = ar12 * (dudx*(usum+u1) + dudy*(vsum+v1)) 
    adu21 = ar12 * (dudx*(usum+u2) + dudy*(vsum+v2)) 
    adu31 = ar12 * (dudx*(usum+u3) + dudy*(vsum+v3)) 
    adv11 = ar12 * (dvdx*(usum+u1) + dvdy*(vsum+v1)) 
    adv21 = ar12 * (dvdx*(usum+u2) + dvdy*(vsum+v2)) 
    adv31 = ar12 * (dvdx*(usum+u3) + dvdy*(vsum+v3)) 
 
   0    adu12  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b1 + vmean*c1) * 
   1             (dudx*usum + dudy*vsum) 
   0    adu22  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b2 + vmean*c2) * 
   1             (dudx*usum + dudy*vsum) 
   0    adu32  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b3 + vmean*c3) * 
   1             (dudx*usum + dudy*vsum) 
   0    adv12  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b1 + vmean*c1) * 
   1             (dvdx*usum + dvdy*vsum) 
   0    adv22  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b2 + vmean*c2) * 
   1             (dvdx*usum + dvdy*vsum) 
   0    adv32  =  delte * 0.5 * ar3 * (umean*b3 + vmean*c3) * 
   1             (dvdx*usum + dvdy*vsum) 
 
    adup12 = 0.25 * delte * area * (umean*b1 + vmean*c1) * dpdx 
    adup22 = 0.25 * delte * area * (umean*b2 + vmean*c2) * dpdx 
    adup32 = 0.25 * delte * area * (umean*b3 + vmean*c3) * dpdx 
    advp12 = 0.25 * delte * area * (umean*b1 + vmean*c1) * dpdy 
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    advp22 = 0.25 * delte * area * (umean*b2 + vmean*c2) * dpdy 
    advp32 = 0.25 * delte * area * (umean*b3 + vmean*c3) * dpdy 
 
    rhs2(1,ip1) = rhs2(1,ip1) – adu11 - adu12 – adup12 
    rhs2(1,ip2) = rhs2(1,ip2) – adu21 – adu22 – adup22 
    rhs2(1,ip3) = rhs2(1,ip3) – adu31 – adu32 – adup32 
    rhs2(2,ip1) = rhs2(2,ip1) - adv11 - adv12 - advp12 
    rhs2(2,ip2) = rhs2(2,ip2) – adv21 – adv22 – advp22 
    rhs2(2,ip3) = rhs2(2,ip3) – adv31 – adv32 – advp32 
 
    DO 200 isi = 1,2 
       is = ielsi(isi,ie) 
       IF (is.NE.0) THEN 
           aleng = rsido(3,is) / 6.0 
           anx   = rsido(1,is) * aleng 
           any   = rsido(2,is) * aleng 
           ip    = isido(1,is) 
           DO 300 inode = 1,3 
              IF (ip.EQ.intma(inode,ie)) THEN 
                  id1 = inode 
                  GOTO 50 
              ENDIF 
300           CONTINUE 
           PRINT*, ' error in side contribution ' 
           STOP 
50           id2 = id1 + 1 
           IF (id2.GT.3) id2 = id2 - 3 
           in1    = intma(id1,ie) 
           in2    = intma(id2,ie) 
           un1    = unkn0(1,in1) 
           un2    = unkn0(1,in2) 
           vn1    = unkn0(2,in1) 
           vn2    = unkn0(2,in2) 
           anor   = delte * 0.5 * (umean*anx + vmean*any) 
   0           anoru1 = anor * (dudx*(2.0*un1+un2) 
   1                          + dudy*(2.0*vn1+vn2)+ 1.5*dpdx) 
   0           anoru2 = anor * (dudx*(2.0*un2+un1) 
   1                          + dudy*(2.0*vn2+vn1)+ 1.5*dpdx) 
   0           anorv1 = anor * (dvdx*(2.0*un1+un2) 
   1                          + dvdy*(2.0*vn1+vn2)+ 1.5*dpdy) 
   0           anorv2 = anor * (dvdx*(2.0*un2+un1) 
   1                          + dvdy*(2.0*vn2+vn1)+ 1.5*dpdy) 
 
           rhs2(1,in1) = rhs2(1,in1) + anoru1 
           rhs2(1,in2) = rhs2(1,in2) + anoru2 
           rhs2(2,in1) = rhs2(2,in1) + anorv1 
           rhs2(2,in2) = rhs2(2,in2) + anorv2 
       ENDIF 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE difuse (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun, 
   1                    intma ,isido ,rsido ,geome ,unkn0 ,rhs0, 
   2                    ani   ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
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 INTEGER    mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin ,nelem ,nboun ,ie ,ia ,lok 
 INTEGER    in    ,lok1  ,ja    ,is    ,ip 
 
 INTEGER    intma(3,mxele)  ,isido(4,mxbou) 
 
 REAL*8     rsido(3,mxbou)  ,geome(7,mxele)  ,unkn0(2,mxpoi) 
 REAL*8     rhs0(2,mxpoi)   ,sigxx(mxele)    ,sigyy(mxele) 
 REAL*8     sigxy(mxele)    ,rh1p(2,3) 
 
 REAL*8     ani   ,velo1 ,velo2 ,aleng ,anx   ,any   ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate contribute from diffusion terms for == 
C ==  intermediate velocities == 
C ============================================================== 
 
 CALL rfillv (sigxx ,nelem ,zero) 
 CALL rfillv (sigxy ,nelem ,zero) 
 CALL rfillv (sigyy ,nelem ,zero) 
 
 DO 100 ia = 1,nelem 
    DO 200 lok = 1,3 
       in        = intma(lok,ia) 
       lok1      = lok + 3 
       velo1     = unkn0(1,in) 
       velo2     = unkn0(2,in) 
       sigxx(ia) = sigxx(ia) + ani*(geome(lok,ia) * 2.0*velo1) 
       sigyy(ia) = sigyy(ia) + ani*(geome(lok1,ia) * 2.0*velo2) 
   0       sigxy(ia) = sigxy(ia) + ani*(geome(lok,ia) *velo2 
   1                                  + geome(lok1,ia)*velo1) 
200    CONTINUE    
    DO 300 lok = 1,3 
       lok1        = lok + 3 
   0       rh1p(1,lok) = -geome(7,ia)*(sigxx(ia)*geome(lok,ia) 
   1                                 + sigxy(ia)*geome(lok1,ia))*0.5 
   0       rh1p(2,lok) = -geome(7,ia)*(sigxy(ia)*geome(lok,ia) 
   1                                 + sigyy(ia)*geome(lok1,ia))*0.5 
300    CONTINUE 
    DO 400 lok = 1,3 
       in = intma(lok,ia) 
       DO 500 ja = 1,2 
          rhs0(ja,in) = rhs0(ja,in) + rh1p(ja,lok) 
500       CONTINUE 
400    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 DO 600 is = 1,nboun 
    aleng = rsido(3,is) * 0.5 
    anx   = rsido(1,is) * aleng 
    any   = rsido(2,is) * aleng 
    ie    = isido(3,is) 
    DO 700 in = 1,2 
       ip         = isido(in,is) 
       rhs0(1,ip) = rhs0(1,ip) + anx*sigxx(ie) + any*sigxy(ie) 
       rhs0(2,ip) = rhs0(2,ip) + anx*sigxy(ie) + any*sigyy(ie) 
700    CONTINUE 
600 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
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******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE step2 (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome, 
   1                   unkn0 ,unkn1 ,pres  ,pres1 ,deltp ,pdiag, 
   2                   gstif ,ipfix ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem  
 
 INTEGER    intma(3,mxele)  ,ipfix(mxpoi) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,unkn0(2,mxpoi)  ,unkn1(2,mxpoi) 
 REAL*8     gstif(3*mxele)  ,glm(mxpoi)      ,pdiag(mxpoi) 
 REAL*8     pres1(mxpoi)    ,pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     deltp ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To calculate p(n+1) of pressure system equation == 
C ==  from Laplace equation == 
C ============================================================== 
 
   0 CALL pload  (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,pres, 
   1              glm   ,deltp ,unkn0 ,unkn1 ,zero) 
 
   0 CALL solver (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ipfix ,glm   ,pres, 
   1              pres1 ,pdiag ,gstif ,intma) 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE pload (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome, 
   1                   pres  ,glm   ,deltp ,unkn0 ,unkn1 ,zero) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,i ,ielem ,ip 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,glm(mxpoi)   ,unkn1(2,mxpoi) 
 REAL*8     unkn0(2,mxpoi)  ,pres(mxpoi)  ,elrhs(3) 
 REAL*8     rhsp(3)         ,p(3) 
 
 REAL*8     deltp ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain the velocity and pressure term on the == 
C ==  right hand side(RHS) for Laplace equation == 
C ============================================================== 
 
 CALL rfillv (glm ,npoin ,zero) 
 
 DO 100 ielem = 1,nelem 
 
   0    CALL getrhs (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ielem ,intma ,geome, 
   1                 unkn0 ,unkn1 ,elrhs) 
 
   0    CALL prhp   (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,pres, 
   1                 rhsp  ,ielem) 
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    DO 200 i = 1,3 
       ip      = intma(i,ielem) 
       p(i)    = elrhs(i)/deltp + rhsp(i)*0.25 
       glm(ip) = glm(ip) + p(i) 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE getrhs (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ielem ,intma, 
   1                    geome ,unkn0 ,unkn1 ,elrhs) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ielem ,inode ,iu ,jnode 
 INTEGER    ip    ,knode 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,unkn0(2,mxpoi)  ,unkn1(2,mxpoi) 
 REAL*8     elukn(2,3)      ,elukn1(2,3)     ,elrhs(3) 
 
 REAL*8     dudx  ,dvdy  ,velo1 ,velo2 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain RHS velocity == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 inode = 1,3 
    ip = intma(inode,ielem) 
    DO 200 iu = 1,2 
       elukn(iu,inode)  = 0.5 * (unkn0(iu,ip)-unkn1(iu,ip)) 
       elukn1(iu,inode) = unkn1(iu,ip) 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 velo1 = 0.0 
 velo2 = 0.0 
 dudx  = 0.0 
 dvdy  = 0.0 
 DO 300 jnode = 1,3 
    knode = jnode + 3 
    dudx  = dudx  + geome(jnode,ielem)*elukn1(1,jnode) 
    dvdy  = dvdy  + geome(knode,ielem)*elukn1(2,jnode) 
    velo1 = velo1 + elukn(1,jnode) 
    velo2 = velo2 + elukn(2,jnode) 
300 CONTINUE 
 DO 400 inode = 1,3 
    elrhs(inode) = 0.0 
    jnode        = inode + 3 
   0    elrhs(inode) = elrhs(inode) - dudx - dvdy 
   1                 + geome(inode,ielem)*velo1 
   2                 + geome(jnode,ielem)*velo2 
    elrhs(inode) = elrhs(inode) * geome(7,ielem) / 6.0 
400 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE prhp (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,geome ,pres, 
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   1                  rhsp  ,ielem) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ielem ,lok ,im ,lok1 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,pres(mxpoi)  ,rhsp(3)  ,p(3)  ,b(2) 
 
 REAL*8     ar 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To obtain RHS pressure == 
C ============================================================== 
 
 ar = geome(7,ielem) / 2.0 
 DO 100 lok = 1,3 
    im        = intma(lok,ielem) 
    p(lok)    = pres(im) 
    rhsp(lok) = 0.0 
100 CONTINUE 
 b(1) = 0.0 
 b(2) = 0.0 
 DO 200 lok = 1,3 
    lok1 = lok + 3 
    b(1) = b(1) + geome(lok,ielem)*p(lok) 
    b(2) = b(2) + geome(lok1,ielem)*p(lok) 
200 CONTINUE 
 DO 300 lok = 1,3 
    lok1      = lok + 3 
   0    rhsp(lok) = rhsp(lok) - ar*(geome(lok,ielem)*b(1) 
   1                              + geome(lok1,ielem)*b(2)) 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE solver (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ipfix ,glm ,pres, 
   1                    pres1 ,pdiag ,gstif ,intma) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,i  
 
 INTEGER    ipfix(mxpoi)  ,intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     glm(mxpoi)    ,pres(mxpoi)     ,pres1(mxpoi) 
 REAL*8     pdiag(mxpoi)  ,gstif(3*mxele)  ,press(mxpoi) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To solve matrix by conjugate method == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 i = 1,npoin 
    press(i) = pres(i) 
    IF (ipfix(i).EQ.1) press(i) = 0.0 
100 CONTINUE 
 DO 200 i = 1,npoin 
    pres1(i) = glm(i)   / pdiag(i) 
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    press(i) = press(i) * pdiag(i) 
200 CONTINUE 
 
   0 CALL conjug (mxele ,mxpoi ,nelem ,npoin ,intma ,gstif ,pdiag, 
   1              ipfix ,pres1 ,press) 
 
 DO 300 i = 1,npoin 
    pres1(i) = press(i) / pdiag(i) 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE conjug (mxele ,mxpoi ,nelem ,npoin ,lnods ,astif, 
   1                    gdiag ,ipfix ,b     ,x) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxele ,mxpoi ,nelem ,npoin  ,iter  ,miter ,i      ,ij 
 
 INTEGER    lnods(3,mxele)  ,ipfix(mxpoi) 
 
 REAL*8     astif(3,mxele)  ,gdiag(mxpoi)  ,b(mxpoi)  ,x(mxpoi) 
 REAL*8     p(mxpoi)        ,apold(mxpoi) 
 
 REAL*8     toler ,alph1 ,bi    ,apoldi ,beta1 ,alph2 ,alpha 
 REAL*8     beta2 ,rnewi ,znewi ,beta   ,bmax  ,bmmx 
 
 iter  = 0 
 miter = npoin * 2 
 toler = 1.0E-06 
 
 DO 100 i = 1,npoin 
    IF (ipfix(i).EQ.1).b(i) = 0.0 
100 CONTINUE 
 
   0 CALL mult3n (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,lnods , astif ,x, 
   1              apold) 
 
 DO 200 i = 1,npoin 
    IF (ipfix(i).EQ.1).apold(i) = 0.0 
200 CONTINUE 
 
 alph1 = 0.0 
 DO 300 i = 1,npoin 
    bi       = b(i) - apold(i) 
    b(i)     = bi 
    apoldi   = bi / gdiag(i) 
    apold(i) = apoldi 
    p(i)     = apoldi 
    alph1    = alph1 + bi*apoldi 
300 CONTINUE 
 beta1 = alph1 
 
 DO 400 ij  = 1,100000 
    iter = iter + 1 
    IF (iter.GT.miter) THEN 
        PRINT *,'Too many iterations - reduce time step' 
        STOP 
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    ENDIF 
 
   0    CALL mult3n (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,lnods ,astif ,p, 
   1                 apold) 
 
    DO 500 i = 1,npoin 
       IF (ipfix(i).EQ.1).apold(i) = 0.0 
500    CONTINUE 
 
    alph1 = beta1 
    alph2 = 0.0 
    DO 600 i = 1,npoin 
       alph2 = alph2 + p(i)*apold(i) 
600    CONTINUE 
    alpha = alph1 / alph2 
    beta2 = alph1 
    beta1 = 0.0 
    DO 700 i = 1,npoin 
       x(i)     = x(i) + alpha*p(i) 
       rnewi    = b(i) - alpha*apold(i) 
       znewi    = rnewi / gdiag(i) 
       b(i)     = rnewi 
       apold(i) = znewi 
       beta1    = beta1 + rnewi*znewi 
700    CONTINUE 
 
    beta = beta1 / beta2 
    DO 800 i = 1,npoin 
       p(i) = apold(i) + beta*p(i) 
800    CONTINUE 
 
    bmax = 0.0 
    DO 900 i = 1,npoin 
       bmmx = ABS(b(i)) 
       bmax = MAX(bmax,bmmx) 
900    CONTINUE 
    IF (bmax.LE.toler) THEN 
        RETURN 
    ENDIF 
400 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE mult3n (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,lnods ,astif ,x, 
   1                    r) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ie  ,ni  ,nj ,nk 
 
 INTEGER    lnods(3,mxele) 
 
 REAL*8     x(mxpoi)  ,r(mxpoi)  ,astif(3,mxele) 
 
 REAL*8     xi    ,xj    ,xk    ,sij   ,sik ,sjk 
 
 DO 100 ni = 1,npoin 
    r(ni) = x(ni) 
100 CONTINUE 
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 DO 200 ie = 1,nelem 
    ni    = lnods(1,ie) 
    nj    = lnods(2,ie) 
    nk    = lnods(3,ie) 
    xi    = x(ni) 
    xj    = x(nj) 
    xk    = x(nk) 
    sij   = astif(1,ie) 
    sik   = astif(2,ie) 
    sjk   = astif(3,ie) 
    r(ni) = r(ni) + sij*xj + sik*xk 
    r(nj) = r(nj) + sij*xi + sjk*xk 
    r(nk) = r(nk) + sik*xi + sjk*xj 
200 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE step3 (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,unkn0, 
   1                   rhs2  ,dmmat ,deltp ,pres  ,pres1 ,geome, 
   2                   zero) 
 
 IMPLICIT   NONE  
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ip ,iu 
 
 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,rhs2(2,mxpoi)  ,unkn0(2,mxpoi) 
 REAL*8     dmmat(mxpoi)    ,pres1(mxpoi)   ,pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     deltp ,dt    ,zero 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To perform velocity correction step == 
C ============================================================== 
 
 CALL rfillm  (rhs2 ,2 ,npoin ,zero) 
 
   0 CALL correct (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,pres ,pres1, 
   1               geome ,rhs2) 
 
 DO 100 ip = 1,npoin 
    DO 200 iu = 1,2 
       dt           = dmmat(ip) 
       rhs2(iu,ip)  = rhs2(iu,ip) * dt * deltp 
       unkn0(iu,ip) = unkn0(iu,ip) + rhs2(iu,ip) 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE correct (mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,intma ,pres, 
   1                     pres1 ,geome ,rhs2) 
 
 IMPLICIT   NONE  
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele ,npoin ,nelem ,ielem ,inode ,jnode ,ip 
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 INTEGER    intma(3,mxele) 
 
 REAL*8     geome(7,mxele)  ,rhs2(2,mxpoi)  ,pres(mxpoi) 
 REAL*8     pres1(mxpoi)    ,elprs(3) 
 
 REAL*8     area  ,ar3   ,dpdx  ,dpdy 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To evaluate the RHS of velocity correction step == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 ielem = 1,nelem 
    area = geome(7,ielem) * 0.5 
    ar3  = area / 3.0 
    dpdx = 0.0 
    dpdy = 0.0 
    DO 200 inode = 1,3 
       jnode = inode + 3 
       ip    = intma(inode,ielem) 
       elprs(inode) = 0.5 * (pres(ip) + pres1(ip)) 
       dpdx  = dpdx + geome(inode,ielem)*elprs(inode) 
       dpdy  = dpdy + geome(jnode,ielem)*elprs(inode) 
200    CONTINUE 
    DO 300 inode = 1,3 
       ip         = intma(inode,ielem) 
       rhs2(1,ip) = rhs2(1,ip) - ar3*dpdx 
       rhs2(2,ip) = rhs2(2,ip) - ar3*dpdy 
300    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE bound (mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,nwall ,isido, 
   1                   unkn0 ,unkna ,iwpoin) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxbou ,npoin ,nboun ,nwall ,is ,in ,ip ,iw 
 
 INTEGER    isido(4,mxbou)  ,iwpoin(mxbou) 
 
 REAL*8     unkna(2,mxpoi)  ,unkn0(2,mxpoi) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To apply inflow boundary conditions, code = 1 == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 is = 1,nboun 
    DO 200 in = 1,2 
       ip = isido(in,is) 
       IF (isido(4,is).EQ.1) THEN 
           unkn0(1,ip) = unkna(1,ip) 
           unkn0(2,ip) = unkna(2,ip) 
       ENDIF 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To apply the wall boundary conditions, code = 2 == 
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C ============================================================== 
 
 DO 300 iw = 1,nwall 
      ip          = iwpoin(iw) 
      unkn0(1,ip) = 0.0 
      unkn0(2,ip) = 0.0 
300 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
 SUBROUTINE rfillv (a ,na ,c) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    na ,i 
 
 REAL*8     a(na) 
 
 REAL*8     c 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To initialize a vector of real variable with zero == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 i = 1,na 
    a(i) = c 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
 SUBROUTINE rfillm (a ,na ,ma ,cm) 
 
 IMPLICIT   NONE  
 
 INTEGER    na ,ma ,i ,j 
 
 REAL*8     a(na,ma) 
 
 REAL*8     cm 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To initialize a matrix of size (na * ma) with cm == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 i = 1,na 
    DO 200 j = 1,ma 
       a(i,j) = cm 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
 SUBROUTINE identm (m ,n ,a ,b) 
 
 IMPLICIT   NONE 
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 INTEGER    m ,n ,i ,j 
 
 REAL*8     a(m,n)  ,b(m,n) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To equal two matrices of same size == 
C ============================================================== 
 
 DO 100 j = 1,n 
    DO 200 i = 1,m 
       a(i,j) = b(i,j) 
200    CONTINUE 
100 CONTINUE 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
   0 SUBROUTINE output (mxpoi ,mxele ,mxbou ,npoin  ,nelem ,nboun, 
   1                    unkn0 ,nstep ,timt  ,intime ,csafm ,toler, 
   2                    rho   ,mu    ,pres  ,iopt   ,inpt  ,itime, 
   3                    deltp ,deltc) 
 
 IMPLICIT   NONE 
 
 INTEGER    mxpoi ,mxele  ,mxbou  ,npoin ,nelem ,nboun ,nstep 
 INTEGER    iopt  ,inpt   ,intime ,itime ,ip 
 
 REAL*8     unkn0(2,mxpoi)  ,pres(mxpoi) 
 
 REAL*8     timt  ,csafm  ,rho    ,mu    ,toler ,deltp ,deltc 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To write output after prescribed number of == 
C ==  iterations == 
C ============================================================== 
 
 WRITE (12,*) ' nelem    npoin     nboun   iopt' 
 WRITE (12,1)   nelem   ,npoin    ,nboun  ,iopt 
   0 WRITE (12,*) ' nstep    itime    intime   inpt         timt', 
   1              '        toler' 
 WRITE (12,2)   nstep ,itime ,intime ,inpt ,timt ,toler 
   0 WRITE (12,*) ' csafm      rho        mu               deltc', 
   1              '        deltp' 
 WRITE (12,3)   csafm ,rho ,mu ,deltc ,deltp 
   0 WRITE (12,*) '  node      velocity-u       velocity-v       ', 
   1              'pressure-p' 
 DO 100 ip = 1,npoin 
    WRITE(12,4) ip ,unkn0(1,ip) ,unkn0(2,ip) ,pres(ip) 
100 CONTINUE         
 
 WRITE (11,*) '  inpt    itime          timt' 
 WRITE (11,5)    inpt   ,itime         ,timt 
   0 WRITE (11,*) '  node      velocity-u       velocity-v       ', 
   1              'pressure-p' 
 DO 200 ip = 1,npoin 
    WRITE(11,4) ip , unkn0(1,ip) ,unkn0(2,ip) ,pres(ip) 
200 CONTINUE 
 
1 FORMAT(1x ,i6 ,3x ,i6 ,4x ,i6 ,1x ,i6) 
2 FORMAT(1x ,i6 ,1x ,i8 ,2x ,i8 ,1x ,i6 ,2x ,e11.5 ,2x ,e11.5) 
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3 FORMAT(f7.4 ,2x ,f7.5 ,2x ,f8.5 ,9x ,e11.5 ,2x ,e11.5) 
4 FORMAT(1x ,i6 ,1x ,e15.6 ,2(2x ,e15.6)) 
5 FORMAT(1x ,i6 ,2x ,i7 ,2x ,e12.5) 
 
 RETURN 
 END 
******************************************************************* 
C========================== end of program ========================== 
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ภาคผนวก ข 
รายละเอียดของโปรแกรม FEMCBS 

 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร FEMCBS มีรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 
 
 PROGRAM femcbs 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To transfer element nodal connections, nodal == 
C ==  coordinates, initial conditions and boundary == 
C ==  sides from exported femesh model to input file of == 
C ==  CBS program == 
C ============================================================== 
 
 IMPLICIT NONE 
 
 INTEGER mxele ,mxpoi ,mxbou ,ntime ,istep ,iwrite 
 
 REAL*8 csafm ,toler ,rho ,mu 
 
 PARAMETER (mxele=50000 ,mxpoi=50000 ,mxbou=5000) 
 PARAMETER (ntime=900000 ,istep=0  ,iwrite=1000) 
 PARAMETER (csafm=0.1 ,rho=1.0  ,mu=0.001) 
 PARAMETER (toler=1.E-10) 
 
 CHARACTER filnam*20 
 
 INTEGER nelem ,npoin ,nboun ,integ ,iopt ,I ,j 
 INTEGER ii ,ie ,ip ,ib ,l ,namlen 
 
 INTEGER intma(3,mxele) ,isido(4,mxbou) ,idx(mxpoi) 
 
 REAL*8 x ,y ,uinit ,vinit 
 
 REAL*8 coord(2,mxpoi) ,u(mxpoi) ,v(mxpoi) 
 REAL*8 p(mxpoi) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To read required input from femesh model file == 
C ==  (.dat) == 
C ============================================================== 
 
 40 WRITE(*,*) 'please enter your input file name : ' 
 READ (*,*)  filnam 
 l = namlen(filnam) 
 IF (l.EQ.0) GOTO 40 
 
 OPEN (unit = 10 ,file = filnam(1:l)//'.dat' ,err=40) 
 
 WRITE(*,*) 'please enter number of element ,node and boundary' 
 READ (10,*) nelem ,npoin ,nboun 
 IF (npoin.GT.mxpoi) THEN 
     WRITE(*,1) npoin 
     STOP 
 ENDIF 
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 IF (nelem.GT.mxele) THEN 
     WRITE(*,2) nelem 
     STOP 
 ENDIF 
 IF (nboun.GT.mxbou) THEN 
     WRITE(*,3) nboun 
     STOP 
 ENDIF 
 DO 100 i = 1,41 
    READ(10,*) 
100 CONTINUE 
 DO 101 i = 1,npoin 
    READ(10,*) ip ,(coord(j,ip) ,j = 1,2) 
    IF (ip.NE.i) THEN 
        WRITE(*,4) i 
        STOP 
    ENDIF 
101 CONTINUE 
 READ(10,*) 
 DO 102 i = 1,nelem 
    READ(10,*) ie ,(intma(j,ie) ,j=1,3)  
    IF (ie.NE.i) THEN 
        WRITE(*,5) i 
        STOP 
    ENDIF 
102 CONTINUE 
 READ(10,*) 
 DO 103 i = 1,npoin 
    READ(10,*) 
103 CONTINUE      
 READ(10,*) 
 DO 104 i = 1,nboun 
    READ(10,*) (isido(j,i) ,j=1,4) 
104 CONTINUE  
 
 CLOSE(10) 
 
  1 FORMAT(' mxpoi needs to be increased to:' ,i5) 
  2 FORMAT(' mxele needs to be increased to:' ,i5) 
  3 FORMAT(' mxbou needs to be increased to:' ,i5) 
  4 FORMAT(' node no.' ,i5 ,' in data file is missing') 
  5 FORMAT(' elem no.' ,i5 ,' in data file is missing') 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To set the initial value of velocity and pressure == 
C ============================================================== 
 
 WRITE(*,*) 'please enter your start option : ' 
 READ (*,*)  iopt 
 
 IF (iopt.EQ.1) THEN 
 
     OPEN (unit = 11 ,file = filnam(1:l)//'.out' ,err=40) 
 
     DO 105 i = 1,32 
        READ (11,*) 
105     CONTINUE 
     DO 106 ip = 1,npoin 
        READ (11,*) i ,u(ip) ,v(ip) 
        READ (11,*) p(ip) 
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106     CONTINUE 
 
     CLOSE(11) 
 ELSE 
     DO 107 ip = 1,npoin 
        u(ip)   = 0.0 
        v(ip)   = 0.0 
        p(ip)   = 0.0 
        idx(ip) = 0 
107     CONTINUE 
     DO 108 ib = 1,nboun 
        IF (isido(4,ib).EQ.1) THEN 
            DO 109 ii = 1,2 
               ip = isido(ii,ib) 
               x  = coord(1,ip) 
               y  = coord(2,ip) 
               IF (idx(ip).EQ.0) THEN 
                   u(ip)   = uinit(x,y) 
                   v(ip)   = vinit(x,y) 
                   idx(ip) = 1 
               ENDIF 
109            CONTINUE 
        ENDIF 
108     CONTINUE 
 ENDIF 
 DO 110 ib = 1,nboun 
    IF (isido(4,ib).EQ.2) isido(4,ib) = 3 
    IF (isido(4,ib).EQ.5) isido(4,ib) = 2 
110 CONTINUE 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To transfer data to input file of CBS program == 
C ==  (.in) == 
C ============================================================== 
 
 OPEN (unit = 12 ,file = filnam(1:l)//'.in' ,err=40) 
 
 WRITE(12,*)  ' nelem   npoin   nboun   iopt' 
 WRITE(12,10)   nelem  ,npoin  ,nboun  ,iopt 
 WRITE(12,*)  ' ntime   istep   iwrite' 
 WRITE(12,11)   ntime  ,istep  ,iwrite 
 WRITE(12,*)  ' csafm             rho             mu     toler' 
 WRITE(12,12)   csafm            ,rho            ,mu    ,toler 
 WRITE(12,13) '  element nodal connection[', nelem, ' ]:' 
 DO 1000 ie = 1,nelem 
    WRITE(12,15) ie ,(intma(j,ie) ,j = 1,3) 
1000 CONTINUE 
 WRITE(12,13) '  nodal coordinates[', npoin, ' ]:' 
 DO 1001 ip = 1,npoin 
    WRITE(12,14) ip ,(coord(j,ip) ,j = 1,2) 
1001 CONTINUE 
 WRITE(12,*)  ' initial condition (u, v, p)' 
 DO 1002 ip = 1,npoin 
    WRITE(12,14) ip ,u(ip) ,v(ip) ,p(ip) 
1002 CONTINUE 
 WRITE(12,13) '  boundary sides[', nboun, ' ]:'   
 DO 1003 ib = 1,nboun 
    WRITE(12,15) (isido(j,ib) ,j = 1,4) 
1003 CONTINUE 
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 10 FORMAT(1X ,I6 ,2(2X, I6) ,3X, I4) 
 11 FORMAT(1X ,I6 ,3X ,I5 ,3X ,I6) 
 12 FORMAT(2X ,F5.3 ,4X ,E12.6 ,3X ,E12.6 ,3X ,E7.1) 
 13 FORMAT(A ,I6 ,A) 
 14 FORMAT(2X ,I5 ,3X ,E14.6 ,2(2X, E14.6)) 
 15 FORMAT(2X ,I5 ,3(1X, I5)) 
 
 CLOSE(12) 
 
 END 
********************************************************************* 
 FUNCTION namlen(filnam) 
 
 CHARACTER   filnam*20 
 
 namlen = 0 
 DO 100 i = 20,1,-1 
    IF (filnam(i:i).EQ.' ') GOTO 100 
    namlen = i 
    GOTO 200 
100 CONTINUE 
 
200 RETURN 
 END 
********************************************************************* 
 FUNCTION uinit(x, y) 
  
 REAL*8   x,  y,  uinit 
  
 uinit = 1. 
   
 RETURN 
 END 
********************************************************************* 
 FUNCTION vinit(x, y) 
  
 REAL*8   x,  y,  vinit 
  
 vinit = 0. 
  
 RETURN 
 END 
********************************************************************* 
C==========================end of program===========================C 
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ภาคผนวก ค 
รายละเอียดของโปรแกรม CBSFEM 

 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร CBSFEM มีรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 
 
 PROGRAM  cbsfem 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To prepare result data from CBS program for == 
C ==  adaptive meshing in femesh model file == 
C ============================================================== 
 
 IMPLICIT  NONE 
 
 INTEGER  mxpoi 
 
 PARAMETER (mxpoi=50000)  
 
 CHARACTER  text*40 ,name1*20 ,name2*20 
 
 INTEGER npoin ,integ ,I ,ip ,l ,k
 INTEGER namlen 
 
 REAL*8 zero ,delv ,delp ,err 
 
 REAL*8 p0(mxpoi) ,u0(mxpoi) ,v0(mxpoi) 
 REAL*8 vel0(mxpoi) ,p1(mxpoi) ,u1(mxpoi) 
 REAL*8 v1(mxpoi) ,vel1(mxpoi) 
  
C ============================================================== 
C ==Purpose : To read required input from cbs output (.op) and == 
C ==  details of femesh model (.out) == 
C ============================================================== 
 
 40 WRITE(*,*) 'please enter your input file name : ' 
 READ (*,*)  name1 
 50 WRITE(*,*) 'please enter your output file name : ' 
 READ (*,*)  name2 
 l = namlen(name1) 
 IF (l.EQ.0) GOTO 40 
 k = namlen(name2) 
 IF (k.EQ.0) GOTO 50 
  
 OPEN (unit = 10 ,file = name1(1:l)//'.op'  ,err=40) 
 OPEN (unit = 11 ,file = name1(1:l)//'.out' ,err=40) 
 OPEN (unit = 12 ,file = name2(1:k)//'.out' ,err=50) 
 
 READ (10,*) 
 READ (10,*) integ ,npoin ,integ ,integ 
 IF (npoin.GT.mxpoi) THEN 
     WRITE(*,1) npoin 
     STOP 
 ENDIF 
 DO 100 i = 1,5 
    READ (10,*) 
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100 CONTINUE 
 DO 200 i = 1,npoin 
    READ (10,*) ip ,u1(ip) ,v1(ip) ,p1(ip) 
    IF (ip.NE.i) THEN 
        WRITE(*,2) i 
        STOP 
    ENDIF 
200 CONTINUE 
 
 DO 300 i = 1,30 
    READ (11,3) text  
    WRITE(12,3) text 
300 CONTINUE 
 READ (11,*) 
 READ (11,*) 
 DO 400 ip = 1,npoin 
    READ (11,*) i ,u0(ip) ,v0(ip) 
    READ (11,*) p0(ip) 
    IF (i.NE.ip) THEN 
        WRITE(*,2) ip 
        STOP 
    ENDIF 
400 CONTINUE 
 
  1 FORMAT(' mxpoi needs to be increased to:' ,i5) 
  2 FORMAT(' node no.' ,i5 ,' in data file is missing') 
  3 FORMAT(5a40) 
 
 CLOSE(11) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To check different output between last time == 
C ==  interpolate node (name1.out) result and this time == 
C ==  adaptive result (name2.out) == 
C ============================================================== 
 
 delv = 0.0 
 delp = 0.0 
 DO 500 ip = 1,npoin 
    vel0(ip) = SQRT(u0(ip)*u0(ip) + v0(ip)*v0(ip)) 
    vel1(ip) = SQRT(u1(ip)*u1(ip) + v1(ip)*v1(ip)) 
500 CONTINUE 
 DO 600 ip = 1,npoin 
    delv = delv + ((vel1(ip) - vel0(ip)) * (vel1(ip) - vel0(ip))) 
    delp = delp + ((p1(ip) - p0(ip)) * (p1(ip) - p0(ip))) 
600 CONTINUE 
 delv = SQRT(delv) 
 delp = SQRT(delp) 
 err  = MAX (delv ,delp) 
 err  = err / npoin 
 
 IF (delv.GE.delp) THEN 
     WRITE (*,4) err 
     READ (10,*) 
     READ (10,*) 
     WRITE(10,4) err 
 ENDIF 
 IF (delp.GT.delv) THEN 
     WRITE (*,5) err 
     READ (10,*) 
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     READ (10,*) 
     WRITE(10,5) err 
 ENDIF 
 
 CLOSE(10) 
 
  4 FORMAT ('maximum error is velocity = ' ,e15.6) 
  5 FORMAT ('maximum error is pressure = ' ,e15.6) 
 
C ============================================================== 
C ==Purpose : To prepare data to femesh model for adaptive == 
C ==  (.out) == 
C ============================================================== 
 
 zero = 0.0  
 
 WRITE(12,*) 
 WRITE(12,6)    
 DO 700 ip = 1,npoin 
    WRITE(12,7) ip ,u1(ip) ,v1(ip) ,p1(ip) ,zero  
700 CONTINUE 
 
  6 0FORMAT('   NODE             U               ', 
    1       ' V                P                H') 
  7 FORMAT(1x ,i6 ,1x ,e15.6 ,3(2X, e15.6)) 
 
 CLOSE(12) 
 
 END 
********************************************************************* 
 FUNCTION namlen(filnam) 
 
 CHARACTER   filnam*20 
 
 namlen = 0 
 DO 100 i = 20,1,-1 
    IF (filnam(i:i).EQ.' ') GOTO 100 
    namlen = i 
    GOTO 200 
100 CONTINUE 
 
200 RETURN 
 END 
********************************************************************* 
C==========================end of program===========================C 
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