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สัญลักษณ หนวย คําอธิบาย 

α  เรเดียน (Radian) มมุของแขนเพนดูลมัในแนวแกน Z 

β  เรเดียน (Radian) มุมของแทงเพนดูลัมเทียบกับแกน X ที่ตําแหนงต้ังข้ึน 

0J  2kg m−  คาโมเมนตความเฉ่ือยของแขนเพนดูลัมรอบจุดหมุน 

1J  2kg m−  คาโมเมนตความเฉ่ือยของแทงเพนดูลัมรอบจุดหมุน 

0C  2 /kg m s−  สัมประสิทธิ์ความเสียดทานของแขนเพนดูลัม 

1C  2 /kg m s−  สัมประสิทธิ์ความเสียดทานของแทงเพนดูลัม 

1m  kg  มวลของแทงเพนดูลัม 

0L  m  ระยะจากจุดหมุนของแทงเพนดูลัมถึงแกนหมุนของแขน

เพนดูลัม 

1l  m  ระยะจากจุดหมุนถึงจุดศูนยกลางมวลของแทงเพนดูลัม 

bK  /V s rad−  คาคงทีแ่รงดันยอนกลับ (Back EMF Constant) 

tK  /Nm A  คาคงทีแ่รงบดิของมอเตอร 

uK  /A V  อัตราขยายของเคร่ืองขยายสญัญาณ 

u  V  สัญญาณควบคุม 

 

 

 



 

 

บทที่ 1 

บทนํา 

1.1 ความสําคัญและที่มาของปญหา 

ในอดีตที่ผานมามนุษยไดมีความพยายามที่จะควบคุมเคร่ืองจักรใหมีพฤติกรรมตามที่

ตองการ ระบบควบคุมก็เปนไปอยางงายๆ ไมซับซอน แตเมื่อเทคโนโลยีพัฒนามากข้ึนการทํางาน

ของเคร่ืองจักรก็ซับซอนข้ึน ระบบควบคุมจึงตองพัฒนาสามารถรองรับความซับซอนเหลานั้นได 

รวมถึงทฤษฎีที่นํามาใชก็ถูกพัฒนาเร่ือยมา 

การออกแบบระบบควบคุมในปจจุบันนิยมออกแบบโดยอยูบนพื้นฐานของแบบจําลองเชิง

เสน (Linear model) เนื่องจากมีวิธีการออกแบบตัวควบคุมที่เปนระบบข้ันตอน และมีเคร่ืองมือที่

เอนกประสงคในการสังเคราะหตัวควบคุม รวมถึงทฤษฎีตางๆที่ใชอธิบายระบบเชิงเสนมีมากมาย

และไมซับซอน ดังนั้นการที่จะควบคุมผลตอบสนองชั่วครู ( Transient response) และคาความ

ผิดพลาด (Steady state error) สามารถกระทําได การวิเคราะหเสถียรภาพและสมรรถนะก็กระทํา

ไดโดยงาย โดยดูจากคาโพล (Pole) ของระบบหรือสามารถใชเกณฑเสถียรภาพของเราท ( Routh’s 

stability criteria) [1] มาวิเคราะหได  สวนเคร่ืองมือที่ใชในการออกแบบระบบเชิงเสนที่ใชกัน

แพรหลายคือแผนภาพ Root locus และ Bode plot [1] ในการใชแผนภาพ  Root locus จะ

นํามาใชวิเคราะหตําแห นงโพลที่ตองการเพื่อใหไดผลตอบสนองชั่วครูเปนอยางที่ตองการ และ

นําไปสูการออกแบบตัวควบคุมแบบ PID  เพื่อใหไดผลลัพธตามตองการ สวนการใชแผนภาพ 

Bode plot จะใชในการดูผลตอบสนองเชิงความถี่เพื่อวิเคราะหคาความผิดพลาดและเสถียรภาพ

ของระบบ 

ในสวนแบบจําลองไมเชิงเสน ( Nonlinear model) นั้นสามารถอธิบายคุณสมบัติทาง

กายภาพของระบบไดดีกวา แตดวยความซับซอนทางคณิตศาสตรทําใหการออกแบบตัวควบคุมทํา

ไดยากเนื่องจากไมมีวิธีการใดวิธีหนึ่งที่เปนวิธีอเนกประสงคเพื่อการออกแบบตัวควบคุมสําหรับ

ระบบไมเชิงเสนใดๆ การแปลงระบบไมเชิงเสนใหเปนเชิงเสนนั้นยังเปนที่นิยมแพรหลายอยู

เนื่องจากเคร่ืองมือในการออกแบบตัวควบคุมสําหรับระบบเชิงเสนนั้นมีความสะดวกและนาเชื่อถือ 

การออกแบบตัวควบคุมสมัยใหม (Modern control) โดยใชปริภูมิสเตต (State space model) [1] 

มีความสามารถรองรับระบบที่มีอินพุตและเอาทพุตหลายคา ( MIMO) ไดสะดวกยิ่งข้ึนจึงเปน

วิธีการออกแบบตัวควบคุมอีกแนวทางหนึ่งที่นาสนใจ  อีกแนวทางหนึ่งที่นํามาใชเพื่อลดความ
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ยุงยากของคณิตศาสตรของแบบจําลองไมเชิงเสนคือการใชตัวควบคุมเพื่อแปลงระบบไมเชิงเสน

เปนระบบเชิงเสน (Feedback linearization)  

การแปลงระบบไมเปนเชิงเสนใหเปนเชิงเสนดวยการปอนกลับมีอยูสองวิธีการ 

[12] คือ Input State Feedback Linearization และ Input-Output Feedback 

Linearization ในสวนของวิธี Input-State Feedback Linearization จะใชวิธีการเปล่ียนใหสเตต

และอินพุทไปอยูในรูปเชิงเสนที่ไมข้ึนกันเวลา วิธีการนี้จะมีความยุงยากที่การเปล่ียนระบบใหอยูใน

รูปแบบเชิงเสน สวนวิธีการ  Input-Output  Feedback Linearization มแีนวคิดคือหา

ความสัมพันธที่ตรงและงายระหวางเอาทพุทของระบบและอินพุตควบคุม ในวิธีการนี้จะมีสวนที่

เรียกวา พลวัตภายใน (Internal Dynamics) ซึ่งยากในการพิสูจนเสถียรภาพของระบบ 

เพนดูลัมผกผันแบบหมุน  (Rotary inverted pendulum) เปนระบบหนึ่งที่มีความนาสนใจ

ในทางปฏิบัติระบบดังกลาวเปนระบบที่มีองศาอิสระ (Degrees of Freedom, DOF) เทากับสองใน

ขณะที่มีตัวขับ (Actuator) หนึ่งตัว จึงเปนระบบที่ มีจํานวนอินพุตนอยกวา พารามิเตอรที่ ตองการ

ควบคุม ( Under-actuated) จึงเห็นไดวาเปนระบบไมมีเสถียรภาพและมีความไมเปนเชิงเสนสูง  

เปาหมายในการควบคุมคือรักษาสมดุลของแทงเพนดูลัมใหอยูในตําแหนงแนวด่ิงในลักษณะกลับ

ทางซึ่งเปนจุดสมดุลที่ไรเสถียรภาพ (Unstable equilibrium point) 

 

1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 

1.) เพื่อศึกษาพฤติกรรมของระบบไมเชิงเสนโดยใชเพนดูลัมผกผันเปนกรณีศึกษา 

2.) เพื่อออกแบบตัวควบคุมสําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

3.) เพื่อพัฒนาการประสิทธิภาพของตัวควบคุมสําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

 

1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 

1.) ออกแบบและสรางเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

2.) สรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรของเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

3.) ศึกษาวิธีการควบคุมระบบไมเชิงเสน ทั้งในสวนตัวควบคุมแกวงเพนดูลัมข้ึนและตัว

ควบคุมรักษาสมดุล  

4.) ออกแบบและใชงานตัวควบคุมสําหรับเพนดูลัมแบบหมุน  

5.) ทดสอบสมรรถนะตัวควบคุมที่สังเคราะหไดกับระบบจําลองและระบบจริง 
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1.4 ขั้นตอนดําเนินงาน 

1.) ออกแบบและสรางชุดทดลองเปนแบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

2.) ศึกษาพฤติกรรมของระบบไมเชิงเสน และการแปลงระบบไมเชิงเสนเปนระบบเชิง

เสน (Linearization) 

3.) ศึกษาวิธีการสังเคราะหตัวควบคุมสําหรับระบบไมเชิงเสนดวยวิธีการปอนกลับดวย

การแปลงระบบไมเชิงเสนเปนระบบเชิงเสน ( Feedback linearization) เนื้อหาที่

เกี่ยวของคือ เทคนิคการสังเคราะหตัวควบคุมแบบตางๆ การวิเคราะหเสถียรภาพ

และสมรรถนะระบบควบคุม 

4.) ศึกษาการสังเคราะหตัวควบคุมดวยวิธีการปอนกลับดวยการแปลงระบบไมเชิงเสน

เปนระบบเชิงเสน (Feedback linearization) เทคนิคอ่ืนๆที่เหมาะสม 

5.) ออกแบบตัวควบคุมการแปลงระบบไมเชิงเสนเปนระบบเชิงเสน ( Feedback 

linearization) สําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน และจําลองการตอบสนองของระบบ

ใชโปรแกรม MATLAB/Simulink 

6.) ทดสอบตัวควบคุมที่ออกแบบไวกับชุดทดลองเพื่อดูการทํางานจริงผานโปรแกรม 

Labview 

 

1.5 ประโยชนที่ไดรับ 

1.) อุปกรณทดลองเพนดูลัม 

2.) ความเขาใจในพฤติกรรมของระบบไมเชิงเสน 

3.) แบบจําลองทางคณิตศาสตรของเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

4.) แนวทางการออกแบบควบคุมระบบไมเชิงเสนดวยการแปลงระบบเปนเชิงเสน

สําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

 

1.6 โครงสรางรายงานวิทยานิพนธ 

บทที่ 1 กลาวถึงความสําคัญและที่มาของปญหา  ขอบเขตของวิทยานิพนธ ลําดับข้ันตอน

การดําเนินงาน และประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

บทที่ 2 กลาวถึงผลงานวิจัยตางๆที่เกี่ยวของกับการควบคุมระบบไมเชิงเสน การควบคุม

ระบบเพนดูลัมผกผันแบบตาง และการออกแบบตัวควบคุมสําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 
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บทที่ 3 อธบิายภาพรวมระบบของอุปกรณทีใ่ชในการทดลอง การติดต้ัง และรายละเอียด

เบื้องตนของอุปกรณที่ใช 

บทที่ 4 แสดงการวิเคราะหระบบเพนดูลัมผกผัน การหาแบบจําลองทางคณิตศาสตร 

ปริภูมิสเตต การหาคาพารามเิตอรของระบบ และแบบจําลองที่ใชในวิทยานิพนธ 

บทที่ 5 กลาวถึงทฤษฎี การออกแบบตัวควบคุมที่ใชในวิทยานิพนธ ผลการทดลอง และ

สรุปผลการทดลอง 

บทที่ 6 บทสรุปเนื้อหาของวิทยานิพนธ และขอเสนอแนะ 

 

 



 

 

บทที่ 2 

เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวของ 

2.1 แนวคิดของเพนดูลัมผกผัน 

เร่ิมแรกเพนดูลัมผกผันเปนอุปกรณทดลองที่สรางข้ึนเพื่อใชออกแบบและทดสอบระบบ

ควบคุมการปรับสมดุลของจรวดระหวางการออกตัวจากพื้นดิน เนื่องมาจากวาขณะที่จรวดถูก

ปลอยจะมีแรงขับมหาศาลทางดานลางทําใหไมอยูในสถาพสมดุลจึงตองมีตัวยิงไอพนสําหรับปรับ

สมดุลเพื่อใหจรวดต้ังข้ึนตลอดเวลา เชนเดียวกันเพนดูลัมผกผันที่จะตองควบคุมใหแทงเพนดูลัม

ต้ังข้ึนโดยมีตัวขับ ( Actuator) อยูทางดานลางซึ่งเปนตําแหนงที่ไรเสถียรภาพในวงเปด ระบบเพน

ดูลัมผกผันมีความทาทายที่สําคัญคือเปนระบบที่มีอินพุตเดียวแตมีองศาอิสระ ( Degrees of 

Freedom) เทากับสอง ดังนั้นการเลือกใชวิธีการสําหรับควบคุมระบบจะมีความยุงยากเนื่องจาก

ตองควบคุมสเตตถึงสองตัวดวยตัวขับเดียว การที่พยายามควบคุมสเตตตัวหนึ่งยอมมีผลกระทบ

กับอีกสเตตอยางหลีกเล่ียงไมได 

2.2 ชนิดของเพนดูลัมผกผัน 

2.2.1 เพนดูลัมผกผันบนรถ (Cart and Pole Inverted Pendulum)  

 

 
 

รูปที่ 2-1 เพนดูลัมผกผันบนรถ (Cart and Pole Inverted Pendulum) [23] 
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ประกอบดวยแทงเพนดูลัมติดต้ังอยูบนรถเคล่ือนที่ไดในแนวแกนอาศัยการเคล่ือนที่ของรถ

ดังรูปที่ 2-1 เพื่อรักษาสมดุลของเพนดูลัม การเคล่ือนที่ของรถเปนแนวเสนตรง มีองศาอิสระเทากับ 

2 เพนดูลัมแบบนี้มีขอจํากัดในการเคล่ือนที่ของตัวรถ หรือพื้นที่ติดต้ัง จึงไดมีการพัฒนาเปนเพน

ดูลัมผกผันแบบหมุน 

 

2.2.2 เพนดูลัมผกผันแบบหมุนแนวนอน (Rotary Inverted Pendulum) 

 

 
 

รูปที่ 2-2 เพนดูลัมผกผันแบบหมุน (Rotary Inverted Pendulum) [18] 

 

เพนดูลัมผกผันแบบหมุนประกอบดวยแทงเพนดูลัมที่ติดต้ังบนปลายจานหมุนอาจมี

ลักษณะกลมหรือเปนแขนดังรูปที่ 2-2 ซึ่งหมุนรอบในแนวแกน แนวแกนหมุนของแทงเพนดูลัมจะ

ต้ังฉากกับแนวการหมุนของแขน การรักษาสมดุลของเพนดูลัมใชการหมุนของฐาน เพนดูลัมผกผัน 

มีองศาอิสระเทากับ 2 
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2.2.3 เพนดูลัมผกผันแบบหมุนแนวต้ัง ( Arm-driven or Pendubot Inverted 

Pendulum) 

เพนดูลัมชนิดนี้จะมีสวนประกอบเหมือนกับเพนดูลัมผกผันแบบหมุนแนวนอนตางกัน

ตรงที่แขนจานหมุนจะหมุนในแนวต้ังและแกนหมุนของเพนดูลัมจะขนานกับแกนหมุนของแขนดัง

รูปที่ 2-3  

 

 
 

รูปที่ 2-3 เพนดูลัมผกผันแบบหมุนแนวต้ัง (Pendubot Inverted Pendulum) [22] 

 

2.2.4 เพนดูลัมผกผันแบบแทงสมดุล (Balanced Rod Inverted Pendulum) 

เพนดูลัมผกผันแบบนี้จะคลายกับเพนดูลัมผกผันบนรถ ตางกันตรงที่การรักษาสมดุลของ

เพนดูลัมจะอาศัยแทงมวลเคล่ือนที่ตามแนวแกน (Sliding Balance Rod) ที่ติดต้ังดานบนของเพน

ดูลัมเพื่อรักษาสมดุลโดยมีมอเตอรขับติดต้ังอยูบริเวณดานลางของเพนดูลัมสงแรงขับผานเพลา

ตามแนวแทงเพนดูลัมข้ึนมาตามรูปที่ 2-4 เพนดูลัมผกผันแบบแทงสมดุลจะมีความพิเศษกวาเพน

ดูลัมผกผันแบบอ่ืนตรงที่สามารถควบคุมเพนดูลัมใหสมดุลไดถึงแมวาเพนดูลัมไมต้ังฉากกับ

แนวนอน 
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รูปที่ 2-4 เพนดูลัมผกผันแบบแทงสมดุล (Balanced Rod Inverted Pendulum) 

 

2.2.5 หุนยนตเพนดูลัมผกผันเคลื่อนที่ (Inverted Pendulum Mobile Robot) 

 

 
 

รูปที่ 2-5 หุนยนตเพนดูลัมผกผันเคล่ือนที่ (Inverted Pendulum Mobile Robot) [24] 

 

เปนหุนยนตเคล่ือนที่ไดอิสระลักษณะคลาย เพนดูลัมผกผันบนรถ ( Cart and Pole 

Inverted Pendulum) อาศัยการทรงตัวดวยการหมุนของลอซึ่งแยกอิสระจากกันซาย ขวา เพนดูลัม
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แบบนี้พบในการใชงานจริงเชน Segway ส่ิงที่นาสนใจคือการเคล่ือนที่ของหุนยนตสามารถ

เคล่ือนที่ไดสองแกนดังนั้นตัวควบคุมที่ใชตองมีความเร็วในการประมวลผลระดับหนึ่ง 

 

ตารางที ่2-1 สรุปประเภทของเพนดูลัมผกผัน 

ประเภทของเพนดูลัมผกผัน องศาอิสระ

,ตัวขับ 

จุดเดนในทาง

วิชาการ 

บทความที่เกี่ยวของ 

เพนดูลัมผกผันบนรถ 2,1 Non-minimum 

phase 

Under-actuated  

[9],[10],[19],[20],[21],[23] 

เพนดูลัมผกผันแบบหมุน

แนวนอน 

2,1 Non-minimum 

phase 

Under-actuated 

[14],[6],[7],[18],[27],[28],[3

2], 

[33],[34],[35],[36] 

เพนดูลัมผกผันแบบหมุน

แนวต้ัง  

2,1 Non-minimum 

phase 

Under-actuated 

[18],[22] 

เพนดูลัมผกผันแบบแทง

สมดุล 

2,1 Non-minimum 

phase 

Under-actuated 

[15],[16] 

หุนยนตเพนดูลัมผกผัน

เคล่ือนที ่

4,2 

2,1 

Non-minimum 

phase 

Under-actuated 

[24] 

 

2.3 การควบคุมเพนดูลัมผกผัน 

ดังที่กลาวไวขางตนวาระบบเพนดูลัมผกผันเปนระบบที่มีความไมเชิงเสนสูงในการควบคุม

เพนดูลัมผกผันเนื่องจากความซับซอนของระบบไดถูกพิสูจนดวยวิธีการทางคณิตศาสตรโดย  Y. 

Yavin [14] วาเปนระบบที่ไมสามารถควบคุมได ดังนั้นโดยปกติแลวการควบคุมเพนดูลัมผกผันจะ

ใชวิธีการแยกการออกแบบตัวควบคุมตัวควบคุมออกเปนสองสวน สวนแรกก็คือตัวควบคุมสําหรับ

แกวงแทงเพนดูลัมข้ึน และอีกสวนหนึ่งตัวควบคุมสําหรับรักษาเสถียรภาพ ณ จุดสมดุลที่ตําแหนง

ต้ังข้ึน 
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2.3.1 ตัวควบคุมสําหรับแกวงแทงเพนดูลัมขึ้น (Swing up Controller) 

ปกติแลวเพนดูลัมจะมีจุดสมดุลอยูสองจุดนั่นคือจุดที่เพนดูลัมมีตําแหนงลงขางลางนั่นคือ

จุดสมดุลที่มีเสถียร ภาพ  และอีกจุดหนึ่งคือที่ตําแหนงเพนดูลัมต้ังข้ึนซึ่งเปนจุดสมดุลที่ไร

เสถียรภาพ ณ ตําแหนงนี้เองที่เพนดูลัมไมสามารถต้ังข้ึนไดเองจึงตองมีวิธีการเพื่อทําใหเพนดูลัม

ผกผันอยูในตําแหนงที่ ใกลเคียงตําแหนงต้ังข้ึนมากที่สุดเพื่อสามารถทดสอบตัวคุมคุมสําหรับการ

รักษาสมดุลของแทงเพนดูลัมได  หนึ่งในวิธีการที่นิยมกันมาก คือใชพื้นฐานของพลังงานมาสราง

กฎตัวควบคุมS. Awtar และคณะ [18] ไดทดลองสรางชุดเพนดูลัมผกผันเพื่อทดสอบระบบควบคุม

แกวงเพนดูลัมข้ึนดวยวิธีการที่มีพื้นฐานมาจากสมการพลังงานจลนของทั้งสวนแขนเพนดูลัมและ

แทงเพนดูลัม โดยวิธีการคํานวณพลังงานจลนของระบบทั้งหมดจะเทียบกับตําแหนงที่เพนดูลัม

ต้ังข้ึน ผลตางพลังงานที่คํานวณไดจะเปนพลังงานที่ระบบตองการซึ่งจะนําไปคูณกับอัตราขยายที่

เรียกวา Aggressivity gain แนวคิดนี้คือการพยายามใสพลังงานเขาไปในระบบจากตําแหนง

สมดุล (เพนดูลัมลง ขางลาง ) ไปสูตําแหนงที่เพนดูลัมต้ังข้ึนดวยแนวคิดนี้การเลือกอัตราขยายมี

ความสําคัญมากเพราะสามารถสรางความแตกตางในจํานวนครั้งการแกวงไดถึง 5-50 คร้ัง [28] 

เสนอวิธีการในการเลือกอัตราขยายสําหรับกฎควบคุมที่มีพื้นฐานจากสมการพลังงาน เชนกัน โดย

ใชคาอัตราขยายเทากั บคาพลังงานจลนของระบบ ณ จุดที่เพนดูลัมอยูในตําแหนงสมดุล และ

อัตราขยายอีกตัวหนึ่งใหเทากับคร่ึงหนึ่งของคาโมเมนตความเฉ่ือยของแทงเพนดูลัม  

วิธีที่ใชพื้นฐานพลังงานเพื่อสราง กฎควบคุมนี้ถือวาเปนวิธีที่สาม ารถคาดหวังผลลัพธไดดี  

Johnny Lam [29] ซึ่งใชอุปกรณทดลองคือเพนดูลัมผกผันแบบบนรถ (Cart and Pole) ทดสอบตัว

ควบคุมที่เรียกวา Heuristic Controller ซึ่งมีพื้นฐานจากการใชตรรกะ (Logic-based) แนวคิดของ

วิธีดังกลาวเนนที่การควบคุมทิศทางและจังหวะเวลาการเคล่ือนที่ของตัวรถ ( Cart) โดยสนใจแต

เพียงตําแหนงมุมของแทงเพนดูลัมวาอยูที่ตําแหนงไหน ดังนั้นตัวควบคุมแบบนี้จึงข้ึนกับตําแหนง

ของแทงเพนดูลัมเพียงอยางเดียว โดยตัวควบคุมจะทําหนาที่เปล่ียนทิศทางการเคล่ือนที่ของตัวรถ

เมื่อแทงเพนดูลัมเคลื่อนที่มาถึงตําแหนงลางสุด  (Downward position) ซึ่งเปนตําแหนงเหมาะสม

ที่สุดที่จะใชเปล่ียนทิศทางเนื่องจากตัวควบคุมแบบนี้สนใจแตเพียงตําแหนงของแทงเพนดูลัม 

ทิศทางของตัวรถที่จะถูกส่ังให เคล่ือนที่ไปจะเปนทิศทางตรงขามกันทิศทางของความเร็วแทงเพน

ดูลัมจะเห็นไดวาวิธีการนี้จะทําใหการเคล่ือ นที่ไปและกลับของตัวรถทําไดอยางมีประสิทธิภาพ 

อัตราขยายสําหรับตัวควบคุมแบบนี้หาไดจากการทดลอง  ขอพิจารณาอันหนึ่งที่สําคัญคือตัว

ควบคุมแบบนี้มิไดสนใจวาแทงเพนดูลัมแกวงเลยตําแหนงแนวนอนหรือไมเนื่องจากมิไดสนใจ
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ความเร็วซึ่งจุดนี้เองจึงไมสามารถบอกไดวาจุดไหนที่ควรหยุดใสพลังงานเขาไปในระบบถาการ

เคล่ือนที่ของตัวรถยังดําเนินตอไปนั่นคือการดึงพลังงานออกจากระบบแทนทางผูวิจัยผลงานชิ้นนี้

จึงกําหนดใหสัญญาณควบคุมรถเทากับศูนยเมื่อ ตําแหนงของเพนดูลัมแกวงข้ึนไปถึง 135 องศา

เทียบกับตําแหนงตํ่าสุดของแทงเพนดูลัม ดังที่กลาวไวแลววาอัตราขยายของตั วควบคุมชนิดนี้หา

ไดจากการทดลองถาใหอัตราขยายมากเกินไปความเร็วของแทงเพนดูลัมเมื่อแกวงไปที่ตําแหนง

ต้ังข้ึนตัวควบคุมสําหรับรักษาสมดุลแทงเพนดูลัมจะไมสามารถทําไดและถานอยเกินไปก็จะไม

สามารถแกวงข้ึนไดนอกจากนี้ถาเพนดูลัมเคล่ือนที่ไปสุดรางตัวควบคุมก็จะไมสามารถทําการแกวง

แทงเพนดูลัมข้ึนไปไดทางผูวิจัยผลงานนี้จึงสรุปไววาการใชตัวค วบคุมบนพื้นฐานพลังงานใหผล

การทํางานไดดีกวา [25] ใชหลักการของพลังงานเปนพื้นฐานเชนกันแตในกา รพิจารณาพลังงานมี

โดยการพิจารณาความเรงเชิงมุมที่จุดหมุนเพนดูลัมมาเพื่อสรางแรงบิดที่ตองการสําหรับระบบเพน

ดูลัมผกผันแบบหมุน และเชนเดียวกับ [27] จากแบบจําลองทางคณิตศาสตรของเพนดูลัมผกผัน

แบบหมุนโดยใหความเรงเชิงมุมของแขนเพนดูลัมเปนสัญญาณอินพุต เมื่อเขียนความสัมพันธ

ออกมาก็จะทราบความเรงเชิงมุมที่ตองการสําหรับแกวงแทงเพนดูลัมข้ึนโดยอยูบนสมมติฐานวา

แทงเพนดูลัมมีความเบาและใชความเร็วไมมากในการแกวงข้ึนไปสูตําแหนงต้ังข้ึน   

นอกจากนี้ [31] มีแนวคิดที่วาถาเรามีแหลงพลังงานมากพอจะสามารถจายพลังงานให

แทงเพนดูลัมแกวงข้ึนไดในการแกวงเพียงคร้ังเดียวโดยการหมุนมอเตอรใหไปในทิศทางหนึ่งดวย

ความเร็วสูงสุดและเมื่อแทงเพนดูลัมแกวงถึงตําแหนงในแนวแกนนอนก็จายสัญญาณควบคุมให

มอเตอรหมุนดวยความเร็วสูงสุดในอีกดานหนึ่งทันทีและหยุดจายสัญญาณควบคุมเมื่อตําแหนง

เพนดูลัมเขาใกลจุดที่ต้ังข้ึน 

Zhongmin Wang [19] เลือกใชตัวควบคุมแบบ  Positive Feedback PID  เปนพื้นฐาน

การออกแบบเพื่อทําการแกวงเพนดูลัมข้ึน ซึ่งเปนการใชตัวควบคุมพีไอดีซอนกันสองวง โดยวงใน

ทําการรักษาตําแหนงของแขนเพนดูลัมใหอยูในชวงจํากัดสวนวงนอกทําหนาที่กําหนดเสนทางเดิน 

(Trajectory) ใหมีขนาดกวางข้ึนเร่ือยๆ เพื่อเปนคาสําหรับอางอิงใหตัวควบคุมพีไอดีวงใน  รูปที่ 2-6 

แสดงวงรอบของระบบดังกลาว นอกจากนี้เพื่อเปนการลดเวลาในการแกวงเพนดูลัมข้ึนจึงไดเพิ่ม

ตัวสรางแรงกระตุน (Impulse Generator) และนําสัญญาณที่ไดมาเพิ่มกับตัวควบคุมวงนอกซึ่งคา

สัญญาณแรงกระตุนจะมีทิศทางเดียวกับความเร็วแทงเพนดูลัมในรูปที่ 2-7 
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รูปที่ 2-6 Positive Feedback PID 

 

 
รูปที่ 2-7 Positive Feedback PID with Pulse Control 

 

และดวยเหตุที่แบบจําลองทางคณิตศาสตรของเพนดูลัมผกผันเปนแบบจําลองไมเชิงเสน

การที่จะใชแบบจําลองมาออกแบบตัวควบคุมโดยตรงมีความไมสะดวกอยู [10] เลือกใชตัวควบคุม

แบบตรรกะคลุมเครือ ( Fuzzy Logic) ในการควบคุมเพนดูลัมผกผันบนรถ ใชหลักของเซตที่มีคา

ระดับความเปนสมาชิกและนําไปเปนคาสัญญาณควบคุมโดยจะมีกฎฟซซี่ซึ่งนําตัวแปรอินพุตมา

จัดไวสวนของเงื่อนไขเมื่อสัญญาณอินพุตเขาก็จะทําการเปรียบเทียบวาตรงกับสมาชิกในเซตใด

แลวจึงสงสัญญาณควบคุมออกไปตามเงื่อนไขที่ไดกําหนดไวผลที่ไดสามารถแกวงแทงเพนดูลัมข้ึน

ไดในเวลาที่นาพอใจ  ขอดอยของตัวควบคุมแบบฟซซี่ [9] คือการกําหนดกฎของฟซซี่ใหเหมาะสม

ทําไดยาก 

 

2.3.2 ตัวควบคุมสําหรับรักษาสมดุลแทงเพนดูลัม (Stabilization Controller)  

ดวยลักษณะของระบบเพนดูลัมผกผันที่มีความ  ไมเชิงเสนสูงการหาแบบจําลองทาง

คณิตศาสตรที่แมนยําจึงมีความจําเปนและมีสวนชวยใหการออกแบบระบบควบคุมเปนไปไดอยาง

มีประสิทธิภาพแตในความเปนจริงแลวการหาแบบจําลองคณิตศาสตรที่แมนยํานั้นเปนไปไดยาก

จึงไดมีแนวคิดและวิธีการออกแบบตัวควบคุมเพื่อชดเชยความไมแมนยําดังกลาวดังเชนใน [10] ได
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นาํตรรกะแบบคลุมเครือ ( Fuzzy Logic) มาใชโดยเปรียบเทียบกับการออกแบบดวยปริภูมิสเตต 

จากการใชตัวควบคุมทั้งสองใหผลที่ไดไมตางกันแสดงวาความสามารถของการใชตัวควบคุมเชิง

เสนมาทํางานรอบๆจุดทํางานที่มีชวงกวางคือ ± 30 องศาเทียบกับแกนต้ังทําไดดีในระดับที่นา

พอใจ [18] ใชการปอนกลับทุกสเตต (Full State Feedback Regulator) รอบๆจุดทํางานสําหรับ

ระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนใหแทงเพนดูลัมอยูในตําแหนงสมดุลที่มุม ± 20 องศาเทียบกับแกน

ต้ัง ผลการใชตัวควบคุมดังกลาวทําไดนาพอคือสามารถรักษาสมดุลไดทันที่หลังแกวงแทงเพนดูลัม

ข้ึนโดยไมมีการตอบสนองเกิน (Overshoot Response)  

หรือใน [9] มีการนําระบบโครงขายประสาทเทียม (Neural Network) ที่มีความสามารถใน

การเรียนรูมาใชรวมกับระบบตรรกะแบบคลุมเครือแบบกฎอินพุตเดียว ( Single Input Rule 

Module) ซึ่งทางผูวิจัยชี้วาการใชวิธีอนุมานกฎฟซซี่แบบด้ังเดิมจะทําใหจํานวนกฎของฟซซี่มีมาก

จนเกินไปเพราะจะเพิ่มตามอินพุตที่เพิ่มข้ึนแบบยกกําลัง ( Exponential) ซึง่การใชตรรกะแบบ

คลุมเครือแบบกฎอินพุตเดียวจะพิจารณาเพียงอินพุตตัวเดียวสําหรับกฎหนึ่งกฎใดโดยตัวโครงขาย

ประสาทเทียมซึ่งจะทําหนาที่เรียนรูคาระดับความสําคัญพลวัตที่ใชบงชี้ความสําคัญอินพุตแตละ

ตัวของระบบตรรกะแบบคลุมเครือเพื่อใหระบบเพนดูลัมผกผันเขาสูสมดุลไดเร็วยิ่งข้ึนเพราะวาการ

ที่แรงกระทํากับเพนดูลัมถามีคามากหรือนอยเกินไปจะมีผลกับระบบขาดเสถียรภาพทันที หลังจาก

ไดผลอนุมานของฟซซี่แลวจะตองทําการบงชี้ความสําคัญของอินพุตอีกทีซึ่งการใชโครงขาย

ประสาทเทียมในงานวิจัยนี้เปนแบบแพรกลับ ( Back Propagation) โดยการทดลองบนเพนดูลัม

ผกผันบนรถพบวาผลที่ไดดีกวาการใชตรรกะแบบคลุมเครือแบบกฎอินพุตเดียวเพียงอยางเดียว  

นั่นแสดงใหเห็นวาการใหระดับความสัมพันธของอินพุตนั้นมีความสําคัญตอตัวควบคุม

ระดับหนึ่ง นอกจากนี้ยังมีการใชตรรกะแบบคลุมเครือดวยโมเดลทาคางิ -ซึเงโนส่ีอินพุต ( Four 

Input Takagi-Sugeno Fuzzy Model) [26]  มาใชกับระบบเพนดูลัมผกผันบนรถ อินพุตทั้งส่ีตัว

นั่นคือสัญญาณตําแหนงรถ ตําแหนงเพนดูลัม ความเร็วของรถที่ไดจากการหาอนุพันธตําแหนง  

และความเร็วของแทงเพนดูลัมที่ไดจากการหาอนุพันธตําแหนงเชนกัน  เมื่อเปรียบเทียบกับการใช

ตัวควบคุมแบบพีไอดี (PID Controller) ผลที่ไดคือลดการตอบสนองเกินลงได เขาสูสภาวะสมดุล

ไดเร็วกวา และที่เห็นผลไดชัดเจนคือเมื่อมวลของแทงเพนดูลัมเปล่ียนไปตัวควบคุมแบบฟซซี่ยัง

สามารถทํางานไดอยูตางจากตัวควบคุมแบบ PID ที่ไมสามารถรักษาสมดุลของแทงเพนดูลัมไดนั่น

เพราะตัวควบคุมแบบ PID ออกแบบมาบนพื้นฐานแบบจําลองทางคณิตศาสตรเมื่อระบบเปล่ียน

มากเกินไปตัวควบคุมจึงใชไมได [20] ใชตัวควบคุมแบบ PID เชนกันแตการปรับคาอัตราขยายจะ
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ใชตัวโครงขายประสาทเทียม  (Artificial Neural Network) ชวยในการปรับต้ังคาอัตราขยายให

เหมาะสมสําหรับอุปกรณเพนดูลัมผกผันบนรถที่มีแทงเพนดูลัมสองแทงตอกันแบบอนุกรม 

 

 
รูปที่ 2-8 ตัวควบคุมนิวโร-ฟซซี่ชนิดกฎอินพุตเด่ียว [9] 

 

 
รูปที่ 2-9 Self-tuning neuro-PID [20] 

 

หรือในกรณีทีอ่อกแบบระบบควบคุมโดยใชแบบจาํลองทางคณิตศาสตร  ไดมีการเสนอ

วิธีการเปล่ียนตัวแปรเขามาชวย ใน [6] สรางแบบจําลองเชิงเสนโดยการประมาณระบบของเพน



  15 

 

ดูลัมผกผันแบบหมุนใหเปนแบบจําลองเชิงเสนที่รอบๆจุดสมดุลกอน จากนั้นโดยการมอง

แบบจําลองวาเปนแบบจําลองเชิงเสนที่มีความไมแนนอน ( Linear Parameter Varying system, 

LPV) หรือแปลงสเตตบางตัวที่เปนสเตตไมเชิงเสนใหเปนเชิงเสนซึ่งจะกลายเปนแบบจําลองที่แปร

ตามพรารามิเตอรซึ่งเรียกวา ตัวแปรกําหนด ซึ่งเทคนิควิธีที่ใชกําหนดความสัมพันธระหวาง

พารามิเตอรที่แปรตามเวลาและระบบที่แปรตามพารามิเตอรคือรูปแบบการแปลงสวนยอยเชิงเสน 

จากนั้นใชตัวควบคุมแบบตัวควบคุมคงทน ( Robust Control) แบบเอชอินฟนิต้ีมาใชในการ

ควบคุมโดยใหระบบมีสมรรถนะและเสถียรภาพตามกําหนดสําหรับทุกความไมแนนอน  ในผลวิจัย

นี้ไดทําการสรางแบบจําลองเชิงเสนที่เปล่ียนตามพารามิเตอร  3 รูปแบบซึ่งแตกตางกันตอนวาง

นิยามในการเปล่ียนรูปแบบเทานั้นแตแบบจําลองทั้งหมดสรางมาจากแบบจําลองของระบบ

เดียวกันผลการทดลองควบคุมกับระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนที่มีแทงเพนดูลัมสองแทงที่ไดจาก

แบบจําสองเชิงเสนที่เปล่ียนตามพารามิเตอรใหผลในการควบคุมที่ตางกันนอกจากนี้การใชตัว

ควบคุมแบบคงทน เขตต พิฑูรมานิตยผูวิจัยไดกลาววาส่ิงที่สําคัญคือการเลือกวางเงื่อนไขของ

สมรรถนะซึ่งเปนตัวแปรสําคัญในการกําหนดผลลัพธที่ไดดังนั้นการออกแบบตัวควบคุมจึงตองมี

ความเขาใจเปนอยางดี 

ในลักษณะคลายคลึงกัน [7] ไดเลือกใชการแปลงตัวแปรดวยวิธีการที่ตางออกไปคือการใช

การแปลงสวนยอยเชิงเสนลางดวยการเปล่ียนพจนไมเชิงเสนใหเปนพจนเชิงเสนซึ่งมีขอจํากัดคือไม

มีการสงผานสัญญาณควบคุมไปยังสัญญาณที่วัดโดยตรงผลของแบบจําลองสามารถทําหนาที่ได

ดีกวาการประมาณแบบจําลองไมเชิงเสนใหเปนแบบจําลองเชิงเสนที่จุดสมดุลนั่นคือทําหนาที่ได

ใกลเคียงแบบจําลองไมเชิงเสนไดต้ังแตชวงมุม 0 องศาไปจนถึงชวงมุม 60 องศา จากผลการวิจัย

โดยใชตัวควบคุมแบบกําหนดอัตราขยายสามารถรองรับมุมเบี่ยงของแทงเพนดูลัมไดถึง 20 องศา 

นอกจากนี้มีการแปลงระบบเปเชิงเสนเชนใน [36] เลือกใชวิธีการ Input State 

Linearization เพื่อทําการแปลงแบบจําลองใหเปนเชิงเสนทั้งระบบจากนั้นจึงใชการออกแบบตัว

ควบคุมดวยปริภูมิสเตต 

ในกรณีที่มีแบบจําลองไมเชิงเสนแตมีจุดการใชงานที่ไมกวางมากนักการแปลงระบบไม

เชิงเสนใหเปนระบบเชิงเสนที่รอบๆจุดทํางานก็เปนส่ิงที่นาสนใจดวยเหตุที่สามารถใชตัวควบคุม

สําหรับระบบเชิงเสนไดซึ่งมีเคร่ืองมือในการออกแบบที่ใชงานไดดีดังเห็นไดจาก [18] ที่ไดกลาวไป

แลว [25], [31] ใชการวางตําแหนงโพล ( Pole Placement) ในการควบคุมแบบจําลองที่รอบจุด

ทํางานของเพนดูลัมผกผันแบบหมุนโดยการควบคุมทุกสเตตสามารถกระทําได [27] เลือกใช

วิธีการวางตําแหนงโพลเชนกันและไดทดลองวิธีการดังกลาวกับทั้งแบบจําลองบนเวลาไมตอเนื่อง
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และบนเวลาตอเนื่องผลจากตัวควบคุมบนเวลาไมตอเนื่องรักษาตําแหนงแขนไดดีกวาแตการรักษา

ตําแหนงของแทงเพนดูลัมตางกันที่แบบจําลองบนเวลาตอเนื่องจะไมการเคล่ือนตําแหนงอยูบาง

แตเปนแบบไมแนนอนและชวงกวางกวาขณะที่แบบจําลองบนเวลาไมตอเนื่องจะมีการส่ันกลับไป

มาในมุมแคบสม่ําเสมอๆ [21] ใชการวางตําแหนงโพลเชนกันแตทดสอบกับเพนดูลัมผกผันแบบ

หมุนแนวต้ังและไดมีการใช  Linear Quadratic Regulator (LQR) ดวย การใช LQR จะเปนการให

น้ําหนักความสําคัญกับตัวแปรสเตตแตละตัวโดยที่ยังคํานึงถึงอินพุตที่ระบบกระทําไดซึ่งจะใชการ

กําหนดน้ําหนักความสําคัญวาตองการเนนที่จุดใด [19] ใชรักษาสมดุลระบบเพนดูลัมผกผันแบบ

หมุนใหผลการควบคุมในเกณฑที่ดีมากเชนเดียวกันกับ  [32] ที่ใช LQR รักษาสมดุลกับเพนดูลัม

ผกผันบนรถ นอกจากการใช LQR ในการหาอัตราขยายแลวยงัไดนาํเอาตัวประมาณคาสเตต 

(State Estimator) มาใชในการหาสเตตที่ไมสามารถวัดไดโดยตรงคือความเร็วเชิงมุมของแทงเพน

ดูลัมและแทงเพนดูลัม  [28] และความเร็วของตัวรถและแทงเพนดูลัมใน [29] แทนการใชระเบียบ

วิธีเชิงเลขคํานวณโดยใชแบบตัวประมาณคาแบบเต็มระบบ (Full State Estimator) ที่บริเวณรอบๆ

จุดที่แทงเพนดูลัมต้ังข้ึน สําหรับ [29] ในสวนตําแหนงอ่ืนๆที่หางจากจุดเพนดูลัมต้ังข้ึนไดมีการให

สัญญาณผานตัวกรองความถี่สูง (Low-pass Filter) กอนที่จะนําไปคํานวณความเร็วของตัวรถและ

แทงเพนดูลัม ตัวควบคุมโดยใช LQR ยังสามารถใชงานไดดีกับมอเตอรเชิงเสน ( Linear Motor) 

[23] ในการรักษาสมดุลแทงเพนดูลัม  [24] ใชการแทนตําแหนงโพลเปนตัวควบคุมสําหรับหุนยนต

เพนดูลัมผกผันเคล่ือนที่ซึ่งมีตัวแปรสเตตถึงหกตัวและเปนหุนยนตที่เคล่ือนที่ไดในสองมิติและมีตัว

ขับสองตัว นอกจากที่กลาวมาแลว LQR ยังสามารถใชกับเพนดูลัมผกผันบนรถที่มีเพนดูลัมตอกัน

สองแทงแบบอนุกรม แตส่ิงที่ตางจาก [20] นั่นคือขอตอระหวางเพนดูลัมทั้งสองแทงเปนแบบยืด

หยดุ (Flexible Joint) เพนดูลัมที่สองถูกรบกวนดวยแรงดล ( Impulse) ก็สามารถกลับสูจุดสมดุล

ไดเร็ว เทียบกับการใชตัวประมาณคาสเตตประมาณคามุมและความเร็วเชิงมุมของแทงเพนดูลัมที่

สองระบบจะตอบสนองไดชากวา 

จะเห็นไดวาการแทนตําแหนงโพลและ  LQR เปนวิธีหนึ่งที่ใชออกแบบตัวควบคุมที่ไดผลดี

และงาย แตการใชตัวควบคุมแบบนี้ตองทําการแปลงระบบเปนเชิงเสนที่รอบจุดทํางานเสียกอน 

[15] จึงไดเสนอเทคนิคการควบคุมที่สามารถใชรวมกันกับการวางตําแหนงโพล และ LQR ซึ่ง

เรียกวา Computed Feedback Linearization ในการรักษาสมดุลเพนดูลัมผกผันแบบแทงสมดุล 

[15] แนวคิดดังกลาวจะทําการแปลงระบบใหเปนเชิงเสนดวยการปอนสัญญาณที่ไมเปนเชิงเสน

กลับเขาสูระบบในทุกๆรอบของการทํางาน ในกรณีที่จุดการทํางานไมใชจุดสมดุล ดวยการ

ประมาณแบบจําลองที่จุดสมดุลและดวยการปอนกลับสัญญาณไมเชิงเสนนี้เองก็ยังอาศัยการ
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ออกแบบตัวควบคุมบนพื้นฐานการวางตําแหนงโพลและใชเกณฑ LQR ไดซึ่ง [16] แสดงใหเห็นวา

เทคนิคนี้ชวยใหการทํางานกวางข้ึนถึงแมการออกแบบตัวควบคุมจะกระทําบนพื้นฐานการ

ประมาณระบบเปนเชิงเสนที่รอบๆจุดทํางาน 

 



 

 

บทที่ 3 

ระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนที่ใชในงานวิจัย 

3.1 ภาพรวมของระบบ 

ชุดทดลองที่ใชในวิทยานิพนธนี้เนื่องจากเปนเคร่ืองตนแบบจึงไดมีการแยกเปนโมดูลตางๆ

เพื่อความสะดวกในการตรวจสอบปญหาและการใชงานซึ่งมีการเชื่อมตอสัญญาณตางๆดังรูปที่ 

3-1 อธิบายการเชื่อมตอและทิศทางของสัญญาณ แตละโมดูลโดยมีสวนประกอบดังรายละเอียด

ดานลาง 

 

 
 

รูปที่ 3-1 แผนภาพแสดงการติดต้ังชดุทดลอง 

 

1.) คอมพวิเตอร 

2.) เคร่ือง NI cRIO 

3.) โปรแกรมที่ใชควบคุม 

4.) เคร่ืองขยายสัญญาณขับมอเตอร 

5.) แหลงจายพลังงาน 
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6.) มอเตอรพรอมเอนโคดเดอร 

7.) เอนโคดเดอรสําหรับแขนเพนดูลัม 

8.) วงจรแปลงสัญญาณ 

 

3.2 รายละเอียดชุดทดลอง 

3.2.1 คอมพวิเตอร 

ในชุดทดลองนี้จะตองใชคอมพิวเตอรจํานวนสองเคร่ืองโดยเคร่ืองที่หนึ่งจะเปนโฮสต 

(Host) โดยใชคอมพวิเตอร โนตบุค ติดต้ังระบบปฏิบัติการวินโดวส เอ็กซพี เซอรวิสแพค 3 

(Windows XP Service Pack 3) และโปรแกรม NI Labview มีหนาที่คือเปนเคร่ืองที่ติดตอกับ

ผูใชงาน (User interface) เพื่อเขียนโปรแกรมควบคุม  และใช ตัวส่ังการเร่ิมและหยุด การทํางาน

โปรแกรมควบคุม  

 

3.2.2 เครื่อง NI cRIO (Compact Reconfigurable Input Output) 

เปนเคร่ืองที่ผลิตโดยบริษัท National Instrument ใชสําหรับงานควบคุม มีขนาดเล็กและ

ใชไฟไมเกิน 20 วัตต รุนที่ใชคือ 9074 ประกอบดวยตัวประมวลผลไมโครโปรเซสเซอรความเร็ว 

400 MHz และวงจร FPGA มีจํานวนเกต (gate) สองลานเกต หนวยความจํา 128MB และแบบ 

Non volatile 256MB เชื่อมตอดวยสาย Ethernet 2 ชอง มีชองใสโมดูลใหเลือกตามใชงาน 8 ชอง 

ทํางานรวมกับโปรแกรม NI Labview 

 
รูปที่ 3-2 เคร่ือง NI cRIO รุน 9074 

 

3.2.3 โปรแกรมที่ใชควบคุม 

เปนโปรแกรมที่พัฒนาโดยบริษัท National Instrument การเขียนโปรแกรมจะมีลักษณะใช

รูปภาพเปนพื้นฐาน ( Graphical-based) ออกแบบใหมีลักษณะเปนเคร่ืองมือวัดเสมือน ( Virtual 

instrument) การใชงานโปรแกรมจะมีสองสวนคือสวนที่เปน front panel ใชแสดงการทํางานคลาย



  20 

 

กับเคร่ืองมือวัด และสวนที่สําหรับเขียนโปรแกรมโดยใชการเชื่อมตอบล็อกตางๆเขาดวยกัน โดยตัว

โปรแกรม Labview จะมีโปรแกรมยอย และโมดูลตางๆใหสามารถใชไดอยางสะดวก 

 

 
รูปที่ 3-3 หนาตางโปรแกรม Labview 

 

3.2.4 เครื่องขยายสัญญาณขับมอเตอร 

เปนอุปกรณที่ทําหนาที่ขยายกําลัง (Power) แปลงสัญญาณควบคุมที่เปนแรงดันใหเปน

สัญญาณขาออกในรูปกระแส ใชไฟเล้ียงจากแหลงจายกระแสตรงอยางตํ่า  24 โวลต ในงาน

ทดลองนี้ใชของบริษัทคอปเลย (Copley) รุน 412 

 

3.2.5 แหลงจายพลังงาน 

ในชุดทดลองนี้ใชแหลงจายพลังงาน  2 ตัว ตัวแรกเปนแบบสวิชชิ่ง ( Switching power 

supply) แบบสองชองทางโดยแตละชองสามารถจายแรงกระแสตรงได 2 แอมแปร แรงดันสูงสุด 

24 โวลต สําหรับจายแรงดันใหภาคสัญญาณ ( -5 โวลต และ +5 โวลตใหกบัเอนโคดเดอร และ+5 

โวลตใหกับวงจรอิเลคโทรนิค) และอีกตัวจายแรงดันไดสูงสุด -40 ถึง +40 โวลต และจายกระแสได 

-6 ถึง +6 แอมป รับแรงดันยอนกลับที่เกิดจากมอเตอรได ใชสําหรับเปนแหลงจายแกภาคกําลัง 
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3.2.6 มอเตอรพรอมเอนโคดเดอร 

เปนมอเตอรกระแสตรงแมเหล็กถาวรของ Minertia motor รุน UGRMEM 02-ssw14 

(33W) ไมมีเฟองทด มี Optical encoder แบบคล่ืนไซน (Sine Wave) 3 ชองทาง (A, B และ 

Index) ความละเอียด 800 พัลสสัญญาณตอหนึ่งรอบการหมุน  

 

3.2.7 เอนโคดเดอรสําหรับแขนเพนดูลัม 

เปนของ Computer optical encoder รุน CP-350 ขนาดเพลา ¼ นิ้ว เปนแบบ 2 

ชองสัญญาณ  คือ A และ B ไมมีสัญญาณข้ัวกลับและ Index มีความละเอียด 40 96 พัลส

สัญญาณตอหนึง่รอบการหมนุ (PPR) ใชไฟกระแสตรงเล้ียง 50 มิลลิแอมแปร ที่ +5 โวลต 

 

3.2.8 วงจรแปลงสัญญาณ 

ในชุดทดลองจะมีวงจรแปลงสัญญาณ 2 ชุดแรกสําหรับเอนโคดเดอรของมอเตอร  และอีก

ชุดสําหรับเอนโคดเดอรของเพนดูลมั 

 

 
รูปที่ 3-4 สัญญาณคล่ืนไซนและคล่ืนส่ีเหล่ียม 

 

วงจรสําหรับเอนโคดเดอรของมอเตอรจะมีสองสวนสวนแรกเปนวงจรเพื่อแปลงสัญญาณ

คล่ืนไซนจากเอนโคดเดอรของมอเตอรใหเปนสัญญาณพัลสดังรูปที่ 3-4 โดยใชวงจรเปรียบเทียบ 

(Comparator Circuit) เมื่อไดสัญญาณพัลสแลวตองทําการแปลงสัญญาณพัลสที่เปนซิงเกิลเอน 
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(Single End) เปนดิฟเฟอรเรนเชียลเอน (Differential End) คือมีสัญญาณปกติและมีสัญญาณข้ัว

กลับเพื่อเปนการอางอิงสัญญาณกราวดเพื่อนําไปตอเขา เคร่ือง cRIO ใหสามารถนับพัลสได

ถูกตองเพรามีสัญญาณเปรียบเทียบซึ่งกันและกัน รูปที่ 3-5 แสดงสัญญาณขาออกจากวงจรแปลง

สัญญาณที่เปนดิฟเฟอรเรนเชียลเอน  ซึ่งวงจรนี้จะใชสําหรับเอนโคดเดอรของเพนดูลัม ดวยอีกหนึ่ง

ชุดเนื่องจาก เอนโคดเดอรจายสัญญาณมาเปนซิงเกิลเอน ( Single End) จึงตองทําการแปลงให

เปนดิฟเฟอรเรนเชียลเอน (Differential End) เชนกัน 

 

 
รูปที่ 3-5 สัญญาณพัลสปกติและสัญญาณข้ัวกลับ 

 



 

 

บทที่ 4 

แบบจําลองระบบเพนดูลัมผกผัน 

4.1 การหาแบบจําลองทางคณิตศาสตร 

 

 
 

รูปที่ 4-1 การต้ังแกนของเพนดูลัม (Co-ordinate system) 

 

จากรูปที่ 4-1 แสดงการต้ังแกนสําหรับหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรของชุดเพนดูลัม

ผกผัน ในชุดเพนดูลัมประกอบดวยสองสวนหลักคือ สวนจานหมุนหรือแขนโรตาร่ีจะถูกขับดวย

มอเตอรใหหมุนในแนวนอน และสวนของเพนดูลัมซึ่งหอยติดที่ปลายแขนดานหนึ่งโดยที่แกนหมุน

ต้ังฉากกับแนวแขนดังรูปที่ รูปที่ 4-1 คาตําแหนงมมุของแขน ( α ) กําหนดใหมีคาเพิ่มข้ึนโดย

เปนไปตามกฎมือขวาเมื่อชี้นิ้วโปงข้ึนตามแนวแกน Z นิ้วที่เหลือจะชี้ในทิศทางที่มุมเพิ่มข้ึน เมื่อ

เทียบกับแกน X และในลักษณะเดียวกันคาตําแหนงมุมของเพนดูลัม ( ,θ β ) จะมีคาเพิ่มข้ึนเมื่อ

หมุนตามเข็มนาฬิกาเมื่อมองจากดานหนา (มุม θ  ใชหาโมเดลสําหรับตําแหนงเพนดูลัมลง

ขางลาง และมุม β  ใชสําหรับการหาโมเดลที่ตําแหนงเพนดูลัมต้ังข้ึน) 

ในวิทยานิพนธฉบับนี้แบบจําลองทางคณิตศาสตรจะหาดวยวิธีการลากรานจ 

(Lagrange’s method) [12] ดังสมการ 
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 i
i i i

d T T V Q
dt q q q
 ∂ ∂ ∂

− + = ∂ ∂ ∂ 
 (4.1) 

โดยที ่

T คือพลังงานจลนทั้งหมด (Total kinetic energy) 

V คือพลังงานศักยทั้งหมด (Total potential energy) 

iq คือพิกัดทั่วไป (Generalized coordinate) ในที่นี้คือตําแหนงมุมของวัตถุที่แกน i   

iQ คือแรงบิดที่กระทํากับวัตถุบนแกน i  (Total torque applied at axis i ) 

กําหนดพิกัดทั่วไป (Generalized coordinate) 

1

2

q
q

α
β

=
=

 

 

เนื่องจากระบบทางกายภาพของจริงมีความซับซอนมากเพื่อใหมีความสะดวกในการสราง

แบบจําลองของระบบจึงตองมีการต้ังเกณฑสมมติฐานทางกายภาพของระบบ ดังนี้ 

1.) อุปกรณในการทดลองเปนวัสดุแข็งเกร็ง (Rigid body) 

2.) องศาอิสระ (Degrees of freedom) ทั้งหมดเทากับสอง 

3.) แรงเสียดทานที่มีมีในระบบถือวามีคานอยมาก คาที่ใชในการทดลองจะถูกกําหน ด

โดยประมาณไวกอน (ผลที่แทจริงหาไดจากการทดลองหาคาพารามิเตอรของระบบ) 

4.) การตอบสนองทางพลวตัของเอนโคดเดอรเร็วจนกระทัง่ถอืไดวาเกดิข้ึนพรอมๆกบั

การเคล่ือนที่จริง 

5.) การตองสนองทางไฟฟาของระบบตางๆ (เคร่ืองขยายสัญญาณ การดนบัสัญญาณ

พัลส การดสงสัญญาณควบคุม) เร็วมาก 

 

4.1.1 แบบจําลองทางคณิตศาสตร 

ในการต้ังแกนพิกัดจะใชจากรูปที่ 4-1 การหาแบบจําลองเร่ิมตนดวยการหาพลังงานจลน

ของแขนโรตาร่ี กาํหนดเปน 0T  และพลังงานศักย 0V  ไดสมการดังนี้ 

 
2

0 0

0

1
2
0

T J

V

α=

=



 ( 4.2) 

 

จากรูปที่ 4-1 พิจารณาตําแหนงศูนยกลางมวลเพนดูลัมสามารถเขียนสมการตําแหนงไดดังนี ้
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1 0 1

1 0 1

1 1

cos sin sin
sin cos sin

cos

x L l
y L l
z l

α α β
α α β
β

= +
= −
=

 ( 4.3) 

 

สามารถหาความเร็วไดจากการหาอนุพันธ 

 
1 0 1 1

1 0 1 1

1 1

sin cos sin sin cos

cos sin sin cos cos

sin

x L l l

y L l l

z l

α α α α β β α β

α α α α α β α β

β β

= − + +

= + −

= −



 



 





 ( 4.4) 

 

 

( )
( )

22 2 2 2
1 0 1 1

0 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 1

2 2
1 0 1

2
0 1

sin cos sin sin cos

2 sin cos sin sin cos

sin cos sin sin cos

2 sin cos sin cos 2 sin cos sin

2 sin cos

x L l l

L l l

L l l

l L l

L l

α α α α β β α β

α α α α β β α β

α α α α β β α β

αβ α α β β α α α β

αβ α β

= + +

− +

= + +

+ −

−



 



 



 



 





 ( 4.5) 

 

 

( )
( )

22 2 2 2
1 0 1 1

0 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 1

2 2
1 0 1

2
0 1

cos sin sin cos cos

2 cos sin sin cos cos

cos sin sin cos cos

2 sin cos sin cos 2 sin cos sin

2 cos cos

y L l l

L l l

L l l

l L l

L l

α α α α β β α β

α α α α β β α β

α α α β β α β

αβ α α β β α α α β

αβ α β

= + −

+ −

= + +

− +

−



 



 



 



 





 (4.6) 

 

 2 2 2 2
1 1 sinz l β β= 

  (4.7) 

 

เราจะไดขนาดความเร็วกําลังสองของแทงเพนดูลัม ดังนี ้
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 0 1 1

2 2 2
0 1 1

2 2 2 2 2 2 2
0 1 1 0 1

sin cos

2 cos sin

sin 2 cos

x y z L l l

L l l

L l l L l

α α β β β

αβ β β β

α α β β αβ β

+ + = + +

− +

= + + −



   

 



 

  

 (4.8) 

  

ดังนั้นพลังงานจลน ( 1T ) และพลังงานศักย ( 1V ) ของแทงเพนดูลัม คือ 



  26 

 

 

( )

( )

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 0 1 1 1 1 1 0 1

2 2 2 2 2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 1 0 1

1 1
2 2
1 1 1 1sin 2 cos
2 2 2 2
1 1 1 sin cos
2 2 2

T J m x y z

J m L m l m l m L l

m L J m l m l m L l

β

β α α β β αβ β

α β α β αβ β

= + + +

= + + + −

= + + + −



  

  

  

 

  

 ( 4.9) 

 

 1 1 1

1 1 cos
V m gz

m gl β
=
=

 ( 4.10) 

 

จากสมการลากรานจ (Lagrange’s equation) ที่ (4.1) 

 L T V= −  (4.11) 

 0 1L L L= +  (4.12) 

 

( )
0 1 0 1

2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 1 1 sin
2 2 2 2

cos cos

L T T V V

J m L J m l m l

m L l m gl

α α β α β

αβ β β

= + − −

= + + + +

− −



  





 (4.13) 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1 1 1 sin
2 2 2

cos cos

L J m L J m l m l

m L l m gl

α β α β

αβ β β

= + + + +

− −



 





 (4.14) 

 

สําหรับพิกัดทั่วไป 1q α=  

 0L
α
∂

=
∂

 ( 4.15) 

( )2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1sin cosL J m L m l m L lα α β β

α
∂

= + + −
∂

 



 ( 4.16) 

( )

( )

2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 1

2
1 0 1 1 0 1

2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1

2 2
1 1 1 0 1

sin 2 sin cos

cos sin

sin cos

sin 2 sin

d L J m L m l m l
dt

m L l m L l

J m L m l m L l

m l m L l

α α β αβ β β
α

β β β β

α α β β β

αβ β β β

∂  = + + + ∂ 
− +

= + + −

+ +



  



 



 

 



 ( 4.17) 

 

 
d L L
dt ατα α

∂ ∂  − = ∂ ∂ 
 (4.18) 
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( )2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1

2 2
1 1 1 0 1

sin cos

sin 2 sin

J m L m l m L l

m l m L l α

α α β β β

αβ β β β τ

+ + −

+ + =



 

 



 (4.19) 

 

พจิารณาแรงบดิ ( ατ ) ที่กระทําบนแกนในแนวการหมุน α  ประกอบดวยแรงบดิจาก

มอเตอรและแรงเสียดทาน 

 
0

m friction

m C
ατ τ τ

τ α

= −

= − 

 (4.20) 

 

( )2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin m

J m L m l m L l m l

m L l C

α α β β β αβ β

β β τ α

+ + − +

+ = −

 

  





 

( )2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin m

J m L m l m L l m l

m L l C

α α β β β αβ β

β β α τ

+ + − +

+ + =

 

  





 ( 4.21) 

 

และในลักษณะเดียวกัน สําหรับพิกัดทั่วไป 2q β=  

2 2
1 1 1 0 1 1 1

2 2
1 1 1 0 1 1 1

sin cos sin sin

1 sin 2 sin sin
2

L m l m L l m gl

m l m L l m gl

α β β αβ β β
β

α β αβ β β

∂
= + +

∂

= + +



 



 

 ( 4.22) 

( )2
1 1 1 1 0 1 cosL J m l m L lβ β

β
∂

= + −
∂





 (4.23) 

( )2
1 1 1 1 0 1 1 0 1cos sind L J m l m L l m L l

dt
β α β αβ β

β
 ∂

= + − + ∂ 
 

 



 ( 4.24) 

 

 
d L L
dt βτβ β
 ∂ ∂

− = ∂ ∂ 
 (4.25) 

( )

( )

2 2 2
1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1

1 0 1 1 1

2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1cos sin sin 2
2

sin sin
1cos sin 2 sin
2

J m l m L l m L l m l

m L l m gl

m L l J m l m l m g l

β

β

β α β αβ β α β

αβ β β τ

α β β α β β τ

+ − + −

− − =

− + + − − =

 

  







 

 (4.26) 

 

พจิารณาแรงบดิ ( βτ ) ที่กระทําบนแกนในแนวการหมุน β  เปนแรงที่เกิดจากแรงเสียด

ทานเพียงอยางเดียว 
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 1Cβτ β=   (4.27) 

( )2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1cos sin 2 sin
2

m L l J m l m l m g l Cα β β α β β β− + + − − = 

   

( )2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1cos sin 2 sin 0
2

m L l J m l m l C m g lα β β α β β β− + + − + − = 

   ( 4.28) 

 

จัดรูปสมการที่ (4.21) และ (4.28) เปนรูปเมตริกซ 
2 2 2

0 1 0 1 1 1 0 1
2

1 0 1 1 1 1

2 2
0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 1 1

1 1

sin cos
cos

1 1sin 2 sin sin 2
2 2

1 sin 2
2

0
sin 0

m

J m L m l m L l
m L l J m l

C m l m L l m l

m l C

m gl

αβ β
ββ

β β β β α β α
βα β

τ
β

 + + −  
+   − +   

 + +   
+   

  −  
   

=   −   





 









 (4.29) 

 

ในการควบคุมแรงบิดมอเตอรจะส่ังจายสัญญาณแรงดันและผาน เคร่ืองขยายสัญญาณ

เพื่อแปลงสัญญาณแรงดันเปนกระแส  ดังนั้นแรงบิดที่เกิดข้ึนที่มอเตอรสามารถเขียนไดในรูปแบบ

ดังนี้ 

 m t aK iτ =  (4.30) 

 m t uK K uτ =  ( 4.31) 

 

แทนกลับลงไปในสมการที่ (4.29) เขียนสมการในรูปเมตริกซไดเปน 

 

2 2 2
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2
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2 2
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2
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1 1

sin cos
cos
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u
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αβ β
ββ

β β β β α β α
βα β

β

 + + −  
   − +   
 + +   

+    
  −  

   
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
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 
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
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 ( 4.32) 
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4.2 การแปลงแบบจําลองทางคณิตศาสตรเปนเชิงเสน 

การแปลงระบบใหเปนเชิงเสนที่รอบๆจุดสมดุล 

0 0 0α β β= = =  

 

จากสมการที่ (4.32) จะได    
2

00 1 0 1 0 1
2

11 0 1 1 1 1

1 1

0
0

0 0
0 0

t u

CJ m L m L l
Cm L l J m l

K K
m gl

α α
β β

α
β

 + −     
+      − +      

     
+ =     −     

 

 

 (4.33) 

 

4.3 รูปแบบปริภูมิสเตต (State space realization) 

กําหนด 
2 2

0 1 0 1 1 1 0 1 0
2

1 1 1 1 1t u

a J m L b m l c m L l d C

e K K f J m l h m gl

= + = = =

= = + =
 

 

จาก (4.33) แทนคาตัวแปรที่กําหนดและจัดรูป 

( )12

1 cd aC ah
af c

β α β β= − − +
−

 

   (4.34) 

( )12

1 df cC ch efu
af c

α α β β= − − + +
−



   (4.35) 

จาก (4.34) และ (4.35) จะไดแบบจําลองสําหรับตัวแปรสเตตดังนี้ 

x Ax Bu= +  
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1
2 22

1
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      − −−
      
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

 



 

 (4.36) 
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4.4 การหาคาพารามิเตอรของระบบ 

4.4.1 คาพารามิเตอรของมอเตอร 

พารามเิตอรทีส่าํคัญของมอเตอรคอืคาคงทีแ่รงบดิ tK  ซึ่งไมสามารถหาไดโดยตรงจะ

อุปกรณที่มีอยูตองหาผานคาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ bK  ซึ่งมีคาเทากัน โดยการหาจะใชวิธีการ

หาคาแรงดันไฟฟายอนกลับ bE  กอน และจากสมการ (4.37) จะไดคา bK  

 b bE K ω=  ( 4.37) 

นอกจากนี้การหาคา bE  จําเปนตองทราบคาความตานทานขดลวดมอเตอรโดยการจาย

กระแสเขามอเตอรและไมใหมอเตอรหมุน จะหา aR  คาในมอเตอรไดจาก  

 s a aV i R=  (4.38) 

 

4.4.2 คาอัตราขยายของเครื่องขยายสัญญาณ 

สัญญาณควบคุม ที่เปนแรงดันจาก เคร่ือง cRIO ถูกแปลงใหเปนกระแสโดย เคร่ืองขยาย

สัญญาณแปลงสัญญาณเพื่อควบคุมแรงบิดของมอเตอรโดยมีความสัมพันธ คือ 

 a ui K u=  ( 4.39) 

การหาทําโดยการจายสัญญาณควบคุม คาตางๆและวัดคากระแสที่ไหลผานมอเตอร  ใน

การทดลองนี้แบงเปนสองวิธีการคือปลอยมอเตอรหมุนอิสระ และอีกวิธีคือหยุดมอเตอรอยูกับที่  

 

4.4.3 คาพารามิเตอรของระบบเพนดูลัม 

จากแบบจาํลองทางคณิตศาสตรในหวัขอ 4.1.1 สมการที่ (4.32) สามารถแบงพารามิเตอร

ได 2 ประเภทตามวิธีการหาตามตารางที ่4-1 

 

 ตารางที ่4-1 ชนดิของพารามิเตอรโดยการแบงตามวิธีหา 

พารามเิตอรทีห่าคาไดโดยตรง 
1 0 1, ,m L l   

พารามิเตอรทีห่าไมไดโดยตรง 
0 0 1 1, , ,J C J C  

 

ในสวนพารามิเตอรที่หาไมไดโดยตรงจะทําการคํานวณคราวๆเพื่อประเมินผลการทดลอง

วาถูกตองหรือไม การทดลองจะแยกเปนสองสวนคือ 

1.) สวนแขนเพนดูลัมทดสอบดวยการจายสัญญาณอิมพัลส เพื่อหาคา 0J  และ 0C  

2.) สวนแทงเพนดูลัมดวยการปลอยแทงเพนดูลัมแกวงอยางอิสระเพื่อหาคา  1 1,J C  
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ตารางที ่4-2 คาพารามเิตอรของระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนที่ใชในงานวิจัย 

สัญลักษณ คําอธิบาย คาที่ได หนวย 

1m  มวลของแทงเพนดูลัม 0.118 kg  

0L  ระยะจากจุดหมุนของแทงเพนดูลัมถึงแกนหมุนของ

แขนเพนดูลัม 

0.150 m  

1l  ระยะจากจุดหมุนถึงจุดศูนยกลางมวลของแทงเพน

ดูลัม 

0.235 m  

bK , tK  คาคงทีแ่รงดันยอนกลับ,คาคงทีแ่รงบดิของมอเตอร 0.150317 /V s rad− ,

/Nm A  

uK  อัตราขยายของเคร่ืองขยายสญัญาณ 1.00765 /A V  

0J  คาโมเมนตความเฉ่ือยของแขนเพนดูลัมรอบจุดหมุน 0.0069267 2kg m−  

1J  คาโมเมนตความเฉ่ือยของแทงเพนดูลัมรอบจุดหมุน 0.0069438 2kg m−  

0C  สัมประสิทธิ์ความเสียดทานของแขนเพนดูลัม 0.0013647 2 /kg m s−  

1C  สัมประสิทธิ์ความเสียดทานของแทงเพนดูลัม 0.0016248 2 /kg m s−  

 

จากสมการที่ (4.33) เมื่อทําการประมาณเปนเชิงเสนรอบๆจุดสมดุล 

0 0 0 0α α β β= = = =  

 

จะไดสมการที่ (4.33)  

 

2
00 1 0 1 0 1

2
11 0 1 1 1 1

1 1

0
0

0 0
0 0

t u

CJ m L m L l
Cm L l J m l

K K
m gl

α α
β β

α
β

 + −     
+      − +      

     
+ =     −     

 

 

 (4.33) 

 

แทนคาพารามิเตอรที่หาไดและจัดใหอยูในรูปปริภูมิสเตต 

 x Ax Bu= +  
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0 1 0 0 0
0 -0.1645 10.1326 -0.0605 18.2963
0 0 0 1 0
0 -0.0508 23.3411 -0.1394 5.6539

u

α α
α α
β β
β β

       
       
       = +
       
       
       



 



 

 (4.40) 

 

คาลักษณะเฉพาะของระบบคือ  [ ]0 0.1638 4.9761 4.8035− −  จะเห็นไดวา

ตําแหนงโพลของระบบจะมีโพลที่ไมเสถียรโดยอยูฝงขวาของระนาบ s ซึ่งมีคาเปนบวกคือ 4.8035 

ทําการแปลงระบบใหอยูในรูปทรานสเฟอรฟงชั่น โดยใหเมตริกซสัญญาณขาออก 

(Output) คือ [1 0 0 0] ดวยโปรแกรม MATLAB ไดผลดังนี้ 

 

 
2

4 3 2

21.55 2.601 435.5
0.3365 23.87 3.916

s s
s s s su

α + −
+ − −

=  ( 4.41) 

 

และทาํการหาคารากของซโีรของระบบคือ  [ ]4.5562 4.4355− และรากของโพลคือ 

[ ]0 -4.9757 4.8030 -0.1639  จาก [38] การที่ระบบเชิงเสนจะเปนระบบที่มุมเฟสไมนอย

ที่สุด (Nonminimum phase) นั้นระบบจะมีคาซีโรที่ไมเสถียรนั่นคืออยูทางดานขวาของระนาบ s 
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รูปที่ 4-2 คาตําแหนงแขนที่ไดจากการทดลองและแบบจําลอง 
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รูปที่ 4-3 คาตําแหนงแทงเพนดูลัมที่ไดจากการทดลองและแบบจําลอง 

 



 

 

บทที่ 5 

การควบคุมระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

5.1 การควบคุมเพนดูลัมผกผัน 

ระบบเพนดูลัมนั้นจะมีจุดสมดุลอยูสองจุดนั่นคือ β π=  หรือตําแหนงที่เพนดูลัมลง

ขางลางซึ่งเปนจุดสมดุลที่มีเสถียรภาพ และตําแหนงที่ 0β =  หรือตําแหนงที่เพนดูลัมต้ังข้ึนซึ่งเปน

จุดสมดุลที่ไรเสถียรภาพ จุดประสงคของการควบคุมเพนดูลัมคือการรักษาสมดุลแทงเพนดูลัมให

อยูในลักษณะต้ังตรงที่ตําแหนง 0β =  นั่นคือตองมีการยายตําแหนงแทงเพนดูลัมที่อยูในตําแหนง

ลงขางลางไปสูตําแหนงที่แทงเพนดูลัมต้ังข้ึน 

เมื่อพิจารณาแบบจําลองทางคณิตศาสตรแลวพบวาระบบมีความไมเชิงเสนสูงมาก ใน

กรณีที่แปลงระบบใหอยูในรูปเชิงเสนที่รอบๆจุดสมดุลหรือ 0β = สามารถกระทําไดแตตัวควบคุมที่

ออกแบบบนแบบจําลองเชิงเสนนี้ก็จะมีความสามารถในการทํางานที่ชวงที่ออกแบบไวเทานั้น ตัว

ควบคุมจึงไมสามารถยายตําแหนงแทงเพนดูลัมจากจุดใดๆไปที่จุดสมดุลไดในชวงที่ β  มีคามาก 

หรือในกรณีที่ออกแบบบนแบบจําลองไมเชิงเสนดวยความที่ระบบมีความไมเชิงเสนสูงถาตองการ

ใหตัวควบคุมเพียงตัวเดียวทํางานไดดีในทุกชวงการทํางานนั้นไมสามารถกระทําไดเพราะระบบ

เพนดูลัมผกผันนอกจากมีความไมเชิงเสนแลว ยังเปนระบบ Under-actuated เพราะวามีตัวขับ

เพียงตัวเดียวแตมีองศาอิสระจํานวนสองตัว นอกจากนี้แทงเพนดูลัมมิไดตอกับตัวขับโดยตรงการ

ควบคุมตําแหนงแทงเพนดูลัมจึงไปสามารถกระทําไดโดยตรง รวมถึงระบบเพนดูลัมผกผันแบบ

หมุนนี้ยังเปนระบบที่มีมุมเฟสไมนอยที่สุดอีกดวย ซึ่งเห็นไดจากแบบจําลองวาระบบมีคาซีโรเปน

บวกจึงเห็นไดชัดเจนวาการควบคุมระบบเพนดูลัมนี้มีความซับซอนมากการใชตัวควบคุมเพียงตัว

เดียวและใหไดสมรรถนะที่ดีนั้นจึงเปนไปไมไดเลย 

ดวยลักษณะดังกลาวของระบบเพนดูลัมผกผันทําใหมีความจําเปนที่จะตองใชตัวควบคุม

สองตัวแยกกันทํางานในแตละชวงคือ ตัวควบคุมตัวแรกทําหนาที่ยายแทงเพนดูลัมจากจุดใดๆไปสู

จุดสมดุลที่ 0β = หรือยายแทงเพนดูลัมเขาสูชวงการทํางานของตัวควบคุมรักษาสมดุล และตัว

ควบคุมอีกตัวคือทําหนาที่รักษาสมดุลแทงเพนดูลัมไวใหแทงเพนดูลัมต้ังอยูในลักษณะต้ังข้ึนตลอด 

5.2 การควบคุมสําหรับแกวงแทงเพนดูลัมขึ้น 

ในการควบคุมแทงเพนดูลัมไมสามารถกระทําไดโดยตรงเนื่องจากไมมีตัวขับโดยตรงที่แทง

เพนดูลัม การควบคุมจึงตองกระทําผานสวนแขนเทานั้น ในกรณีที่ตองการควบคุมตําแหนงและ
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ความเร็วโดยตรงตองควบคุมผานพลวัตที่ซับซอนของระบบเพนดูลัมผกผันทั้งระบบ ดังนั้นแนวทาง

หนึง่คือการควบคุมการแกวงของแทงเพนดูลมัโดยพจิารณาพลังงานของระบบแทน แนวคิดคือตัว

ควบคุมจะคํานวณระดับพลังงานของแทงเพนดูลัมคือพลังงานจลนและพลังงานศักยของแทงเพน

ดูลัม 

พจิารณารูปที่ 5-1 แทงเพนดูลัม 

 

 
 

จะไดสมการพลังงานรวมของแทงเพนดูลัมดังนี้ 

 ( ) ( )
21 cos 1

2
E J mglβ β= + −  ( 5.1) 

การสรางกฎควบคุมสําหรับแกวงแทงเพนดูลัมข้ึนจะนําพลังงานของระบบมาเทียบกับ

ระดับพลังงานที่ของระบบ ณ จุดสมดุล ความแตกตางของพลังงานที่มีอยูในระบบเทียบกับความ

ระดับพลังงานที่ตองการในระบบจะเปนตัวกําหนดการขนาดจายพลังงานเขาสูระบบ โดยจะนําไป

คูณกบัอัตราขยายอีกคร้ัง 

นอกจากนี้ส่ิงที่จําเปนในการสรางกฎควบคุมคือทิศทางของการแกวง และระดับของแทง

เพนดูลัม   

รูปที่ 5-2 (ก) แสดงการเคล่ือนที่ของของแขนเพนดูลัมไปทางขวามือ และแทงเพนดูลัมจะ

แกวงในลักษณะตามเข็มนาฬิกา ทิศของความเร็วแทงเพนดูลัมในแนวนอนจะชี้ไปทางซายมือหรือ

ตรงกันขามกับทิศทางของการเคล่ือนที่ของแขนเพนดูลัม หลังจากที่เพนดูลัมแกวงข้ึนไปจนถึงจุดที่

ความเร็วเทากับศูนยเพนดูลัมจะเร่ิมตกลงมาทิศทางของความเร็วจะกลับเปนทวนเข็มนาฬิกา รูปที่ 

 

รูปที่ 5-1 แทงเพนดูลัม 

β
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5-2 (ข) จากนั้นแทงเพนดูลัมจะแกวงตอไปและผานจุดตํ่าสุดกลับไปอีกทาง รูปที่ 5-2 (ค) และเมื่อ

แทงเพนดูลัมสามารถแกวงสูงกวาระดับแนวนอนทิศทางของความเร็วในระดับแนวนอนจะกลับทิศ

ไปในทิศทางเดียวกับการเคล่ือนที่ของแขนเพนดูลัม รูปที่ 5-2(ง) ดวยหลักการดังกลาวจะเห็นวา

ทิศทางของความเร็วและตําแหนงเพนดูลัมมีความสําคัญซึ่งสามารถเขียนกฎควบคุมไดดังนี้ 

 

 ( )0 ( cos )sysu K E E sign β β= −   (5.2) 

 

กฎการควบคุมที่เขียนข้ึนมาจะประกอบดวยสองสวนคือสวนที่บอกถึงขนาดพลังงานซึ่ง

บอกโดยสองพจนแรกนั่นคือคาอัตราขยายและพลังงานที่ตองการของระบบ และสองพจนที่เหลือ

คือพจนที่ใชระบุทิศทางที่จะใสพลังงานเขาไป 

การเลือกอัตราขยายสําหรับกฎการควบคุมจะสามารถหาไดจากการทดลองซึ่งจะใหผล

แตกตางกันคือจํานวนคร้ังการแกวงของแทงเพนดูลัมซึ่งถาอัตราขยายยิ่งมีคามากจํานวนคร้ังการ

แกวงก็จะนอยลงซึ่งคาที่นอยที่สุดนั้นข้ึนอยูกับระบบเพนดูลัมที่ใชทดลอง นอกจากนี้การเลือกคา

อัตราขยายจะตองตองไมมากจนเกินไปเนื่องจากถาอัตราขยายมากพลังงานที่เขาสูระบบซึ่งเปน

พลังงานจลนจะมีคามาก นั่นหมายความวาแทงเพนดูลัมจะมีความเร็ว ถาความเร็วของแทงเพน

ดูลัมมีคามากเกินไปตัวควบคุมที่ใชรักษาสมดุลแทงเพนดูลัมจะไมสามารถรักษาสมดุลได 
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(จ) 

 

รูปที่ 5-2 การแกวงที่ของแทงเพนดูลัม 
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ในสวนสองพจนหลังที่ใชกําหนดทิศทางของของสัญญาณควบคุม พจนความเร็วจะเปนตัว

กําหนดการเปล่ียนทิศทางเมื่อแทงเพนดูลัมแกวงไปจนถึงจุดสูงสุด แทงเพนดูลัมจะหยุดแกวงและ

แกวงเร่ิมไปในทิศทางตรงขาม ดู รูปที่ 5-2 (ก), (ข)  สวนพจนคาโคซายน  (Cosine) จะมีคาติดลบ

เมื่อแทงเพนดูลัมอยูตํ่ากวาระดับแนวนอนใน รูปที่ 5-2 (ก), (ข), (ค) และมีคาเปนบวกใน รูปที่ 5-2 

(ง) ซึ่งจะชวยกลับทิศของสัญญาณควบคุมสงใหแทงเพนดูลัมอยูในตําแหนงผกผัน 

ในการเขาสูจุดสมดุลของแทงเพนดูลัมดวยการควบคุมพลังงานของแทงเพนดูลัม ระบบ

ควบจะมีสัญญาณควบคุมเทากับศูนยเมื่อพลังงานจลนของแทงเพนดูลัม (สมการ (5.1)) เทากับ

พลังงานที่ระบบตองการ ( 0E ) และจะทําใหแทงเพนดูลัมจะวิ่งเขาสูจุดสมดุล เชนในรูปที่ 5-2 (จ)  

สมการ (5.1)  พลังงานของแทงเพนดูลัมจะไมไดคิดพลังงานสูญเสียที่เกิดจากแรงเสียด

ทาน แรงตานอากาศ ดังนั้นแลวพลังงานที่ประเมินจากสมการจะมีคามากกวาความเปนจริงทําให

สัญญาณควบคุมที่จายออกมานอยกวาความเปนจริงเล็กนอยจึงตองกําหนดใหพลังงานที่ระบบ

ตองการมีคามากกวาศูนยเล็กนอยเพื่อเปนการชดเชยในสวนพลังงานที่ไมไดนํามาคํานวณ และใน

ลักษณะเดียวกันกับการเลือกอัตราขยายคาพลังงานที่ตองการ ( 0E ) จะตองมีคาไมมากจนเกินไป

ซึ่งจะทําใหตัวควบคุมสําหรับรักษาสมดุลไมสามารถรักษาสมดุลได 

 

5.3 การควบคุมสําหรับรักษาสมดุลแทงเพนดูลัม 

5.3.1 การปอนกลับสเตตดวยการวางตําแหนงโพล 

หลังจากของการออกแบบโดย วิธีวางตําแหนงโพล (Pole placement) ก็คือ ต้ังขอกําหนด

สําหรับตําแหนงโพลทั้งหมดของระบบวางปด และออกแบบตัวควบคุมที่จะไดตําแหนงโพลตาม

ขอกําหนดเงื่อนไขจําเปนของ ระบบที่ทําใหสามารถทําการเคล่ือนยายโพลทั้งหมดไปยังตําแหนงที่

ตองการไดคอื ระบบจะตองสามารถควบคุมได 

ในการออกแบบทั่วไปจะไมไดตองการใหระบบมีเสถียรภาพอยางเดียว แตจะตองมี

สมรรถนะหรือผลตอบสนองตามตองการดวย ดังนั้น การกําหนดตําแหนงของโพลระบบวงปดจึง

มิใชเพียงแตวาตองการอยูบนดานซายของระนาบเชิงซอนเทานั้น แตอาจจะตองอยูในพื้นที่ที่จะให

ผลตอบสนองที่ดีดวย ตัวอยางเชน ถาตําแหนงโพลอยูใกลแกนจินตภาพมากเกินไป ผลตอบสนอง

จะมีลักษณะแกวง จึงอาจกําหนดพื้นที่แรเงาดังในรูปที่ 5.1 ซึ่งระบบวงปดจะตองมีโพลทั้งหมดอยู

ในพื้นที่นี้ 

ในระบบอันดับ n ทั่ว ๆ ไปความสัมพันธผลตอบสนองทางเวลาของระบบกับตําแหนงของ

โพลมักมีความซับซอน จึงเปนการยากที่จะกําหนดตําแหนงของโพลเพื่อใหไดผลตอบสนองที่ดี 
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ดังนั้น วิธีการออกแบบนี้โดยทั่วไปอาศัยหลักการของระบบที่มีลักษณะเดนเปนอันดับสอง 

(second-order dominant system) นั่นคือ โพลที่มีผลกระทบตอผลตอบสนองมากที่สุดจะเปน

อันดับสอง เหตุผล ของการใช ระบบอันดับสอง จะสามารถคํานวณหาความสัมพันธระหวาง

คุณสมบัติในโดเมนเวลากับตําแหนงของโพลได โดยงายโดยใชสูตรในตําราระบบควบคุมทั่วไป 

สามารถอธิบายวิธีการวางโพลอยางงาย ๆ ไดดังนี้ สมมุติให [ ]1 2 = ... T
nK k k k  

เปนตัวควบคุมปอนกลับจากสเตตดังในรูปที่ 5.2 โดย ik , 1,...,i n=  เปนคาอัตราขยายที่ตองทํา

การออกแบบ ดังนั้น อินพุตที่ปอนใหกับ ระบบจะเทากับ เปนคาอัตราขยายที่ตองทําการออกแบบ 

ดังนั้น อินพุตที่ปอนใหกับระบบจะเทากับ 

 ( ) ( )u t Kx t=  (5.3) 

 

5.3.1.1 สูตรของแอกเคอรมันนสําหรับการวางตําแหนงโพล (Ackermann’s 

Formula for Pole Placement) 

เปนสูตรที่ใชในการกําหนดตําแหนงของโพลของระบบควบคุมแบบปด พจิารณาระบบของ

สามารถเขียนในรูปแบบปริภูมิเสตตได ดังนี้ 

 x Ax Bu= +  (5.4) 

และกฎของการออกแบบระบบควบคุม (Control law) คือ  

    u Kx= −  (5.5) 

ซึ่งเมื่อเราแทนสมการที่ (5.5) ลงในสมการที่ (5.4) เราสามารถหาสมการลักษณะเฉพาะของระบบ

ปดไดวา 

 ( ) ( )det  – –c S sI A BKα =     (5.6) 

สมการที่ (5.6) ดานซายมือคือ สมการลักษณะเฉพาะของระบบที่เราตองการหรือที่เรา

กําหนดตําแหนงของโพลไวกอนแลว สวนทางดานขวามือคือ สมการลักษณะเฉพาะของระบบที่เรา

กําลังออกแบบ ดังนั้น จากสมการนี้เราจึงสามารถคํานวณหาคาอัตราขยาย K ได 

โดยสมมติใหสัญญาคําส่ัง r(t) เทากับศูนยเพื่อใหเขาใจไดงาย เมื่อใชตัวควบคุมนี้และ

คํานวณสมการปริภูมิสเตตของระบบปอนกลับจะไดเปน 

 ( )x A BK x= +  (5.7) 

ซึ่งสามารถคํานวณหาโพลไดจาก 

 ( ) det – – 0sI A BK =  (5.8) 

ในขณะเดียวกนั หากตองการออแบบโดยกาํหนดโพลของระบบวงปดทีต่าํแหนง 1 2, ,..., np p p

จะไดสมการลักษณะเฉพาะเทากับ 
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 ( ) 1 2 3( )( )( )s s p s p s pα = − − −  (5.9) 

ดังนั้น สามารถคํานวณหาตัวควบคุม K  ไดจากการเปรียบเทียบ (5.8) และ (5.9) 

 

เมื่อใชรูปแบบบัญญัติของตัวควบคุม (Control canonical form) มาใชในการออกแบบตัว

ควบคุม เมือ่เราคํานวณหาคาอัตราขยาย K  ไดแลว เราจําเปนที่จะตองทําการแปลงคา

อัตราขยาย K  นั้นใหกลับสูระบบเดิม  

สมมติวาเราจะทําการแปลงแบบไมเอกฐาน (Nonsingular transformation) กับตัว        

สเตตของระบบของเราดังนี ้

   x T x=  (5.10) 

โดยที่คา x  คือคาสเตต (State) ตัวใหมที่เกิดจากการแปลงตัวสเตต x  ดวยเมตริกซ T  

(ที่ไมเอกฐานหรือไมใชศูนย) และเราจะไดวา 

 x T x=  (5.11) 

 x T x Ax Bu= = +  (5.12) 

 x AT x Bu= +  (5.13) 

ดังนั้น ถาจัดรูปแบบใหมจะไดวา 

 1 1x T AT x T Bu− −= +  (5.14) 

หรือ 

 x Ax Bu= +  (5.15) 

เมตริกซความควบคุมไดของระบบตนแบบ คือ 

 2 1 [ ...  ]nC B AB A B A B−=  (5.16) 

ดังนั้น เมตริกซความควบคุมไดของระบบที่ทําการแปลงแลวคือ 

 2 1[ ...  ]nC B AB A B A B−=  ( 5.17) 

ซึ่งเมตริกซความควบคุมไดทั้งสองสมการนี้มีความสัมพันธกันอยูคือ 

 1 1 1 1 2 1 1... nC T B T ATT B T A B T A B− − − − − − =    (5.18) 

 1C T C−=  (5.19) 

ดังนั้น เราจึงสามารถคํานวณหาเมตริกซการแปลง (Transformation matrix) T  ไดคอื 

 1T CC −=  ( 5.20) 

ตัวเมตริกซการแปลง T  นี้จะใชสําหรับการแปลงระบบใหไปอยูในรูปแบบบัญญัติของการ

ควบคุม เพื่อใหสะดวกตอการออกแบบตัวควบคุม แตอยางไรก็ตามกอนที่เราจะทําการแปลงนั้น
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เราควรจะตองตรวจสอบดูกอนวาระบบของเรามีคุณสมบัติที่สามารถถูกควบคุมไดหรือไม และเมื่อ

เราออกแบบตัวควบคุมแลวกลาวคือ ไดคาอัตราขยาย K  เราจําเปนตองทําการแปลงกลับมาอยู

ในตัวแปรสเตตของระบบตนแบบ ซึ่งก็สามารถทําไดโดยใชเมตริกซการแปลง T  นี้ชวยเชนกัน 

ตัวอยางเชน 

  A = 
1 2 3- - -

1 0 0
0 1 0

a a a 
 
 
  

 , B  = 

















0

0

1

 

เราสามารถหาเมตริกซความควบคุมได คือ 

  C = 

2
1 1 2

1

1 - -
0 0 -
0 1 1

a a a
a

 
 
 
  

 

 

จะเห็นวาเมตริกซความควบคุมไดนี้มีลักษณะเปนเมตริกซสามเหล่ียมบน (upper 

triangular matrix) หรือคาในเมตริกซที่พจนอยูในสวนของสามเหล่ียมดานบนของเมตริกซไมเปน

ศูนยและพจนสวนดานลางของสามเหล่ียมจะเปนศูนย ซึ่งเราสามารถหาสวนกลับของเมตริกซ 

(invert) ได และนอกจากนั้น จะเห็นวาบรรทัดสุดทายขอองเมตริกซนี้จะมีคาเปนศูนยทุกตัวยกเวน

ตัวสุดทายซึ่งมีคาเทากับหนึ่ง  

รูปแบบบัญญัติของตัวควบคุมสําหรับระบบอันดับสามคือ 

  

 
1 2 3- - - 1

1 0 0 , 0
0 1 0 0

a a a
A B

   
   = =   
      

 (5.21) 

และ 

 1 2 3[ ]C b b b=  (5.22) 

ดังนั้น สําหรับระบบปดเราจะไดวา 

 clA A BK= −  (5.23) 

 

 
1 1 2 2 3 3- - - - - -
1 0 0
0 1 0

a k a k a k
A BK

 
 − =  
  

 (5.24) 
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และสมการลักษณะเฉพาะของสมการที่ (5.24) สามารถหาไดสะดวกและมีคาเทากับ 

 3 2
1 1 2 2 3 3  ( ) ( ) ( ) 0s a k s a k s a k+ + + + + + =  (5.25) 

ดังนั้น สําหรับสมการลักษณะเฉพาะของระบบที่เราไดกําหนดตําแหนงโพลไวแลวจะมีรูปแบบดังนี ้

 3 2
1 2 3 0S S Sα α α+ + + =  (5.26) 

ดังนั้น ถาเทียบสัมประสิทธิ์ระหวางสมการที่ (5.25) และสมการที่ (5.26) เราจะไดวา 

 1 1 2 2 2 2 3 3 3; - ; -k k kα α α α α α= + = + = +  (5.27) 

หรือถาจะเขียนใหอยูในรูปเมตริกซจะไดวา 

 a K α+ =  (5.28) 

ซึ่ง a และ α  จะเปนเมตริกซแนวนอน (row matrix) ซึ่งประกอบดวยตัวสัมประสิทธิ์ของ

สมการลักษณะเฉพาะของระบบเปดและระบบปดตามลําดับ 

 

5.3.2 การควบคุมแบบ Linear Quadratic Regulator 

การออกแบบตัวควบคุมปอนกลับสเตตโดยวิธีการวางตําแหนงโพล เปนเคร่ืองมือออกแบบ

ที่มีประโยชนสําหรับระบบที่มีอันดับไมสูงมาก หรือระบบที่มีลักษณะเดนเปนพลวัตอันดับสอง 

เพราะทราบความสัมพันธระหวางตําแหนงของโพลหรือคาเจาะจงกับผลตอบสนองของระบบเชน 

ชวงเวลาข้ึน หรือการพุงเกิน แตสําหรับระบบที่มีอันดับสูงความสัมพันธดังกลาวจะไมสามารถเห็น

ไดชัดเจน ขอจํากัดอีกประการของวิธีการวางโพลคือ ระดับความเปนอิสระ ( Degree of freedom) 

ของปญหา ตัวอยางเชน สําหรับระบบที่มีจํานวนสเตตเทากับ n และจํานวนอินพุตเทากับ m 

เมตริกซอัตราขยายปอนกลับ K  จะมีจํานวนอัตราขยาย mn ตัว 

แนวคิดที่เปนประโยชนในการแกไขปญหาดังกลาวคือ การเลือกตัวควบคุมปอนกลับโดย

หาคาเหมาะที่สุดสําหรับตัววัดคุณภาพของระบบ ตัวอยางของตัววัดดังกลาวคือ ผลตอบสนองผล

วัต การขจัดสัญญาณรบกวน ความไว หรือความทนทาน เปนตน ไดมีความพยายามพัฒนาวิธีการ

ควบคุมเหมาะที่สุดหลายรูปแบบในการที่จะออกแบบระบบควบคุมปอนกลับเชิงเสนไดอยางครบ

วงจรหรือเรียกวาคร้ังเดียวจบในตัวเอง แตทุกวิธีประสบปญหาในการเลือกฟงกชันคณิตศาสตรที่

จะสามารถบรรยายความซับซอนของการออกแบบระบบปอนกลับไดอยางสมบูรณ ดังนั้น แนวทาง

ในความเปนจริงคือการใชการหาคาเหมาะที่สุดเปนเพียงเคร่ืองมือชวยจนกระทั่งไดผลลัพธที่นา

พอใจ  
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ในสวนนี้จะศึกษาเทคนิคในการเลือกอัตราขยายของตัวปอนกลับสเตตเหมาะที่สุด หรือ 

Linear Quadratic Regulator) หรือ LQR  

 

5.3.2.1 ปญหา LQR ที่ไมขึ้นกับเวลา 

ในการควบคุม LQR อยางสมบูรณจะเร่ิมจากปญหา LQR ที่ทําการหาคาเหมาะที่สุด

ในชวงภาวะชั่วครู หรือเรียกวา กรณีเสนแนวนอนจํากัด  (finite horizon) หรืองการจํากัดชวงเวลา

นั่นเอง เพราะ โดย ปกติเสนแนวนอน จะใช เปนแกนของเวลา กรณีจํากัดชวงเวลาจะไดคา

อัตราขยายของตัวปอนกลับสเตตที่แปรตามเวลา ทําใหไมสามารถอิมพลิเมนทไดโดยงาย จึงจะ

พจิารณาเฉพาะปญหา LQR ที่ไมข้ึนกับเวลา หรือมีชื่ออ่ืน ๆ เรียกวา กรณีเสนแนวนอนไมจํากัด 

(infinite horizon) หรือ ปญหา LQR ในสถานะอยูตัว อางจากทฤษฎีหลักของ LQR คือ  

ทฤษฎี 5.1 : (LQR ในสถานะอยูตัว) พิจารณาระบบพลวัต 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0, 0  x t Ax t Bu t x x= + =  (5.29) 

 

โดย ( ) nx t R∈  และ ( ) mu t R∈  นิยามผลรวมเชิงเสน ของสเตต 

 ( ) ( )  z t Cx t=  (5.30) 

 

โดย ( ) pz t R∈  และนิยาม ฟงกชันคากําลังสอง (Quadratic cost functional) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

T tJ z t Qz t u t Ru t dt
∞

 = + ∫  (5.31) 

จะเห็นวาฟงกชันที่ตองการลดคาใหนอยที่สุด J ประกอบดวยสองพจน คือ ตัวแทนขนาด

ของสเตต ( )  z t  และขนาดของตัวแปรควบคุม ( )u t  ที่ถูกใหน้ําหนักโดยเมตริกซ R  ถาหากวา

สมมติฐานเหลานี้เปนจริง 

1.) เวกเตอรสเตต ( )x t ทั้งหมดสามารถใชในการปอนกลับ 

2.) (A, B) สามารถทําใหเสถียรได และ (A, C) สามารถตรวจพบได 

3.) เมตริกซ R เปนแบบบวกแนนอน 0TR R= >  

จะไดวา 

1.) ตัวควบคุม LQR ที่เปนไดอยางเดียวและเหมาะที่สุด เขียนไดเปนการปอนกลับ  

สเตตทั้งหมด 

 ( ) ( )              u t Kx t= −  (5.32) 

โดย 1 TK R B P−=  ที่จะลดคาของ J  ใหนอยที่สุด ข้ึนกบัเงื่อนไขพลวัตของระบบ (5.29) 
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2.) P คือคําตอบที่เปนไดอยางเดียว สมมาตร และเปนบวกกึ่งแนนอน ของสมการ

พชีคณิตริคคาติ (Algebraic Riccati Equation) หรือเรียกโดยยอวา ARE 

 1 0T T TPA PA C C PBR B P+ + − =  (5.33) 

3.) พลวัตของระบบวงปดไดจากการแทนคาสมการ (5.32) ใน (5.29) 

 ( ) [ ] ( )   –  x t A BK x t=  (5.34) 

จะรับประกันไดวาเสถียรแบบเชิงเสนกํากับ (Asymptotically stable) 

4.) คาตํ่าสดุของ J ในสมการ (5.31) มีคาเทากับ 0 0
TJ x Px=   

 

สามารถอธิบายแนวคิดสําหรับการควบคุม LQR ไดดังนี้ สมมุติวาระบบพลวัตในสมการ 

(5.29) ถูกกระตุน และผลรวมของการกระตุนจะสะทอนออกมาในรูปของเวกเตอรสเตตเร่ิมตน 0x  

โดยเงื่อนไขเร่ิมต นนี้อาจมองไดเปนการเบี่ยงเบนที่ไมพึงประสงคจากตําแหนงสมดุลของระบบ  

( )   0x t =  ดังนั้น หนาที่ของตัวควบคุมคือ สรางเวกเตอรควบคุม ( )u t  ที่จะคุมคาของเวกเตอร

สเตต ( )x t  ใหกลับเขาสูตําแหนงสมดุลโดยเร็วที่สุดเทาที่จะทําได หากระบบ (5.29) สามารถ

ควบคุมได ( )x t สามารถที่จะถูกขับเขาสูศูนยเร็วที่สุดอยางไรก็ได แตอาจตองการสัญญาณ

ควบคุมที่มีขนาดสูงมาก ซึ่งในแงของวิศวกรรมศาสตรแลวเปนส่ิงที่ไมพึงปรารถนา สัญญาณ

ควบคุมขนาดสูงจะทําใหตัวขับเราอ่ิมตัว และยังตอง การแบนดวิทธระบบปอนกลับสูง ซึ่งอาจไป

กระตุนระบบพลวัตที่ไมไดถูกโมเดล ดังนั้น จึงมีความตองการที่จะสรางสมดุลระหวางสมรรถนะใน

การขับสเตตเขาสูศูนย กับขนาดของสัญญาณควบคุมในการทํางานดังกลาว วิธีหนึ่งที่ชวยในการ

สรางสมดุลคือ การลดคาของฟงกชันคา  (Cost function) กําลังสองในสมการ (5.31) เนื่องจากทั้ง

สองเทอมใน (5.31) อยูในรูปของกําลังสอง 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0, ( ) 0 T T Tz t z t x t C Cx t x t= ≥ ≠  (5.35) 

 

 ( ) ( ) 0, ( ) 0Tu t Ru t u t> ≠  (5.36) 

ดังนั้น จึงแนใจไดวาจะไมมีคาเปนลบสําหรับคา  t  ใด ๆ นอกจากนั้น เนื่องจากวา

จุดประสงคของการควบคุมคือ ตองการลดคาของฟงกชันคาใหนอยที่สุด ดังนั้น คาที่มากกวาจะ

ถูกใหความสําคัญมากกวาคาที่นอย เชน พจน (5.36) เปนเสมือนปุมควบคุมที่ผูใชสามารถใชปรับ

ขนาดของสัญญาณควบคุม ( )u t  โดยผานเมตริกซ R  ยิ่งเลือก R  มีคามาก จะทําใหขนาดของ 

( )u t ลดลง สวนพจน (5.35) จะใหความสําคัญกับสเตตในฟงกชันคาเมื่อ ( )z t ) มีคาแตกตาไปจาก

คาสมดุลคือศูนย การเลือกวาสเตตใดที่ตองการลดคากระทําผานเมตริกซ C  



  45 

 

 

5.3.2.2 การออกแบบและใชงาน LQR ในทางปฏิบัติ 

1.) การคํานวณหาคําตอบ 

โดยปกติแลวจะไมสามารถที่จะหาคําตอบของสมการ ARE ไดงายโดยไมใชคอมพิวเตอร

ชวยยกเวนสําหรับเมตริกซอันดับตํ่าบางกรณี ซอฟทแวรเชน MATLAB จะมีตัวชวยในการหา

คําตอบของ ARE โดยวิธีคํานวณเชิงเลข วิธีการคือแปลงการแกปญหา ARE ที่ไมเปนเชิงเสน

สําหรับเมตริกซ P เปนการแกปญหาเชิงเสนของโครงสรางเจาะจง (Eigen structure) ของเมตริกซ

แฮมิลโทเนียม (Hamiltonian) ที่สัมพันธกัน 

2.) การเลือกคาน้ําหนัก 

ในสวนปญหาของการใชตวัออกแบบ LQR คือวา จะเลือกใหน้ําหนักกับเมตริกซ Q และ R 

อยางไร โดยปกติแลวการเลือกน้ําหนักมักจําเปนตองอาศัยการคาดเดาคาเร่ิมตน ประกอบกับการ

ลองผิดลองถูกจนกระทั่งไดผลที่นาพอใจ ตอไปจะกลาวถึงคุณสมบัติของ  LQR เชน คาเผ่ือ

เสถียรภาพความไว และแบนดวิทธ และศึกษาวาการเลือกคาน้ําหนักจะสงผลกระทบอยางไรตอ

คุณสมบัติเหลานี้ สําหรับขณะนี้จะเสนอเพียงแนวทางที่อาจเปนประโยชนในการเลือกคาน้ําหนัก

เร่ิมตน 

3.) คาเบี่ยงเบนมากสุดที่ยอมรับได 

เนื่องจากโมเดลที่ใชงานอยูเปนแบบเชิงเสน คาของ 1x และ 1iu  จะเปนคาที่เบี่ยงเบนไป

จากคาปกติ คาเบี่ยงเบนเหลานี้จะตองมีขนาดเล็กเพียงพอเพื่อวาโมเดลจะยังคงความเปนเชิงเสน

อยูได ดังนั้น ในการเลือกคาเร่ิมตนของเมตริกซใหน้ําหนัก อาจพิจารณาคาเบี่ยงเบนไปจากคาปกติ

มากสุดเทาที่ยอมรับไดของตัวแปรแตละตัว สมมุติวาหากตองการให ( ) iix t x≤  และ ( ) iiu t u≤  

ดังนั้น อาจนิยาม 

 
2 21 1,

i i
Q diag R diag

x u
   = =   
   

 (5.37) 

มีผลทําใหตัวแปรที่ยอมใหเบี่ยงเบนจากคาปกติไดนอยจะถูกใหความสําคัญในการลดคา

มากที่สุด และในทางกลับกันตัวแปรที่เบี่ยงเบนไดมากจะถูกใหน้ําหนักนอย 

4.) การพิจารณาเชิงกายภาพ 

ในงานหลายประเภท โมเดลที่ใชในการออกแบบไดมาจากการแปลงสมการอนุพันธไมเปน

เชิงเสนที่ไดจากหลักการทางฟสิกส เชนกฎของนิวตันใหเปนโมเดลเชิงเสน ในระบบดังกลาว  ตัว

แปรสเตตจะมีความหมายทางกายภาพที่สามารถใชประโยชนในการเลือกเมตริกซใหน้ําหนัก 

ตัวอยางเชนสมมุติวา ตัวแปรสเตตของระบบทางกลไดแก ตําแหนงและความเร็ว หากใหน้ําหนัก
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แกสเตตที่เปนตําแหนงมากกวาสเตตความเร็ว ก็คาดเดาไดวาความเร็วในการตอบสนองของระบบ

ควรจะเพิ่มข้ึน ในทางตรงขามหากใหน้ําหนักกับสเตตความเร็วมาก หมายความวาใหความสําคัญ

ในการลดคาความเร็วมากกวา ดังนั้น ผลที่ไดคือ ผลตอบสนองระบบควรจะชาและมีการหนวงมาก 

อยางไรก็ตาม ไมสามารถไดโมเดลจากหลักการทางฟสิกสเสมอไป ในกรณีดังกลาว

จําเปนตองหาโมเดลทางคณิตศาสตรดวยวิธีการทางปฏิบัติ เชน การหาเอกลักษณระบบ ใน

ลักษณะนี้สเตตของระบบโดยทั่วไปจะไมมีความหมายทางกายภาพแตอยางใด แตยังคงสามารถ

ใหน้ําหนักกับเอาตพุตที่วัดได เชน  y Cx= ที่ใชในการสรางโมเดล กลาวโดยรวมคือ โมเดลที่ได

จากหลักการทางฟสิกสจะสนับสนุนการออกแบบที่ใหสมรรถนะสูงไดดีกวาโมเดลที่ไดจากขอมูล

อินพุตและเอาตพุต 

 

5.3.2.3 การแปลงการตามรอยเปนปญหาคุมคา 

สมมติวามีระบบเชิงเสน 

 
    
  

x Ax Bu
y Cx
= +
=

 ( 5.38) 

และตองการใหเอาตพตุ ( )  y t  ตามรอยเสนทางทีต่องการ คือ ( )*y t  โดยตองการคุม

คาของสัญญาณควบคุมดวย ปญหาลักษณะนี้เรียกวา การตามรอย และสามารถแกโดยการลดคา

ของฟงกชันคา (Cost function) ดังนี้ 

 ( )
0

(  -  *)  –  *  T TJ y y Q y y u RUdt
∞

= +∫  (5.39) 

 

นั่นคือ สามารถจะแปลงปญหาการตามรอยเปนปญหาการคุมคาสเตตและประยุกตใชวิธี

ที่กลาวนี้ได โดยสําหรับกรณีทั่วไป การควบคุมเหมาะที่สุดสําหรับปญหาตามรอยมีความซับซอน 

จะกลาวถึงเฉพาะกรณีพิเศษที่เรียกวาปญหาตามรอยคาต้ัง (Set point) คือ เสนทางที่ตองการเปน

เวกเตอรของคําส่ังข้ันบันได 0*( ) 1( )y t r t=  โดย ใชรวมกับการปอนกลับสเตต เชน  การใชตัว

ชดเชยลวงหนาที่เปนคาคงที่ และการใชตัวควบคุมอินทิกรัล ซึ่งการตามรอยทั้งสองวิธีนี้สามารถ

แปลงเปนปญหาการคุมคาได ดังนั้น สามารถใชวิธี LQR ในการออกแบบตัวปอนกลับสเตตที่ให

ความสมดุลระหวางสเตตและขนาดสัญญาณควบคุม 
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5.3.3 คุณสมบัติของระบบปอนกลับ LQR 

คุณสมบัติของระบบวงปดโดยตัวควบคุมปอนกลับสเตต LQR จะเห็นวาวิธีการออกแบบ 

LQR ทําใหสามารถรับประกันคุณสมบัติที่ดีบางประการในแงของเสถียรภาพ สมรรถนะ และความ

ทนทาน ซึ่งจะเปนจริงเฉพาะกรณีการควบคุมปอนกลับสเตตที่วัดคาไดจริงทั้งหมดในระบบเทานั้น 

ในสวนการ ใชการปอนกลับจากสเตตที่ประมาณคาโดยตัวสังเกตจะไมสามารถรับประกัน

คุณสมบัติเหลานี้ 

จะอธิบายคุณสมบัติของการควบคุมปอนกลับสเตตเหมาะที่สุด โดยอางถึงระบบปอนกลับ 

โดยที่ qz R∈  เปนเวกเตอรของเอาตพุตที่ถูกควบคุม โดยเอาตพุตเหลานี้สามารถนิยามไดดังนี้ 

สมมุติวา Q มีคาอันดับเทากับ q  และแยกตัวประกอบ 2 2
TQ C C=   โดยที่ 2

qxnC R∈  ดังนั้น จะ

ไดวา T Tx Qx z z=  โดยที่เวกเตอร z  จะเปนผลรวมเชิงเสนของตัวแปร  สเตตที่ถูกใหนําหนักใน

ฟงกชันคา (Cost function) (5.31) นิยามฟงกชันถายโอนจากอินพุตควบคุมไปยังเอาตพุตที่ถูก

ควบคุมเปน 

ดังที่ไดแสดงในทฤษฎี 5.1 วาหาก 

 
2 0

A B
rank n q

C
 

= + 
 

 (5.40) 

ดังนั้น อาจกําหนดคาให 

 -1
2  ( (- ) ) RG C A BK B −= +  (5.41) 

ที่สามารถทําให r z=  ในชวงสถานะอยูตัว 

 

5.3.3.1 ผลตางยอนกลับ 

สมมุติวาตองการประเมินความทนทานดานเสถียรภาพของระบบปอนกลับสเตตที่มีตอ

ความไมแนนอนที่อินพุตของระบบ เร่ิมตนโดยการเปดวงการปอนกลับออกที่อินพุตของระบบตาม

รูปที่ 5.14 และปอนสัญญาณอินพตุ ( )inV t  ดังนัน้ ผลตอบสนองของสัญญาณเอาตพตุ ( )outV t  ที่

ตําแหนงดังรูปจะไดเทากับ 

 ( ) ( )  ( )out sf inV s L s V s= −  (5.42) 

โดยที ่

 -1( ) (  -  )sfL s K sI A B=  (5.43) 

คือ ฟงกชันถายโอนวงเปดของการปอนกลับสเตต นิยาม ผลตางยอนกลับ (Return difference) 

สําหรับฟงกชันถายโอนจากสัญญาณอินพุต ( )inV t   ไปยังคาแตกตางระหวางอินพุตกับเอาตพุต 

( )outV t   
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 ( ) ( ) ( ( )) ( )in out sf inV s V s I L s V s− = +  (5.44) 

ผลตางยอนกลับมีคุณสมบัติที่นาสนใจหลายประการที่เปนจริงสําหรับระบบปอนกลับส

เตตโดยไมสนใจวาอัตราขยายของตัวปอนกลับสเตตไดมาอยางไร 

 

5.3.3.2 พหุนามลักษณะเฉพาะของระบบวงเปดและวงปด 

นิยามพหุนามลักษณะเฉพาะวงเปดและวงปดเปน 

 ( ) ( )0 det –s sI Aφ =  (5.45) 

 ( ) ( )det –  c s sI A BKφ = +  (5.46) 

พหุนามทั้งสองมีความสัมพันธกันในรูปของผลตางยอนกลับดังนี้ 

จากความสัมพันธของพหุนามตามสมการ (5.45) และ(5.46) สามารถเขียนไดเปน 

 

 ( )
0

( )det(Im )
( )

c
sf

sL s
s

ϕ
ϕ

+ =  (5.47) 

 

พิสูจนโดยอาศัยเอกลักษณ ( ) ( )det det   I MN I NM+ = +  และ ( )det AB  = 

( ) ( )det detA B  

 

 

1 1

1

det( ( ) ) det( ( )

det(( - ) ( - )
det( - )

det( - )

m n n n

n n

n

n

I K sI A B I sI A BK
sI A sI A BK
sI A BK

sI A

− −

−

+ − = + −

= +
+

=

 

 

5.3.3.3 ภาวะเทากันของผลตางยอนกลับ 

ข้ันตอไปจะแสดงใหเห็นวา ผลตางยอนกลับจะสอดคลองกับเอกลักษณที่เรียกวา ภาวะ

เทากันของผลตางยอนกลับ (The return difference equality) หรือ ภาวะเทากันของคาลมาน 

(Kalman equality) สามารดูการพิสูจนไดในหนังสืออางอิง 

สําหรับ K ที่นิยามตามสมการ (5.32) และ (5.33) จะไดวา 

 

 ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))T T
z z sf sfR P s P s I L s R I L s+ − = + − +  (5.48) 

 

หากระบบมีเพียงอินพุตเดียว R ρ=  และภาวะเทากับ (5.48) จะลดเหลือ 
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11 ( ) ( ) (1 ( ))(1 ( ))T

z z sf sfP s P s L s L s
ρ

 
+ + − = + − + 
 

 (5.49) 

 

จะเห็นวาดานซายของสมการ (5.48) ถูกกําหนดโดยพลวัตระบบและเมตริกซน้ําหนัก

เทานั้น สวนทางดานขวาประกอบดวยผลตางยอนกลับของระบบปอนกลับสเตตเหมาะที่สุด 

สามารถจะใชหลักความจริงนี้ในการแสดงวาการเลือกเมตริกซน้ําหนักจะมีผลตอคุณสมบัติระบบ

ปอนกลับอยางไร 

 

5.3.3.4 คาเผ่ือเสถียรภาพที่ไดจาก LQR 

ในสวนนี้จะแสดงใหเห็นวาระบบปอนกลับสเตตที่ออกแบบโดยวิธี LQR จะใหคาเผื่อ

เสถียรภาพที่รับประกันไดตอความไมแนนอนที่อินพุตของระบบ สังเกตวาคาเผ่ือเสถียรภาพนี้มิได

รับประกันวาระบบจะเสถียรแบบทนทาน เพราะอาจเปนไปไดวาระบบของความไมแนนอนใน

ระบบมีคามากกวาคาเผ่ือที่รับประกัน 

 

1.) คาเผ่ือเสถียรภาพกรณีอินพุตเดียว 

ผลของระบบอินพุตเดียวจะมีรายละเอียดที่ชัดเจนมากกวาระบบหลายอินพุต 

สมมุติจํานวนอินพุต m = 1 และให R ρ= ดังนั้น ฟงกชันความไวและเติมเต็มความไว

ตามสมการ ผิดพลาด! ไมพบแหลงการอางอิง  และ ผิดพลาด! ไมพบแหลงการอางอิง จะถูกจํากัด

ขนาดโดย 

 

 S (j ) 1, sf ω ω≤ ∀  (5.50) 

 ( ) 2,sfT jω ω≤ ∀  (5.51) 

 

สามารดูการพิสูจนไดในหนังสืออางอิง [5] 

 

สามารถแปลงผลจากสมการ  (5.50) เปนแผนภาพ ไนควิสตไดดังรูปที่ 5-3 โดยจะไดวา

เสนกราฟไนควิสตของระบบปอนกลับสเตตเหมาะที่สุดจะตองอยูภายนอกของวงกลมรัศมีหนึ่ง

หนวยที่มีจุดศูนยกลาง ณ จุดวิกฤต คือ -1 หลักความจริงขอนี้บอกเกี่ยวกับคุณสมบัติคาเผ่ือ
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เสถียรภาพของระบบปอนกลับ ในการพิจารณาคาเผ่ือเฟ สสามารถอาศัยหลักความจริงตาม

สมการ 

สําหรับระบบปอนกลับ SISO ที่มีฟงกชันถายโอนความไว S(s) สมมุติวา 

 , 1s α α
∞
≤ ≥  (5.52) 

ดังนั้น จะไดคาเผ่ือเฟสของระบบปอนกลับ 

 1 0.5180 2cosPM
α

−  ≥ −  
 

  (5.53) 

 

 
รูปที่ 5-3 แผนภาพไนควิสตของระบบปอนกลับสเตต LQR [37] 

 

สามารถสรุปคุณสมบัติของระบบปอนกลับสเตตสําหรับกรณี SISO ไดดังนี้ พิจารณา

ระบบในรูปที่ 5-4 ที่สมมุติวามีความไมแนนอนในการโมเดล Γ ที่อินพุตของระบบ ระบบควบคุมที่

ออกแบบโดยวิธี LQR จะยังคงความมีเสถียรภาพสําหรับ 

 • Γ = k โดย k เปนเลขจํานวนจริงที่มีคาอยูระหวาง 
2

1
 < k < ∞ 

 • Γ = je θ  โดยที่ |θ| < 60° 

 • Γ (s) = 1 + ∆(s) โดย ∆(s) เสถียร และสอดคลองกับ 

   ( ) 0.5jω∆ <  (5.54) 
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รูปที่ 5-4 ระบบปอนกลับสเตตที่มีความไมแนนอนที่อินพุตของพลานต 

 

กลาวอีกนัยหนึ่งคือ ระบบจะมีคาเผ่ืออัตราขยายในทิศทางลดลง (Gain reduction 

margin) 50% คาเผ่ืออัตราขยายในทิศทางเพิ่มข้ึน (gain increase margin) เปนอนันต คาเผ่ือ

เฟส 60 ° และสามารถทนตอการเปล่ียนแปลงของอัตราขยายและเฟสพรอมกันไดตามสมการ 

(5.54) 

ส่ิงที่นาสนใจสําหรับหลักความจริงที่วา เสนกราฟไนควิสตของ ( )sfL s  จะตองหลีกเล่ียง

วงกลมหนึ่งหนวยดังในรูปที่ 5-3 ก็คือสามารถสรุปไดวา 

• sfL (s) ไมสามารถจะมีซีโรแบบเฟสไมตํ่าสุด มิฉะนั้นแลวตามหลักของอินทิกรัลความ

ไวปวซง (Poisson sensitivity integral) จะบังคับวาขนาดของ ( )sfS jω จะตองมากกวาหนึ่งใน

บางความถี่ หมายถึงวาเสนกราฟไนควิสตจะตองเขาไปในวงกลม 

 • sfL (s) จะตองมีจํานวนโพลมากกวาซีโรเทากับหนึ่ง จากหลักของอินทิกรัลความไวโบ

เด (Bode sensitivity integral) 

จําเปนตองกลาวเตือนอีกคร้ังหนึ่งวา คาเผ่ือของเสถียรภาพที่รับประกันไดนี้ อาจไมมี

ประโยชนในทางปฏิบัติหากแบนดวิทธของระบบมีคาสูงมากเกิน โดยทั่วไปแลวคาเฟสตของระบบ

จะมีความไมแนนอนในยานความถี่สูง ดังนั้น คาเผื่อเฟส 60 ° ไมเพียงพอที่จะรับประกันความ

ทนทานของระบบ 

 

2.) คาเผ่ือเสถียรภาพกรณีหลายอินพุต 

เราสามารถขยายผลของเสถียรภาพสําหรับระบบอินพุตเดียวไปยังระบบที่มีหลายอินพุต 

สมมุติวา m ≥ 1 และให R = ρI ดังนั้น ฟงกชันความไวและฟงกชันเติมเต็มความไวจะถูก

จาํกดัขนาดโดย 

 ( ( )) 1,sfS jσ ω ω≤ ∀  (5.55) 
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 ( ( )) 2,sfT jσ ω ω≤ ∀  (5.56) 

 

สมมุติวาระบบปอนกลับไดรับผลจากความไมแนนอนที่อินพุตดังเชนในรูปที่ 5.16 จะได

จาก (5.79) วาระบบปอนกลับจะยังคงเสถียรสําหรับความไมแนนอนเชิงผลคูณที่อินพุต Γ(s) = (I 

+ ∆(s)) โดยที่ ∆(s) เสถียรและสอดคลองกับ ( ( ))jσ ω∆  < 0.5,  ∀ω  

นอกจากนั้นยังสามารถจะขยายผลคาเผ่ืออัตราขยายและเฟสจากระบบอินพุตเดียวมายัง

ระบบหลายอินพุตได สมมุติวา R เปนเมตริกซทแยงมุม ดังนั้น สามารถแสดงไดวาระบบปอนกลับ

ในรูปที่ 5.16 จะเสถียรแบบทนทานสําหรับ 

• Γ(s) = diag ( 1k , 2k , …, mk ) โดยที่แตละ 
i

k เปนจํานวนจริงในชวง ½ < ik  < ∞ 

• Γ(s) = diag ( je θ , 2je θ , …, meθ ) โดยที่แตละ | iθ | < 60° 

การพิสูจนผลสําหรับระบบหลายอินพุตนั้นยากกวาระบบอินพุตเดียวมาก จึงไมขอ

กลาวถึง และสังเกตวาผลที่ไดนี้ไมไดรับประกันความทนทานกรณีที่อัตราขยายและเฟสมีการ

เปล่ียนแปลงพรอมกัน หรือกรณีที่ความไมแนนอนมีการเชื่อมตอระหวางปอนกลับ 

 

5.3.3.5 คุณสมบัติเชิงเสนกํากับของตัวควบคุม LQR (Asymptotic behavior) 

มาถึงข้ันนี้ไดเห็นชัดเจนแลววาโพลของระบบวงปดในการออกแบบ LQR จะข้ึนอยูกับการ

เลือกพารามเิตอรในการออกแบบ z(t) และ R ซึ่งสําหรับปญหาโดยทั่วไปจําเปนตองใช

คอมพิวเตอรเขาชวย โดยเฉพาะการหาคําตอบสมการ ARE (5.33) อยางไรก็ตาม สามารถจะคาด

เดาพฤติกรรมเชิงเสนกํากับ (asymptotic behavior) ของโพลระบบวงปด LQR เมือ่แปรคาของ

อัตราขยายตัวควบคุมโดยไมจําเปนตองแกสมการ ARE เพือ่ใหไดอตัราขยาย  และคํานวณหาโพล  

ของระบบวงปด 

ต้ังสมมุติฐานสําหรับการศึกษาคุณสมบัติเชิงเสนกํากับของ LQR ดังนี้ 

1.) ตัวแปรที่ตองการคุมคามีจํานวนเทากับตัวแปรควบคุม  กลาวคือ dim[z(t)] = 

dim[u(t)] = m  

2.) คาน้ําหนักของตัวแปรควบคุมจะกําหนดโดย R = ρ R  โดยที่ ρ เปนคาสเกลารบวก 

และ R = TR > 0 

3.) zP  (s) นิยามดังสมการ (5.54) คือเปนเมตริกซจตุรัสของฟงกชันถายโอนระหวางตัว

แปรที่ตองการคุมคากับตัวแปรควบคุมขณะที่วงปอนกลับถูกเปดให q เปนจํานวน

ของทรานสมิชชั่นซีโร (transmission zero) ของ zP  (s) 
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การปรับคา ρ จะมีผลโดยตรงกับอัตราขายของตัวปอนกลับสเตต เมื่อ ρ → ∞ กลาวได

วาตัวควบคุม LQR จะมีอัตราขยายตํ่า เนื่องจากภายใตสมมุติฐานที่ 2 จะไดวา 

 11( ) ( ) 0Tu t R B Px t
ρ

−= − →  (5.57) 

เมื่อ ρ → ∞ กรณีนี้มักนิยมเรียกวา กรณี ตัวแปรควบคุมราคาสูง (expensive control) 

จึงตองการคุมคาตัวแปรควบคุมใหมีคาเล็ก ๆ ในกรณีตรงขาม คือเมื่อ ρ → 0 ตัวควบคุม LQR 

จะมีอัตราขยายสูง เพราะจะเห็นไดชัดวา u(t) จะมีคาสูง นิยมเรียกกรณีนี้วา ตัวแปรควบคุมราคา

ถูก (cheap control) 

สามารถสรุปคุณสมบัติเชิงเสนกําลับของโพลวงปด LQR เมื่อแปรคาจาก 0 < ρ < ∞ 

ภายใตสมมติฐานดังกลาวไดดังนี้ 

 กรณีอตัราขยายตํ่า : เมื่อ ρ → ∞ โพลจะเร่ิมตนที่ตําแหนงดังนี้ 

• โพลที่เสถียรของ 
z

P (s) 

• ภาพสะทอน (Mirror image) ระหวางแกนจินตภาพ ของโพลที่ไมเสถียรของ 
z

P (s) 

• หาก 
z

P (s) มีโพลที่อยูบนแกนจินตภาพพอดี โพลระบบวงปดจะเร่ิมตนที่ทางดานซาย

ของโพลนี ้

กรณีอตัราขยายสูง : เมื่อ ρ → 0 โพลจะเขาสูตําแหนงดังนี้ 

• ไปยังตําแหนงซีโรเฟสตํ่าสุดของ 
z

P (s) 

• ไปยังภาพสะทอนระหวางแกนจินตภาพของซีโรเฟสไมตํ่าสุดของ 
z

P (s) 

• โพลที่เหลือจะเขาสูอนันตในรูปแบบของบัตเตอรเวอรธที่เสถียร (stable Butterworkth 

patterns) 

จะเห็นวาถึงแมกฎเหลานี้จะไมเพียงพอในการสรางทางเดนิของรากสําหรับโพลวงปด แตก็

ชวยใหมองเห็นพฤติกรรมเชิงเสนกํากับของตัวควบคุม LQR ตัวอยางเชนกรณีอัตราขยายสูงจะ

แสดงใหเห็นถึงผลการเลือก z(t) วามีผลกับพฤติกรรมระบบวงปดอยางไร เพราะ z(t) เปน

ตัวกาํหนดซโีรของ 
z

P (s) 

 

5.3.4 อัตราขยายที่ใชในการควบคุมระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุน 

จากสมการที่ (4.40) แบบจําลองเพนดูลัมผกผันแบบหมุนคือ 
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0 1 0 0 0
0 -0.1645 10.1326 -0.0605 18.2963
0 0 0 1 0
0 -0.0508 23.3411 -0.1394 5.6539

u

α α
α α
β β
β β

       
       
       = +
       
       
       



 



 

 (5.58) 

 

มีโพลของระบบอยูที่ [ ]0 0.1638 4.9761 4.8035 T− −  

และเมื่อหาเมตริกซความควบคุมได  คือ 

 

 

0 21.5503 -4.6501 80.5389
21.5503 -4.6501 80.5389 -53.7351

0 6.6595 -2.2408 159.7457
6.6595 -2.2408 159.7457 -81.1751

Ctl

 
 
 =
 
 
 

 ( 5.59) 

 

และหาคาลําดับชั้น ( Rank) ของเมตริกซ (5.59)  เทากับ 4 เทากับอันดับของระบบที่

ตองการควบคุมหรือลําดับข้ันเต็ม (Full rank) ซึ่งแสดงวาระบบจะมีสัญญาณควบคุมแบบตอเนื่อง

และสามารถกําหนดลักษณะเฉพาะโดยการวางตําแหนงโพลที่ใดๆในระนาบ S 

ใชหลักการของตัวคุมคากําลังสองเชิงเสน (LQR) ในการหาคาอัตราขยายที่เหมาะสมที่สุด

โดยใหฟงชั่นคา (Cost function) ตามสมการที่ (5.60) มีคานอยที่สุด 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

[  ]T tJ x t Qx t u t Ru t dt
∞

= +∫  (5.60) 

 

โดยที่เมตริกซ Q  และ R  เปนคาถวงน้ําหนักของสเตตและสัญญาณควบคุมซึ่งมีคาเปน

บวก 

เลือกคาเมตริกซ   

 

1 0 00 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Q

 
 
 =
 
 
 

 ( 5.61) 

และ 20R =  

ผลของการหาอัตราขยายที่เหมาะสมที่สุดคือ  K = [-2.2361   -1.5325   36.7998    

7.9542] หาคาโพลของระบบจากเมตริกซของระบบ ( )A BK− คือ K = [-5.5079 + 3.9051i -
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5.5079 - 3.9051i -4.9485 -4.3171] และทดลองจายสัญญาณข้ันในแบบจําลองดวยโปรแกรม  

MATLAB ไดผลดังรูปที่ 5-5 
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รูปที่ 5-5 การตอบสนองสัญญาณข้ัน 

 

จากสัญญาณข้ันจะเห็นวาระบบจะเขาสูสมดุลไดในเวลาตํ่ากวา 2 วินาที แตจะมีสวนของ

แขนเพนดูลัมที่จะมีความผิดพลาดที่สถานะอยูตัว 

ในการใชงานตัวควบคุมบนเคร่ือง NI cRIO ตองทาํการแปลงหนวยของคาอัตราขยายทีไ่ด

จากการออกแบบดวยมุมเรเดียนใหเปนหนวยพัลสของเอนโคดเดอร และจากหนวยโวลต  ±10 

โวลต เปน ±32767 ดวยการคูณ 6.43437 สําหรับสเตต ,α α   (สวนแขนเพนดูลัม) และ คูณดวย

1.25671 สําหรับสเตต ,β β  (สวนแทงเพนดูลัม) ซึ่งจะไดอัตราขยายสําหรับ K =  

[ 14.4877 9.8607 46.2468 9.9962− − ] สําหรับแตละสเตต  
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5.4 การสับเปลี่ยนตัวควบคุม 

จากที่กลาวมาขางตนวาการควบคุมเพนดูลัมผกผันแบบหมุนจําเปนจะตองใชตัวควบคุม

สองชนิดเพื่อจุดประสงคในการทํางานตางกัน ผลการควบคุมจะสามารถทํางานไดดีเพียงไรนอกจะ

ประสิทธิภาพของตัวคุมแตละตัวที่สามารถทํางานไดดีแลวยังตองมีการเปนการทํางานระหวางตัว

ควบคุมทั้งสองใหราบร่ืนและตองมีประสิทธิภาพดวย  

การสับเปล่ียนตัวควบคุมสามารถทําไดหลายวิธีอาจใชเฉพาะตําแหนงของเพนดูลัมอยาง

เดียวการเชนเปลี่ยนตัวควบคุมเปนตัวควบคุมเพื่อรักษาสมดุลหรือนําความเร็วมาพิจารณารวม

ดวย นอกจากนี้ดูจากพลังงานของระบบ 

ในวิทยานิพนธนี้ใชหลักการดูจากตําแหนงมุมของแทงเพนดูลัมซึ่งเงื่อนไขของการ

สับเปล่ียนตัวควบคุมจะมีสองเงื่อนไขคือ จากตัวควบคุมแกวงแทงเพนดูลัมข้ึนไปสูตัวควบคุมเพื่อ

รักษาสมดุลจะเปล่ียนที่จุดสมดุลพอดี ( 0β = ) เนื่องจากแบบจําลองที่ใชในการออกแบบตัว

ควบคุมมาจากการแปลงเปนเชิงเสนรอบๆจุดสมดุล ในหลักการแลวตัวควบคุมมีสมรรถนะที่ดีที่สุด

ที่ตําแหนงดังกลาว ในทางกลับกันขณะที่แทงเพนดูลัมอยูในจุดสมดุลอยูแลวและตัวควบคุมเพื่อ

รักษาสมดุลกําลังทํางานอยูจําเปนตองเปล่ียนเงื่อนไขการสับเปล่ียนโดยจะมีการสับเปล่ียนไปสูตัว

ควบคุมสําหรับแกวงแทงเพนดูลัมเมื่อแทงเพนดูลัมทํามุมเกิน 20 องศากับแนวต้ังฉาก 
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รูปที่ 5-6 เงื่อนไขการสับเปล่ียนตัวควบคุม 

 

ดวยเงื่อนไขการสับเปล่ียนตัวควบคุมดังกลาวจะสามารถแสดงลักษณะและสมรรถนะของ

ตัวควบคุมไดชัดเจน ในสวนตัวควบคุมการแกวงข้ึน ถาตัวควบคุมมีการแกวงแทงเพนดูลัมไดไมดี

พอแทงเพนดูลัมจะไมสามารถไปถึงจุดที่จะสับเปล่ียนการทํางานได หรือถามีการแกวงมากเกินไป

ความเร็วที่ผานจุดต้ังข้ึนจะมากจนกระทั่งไมสามารถเล่ียงเพนดูลัมได สวนตัวควบคุมรักษาสมดุล

ถารักษาสมดุลไดไมดีเมื่อเราใสแรงรบกวนแทงเพนดูลัม เพนดูลัมก็จะตกลงมาไดงาย 

เทคนิคการสับเปล่ียนตัวควบคุมนี้เนื่องจากมีการเปล่ียนตัวควบคุมที่ตําแหนงเพนดูลัม

ต้ังข้ึนอุปกรณที่ใชควบคุมจึงตองมีความเร็วมากพอที่จะสับเปล่ียนชนิดตัวควบคุมไดทันที 

5.5 ตัวประมวลผลรวม 

5.5.1 ไมโครโปรเซสเซอร 

หนวยประมวลผลกลางหรือซีพียู มีสวนประกอบหลักคือ 

1.) หนวยคํานวณและตรรกะ (Arithmetic & Logical Unit : ALU) 

ทําหนาที่เหมือนกับเคร่ืองคํานวณอยูในเคร่ืองคอมพิวเตอรโดยทํางานเกี่ยวของกับ การ

คํานวณทางคณิตศาสตร เชน บวก ลบ คูณ หาร และตรรกะศาสตร  

2.) หนวยควบคุม (Control Unit) 
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หนวยควบคุมทําหนาที่ค วบคุมลําดับข้ันตอนการการประมวลผลและการทํางานของ

อุปกรณตางๆ ภายใน หนวยประมวลผลกลาง และรวมไปถึงการประสานงานในการทํางานรวมกัน

ระหวางหนวยประมวลผลกลาง กับอุปกรณนําเขาขอมูล อุปกรณแสดงผล และหนวยความจํา

สํารองดวย เมื่อผูใชตองการประมวลผล ตามชุดคําส่ังใด ผูใชจะตองสงขอมูลและชุดคําส่ังนั้น ๆ 

เขาสูระบบ คอมพิวเตอรเสียกอน โดยขอมูล และชุดคําส่ังดังกลาวจะถูกนําไปเก็บไวใน

หนวยความจําหลักกอน จากนั้นหนวยควบคุมจะดึงคําส่ังจาก ชุดคําส่ังที่มีอยูในหนวยความจํา

หลักออกมาทีละคําส่ังเพื่อทําการแปล ความหมายวาคําส่ังดังกลาวส่ังให ฮารดแวรสวนใด ทํางาน

อะไรกับขอมูลตัวใด เมื่อทราบความหมายของ คําส่ังนั้นแลว หนวยควบคุมก็จะสง สัญญาณคําส่ัง

ไปยังฮารดแวร สวนที่ทําหนาที่ ในการประมวลผลดังกลาว ใหทําตามคําส่ังนั้น ๆ เชน ถาคําส่ัง ที่

เขามานั้นเปนคําส่ังเกี่ยวกับการคํานวณ หนวยควบคุมจะสงสัญญาณ คําส่ังไปยังหนวยคํานวณ

และตรรกะ ใหทํางาน หนวยคํานวณและตรรกะก็จะไปทําการดึงขอมูลจาก หนวยความจําหลักเขา

มาประมวลผล ตามคําส่ังแลวนําผลลัพธที่ไดไปแสดงยังอุปกรณแสดงผล หนวยค วบคุมจึงจะสง

สัญญาณคําส่ังไปยัง อุปกรณแสดงผลลัพธ ที่กําหนดใหดึงขอมูลจากหนวยความจําหลัก ออกไป

แสดงใหเห็นผลลัพธดังกลาว อีกตอหนึ่ง 

 

 
รูปที่ 5-7 โครงสราง FPGA 
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5.5.2 FPGA 

FPGA ยอมาจาก Field Programmable Gate Arrays เปน IC ในลักษณะ ที่สามารถทํา

การ Program ได โดยภายในจะประกอบไปดวย logic gate ตอกันจํานวนมากมายในลักษณะเปน 

array แต logic gate เหลานี้ สามารถที่จะทําการตอเชื่อมจุดตอตามความตองการไดโดยการ 

โปรแกรมใหเปนวงจรที่ตองการ ไดภายใน IC ตัวเดียว และสามารถที่จะเปล่ียนแปลงโปรแกรมใหม

ไดภายหลัง  

สําหรับ FPGA แลวการโปรแกรมของเปนเพียงการตอ และตัดจุดเชื่อมตอภายใน เพื่อให

เปนวงจร และ I/O ตามทีเ่ราตองการ  

 

5.6 ผลการทดลอง 

จากรูปที่ 5-8 กราฟที่หนึ่งแสดงการแกวงของสวนแขนเพนดูลัมสังเกตวามีการเคล่ือนที่

กลับไปมาแตไมมีรูปแบบที่ชัดเจนเนื่องจากตัวควบคุมที่ออกแบบสําหรับแกวงเพนดูลัมข้ึนไมได

ออกแบบเพื่อควบคุมสวนแขนเพนดูลัมและกฎควบคุมใชเพียงแตคาพลังงานของแทงเพนดูลัม

เทานั้นการเคล่ือนที่ของสวนแขนจึงไมมีรูปแบบ ในตอนเร่ิมตนสวนแขนจะเร่ิมแกวงที่ทิศทางหนึ่ง

กอนเพื่อใหเพนดูลัมเร่ิมแกวงจากนั้นจะกลับทิศทางตามกฎควบคุมที่ออกแบบไวซึ่งสัมพันธกับเพน

ดูลัมในรูปที่ 5-8 กราฟที่สองซึ่งแสดงสวนแทงเพนดูลัม จะพบวาการแกวงแทงเพนดูลัมจะขยาย

ขนาดเร่ือยๆไดอยางชัดเจนและอยูในตําแหนงต้ังข้ึนในที่สุดหลังที่เวลาประมาณ 4 วินาที จากนั้น

จะเปล่ียนตัวควบคุมจาก swing up มาเปนตัวควบคุม LQR เพื่อรักษาสมดุลซึ่งจะทําหนาที่แทน

และสามารถเล้ียงแทงเพนดูลัมไดอยางดี แตจะพบวาในสวนแขนนั้นจะยังเหลือสวนที่เปนความ

ผิดพลาดอยูบางพิจารณารูปที่ 5-8กราฟแรก ชวงวินาทีที่ 6 ถึง 18 ซึ่งจะเห็นวามีการแกวงอยุบาง

เล็กนอย ในการรักษษสมดุลเพนดูลัมไดลองมีการจายสัญญาณข้ันเพื่อทดสอบควบคุมตําแหนง

แขนเพนดูลัมซึ่งสามารถทําได แตจะมีการพุงเกิน ( Overshoot) อยูบาง และลองใหตามรอย

สัญญาณคล่ืนไซนสามารถทําไดแตขนาดจะเปล่ียนไปและมีเวลาหนวงอันเนื่องมาจากพลวัตของ

ระบบเพนดูลัมเอง ในสวนกราฟที่สามแสดงสัญญาณควบคุม สังเกตวาในชวงแกวงเพนดูลัมข้ึน

สัญญาณควบคุมมีการเปล่ียนทิศทางไดดีและมีขนาดลดลงตามกฎควบคุมที่ไดออกแบบไว 

นอกจากนี้ขณะที่รักษาสมดุลเพนดูลัมสัญญาณควบคุมคอนขางเรียบแสดงวาการรักษาเสถียร

สภาพมีสมรรถนะที่ดี 
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รูปที่ 5-8 ผลการควบคุมเพนดูลัม 



 

 

 
รูปที่ 5-9 พลังงานของแทงเพนดูลัม 

 

รูปที่ 5-9 แสดงพลังงานของแทงเพนดูลัมสังเกตกราฟที่หนึ่งและสอง จะเห็นวาระดับ

พลังงานศักด์ิของแทงเพนดูลัมเพิ่มข้ึนเร่ือยๆจนในที่สุดมาอยูที่ระดับที่ตองการ สวนพลังงานจลน

จะเห็นวาไมราบเรียบนักเนื่องจากวากฎควบคุมพิจารณาแตพลังงานของแทงเพนดูลัมเมื่อมีการ

กลับทิศสัญญาณควบคุมพลังงานที่ยังมีอยูในสวนแขนเพนดูลัมสงผลมาสูแทงเพนดูลัมทําให

ความเร็วเพิ่มมากข้ึน และพิจารณาพลังงานรวมทั้งหมดถึงแมวาระดับพลังงานจะเพิ่มมากข้ึน

แลวแตตําแหนงของแทงเพนดูลัมยังไมผานจุดที่เปล่ียนตัวควบคุม 
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รูปที่ 5-10 ตําแหนงแขนเพนดูลัมและแทงเพนดูลัม 
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รูปที่ 5-11 ตําแหนงและความเร็วแทงเพนดูลัม 
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ในรูปที่ 5-10 แสดงความสัมพันธของตําแหนงแขนเพนดูลัมและแทงเพนดูลัมโดยตําแหนง

จะเร่ิมที่จุด ( 0,0) และวิ่งไปสูจุด ( 0,π ) จะเห็นวาเสนทางจากจุดเร่ิมตนไปสูจุดสุดทายมีการ

เคล่ือนที่ที่ราบเรียบสม่ําเสมอ สวนในรูปที่ 5-11 แสดงตําแหนงและความเร็วของแทงเพนดูลัมจาก

จุดเร่ิมตนไปสูจุดที่เพนดูลัมต้ังข้ึนซึ่งเสนทางการเคล่ือนที่ของกราฟแสดงใหเห็นความราบเรียบและ

สม่ําเสมอเชนกัน ซึ่งทั้งสองกราฟนี้แสดงใหเห็นวาการตัวควบคุมสําหรับแกวงข้ึนนั้นมี

ประสิทธิภาพที่ดี 

 

 
รูปที่ 5-12 เวลาในการคํานวณ (ก) ใชไมโครโปรเซสเซอรอยางเดียว  

(ข) ไมโครโปรเซสเซอรและ FPGA 

 

จากการใช FPGA รวมทํางานกับไมโครโปรเซสเซอรดวยการนําตัวควบคุม  LQR และการ

สับเปล่ียนตัวควบคุมซึ่งจากเดิมทํางานบนไมโครโปรเซสเซอรทั้งหมดใชเวลาในการคํานวณอยู

ในชวง 1 มิลลิวินาที รูปที่ 5-12 (ก) ซึ่งสามารถลดเวลาการคํานวณลงไดนอยกวา  1 มิลลิวินาที รูป

ที่ 5-12(ข) การที่ลดเวลาในการคํานวณลงไดสามารถเพิ่มประสิธิภาพตัวควบคุมคือ เมื่อการ

คํานวณเกิน 1 มิลลิวินาที ไมโครโปรเซสเซอรจะใชเวลาเพิ่มเปน 2 มิลลิวินาทีในหนึ่งรอบการ

คํานวณ ซึ่งจะทําใหเวลาของรอบการคํานวณไมสม่ําเสมอสงผลใหการหาความเร็วของแขนและ

แทงเพนดูลัมมีคาดอยลง ประสิทธิภาพโดยรวมของตัวควบคุมลดลงและสงผลใหการควบคุมแกวง

เพนดูลัมข้ึนไมสามารถทําได 
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ตารางที ่5-1 สวนโปรแกรมในแตละอุปกรณ 

Host computer PowerPC FPGA 

Labview สําหรับแสดงผลและ

ส่ังการเคร่ือง cRIO 

คํานวณสวนทศนิยม  

ฟงชั่นตรีโกณ  

ตัวควบคุมแกวงเพนดูลัมข้ึน 

ตําแหนงเอนโคดเดอร  

ทิศทางการเคล่ือนที่  

ส่ังจายสัญญาณควบคุม 

คํานวณสวน integer  

ตัวควบคุม LQR  

การสับเปล่ียนตัวควบคุม 

 

5.7 สรุปผลการทดลอง 

ในการควบคุมเพนดูลัมผกผันแบบหมุนโดยใชตัวควบคุมสองตัวคือสวนแกวงเพนดูลัมข้ึน

โดยใชหลักการพลังงานของแทงเพนดูลัมมารองรับพลวัตสวนที่ไมเชิงเสนของระบบ และสวน

ปอนกลับสเตตLQR สําหรับรักษาสมดุลของแทงเพนดูลัมพบวาตัวควบคุมทั้งสองสามารรับมือกับ

ระบบเพนดูลัมผกผันไดอยางดี ในสวนของตัวควบคุมการแกวงเพนดูลัมข้ึนสามารถแกวงเพนดูลัม

ข้ึนอยางราบร่ืนและกระทําไดอยางรวดเร็ว สําหรับตัวควบคุมรักษาสมดุลสามารถรักษาสมดุลเพน

ดูลัมไดทันทีที่แกวงข้ึนถึงตําแหนงต้ังตรง นอกจากนี้ตัวควบคุมรักษาเสถียรภาพสามารถควบคุม

ตําแหนงในสวนแขนเพนดูลัมไดทั้งจาการการจายสัญญาณข้ัน และสัญญาณคล่ืนไซนโดยที่ยัง

รักษาสมดุลเพนดูลัมใหต้ังข้ึนไดตลอด สวนการสับเปล่ียนตัวควบคุมทั้งสองตัวสามารถทําไดอยาง

ราบร่ืนเชนกัน 

จากการนํา FPGA มาชวยในการคํานวณสามารถชวยลดเวลาในรอบการคํานวณได

มากกวาการใชไมโครโปรเซสเซอรเพียงอยางเดียวสงผลใหประสิทธิภาพโดยรวมมีเสถียรภาพมาก

ข้ึน 

 



 

 

บทที่ 6 

สรุปผลและขอเสนอแนะ 

6.1 บทสรุป 

วิทยานิพนธฉบับนี้ไดศึกษาการควบคุมระบบไมเชิงเสนโดยใชเพนดูลัมผกผันเปนระบบ

ทดสอบ ข้ันตอนในการออกแบบตัวควบคุมมีความจําเปนตองรูแบบจําลองทางคณิตศาสตรของ

ระบบ แตในการสรางตัวควบคุมจะไมไดสรางบนแบบจําลองไมเชิงเสนโดยตรงทั้งนี้เนื่องจาก

แบบจําลองทางคณิตศาสตรมีความซับซอนและมีความไมเชิงเสนสูง  เมื่อวิเคราะหการทํางานของ

เพนดูลัมผกผันแบบหมุนนั้นจะตองทําการแกวงเพนดูลัมจากจุดตํ่าสุดใหแทงเพนดูลัมไปอยูใน

ตําแหนงต้ังข้ึนเสียกอน จากนั้นคือรักษาตําแหนงของเพนดูลัมใหอยูในลักษณะต้ังข้ึนตอไป เมื่อ

พิจารณาจากการทํางานจะเห็นวาการควบคุมเพนดูลัมผกผันมีความจําเปนตองแบงการทํางาน

ออกเปนสองสวนจึงมีแนวคิดที่วาใชตัวควบคุมสองชนิดคือ สําหรับการแกวงเพนดูลัมข้ึนโดยใชการ

ควบคุมผานพลังงานของระบบซึ่งจะทําการควบคุมเพนดุลัมผานสมการพลังงานเนื่องจากระบบ

เพนดูลัมผกผันเปนระบบที่มีองศาอิสระเทากันสองแตมีตัวขับเพียงหนึ่งตัวการควบคุมตําแหนง

เพนดูลัมโดยตรงจึงไมสามารถกระทําได สวนการรักษาสมดุลแทงเพนดูลัมจะใชตัวควบคุม LQR 

ซึ่งออกแบบจากแบบจําลองเชิงเสนซึ่งสามารถแปลงระบบไมเชิงเสนใหอยูในรูปเชิงเสนไดที่รอบๆ

สมดุล 

ในข้ันตนไดทําการออกแบบระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนโดยชุดทดลองที่ออกแบบนั้น

จะตองเปนไปตามสมมติฐานที่ใชในการคํานวณหาแบบจําลองนั้นคือมีความแข็งเกร็งและ

ตอบสนองไดรวดเร็ว ดังนั้นชุดทดลองที่ออกแบบจะไมมีชุดสงกําลังเพื่อกําจัดเวลาหนวงของระบบ

และออกแบบใหมีความแข็งแรงของวัสดุสูงเพื่อใหสอดคลองกับสมมติฐานที่ต้ังไว 

จากแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่ไดจากการคํานวณเห็นไดอยางชัดเจนวาระบบมีพจนที่

แสดงความไมเชิงเสนอยูหลายพจนนั่นแสดงใหเห็นอยางชัดเจนวาระบบมีความไมเชิงเสนดังที่

คาดการณไว นอกจากนี้เมื่อทําการแปลงแบบจําลองใหอยูในรูปเชิงเสนที่รอบจุดสมดุล ณ 

ตําแหนงต้ังข้ึน พบวาคาโพลและซีโรของระบบมีคาอยูทางขวามือของแกนจินตภาพบนระนาบ S 

จุดนี้ทําใหทราบวาระบบมีความไรเสถียรถาพและเปนระบบมุมเฟสไมนอยที่สุด 
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การออกแบบตัวควบคุมของระบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนนี้ไดออกแบบใหมีการทํางาน

บนตัวประมวลผลรวมคือ FPGA และไมโครโปรเซสเซอรซึ่งตัวประมวลผลแตละแบบมีขอดี

แตกตางกันออกไปจึงนํามาทํางานรวมกันเพื่อใหตัวควบคุมที่ออกแบบมีประสิทธิภาพสูงสุด 

จากผลการทดลองพบวาการใชตัวคุมทั้งสองชนิดสามารถทําหนาที่ไดอยางมี

ประสิทธิภาพ การแกวงเพนดูลัมข้ึนโดยใชการควบคุมผานพลังงานของระบบ ใชเวลาในการแกวง

ข้ึนประมาณ 4 วินาที ในสวนตัวควบคุม  LQR นอกจากรักษาสมดุลที่จุดสมดุลไดอยางดีแลว ยัง

สามารถทําหนาที่ตามรอยสัญญาณในสวนแขนเพนดูลัมโดยที่ยังสามารถรักษาเพนดูลัมใหอยูใน

ลักษณะต้ังข้ึนไดตลอด  นอกจากนี้การทํางานสับเปล่ียนระหวางตัวควบคุมทั้งสองสามารถทําได

อยางดีและราบร่ืน  และการนํา FPGA มาชวยในการคํานวณสามารถลดเวลาการทํางานของ

โปรแกรมได 

 

6.2 ขอเสนอแนะ 

1.) การออกแบบเพนดูลัมผกผันแบบหมุนควรออกแบบใหความผิดพลาดทางกลนอย

ที่สุดเพื่อใหทราบสมรรถนะที่แทจริงของระบบควบคุมที่ใช เชนในกรณีวิทยานิพนธนี้ 

มิไดมีการใชแหวนล่ืน (Slip ring) ในการสงสัญญาณจากเอนโคดเดอรของแทงเพน

ดูลัม แตใชสายสัญญาณแทน และเนื่องจากสายสัญญาณมีความแข็งทําใหเมื่อสาย

มีการบิดตัวจะมีแรงรบกวนเขาสูระบบโดยมีลักษณะที่ไมสามารถทํานายไดทําใหผล

สมรรถนะของตัวควบคุมมีความชัดเจนนอยลง 

2.) ในการรักษาสมดุลแทงเพนดูลัมตัวควบคุมทําหนาที่เพียงรักษาแทงเพนดูลัมให

สมดุลต้ังอยูที่จุดสมดุลเทานั้น ยังไมสามารถควบคุมใหแทงเพนดูลัมอยูในมุมใดๆที่

ตองการได จึงควรมีการศึกษาและสรางตัวควบคุมสําหรับเพนดูลัมผกผันแบบหมุน

เพื่อรักษาสมดุลที่ตําแหนงใดๆตอไป  

3.) ในการควบคุมตําแหนงสวนแขนเพนดูลัมโดยใชการเปล่ียนตําแหนงควบคุมยังไม

สามารถใหผลที่ดีที่สุดคือมีเวลาหนวงจึงควรมีการออกแบบโดยใชการควบคุมแบบ

ตามรอย (Tracking control) โดยผานพลวัตผกผัน ( Inverse dynamic) เพื่อใหการ

ตามรอยสมบูรณยิ่งข้ึน 

4.) ในการหาคาอัตราขยายสําหรับตัวควบคุมแกวงเพนดูลัมข้ึนจะไดมาจากการทดลอง

ซึ่งควรมีวิธีการหาคาอัตราขยายที่เหมาะสมดวยการคํานวณได 
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ภาคผนวก 

 



 

 

ภาคผนวก ก 

ก.1 รายละเอียดแบบจําลองทางคณิตศาสตรตําแหนงแขนเพนดูลัมลงขางลาง 

 

 
รูปที่ ก-1 การตั้งแกนของเพนดูลัม (Co-ordinate system) 

 

กําหนด θ  เปนคามุมของแขนเพนดูลัมเทียบกับตําแหนงแทงเพนดูลัมลงขางลางตามรูปที่ 

ก-1 ซึ่งมีคามุมตางกัน π  เรเดียน และเราสามารถเขียนความสัมพันธระหวางมุม θ  และ β  ได

ดังนี้ 

 

ตารางที ่ก-1 ความสัมพันธระหวางβ  และ θ  

β θ π= −  

β θ=   

β θ=  

cos cos( )
cos

β θ π
θ

= −
= −

 
sin sin( )

sin
β θ π

θ
= −
= −

 
sin 2 sin 2( )

sin(2 2 )
sin 2

β θ π
θ π
θ

= −
= −
=

 

 

โดยการแทนคาลงในสมการที่ (4.21) สําหรับพิกัดทั่วไป α  
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( ) ( ) ( )
( )

22 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin m

J m L m l m L l m l

m L l C

α α θ θ θ αθ θ

θ θ α τ

+ + − − − +

+ − + =

 

  





 

( )2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin m

J m L m l m L l m l

m L l C

α α θ θ θ αθ θ

θ θ α τ

+ + + +

− + =

 

  





 (A.1) 

 

เมื่อแทนคา mτ  จากสมการที่ (4.31)  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin t b t u

a a

K K K K
R R

J m L m l m L l m l

m L l C u

α α θ θ θ αθ θ

θ θ α

+ + − − − +

+ − + + =

 

  





 

( )
( )

2 2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 0 1 0

sin cos sin 2

sin t b t u

a a

K K K K
R R

J m L m l m L l m l

m L l C u

α α θ θ θ αθ θ

θ θ α

+ + + +

− + + =

 

  





 (A.2) 

 

และสําหรับการเคล่ือนที่ของแทงเพนดูลัม แทนคาลงในสมการที่ (4.28) 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1cos sin 2 sin 0
2

m L l J m l m l C m g lα θ θ α θ θ θ− − + + − + − − = 

   

( )2 2 2
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1cos sin 2 sin 0
2

m L l J m l m l C m g lα θ θ α β θ θ+ + − + + = 

   (A.3) 

 

เมื่อเขียนในรูปเมตริกซ 
2 2 2

0 1 0 1 1 1 0 1
2

1 0 1 1 1 1

2 2
0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 1 1

1 1

sin cos
cos

1 1sin 2 sin sin 2
2 2

1 sin 2
2
0
sin 0

m

J m L m l m L l
m L l J m l

C m l m L l m l

m l C

m gl

αθ θ
θθ

θ θ θ θ α θ α
θα θ

τ
θ

 + +  
   +   
 + − +   

+    
  −  

   
+ =   

  





 









 (A.4) 

 

แทนคา mτ  ดวยสมการ (4.31) ไดแบบจําลองสําหรับตัวควบคุม 
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1 1
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1 1sin 2 sin sin 2
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1 sin 2
2
0
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 (A.5) 

 



 

 

ภาคผนวก ข 

ข.1 การหาคาพารามิเตอรของมอเตอร 

 หลักการทาํงานของมอเตอรกระแสตรงคือการผานไฟฟากระแสตรงเขาไปยงั

ขดลวดที่อยูในสนามแมเหล็กทําใหเกิดแรงเกิดข้ึนในแนวต้ังฉากเสนแรงแมเหล็กและกระแสไฟฟา  

โดยที่สนามแมเหล็กของมอเตอรเกิดจากแมเหล็กถาวรดังนั้นปริมาณสนามแมเหล็กเราสามารถ

กําหนดใหคงที่ได การควบคุมแรงบิดของมอเตอรจึงเกิดจากการควบคุมกระแสไฟฟาที่ไหลผานทุน

มอเตอร (Armature) เพียงอยางเดียว โดยเขียนแผนภาพองคประกอบของมอเตอรออกมาเปนดังนี้ 

 

 
 

รูปที่ ข-1 วงจรระบบของมอเตอร 

 

แรงดันไฟฟา (Voltage) ที่ตกครอมวงจรอารเมเจอร สามารถเขียนไดดังนี้คือ 

 a
s a a b

diV i R L E
dt

= + +  (B.1) 

เพราะ วาแรงดันไฟฟาฟายอนกลับ ( Back EMF, bE ) เปนสัดสวนกับอัตราการ

เปล่ียนแปลงของแนวเสนแรงแมเหล็กหรือความเร็วเชิงมุมของมอเตอร ตามทฤษฎีแรงเคล่ือนไฟฟา

เหนี่ยวนําเราจะได [4] 

 ωNBAEb =  

 b bE K ω=  (B.2) 

 

โดยที ่

bE  =แรงดันไฟฟาฟายอนกลับ 
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N =จาํนวนรอบขดลวด 

B =การเหนี่ยวนําแมเหล็ก 

A =พื้นที่หนาตัดของขดลวด 

bK  = คาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ 

ai  = กระแสไฟฟา 

aR  = คาความตานทานที่ขดลวดอารเมเจอร 

L  = คาความเหนี่ยวนําที่ขดลวดอารเมเจอรω  = ความเร็วเชิงมุมของเพลามอเตอร  

 

เนื่องจากมอเตอรเปนแบบแมเหล็กถาวรถือวาสนามแมเหล็กคงที่ แรงบิดที่มอเตอร

สามารถสรางข้ึนจึงเปนสัดสวนกับกระแสที่ไหลผานขดลวดอารเมเจอร ซึ่งสามารถเขียนไดดังนี้ 

aNBAi=τ  

 t aK iτ =  (B.3) 

 

จากสมการที่ (B.2) และ (B.3) จะเห็นไดวาทั้ง tK  และ eK  ตางก็เทากับ NBA  ดังนั้น

สรุปไดวาคาทั้งสองเทากัน 

 

ข.1.1 การหาคาความตานทานของขดลวดทุนมอเตอร 

เมื่อพิจารณาต้ังแตมอเตอรหยุดนิ่ง ความเร็ว ( ω ) มีคาเปนศูนย ดังนั้น 0b eE K ω= =  

และ  LRa >>  และคา L  มีคานอยมากๆ จากสมการที่ (B.1) เราจะหา aR  คาในมอเตอรไดจาก  

 s a aV i R=  ( B.4) 

การทดลองหาคาความตานทานของขวดลวดเราจะกระทําโดย นํา แอมป มิเตอรวัด

คากระแสที่ไหลเขามอเตอรหนึ่งตัว และโวลตมิเตอรวัดความตางศักยตกครอมที่มอเตอรอีกหนึ่งตัว 

โดยจับมอเตอรไวไมใหหมุน จากนั้นบันทึกคาโดยปรับคาแรงดันเปนคาตางๆกัน นําคาที่บันทึกได

ไปคํานวณตามสมการ ผลที่ไดสามารถดูไดจากภาคผนวก ข 

 

ข.1.2 การหาคาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ 

จากหัวขอที่ ข.1.1  เราสามารถหาคาความตานทานของขดลวดไดเมื่อพิจารณาสมการที่

(B.1)  

 a
s a a b

diV i R L E
dt

= + +  (B.5) 
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เมื่อคา LRa >>  แลว และคา L มีคานอยมากๆ คาใหเทอม 0adiL
dt

=  

 s a a bV i R E= +  (B.6) 

 s a a bV i R K α= +   (B.7) 

 

ในกรณีนี้เราสามารถวัดคา , ,s aV i α  และหาคา ,aR α  ไดจากการคํานวณ เราก็จะได

คาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ 

การทดลองหาคา bK  ทําโดยการตอมอเตอรเขากันแหลงจายแรงดันคงที่ แลวนํามัลติ

มิเตอรวัดคากระแสที่ไหลเขามอเตอรหนึ่งตัว และวัดความตางศักยตกครอมที่มอเตอรอีกหนึ่งตัว 

จากนั้นตอสัญญาณเอนโคดเดอรเขาคอมพิวเตอรแลวทําการแปลงสัญญาณเปนความเร็ว เมื่อ

มอเตอรหมุนเขาสูความเร็วคงที่แลว วัดคาตางๆคือ , ,s aV i α  และ ,aR α  ที่คํานวณไดกลับลงไป

ในสมการที่ (B.7) จะไดคา bK  ทดลองซ้าํโดยใชคาแรงดันหลายๆคา 

 

ข.2 การหาอัตราขยายของเครื่องขยายสัญญาณ 

สัญญาณควบคุม ที่เปนแรงดันจาก เคร่ือง cRIO ถูกแปลงใหเปนกระแสโดย เคร่ืองขยาย

สัญญาณแปลงสัญญาณเพื่อควบคุมแรงบิดของมอเตอรโดยมีความสัมพันธ คือ 

 a ui K u=  ( B.8) 

การทดลองทําโดยการจายสัญญาณควบคุมและวัดคากระแสที่ไหลผานมอเตอร  ในการ

ทดลองนี้แบงเปนสองวิธีการคือปลอยมอเตอรหมุนอิสระ และหยุดมอเตอรอยูกับที่ จากนั้นนํา

ขอมูลไดมาแทนดวยกราฟระหวางสัญญาณควบคุมและกระแสดวยสมการเชิงเสน  คาความชัน

ของกราฟทีค่าํนวณไดคอืคาอัตราขยายของเคร่ืองขยายสญัญาณ  

 

ข.3 การหาคาความเร็วเชิงมุมและความเรงเชิงมุม 

จากเอนโคดเดอรทั้งสองดัวเราสามารถรูตําแหนงมุม  จะทําการหาคาความเร็วเชิงมุมและ

ความเรงเชิงมุมไดดวย 2 วิธีคือ 
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ข.3.1 การหาดวยวิธีเชิงเลข (Numerical Differentiation) 

ในการหาความเร็วดวยวิธีนี้จะกระทําโดยการนําคาตําแหนงสองจุดมาลบกันแลวหารดวย

คาเวลาสุมตัวอยางซึ่งโปรแกรมที่ใชในการคํานวณจะใชรูปแบบผลตางการแบงยอยสามรูปแบบ 

ดังนี้ 

คาอนุพันธการแบงยอยไปขางหนา 

 
( )1( )

( ) i i
i

s

f x f x
f x

T
+ − ′ =  (B.9) 

คาอนุพันธการแบงยอยแบบตรงกลาง 

 
( )1 1( ) 1

( )
2

i i
i

s

f x f x
f x

T
+ − − − ′ =  ( B.10) 

และคาอนุพันธการแบงยอยแบบยอนหลัง 

 
( )1( )

( ) i i
i

s

f x f x
f x

T
− − ′ =  (B.11) 

การใชงานจะใชคาอนุพันธแบบแบงยอยตรงกลางในทุกๆจุดขอมูลยกเวนจุดแรกจะใชการ

แบงยอยไปขางหนาและจุดสุดทายจะใชการแบงยอยไปขางหลัง  ซึ่งจะใชวิธีดังกลาวในกรณีไมสา

มารหาสมการแทนขอมูลได 

 

ข.3.2 การหาดวยการสรางสมการแทนขอมูลที่เหมาะสม(Curve fitting) 

ในการทดลองหาคาพารามเิตอรของระบบจะใช วิธีการจายสัญญาณควบคุมใน รูปแบบ

คล่ืนไซน ( Sine Wave) ดังนั้นผลตอบตําแหนงจะออกในลักษณะใกลเคียงกัน การประมาณ

ฟงกชั่นจึงอยูในรูปแบบ  

 ( )   *sin( * )f x a b x c= +  (B.12) 

โดยที่ ,a b  และ c  คือขนาด ความถี่และมุมเฟสเร่ิมตน ตามลําดับ โดยคาความถี่ของผล

การทดลองจะตองมีคาเทากันสัญญาณอินพุตเทานั้น 

 

ข.4 การหาคาพารามิเตอรของระบบเพนดูลัม 

จากแบบจาํลองทางคณิตศาสตรในหวัขอ 4.1.1 สมการที่ (4.32) จะเห็นวามีพารามิเตอร

หลายตัวที่จําเปนตองใชซึ่งสามารถแบงได 2 ประเภทตาม ตารางที ่4-1 สวนที่หาไมไดโดยตรงจะ

ใชวิธี ดังนี้ 
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ข.4.1 การหาดวยวิธีการคํานวณ 

สําหรับการหาคาโมเมนตความเฉ่ือยของเพนดูลัมสามารถคํานวณไดจากสมการและมี

การยายแกนหมุน [13], [3] ดังนี้ 

 2 2J r dm mR= +∫  (B.13) 

สําหรับเพนดูลัม เอนโคดเดอร และน้ําหนักถวง 

 
2 2

2( )
12

m w lJ mR+
= +  (B.14) 

น้ําหนักถวง 

 
2

2

2
mrJ mR= +  ( B.15) 

โมเมนตความเฉ่ือยรวม 

 
0

2 2 2 2 2
2 2( ) ( )

12 12 2

a e w

a a a e e e w
e e w w

J J J J

m w l m w l m rm R m R

= + +

     + +
= + + + +     
     

 (B.16) 

 

แทนคา  

0.145, 0.042, 0.25,
0.229, 0.042, 0.059, 0.117,
0.22, 0.049, 0.105

a a a

e e e e

w w

m w l
m w l R
m r R

= = =
= = = =
= = =

 

ได 

 2
0 0.0067010J kg m= −  (B.17) 

 

ในสวนแทงเพนดูลัมจะประกอบดวยตัวแทงเพนดูลัมและน้ําหนักถวง และเนื่องจากแทงเพนดูลัมมี

น้ําหนักเบามากเมื่อเทียบกับน้ําหนักถวง ดังนั้นจึงคิดโมเมนตความเฉ่ือยโดยใหจุดศูนยกลางมวล

เปนอนุภาค 

 2
1 1J m l=  (B.18) 

แทนคา 1 2 2, 0.29, 0.089, 0.235rod w rod wm m m m m l= + = = =  ได 

 2
1 0.00651655J kg m= −  ( B.19) 

 

คาโมเมนตความเฉ่ือยที่หาไดจากการคํานวณนี้เพื่อเปนแนวทางใหทราบวาคาที่ไดจาก

การทดลองมีความผิดพลาดหรือไมซึ่งคาที่ไดจะตองไดใกลเคียงกัน 
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ข.4.2 การประมาณดวยวิธีกําลังสองนอยที่สุด (Least Square Estimation) [2] 

สมมติวามีกลุมขอมูล  

1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , )n nx y x y x y   

โดยที ่ n  คือจาํนวนของขอมลู  

เมื่อตองการหาสมการแทนคาขอมูลดวยสมการเชิงเสน 

 ( )g x xα β= +  (B.20) 

หรือเขียนในรูปของเมตริกซไดวา 

 

1,11

1,22

1,

1
1

 

1nn

xy
xy

xy

α
β

  
       =        

   

 


หรือ y Ak=


  (B.21) 

 

( ) 1

T T

T T

y Ak

A y A Ak

A A A y k
−

=

=

=





  



  



 (B.22) 

 

ดังนั้นเราจะสามาถาหาคา k


 ได 

 

ข.4.3 การหาคาพารามิเตอรดวยการทดลองทั้งระบบ 

ในการหาพารามิเตอรดวยวิธีการนี้เราจะทดลองโดยที่ตําแหนงของแทงเพนดูลัมลง

ขางลาง ดังนั้นสมการที่ใชหาคาพารามิเตอรคือ 

 

2 2 2
0 1 0 1 1 1 0 1

2
1 0 1 1 1 1

2 2
0 1 1 1 0 1 1 1

2
1 1 1

1 1

sin cos
cos

1 1sin 2 sin sin 2
2 2

1 sin 2
2
0
sin 0

t u

J m L m l m L l
m L l J m l

C m l m L l m l

m l C

K K
u

m gl

αθ θ
θθ

θ θ θ θ α θ α
θα θ

θ

 + +  
   +   
 + − +   

+    
  −  

   
+ =   

  





 









 ( B.23) 

 

ทําการแยกพารามิเตอรที่หาคาไดและหาคาไมไดในสมการที่ ( B.23) ออกจากกันเปนสอง

ชุด 
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 [ ]
2 2 2

1 0 1 1 1 0 1 0
2 2

01 1 1 0 1

sin cos

sin 2 sin t u

m L m l m L l J
Cm l m L l K K u

α θ θ
α α

αθ θ θ θ

 − − −  
=   

− + +    



 

 



 ( B.24) 

  

12 2 21
1 0 1 1 1 1 1 1 12

1

cos sin 2 sin
J

m L l m l m l m g l
C

α θ θ α θ θ θ θ
    − − + − =       

  

   (B.25) 

 

ในทางซายมือของสมการที่ ( B.24) และ (B.25) คือพารามิเตอรที่หาคาไดโดยในสวนคา

ความเร็วและความเรงเชิงมุมไดมาจากการทดลองหาผลตอบสนองของระบบแลวคํานวณจากคา

ตําแหนงของชดุทดลอง และเมือ่แทนคา , , , , ,θ θ θ α α α 

   ที่ไดจากทุกๆชวงเวลาการสุมขอมูล 

(Sampling Time) กลับลงไปในสมการที่ (B.24) และ (B.25) จะไดชุดสมการตามจํานวนเวลาการ

สุมขอมูล สมมติจํานวน N สมการ และจัดสมการลงในเมตริกซ 

กําหนดให i  เปนดัชนีของขอมูลตัวอยางมีคา 1 ถึง N 

 
1 1 1

2 2 2 0

0

0i

n n n

y Ak
y
y J

y A k
C

y

α α
α α

α α

=

   
        = = =       
   
   

 

 

  

 

 (B.26) 

 
2 2 2

1 0 ( ) 1 1 ( ) 1 0 1 ( )

2 2
1 1 ( ) ( ) ( ) 1 0 1 ( ) ( ) ( )

0 sin cos

sin 2 sin
i i i i

i i i i i t u i

y m L m l m L l

m l m L l K K u

α θ θ

α θ θ θ θ

= − − −

− + +



 



 (B.27) 

 

ดวยวิธีการในหัวขอ ข.4.2  สามารถไดคาพารามิเตอร 0 0,J C  ในทางกลับกันเมื่อ

กําหนดให 

 2 2 21
1 0 1 ( ) ( ) 1 1 ( ) 1 1 ( ) ( ) 1 1 ( )21 cos sin 2 sini i i i i i iy m L l m l m l m g lα θ θ α θ θ= − − + −

   (B.28) 

 

และเมตริกซ A  คือเมตริกซของความเร็วเชิงมุมและความเรงเชิงมุมของแทงเพนดูลัมแลว

จะไดคาพารามเิตอร 1 1,J C  

 

ข.4.4 การหาคาพารามิเตอรของแขนเพนดูลัม 

การหาพารามิเตอรเฉพาะสวนแขนเพนดูลัมนี้จะใชการคํานวณจากสมการแรงบิดของ

ระบบ 
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 0 0 mJ Cα α τ+ =   (B.29) 

ดวยวิธีการนี้จําเปนตองทําการถอดแทงเพนดูลัมออกกอน เมื่อเหลือแตสวนแขนเพนดูลัม

แลวจะทดสอบดวยการจายสัญญาณข้ัน (Step Signal) และบันทึกขอมูลตําแหนงของมอเตอรเพื่อ

นํามาหาคาความเร็วเชิงมุมและความเรงเชิงมุมที่ทุกๆจุดขอมูล และทราบคาแรงบิด τ  จาการหา

คาจากนั้นใชวิธีกําลังสองเชิงเสนเพื่อหาคา 0J  และ 0C  

 

ข.4.5 การหาคาพารามิเตอรของแทงเพนดูลัม 

วิธีการทดลองคือใหเฉพาะสวนแทงเพนดูลัมเทานั้นที่เคล่ือนที่ ไมมีการจายคาสัญญาณ

ควบคุม แทงเพนดูลัมจะแกวงอยางอิสระในลักษณะที่ลงขางลางดังนั้นคา , ,α α α   และ u  มีคา

เทากับศูนย ดังนั้นสามารถลดรูปไดเหลือ 

 

 ( )2
1 1 1 1 1 1 sin 0J m l C m glθ θ θ+ + + =   (B.30) 

 

เชนเดียวกับการหาพารามิเตอรทั้งระบบ ดวยวิธีกําลังสองนอยที่สุดจะไดคา  1 1,J C  
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รูปที่ ข-2 การแกวงอยางอิสระของแทงเพนดูลัม 

นอกจากนี้การหาคาเมื่อพิจารณารูปที่ ข-2 นั่นคือการแกวงแบบมีความหนวง ซึ่งอธิบาย

ไดจากสมการ [3] 

 ( ) sin( )ty t Ae tξ ω φ− ′= +  (B.31) 
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โดยที่ 2 2ω ω ς′ = − , ς  คือคาคงที่ความหนวงซึ่งมีคาเทากับ 
2
C
J

ς =  

จะเห็นวาจากสมการการแกวงแบบมีความหนวง คาขนาดของมมุแกวงจะมีการลดลงแบบ

ยกกําลัง ( Exponential) ดังนั้นถาสามารถหาสมการแบบยกกําลังมาประมาณคา ขนาดของมุม

แกวงสูงสุดทุกๆจุดไดก็สามารถหาคาสัมประสิทธิ์ความเสียดทานได 

 



 

 

ภาคผนวก ค 

ค.1 ผลการหาคาพารามิเตอร 

ค.1.1 คาความตานทานของขดลวดมอเตอร ( aR ) 

ตารางที ่ค-1 คาความตานทานเฉล่ียตามคร้ังการทดลอง 

การทดลองคร้ังที ่ คาความตานทาน (โอหม) 

1 7.537327 

2 7.526661 

3 7.204792 

4 7.042604 

 

ตารางที ่ค-1 จะเห็นวาผลการทดลองในการทดลองคร้ังที่ 1 คาความตานทานเฉล่ียจะมี

คาสูงที่สุด เนื่องจากมอเตอรที่ใชในการทดลองเปนมอเตอรเกาและไมไดมีการใชงานมานานความ

ตานทานที่เพิ่มข้ึนอาจมีสาเหตุมาจากชั้นออกไซดเกิดข้ึนที่ผิวของคอมมิวเตเตอร ( Commutator) 

ของมอเตอร ซึ่งเมื่อใหมอเตอรหมุนทํางานระยะหนึ่งชั้นออกไซดที่เกิดข้ึนจะหายไป  ในการทดลอง

คร้ังที่ 2, 3 และ4 จะเห็นไดวาความตานทานมีคาลดลง 

 

ค.1.2 คาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ bK  

 

ตารางที ่ค-2 แสดงการหาคาคงที่แรงดันไฟฟายอนกลับ bK  

แรงดัน 

(โวลต) 

กระแส 

(แอมแปร) 

ความตานทานขดลวดที่ใช 

(โอหม) 

ความเร็ว 

(rad/s) bK  

16 0.161 7.042604 97.4063 0.15262 

19.99 0.175 7.042604 125.457 0.149514 

21.05 0.178 7.042604 133.024 0.148818 

   คาเฉล่ีย 0.150317 

 



  85 

 

ค.1.3 คาเกนของเครื่องขยายสัญญาณ (Amplifier Gain) 

นําผลการทดลองมาวาดกราฟ ดวยโปรแกรม MATLAB ไดผลดังรูปที่ ค-1 
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รูปที่ ค-1 ความสัมพันธระหวางสัญญาณควบคุมและกระแสโดยใหมอเตอรหมุน 

 

จากวิธีที่ 1 โดยการปลอยใหมอเตอรหมุน เมื่อทําการถดถอยแบบเชิงเสนไดสมการดังนี้ 

 ( ) 2.17193 0.03739y x x= +  (C.1) 

จากสมการที่ (4.39) เมื่อเทียบสัมประสิทธิ์จะไดคา uK  เทากับ 2.17193 
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รูปที่ ค-2 ความสัมพันธระหวางสัญญาณควบคุมและกระแสโดยหยุดมอเตอร 

 

และจากวิธีที่ 2 โดยการหยุดมอเตอร เมื่อทําการถดถอยแบบเชิงเสนไดสมการดังนี้ 

 ( ) 2.20344 0.04216y x x= +  (C.2) 

เมื่อเทียบสัมประสิทธิ์กับสมการที่ (4.39) จะไดคา uK  เทากับ 2.200344 

 

ตารางที ่ค-3 ผลการทดลองหาอัตราขยายเคร่ืองขยายสัญญาณ 

การทดลองแบบที่ คาความชนัของกราฟ คาความคลาดเคล่ือน 

1 2.17193 0.03739 

2 2.20344 0.04216 

คาเฉล่ีย 2.18766 0.03978 

 

จากผลการทดลองคร้ังขางตนจะพบวาเมื่อจายสัญญาณควบคุมที่ 0 โวลต เครื่องขยาย

สัญญาณจะมีการจายกระแสออกมา 0.03739 แอมป และ0.04216 แอมป ซึ่งคาที่ไดจาการวัดจริง

คือ 0.038 แอมป นั่นแสดงวาเคร่ืองขยายสัญญาณมีคาคลาดเคล่ือน ( Offset) จริงตองมีการ

ชดเชยเพื่อใหเทากับศูนย และเพื่อใหการควบคุมสามารถทําไดละเอียดยิ่งข้ึนจึงทําการปรับลด

อัตราขยายของเคร่ืองขยายสัญญาณลง 
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รูปที่ ค-3 ความสัมพันธสัญญาณควบคุมและกระแสโดยมอเตอรหมุนหลังลดอัตราขยาย 

 

เมื่อทําการถดถอยแบบเชิงเสนไดสมการดังนี้ 

 ( ) 1.00748 0.0005806y x x= +  (C.3) 

และเทียบสัมประสิทธิ์กับสมการที่ (4.39) จะไดคา uK  เทากับ 1.00748 
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รูปที่ ค-4 ความสัมพันธสัญญาณควบคุมและกระแสโดยหยุดมอเตอรหลังลดอัตราขยาย 

เมื่อทําการถดถอยแบบเชิงเสนไดสมการดังนี้ 

 

 ( ) 1.00782 0.002485y x x= +  (C.4) 
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และเทียบสัมประสิทธิ์กับสมการที่ (4.39) จะไดคา uK  เทากับ 1.00782 

 

ตารางที ่ค-4 ผลการทดลองหาอัตราขยายเคร่ืองขยายสัญญาณหลังปรับอัตราขยาย 

การทดลองแบบที่ คาความชนัของกราฟ คาความคลาดเคล่ือน 

1 1.00748 0.0005806 

2 1.00782 0.002485 

คาเฉล่ีย 1.00765 0.000153 

 

ค.1.4 การหาคาพารามิเตอรของแขนเพนดูลัม 

การหาคาพารามิเตอรของสวนแขนเพนดูลัมจะใชการจายสัญญาณพัลสใหแกระบบ ซึ่งใน

การทดลองหาคาพารามิเตอรสวนแขนของเพนดูลัมนี้จะใชสัญญาณทดสอบ ±1 โวลต 0.5 วินาที, 

±1 โวลต 1 วินาที, -1 โวลต 2 วินาที และ ±2 โวลต 2 วินาที แลวบันทึกคาตําแหนงเทียบกับเวลา

เพื่อนํามาหาความเร็วและความเรงเชิงมุม ไดผลการทดลอง 

จากผลการทดลองดวยวิธีดังกลาวไดคาเฉล่ีย 0 00.005674, 0.0013647J C= =  

 

ค.1.5 การหาคาพารามิเตอรของแทงเพนดูลัม 

ในการทดลองปลอยใหแทงเพนดูลัมแกวงอยางอิสระและไดคาตําแหนงเทียบกับเวลา 

จากนั้นนําคาตําแหนงดังกลาวมาหาความเร็วเชิงมุม และความเรงเชิงมุมดวยวิธีการเชิงเลข 
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รูปที่ ค-5 การแกวงอยางอิสระของแทงเพนดูลมั 
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ตารางที ่ค-5 ผลการหาพารามิเตอรของแทงเพนดูลัม 

คร้ังที่ 
1J  1C  

1 0.00693922 -0.00007434 

2 0.00694833 -0.00007846 

คาเฉล่ีย 0.006943755 -0.0000764 

 

จากขอมูลตําแหนงของการปลอยแทงเพนดูลัมใหแกวงอยางอิสระ เลือกใชชวงขอมูลใน

วินาทีที่ 2 ถึง 29 มาวิเคราะห 
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รูปที่ ค-6 ตําแหนงของเพนดูลัมและเสนโคงยกกําลังแทนคาแอมปลิจูดสูงสุด 

 

โดยใชโปรแกรม MATLAB ทําการหาจุดที่แอมปลิจูดสูงสุดในแตละชวงแลวแทนดวยเสน

โคงยกกําลัง ไดดังนี้ 

 ( ) Bty t A−=  ( C.5) 

 

โดยที่ 0.5311 , 0.0117A B= =  และ 
2
CB
J

ς= = ; 0.006943755J =   

ได 1 0.00162483867C =  

 

ค.1.6 ผลการหาคาพารามิเตอรของเพนดูลัมผกผันทั้งระบบ 

ในที่นี้จะยกตัวอยางการทดลองเพื่อเปนแนวทางในการทําความเขาใจ สัญญาณที่ใช

ทดสอบคือ คล่ืนไซนที่ความถี่ 1 เฮิรทซ แอมปลิจูด (Amplitude) 1 โวลต มุมเฟส π  เรเดียน 



  90 

 

0 10 20 30 40 50
-1

0

1
Si

nn
al

 (V
)

0 10 20 30 40 50

0

1

2

Ar
m

 P
os

iti
on

 (r
ad

)

0 10 20 30 40 50
-2

0

2

Time (s)

Pe
nd

ul
um

 
Po

sit
io

n 
(ra

d)

 
รูปที่ ค-7 ผลตอบสนองของระบบตอสัญญาณ 

 

พิจารณารูปที่ ค-7 ในสวนแทงเพนดูลัมจะเห็นวาชวงเร่ิมตนถึงเวลา 30 วินาทีตําแหนง

ของแทงเพนดูลัมยังมีแอมปลิจูดของการแกวงไมสม่ําเสมอ และเนื่องจากขอมูลที่ใชงานคือ 

อนุพันธอันดับหนึ่ง (ความเร็วเชิงมุม) และอนุพันธอันดับสอง (ความเรงเชิงมุม) ดังนั้นเพื่อความ

สะดวกในการหาสมการแทนขอมูลจึงใชขอมูลจากชวงที่ 30 ถึง 50 วินาที นอกจากนีส้วนของแขน

เพนดูลัมถึงแมนจะเขาสูสถานะคงตัวไดเร็วแตชวงขอมูลมิไดแกวงอยูระหวางแกนตําแหนงทากับ

ศูนยจึงไดมีการปรับขอมูลใหสมมาตรกับแกนตําแหนงเทากับศูนย ซึ่งไมมีผลตอขอมูลที่ตองการ 

แสดงตําแหนงของแขนเพนดูลัมและกราฟแทนผลตอบสนองดวยฟงกชั่นไซน 

 ( )   1*sin( 1* 1)f x a b x c= +  ( C.6) 

 

และ a1 =0.6222, b1 =6.283, c1 =-3.002  

 ( ) 0.6222sin(0.283 3.002)f x = −  (C.7) 
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ทําการหาคาของอนุพันธอันดับที่หนึ่งและสองที่คาชวงเวลาต้ังแต 30 ถึง 50 วินาที และ

แทนคาทั้งหมดที่ไดลงในสมการ และดวยวิธีการกําลังสองนอยที่สุดจะไดคาคาโมเมนตความเฉ่ือย

และสัมประสิทธิ์ความเสียดทานของระบบที่ใชในการทดลอง ซึ่งแสดงไวในภาคผนวก 

 

ตารางที ่ค-6 ผลการหาพารามิเตอรทั้งระบบ 

0J  0C  1J  1C  

0.0068487 0.0020882 0.0000763 0.0003340 

 

ตารางที ่ค-7 พารามิเตอรที่ไดจากการหาดวยวิธีตางๆ 

 
0J  0C  1J  1C  

คํานวณ 0.006701 - 0.00651655 0.0016248 

สวนแขนเพนดูลัม 0.005674 0.0013647 - - 

สวนแทงเพนดูลัม - - 0.006943755 -0.0000764 

ทั้งระบบ 0.0068487 0.0020882 0.0000763 0.0003340 

 

จากผลการหาคาพารามิเตอรของระบบเพนดูลัมที่ใชในการทดลองจะเห็นไดวาในแตละ

วิธีการจะมีคาที่ไดแตกตางกัน  ในทางหลักการแลวการทดสอบทั้งระบบเปนคาที่เหมาะสมในการ

นําไปใชออกแบบตัวควบคุม แตจากแบบจําลองคณิตศาสตรในสมการที่ (4.32) จะเห็นไดวามีพจน

ที่ไมคงที่คือตําแหนง ความเร็ว และความเรง ประกอบอยูกับพารามิเตอรที่ตองการหาถาคาพจน

ตําแหนง ความเร็ว และความเรง มีคาตางกันมากเชนความเร็วมีคามากกวาความเรงมากๆ 

พารามิเตอรที่อยูในพจนเดียวกับความเรงเมื่อคํานวณออกมาไดจะมีความคลาดเคล่ือนสูง และ

อุปกรณฉบับในวิทยานิพนธนี้มีขอจํากับในการทดสอบนั่นคือไมสามารถหมุนไดรอบโดยอิสระ 

รูปแบบสัญญาณที่ใชทดสอบจึงมีขอจํากัด การที่ทําใหระบบมีคาความเร็วและความเรงตางๆกัน

เพื่อใหผลทดสอบนาเชื่อถือจึงมีขอจํากัดตามไปดวย 
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