
 

ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตชนิดปรับขนาดไดสําหรับกลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติก 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

นายกอบศกัดิ์ พจนานภาศิริ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

วิทยานพินธนี้เปนสวนหนึ่งของการศึกษาตามหลักสูตรปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต 
สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล   ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล  

คณะวิศวกรรมศาสตร   จุฬาลงกรณมหาวทิยาลัย 
ปการศึกษา  2548 

ISBN 974-53-2366-7 
ลิขสิทธิ์ของจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

 



 

ADAPTIVE FINITE ELEMENT METHOD FOR ELASTIC-PLASTIC FRACTURE MECHANICS 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Mr. Kobsak Potjananapasiri 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

A Thesis Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 
for the Degree of Master of Engineering Program in Mechanical Engineering 

Department of Mechanical Engineering 
Faculty of Engineering 

Chulalongkorn University 
Academic Year 2005 
ISBN 974-53-2366-7 

 



'i::I 1itJ1.11~ i yJ i 'U ~l(JiiUJ'U ~'ll'ij ~ 11 1'1.1~ 'U l~ i ~ ffl11 1'1.1 fHUYlffll {f11'i 

1111 fll1 f1111.1 1.1 ~"l ff ~ f1- 'Vi" 1 ff ~ f1 
.-

'U ltJf1(J1.1fff1~ 'Vi ~'Ul'Ufl1ff~ 

'" <!I 
1 f'1'1 f1'i 'ilHfl'i (J.:Jf1" 

f'l'lfflPl'il~1'i6 ~'i . 11'il hJ'Y16 l~'lfdhl'Vi 

mu:: 1f'1'1f1'i 'i lJ f'l'lfflPl { ~ Wl".:J f1'i W lJll1 1'Y1 tllel tJ (J'U 11~h1'tr 1.1 1'Y1 tll ij'Vi 'U,r 11,j uif • • 
1 1l'U ri1'U 11 ~.:J~ tl.:J f1l'i flf111llPlllJ 11 el f1 fflPl 'i 11~ UI UlllJ 11l,j W cYilPl cu u ' U 

./II?)/ _ d. ~ fI 

... ~~ ...... ~ ...... .. .. . ... .. . . . ... f1WUIPl f1W::1f'1'1f1'i'ilJf'I'lfflPl'i 

. . .. .. .. . .... ~ . . ...... .. . . . . ... ... 11'i::lil'Uf1'i'ilJf11'i 

" I tI" .c:t cv 
(rj'll'1tJf'I'lfflPl'il~1'itJ ~'i .~"tJ lJW11P.1J'Ul) 

......... I...k../':".€}~.k. ............ .. .... .... tll~l 'i 6~111f111l 
(f'I'lfflPl'il~1'i6 ~'i . 11'il1lJ'Y16 l~'lfdhl'Vi) 

........... J.~.t.t.~! .. fi :4..rJfA;f! .. ....... ... f1'i'ilJf11 'i 

.... ........ ... ?~ ... ~~ ... ....... .. f1'i 'i lJf11 'i 



m)lJfftl~ 'YH)'W l'Wtllff~ : 'J:atitJlJin '1 ~ '1 'W,11~i11lJ'W ,1'lfiJ f1tJi'lJ'U'W 1f1 '1~ff1'11i'lJtl"'ff1'tlf1{ tln 

U91tll1tllllJlJ~"'l'tl~tl-'Y'f"'l'tl~tl. (ADAPTIVE FINITE ELEMENT METHOD FOR 

ELASTIC-PLASTIC FRACTURE MECHANICS) ~. ~tJ~mn : ff1'tl91'J11lnU f1'J. 

tJ'J11lJl'lU lf1'lf::ih i'Y'f, 241 mj'l. ISBN 974-53-2366-7 

~ ~ ,J cv ~o ~ q,J "" " 
1'YW1'W'Y'f'W 1m lJlJ'W'Ylltll'JfftlfJ1tll'J 11f1 'J l::'I1t1qj'l1n~tJ'J 11tlltJ 191 'tltll1::fl11lJlfI'W 1 'W 'J::'W llJ 

fI 1 llJ 1 fl1 tJf1 1 'W 'J:: 'W llJ II "':: t1qj'l11 'tllJ lJ 191 'j'j ~lJ II tl'W ~ 1tJ'j:: I ti tJlJ in i ~ '1 'W ,1Wi11lJ 'W,1 1 f1 tJ1.h:: ~fJ j 

1 tJ'J IImlJfI ~lJ~1191tJ{l'vl~ 1 ~1 'W tll'Jth'W 1W 'I11~1'Y'f1'J1ijl91~{11l~'WYltli'", 

1 'W tll'J tl1'W 1W 'I11~ 1'Y'f n 1ij 191 ~{11l ~'W Yltli' mvl~ 1 ~1 'W tll'Jilm 1::11' 'J ~tJ~ 11 i ~1 ~'J:: I ti tJlJin 

1 f1llJ'W ~'W YI tli' "'~ -:J 'tllJ tll 'J ri 1'Y'f 1'J 1ijl91~{11l ~'WYI tli' '" '1 ~ \ltll tJ~ tJ'W 111m tJ tl n ~ 'W YI ttl 'J 91lJ 'W I ff'W lJ 1 tJ ~1 'W 
~ ~ ~ 

" . . 
'JtJtll'J~'WYllm91lJ'W.y;'W111f11lJ'W 1f1 '1 'J~lJtJ"'ltJ'J~tJ~11 mi1llJ'W,1111 ~1 'WlIlJlJ ~l"'~-:JtJ'J ::tltJlJ~1tJ1~i1 
~ 

... .d_ 1 "~~......d.d",.d,, ~ ..... ... .d 
IlJ'W 91 'VIlJ '" 1 tJ'J ~ tJ'J 1 1C)f -:JllJ 'W I~ '" IlJ'W 91 'tll '11 '" tJlJ Itll ~ f191 ~'VI f1 1'W '11 'W -:J 'U~ -:J1~"'llJ 'W 91 Q tl~lJlJ 1 'J 1lJ tl'W 'VI 

"111l1 U -:J tJ '" 1tJ'j ~tJ~ 1111 ",::mi1llJ'W,11 'W lJ ~ nw ~'W ~ -:J I ~'W 1~i1llJ'W ,1l1lJlJ 'tl1lJll1 ~ tJlJ l1 tl~f1 ~ m~-:Jl1lJf1 
" 

'W ~tl1l1tllj V-:J '1 ~'I.J 11 'VIfliJ fI tll'JtJi'lJ'U'W 191mi1llJ'W,11 f1tJ~911 'W~~II"':: l'VIfliJfltlnciltJ'VI~f1 rmm "'tJlJ1 1 ~ 

.., 1 tll'J 'tl~ l-:Jl~i1llJ'W ,1'U'W 1f1 I~tl 1 'W lJ~ I 1W ~~lmpi'W n~'W ~lJ 'tl~-:J'U ~-:J ~lfl11lJl~'W 1~'W ijmC)f'tlii~ 1"l-:J 

1 'W 'Uw::l~tJ1n'W ~'tl~ l-:JI~i1llJ'W,1'U'W 1f1 1 l1w1 'WlJ~ nw ~~1~'W~ 'W n~'W ~lJ 'tl~-:J'U~-:J~1f1 11lJl~'W 1 tJ'W lJ'tl 
u • 

, " . . 
.d. I 0 0 cv .CIt, , QI 0 I '4 QI d t 

1C)f'tllJfll911 'tl1l1 'J lJ 1'V1f1'W fI tll'J \l1tJ'VI~f1 rmm '" tJ'W 'W 'VI1tll'JmtJ'VI~f1 ~'" 1 \1 '" tJflltl n I fI '" ~'W 91 1 'VI ~ f191 ~ 111 tl 

1m -:J911~ltJtitJ'W tlntJi'lJ'U'W 1f1ltJi1llJ'W 911 tJ~~f1~ tJ~l-:J '1 1'W 1 m -:J911~ltJ~'" 1tll'J tJi'lJ'U'W 1f11tJi11lJU,1 
t • I' , " 

IIft11.y;~ 1,-\' tlntll'W1W 'tl1lJn\l~1IiJ'W~~ '1 tJi~lf1tJ ilJ ~11~'W ~~-:JI~lJ 1 l1lJl1'J::~1J1n'J::I~lJ~'W'VItlfli' 'l • 
mi'l tll'J tJi'lJ 'U 'W1 f11tJi1llJ'W,1 

"1-1 ......d.. ....1 :: 0 1 
tl1 'J 91 'J 1 11 'tl ~ lJ fI 1 llJ Q tl91 ~ -:J 'U ~ -:J lJ 'J II tl 'J lJ fI ~ lJ 'Y'f 1 191 tJ 'J 'VI tJ 'J :: f1 fJ l 'U 'W 'W 'W 'VI 1 f1 tJ tl1 'J 

. ." 
1m tJlJll1tJlJ~"'tll'Jtl1'W 1W ~l'Y'fnlijl91~{lll~'W Yltl i'", 11 i~ 1l1tl1 tJ 'J IImlJfI ~lJ~1191~{l1tJ'J::~fJ j;i'W nlJ 

~mi'Y'f'fi 1l1tl-:Jl'W i~tJ~'W '1 ~iiff1l1i'lJtlqjl111~tJ1n'W 1f1v~mr'Y'fn~ i~1I 'tlf1-:J 1 ,-\'I'H'W ~'ltJ'J::iY'VI n tll'Y'f'U~-:J 
'J::lti vlJin i ~ i 'W,1I~i11lJ'W ,1~ii tll'J tJ'J:: ~tl,11 ~1'V1f1iJ fltl n tJ i'lJ'U'W 1f1 mi1llJ'W,11 f1 v~ 911 'W ~~'Y'f~ tJlJnlJ 

tll'J ci1V'VI~f1 rmm ",v 1 'Wtll'Jtl1'W 1W~1'Y'f1'J llJl91tJ{lll~'W Yltli' '" i~l~'W tJ~l'l~ 

fl1f1i'lf1 ...... .1ft}f!:uJ.Jm1~wJ.~... ...... "'lVijtJ;tJiJiY91 .. o!~U .. ':'.~~~~ ........................ . 
4 ~ d'd ... l& - IV J I 

"'lVlJ~'lftJ~11l1'j V 'VI lJ'J tlfJ 1 ... .. V!'.~ .. !~~~ ........ ..... . 
. .,..,. ... 

'tl1'U11'lf1 ..... Jft}f!1nHfl~UJ.'~fl.~ ........ . 

Utll'JfftlfJ1 .. 2~4~ ............................ . 



# # 4570212821 : MAJOR MECHANICAL ENGINEERING 
KEY WORD: FINITE ELEMENT / ADAPTIVE REMESHING TECHNIQUE / J-INTEGRAL / 
DOMAIN INTEGRAL METHOD / SOLUTION MAPPING 

KOBSAK POTJANANAPASIRI : ADAPTIVE FINITE ELEMENT METHOD 
FOR ELASTIC-PLASTIC FRACTURE MECHANICS. THESIS ADVISOR: 
PROF. PRAMOTE DECHAUMPHAI, Ph.D. 241 pp. ISBN 974-53-2366-7. 

A finite element method for two-dimensional crack problems under plane stress, 

plane strain and axisymmetric conditions is presented. A corresponding finite element 

computer program has been developed to estimate the J-integral parameter. 

The domain integral method, for which the J-integral expression has been 

changed from a line-integral expression into a domain form, is utilized as the J-integral 

solution scheme. The 6-node triangular element mesh is enhanced by 9-node 

degenerated elements as crack tip elements. The adaptive remeshing technique is 

implemented for automatically generating small elements in the regions where large 

changes in the von Mises stress gradients occur. At the same time, larger elements are 

generated in the other regions where the stress is nearly uniform. After the new refined 

mesh has been generated in a load level, a solution mapping scheme is employed to 

transfer the old-mesh displacement fields onto those of the new mesh to provide good 

initial fields for the new load level. 

The finite element computer program was verified by calculating the J-integral of 

many benchmark examples of which the solutions are presented in the literature. The 

results have demonstrated that the combined domain integral and finite element method 

with adaptive remeshing technique and solution mapping scheme is efficient in 

determining the J-integral. 
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  ญ 

สารบัญตาราง 
 

ตาราง  หนา 
ตารางที่ 6.1 คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาแรง

ดึงตาง ๆ สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT                            c 
.

.102

ตารางที่ 6.2 คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาความ
เคนดึงระดับตาง ๆ สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT       c 

.
.108

ตารางที่ 6.3 คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลคํานวณที่
คาความดันระดับตาง ๆ สําหรับปญหาทอทรงกระบอกทีม่ีรอยราววางตวั
ตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดัน                                             c 

.

.
.115

ตารางที่ 6.4 คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาความ
เคนดึงระดับตาง ๆ สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสน
รอบวงภายใตภาระความเคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการ
กระจายตัวของสนามอุณหภมู ิ                                                           c 

.

.

.
.121

ตารางที่ 6.5 คาเปอรเซ็นตการขึ้นกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทกิรัลที่คาความ
เคนดึงรัดับตาง ๆ สําหรับปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขาง
เดียวภายใตภาระความเคนดงึและการกระจายตวัของอุณหภูมิตามความ
กวางของแผน                                                                                  c 

.

.

.
.127

 



 ฎ 

สารบัญภาพ 
 

  หนา 
รูปที่ 2.1 กราฟเปรียบเทียบความสัมพันธระหวางคาความเคนกับคาความเครียดที่

เกิดขึ้นในชิ้นงานของวัตถุแบบอิลาสติก-พลาสติกและแบบยืดหยุนไมเชิงเสน
.

.10

รูปที่ 2.2 ปริมาตรควบคุมที่เปล่ียนแปลงตามเวลาเนื่องจากผิวดานนอกเคลื่อนที่ดวย
ความเร็ว jv                                                                                        c 

.
.13

รูปที่ 2.3 วัตถุที่มีรอยราววางตวัอยูในระนาบ                                                        c .14 
รูปที่ 2.4 ปริมาตรทรงกระบอกเล็ก ๆ รอบขอบรอยราว                                          c .14 
รูปที่ 2.5 ปริมาตรวงแหวนรอบขอบรอยราว                                                         c .18 
รูปที่ 2.6 การวิเคราะหรอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสองมิต ิ                            c .20 
รูปที่ 2.7 การวิเคราะหรอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสมมาตรรอบแกน              c .22 
รูปที่ 2.8 เอลิเมนตเล็ก ๆ ของวัตถุสมมาตรรอบแกน                                              c .23 
รูปที่ 2.9 บริเวณที่สนามเอกพันธของ HRR มีอิทธิพลสูงและบริเวณที่คาความเครียด

จํากัดมีอิทธิพลสูงที่บริเวณปลายรอยราว                                                 c 

.
.25

รูปที่ 2.10 นิยามของคาพารามิเตอรระยะการเคลื่อนตวัเปดที่ปลายรอยราว tδ              c .25 
รูปที่ 3.1 ไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียมเกาจุดตอซ่ึงใชเปนเอลิเมนตที่

ปลายรอยราว                                                                                      c 

.
.34

รูปที่ 3.2 ไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมหกจดุตอ                              c .36 
รูปที่ 3.3 ลักษณะการกระจายของคาฟงกชัน q ที่ใชในวิทยานพินธนี ้                      c 

 (ก) ฟงกชั่นรูปปรามิดฐานสี่เหล่ียมจตุรัส                                                c .65 
 (ข) ฟงกชั่นรูปกรวยฐานวงกลม                                                            c .65 
 (ค) ฟงกชั่นรูปปรามิดฐานสี่เหล่ียมผืนผา                                                c .66 
รูปที่ 4.1 พิกัด x-y และพิกัด X-Y                                                                      c .68 
รูปที่ 4.2 เปรียบเทียบคาความเคนกับอนุพันธอันดบัสองของผลเฉลยเทียบกับแกน

พิกัดตาง ๆ                                                                                          c 

.
.70

รูปที่ 4.3 สมการ (4.6) ซ่ึงถูกเขียนอยูในรูปความสมัพันธของสามเหลี่ยมมุมฉาก      c .71 
รูปที่ 4.4 การเรียงตัวของเอลิเมนตลอมรอบจุดตอ i                                               c .73 
รูปที่ 4.5 จุดตอของโครงตาขายใหม p บนเอลิเมนตในโครงตาขายเกา                     c  
 (ก) เอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ                                                                 c .76 
 (ข) เอลิเมนตที่ปลายรอยราว                                                                     c .76 
รูปที่ 4.6 การถายทอดผลเฉลยที่ขอบเขตปญหาเปนเสนโคง                                    c .77 



 ฏ 

  หนา 
รูปที่ 4.7 การหาวาจุดตอที่ปลายรอยราวของเอลิเมนตในโครงตขายใหมอยูบนเอลิ

เมนตที่ปลายรอยราวใดในโครงตาขายเกา                                               c 

 

 (ก) เอลิเมนตที่ปลายรอยราวของโครงตาขายใหมและโครงตาขายเกา         c .78 
 (ข) นิยามของมุมตาง ๆ ที่ใชในการตรวจสอบ                                         c .78 
รูปที่ 4.8 เอลิเมนตที่ปลายรอยราวในโครงตาขายเกาที่บรรจุจุดตอ p                        c .80 
รูปที่ 5.1 ลําดับขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม JFACTOR                                c .86 
รูปที่ 5.2 การกําหนดมมุของระนาบรอยราว รหัสตวัเลขผิวรอยราว และขนาดของ

โดเมน                                                                                               c 

.
.90

รูปที่ 5.3 การกําหนดแรงที่กระทํากับจดุตอที่ปลายรอยราวและจุดตอที่อยูไกลทีสุ่ดบน
ผิวรอยราวในโดเมนที่ทําการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล           c 

.
.90

รูปที่ 5.4 การกําหนดขนาดของโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา                                         c .92 
รูปที่ 5.5 กําหนดขนาดโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผาสําหรับปญหาสมมาตรบนระนาบรอย

ราว                                                                                                    c 

.
.93

รูปที่ 5.6 รูปแบบของไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR เพื่อนําไปใช
สําหรับการปรับขนาดเอลิเมนต                                                             c 

.
.97

รูปที่ 5.7 รูปแบบของไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR เพื่อนําไปใช
สําหรับการแสดงผลกราฟฟกบนจอคอมพวิเตอรดวยโปรแกรม Tecplot 9.0 

.
.97

รูปที่ 5.8 รูปแบบของไฟลที่นําไปใชเพื่อเริ่มตนการคํานวณที่สถานะการคํานวณกอน
หนานี้ที่ไดทําการวิเคราะหเสร็จเรียบรอยไปแลว                                      c 

.
.98

รูปที่ 6.1 รูปรางของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT                                      c .100 
รูปที่ 6.2 รูปรางและรายละเอียดของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT ที่นํามา

พิจารณา                                                                                                      c 

.
.100

รูปที่ 6.3 ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนและโดเมนทีใ่ชในการคํานวณสําหรับปญหาชิ้น
ทดสอบมาตรฐานแบบ CT                                                                   c 

.
.103

รูปที่ 6.4 ลักษณะการกระจายตวัของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa บนโครงตา
ขายเริ่มตนสําหรับปญหาชิน้ทดสอบมาตรฐานแบบ CT ที่คาแรงดึง 
p 1100 N=                                                                                       c 

.

. 
.103 

รูปที่ 6.5 ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติและโดเมนที่ใชในการคํานวณสําหรับปญหาชิน้ทดสอบมาตรฐาน
แบบ CT                                                                                            c 

.

. 
.103 

   



 ฐ 

  หนา 
รูปที่ 6.6 ลักษณะการกระจายตวัของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครง

ตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมตัิ
สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT ที่คาแรงดึง p 1100 N=       c 

.

. 
.104 

รูปที่ 6.7 คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของชิ้นงานมาตรฐานแบบ CT สําหรับปญหา
ความเครียดในระนาบ                                                                          c 

 

 (ก) ที่คาระดับภาระสูง                                                                         c .105 
 (ข) ที่คาระดับภาระต่ําถึงปานกลาง                                                        c .105 
รูปที่ 6.8 รูปรางของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT                                 c .106 
รูปที่ 6.9 รูปรางและรายละเอียดของปญหาปญหาชิน้ทดสอบมาตรฐานแบบ DENT ที่

นํามาพิจารณา                                                                                     c 

.
.107

รูปที่ 6.10 ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT 
พรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและการกระจายตัว
ของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa ที่คาความเคนดึง 480 MPa∞σ = . c

.

. 
.109 

รูปที่ 6.11 ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนคิการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติพรอมโดเมนที่ใชคาํนวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับปญหาชิ้นทดสอบ
มาตรฐานแบบ DENT ที่คาความเคนดึง 480 MPa∞σ =                        c 

.

. 

.
.110 

รูปที่ 6.12 คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของชิ้นงานมาตรฐานแบบ DENT สําหรับปญหา
ความเคนในระนาบ                                                                              c

 

 (ก) ที่คาระดับภาระสูง                                                                         c .111 
 (ข) ที่คาระดับภาระต่ําถึงปานกลาง                                                        c .111 
รูปที่ 6.13 รูปรางของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานใน

ภายใตความดนั                                                                                   c 

.
.112

รูปที่ 6.14 รูปรางและรายละเอียดของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่
ผิวดานในภายใตความดนัทีน่ํามาพิจารณา                                               c 

.
.113

รูปที่ 6.15 คาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคนที่ระดบัความดันตาง ๆ 
สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานใน            c

.
.114

รูปที่ 6.16 ลักษณะของโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลสําหรับปญหาทอทรงกระบอกทีม่ีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานใน
ภายใตความดนัภายใน                                                                          c 

.

. 
.116 

   



 ฑ 

  หนา 
รูปที่ 6.17 ลักษณะการกระจายตวัของคาความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครงตา

ขายเริ่มตนที่คาความดัน p 10 MPa=  ของปญหาทอทรงกระบอกที่มรีอย
ราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดันภายใน                                 c 

.

. 
.116 

รูปที่ 6.18 ลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
พรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลโดยอัตโนมัติสําหรับ
ปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดัน
ภายใน                                                                                               c 

.

. 

.
.117 

รูปที่ 6.19 ลักษณะการกระจายตวัของคาความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครงตา
ขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติที่คาความ
ดัน p 10 MPa=  สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่
ผิวดานในภายใตความดนัภายใน                                                           c 

.

.

. 
.117 

รูปที่ 6.20 ลักษณะการกระจายตวัของคาความเคนตามแนวเสนรอบวง θθσ , MPa 
สําหรับโครงตาขายเริ่มตนและโครงตาขายที่มีการประยกุตเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมตัิที่คาความดนั p 10 MPa=                           c 

.

. 
.118 

รูปที่ 6.21 รูปรางของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใต
ภาระความเคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัวของ
สนามอุณหภูม ิ                                                                                    c

.

. 
.119 

รูปที่ 6.22 รูปรางและรายละเอียดของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอ
บวงภายใตภาระความเคนดงึและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจาย
ตัวของสนามอุณหภูมิที่นํามาพิจารณา                                                    c 

.

. 
.120 

รูปที่ 6.23 ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลสําหรับปญหาทอทรงกระบอกทีม่ีรอยราวตามแนวเสนรอบวง
ภายใตภาระความเคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัว
ของสนามอุณหภูม ิ                                                                                c 

.

.

. 
.122

รูปที่ 6.24 ลักษณะการกระจายตวัของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi สําหรับโครงตา
ขายเริ่มตนที่คาภาระความเคนดึง 90 ksi∞σ =  ของปญหาทอทรงกระบอก
ที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวง                                                              c

.

. 
.122 

รูปที่ 6.25 ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติพรอมโดเมนที่ใชคาํนวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับ
ปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคน
ดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูม ิ     c 

.

. 

.
.123 
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  หนา 
รูปที่ 6.26 ลักษณะการกระจายตวัของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi สําหรับโครงตา

ขายที่มีการประยุกตใชเทคนคิการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติที่คาภาระ
ความเคนดึง 90 ksi∞σ =  ของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนว
เสนรอบวง                                                                                         c 

.

. 

.
.123 

รูปที่ 6.27 คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอ
บวงภายใตภาระความเคนดงึและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจาย
ตัวของสนามอุณหภูม ิ                                                                          c 

.

. 
.124 

รูปที่ 6.28 รูปรางของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใตภาระ
ความเคนดึงและการกระจายตัวของอณุหภูมิตามความกวางของแผน          c 

.
.125

รูปที่ 6.29 รูปรางและรายละเอียดของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขาง
เดียวภายใตภาระความเคนดงึและการกระจายตวัของอุณหภูมิตามความกวาง
ของแผนที่นํามาพิจารณา                                                                      c 

.

. 
.126 

รูปที่ 6.30 ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลสําหรับปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวและการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi ที่คาความเคนดึง 

79 ksi∞σ = .                                                                                    c 

.

. 

.
.128 

รูปที่ 6.31 ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนคิการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติพรอมโดเมนที่ใชคาํนวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi ที่คาความเคนดึง 

79 ksi∞σ =  ของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียว       c 

.

. 

.
.129 

รูปที่ 6.32 คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของปญหาแผนสีเ่หล่ียมแบนทีม่ีรอยราวที่ขอบขาง
เดียวภายใตภาระความเคนดงึและการกระจายตวัของอุณหภูมิตามความกวาง
ของแผนภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบ                                             c 

 

 (ก) ที่คาแรงดงึระดับสูง                                                                        c .130 
 (ข) ที่คาแรงดึงระดับต่ําถึงปานกลาง                                                      c .130 
รูปที่ ข.1 รอยราวที่วางตัวตามแนวแกน 1x  บนชิ้นงานสองมิต ิ                               c .144 
รูปที่ ง.1 กราฟคาความเคนและคาความเครียดของวสัดุที่คา 0 n≤ ≤ ∞                   c .151 
รูปที่ ง.2 แสดงเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจดุตอที่ดานหนึง่ถูกยุบมารวมกันเปนเอลิเมนต

สามเหลี่ยมและจุดตอกึ่งกลางดานและกึ่งกลางเอลิเมนตถูกเลื่อนมาอยูที่
ตําแหนงหนึ่งในสี ่                                                                               c 

.

. 
.153 

 



 ณ 

คําอธิบายสัญลักษณ 

 eA  พื้นที่ของเอลิเมนต 

 TA  พื้นที่ที่ทําการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

 [ ]B  เมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเครียดและระยะเคลื่อนตัว 

 CNG  จํานวนจุดเกาสที่ใชในการอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนดึงที่ผิวรอยราว 

 dΩ  การอินทิเกรตบนปริมาตร 

 dS  การอินทิเกรตบนพื้นที่ผิว 

 
volF
u

⎡ ⎤∂
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 เมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัสเนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 
devF
u

⎡ ⎤∂
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 เมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัสเนื่องจากคาความเคนดิเวียทอริก 

 DNG  จํานวนจุดเกาสที่ใชในการอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนดิเวียทอริก 

 ee  ความเครียดประสิทธิผล 

 ije  ความเครียดดิเวียทอริก 

 p
ije  ความเครียดพลาสติก 

 E คาคงที่ของการยืดหยุน 

 if  แรงวัตถุ 

 { }f  เวกเตอรแรงวัตถุ 

 { }volF  โหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 { }devF  โหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดิเวียทอริก 

 { }tracF  โหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดึงที่ผิว 

 { }bodyF  โหลดเวกเตอรเนื่องจากคาแรงวัตถุ 

 F งานหนาแนนเนื่องจากแรงวัตถุ 

 { }g  เวกเตอรความไมสมดุลยของแรง 

 
o

g  นอรมของเวกเตอรความไมสมดุลยของแรงในชวง Incremental Solution Scheme 



 ด 

 
i

g  นอรมของเวกเตอรความไมสมดุลยของแรงในชวง Iterative Solution Scheme 

 minh  ขนาดของเอลิเมนตที่เล็กที่สุดที่กําหนดโดยผูใช 

 jkH  เทนเซอรโมเมนตัมเนื่องจากพจนพลังงานตาง ๆ 

 J  พารามิเตอรเจอินทิกรัล 

 J  พลังงานที่ถูกปลดปลอยออกจากวัตถุเฉล่ียตอความยาวรอยราว 

 [ ]J  ยาโคบีเมตริกซ 

 k  ขนาดของฟงกช่ันความเคน 

 IK  พารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคน 

 L พลังงานจลนหนาแนน 

  ความหนาของชิ้นงาน 

 m  จํานวนเอลิเมนตทั้งหมดที่มีจุดตอ i เปนจุดตอรวม 

 n  เลขยกกําลังของการทําใหแข็งดวยความเครียด 

  จํานวนจุดตอทั้งหมดบนเอลิเมนต 

 NG  จํานวนจุดเกาสที่ใชในการอินทิเกรต 

 iN  ฟงกชันการประมาณภายใน 

 jkP  เทนเซอรโมเมนตัมพลังงานยืดหยุนของเอสเชลบาย 

 iq  เวกเตอรฟงกช่ันตอเนื่องใด ๆ 

 q̂  ขนาดของเวกเตอร iq  

 r  ระยะทางในแนวรัศมีวัดจากแกนสมมาตร 

 ar  ระยะทางในแนวรัศมีจากแกนสมมาตรถึงปลายรอยราว 

 iR  ระยะรัศมีภายในของทอทรงกระบอก 

 TS  ผิวปริมาตรวงแหวน 

 ijS  ความเคนดิเวียทอริก 

 { }S  เวกเตอรความเคนดิเวียทอริก 

 it  ความเคนดึงที่ผิวในรูปเท็นเซอร 



 ต 

 { }T  เวกเตอรความเคนดึงที่ผิว 

 [ ]TR  เมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเคนที่จุดเกาสและจุดตอ 

 u  การเคลื่อนตัวในทิศทางตามแนวรัศม ี

 iu  การเคลื่อนตัว 

 iu&&  ความเรง 

 { }u  เวกเตอรการเคลื่อนที่จุดตอ 

 iU  คาเฉลี่ยของคาความเคนวอนมิสเซสที่จุดตอ 

 j
eU  คาความเคนวอนมิสเซสที่จุดตอของเอลิเมนตที่ j ซ่ึงมีจุดตอนี้เปนจุดตอรวม 

 VNG  จํานวนจุดเกาสที่ใชในการอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 TV  ปริมาตรวงแหวน 

 pw  น้ําหนักที่สอดคลองกับการอินทิเกรตบนพื้นที่ของจุดเกาสที ่p 

 pws  น้ําหนักที่สอดคลองกับการอินทิเกรตตามเสนของจุดเกาสที่ p 

 W  พลังงานความเครียดหนาแนน 

 eW  พลังงานความเครียดหนาแนนเนื่องจากคาความเครียดยืดหยุนเชิงเสน 

 pW  พลังงานความเครียดหนาแนนเนื่องจากคาความเครียดพลาสติก 

 α  คาคงที่ของวัสด ุ

 tδ  พารามิเตอรระยะการเคลื่อนตัวเปดที่ปลายรอยราว 

 jkδ  ครอนเน็คเคอรเด็ลตา 

 ( )l sδ  ความยาวขอบรอยราวที่เพิ่มขึ้นที่ตําแหนงบนขอบรอยราว s  

 δu  สนามการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน x 

 iδu  คาการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน x ที่จุดตอ 

 { }δ u  เวกเตอรการเคลื่อนตัวเสมือน 

 δv  สนามการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน y 

 iδv  คาการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน y ที่จุดตอ 

 δV  งานเสมือน 



 ถ 

 { }δ ε  เวกเตอรความเครียดเสมือน 

 ε  ความเผื่อของการลูเขาที่ตองการ 

 oε  ความเครียดที่จุดคราก 

 pε  ความเครียดพลาสติกประสิทธิผล 

 ijε  ความเครียดสุทธ ิ

 e
ijε  ความเครียดยืดหยุนเชิงเสน 

 m
ijε  คาความเครียดทางกล 

 ther
ijε  ความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิ 

 ε  ความเครียดตั้งฉากเฉลี่ย 

 { }ε  เวกเตอรความเครียดสุทธ ิ

 { }oε  เวกเตอรความเครียดเนื่องจากอุณหภูมิ 

 ijγ  ความเครียดเฉือนทางวิศวกรรม 

 κ  คาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากสนามอุณหภูมิ 

 { }κ  เวกเตอรสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากความรอน 

 maxλ  ขนาดของคาเจาะจงที่มีคามากที่สุดในโดเมนปญหา 

 ν  อัตราสวนปวสซง 

 ( )k sν  เวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉากกับขอบรอยราววางตัวในระนาบรอยราว 

 iΦ  ตัวแปรไมทราบคาใด ๆ ที่จุดตอ 

 Φ%  ฟงกชันไรหนวยที่ขึ้นกับคามุม θ  

 ρ  ความหนาแนน 

 oσ  ความเคนที่จุดคราก 

 σ  ความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 eσ  ความเคนประสิทธิผล 

 jiσ  ความเคนสุทธ ิ

 { }σ  เวกเตอรความเคนสุทธ ิ



 ท 

 { }σ  เวกเตอรความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 θ  มุมในระบบพิกัดเชิงขั้ว 

 Cθ  มุมที่ระนาบรอยราวกระทํากับแกน 1x  

 Θ  สนามอุณหภูมิ 

 { }Θ  เวกเตอรอุณหภูมิที่จุดตอ 

 { }e nodes
τ  เวกเตอรคาความเคนที่จุดตอ 

 { }opteτ  เวกเตอรคาความเคนที่จุดเกาส 

 Δ  ผลตางของตัวแปรอิสระระหวางคาใหมและเกา 



บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
 
1.1  ความสําคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 
 

ช้ินสวนเครื่องจักรกลและโครงสรางโดยทั่วไปนั้นมักถูกกระทําดวยภาระที่มีขนาด
เปลี่ยนแปลงตามเวลาซึ่งอาจกอใหเกิดความเสียหายทางกลโดยปรากฎออกมาในรูปของรอยราว 
(Crack) ถาชิ้นสวนดังกลาวยังคงรับภาระตอไปจะทําใหเกิดการเติบของรอยราวจนกระทั่งชิ้นสวน
เกิดความเสียหายในที่สุด 

 
การทํานายคาภาระที่ทําใหรอยราวที่ความยาวตาง ๆ เกิดการเติบโตจึงเปนสิ่งจําเปนเพื่อชวย

ใหวิศวกรสามารถตัดสินใจไดวาจะใชช้ินงานนั้นตอไปไดอยางปลอดภัยหรือไมซ่ึงกอใหเกิด
ประโยชนเปนอยางมากเนื่องจากชวยลดความสูญเสียทั้งเวลาและคาใชจาย นอกจากนี้แลวยัง
สามารถทําใหเกิดความมั่นใจไดวาชิ้นงานที่ใชงานอยูนั้นจะมีความปลอดภัยไมกอใหเกิดความ
เสียหายอยางรุนแรงจนทําใหเกิดอันตรายตอชีวิตและทรัพยสิน 

 
แนวทางที่ใชในการเขาถึงปญหาชิ้นสวนที่มีรอยราวโดยทั่วไปนั้นมีอยูหลายแนวทาง โดย

แนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติก (Elastic-Plastic Fracture Mechanics, 

EPFM) เปนแนวทางทางวิศวกรรมหนึ่งที่เหมาะสมกับการวิเคราะหช้ินงานที่มีรอยราวที่การเสีย
รูปแบบไมเชิงเสนที่บริเวณปลายรอยราวมีขนาดใหญเมื่อเปรียบเทียบกับขนาดรูปรางของชิ้นงาน
เกินกวาที่จะประยุกตใชแนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบยืดหยุนเชิงเสน (Linear-Elastic 

Fracture Mechanics, LEFM)  ได โดยในแนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติก
นี้จะอาศัยคาพารามิเตอรตาง ๆ ที่ไดถูกพัฒนาขึ้นเพื่อใชบงบอกสถานะความรุนแรงของสนามความ
เคนและความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวซึ่งจะถูกนําไปใชในการทํานายขนาดของภาระที่มา
กระทํากับชิ้นงานที่ทําใหคาพารามิเตอรเหลานี้มีถึงคาวิกฤตที่ทําใหรอยราวเกิดการเติบโต 

 
เนื่องจากความซับซอนของปญหาตลอดจนการพัฒนาไปอยางมากของเครื่องคอมพิวเตอร

ในปจจุบัน การวิเคราะหปญหาตาง ๆ ทางวิศวกรรมศาสตรโดยทั่วไปนั้นจึงไดนําเอาระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขเขามาใชเพื่อลดระยะเวลาและตนทุนในการทํางานลง โดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปน
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขหนึ่งที่ไดรับความนิยมเปนอยางมากสําหรับการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรม 
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หลักการของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยทั่วไปนั้นจะเริ่มจากการแบงขอบเขตรูปราง
ลักษณะของปญหาออกเปนเอลิเมนตยอย ๆ ซ่ึงในแตละเอลิเมนตจะประกอบไปดวยจุดตอตาง ๆ 
ซ่ึงลักษณะการกระจายของตัวแปรใด ๆ บนเอลิเมนตจะเกิดขึ้นจากการประมาณโดยใชคาของตัว
แปรที่จุดตอและฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนต (Element Interpolation Function) ที่
สอดคลองกับจุดตอนั้น ๆ จากนั้นจะทําการสรางสมการไฟไนตเอลิเมนตจากเอลิเมนตทั้งหมดแลว
นําสมการที่ไดมาประกอบกันเปนสมการระบบรวม ทําการประยุกตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

Condition) ที่เหมาะสม จากนั้นจึงทําการแกระบบสมการเพื่อหาคาที่จุดตอของตัวแปรไมทราบคา
ตาง ๆ 

 
เนื่องจากความถูกตองของผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต

นั้นจะขึ้นอยูกับขนาดของเอลิเมนตที่ใชในแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตนั้น ๆ อยางไรก็ตามการใช
เอลิเมนตขนาดเล็กเปนจํานวนมากแมจะทําใหผลลัพธที่ไดมีความถูกตองสูงแตก็ทําใหส้ินเปลือง
เวลาและหนวยความจํา (Ram) ที่ใหในการคํานวณดวยเครื่องคอมพิวเตอรสูงดวยเชนกัน ดวยเหตุนี้
จึงไดมีการนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ (Adaptive Rem eshing Technique) 

มาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใหการแกปญหามีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น โดยเทคนิค
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะทําการสรางเอลิเมนตขนาดเล็กในบริเวณที่การเปลี่ยนแปลง
ความชันของผลลัพธมีคาสูงและสรางเอลิเมนตขนาดใหญในบริเวณที่การเปลี่ยนแปลงความชันของ
ผลลัพธมีคาต่ําซึ่งทําใหแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ไดประกอบดวยเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กเฉพาะ
ในบริเวณที่จําเปนจริง ๆ 

 
งานวิทยานิพนธนี้ขอนําเสนอการนําระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่มีการประยุกตใชเทคนิค

การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติในการวิเคราะหช้ินงานที่มีรอยราว โดยทําการคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงเปนพารามิเตอรที่สําคัญพารามิเตอรหนึ่งในแนวทางกลศาสตรการ
แตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติกที่ใชบงบอกระดับความรุนแรงของสนามความเครียดและสนาม
ความเคนที่บริเวณปลายรอยราวได โดยผลลัพธที่ไดจะถูกตรวจสอบโดยนําไปเปรียบเทียบกับ
ผลลัพธที่มีสําหรับปญหาเดียวกันในงานวิจัยอ่ืน ๆ 
 
 
1.2  วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 

1.2.1 เพื่อประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สอดคลองกับปญหาของแข็งแบบอิลาสตกิ-
พลาสติกที่มีรอยราวได โดยสมการที่ไดนี้จะนําไปใชในการคํานวณคาพารามิเตอร
เจอินทิกรัลอีกทีหนึ่ง 
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1.2.2 เพื่อประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกับสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ได
ประดิษฐขึ้นและโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้สามารถทําการคํานวณบนเครื่อง
คอมพิวเตอรได 

1.2.3 เพื่อนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นไปประยุกตใชในการคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่เกิดขึ้นในชิ้นงานที่มีรอยราวได 

1.2.4 เพื่อศึกษาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและนําไปประยุกตใช
รวมกับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นอยางมีประสิทธิภาพได 

 
 
1.3  ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 

1.3.1 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อนําไปประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอร
สําหรับวิเคราะหปญหาของแข็งแบบอิลาสติก-พลาสติกที่มีรอยราวได 

1.3.2 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นไปประยุกตใชในการ
คํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่เกิดขึ้นในชิ้นงานที่มีรอยราวได 

1.3.3 สามารถนําเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมาประยุกตใชรวมกับ
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นอยางมีประสิทธิภาพได 

1.3.4 ตรวจสอบผลลัพธจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นกับผลลัพธจาก
งานวิจัยอ่ืนที่มีสําหรับปญหาเดียวกัน  

 
 
1.4  ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 

1.4.1 ศึกษาและทําความเขาใจในทฤษฎีกลศาสตรการการแตกหักแบบอิลาสติก-
พลาสติก 

1.4.2 ประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชในวิเคราะหปญหาของแข็งแบบอิลาสติก-
พลาสติกที่มีรอยราว 

1.4.3 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกับสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ได
ประดิษฐขึ้นดวยภาษาฟอรแทรน (Fortran) โดยที่โปรแกรมคอมพิวเตอรนี้
สามารถทําการคํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรสวนบุคคลได 

1.4.4 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ไดประดิษฐขึ้นโดยนําผลลัพธที่ไดจากการ
คํานวณไปเปรียบเทียบกับผลลัพธที่มีในงานวิจัยอ่ืนสําหรับปญหาเดียวกัน 
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1.4.5 ศึกษาและทําความเขาใจเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและนํามา
ประยุกตใชรวมกับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นเพื่อใหการวิเคราะห
รอยราวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปนไปอยางมีประสิทธิภาพ 

1.4.6 สรุปผลที่เกิดขึ้นรวมทั้งขอเสนอแนะ 

1.4.7 จัดพิมพวิทยานิพนธ 
 
 
1.5  ประโยชนท่ีไดรับจากวิทยานิพนธ 
 

1.5.1 กอใหเกิดความเขาใจพื้นฐานในการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อประดิษฐ
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่สอดคลองกันตอไป 

1.5.2 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นไปใชในการคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่เกิดขึ้นในชิ้นงานที่มีรอยราวเพื่อระบุความรุนแรงของ
สนามความเคนและสนามความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวได 

1.5.3 สามารถใชเปนแนวทางเริ่มตนในการศึกษาและพัฒนาระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
บนแนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติกที่ใชพารามิเตอรอ่ืนใน
การวิเคราะหรอยราวที่มีลักษณะซับซอนได 

1.5.4 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐขึ้นมาไปประยุกตใชรวมกับเทคนิค
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเพื่อลดหนวยความจําและเวลาที่ตองใชใน
การคํานวณบนเครื่องคอมพิวเตอรสวนบุคคลได 

 
 
1.6  ปริทัศนวรรณกรรม 
 

Parks [1, 2] และ Hellen [3] ไดทําการศึกษาการหาคาอัตราการปลดปลอยพลังงาน 
(Energy Release Rate)  สําหรับวัสดุแบบยืดหยุนเชิงเสนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดย
เปล่ียนวิธีการหาคาอัตราการปลดปลอยพลังงานซึ่งแตเดิมตองทําการวิเคราะหจากการแกปญหา
สองครั้งที่ความยาวรอยราวตางกันเพื่อหาคาผลตางของพลังงานศักยมาเปนการวิเคราะหปญหาเพียง
คร้ังเดียวที่คาความยาวรอยราวที่ตองการ โดยความยาวรอยราวที่เพิ่มขึ้นเกิดจากการเลื่อนจุดตอที่
ตําแหนงปลายรอยราวออกไปและทําการคํานวณหาคาอัตราการปลดปลอยพลังงานเฉพาะเอลิเมนต
ที่ไดรับผลกระทบจากการเลื่อนจุดตอที่ตําแหนงปลายรอยราวนี้เทานั้น นอกจากนั้น Parks ยังแสดง
ใหเห็นวาคาอัตราการปลดปลอยพลังงานที่ไดจากการวิเคราะหปญหาดวยวิธีนี้จะมีคาเทากับ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัล (J-integral) ซ่ึง Parks ไดเรียกวิธีการหาคาอัตราการปลดปลอยพลังงาน
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นี้วา Virtual Crack Extension Method นอกจากนี้ Parks ยังไดประยุกตวิธีการแกปญหานี้เขา
กับวัสดุที่มีพฤติกรรมการเสียรูปแบบไมเชิงเสนที่บริเวณปลายรอยราวอีกดวย 
 

Henshell and Shaw [4] ไดทําการศึกษาการใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการ
คํานวณหาคาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคน (Stress Intensity Factor) ซ่ึงเปน
พารามิเตอรที่สําคัญพารามิเตอรหนึ่งสําหรับแนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบยืดหยุนเชิงเสน 
โดยใชไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบแปดจุดตอที่ทําการยายจุดตอกึ่งกลางดานที่อยูติดกับปลาย
รอยราวไปที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ของความยาวดานใกลกับปลายรอยราวซึ่งเอลิเมนตชนิดนี้จะ
กอใหเกิดลักษณะการกระจายของคาสนามความเคนและสนามความเครียดที่บริเวณปลายรอยราว
เชนเดียวกับผลเฉลยที่ไดจากการวิเคราะหทางทฤษฎีทําใหสามารถใชคาผลเฉลยความเคนที่ไดจาก
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมาคํานวณหาคาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคนได 
 

Barsoum [5, 6] ไดศึกษาการใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการคํานวณหา
คาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคนโดยใชไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตอันดับสองทั้ง
แบบสองและสามมิติซ่ึง Barsoum ไดแสดงใหเห็นวาความเปนซิงกิวลาริตี้ (Singularity) ซ่ึงแปร
ผันกับระยะจากปลายรอยราวแบบ 1 r  ของเอลิเมนตเหลานี้จะเกิดขึ้นเมื่อดานหนึ่งของเอลิเมนตถูก
ยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวแลวปลอยใหจุดตอของดานที่ถูกยุบมารวมกันนี้สามารถ
เคล่ือนที่ไดเปนอิสระตอกัน ขณะที่ความเปนซิงกิวลาริตี้แบบ 1 r  จะเกิดขึ้นเมื่อจุดตอท่ีตําแหนง
กึ่งกลางของดานที่อยูติดกับปลายรอยราวถูกเล่ือนไปที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ของความยาวดานใกลกับ
ปลายรอยราวซึ่งความเปนซิงกิวลาริตี้แบบ 1 r  นี้เหมาะสําหรับการวิเคราะหรอยราวในวัสดุแบบ
ยืดหยุนเชิงเสน ขณะที่ความเปนซิงกิวลาริตี้แบบ 1 r  เหมาะสําหรับการวิเคราะหรอยราวในวัสดุ
แบบพลาสติกสมบูรณ (Perfectly Plastic) นอกจากนั้น Barsoum ยังแสดงใหเห็นวาซิงกิวลาริตี้
เอลิเมนตตาง ๆ เหลานี้ยังสามารถนําไปประยุกตใชไดกับปญหาความเครียดเริ่มตนเนื่องจาก
อุณหภูมิอีกดวย 
 

deLorenzi [7, 8] ไดเปลี่ยนวิธี Virtual Crack Extension Method จากสมการไฟไนต
เอลิเมนตมาอยูในรูปสมการเชิงวิเคราะหของอัตราการปลดปลอยพลังงานโดยอาศัยหลักการ 
Mapping รูปรางปญหาที่ความยาวรอยราวหนึ่งไปเปนรูปรางปญหาที่มีความยาวรอยราวเพิ่มขึ้น
เพื่อหาคาผลตางของพลังงานศักยซ่ึงสมการเชิงวิเคราะหที่ไดนี้สามารถนําไปประยุกตใชไดกับ
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบใดก็ได deLorenzi ไดนําวิธีที่ไดประดิษฐขึ้นนี้ไปประยุกตใชกับระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยสมการอัตราการปลดปลอยพลังงานที่ไดจะถูกเขียนอยูในรูปการอินทิเกรต
บนพื้นที่สําหรับการวิเคราะหปญหาแบบสองมิติและอยูในรูปการอินทิเกรตบนปริมาตรสําหรับการ
วิเคราะหปญหาแบบสามมิติ 
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Li et al. [9] และ Shih et al. [10] ไดนําเสนอระเบียบวิธี Domain Integral Method 

ซ่ึงไดจากการเปลี่ยนสมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงแตเดิมอยูในรูปของการอินทิเกรตตามเสน
รอบปลายรอยราวใหอยูในรูปของการอินทิเกรตบนพื้นที่รอบปลายรอยราวใด ๆ สําหรับปญหาสอง
มิติและอยูในรูปของการอินทิเกรตบนปริมาตรใด ๆ รอบปลายรอยราวสําหรับปญหาสามมิติโดย
กําหนดฟงกช่ันตอเนื่องใด ๆ ขึ้นมาแลวทําการประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s Theorem ) 
โดยสมการที่ไดนี้จะมีลักษณะคลายกับสมการของ deLorenzi ซ่ึงไดจากวิธี Virtual Crack 

Extension Method  นอกจากนี้ Li et al.  ยังไดทําการเปรียบเทียบผลคํานวณคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจากวิธีดั้งเดิมซ่ึงอยูในรูปการอินทิเกรตตามเสนกับวิธีใหม
ซ่ึงอยูในรูปของการอินทิเกรตบนพื้นที่โดเมนรอบปลายรอยราว โดยผลการเปรียบเทียบนั้นปรากฎ
วาวิธีใหมใหผลการคํานวณที่มีความถูกตองดีกวามาก Shih et al.  ยังไดทําการทดสอบหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงเกิดจากผลของคาความเคนดึงที่ผิวรอยราวและคาความเครียดเริ่มตน
เนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิดวยวิธีใหมนี้โดยผลลัพธที่ไดแสดงใหเห็นถึง
ประสิทธิภาพของระเบียบวิธีใหมนี้ในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลดวยระเบียบวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนต 

 
Moran and Shih [11, 12] ไดแสดงใหเห็นวาสมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลหรือ

คาพารามิเตอรตาง ๆ ที่เขียนอยูในรูปการอินทิเกรตบนเสนหรือบนพื้นที่รอบปลายรอยราวนั้นคือ
รูป ๆ หนึ่งของสมการในรูปทั่วไปซึ่งสรางขึ้นจากสมการความสมดุลยของโมเมนตัม (Momentum 

Balance) โดยสมการในรูปทั่วไปนี้สามารถนําไปประยุกตใชไดกับวัสดุและรอยราวที่มีพฤติกรรม
ตาง ๆ ได Moran and Shih  ยังไดแสดงเงื่อนไขที่สมการเหลานี้จะไมขึ้นอยูกับการอินทิเกรตบน
เสนรอบปลายรอยราว ทั้งบนเสนที่มีขนาดเล็กเขาสูศูนยที่ปลายรอยราว (Local Path 

Independence) และบนเสนที่มีขนาดใหญซ่ึงอยูไกลออกไปจากปลายรอยราว (Global Path 

Independence) นอกจากนี้ยังแสดงวิธีการเปลี่ยนสมการเหลานี้ใหอยูในรูปของการอินทิเกรตบน
โดเมนเพื่อนําไปประยุกตใชกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตโดยเฉพาะ 

 
Omori et al. [13] ไดนําเสนอพารามิเตอร -integral∗Tε  เพื่อใชในการวิเคราะหรอยราวที่

เติบโตภายใตสถานะอยูตัว (Stable Crack Growth)  ซ่ึงนิยามดวยสมการเดียวกันกับสมการ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลแตใชทฤษฎี Incremental Theory of Plasticity  ในการคํานวณหาคา
ความเคนและคาความเครียด โดยเสนรอบปลายรอยราวที่ใชในการอินทิเกรตคาพารามิเตอร 

-integral∗Tε  จะครอบคลุมรอยราวตั้งแตขนาดเริ่มตนกอนการเติบโตไปจนถึงความยาวรอยราว
ขนาดตาง ๆ เมื่อรอยราวไดเติบไปแลวและระยะหางจากรอยราวถึงเสนที่ทําการอินทิเกรตนี้จะมีคา
เทากับความหนาของชิ้นงาน โดย Omori et al. ไดทําการเปรียบเทียบคาพารามิเตอร -integral∗Tε  
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ที่ไดจากการทดลองและจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต นอกจากนี้ยังเปรียบเทียบคาที่ไดกับ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดจากการอินทิเกรตบนเสนใกลปลายรอยราวที่กําลังเติบโต (Near 

Field J-integral) กับคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีไดจากการอินทิเกรตบนเสนที่ไกลจากปลายรอย
ราว (Far Field J-integral) จากการทดลองพบวาคาพารามิเตอร -integral∗Tε  ที่ไดจากการ
ทดลองและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความสอดคลองกัน สวนคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ได
จากการอินทิเกรตบนเสนที่ใกลปลายรอยราวกับเสนที่ไกลจากปลายรอยราวนั้นมีคาแตกตางกนัมาก 
โดยคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดจากเสนใกลปลายรอยราวนั้นจะมีคาเขาใกลศูนยเมื่อรอยราวมี
การเติบโต นอกจากนี้ Omori et al.  ยังไดทําการเปรียบเทียบคาที่ไดจากการทดลองกับคาที่ไดจาก
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับชิ้นทดสอบมาตรฐานรูปรางตาง ๆ ซ่ึงผลที่ไดแสดงใหเห็นวา
คาพารามิเตอร -integral∗Tε  ที่ไดมีความสอดคลองกันและคาที่ไดจะลูเขาสูคาเดียวกันสําหรับชิ้น
ทดสอบมาตรฐานตาง ๆ ซ่ึงแสดงใหเห็นถึงความเปนไปไดในการนําคาพารามิเตอร -integral∗Tε  
มาใชในการวิเคราะหรอยราวที่กําลังเติบโตภายใตสถานะอยูตัวแทนคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

 
Newman et al. [14] ไดสรุปความกาวหนาของการนําคาพารามิเตอร CTOA (Crack- 

Tip-Opening Angle) และคาพารามิเตอร CTOD (Crack-Tip-Opening Displacem ent) ซ่ึง
เปนคาพารามิเตอรมุมเปดที่ปลายรอยราวและคาพารามิเตอรระยะการเคลื่อนตัวของผิวรอยราวที่
บริเวณปลายรอยราวตามลําดับ ไปใชในการวิเคราะหรอยราวที่กําลังเติบโตภายใตสถานะอยูตัว 
ในชวงแรกของการนําคาพารามิเตอรทั้งสองนี้ไปใชนั้นยังไมเปนที่แพรหลายมากนักเนื่องจากการ
ทดลองหาคามุมเปดวิกฤตที่ปลายรอยราวที่คาความยาวรอยราวที่เพิ่มขึ้นตาง ๆ ดวยระเบียบวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนตแบบสองมิติโดยใชเงื่อนไขการคํานวณแบบความเคนในระนาบหรือความเครียดใน
ระนาบอยางใดอยางหนึ่งนั้น ใหผลการคํานวณคามุมเปดวิกฤตที่ปลายรอยราวมีคาไมคงที่ใน
ชวงแรกของคาความยาวรอยราวที่เพิ่มขึ้น ภายหลัง Newman et al.  ไดทําการวิเคราะหแลวพบวา
พฤติกรรมของปลายรอยราวที่กําลังเติบโตนั้นเปนแบบสามมิติซ่ึงไมสามารถจําลองไดดวยเงื่อนไข
ความเคนหรือความเครียดในระนาบเพียงอยางใดอยางหนึ่งได เนื่องจากที่บริเวณปลายรอยราวดาน
ในของชิ้นงานนั้นสถานะความเคน (State of  Stress) จะมีลักษณะคลายกับกรณีเงื่อนไข
ความเครียดในระนาบ ขณะที่บริเวณปลายรอยราวที่ผิวของชิ้นงานนั้นสถานะความเคนจะเปนแบบ
ความเคนในระนาบ ดวยเหตุนี้จึงมีการนําเสนอการวิเคราะหแบบสองมิติที่เรียกวา Plane Strain 

Core ซ่ึงเปนการใชเอลิเมนตภายใตสถานะความเครียดในระนาบรวมกับเอลิเมนตภายใตสถานะ
ความเคนในระนาบ โดยเอลิเมนตแบบสถานะความเครียดในระนาบจะเรียงตัวกันอยูตามรอยราว
สวนเอลิเมนตแบบสถานะความเคนในระนาบจะกระจายตัวอยูในบริเวณอ่ืนซ่ึงผลการคํานวณที่ได
จากวิธีนี้นั้นมีความสอดคลองกับผลการวิเคราะหแบบสามมิติซ่ึงใหคามุมเปดวิกฤตที่ปลายรอยราว
มีคาคงที่ที่คาความยาวรอยราวที่เพิ่มขึ้นขนาดตาง ๆ นอกจากนี้ Newman et al.  ยังไดทําการ



 8

คํานวณคามุมเปดวิกฤตที่ปลายรอยราวจากชิ้นทดสอบมาตรฐานลักษณะตาง ๆ เทียบกับคาความ
ยาวรอยราวที่เพิ่มขึ้นแลวพบวาหากคาอัตราสวนความยาวรอยราวตอความหนา (Crack-Length-

to-Thickness Ratio)  และคาอัตราสวนความกวางที่เหลืออยูตอความหนา (Uncracked-

Ligament-to-Thickness Ratio) มีคามากกวาหรือเทากับส่ีแลวคามุมเปดวิกฤตที่ปลายรอยราวที่
ไดจะมีคาเทากันในทุกชิ้นทดสอบมาตรฐาน 
 



บทที่ 2 
 

กลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติก 
 
 

แนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบยืดหยุนเชิงเสน (Linear Elastic Fracture 

Mechanics, LEFM) สามารถประยุกตใชไดกับชิ้นงานที่มีรอยราวตราบเทาที่การเสียรูปแบบไม
เชิงเสนที่บริเวณปลายรอยราวถูกจํากัดอยูในบริเวณเล็ก ๆ รอบปลายรอยราว ในวัสดุหลาย ๆ ชนิด
โดยทั่วไปแลวการเสียรูปแบบไมเชิงเสนที่บริเวณปลายรอยราวจะมีขนาดใหญเมื่อเปรียบเทียบกับ
ขนาดรูปรางของชิ้นงานเกินกวาที่จะประยุกตใชแนวทางกลศาสตรการแตกหักแบบยืดหยุนเชิงเสน
ได ดวยเหตุนี้จึงตองมีการนําเอาทฤษฎีกลศาสตรการแตกหักอีกแขนงหนึ่งมาประยุกตใชซ่ึงก็คือ กล
ศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติก (Elastic-Plastic Fracture Mechanics, EPFM) โดย
งานในวิทยานิพนธนี้จะเนนไปที่การคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล (J-integral) ซ่ึงเปน
คาพารามิเตอรที่สําคัญคาหนึ่งที่ใชในการบงบอกความรุนแรงของคาสนามความเคนที่บริเวณปลาย
รอยราวได โดยในทฤษฎีกลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติกนั้นยังมีคาพารามิเตอรอ่ืน ๆ 
ที่มีความสําคัญอีกเชน คาพารามิเตอร CTOD [15], คาพารามิเตอร CTOA [14] และ
คาพารามิเตอร -integral∗Tε  [13] เนื่องจากทฤษฎีที่ใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล
นั้นจริง ๆ แลวเปนทฤษฎีที่ใชกับวัตถุที่มีการเสียรูปแบบยืดหยุนไมเชิงเสน (Nonlinear Elastic 

Material) ซ่ึงเปนทฤษฎีที่ไมยากมากนัก ดังนั้นในวิทยานิพนธนี้จึงเลือกคํานวณคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลนี้ตอจากคาตัวประกอบความเขมของความเคน (Stress Intensity Factor) ที่ใชในกล
ศาสตรการแตกหักแบบยืดหยุนเชิงเสนซึ่งไดทําการศึกษาไปแลวในงานวิทยานิพนธกอนหนานี้ 
[16] 
 
 
2.1  พารามิเตอรเจอินทิกรัล  
 

พารามิเตอรเจอินทิกรัลเปนพารามิเตอรที่ใชบงบอกความรุนแรงของสนามความเคนที่
บริเวณปลายรอยราวสําหรับวัตถุที่มีการเสียรูปแบบยืดหยุนไมเชิงเสน โดยความแตกตางระหวาง
การเสียรูปแบบยืดหยุนไมเชิงเสนกับการเสียรูปแบบอิลาสติก-พลาสติก  (Elastic-Plastic 

deformation) นั้นสามารถอธิบายไดดังแสดงในรูปที่ 2.1 
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รูปที่ 2.1  กราฟเปรียบเทยีบความสัมพันธระหวางคาความเคนกับคาความเครียดทีเ่กดิขึ้น 

                         ในชิ้นงานของวัตถุแบบอิลาสติก-พลาสติกและแบบยืดหยุนไมเชิงเสน 
 

ขณะที่วัตถุทั้งสองชนิดรับภาระ กราฟความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครยีด
ที่ไดของวัตถุทั้งสองชนิดจะเหมือนกันโดยความแตกตางจะเกิดขึ้นเมื่อมีการปลอยภาระที่กระทํากับ
ช้ินงาน (Unloading) ที่คาความเคนเกินคาความเคนคราก (Yield Stress) โดยวัตถุแบบยืดหยุนไม
เชิงเสนนั้นกราฟจะกลับมาที่สถานะเดิมกอนการรับภาระ ขณะที่วัตถุแบบบอิลาสติก-พลาสติกนั้น
กราฟจะลดลงดวยความชันเทากับคาคงที่ของการยืดหยุน (Modulus of Elasticity)  และเกิดคา
ความเครียดถาวรขึ้นในวัตถุทําใหสมการความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครียด
จะตองเขียนอยูในรูปความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครียดที่เพิ่มขึ้น (Incremental 

Form) แทนคาความเคนและคาความเครียดสุทธิ (Total Form ) ที่ใชกับวัตถุแบบยืดหยุนไมเชิง
เสน โดยจากความสัมพันธที่แตกตางกันนี้เราจึงเรียกทฤษฎีที่ใชกับวัตถุแบบบอิลาสติก-พลาสติกวา
ทฤษฎี Incremental Theory of Plasticity  และเรียกทฤษฎีที่ใชกับวัตถุแบบยืดหยุนไมเชิงเสนวา
ทฤษฎี Deformation Theory of  Plasticity  โดยทฤษฎีทั้งสองจะใหผลลัพธที่เทากันหากภาระ
ความเคนที่เกิดขึ้นในชิ้นงานมีคาเพิ่มขึ้นในอัตราสวนเดียวกันและไมเกิดการปลอยภาระขึ้นในชวง
ที่มีภาระมากระทํากับชิ้นงาน [15, 17] 

Shih et al. [12] สรางสมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลข้ึนจากกฎทรงพลังงาน (Energy 

Balance Law) โดยเริ่มจากสมการการเคลื่อนที่ (Equation of Motion) ซ่ึงเขียนอยูในรูป 
 
                                                  ji, jσ  i if   u= − + ρ&&  (2.1) 
 
โดยที ่ jiσ  แทนคาความเคนสุทธิ (Total Stress) 

 if  แทนคาแรงวัตถุ (Body Force) 

 ρ  แทนคาความหนาแนน (Density) 

 iu&&  แทนคาความเรง (Acceleration) 
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คูณสมการ (2.1) ดวยความเร็ว iu&  ทั้งสองขางแลวจัดรูปใหมจะได 
 
                                             ( )ji i , j

uσ &  ji i, j i i i iu   f u   u u= σ − + ρ& & && &  (2.2) 

 
ในกรณีที่คาความเครียดมีคานอย (Small Strain) สมการความสัมพันธระหวางคาความเครียดสุทธิ
และคาการเคลื่อนตัวสามารถเขียนแทนไดดังสมการ 
 

                                                     ijε  ( )i, j j,i
1 u u
2

= +  (2.3) 

 
โดยที ่ ijε  แทนคาความเครียดสุทธิ (Total Strain) 

 iu  แทนคาการเคลื่อนตัว (Displacement) 
 
พจนแรกทางดานขวาของสมการ (2.2) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

                                                 ji i, juσ &  ( )ji i, j ji i, j
1 u   u
2

= σ + σ& &  (2.4) 

 
สมการ (2.4) เมื่อกระจายออกใหอยูในรูปผลบวกที่คา i และ j 1,2,3=  เราสามารถรวมสมการที่
กระจายออกแลวเขียนใหมโดยใชคุณสมบัติความสมมาตรของเมตริกซความเคน ji ijσ = σ  ไดเปน 
 
                                                 ji i, juσ &  ij ij = σ ε&  (2.5) 
 
กําหนดใหคาความเครียดสุทธิประกอบดวยคาความเครียดตาง ๆ ดังนี้ 
 
                                                      ijε  m ther

ij ij  = ε + ε  (2.6) 
 
โดยที ่ m

ijε   แทนคาความเครียดทางกล (Mechanical Strain) 

          ther
ijε   แทนคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิ (Thermal Strain) 

 
เนื่องจากคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิมีคาคงที่ไมขึ้นกับเวลา ดังนั้นสมการ (2.5) จะลด
รูปลงเหลือ 
 
                                                 ji i, juσ &  m

ij ij = σ ε&  (2.7) 
 
จากภาคผนวก ก ในกรณีที่วัตถุเปนของแข็งแบบยืดหยุน (Elastic Solid)  คาความเคนสามารถ
เขียนอยูในรูปของคาพลังงานความเครียดหนาแนนและคาความเครียดทางกลไดเปน 
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                                                     ijσ  m
ij

W ∂=
∂ε

 (2.8) 

 

โดยที ่
m
ij

m
ij ij

0

W d
ε

= σ ε∫  แทนคาพลังงานความเครียดหนาแนน (Strain Energy Density) 

 
แทนสมการ (2.8) ลงในสมการ (2.7) จะไดความสัมพันธ 
 

                                                ji i, juσ &  
m
ij

m
ij

W   W
t

∂ε∂
= =

∂ε ∂
&  (2.9) 

 
ในทํานองเดียวกันจากพจนที่สองและสามทางดานขวาของสมการ (2.2) จะได 
 

 
t

i i
0

F  f u dt= ∫ &  (2.10) 

 

 
t

i i
0

L  u u dt= ρ∫ && &  (2.11) 

 
โดยที ่ F  แทนงานหนาแนนเนื่องจากแรงวัตถุ (Work Density due to Body Force) 

 L  แทนพลังงานจลนหนาแนน (Kinetic Energy Density) 
 
ในกรณีที่วัตถุมีคาความหนาแนนคงที่เราสามารถอินทิเกรตสมการ (2.11) ไดเทากับ 
  

                                                      L  2
i

1 u
2

= ρ&  (2.12) 

 
จากสมการ (2.9-11) สมการ (2.2) สามารถลดรูปใหอยูในรูปทั่วไปไดเปน 
 
                                                     j, jϕ  = ψ&  (2.13) 
 
โดยที ่                                          jϕ   ji iu= σ &  (2.14 ก) 

                                          ψ&   W  F  L= − +& & &  (2.14 ข) 
 
อินทิเกรตสมการ (2.13) บนปริมาตรใด ๆ แลวประยุกตทฤษฎีบทของเกาส (Gauss’s Theorem ) 
เขากับพจนแรกจะได 
 
                                            j, jd

Ω

ϕ Ω∫  j j
S

m dS= ϕ∫  (2.15) 
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โดยที ่ jm  แทนเวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉากมีทิศพุงออกจากผิว S  ที่ลอมรอบปริมาตร Ω  
 
พิจารณาปริมาตร Ω  ใด ๆ ที่ผิวของปริมาตร S  เคล่ือนที่ดวยความเร็ว jv  ดังแสดงในรูปที่ 2.2  
 

 

jv

jm

Ω

S

 
 

 
รูปที่ 2.2  ปริมาตรควบคุมที่เปลี่ยนแปลงตามเวลาเนื่องจากผิวดานนอกเคลื่อนที่ดวยความเร็ว jv  

 
อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาณ ψ  ทั้งหมดบนปริมาตรควบคุมนี้ที่เวลาใด ๆ สามารถหาไดจาก
ทฤษฎีบทการเคลื่อนตัวของเรยโนลด (Reynolds Transport Theorem) เปน 
 

                                         d d
dt Ω

ψ Ω∫  j j
S

d   v m dS
Ω

= ψ Ω + ψ∫ ∫&  (2.16)  

 
จากสมการ (2.13) และ (2.15) สมการ (2.16) สามารถเขียนไดใหมเปน 
 

                                        d d
dt Ω

ψ Ω∫  ( )j j j
S

v m dS= ϕ +ψ∫  (2.17) 

 
เพื่อหาคาอัตราพลังงานที่ถูกปลดปลอยออกจากวัตถุ (Energy Release Rate)  ที่ตําแหนง s  ใด ๆ 
บนขอบรอยราว (Crack Front)  เนื่องจากขอบรอยราวเติบโตออกไปดวยขนาดตอเนื่องใด ๆ 
( )l sδ  บนความยาวขอบรอยราว CL  ที่มีขนาดสูงสุดเทากับ aΔ  ที่ตําแหนง s ซ่ึงเปนคาที่ใชใน

การวิเคราะหความรุนแรงของรอยราวในปญหาสามมิติ พิจารณาวัตถุปริมาตร Ω  ซ่ึงมีรอยราว
วางตัวอยูในระนาบ 1 3x x−  (Planar Crack)  และขอบรอยราวมีลักษณะตอเนื่อง โดยรอยราวจะ
เติบโตอยูในระนาบในทิศตั้งฉากกับขอบรอยราว 1x  ดังแสดงในรูปที่ 2.3 
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aΔ

( )l sδ
CL

3x

1x
2x

 
 
 

รูปที่ 2.3  วัตถุที่มีรอยราววางตัวอยูในระนาบ 
 
แบงปริมาตรของวัตถุนี้ออกเปนสองสวน โดยสวนแรกเปนปริมาตรทรงกระบอกเล็ก ๆ ΓΩ  
ลอมรอบขอบรอยราวดวยเสน ( )sΓ  เปนระยะ CL  เคลื่อนที่ดวยความเร็วเดียวกับขอบรอยราว 

( )jv s  ที่ตําแหนงขอบรอยราว s  ตาง ๆ ตลอดทั้งปริมาตรและมีผิว SΓ  ลอมรอบปริมาตรนี้ โดยที่
ปลายทั้งสองของปริมาตรความเร็ว ( )jv s  มีคาเปนศูนยดังแสดงในรูปที่ 2.4 
 

( )sΓ

ΓΩ ( )jv s

 
 
 

รูปที่ 2.4  ปริมาตรทรงกระบอกเล็ก ๆ รอบขอบรอยราว 
 
สวนที่สองเปนปริมาตรที่เหลือทั้งหมดของวัตถุนี้ ΓΩ −Ω  ซ่ึงผิวของปริมาตรนี้ที่ไมสัมผัสกับผิว
ของปริมาตรทรงกระบอก S SΓ−  ถูกกําหนดใหไมมีการเคลื่อนที่ ดังนั้นทําการประยุกตสมการ 
(2.17) เขากับปริมาตร ΓΩ −Ω  จะได 
 

                             d d
dt

ΓΩ−Ω

ψ Ω∫  ( )j j j j j
S S S

m dS  v m dS
Γ Γ−

= ϕ + ϕ +ψ∫ ∫  (2.18) 
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โดยพจนทางซายของสมการ (2.18) แทนอัตราการเพิ่มขึ้นของพลังงานภายใน (Internal Energy) 
พจนแรกทางขวาแทนอัตราการไหลของพลังงานเขาสูปริมาตร ΓΩ −Ω  ผานผิว S SΓ−  ขณะที่
พจนสุดทายแทนอัตราการไหลของพลังงานผานเขาสู ผิว SΓ  เพื่อหาคาอัตราพลังงานที่ถูก
ปลดปลอยออกจากวัตถุปริมาตร Ω  เนื่องจากขอบรอยราวเติบโตออกดวยความเร็ว jv  เราจึง
กําหนดให 0ΓΩ →  หรือ 0Γ→  ดังนั้นจากสมการ (2.18)  อัตราพลังงานที่ถูกปลดปลอยออก
จากวัตถุเนื่องจากการเติบโตของขอบรอยราวตลอดขอบ sδ  จะมีคาเทากับ 
 
                                               ΓJ  ( )j j j0

S

lim  v m dS
Γ

Γ→
= − ϕ +ψ∫  (2.19) 

 
เนื่องจาก jm  ในสมการ (2.19) แทนเวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉากมีทิศพุงออกจากผิวของปริมาตร 

ΓΩ −Ω  ซ่ึงมีทิศตรงขามกับเวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉาก jn  ที่ผิวของปริมาตร ΓΩ  ดังนั้นสมการ 

(2.19) สามารถเขียนใหมในรูปอินทิเกรตบนผิวของปริมาตร ΓΩ  ไดเปน 
 
                                               ΓJ  ( )j j j0

S

lim  v n dS
Γ

Γ→
= ϕ +ψ∫  (2.20) 

 
พิจารณาระบบพิกัดฉากใด ๆ ที่เคล่ือนที่ไปพรอมกับขอบรอยราวที่ตําแหนง s  ดวยความเร็ว
เดียวกับขอบรอยราว ( )kv s  จากการกระจายอนุกรมเทยเลอร (Taylor’s Series)  จะได
ความสัมพันธ [18] 
 

                                idu
dt

  i i i i
1 2 3

1 2 3

u u u u   v   v   v
t x x x

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 (2.21) 

 

โดยที่ iu
t

∂
∂

 แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของการเคลื่อนตัวที่สังเกตุจากระบบพิกัดฉากที่อยูกับที่ซ่ึงก็

คือ iu&  ที่แสดงในสมการกอนหนานี้ idu
dt

 แทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของการเคลื่อนตัวที่สังเกตุ

จากระบบพิกัดฉากที่เคลื่อนที่ดวยความเร็ว kv  ไปพรอมกับปลายรอยราว ในกรณีที่ขอบรอยราว
เติบโตภายใตสถานะอยูตัว (Steady State Crack Growth) พจนทางดานซายของสมการ (2.21) 

มีคาเทากับศูนยซ่ึงมีความหมายทางกายภาพวาการเคลื่อนตัวที่ตําแหนงเทียบจากขอบรอยราว
เดียวกันที่ความยาวรอยราวตาง ๆ จะมีคาเทากัน โดยทั่วไปแลวที่บริเวณขอบรอยราวสามพจน
สุดทายของสมการ (2.21) จะมีคามากกวาพจนแรกทางดานซายมากเนื่องจากที่บริเวณขอบรอยราว
การเปลี่ยนแปลงของการเคลื่อนตัวเทียบกับตําแหนงซึ่งแปรผันตรงกับคาความเครียดจะมีคาเขาสู
อนันตดังนั้นสมการ (2.21) เมื่อนํามาใชที่บริเวณขอบรอยราวสามารถลดรูปลงเหลือ 
 
                                                     iu&   i,k ku v= −  (2.22) 
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ดังนั้นสมการ (2.14ก) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 
                                                     jϕ   ji i,k ku v= −σ  (2.23) 
 
เนื่องจากที่ผิว eS+  และ eS−  เวกเตอร jv  มีคาเปนศูนย ดังนั้นจากสมการ (2.14 ข) และ (2.23) เรา
สามารถเขียนสมการ (2.20) ไดใหมเปน 
 
                                                     ΓJ  

t

j jk k 0
S

lim  n H v dS
Γ→

= ∫  (2.24) 

 
เนื่องจากแรงวัตถุและการเคลื่อนตัวมีคาไมเขาสูอนันตที่บริเวณขอบรอยราว ดังนั้นเมื่อเสน 0Γ→  
อินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับงานหนาแนนเนื่องจากแรงวัตถุจะมีคาเปนศูนยทําให jkH  ในสมการ 
(2.24) ลดรูปลงเหลือ 
 
                                                    jkH  ( ) jk ji i,kW L u= + δ − σ  (2.25) 
 
โดยที ่ jkH  แทนเทนเซอรโมเมนตัมเนื่องจากพจนพลังงานตาง ๆ 

 jkδ  แทนครอนเน็คเคอรเด็ลตา (Kronecker Delta) 
 
ในวิทยานิพนธฉบับนี้เราพิจารณาเฉพาะวัตถุยืดหยุนที่มีคุณสมบัติทางอุณหภูมิไมขึ้นกบัทศิทางและ
ภาระที่กระทํากับวัตถุเปนแบบคอย ๆ เพิ่มขึ้น (Elastic Solid under Quasistatic Isotherm al 

Conditions) ดังนั้นสมการ (2.25) สามารถเขียนใหมในกรณีนี้ไดเปน 
 
                                                    jkP  jk ji i,kW u= δ −σ  (2.26) 
 
โดยที ่ jkP  แทนเทนเซอรโมเมนตัมพลังงานยืดหยุนของเอสเชลบาย (Eshelby’s Elastic 
  Energy-Momentum Tensor) 
 

พิจารณารูปที่ 2.3 หากเรากําหนดให k
k

a l
v

dt
Δ

=  โดยท่ี aΔ  แทนขนาดที่ขอบรอยราวเติบโต

สูงสุดบนชวง CL  และ kl  แทนเวกเตอรการเติบโตของขอบรอยราวตอระยะการเติบโตสูงสุด 
ดังนั้นคาพลังงานที่ถูกปลดปลอยออกจากวัตถุเนื่องจากขอบรอยราวเติบโต ( )l sδ  ในชวงขอบรอย
ราว CL  ดังแสดงในรูปที่ 2.3 มีคาเทากับ 
 
                                               aJ Δ  

t

j jk k 0
S

a lim  n P l dS
Γ→

= Δ ∫  (2.27)  

โดยที ่ J  แทนคาพลังงานที่ถูกปลดปลอยออกจากวัตถุเฉล่ียตอความยาวรอยราว 
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เพื่อหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงก็คือคาพลังงานที่ถูกปลดปลอยออกจากวัตถุที่ตําแหนง s  ใด ๆ 
บนขอบรอยราวตอพื้นที่รอยราวที่เพิ่มขึ้น ( )sJ  สมการ (2.27) สามารถเขียนอยูในรูปใหมไดเปน 
 
                                               aJ Δ  ( ) ( )

CL

s l s ds= δ∫ J  (2.28)  

 
( )l sδ  แทนคาความยาวขอบรอยราวที่เพิ่มขึ้นที่ตําแหนงบนขอบรอยราว s  โดยมีคาเทากับ 

 
                                                ( )l sδ  ( ) ( )k ka l s s= Δ ν  (2.29)  
 
โดยที่   ( )k sν   แทนเวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉากกับขอบรอยราววางตัวในระนาบรอยราว 
 
จากสมการ (2.27-29) จะไดความสัมพันธเพื่อหาคา ( )sJ  ซ่ึงสามารถนําไปประยุกตใชในระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนตตอไปเปน 
 
                        ( ) ( ) ( )

C

k k
L

s l s s dsν∫ J  
t

j jk k 0
S

lim  n P l dS
Γ→

= ∫  (2.30) 

 
สําหรับปญหารอยราวสองมิติและสมมาตรรอบแกน คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจะมีคาคงที่ตลอด
ความยาวขอบรอยราวดังนั้นสมการ (2.30) สามารถเขียนอยูในรูป 
 

                                                      J  
( ) ( )

t

C

j jk k0
S

k k
L

lim  n P l dS
 

l s s ds

Γ→

=
ν

∫

∫
 (2.31)  

 
โดยสมการทั้งหมดสามารถนําไปใชคํานวณไดในระบบพิกัดฉากใด ๆ 
 
 
2.2  พารามิเตอรเจอินทิกรัลในรูปอินทิเกรตบนโดเมน 
 
 ในการหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตจากสมการ (2.30) 
หรือ (2.31) ใหไดคาที่ถูกตองนั้นไมสามารถทําไดโดยงายเนื่องจากสมการอยูในรูปการอินทิเกรต
บนผิวทรงกระบอกเล็ก ๆ รอบขอบรอยราวทําใหเอลิเมนตที่ใชตองมีขนาดเล็กมากตามไปดวย จาก
ภาคผนวก ข เราทราบวาที่บริเวณขอบรอยราวคาความเคนและคาความเครียดมีคาเขาสูอนันต
เนื่องจากสนามเอกพันธของ HRR  (Hutchinson-Rice-Rosengren Singularity)  ทําใหผลเฉลย
คาความเคนและคาความเครียดที่ไดจากระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีคาความผิดพลาดสูง ดังนั้น
เพื่อใหการคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีความถูกตองมากขึ้น Shih et al. [12]  จึงได
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เปล่ียนสมการที่ใชคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเสียใหมดังนี้ พิจารณาสมการ (2.27) ซ่ึงเขียน
ใหมอยูในรูป 
 
                                                      J  

t

j jk k 0
S

lim  n P l dS
Γ→

= ∫  (2.32) 

 
 

2S

tS
S+ S−

TV

 
 

รูปที่ 2.5  ปริมาตรวงแหวนรอบขอบรอยราว 
 
พิจารณารูปที่ 2.5 หากเรากําหนดใหเวกเตอร kq  มีคาเทากับเวกเตอร kl  บนผิว tS  มีคาเปนศูนย
บนผิว 2S  มีทิศทางตั้งฉากกับเวกเตอร km  บนผิว S+  และ S−  และมีคาใด ๆ ในปริมาตรวงแหวน 
สมการ (2.32) สามารถเขียนใหมในรูปเวกเตอร kq  และเวกเตอรหนึ่งหนวยตั้งฉากมีทิศพุงออก
จากผิวปริมาตรวงแหวน TS  ไดเปน 
 
                                        J  

T

j jk k i i,k k
S S S

m P q dS t u q dS
+ −+

= − −∫ ∫�  (2.33)  

 
โดยที ่ i j jit m= σ   แทนคาความเคนที่ผิว (Surface Traction) 
 
ประยุกตทฤษฎีบทของเกาสเขากับพจนแรกทางดานขวาของสมการ (2.33) จะได 
 
                                        J  ( )

T

jk k i i,k k, j
V S S

P q dV t u q dS
+ −+

= − −∫ ∫  (2.34)  

 
แทนสมการ (2.26) ลงในพจนแรกทางดานขวาของสมการ (2.34) ได 
 
    ( )

T

jk k , j
V

P q dV− ∫  ( ) ( )
T T

ji i,k jk k, j ji i,k jk k, j
V V

 u W q dV  u W q dV= σ − δ + σ − δ∫ ∫  (2.35)  
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กระจายพจนที่สองดานขวามือของสมการ (2.35) ได 
 
           ( )

T

ji i,k jk k, j
V

u W q dVσ − δ∫  ( )
T

ji, j i,k ji i, j,k ,k k
V

u u W q dV= σ +σ −∫  (2.36)  

 
จากสมการ (2.1) พจนแรกทางดานขวาของสมการ (2.36) เมื่อไมพิจารณาผลของความเฉื่อย
สามารถเขียนไดใหมเปน 
 
                                             ji, j i,kuσ  i i,kf u= −  (2.37) 
 
ในทํานองเดียวกันกับสมการ (2.5) พจนที่สองทางขวาของสมการ (2.36) สามารถเขียนอยูในรูป 
 
                                             ji i, j,kuσ  ij ij,k = σ ε  (2.38) 
 
จากสมการ (2.8) คาอนุพันธของคาพลังงานความเครียดหนาแนนเทียบกับพิกัดฉากสามารถเขียน
ใหมได 
 

                                                   ,kW  m
ij ij,k

k explicit

W   
x
∂

= σ ε +
∂

 (2.39) 

 
พจนสุดทายของสมการ (2.39) เกิดขึ้นในกรณีที่คุณสมบัติของวัสดุ (Material Property) มีคาไม
คงที่ขึ้นอยูกับตําแหนงบนพิกัดฉาก หากกําหนดใหคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิดังแสดง
ในสมการ (2.6) มีคาเทากับ 
 
                                                   ther

ijε  ij = κΘδ  (2.40) 
 
โดยที ่ κ   แทนคาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากสนามอุณหภูมิ (Coefficient of Thermal  
                  Expansion) 
          Θ     แทนคาสนามอุณหภูมิ (Temperature) 
 
ดังนั้นจากสมการ (2.6) และ (2.40) สมการ (2.39) สามารถเขียนใหมไดในกรณีที่คุณสมบัติของ
วัสดุมีคาคงที่เปน 
 
                                                   ,kW  ij ij,k ii ,k = σ ε − κσ Θ  (2.41) 
 
แทนสมการ (2.35-38) และ (2.41) ลงในสมการ (2.34) จะได 
 
    J  ( ) ( )

T

ji i,k jk k, j ii ,k i i,k k i i,k k
V S S

 u W q f u q dV t u q dS
+ −+

⎡ ⎤= σ − δ + κσ Θ − −⎣ ⎦∫ ∫  (2.42)  
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ซ่ึงอยูในรูปที่เหมาะกับการประยุกตใชกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพราะเปนการอินทิเกรตบน
ปริมาตรและพื้นผิวจํากัดตางจากสมการ (2.32) ซ่ึงอยูในรูปการอินทิเกรตบนผิวเล็ก ๆ เขาสูศูนย
รอบขอบรอยราว แทนสมการ (2.42) ลงในสมการ (2.30) จะไดสมการความสัมพันธของ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลตามขอบรอยราว ( )sJ  เปน 
 
                                          ( ) ( ) ( )

C

k k
L

s l s s dsν∫ J  = J  (2.43) 

 
สําหรับปญหารอยราวสองมิติและสมมาตรรอบแกน คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจะมีคาคงที่ตลอด
ความยาวขอบรอยราว ดังนั้นจากสมการ (2.43) จะไดความสัมพันธ 
 

                                                    J  
( ) ( )

C

k k
L

 
l s s ds

=
ν∫
J  (2.44)  

 
โดย J  มีคาดังแสดงในสมการ (2.42) 
 
 
2.2.1  พารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาสองมิติ 
 
 พิจารณารอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสองมิติที่มีแกนพิกัดฉากแกนหนึ่งมีทิศทางตาม
ขอบรอยราวซึ่งวางตัวอยูตามความหนาของชิ้นงานและแกนที่เหลือวางตัวอยูบนระนาบของชิ้นงาน
โดยมีรอยราววางตัวทํามุมใด ๆ กับแกนทั้งสองบนระนาบนี้ดังแสดงในรูปที่ 2.6 
 
 

2x

1x

TA
C+

C−
Cθ

q̂

q̂ 0=

q̂ 1=

 
 
 

รูปที่ 2.6  การวิเคราะหรอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสองมิติ 
 
สําหรับปญหาสองมิติคาตัวแปรทั้งหมดไมขึ้นกับทิศทางตามความหนาดังนั้นสมการ (2.42) 
สามารถเขียนอยูในรูปการอินทิเกรตบนพื้นที่และบนเสนในระนาบไดเปน 
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                    J  ( ) ( )
T

ji i,k jk k, j ii ,k i i,k k
A

 L uW q f u q dA⎡ ⎤= σ − δ + κσ Θ −⎣ ⎦∫   

                              i i,k k
C C

 L tu q dC
+ −+

− ∫  (2.45)  

 
โดยที ่   L   แทนคาความหนาของชิ้นงาน 
 
เนื่องจาก  3 3 3 k,3 3, j 13 23q f t q q 0= = = = = σ = σ =  และ  ( ) ( )k kl s s 1ν =  ดังนั้นจากสมการ 
(2.44) และ (2.45) จะไดสมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเปน 
 
    J  ( ) ( )

T

ji i,k jk k, j ,k i i,k k i i,k k
A C C

 u W q 3 f u q dA t u q d
+ −+

⎡ ⎤= σ − δ + κσΘ − − Γ⎣ ⎦∫ ∫  (2.46)  

 
โดยที่   i,  j,  k  1,  2=  แทนแกนพิกัดฉากทั้งสองบนระนาบของชิ้นงาน 

           ( )11 22 33  
3

σ +σ +σ
σ =  แทนคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย (Mean Stress) 

           C ,  C+ −  แทนเสนที่ตองทําการอินทิเกรตบนผิวรอยราวทั้งสอง 
 
ในกรณีปญหาสองมิติจะไดขนาดของเวกเตอร kq  มีคาเทากับหนึ่งที่ตําแหนงปลายรอยราวและมีคา
เทากับศูนยที่ขอบของพื้นที่ TA  ขณะที่มีคาอยูระหวางหนึ่งถึงศูนยบนพื้นที่ TA  โดยเวกเตอร kq  

เมื่อเขียนอยูในพิกัด 1 2x -x  ดังแสดงในรูปที่ 2.6 แลวสามารถเขียนแทนไดดังสมการ 
 
 1 Cˆq   q cos= θ  (2.47 ก) 

 2 Cˆq   q sin= θ  (2.47 ข) 
 
โดยที่   q̂  แทนขนาดของเวกเตอร kq  

           Cθ  แทนมุมที่ระนาบรอยราวกระทํากับแกน 1x  
 
 
2.2.2  พารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาสมมาตรรอบแกน 
 
 พิจารณารอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสมมาตรรอบแกนที่มีระบบแกนพิกัดฉากและ
พิกัดทรงกระบอกดังแสดงในรูปที่ 2.7 
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z

C+

C− r
Crack

CR

TA

2x z

1x
r

q̂

q̂ 0=

q̂ 1=

 
 
 

รูปที่ 2.7  การวิเคราะหรอยราวแบบระนาบสําหรับปญหาสมมาตรรอบแกน 
 
สําหรับปญหาสมมาตรรอบแกนคาตัวแปรตางจะไมขึ้นอยูกับคามุม θ  ในพิกัดทรงกระบอกและ
รอยราวจะเติบโตออกในแนวรัศมีเทานั้น ดังนั้นสมการ (2.42) สามารถเขียนอยูในรูปอินทิเกรตบน
พื้นที่และบนเสนในระนาบหนาตัดไดเปน 
 
                    J  ( ) ( )

T

ji i,k jk k, j ii ,k i i,k k
A

 2 uW q f u q rdA⎡ ⎤= π σ − δ + κσ Θ −⎣ ⎦∫   

                              i i,k k
C C

 2 tu q rdC
+ −+

− π ∫  (2.48)  

 
บนระนาบนี้แกนพิกัด 1 r 2 z

ˆ ˆ ˆ ˆi i ,  i i= =  และ 3̂
ˆi iθ= −  ดังนั้นจะได 1 rq q 0= ≠  และ 3 3f t 0= =  

ซ่ึงทําใหสองพจนสุดทายของสมการ (2.48) ลดรูปลงเหลือ 
 
                     ( )

T

ii ,k i i,k k
A

f u q rdAκσ Θ +∫  ( )
T

,r ,r r
A

3 f u q rdAγ γ= κσΘ −∫  (2.49 ก) 

                                      i i,k k
C C

t u q rdC
+ −+
∫  ,r r

C C

t u q rdC
+ −

γ γ
+

= ∫  (2.49 ข) 

 
โดยที่   r,  zγ =                            แทนแกนพิกัดทรงกระบอกทั้งสองบนระนาบ 

      ( )rr zz  
3

θθσ + σ + σ
σ =     แทนคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 
จากการสังเกตุจะได 1,1 r,r 1,2 r,z 2,1 2,2 2,3 3,1 3,2q q ,  q q ,  q q q q q 0= = = = = = =  บนระนาบนี้ 
พิจารณารูปที ่2.8 จะไดสมการความสัมพันธ 
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3x

1x

r

θ

rq

1q

3q−iθ
ri

1i

3i

 
 

รูปที่ 2.8  เอลิเมนตเล็ก ๆ ของวัตถุสมมาตรรอบแกน 
 
                                                                1q  rq cos= θ  (2.50 ก) 
 
                                                                3q  rq sin= θ  (2.50 ข) 
ดังนั้นคาอนุพันธ 1,3q  และ 3,3q  จะสามารถคํานวณไดเทากับ 
 

                                                    1,3q  ( )
( )

r r

0

q q cos
 li m  

0 rθ→

− θ
=

− − θ
 0=  (2.51 ก) 

 

                                                    3,3q  ( )
( )

r

0

0 q sin
 li m  

0 rθ→

− − θ
=

− − θ
  rq

r
=  (2.51 ข) 

 
ในทํานองเดียวกันบนระนาบนี้จะไดความสัมพันธของเมตริกซคาความเคนเปน 
 

                   
11 12 13 rr rz r rr rz

21 22 23 zr zz z rz zz

31 32 33 r z

0
    0

0 0

θ

θ

θ θ θθ θθ

σ σ σ σ σ σ σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥σ σ σ = σ σ σ = σ σ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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 (2.52)  

 
ทําใหพจนแรกทางดานขวาของสมการ (2.48) สามารถเขียนอยูในรูปใหมไดเปน 
 
 ( ) ( ) ( )

T T

ji i,k jk k, j ,r r r , 3,3 r
A A

u W q rdA  u W q r u W q dAβγ γ β β θθ
⎡ ⎤σ − δ = σ − δ + σ −⎣ ⎦∫ ∫  (2.53) 

 
ในทํานองเดียวกันกับสมการ (2.50ข) และ (2.51ข) จะได 
 

                                                    3,3u  ( )
( )

r

0

0 u sin
 li m  

0 rθ→

− − θ
=

− − θ
  ru

r
=  (2.54)  
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เนื่องจากคาตัวแปรตางจะไมขึ้นอยูกับคามุม θ  ดังนั้น ( ) ( )k kl s s 1ν =  ทําให 
 
                                                  ( ) ( )

C

k k C
L

l s s ds  2 Rν = π∫  (2.55)  

 
ดังนั้นจากสมการ (2.44) (2.48-49ข) (2.53) (2.54) และ (2.55) จะได 
 

                 J  ( ) ( )
T

,r r r, ,r ,r r
C A

1 u W q 3 f u q rdA
R βγ γ β β γ γ

⎡ ⎤= σ − δ + κσΘ −⎣ ⎦∫  

                                 
T

r
r ,r r

C CA C C

1 u 1 W q dA t u q rdC
R r R

+ −

θθ γ γ
+

⎛ ⎞+ σ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  (2.56) 

 
โดยที่ ,    r,  zγ β =  คิดจากแกนพิกัดทรงกระบอกดังแสดงในรูปที่ 2.7 
 
ในกรณีปญหาสมมาตรรอบแกนจะไดขนาดของเวกเตอร kq  มีคาเทากับหนึ่งที่ตําแหนงปลายรอย
ราวและมีคาเทากับศูนยที่ขอบของพื้นที่ TA  ขณะที่มีคาอยูระหวางหนึ่งถึงศูนยบนพื้นที่ TA  โดย
เวกเตอร kq  เมื่อเขียนอยูในพิกัด r-z  ดังแสดงในรูปที่ 2.7 แลวสามารถเขียนแทนไดดังสมการ 
 
 r ˆq   q=  (2.57 ก) 

 zq   0=  (2.57 ข) 
 
 
2.3  ขอจํากัดของพารามิเตอรเจอินทิกรัล 
 
 ขอจํากัดในการใชงานของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลนั้นจะขึ้นอยูกับวาคุณสมบัติของ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงใชบงบอกความรุนแรงของสนามความเคนที่บริเวณปลายรอยราวดัง
ไดอธิบายไวในภาคผนวก ค นั้นยังสามารถใชงานไดเมื่อเปรียบเทียบกับสนามความเคนที่เกิดขึ้น
จริงที่บริเวณปลายรอยราว เนื่องจากสนามเอกพันธของ HRR (HRR Singularity) เกิดจากการนํา
เฉพาะพจนแรกของผลเฉลยฟงกช่ันความเคนซ่ึงเปนพจนที่มีคาเขาสูอนันตเมื่อระยะตามแนวรัศมี
จากปลายรอยราว r มีคาเขาสูศูนย ดังนั้นสนามเอกพันธของ HRR จึงไมสามารถอธิบายสนามความ
เคนที่เกิดขึ้นไกลจากปลายรอยราวได เนื่องจากผลเฉลยสนามเอกพันธของ HRR นั้นไดจากการ
วิเคราะหแบบความเครียดนอย (Small Strain) ขณะที่ความเครียดที่เกิดขึ้นจริงที่ปลายรอยราวเปน
แบบจํากัด (Finite Strain) ดังนั้นบริเวณที่สนามเอกพันธของ HRR มีอิทธิพลสูง (J-Dominance 

Zone) จะตองมีขนาดใหญกวาบริเวณท่ีคาความเครียดจํากัดมีอิทธิพลสูงที่บริเวณปลายรอยราว 

(Finite Def ormation Zone) ดังแสดงในรูปที่ 2.9 ซ่ึงมีขนาดประมาณสองถึงสามเทาของ
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คาพารามิเตอรระยะการเคลื่อนตัวเปดที่ปลายรอยราว tδ  (Crack Tip Opening Displacem ent) 

ซ่ึงนิยามดังแสดงในรูปที่ 2.10 
 
 

Finite deformation zone

J-dominance zone

tR 3≅ δ

 
 

รูปที่ 2.9  บริเวณที่สนามเอกพันธของ HRR มีอิทธิพลสูงและบริเวณที่คาความเครียดจํากัดม ี

                      อิทธิพลสูงที่บริเวณปลายรอยราว 
 
 

tδ

 
 

รูปที่ 2.10  นิยามของคาพารามิเตอรระยะการเคลื่อนตัวเปดที่ปลายรอยราว tδ  
 
ในกรณีที่พลาสติกโซนมีขนาดไมใหญมากนัก (Contained Plasticity Condition) ผลการ
คํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตไดแสดงใหเห็นวาบริเวณที่สนามเอกพันธของ HRR มี
อิทธิพลสูงจะมีขนาดใหญกวาบริเวณที่คาความเครียดจํากัดมีอิทธิพลสูงที่บริเวณปลายรอยราว
คอนขางมาก ในกรณีที่พลาสติกโซนมีขนาดใหญ (Large Scale Yielding Condition) บริเวณที่
สนามเอกพันธของ HRR มีอิทธิพลสูงจะขึ้นกับลักษณะของภาระที่มากระทํากับความกวางของ
ช้ินงานที่เหลืออยู (Uncracked Ligament) วาเปนภาระความเคนดึง (Tension) หรือโมเมนตดัด 
(Bending) โดย Shih and German [19] ไดทําการเปรียบเทียบผลการคํานวณคาความเคนที่ระยะ
ตาง ๆ จากปลายรอยราวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตเปรียบเทียบกับผลการคํานวณที่ไดจาก
สมการ (ค.17) ซ่ึงเปนสมการสนามเอกพันธของ HRR ที่คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเดียวกันสําหรับ
ช้ินงานภายใตภาระความเคนดึงและโมเมนตดัด จากการทดลอง Shih and German พบวาในกรณี
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ที่พลาสติกโซนมีขนาดใหญ สําหรับชิ้นงานภายใตภาระความเคนดึง คาความกวางของชิ้นงานที่
เหลืออยูจะตองมีขนาดมากกวา o200 σJ  โดยที่ oσ  แทนคาความเคนที่จุดคราก (Yield Stress)  
และตองมีขนาดมากกวา o25 σJ  สําหรับชิ้นงานภายใตภาระโมเมนตดัด ในกรณีที่บริเวณที่สนาม
เอกพันธของ HRR มีอิทธิพลสูงมีขนาดเล็กกวาบริเวณที่คาความเครียดจํากัดมีอิทธิพลสูงที่บริเวณ
ปลายรอยราวคาความตานทานการแตกหัก (Fracture Toughness)  ซ่ึงไดจากการทดลองหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ทําใหรอยราวเติบโต ICJ  จากชิ้นทดสอบลักษณะตาง ๆ สําหรับวัสดุ
ชนิดเดียวกันจะมีคาแตกตางกันซึ่งแสดงใหเห็นวาคา ICJ  ที่ไดไมสามารถนํามาใชงานในฐานะ
คุณสมบัติของวัสดุไดอีกตอไป เพื่อใหขอจํากัดในการใชงานของพารามิเตอรเจอินทิกรัลลดลงจึงมี
นักวิจัยเสนอปรับปรุงการใชงานใหมจากแตเดิมที่ใชเพียงพารามิเตอรเจอินทิกรัลเพียงพารามิเตอร
เดียวในการบงบอกความรุนแรงของสนามความเคนที่บริเวณปลายรอยราว (One Param eter 

Characterization of Crack Tip Fields)  มาเปนใชงานรวมกับพารามิเตอรอ่ืนอีกหนึ่ง
พารามิเตอร (Two Parameter Characterization of Crack Tip Fields)  เพื่อใหสามารถบงบอก
ความรุนแรงของสนามความเคนที่บริเวณปลายรอยราวไดในบริเวณที่มากขึ้น [20, 21, 22, 23] ใน
กรณีรอยราวที่กําลังเติบโต Omori et al. [13] ไดแสดงใหเห็นวาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีได
จากการอินทิเกรตบนเสนใกลปลายรอยราวที่กําลังเติบโตจะมีคาเขาใกลศูนยดวยเหตุนี้ Omori et 

al. จึงไดนําเสนอพารามิเตอร -i ntegral∗Tε  เพื่อใชในการวิเคราะหรอยราวที่เติบโตภายใตสถานะ
อยูตัวโดยผลการคํานวณที่ไดทั้งจากการทดลองและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตสําหรับชิ้นทดสอบ
มาตรฐานตาง ๆ แสดงใหเห็นวาคาพารามิเตอร -i ntegral∗Tε  ที่ไดมีความสอดคลองกันและลูเขาสู
คาเดียวกันสําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานตาง ๆ ซ่ึงแสดงใหเห็นวาพารามิเตอร -integral∗Tε  
สามารถนํามาใชในการวิเคราะหรอยราวที่กําลังเติบโตภายใตสถานะอยูตัวแทนคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลได นอกจากนี้ Newman et al. [14] ยังแสดงใหเห็นวาพารามิเตอรมุมเปดที่ปลายรอยราว 
CTOA สามารถนําไปใชในการวิเคราะหรอยราวที่กําลังเติบโตภายใตสถานะอยูตัวไดเปนอยางดี 
 
 
2.4  บทสรุป 
 
 ในบทนี้สมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาสามมิติทั้งที่อยูในรูปแบบดั้งเดิมซ่ึง
เกิดจากการอินทิเกรตบนพื้นที่ผิวทรงกระบอกเล็ก ๆ รอบปลายรอยราวและในรูปของการอินทิ
เกรตบนปริมาตรโดเมนไดถูกประดิษฐขึ้น จากนั้นสมการโดเมนเจอินทิกรัลในแบบสามมิติไดถูก
เปล่ียนใหอยูในรูปสองมิติและสมมาตรรอบแกน นอกจากนั้นขอจํากัดในการใชงานพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลในทางปฏิบัติยังไดถูกอธิบายในบทนี้ สมการไฟไนตเอลิเมนตที่ใชในการวิเคราะหรอย
ราวในชิ้นงานพรอมทั้งสมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลได
ถูกประดิษฐขึ้นในบทตอไป 



บทที่ 3 
 

การวิเคราะหปญหารอยราวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
 

ในการวิเคราะหปญหารอยราวดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้นจะเริ่มจากการวิเคราะห
ความเคนและการเสียรูปของของแข็งยืดหยุนไมเชิงเสน (Nonlinear Elastic Solid) ภายใตทฤษฎี
การเสียรูปแบบพลาสติก (Deformation Theory of Plasticity) ซ่ึงรวมผลของคาความเครียดที่
เกิดจากสนามอุณหภูมิเขาไปดวย โดยในวิทยานิพนธนี้จะทําการวิเคราะหทั้งปญหาความเคนและ
ความเครียดในระนาบ และปญหาสมมาตรรอบแกน โดยสมการไฟไนตเอลิเมนตจะถูกสรางจาก
ทฤษฎีงานเสมือน (Principle of Virtual Work) เมื่อทําการวิเคราะหปญหาเสร็จสิ้นแลวคาการ
เคล่ือนตัวที่จุดตอตาง ๆ (Nodal Displacements) จะถูกนํามาใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอร
เจอินทิกรัลตอไป 
 
 
3.1  ความสัมพันธระหวางคาความเครียดและคาความเคน 
 
 ความสัมพันธระหวางคาความเครียดและคาความเคนในทิศทางเดียวตามแนวแกน 
(Uniaxial Loading) ของวัสดุที่มีพฤติกรรมแบบ Ramberg-Osgood สามารถแสดงไดดังสมการ 
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โดยที ่ oσ  แทนคาความเคนที่จุดคราก (Yield Stress) 

 oε  แทนคาความเครียดที่จุดคราก (Yield Strain) 

 α  แทนคาคงที่ของวัสด ุ(A Material Constant or Yield Offset) 

 n  แทนคายกกําลังของความเครียด (Strain Hardening Exponent) 

 κ  แทนคาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากสนามอุณหภูมิ (Coefficient of Thermal 
   Expansion) 
 Θ  แทนคาสนามอุณหภูมิ (Temperature) 

 E  แทนคาคงที่ของการยืดหยุน (Modulus of Elasticity) 
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ภายใตทฤษฎีการเสียรูปแบบพลาสติก ความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครียดที่รวม
คาความเครียดเนื่องจากสนามอุณหภูมิสามารถเขียนอยูในรูปสมการเทนเซอร (Tensor Notation) 

ไดเปน 
 
                                           ijε  e p ther

ij ij ij  e   = ε + + ε  (3.3) 

                                          e
ijε  kk ij ij

1 2 1  S
3E E
− ν + ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞= σ δ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (3.4) 

 

                                          p
ije  

n-1

e
ij

o

3 S
2 E

⎛ ⎞σα
= ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

               (3.5)                            

 
                                         ther

ijε  ij = κΘδ  (3.6) 
 

                                          eσ  ij ij
3 S S
2

=  (3.7) 

 
โดยที ่ ijε  แทนคาความเครียดสุทธิ (Total Strain) 

 e
ijε  แทนคาความเครียดยืดหยุน (Elastic Strain) 

 p
ije  แทนคาความเครียดพลาสติก (Plastic Strain) 

 ther
ijε  แทนคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากสนามอุณหภูมิ (Thermal Strain) 

 ijσ  แทนคาความเคนสุทธิ (Total Stress) 

 ijS  แทนคาความเคนดิเวียทอริก (Deviatoric Stress) 

 ijδ  แทนคาครอเน็คเคอรเด็ลตา (Kronecker Delta) 

 eσ  แทนคาความเคนประสิทธิผล (Effective Stress) 

 ν  แทนคาอัตราสวนปวสซง (Poisson’s Ratio) 
 
โดยความสัมพันธระหวางคาความเคนสุทธิและความเคนดิเวียทอริกมีคาเทากับ 
 
                                           ijσ  ij ij  S= σδ +  (3.8) 
 

โดยที ่ kk
1  
3

σ = σ  แทนคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย (Mean Stress) 

 
คาความเคนประสิทธิผลสามารถหาไดจากความสัมพันธในทิศทางเดียวตามแนวแกนของวัสดุแบบ 
Ramberg-Osgood ดังสมการ [24] 
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                           ( )
n

e e e

o o o

e2  1     0
3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ σ
α + + ν − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ ε⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (3.9) 

   

                                           ee  ij ij
2 e e
3

=  (3.10)                            

 
โดยที ่ ee  แทนคาความเครียดประสิทธิผล (Effective Strain) 

 ije  แทนคาความเครียดดิเวียทอริก (Deviatoric Strain) 
 
ความสัมพันธระหวางคาความเครียดสุทธิและความเครียดดิเวียทอริกมีคาเทากับ 
 
                                           ijε  ij ij  e= εδ +  (3.11) 
  

                                           ijε  ij
1 ,   i j
2

= γ ≠          (3.12) 

 

โดยที ่ kk
1  
3

ε = ε  แทนคาความเครียดตั้งฉากเฉลี่ย (Mean Strain) 

 ijγ  แทนคาความเครียดเฉือนทางวิศวกรรม (Engineering Shear Strain) 
 
จากการแทนสมการ (3.4) (3.5) และ (3.6) ลงในสมการ (3.3) จะไดความสัมพันธของคา
ความเครียดสุทธิเปน 
 

               ijε  
n-1

e
kk ij ij ij ij

o

1 2 1 3   S   S   
3E E 2 E

⎛ ⎞σ− ν + ν α⎛ ⎞ ⎛ ⎞= σ δ + + + κΘδ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (3.13) 

 
ซ่ึงสามารถจัดรูปใหมใหอยูในรูปความเคนสุทธิไดเปน 
 

               ijσ  
( ) ( ) e

kk ij ij kk ij
e

E 2 1 3   
3 1 2 3 e 3

σ ⎛ ⎞= ε − κΘ δ + ε − ε δ⎜ ⎟− ν ⎝ ⎠
 (3.14) 

 
เทียบสมการ (3.8) กับสมการ (3.14) และแทนสมการ (3.11) สําหรับคาความเครียดสุทธิจะได 
 

                                          kkσ  
( ) ( )kk

E 3
1 2

= ε − κΘ
− ν

 (3.15) 

 

                                           ijS  e
ij

e

2 e
3 e
σ

=  (3.16) 

 
สมการ (3.8) สามารถเขียนใหมในรูปผลบวกของเวกเตอรความเคนไดเปน 
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                                        { }σ  { } { }  S= σ +  (3.17) 
 
โดยที ่ { }σ  แทนเวกเตอรความเคนสุทธ ิ

 { }σ  แทนเวกเตอรความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 { }S  แทนเวกเตอรความเคนดิเวียทอริก 
 
โดยลักษณะของเวกเตอรตาง ๆ จะขึ้นกับชนิดของปญหาวาเปนปญหาความเคนในระนาบ 
ความเครียดในระนาบหรือปญหาสมมาตรรอบแกน 

 
 

3.1.1  ปญหาความเคนในระนาบ (Plane Stress Condition) 
 

สําหรับปญหาความเคนในระนาบซึ่ง 33 31 23 31 23 0σ = σ = σ = γ = γ =  สมการ (3.14) 

สามารถเขียนอยูในรูปเวกเตอรความเคนดังสมการ (3.17) ในรูปความสัมพันธระหวางเวกเตอร
ความเคนและความเครียดไดเปน 
 

                                              { }σ  [ ]{ }o E= ε − ε  (3.18) 
 

                                               { }S  [ ]{ } [ ]{ }o G   H= ε − ε  (3.19) 
 

โดยกําหนดให 
 
                             { }Tσ  11 22 12 = σ σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦   (3.20ก)   
 
                             { }Tσ   0= σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.20ข) 
 
                             { }TS  11 22 12 S S S= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.20ค) 
 
                             { }Tε  11 22 12 = ε ε γ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.20ง) 
 
                            { }T

oε   0= κΘ κΘ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.20จ) 
 

                             [ ]G  
( )( )

1 0
E 1 0

1 2 1 2
0 0 0.5

+β −β⎡ ⎤
β ⎢ ⎥= −β +β⎢ ⎥− ν + β

⎢ ⎥+β⎣ ⎦

 (3.20ฉ) 
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                             [ ]H  
( )( )

1 0 0
E 0 1 0

1 2 1 2
0 0 0

⎡ ⎤
β ⎢ ⎥= ⎢ ⎥− ν + β

⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.20ช) 

 

                              [ ]E  
( )( )

1 1 0
E 1 1 0

1 2 1 2
0 0 0

⎡ ⎤
β ⎢ ⎥= ⎢ ⎥− ν + β

⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.20ซ) 

 

                                β  e

e

2 1 2 
3 E e

⎛ ⎞σ− ν⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3.20ฌ) 

 

                               2
ee  

( )
( )

( )
2

2
11 22 11 222

14 4   
3 31 2

+β+β
= ε + ε − ε ε

+ β
  

                                           
( )

( )2
12 11 222

1 4   
3 1 2

κΘ
+ γ − ε + ε − κΘ

+ β
 (3.20ญ) 

 
โดยที ่ { }ε  แทนเวกเตอรความเครียดสุทธ ิ

 { }oε  แทนเวกเตอรความเครียดเนื่องจากอุณหภูมิ 
 
ในกรณีปญหาความเคนในระนาบคาความเครียดประสิทธิผลเมื่อเขียนอยูในรูปของคาความเครียด
บนพิกัดสองมิติ ( )11 22 12, , ε ε γ  แลวจะขึ้นอยูกับคาอุณหภูมิดวย ดังนั้นเมตริกซ [ ]G , [ ]H  และ 

[ ]E  จึงไมเพียงขึ้นกับคาความเครียดบนพิกัดสองมิติเทานั้นแตยังขึ้นกับคาอุณหภูมิดวย 
 
 
3.1.2  ปญหาความเครียดระนาบ (Plane Strain Condition) 
 

สําหรับปญหาความเครียดในระนาบซึ่ง 31 23 33 31 23 0σ = σ = ε = γ = γ =  สมการ (3.14) 

สามารถเขียนอยูในรูปเวกเตอรความเคนดังสมการ (3.17) ในรูปความสัมพันธระหวางเวกเตอร
ความเคนและความเครียดไดเปน 
 
                                              { }σ  [ ]{ }o E= ε − ε  (3.21) 
 
                                               { }S  [ ]{ } G= ε  (3.22) 
 
กําหนดให 
 
                             { }Tσ  11 22 12 = σ σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦   (3.23ก)  
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                             { }Tσ   0= σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.23ข) 
 
                             { }TS  11 22 12 S S S= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.23ค) 
 
                             { }Tε  11 22 12 = ε ε γ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.23ง) 
 
                            { }T

oε   1.5 1.5 0= κΘ κΘ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.23จ) 
 

                             [ ]G  e

e

2 1 0
2 1 2 0
9 e

0 0 1.5

−⎡ ⎤
⎛ ⎞σ ⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.23ฉ) 

 

                             [ ]E  
( )

1 1 0
E 1 1 0

3 1 2
0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥− ν
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.23ช) 

 

                               2
ee  ( )2 2 2

11 22 11 22 12
4 1   
9 3

= ε + ε − ε ε + γ  (3.23ซ) 

 
ในกรณีปญหาความเครียดในระนาบคาความเครียดประสิทธิผลเมื่อเขียนอยูในรูปของคา
ความเครียดบนพิกัดสองมิติแลวจะไมขึ้นอยูกับคาอุณหภูมิดวย ดังนั้นเมตริกซ [ ]G  และ [ ]E  จึง
ขึ้นอยูกับคาความเครียดบนพิกัดสองมิติเทานั้นทําใหการสรางสมการเพื่อใชในการวิเคราะหทําได
งายกวาปญหาความเคนในระนาบมาก 
 
 
3.1.3  ปญหาสมมาตรรอบแกน (Axisymmetric Condition) 

 
สําหรับปญหาสมมาตรรอบแกนซึ่ง 31 23 31 23 0σ = σ = γ = γ =  สมการ (3.14) สามารถ

เขียนอยูในรูปเวกเตอรความเคนดังสมการ (3.17) ในรูปความสัมพันธระหวางเวกเตอรความเคน
และความเครียดไดเปน 
 
                                              { }σ  [ ]{ }o E= ε − ε  (3.24) 
 
                                               { }S  [ ]{ } G= ε  (3.25) 
 
กําหนดให 
 
                             { }Tσ  11 22 12 33 = σ σ σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦   (3.26ก)  
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                             { }Tσ   0= σ σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.26ข) 
 
                             { }TS  11 22 12 33 S S S S= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.26ค) 
 
                             { }Tε  11 22 12 33 = ε ε γ ε⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.26ง) 
 
                            { }T

oε   0= κΘ κΘ κΘ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.26จ) 
 

                             [ ]G  e

e

2 1 0 1
1 2 0 12 

0 0 1.5 09 e
1 1 0 2

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎛ ⎞σ ⎢ ⎥= ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 (3.26ฉ) 

 

                             [ ]E  
( )

1 1 0 1
1 1 0 1E 
0 0 0 03 1 2
1 1 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− ν
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3.26ช) 

 

                    2
ee  ( )2 2 2 2

11 22 33 11 22 22 33 33 11 12
4 1   
9 3

= ε + ε + ε − ε ε − ε ε − ε ε + γ  (3.26ซ) 

 
ในกรณีปญหาสมมาตรรอบแกนคาความเครียด 33ε  ในทิศทางรอบแกนจะมีความสัมพันธกับระยะ
เคล่ือนตัวในแนวรัศมีดังสมการ 
 

                                                       33ε  u
r

=  (3.27) 

 
โดยที ่ u  แทนคาระยะเคลื่อนตัวในทิศทางตามแนวรัศม ี

 r  แทนระยะทางในแนวรัศมีวัดจากแกนสมมาตร 
 
ในกรณีสมมาตรรอบแกนนี้จะคลายกับกรณีปญหาความเครียดในระนาบคือเมตริกซ [ ]G  และ [ ]E  

จะขึ้นอยูกับคาความเครียดบนพิกัดสองมิติเทานั้นดังนั้นสมการที่ใชในการวิเคราะหจะสรางไดงาย
กวาปญหาความเคนในระนาบมาก 
 
 
3.2  ฟงกชั่นการประมาณภายในเอลิเมนต 
 
 ในวิทยานิพนธนี้ใชเอลิเมนตสองชนิดในการจําลองปญหา โดยเอลิเมนตที่ปลายรอยราว 
(Crack Tip Element) เปนไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนต (Isoparametric Element) แบบ
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ส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ (Lagrange Family) ที่จุดตอทั้งสามจุดของดานหนึ่งถูกยุบมารวมกันที่ปลาย
รอยราวโดยที่จุดตอทั้งสามยังสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกันเมื่อเกิดการเสียรูปซึ่งทําใหผล

เฉลยคาความเครียดที่ไดแปรผันกับระยะตามแนวรัศมีจากปลายรอยราว r เปน 1
r

 ซ่ึงสอดคลองกับ

ผลเฉลยของคาความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวสําหรับวัสดุที่มีพฤติกรรมแบบพลาสติกสมบูรณ 
(Perfectly Plastic) [6] ขณะที่เอลิเมนตที่บริเวณอื่นจะเปนไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบ
สามเหลี่ยมหกจุดตอ 
 
 
3.2.1  เอลิเมนตสี่เหลี่ยมเกาจุดตอ (9-node Rectangular Element) 
 
 ไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียมเกาจุดตอดังแสดงในรูปที่ 3.1 ประกอบดวยจุด
ตอ (Node) ทั้งหมดเกาจุดโดยแตละจุดจะประกอบไปดวยตัวแปรไมทราบคาซ่ึงในกรณีปญหา
ของแข็งที่มีคาความเครียดเร่ิมตนเนื่องจากอุณหภูมินั้น ตัวแปรไมทราบคาเหลานี้ไดแก คาอุณหภูมิ
และระยะเคลื่อนตัวที่จุดตอเปนตน 

 

η

ξ

( )1, 1− − ( )0, 1− ( )1, 1−

( )1,0

( )1,1( )0,1( )1,1−

( )1,0−
( )0,0

y

x

 
 
รูปที่ 3.1  ไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสี่เหล่ียมเกาจุดตอซ่ึงใชเปนเอลิเมนตที่ปลายรอยราว 

 
ลักษณะการประมาณภายในเอลิเมนตชนิดนี้เปนแบบอันดับสอง (Quadratic Interpolation) ซ่ึง
ความสัมพันธระหวางพิกัด x y−  และพิกัดธรรมชาติ (Natural Coordinates) ξ − η  สามารถ
เขียนแทนไดดวยสมการ 
 
 ( ) { }x ,    N xξ η = ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.28ก) 

 ( ) { }y ,    N yξ η = ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.28ข) 
 
                    N⎢ ⎥⎣ ⎦  1 2 3 4 5 6 7 8 9 N N N N N N N N N= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.29ก)  

                    { }Tx  1 2 3 4 5 6 7 8 x x x x x x x x= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.29ข) 

                    { }Ty  1 2 3 4 5 6 7 8 y y y y y y y y= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.29ค) 
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โดยที ่ iN  แทนฟงกชันการประมาณภายใน (Interpolation Function) ของจุดตอ i 
 ix  แทนคาพิกัดในแนวแกน x ของจุดตอ i 
 iy  แทนคาพิกัดในแนวแกน y ของจุดตอ i 
 
โดยฟงกชันการประมาณภายในซึ่งเขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติมีคาเทากับ [25] 
 

                               ( )1N ,  ξ η  ( ) ( )1 1 1
4

= + ξ − ξ η − η  

                               ( )2N ,  ξ η  ( ) ( )1 1 1
4

= − ξ + ξ η − η  

                               ( )3N ,  ξ η  ( ) ( )1 1 1
4

= + ξ + ξ η + η  

                               ( )4N ,  ξ η  ( ) ( )1 1 1
4

= − ξ − ξ η + η   

                               ( )5N ,  ξ η  ( ) ( )21 1 1
2

= − − ξ η − η  (3.30) 

                               ( )6N ,  ξ η  ( )( )21 1 1
2

= + ξ + ξ − η  

                               ( )7N ,  ξ η  ( ) ( )21 1 1
2

= + − ξ η + η  

                               ( )8N ,  ξ η  ( )( )21 1 1
2

= − ξ − ξ − η  

                               ( )9N ,  ξ η  ( ) ( )2 2    1 1= − ξ − η  
 
โดยกําหนดใหการกระจายของตัวแปรไมทราบคาตาง ๆ ภายในเอลิเมนตมีคาดังสมการ 
 
 ( ) { },    NΦ ξ η = Φ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.31) 
 
                         { }TΦ  1 2 3 4 5 6 7 8 = Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.32) 
 
โดยที ่ iΦ  แทนคาของตัวแปรไมทราบคาใด ๆ ที่จุดตอ i 
 
 
3.2.2  เอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ (6-node Triangular Element) 
 
 สําหรับไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมหกจุดตอดังแสดงในรูปที่ 3.2 

ลักษณะการประมาณภายในเอลิเมนตจะเปนแบบอันดับสอง ความสัมพันธระหวางพิกัด x y−  กับ
พิกัดธรรมชาติ ξ − η  และลักษณะการกระจายของตัวแปรไมทราบคาใด ๆ บนเอลิเมนตสามารถ
เขียนแทนไดดังสมการ (3.28ก), (3.28ข) และ (3.31) ตามลําดับโดยเปลี่ยนจํานวนจุดตอจากเกา
จุดตอเปนหกจุดตอ 
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รูปที่ 3.2  ไอโซพาราเมตริกซเอลิเมนตแบบสามเหลี่ยมหกจดุตอ 
 
โดยฟงกชันการประมาณภายในซึ่งเขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติมีคาเทากับ [26] 
 
                               ( )1N ,  ξ η  ( )( )1 1 2 2= − ξ −η − ξ − η  

                               ( )2N ,  ξ η  ( ) 2 1= ξ ξ −  

                               ( )3N ,  ξ η  ( ) 2 1= η η−  

                               ( )4N ,  ξ η  ( )  4 1= ξ − ξ −η  (3.33) 

                               ( )5N ,  ξ η   4= ξη  

                               ( )6N ,  ξ η  ( )  4 1= η −ξ −η  
 
 
3.3  สมการไฟไนตเอลิเมนต 
 
 จากทฤษฎีงานเสมือน (Principle of Virtual Work) Crisfield [27] คางานที่เกิดจาก
ระยะเคลื่อนตัวเสมือนสามารถเขียนอยูในรูปผลคูณของเวกเตอรตาง ๆ ไดดังสมการ  
 

 { } { } { } { } { } { }TTT

S

V  d   T u dS  f u d
Ω Ω

δ = σ δ ε Ω − δ − δ Ω∫ ∫ ∫  (3.34) 

 
โดยที ่ δV  แทนคางานเสมือน (Virtual Work) 
 dΩ  แทนการอินทิเกรตบนปริมาตร 

 dS  แทนการอินทิเกรตบนพื้นที่ผิว 

 { }δ u  แทนเวกเตอรการเคลื่อนตัวเสมือน (Virtual Displacement Vector) 
 { }δ ε  แทนเวกเตอรความเครียดเสมือน (Virtual Strain Vector) 
 { }T  แทนเวกเตอรความเคนดึงที่ผิว (Surface Traction Vector) 
 { }f  แทนเวกเตอรแรงวัตถุ (Body Force Vector) 
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โดยเวกเตอรตาง ๆ มีรายละเอียดดังนี้ 
 

                                                    { }δ u    u
 

v
δ⎧ ⎫

= ⎨ ⎬δ⎩ ⎭
 { }N u⎡ ⎤= δ⎣ ⎦  (3.35ก) 

                                                      { }T  x

y

T
 

T
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 { }N T⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (3.35ข) 

                                                      { }f  x

y

f
 

f
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 { }N f⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (3.35ค) 

 

                                   N⎡ ⎤⎣ ⎦   1 2 n

1 2 n

N 0 N 0 N 0
 

0 N 0 N 0 N
…⎡ ⎤

= ⎢ ⎥…⎣ ⎦
 (3.36ก) 

                                 { }Tuδ  1 1 2 2 n n u v u v u v= δ δ δ δ δ δ⎢ ⎥⎣ ⎦L  (3.36ข) 
                                   { }TT  x1 y1 x 2 y2 xn yn T T T T T T⎢ ⎥= ⎣ ⎦L  (3.36ค) 

                                   { }Tf  x1 y1 x2 y2 xn yn f f f f f f⎢ ⎥= ⎣ ⎦L  (3.36ง) 
 
โดยที ่ δu  แทนสนามการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน x 

 δv  แทนสนามการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน y 

 xT  แทนสนามความเคนดึงที่ผิวในแนวแกน x 

 yT  แทนสนามความเคนดึงที่ผิวในแนวแกน y 

 xf  แทนสนามแรงวัตถุในแนวแกน x 

 yf  แทนสนามแรงวัตถุในแนวแกน y 

 iδu  แทนคาการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน x ที่จุดตอ i 
 iδv  แทนคาการเคลื่อนตัวเสมือนในแนวแกน y ที่จุดตอ i 
 xiT  แทนคาความเคนดึงที่ผิวในแนวแกน x ที่จุดตอ i 
 yiT  แทนคาความเคนดึงที่ผิวในแนวแกน y ที่จุดตอ i 
 xif  แทนคาแรงวัตถุในแนวแกน x ที่จุดตอ i 
 yif  แทนคาแรงวัตถุในแนวแกน x ที่จุดตอ i 
 n  แทนจํานวนจุดตอทั้งหมดบนเอลิเมนต 
 

แทนเวกเตอรความเคนสุทธิดวยผลบวกของเวกเตอรความเคนตั้งฉากเฉลี่ยและความเคนดิเวียทอริก
จากสมการ (3.17) จะไดสมการงานเสมือนเปน 
 

   Vδ  { } { } { } { } { } { } { } { }TTT T

S

 d   S d   T u dS  f u d
Ω Ω Ω

= σ δ ε Ω + δ ε Ω − δ − δ Ω∫ ∫ ∫ ∫  (3.37) 
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เวกเตอรความเครียดสามารถเขียนอยูในรูปความสัมพันธระหวางเมตริกซความสัมพันธระหวางคา
ความเครียดและระยะเคลื่อนตัว กับเวกเตอรคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอไดดังสมการ  
 

 { } [ ]{ } B uε =  (3.38) 
 

ในกรณีปญหาความเคนและความเครียดในระนาบ เมตริกซและเวกเตอรดานบนมีรายละเอียดดังนี ้
 

 { }
11

22

12

u
x
v    
y

u v
y x

⎧ ⎫∂
⎪ ⎪

∂⎪ ⎪ε⎧ ⎫
⎪ ⎪∂⎪ ⎪ε = ε =⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪γ⎩ ⎭ ⎪ ⎪∂ ∂

+⎪ ⎪
∂ ∂⎩ ⎭

 (3.39ก) 

 

 [ ]

1 2 n

1 2 n

1 1 2 2 n n

N N N0 0 0
x x x

N N NB   0 0 0
y y y

N N N N N N
y x y x y x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

L

L

L

 (3.39ข) 

 
สําหรับปญหาสมมาตรรอบแกนจะได [28] 
 

 { }

11

22

12

33

u
x
v
y

    
u v
y x

u
r

∂⎧ ⎫
⎪ ⎪∂⎪ ⎪ε⎧ ⎫ ∂⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ε ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪ε = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬γ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪+
⎪ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂ε⎩ ⎭ ⎪ ⎪

⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

 (3.40ก) 

 

 [ ]

1 2 n

1 2 n

1 1 2 2 n n

1 2 n

N N N0 0 0
x x x

N N N0 0 0
y y y

B   
N N N N N N
y x y x y x

N N N0 0 0
r r r

∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥

∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂

= ⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

L

L

L

L

 (3.40ข) 
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                                      { }T
1 1 2 2 n nu   u v u v u v= ⎢ ⎥⎣ ⎦L  (3.41) 

 
โดยที ่ [ ]B  แทนเมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเครียดและระยะเคลื่อนตัว 
  (Strain-Displacement Matrix) 
 { }u  แทนเวกเตอรการเคลื่อนที่จุดตอ (Nodal Displacement Vector) 

  iu  แทนคาการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ที่จุดตอ i 
  iv  แทนคาการเคลื่อนตัวในแนวแกน y ที่จุดตอ i 
 
ในทํานองเดียวกันเวกเตอรความเครียดเสมือนสามารถเขียนแทนไดเปน 
 
 { } [ ] { } B uδ ε = δ  (3.42) 
 

แทนสมการ (3.35ก) และ (3.42) ลงในสมการ (3.37) จะไดสมการงานเสมือนเปน 
 

                          Vδ  { } [ ] { } { } [ ] { }T T B d u   S B d u
Ω Ω

= σ Ωδ + Ωδ∫ ∫  

 

 { } { } { } { }TT

S

 T N dS u   f N d u
Ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− δ − Ωδ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  (3.43) 

 

ที่สภาวะสมดุลย (Equilibrium State) คางานเสมือนจะมีคาเปนศูนยและเนื่องจากคาการเคลือ่นตวั
เสมือนที่จุดตอเปนคาใด ๆ ก็ได ดังนั้นสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สภาวะสมดุลยจะมีคาเทากับ 
 
                              { } { } { } { } { }vol dev trac bodyF   F   F   F   0+ − − =  (3.44) 
 
                                   { }volF  [ ] { }TB d

Ω

= σ Ω∫  (3.45ก) 

                                   { }devF  [ ] { }TB S d
Ω

= Ω∫  (3.45ข) 

                                   { }tracF  { }T

S

N T dS⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫  (3.45ค) 

                                  { }bodyF  { }T
N f d

Ω

⎡ ⎤= Ω⎣ ⎦∫  (3.45ง) 

 
โดยที ่ { }volF  แทนโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 { }devF  แทนโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดิเวียทอริก 

 { }tracF  แทนโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดึงที่ผิว 

 { }bodyF  แทนโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาแรงวัตถุ 
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จากสมการ (3.18), (3.21), (3.24) และ (3.38) โหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย
สามารถเขียนอยูในรูปเดียวกันไดทั้งหมดสําหรับปญหาความเคนและความเครียดในระนาบ และ
ปญหาสมมาตรรอบแกนไดเปน 
 
                        { } [ ] [ ][ ] { } [ ] [ ]{ }T Tvol

oF   B E B d u   B E d
Ω Ω

= Ω − ε Ω∫ ∫  (3.46) 

 
สําหรับโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดิเวียทอริกจะไมสามารถเขียนอยูในรูปที่เหมือนกนัได
ทั้งหมด โดยในกรณีปญหาความเคนในระนาบจากสมการ (3.19) และ (3.38) จะได 
 
                        { } [ ] [ ][ ] { } [ ] [ ]{ }T Tdev

oF   B G B d u   B H d
Ω Ω

= Ω − ε Ω∫ ∫  (3.47ก) 

 
สําหรับปญหาความเครียดในระนาบและปญหาสมมาตรรอบแกนจากสมการ (3.22), (3.25) และ 

(3.38) จะได 
 
                                        { } [ ] [ ][ ] { }TdevF   B G B d u

Ω

= Ω∫  (3.47ข) 

 
แทนสมการ (3.35ข) ลงในสมการ (3.45ค) จะไดโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดึงที่ผิวเปน 
 
                                                  { } { }Ttrac

S

F   N N dS T⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  (3.48) 

 
ในทํานองเดียวกันแทนสมการ (3.35ค) ลงในสมการ (3.45ง) จะไดโหลดเวกเตอรเนื่องจากแรง
วัตถุมีคาเทากับ 
 
                                                { } { }TbodyF   N N d f

Ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  (3.49) 

 
จากสมการ (3.20จ), (3.23จ) และ (3.26จ) ความสัมพันธระหวางเวกเตอรคาความเครียดเนื่องจาก
อุณหภูมิและคาสนามอุณหภูมิสามารถเขียนใหมไดเปน 
 
                                        { } { }o   ε = κ Θ  (3.50) 
 
โดยที ่ { }κ  แทนเวกเตอรสัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากความรอน 
 
กรณีความเคนในระนาบ 
 
                                        { }T  0κ = κ κ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.51ก) 
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กรณีความเครียดในระนาบ 
 
 { }T  1.5 1.5 0κ = κ κ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.51ข) 
 
กรณีสมมาตรรอบแกน 
 
 { }T   0κ = κ κ κ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.51ค) 
 
จากสมการ (3.31) และ (3.32) เราสามารถสรางสมการสนามอุณหภูมิไดเปน 
 
 { }  NΘ = Θ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.52) 
 
 { }T

1 2 n  Θ = Θ Θ Θ⎢ ⎥⎣ ⎦L  (3.53) 
 
โดยที ่ { }Θ  แทนเวกเตอรอุณหภูมิที่จุดตอ 

   iΘ  แทนคาอุณหภูมิที่จุดตอ i 
 
แทนสมการ (3.52) ลงในสมการ (3.50) จะไดสมการความสัมพันธระหวางเวกเตอรคาความเครยีด
เนื่องจากอุณหภูมิและคาอุณหภูมิที่จุดตอเปน 
 
                                                   { } { } { }o   Nε = κ Θ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.54) 
 
 
3.4  วิธีการทําซ้ํา 
 
 เนื่องจากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่สภาวะสมดุลย (3.44) อยูในรูปของระบบสมการไมเชิง
เสน (Nonlinear System of Equations) ดังนั้นเราจึงตองประยุกตใชวิธีการทําซ้ําเพื่อหาผลเฉลย
ที่ทําใหระบบสมการอยูในสภาวะสมดุลย วิธีการทําซํ้าที่ใชในวิทยานิพนธนี้คือวิธีการทําซ้ําแบบนิว
ตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson Iteration Scheme) [27] ซ่ึงสรางขึ้นจากการกระจายอนุกรม
เทยเลอร (Taylor’s Series) พิจารณาสมการสภาวะสมดุลย (3.44) ซ่ึงเขียนใหมในรูป 
 
                        { } { } { } { } { } { }vol dev trac bodyg   F   F   F   F   0= + − − =  (3.55) 
 
โดยที ่ { }g  แทนเวกเตอรความไมสมดุลของแรง (Out of Balance Force Vector) 
 
ตัวแปรอิสระทั้งหมดของสมการดานบนประกอบไปดวย คาเคลื่อนตัว อุณหภูมิ ความเคนดึงที่ผิว
และแรงวัตถุที่จุดตอ โดยหากคาตัวแปรอิสระทั้งหมดเปนผลเฉลยที่ถูกตองแลวเวกเตอรความไม
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สมดุลยของแรงจะมีคาเปนศูนย ประยุกตอนุกรมเทยเลอรอันดับที่หนึ่ง (1st Order Taylor’s 

Series) เขากับสมการ (3.55) จะไดสมการใหมซ่ึงเขียนอยูในรูปเทนเซอรเปน 
 

                        i i i i
i m n p q

m n p q

g g g gg   u     T   f
u T f
∂ ∂ ∂ ∂

Δ = Δ + ΔΘ − Δ − Δ
∂ ∂Θ ∂ ∂

 (3.56) 

 
โดยที ่ Δ  แทนผลตางของตัวแปรอิสระระหวางคาใหมและเกา 
 
เนื่องจากคาความเคนประสิทธิผลมีความสัมพันธโดยตรงกับคาความเครียดประสิทธิผลดังแสดงใน
สมการ (3.9) ดังนั้นจากสมการ (3.20ญ), (3.23ซ) และ (3.26ซ) จะไดอัตราสวนของคาความเคน
ประสิทธิผลตอคาความเครียดประสิทธิผลมีคาขึ้นอยูกับคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอดวย นอกจากนั้น
ในกรณีปญหาความเคนในระนาบคาอัตราสวนนี้ยังขึ้นอยูกับคาอุณหภูมิที่จุดตออีกดวย ดังนั้น
สมการ (3.56) สามารถกระจายออกไดเปน 
 

                        
vol dev vol

i i i
i m m n

m m n

F F Fg   u   u   
u u

∂ ∂ ∂
Δ = Δ + Δ + ΔΘ

∂ ∂ ∂Θ
 

 

                                   
dev trac body
i i i

n p q
n p q

F F F   T   f
T f

∂ ∂ ∂
+ ΔΘ − Δ − Δ

∂Θ ∂ ∂
 (3.57) 

 
จากสมการ (3.35ข), (3.35ค) และ (3.36ก) เนื่องจากความสัมพันธระหวางโหลดเวกเตอร
เนื่องจากความเคนดึงที่ผิวและคาความเคนดึงที่ผิวที่จุดตอตาง ๆ เปนแบบเชิงเสน เชนเดียวกับ
ความสัมพันธระหวางโหลดเวกเตอรเนื่องจากแรงวัตถุและคาแรงวัตถุที่จุดตอตาง ๆ ดังนั้นสมการ 

(3.57) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

 
vol dev vol

i i i
i m m n

m m n

F F Fg   u   u   
u u

∂ ∂ ∂
Δ = Δ + Δ + ΔΘ

∂ ∂ ∂Θ
 

 

                                   
dev

trac bodyi
n i i

n

F   F   F∂
+ ΔΘ − Δ − Δ

∂Θ
 (3.58ก) 

 
ซ่ึงสามารถเขียนอยูในรูปเมตริกซไดเปน 
 

             { } { } { }
vol dev vol devF F F Fg   u   
u u

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
Δ = + Δ + + ΔΘ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂Θ ∂Θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

  
                            { } { }trac body F   F− Δ − Δ  (3.58ข) 
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โดยที ่
volF
u

⎡ ⎤∂
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 แทนเมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัสเนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย 

 
devF
u

⎡ ⎤∂
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 แทนเมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัสเนื่องจากคาความเคนดิเวียทอริก 

 
ในการหาผลเฉลยของสมการ (3.58) นั้นจะประกอบดวยขั้นตอนสองขั้นตอน โดยในขั้นตอนแรก
จะทําการหาผลเฉลยโดยประมาณของคาตัวแปรอิสระจากการแทนคาเวกเตอร { } { }g 0Δ =  ลงใน
สมการ (3.58ข) ซ่ึงไดมาจากความเขาใจที่วาหากผลตางของคาตัวแปรอิสระมีคานอยมาก ๆ แลว
ผลเฉลยของคาตัวแปรอิสระที่ไดจากสมการอนุกรมเทยเลอรอันดับที่หนึ่งจะเปนผลเฉลยที่ใกลเคียง
กับผลเฉลยที่แทจริง โดยเรียกขั้นตอนการหาผลเฉลยในชวงนี้วา Incremental Solution Scheme 

ดังนั้นสมการ (3.58ข) สามารถเขียนไดใหมในขั้นตอนนี้เปน 
 

                    { } { } { }
vol dev

trac body

o

F F u   F   F
u u

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
+ Δ = Δ + Δ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 

                                                                   { }
vol dev

o

F F 
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂

− + ΔΘ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂Θ ∂Θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 (3.59) 

 
โดยสัญลักษณ [ ]o  หมายถึงเมตริกซถูกคํานวณโดยใชคาตัวแปรอิสระท่ีจุดตอตาง ๆ จาก
สถานะการวิเคราะห (Analysis State) กอนหนานี้ที่มีผลเฉลยที่อยูในสภาวะสมดุลแลว 
(Converged Solution) ในขั้นตอนตอไปจะใชวิธีการทําซํ้าเพื่อปรับปรุงผลเฉลยที่ไดในขั้นตอน
แรกใหเขาสูสภาวะสมดุลดวยการทําใหสมการสภาวะสมดุลย (3.55) มีคาเขาใกลศูนยใหมากที่สุด 
โดยเรียกขั้นตอนการหาผลเฉลยในชวงนี้วา Iterative Solution Scheme จัดรูปสมการ (3.58ข) 

ใหอยูในรูปใหมเปน 
 

            { } { } { }
vol dev

i 1 i
i

F Fg   g   u
u u+

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
= + + Δ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 

                                    { } { } { }
vol dev

trac trac

i 1 i
i

F F   F   F
+

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
+ + ΔΘ − +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂Θ ∂Θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

  

 
                                    { } { }body body

i 1 i
 F   F

+
− +  (3.60) 

 
โดยที ่ i  แทนการคํานวณที่การทําซํ้าครั้งปจจุบัน 

 i 1+  แทนการคํานวณที่การทําซํ้าครั้งถัดไป 
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เนื่องจากในปญหาในวิทยานิพนธนี้ คาอุณหภูมิ คาความเคนดึงที่ผิวและคาแรงวัตถุที่จุดตอตาง ๆ 
เปนตัวแปรอิสระที่รูคาที่สถานะการวิเคราะหตาง ๆ ทั้งหมด ดังนั้นในชวงการทําซ้ํานี้สมการ 
(3.60) จะลดรูปลงเหลือ 
 

                               { } { } { }
vol dev

i 1 i
i

F Fg   g   u
u u+

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
= + + Δ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (3.60) 

 
เพื่อที่จะหาผลเฉลยคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอที่มีความถูกตองมากขึ้นซึ่งทําใหสมการสภาวะสมดุล 

(3.55) มีคาเขาใกลศูนย ดังนั้นเราจึงกําหนดใหเวกเตอรความไมสมดุลยของแรงที่การทําซํ้าครั้ง
ถัดไปมีคาเปนศูนย { } { }i 1

g 0
+
=  ลงในสมการ (3.60) แลวแทนสมการสภาวะสมดุลย (3.55) ที่

คํานวณในการทําซํ้าครั้งปจจุบันจะได 
 

                                    { } { }
vol dev

i
i

F F u   g
u u

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
+ Δ = −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (3.61) 

โดยที่ 
                        { } { } { } { } { }trac body vol dev

i i i i i
g   F   F   F   F− = + − −  (3.62) 

 
สมการ (3.61) และ (3.62) เปนสมการที่ใชในชวงการทําซ้ํานี้ โดยรายละเอียดของเวกเตอรและ
เมตริกซตาง ๆ ที่ใชในขั้นตอนการคํานวณหาผลเฉลยทั้งหมดจะขึ้นอยูกับชนิดของปญหาวาเปน
ปญหาชนิดใดดังตอไปนี้ 
 
 
3.4.1  ปญหาความเคนในระนาบ 
 
 เนื่องจากคาความเครียดประสิทธิผล ee  เมื่อเขียนอยูในรูปของคาความเครียดในสองมิติ
แลวจะขึ้นอยูกับคาสนามอุณหภูมิดวยดังแสดงในสมการ (3.20ญ) ดังนั้นเมตริกซตาง ๆ ที่ใชใน
ขั้นตอนการหาผลเฉลยจึงมีความซับซอนมากกวากรณีปญหาความเครียดในระนาบและปญหา
สมมาตรรอบแกนมาก โดยคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรตาง ๆ เทียบกับตัวแปรอิสระจะสามารถหา
ไดโดยงายเม่ือเขียนอยูในรูปเทนเซอร ดังนั้นจากสมการ (3.46) และ (3.54) คาโหลดเวกเตอร
เนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยจะมีคาเทากับ 
 
                               vol

i ji jk kl l ji jk k m mF   B E B d u   B E N d
Ω Ω

= Ω − κ ΩΘ∫ ∫  (3.63ก) 

หรือ 

                               ( )vol
i ji jk k okF   B E d

Ω

= ε − ε Ω∫  (3.63ข) 
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ดังนั้นคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรนี้เทียบกับคาเคลื่อนตัวที่จุดตอจะมีคาเทากับ 
 

   
vol

i

n

F
u

∂
∂

 jk jkl
ji jk kl ji kl l ji k m m

n n n

E Eu B E B d   B B d u   B N d
u u uΩ Ω Ω

∂ ∂∂
= Ω + Ω − κ ΩΘ

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  

 ( )jk p
ji jk kl ln ji kl l k m m

p n

E
 B E B d   B B u N d

uΩ Ω

∂ ∂ε
= Ωδ + − κ Θ Ω

∂ε ∂∫ ∫  

 ( )jk
ji jk kn ji pn kl l k m m

p

E
 B E B d   B B B u N d
Ω Ω

∂
= Ω + − κ Θ Ω

∂ε∫ ∫  

 ( )jp
ji jk kn ji pl l p m m kn

k

E
 B E B d   B B u N B d
Ω Ω

∂
= Ω + − κ Θ Ω

∂ε∫ ∫  

 ( )jp
ji jk pl l p m m kn

k

E
 B E B u N B d
Ω

∂⎡ ⎤
= + − κ Θ Ω⎢ ⎥∂ε⎣ ⎦
∫   

 ( )jp
ji jk p p kn

k

E
 B E B d
Ω

∂⎡ ⎤
= + ε − κ Θ Ω⎢ ⎥∂ε⎣ ⎦
∫  (3.64) 

 
ในทํานองเดียวกันคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรนี้เมื่อเทียบกับคาอุณหภูมิที่จุดตอจะมีคาเทากับ 
 

   
vol

i

q

F∂
∂Θ

 ( )jk m
ji kl l k m m ji jk k m

q q

E
 B B u N d   B E N d
Ω Ω

∂ ∂Θ
= − κ Θ Ω − κ Ω

∂Θ ∂Θ∫ ∫  

    ( )jk
ji kl l k m m ji jk k m mq

q

E
 B B u N d   B E N d
Ω Ω

∂ ∂Θ
= − κ Θ Ω − κ Ωδ

∂Θ ∂Θ∫ ∫  

    ( )jk
ji q kl l k m m ji jk k q

E
 B N B u N d   B E N d
Ω Ω

∂
= − κ Θ Ω − κ Ω

∂Θ∫ ∫  

    ( )jk
ji kl l k m m jk k q

E
 B B u N E N d
Ω

∂⎡ ⎤
= − κ Θ − κ Ω⎢ ⎥∂Θ⎣ ⎦
∫   

    ( )jk
ji k k jk k q

E
 B E N d
Ω

∂⎡ ⎤
= ε − κ Θ − κ Ω⎢ ⎥∂Θ⎣ ⎦
∫  (3.65) 

 
คาโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดิเวียทอริกสามารถหาไดจากสมการ (3.47ก) และ (3.54) มี
คาเทากับ 
 
                               dev

i ji jk kl l ji jk k m mF   B G B d u   B H N d
Ω Ω

= Ω − κ ΩΘ∫ ∫  (3.66ก) 

หรือ 

                               ( )dev
i ji jk k jk okF   B G H d

Ω

= ε − ε Ω∫  (3.66ข) 

 
ดังนั้นคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรนี้เมื่อเทียบกับคาเคลื่อนตัวที่จุดตอจะมีคาเทากับ 
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dev
i

n

F
u

∂
∂

 jp jp
ji jk p p kn

k k

G H
 B G B d
Ω

∂ ∂⎡ ⎤
= + ε − κ Θ Ω⎢ ⎥∂ε ∂ε⎣ ⎦
∫  (3.67) 

 
ในทํานองเดียวกันเมื่อเทียบกับคาอุณหภูมิที่จุดตอจะได 
 

                          
dev
i

q

F∂
∂Θ

 jk jk
ji k k jk k q

G H
 B H N d
Ω

∂ ∂⎡ ⎤
= ε − κ Θ− κ Ω⎢ ⎥∂Θ ∂Θ⎣ ⎦
∫  (3.68) 

 
จากสมการ (3.48) คาโหลดเวกเตอรเนื่องจากความเคนดึงที่ผิวสามารถเขียนใหอยูในรูปเทนเซอร
ไดเปน 
 
                                                  trac

i ji jk k
S

F   N N dST= ∫  (3.69) 

 
ดังนั้นคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรนี้เทียบกับคาความเคนดึงที่จุดตอจะมีคาเทากับ 
 

                      
trac

i k
ji jk ji jk km ji im

m mS S S

F T  N N dS   N N dS   N N dS
T T

∂ ∂
= = δ =

∂ ∂∫ ∫ ∫  (3.70) 

 
ในทํานองเดียวกันจากสมการ (3.49) คาโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาแรงวัตถุจะมีคาเทากับ 
 
                                                  trac

i ji jk k
S

F   N N dSf= ∫  (3.71) 

 
ดังนั้นคาอนุพันธของโหลดเวกเตอรนี้เทียบกับคาแรงวัตถุที่จุดตอจะมีคาเทากับ 
 

                      
trac

i k
ji jk ji jk km ji im

m m

F f  N N d   N N d   N N d
f fΩ Ω Ω

∂ ∂
= Ω = Ωδ = Ω

∂ ∂∫ ∫ ∫  (3.72) 

 
จากสมการ (3.64), (3.65), (3.67) และ (3.68) คาเทนเซอรที่ตองทําการกระจายใหอยูในรูปที่งาย

ตอการคํานวณจะประกอบไปดวยพจน ( )jp
p p

k

E∂
ε − κ Θ

∂ε
, ( )jk

k k

E∂
ε − κ Θ

∂Θ
, jp

p
k

G∂
ε

∂ε
, 

jp
p

k

H∂
κ Θ

∂ε
, jk

k

G∂
ε

∂Θ
 และ jk

k

H∂
κ Θ

∂Θ
 เนื่องจากเมตริกซ [ ]G , [ ]H  และ [ ]E  ขึ้นอยูกับคา β  ซ่ึง

มีคาดังแสดงในสมการ (3.20ฌ) ดังนั้นคาอนุพันธของเมตริกซตาง ๆ เหลานี้สามารถเขียนใหมได
เทากับ 
 

                                    ( )jp
p p

k

E∂
ε − κ Θ

∂ε
 ( )jp

p p
k

E
 
∂ ∂β

= ε − κ Θ
∂β ∂ε

 (3.73ก) 
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                                    ( )jk
k k

E∂
ε − κ Θ

∂Θ
 ( )jk

k k

E
 
∂ ∂β

= ε − κ Θ
∂β ∂Θ

 (3.73ข) 

 

                                                   jp
p

k

G∂
ε

∂ε
 jp

p
k

G
 
∂ ∂β

= ε
∂β ∂ε

 (3.73ค) 

 

                                               jp
p

k

H∂
κ Θ

∂ε
 jp

p
k

H
 
∂ ∂β

= κ Θ
∂β ∂ε

 (3.73ง) 

 

                                                   jk
k

G∂
ε

∂Θ
 jk

k

G
 
∂ ∂β

= ε
∂β ∂Θ

 (3.73จ) 

 

                                               jk
k

H∂
κ Θ

∂Θ
 jk

k

H
 
∂ ∂β

= κ Θ
∂β ∂Θ

 (3.73ฉ) 

 
จากสมการ (3.20ง-ซ) และ (3.50-3.51ก) จะได 
 

       ( )jp
p p

E∂
ε − κ Θ

∂β
 

( )( )

11 22

11 222

0.5 0.5
2E 0.5 0.5

1 2 1 2 0

ε + ε − κΘ⎧ ⎫
⎪ ⎪= ε + ε − κΘ⎨ ⎬

− ν + β ⎪ ⎪
⎩ ⎭

 (3.74ก) 

 

                      jp
p

G∂
ε

∂β
 

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

2
11 22

2
11 222

2
22

0.5 1
2E 1 0.5

1 2 1 2
0.25

⎧ ⎫+β+β ε −β +β ε
⎪ ⎪⎪ ⎪= −β +β ε + +β+β ε⎨ ⎬

− ν + β ⎪ ⎪
+β+β γ⎪ ⎪⎩ ⎭

 (3.74ข) 

 

                 jk
k

H∂
κ Θ

∂β
 

( )( )2

0.5
2E 0.5

1 2 1 2 0

κΘ⎧ ⎫
⎪ ⎪= κΘ⎨ ⎬

− ν + β ⎪ ⎪
⎩ ⎭

 (3.74ค) 

 

ดังนั้นจะเหลือพจนที่ตองกระจายใหอยูในรูปที่งายขึ้นตอไปคือ 
k

∂β
∂ε

 และ ∂β
∂Θ

 จากสมการ (3.9) 

และ (3.20ฌ) เราพบวา ( )ee f= β  ดังนั้นจะได 
 

                                            
( ) ( )2 2

e e e
e

k k k

e d e de    2e
d d

∂ ∂β ∂β
= =

∂ε β ∂ε β ∂ε
 (3.75) 

 
จากสมการ (3.20ฌ) และ (3.9) จะได 
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                                                e

e e e e

dd     
de de e

σβ ∂β ∂β
= +

∂σ ∂
 (3.76) 

 

คาอนุพันธ 
e

∂β
∂σ

 และ 
ee

∂β
∂

 สามารถหาไดโดยตรงจากสมการ (3.20ฌ) โดยเมื่อแทนกลับลงไปใน

สมการดานบนจะได 
 

                                               
( ) e e e

2
e e ee

1 2 e dd 2 1
de 3 E dee

− ν ⎡ ⎤σ σβ
= −⎢ ⎥σ⎣ ⎦

 (3.77) 

 

คาอนุพันธ e

e

d
de
σ  สามารถหาไดโดยตรงจากสมการ (3.9) เปน 

 

                                     

( )( )
e o o

e oe

e o

d   e 2de n   1 n 1
3

σ σ ε
=

ε
− + ν −

σ σ

 (3.78) 

 
หากเรากําหนดให 
 

                             
( )

( )

e o

e e e o

e oe e

e o

2 1   1
e d 3 eA  1   

2 nde 1   
3 e n 1

σ σ
+ ν −

⎡ ⎤σ ε
= − =⎢ ⎥ σ σσ⎣ ⎦ + ν −

ε −

  (3.79) 

 
จากสมการ (3.79) และ (3.20ฌ) ดังนัน้สมการ (3.77) สามารถเขียนไดใหมเปน 
 

                                                     
e e

d  A
de e
β β

= −  (3.80) 

 
แทนสมการ (3.80) ลงในสมการ (3.75) จะได 
 

                                       
( )2 2

e e
e

k k k

e

e e1  2e   2
Ad

de

∂ ∂β ∂β
= = −

∂ε ∂ε β ∂ε⎛ ⎞β
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.81) 

 

ในขณะเดียวกันคาอนุพันธ ( )2
e

k

e∂

∂ε
 เองก็สามารถหาไดจากการพิจารณาสมการ (3.20ญ) เปน 

 

                                     
( ) ( ) ( )2 2 2

e e e

k k k

e e e
    

β

∂ ∂ ∂∂β
= +

∂ε ∂β ∂ε ∂ε
 (3.82) 
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จากสมการ (3.20ญ) จะไดคาอนุพันธ 
 

                                     
( ) ( ) ( )

( )

22
e 11 22 11 22

3

e 4
  4

1 2

⎡ ⎤∂ ε + ε − κΘ ε + ε − κΘ
= − ⎢ ⎥

∂β + β⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3.83ก) 

 

                                     
( )

( )
{ }

2
e T

2
k

e 8 1 C
3 1 2

β

∂
=

∂ε + β
 (3.83ข) 

 
โดยที ่
 

                         { }
( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2
11 22

2 2
11 22

2
12

1 0.5 1.5

C   0.5 1 1.5

0.25

⎧ ⎫+β+β ε + −β−β ε − κΘ
⎪ ⎪⎪ ⎪= −β−β ε + +β+β ε − κΘ⎨ ⎬
⎪ ⎪

+β+β γ⎪ ⎪⎩ ⎭

 (3.84) 

 
จากสมการ (3.81-84) จะได 
 

   
( )

{ }

( )
( ) ( )

T

2 2 2
k e 11 22 11 22

3 2
e

A C4 1  
3 e1 2 42 A1

e1 2

∂β β
= −

∂ε ⎡ ⎤⎧ ⎫+ β ε + ε − κΘ ε + ε − κΘβ ⎪ ⎪⎢ ⎥− ⎨ ⎬
⎢ ⎥+ β ⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

 (3.85) 

 

คาอนุพันธ ( )2
ee∂

∂Θ
 สามารถหาไดในทํานองเดียวกันกับสมการ (3.75) และ (3.81) เทากับ 

   

                               
( ) ( )2 2 2

e e e e
e

e d e de e    2e   2
d d A

∂ ∂β ∂β ∂β
= = = −

∂Θ β ∂Θ β ∂Θ β ∂Θ
 (3.86) 

 
ในทํานองเดียวกันกับสมการ (3.82) จะได 
 

                                                    
( ) ( ) ( )2 2 2

e e ee e e
    

β

∂ ∂ ∂∂β
= +

∂Θ ∂β ∂Θ ∂Θ
 (3.87) 

 
จากสมการ (3.20ญ) จะไดพจนทางดานขวามือของสมการ (3.87) เทากับ 
 

                                                  
( ) ( )

( )

2
e 11 22

2

e 4 2
 

1 2
β

∂ κ ε + ε − κΘ
= −

∂Θ + β
 (3.88) 
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แทนสมการ (3.88) และ (3.83ก) ลงในสมการ (3.87) แลวแทนลงในสมการ (3.86) จะได 
 

       
( )

( )

( )
( ) ( )

11 22
2 2 2

e 11 22 11 22
3 2

e

2 A1  2
e1 2 42 A1

e1 2

ε + ε − κΘ κ∂β β
=

∂Θ ⎡ ⎤⎧ ⎫+ β ε + ε − κΘ ε + ε − κΘβ ⎪ ⎪⎢ ⎥− ⎨ ⎬
⎢ ⎥+ β ⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

 (3.89) 

 
เมื่อไดพจนตาง ๆ อยูในรูปที่สามารถทําการคํานวณหาไดโดยงายแลว เราจึงสามารถคํานวณหาคา
เมตริกซและเวกเตอรตาง ๆ ที่ใชในขั้นตอนการหาคาผลเฉลยได จากสมการ (3.40ก), (3.20ฉ-ซ), 

(3.74ก-ค) และ (3.85) ส่ิงที่ตองตระหนักถึงในการคํานวณเมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัสเนื่องจาก
คาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยและคาความเคนดิเวียทอริกสําหรับปญหาความเคนในระนาบก็คือเมตริกซ
ความแข็งเกร็งสัมผัสทั้งสองนี้ไมไดเปนเมตริกซสมมาตรอีกตอไปจนกวาเมตริกซทั้งสองจะถูก
นํามารวมกันเปนเมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัส (Tangent Stiffness Matrix) 
 
 
3.4.2  ปญหาความเครียดในระนาบ 
 
 เนื่องจากคาความเครียดประสิทธิผล ee  เมื่อเขียนอยูในรูปของคาความเครียดในสองมิติ
แลวจะไมขึ้นอยูกับคาสนามอุณหภูมิดังแสดงในสมการ (3.23ซ) ขณะเดียวกันเมตริกซ [ ]E  ยังไม
ขึ้นกับคาอุณหภูมิและคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอซ่ึงทําใหเวกเตอรและเมตริกซตาง ๆ ที่ใชในขั้นตอน
การหาผลเฉลยนั้นไมซับซอนเหมือนกับกรณีปญหาความเคนในระนาบ โดยคาอนุพันธของโหลด
เวกเตอรเนื่องจากคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยเมื่อเทียบกับคาการเคลื่อนตัวและอุณหภูมิที่จุดตอ
สามารถหาไดในทํานองเดียวกับกรณีปญหาความเคนในระนาบเทากับ 
 

                                              
vol

i

n

F
u

∂
∂

 ji jk knB E B d
Ω

= Ω∫  (3.90) 

 

                                              
vol

i

q

F∂
∂Θ

 ji jk k qB E N d
Ω

= − κ Ω∫  (3.91) 

 
ตามลําดับ ขณะที่คาอนุพันธของโหลดเวกเตอรเนื่องจากความเคนดิเวียทอริกเทียบกับคาการเคลื่อน
ตัวและอุณหภูมิที่จุดตอมีคาเทากับ 
 

                                      
dev
i

n

F
u

∂
∂

 jp
ji jk p kn

k

G
B G B d

Ω

∂⎡ ⎤
= + ε Ω⎢ ⎥∂ε⎣ ⎦
∫  (3.92) 

 

                                      
dev
i

q

F∂
∂Θ

 0=  (3.93) 
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ตามลําดับ ขณะที่คาอนุพันธของโหลดเวกเตอรเนื่องจากคาความเคนดึงที่ผิวและคาแรงวัตถุเมื่อ
เทียบกับคาความเคนที่ผิวและแรงวัตถุที่จุดตอจะมีคาเทากับสมการ (3.70) และ (3.72) ตามลําดับ 

คาเทนเซอร jp
p

k

G∂
ε

∂ε
 สามารถหาไดจากความสัมพันธ 

 

                                        
( )

( )jp jp e e
p p

k e e k

G G e
  

e
∂ ∂ ∂ σ

ε = ε
∂ε ∂ σ ∂ε

 (3.94) 

 
จากสมการ (3.23ง) และ (3.23ฉ) จะได 
 

                                                  
( ) { }jp

p
e e

G 2 C
e 9

∂
ε =

∂ σ
 (3.95) 

 
โดยที ่
 

                                                       { }
11 22

11 22

12

2
C   2

1.5

ε − ε⎧ ⎫
⎪ ⎪= −ε + ε⎨ ⎬
⎪ ⎪γ⎩ ⎭

 (3.96) 

 
จากสมการ (3.9) จะได ( )e ef eσ =  ดังนั้น 
 

                       
( )e e e e e e e e

2 2
k e e k k ke e

e d e e e1      A
e de e e

∂ σ σ ∂ σ ∂ σ ∂
= − = −

∂ε ∂ε ∂ε ∂ε
 (3.97) 

 
โดยที่ A  มีคาเทากับสมการ (3.79) จากสมการ (3.23ซ) จะไดคาอนพุันธ 
 

                                                       { }Te

k e

e 2 1 C
9 e
⎛ ⎞∂

= ⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠
 (3.98) 

 
ดังนั้นจากสมการ (3.96-98) จะได 
 

                                            
( ) { }Te e e

3
k e

e 2 A C
9 e

∂ σ ⎛ ⎞σ
= − ⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠

 (3.99) 

 
 
3.4.3  ปญหาสมมาตรรอบแกน 
 
 เนื่องจากคาความเครียดประสิทธิผล ee  เมื่อเขียนอยูในรูปของคาความเครียดดังแสดงใน
สมการ (3.26ง) แลวจะไมขึ้นอยูกับคาสนามอุณหภูมิดังแสดงในสมการ (3.26ซ) ในขณะเดียวกัน
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เมตริกซ [ ]E  ของกรณีปญหาสมมาตรรอบแกนยังไมขึ้นกับคาอุณหภูมิและการเคลื่อนตัวที่จุดตอ
ซ่ึงเหมือนกับกรณีปญหาความเครียดในระนาบ ดังนั้นสมการในรูปเทนเซอรตาง ๆ ที่ใชในขั้นตอน
การหาผลเฉลยจึงเหมือนกับกรณีปญหาความเครียดในระนาบ โดยในกรณีปญหาสมมาตรรอบแกน
นี้จะได 
    

                                                       { }

11 22 33

11 22 33

12

11 22 33

2
2

C   
1.5

2

ε − ε − ε⎧ ⎫
⎪ ⎪−ε + ε − ε⎪ ⎪= ⎨ ⎬γ⎪ ⎪
⎪ ⎪−ε − ε + ε⎩ ⎭

 (3.100) 

 
 ในขั้นตอนการหาผลเฉลยทั้งหมดนั้นเราจําเปนตองรูคาอัตราสวนของคาความเคน
ประสิทธิผลตอคาความเครียดประสิทธิผล ซ่ึงในกรณีปญหาความเครียดในระนาบและปญหา
สมมาตรรอบแกนนั้นเมื่อเราไดคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอทั้งหมดจากการคํานวณที่สถานะการ
วิเคราะหกอนหนานี้ที่มีผลเฉลยอยูในสภาวะสมดุลแลวนั้นเราสามารถนําคาที่ไดมาคํานวณหาคา
ความเครียดสุทธิผานสมการ (3.38) จากนั้นนํามาหาคาความเครียดประสิทธิผลโดยใชสมการ 
(3.10) ซ่ึงไดจาการแทนความสัมพันธในสมการ (3.11-12) ลงไป จากนั้นจึงแกสมการ (3.9) ซ่ึง
เปนสมการไมเชิงเสนเพื่อหาคาความเคนประสิทธิผลตอไปโดยประยุกตระเบียบวิธีการทําซํ้าแบบ
วิธีนิวตัน-ราฟสันเขากับสมการ (3.9) จะไดผลตางของคาความเคนประสิทธิผลตอคาความเคนที่จุด
ครากสําหรับการทําซํ้าในแตละครั้งเปน 
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2n   1
3

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ σ⎜ ⎟α + + ν −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ ε⎛ ⎞Δσ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ ⎛ ⎞⎝ ⎠ σ⎜ ⎟α + + ν⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (3.101) 

 
จากนั้นทําการเดาคาความเคนประสิทธิผลเร่ิมตนขึ้นมาหนึ่งคาแทนลงในสมการ (3.101) เพื่อใชหา
คาความเคนประสิทธิผลคาใหมในการทําซํ้าครั้งตอไปจากสมการ 
 
                                              ( ) ( ) ( )e e ei 1 i i

    
+

σ = σ + Δσ  (3.102) 
 
เมื่อไดคาความเคนประสิทธิผลคาใหมแลวจึงเริ่มกระบวนการทําซ้ําครั้งตอไปจนไดคําตอบอยู
ในชวงความเผื่อของการลูเขา (Convergence Tolerance) ที่ตองการ 

ในกรณีปญหาความเคนในระนาบ คาความเครียดประสิทธิผลดังแสดงในสมการ (3.20ญ) 
ขึ้นอยูกับคาความเคนประสิทธิผลและคาสนามอุณหภูมิ ดังนั้นทั้งคาความเครียดและคาความเคน
ประสิทธิผลทางดานขวาของสมการ (3.101) ตางก็เปนตัวแปรไมทราบคาทั้งคูทําใหตองแกสมการ
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หลายสมการไปพรอมกันโดยเริ่มจากการเดาคาความเคนประสิทธิผลขึ้นมาหนึ่งคาเปนคาเริ่มตน
เพื่อใชคํานวณหาคาอัตราสวนของคาความเคนประสิทธิผลตอคาความเครียดประสิทธิผลโดยจัดรูป
สมการ (3.9) ใหมเปน 

 

                                           

( )

e
n-1

e e

o

E  
e 2  1

3

σ
=

⎛ ⎞σ
α + + ν⎜ ⎟σ⎝ ⎠

 (3.103) 

 
จากนั้นนําคาที่ไดแทนลงในสมการ (3.20ฌ) จะไดคา β  เพื่อนําไปใชแทนในสมการ (3.20ญ) เพื่อ
หาคาความเครียดประสิทธิผลจากนั้นจึงแทนคาที่ไดลงในสมการ (3.101) พรอมกับคาความเคน
ประสิทธิผล จากนั้นหาคาความเคนประสิทธิผลในการทําซํ้าครั้งตอไปจากสมการ (3.102) แลวจึง
เร่ิมกระบวนการทําซํ้าครั้งใหมตอไปจนกระทั่งไดผลลัพธอยูในชวงพิกัดความเผื่อที่ตองการ 
 ในขั้นตอนการหาผลเฉลยทั้งสองขั้นตอนที่อธิบายไวขางตนนั้น หากเราใชเฉพาะคาการ
เคล่ือนตัวที่จุดตอซ่ึงคํานวณไดในชวง Incremental Solution Scheme มาใชในการคํานวณ
เมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัสและเวกเตอรตาง ๆ ตลอดการคํานวณในชวง Iterative Solution 

Scheme แลวเราจะเรียกวิธีการทําซ้ํานี้วา Modified Newton-Raphson Method ในทางกลับกัน
หากเราใชคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอที่คํานวณไดในแตละชวงมาคํานวณเมตริกซความแข็งเกร็งสัมผัส
และเวกเตอรตาง ๆ ในชวงนั้น ๆ แลวเราจะเรียกวิธีการทําซ้ําแบบนี้วา Full Newton-Raphson 

Method [27] ขอดีของวิธี Modified Newton-Raphson Method คือไมตองทําสรางเมตริกซ
ความแข็งเกร็งสัมผัสและแกระบบสมการใหมหมดทุกครั้งที่มีการทําซ้ําเนื่องจากเมตริกซความแข็ง
เกร็งสัมผัสที่ไดจากชวง Incremental Solution Scheme ไดถูกแยกตัวประกอบใหอยูในรูปที่งาย
แกการแกระบบสมการอยูกอนแลว สวนขอเสียของวิธีการทําซํ้านี้เมื่อเทียบกับวิธี Full Newton-

Raphson Method ก็คือวิธี Modified Newton-Raphson Method ใหอัตราการลูเขาของผลลัพธ
ที่ต่ํากวา ดังนั้นจึงตองใชจํานวนครั้งในการทําซํ้าที่สูงกวามาก 
 ในการตรวจสอบการลูเขาของผลลัพธเพื่อใชในการหยุดการทําซ้ํานั้นจะใชนอรมของ
เวกเตอรความไมสมดุลยของแรง (Norm of the Out of Balance Force Vector) เปนตัวกําหนด 
โดยนอรมนี้สามารถเขียนแทนไดเทากับ [25] 
 

                                                   { } { }Tg   g g=  (3.104) 
 
โดยการทําซํ้าจะหยุดลงเมื่อนอรมของเวกเตอรความไมสมดุลยของแรงที่คํานวณไดในชวง 
Iterative Solution Scheme เมื่อเทียบกับนอรมของเวกเตอรความไมสมดุลยของแรงที่คํานวณได
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ในชวง Incremental Solution Scheme มีคานอยกวา ε  (ปกติแลวกําหนดใหมีคาเทากับ 810−  
หรือต่ํากวาโดยประมาณ) ดังสมการ 
 
                                                      

i o
g   g≤ ε  (3.105) 

 
โดยที ่

o
g  แทนนอรมของเวกเตอรความไมสมดุลของแรงในชวง Incremental Solution 

  Scheme 
 

i
g  แทนนอรมของเวกเตอรความไมสมดุลของแรงในชวง Iterative Solution  

  Scheme ที่การทําซํ้าครั้งที่ i 
 ε  แทนคาความเผื่อของการลูเขาที่ตองการ 
 
 
3.5  การคํานวณคาความเคนท่ีจุดตอ 
 
 ในการคํานวณหาคาความเคนสุทธิที่จุดตอตาง ๆ นั้นจะแยกการคํานวณออกเปนสองสวน
โดยเริ่มจากคํานวณคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยที่จุดตอจากนั้นจึงคํานวณคาความเคนดิเวียทอริกที่จุด
ตอแลวนําคาที่ไดมารวมกันเพื่อหาคาความเคนสุทธิที่จุดตอโดยใชสมการ (3.8) ในการคํานวณจะ
เร่ิมจากคํานวณคาความเคนที่ตําแหนงจุดเกาส (Gauss’s Point) ที่ใชทั้งหมดในเอลิเมนตจากนั้น
จะทําการแปลงคาที่ไดไปที่ตําแหนงจุดตอตาง ๆ โดยใชเมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเคน
ที่จุดเกาสและจุดตอ ในวิทยานิพนธฉบับนี้ผูวิจัยไดใชจํานวนจุดเกาสเทากับ 4 และ 9 จดุสําหรับเอลิ
เมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ และใชจุดเกาสเทากับ 3 และ 7 จุดสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ 
โดยเมตริกซที่ใชแปลงคาความเคนจากจุดเกาสไปที่จุดตอสําหรับเอลิเมนตทั้งสองชนิดนี้ที่จํานวน
จุดเกาสตาง ๆ สามารถหาไดดังนี ้[26] 
 
 
3.5.1  เอลิเมนตสี่เหลี่ยมเกาจุดตอ 
 
 สําหรับเอลิเมนตชนิดนี้ที่จํานวนจุดเกาสเทากับ 9 จุด ความสัมพันธระหวางคาความเคนที่
จุดตอและจุดเกาสสามารถเขียนอยูในรูปเมตริกซไดดังนี ้
 
                                              { } [ ]{ }e enodes opt

  TRτ = τ  (3.106) 

 
โดยที ่ { }e nodes

τ  แทนเวกเตอรคาความเคนที่จุดตอ 

 { }opteτ  แทนเวกเตอรคาความเคนที่จุดเกาส 

 [ ]TR  แทนเมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเคนที่จุดเกาสและจุดตอ 
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โดยเมตริกซ [ ]TR  สามารถหาไดดังนี้ พิจารณาสมการสนามความเคนบนพิกัดธรรมชาติ ( ),  ξ η  
ของเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ (Biquadratic Shape Function) 
 
     ( ) 2 2 2 2 2 2

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9,    c c c c c c c c cτ ξ η = + ξ + η+ ξ + ξη+ η + ξ η+ ξη + ξ η  (3.107) 
 
โดยที ่ ( )s ,  τ ξ η  แทนสนามความเคนบนเอลิเมนต 
 1 2 9c ,  c ,  ,  c…  แทนคาคงที่ของสมการ 
 
เนื่องจากเราใชจํานวนจุดเกาสเทากับจํานวนคาคงที่ดังนั้นคาคงที่ 1 2 9c ,  c , ,  c…  จึงตองหาดวยการ
แกระบบสมการ (Interpolatory Fit) พิจารณาสมการ (3.107) เราสามารถเขียนความสัมพันธ
ระหวางเวกเตอรคาความเคนที่จุดเกาสกับเวกเตอรคาคงที่ไดเปน 
 
                                              { } [ ]{ }e opt

 R cτ =  (3.108) 

 
โดยที ่
 

         [ ]

2 2 2 2 2 2
I I I I I I I I I I I I

2 2 2 2 2 2
II II II II II II II II II II II II

2 2 2 2 2 2
IX IX IX IX IX IX IX IX IX IX IX IX

1
1

R   

1

⎡ ⎤ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η
⎢ ⎥ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η⎢ ⎥⎣ ⎦

M M M M M M M M M
 (3.109ก) 

 
         { }T

1 2 3 4 5 6 7 8 9c   c c c c c c c c c= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.109ข) 
 
ดังนั้นเวกเตอรคาคงที่จะมีคาเทากับ 
 
                                              { } [ ] { }1

e opt
c   R −= τ  (3.110) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสทั้ง 9 จุดมีคาดังนี้ 
 

           

I II III I IV VII

IV V VI II V VIII

VII VIII IX III VI XI

3
5

     0

3
5

ξ = ξ = ξ = η = η = η = −

ξ = ξ = ξ = η = η = η =

ξ = ξ = ξ = η = η = η = +

 (3.111) 

 
ในทํานองเดียวกันจากสมการ (3.107) เราสามารถเขียนสมการความสัมพันธระหวางเวกเตอรคา
ความเคนที่จุดตอกับเวกเตอรคาคงที่ไดเปน 
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                                                  { } [ ]{ }e nodes
 S cτ =  (3.112) 

 
โดยที ่
 

               [ ]

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

1
1

S   

1

⎡ ⎤ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η
⎢ ⎥ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

ξ η ξ ξ η η ξ η ξ η ξ η⎢ ⎥⎣ ⎦

M M M M M M M M M
 (3.113) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดตอทั้ง 9 จุดมีคาดังนี้ 
 

                                                     

1 4 8

5 7 9

2 3 6

1 2 5

6 8 9

3 4 7

1
 0
1
1

 0
1

ξ = ξ = ξ = +
ξ = ξ = ξ =
ξ = ξ = ξ = −
η = η = η = +
η = η = η =
η = η = η = −

 (3.114) 

 
แทนคาเวกเตอร { }c  จากสมการ (3.110) ลงในสมการ (3.112) จะไดสมการความสัมพันธ
ระหวางเวกเตอรคาความเคนที่จุดตอกับเวกเตอรคาความเคนที่จุดเกาสเปน 
 
                            { } [ ][ ] { } [ ]{ } 1

e e enodes opt opt
  S R   TR−τ = τ = τ  (3.115) 

 
แทนคาพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสและจุดตอทั้งหมดลงในเมตริกซตาง  ๆ  จะไดเมตริกซ
ความสัมพันธระหวางเวกเตอรคาความเคนที่จุดเกาสและจุดตอสําหรับจํานวนจุดเกาสเทากับ 9 จุด
เปน 
 

    [ ]

11 12 13 12 15 16 13 16 19

13 16 19 12 15 16 11 12 13

19 16 13 16 15 12 13 12 11

13 12 11 16 15 12 19 16 13

5

  a   a   a   a   a   a   a   a   a   
  a   a   a   a   a   a   a   a   a
  a   a   a   a   a   a   a   a   a
  a   a   a   a   a   a   a   a   a

TR     0   0   0   a= 4 55 56

56 55 54

56 55 54

54 55 56

  a   a   0   0   0
  0   a   0   0   a   0   0   a   0
  0   0   0   a   a   a   0   0   0
  0   a   0   0   a   0   0   a   0
  0   0   0   0   1   0   0   0   0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3.116) 
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โดยที ่
 

                   

11

12

13

15

16

19

54

55

56

a  2.186939818390950
a 0.985887038467491
a  0.277777777777777
a  0.444444444444445
a 0.125224072643620
a  0.035282403831273
a  1.478830557701236
a 0.666666666666666
a  0.187836108965430

=
= −
=
=
= −
=
=
= −
=

 

 
 ในกรณีที่จํานวนจุดเกาสมีคาเทากับ 4 จุดนั้น ความสัมพันธระหวางคาความเคนที่จุดตอ
และจุดเกาสยังคงเขียนอยูในรูปเมตริกซไดดังสมการ (3.106) สมการสนามความเคนบนพิกัด
ธรรมชาติซ่ึงมีจํานวนคาคงที่เทากับจํานวนจุดเกาสสําหรับเอลิเมนตส่ีเหล่ียมสี่จุดตอ (Bilinear 

Shape Function) จะมีคาเปน 
 
                                       ( )s 1 2 3 4,    c c c cτ ξ η = + ξ + η+ ξη  (3.117) 
 
ในทํานองเดียวกันจะไดเมตริกซตาง ๆ มีเทากับ 
 

                                       [ ]
I I I I

II II II II

III III III III

IV IV IV IV

1
1

R   
1
1

ξ η ξ η⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ η ξ η⎢ ⎥=
⎢ ⎥ξ η ξ η
⎢ ⎥ξ η ξ η⎣ ⎦

 (3.118ก) 

 
                                       { }T

1 2 3 4c   c c c c= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.118ข) 
 

                                       [ ]
1 1 1 1

2 2 2 2

9 9 9 9

1
1

S   

1

ξ η ξ η⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ η ξ η⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥ξ η ξ η⎣ ⎦

M M M M
 (3.118ค) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสทั้ง 4 จุดจะมีคาเทากับ 
 

                                    
I II I III

III IV II IV

1
3

1
3

ξ = ξ = η = η = −

ξ = ξ = η = η = +
 (3.119) 
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แทนคาพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสและจุดตอทั้งหมดลงในเมตริกซตาง  ๆ  จะไดเมตริกซ
ความสัมพันธระหวางเวกเตอรคาความเคนที่จุดเกาสและจุดตอสําหรับจํานวนจุดเกาสเทากับ 4 จุด
เปน 
 

                                [ ]

11 12 12 14

12 14 11 12

14 12 12 11

12 11 14 12

51 52 51 52

52 52 51 51

52 51 52 51

51 51 52 52

91 91 91 91

b b b b
b b b b
b b b b
b b b b

TR   b b b b
b b b b
b b b b
b b b b
b b b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3.120) 

 
โดยที ่
 

                   

11

12

14

51

52

91

b   1.866025403784438
b 0.5
b   0.133974596215561
b   0.683012701892219
b   0.183012701892219
b   0.25

=
= −
=
=
=
=

 

 
 
3.5.2  เอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ 
 
 สําหรับเอลิเมนตชนิดนี้ที่จํานวนจุดเกาสเทากับ 7 จุด ความสัมพันธระหวางคาความเคนที่
จุดตอและจุดเกาสยังคงเขียนอยูในรูปเมตริกซไดดังสมการ (3.106) สนามความเคนของเอลิเมนต
สามเหลี่ยมหกจุดตอ (Quadratic Shape Function) ซ่ึงมีการกระจายของฟงกช่ันยกกําลังอันดับ
สองสมบูรณ (Complete 2nd Degree Polynomial) สามารถเขียนอยูในรูปพิกัดธรรมชาติไดดัง
สมการ 
 
                            ( ) 2 2

s 1 2 3 4 5 6,    c c c c c cτ ξ η = + ξ + η+ ξ + ξη+ η  (3.121) 
 
เนื่องจากจํานวนจุดเกาสมีมากกวาจํานวนคาคงที่ดังนั้นคาคงที่ 1 2 6c ,  c , ,  c…  จึงตองหาดวยวิธียก
กําลังสองนอยที่สุด (Least Mean Square Method) ดังนี้ พิจารณาคาความผิดพลาด e ระหวางคา
ความเคนที่คํานวณไดโดยตรงจากจุดเกาสกับคาความเคนที่คํานวณไดจากสนามความเคนดังสมการ 
(3.121) 
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                                         ( )
2VII

s i i i
i I

e  ,  
=

⎡ ⎤= τ ξ η − τ⎣ ⎦∑  (3.122) 

 
จากนั้นหาคาคงที่ 1 2 6c ,  c , ,  c…  ที่ทําใหคาความผิดพลาด e มีคานอยที่สุดโดยการหาคาอนุพันธ
ของคาความผิดพลาดเทียบกับคาคงที่ตาง ๆ ดังสมการ 
 

                                        
i

e  0,     i  1,  2, ,  6
c
∂

= = …
∂

 (3.123) 

 
แทนสมการ (3.121) ลงในสมการ (3.122) แลวแทนลงในสมการดานบนจะได 
 

 
VII

2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ⎣ ⎦∑  0=  (3.124ก) 

 
VII

2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ ξ⎣ ⎦∑  0=  (3.124ข) 

 
VII

2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ η⎣ ⎦∑  0=  (3.124ค) 

 
VII

2 2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ ξ⎣ ⎦∑  0=  (3.124ง) 

 
VII

2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ ξ η⎣ ⎦∑  0=  (3.124จ) 

 
VII

2 2 2
1 2 i 3 i 4 i 5 i i 6 i i i

i I
c c c c c c

=

⎡ ⎤+ ξ + η + ξ + ξ η + η − τ η⎣ ⎦∑  0=  (3.124ฉ) 

 
ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปเมตริกซไดเปน 
 
                                              [ ]{ } [ ]{ }e opt

P c   Q= τ  (3.125) 

 
ดังนั้น 
 
                                              { } [ ] [ ]{ }1

e opt
c   P Q−= τ  (3.126) 

 
โดยที่เมตริกซ [ ]P  และ [ ]Q  มีรายละเอียดดังนี้ 
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                     [ ]

2 2
i i i i i i
2 3 2 2
i i i i i i i i

2 2 2 3VII
i i i i i i

4 3 2 2
i I i i i i i

2 2 3
i i i i

4
i

1

P   

Sym.
=

⎡ ⎤ξ η ξ ξ η η
⎢ ⎥ξ ξ η ξ ξ η ξ η⎢ ⎥
⎢ ⎥η ξ η ξ η η

= ⎢ ⎥
ξ ξ η ξ η⎢ ⎥

⎢ ⎥ξ η ξ η
⎢ ⎥

η⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  (3.127ก) 

 

                               [ ]
I II VII

I II VII
2 2 2
I II VII

I I II II VII VII
2 2 2
I II VII

1 1 1

Q   

⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ ξ ξ⎢ ⎥
⎢ ⎥η η η

= ⎢ ⎥
ξ ξ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥ξ η ξ η ξ η
⎢ ⎥
η η η⎢ ⎥⎣ ⎦

L

L

L

L

L

L

 (3.127ข) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสทั้ง 7 จุดเทากับ 
 

            

I I

II II

III III

IV IV

V V

0.333333333333333 0.333333333333333
0.101286507323456 0.101286507323456
0.797426985353087 0.101286507323456
0.101286507323456 0.797426985353087
0.470142064105115 0.4701420

ξ = ξ =
ξ = ξ =
ξ = ξ =
ξ = ξ =
ξ = ξ =

VI VI

VII VII

64105115
0.059715871789770 0.470142064105115
0.470142064105115 0.059715871789770

ξ = ξ =
ξ = ξ =

 (3.128) 

 
ในทํานองเดียวกันกับกรณีเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอจะได 
 

                               [ ]

2 2
1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
6 6 6 6 6 6

1
1

S   

1

⎡ ⎤ξ η ξ ξ η η
⎢ ⎥ξ η ξ ξ η η⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

ξ η ξ ξ η η⎢ ⎥⎣ ⎦

M M M M M M
 (3.129) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดตอทั้ง 6 จุดมีคาเทากับ 
 

                                           

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

0 0
1 0
0 1
0.5 0
0.5 0.5
0 0.5

ξ = η =
ξ = η =
ξ = η =
ξ = η =
ξ = η =
ξ = η =

 (3.130) 
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โดยเมื่อแทนคาพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสและจุดตอทั้งหมดลงในเมตริกซตาง ๆ แลวจะได 
 

                      [ ]

11 12 13 13 15 16 16

11 13 12 13 16 15 16

11 13 13 12 16 16 15

41 42 42 44 45 45 47

41 44 42 42 47 45 45

41 42 44 42 45 47 45

c c c c c c c
c c c c c c c
c c c c c c c

TR   
c c c c c c c
c c c c c c c
c c c c c c c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3.131) 

 
โดยที ่
 

               

11

12

13

15

16

41

42

44

45

c 0.692307692307643
c   1.974392460120280
c   0.143444958189243
c   0.256376770648841
c 0.412675727419964
c   0.177514792899405
c   0.098125809310777
c   0.156266015552072
c 0.28229740694

= −
=
=
=
= −
=
=
=
= −

47

3914
c   1.034562386814788=

 

 
 ในกรณีจํานวนจุดเกาสเทากับ 3 จุด ความสัมพันธระหวางคาความเคนที่จุดตอและจุดเกาส
ยังคงเขียนอยูในรูปเมตริกซไดดังสมการ (3.106) สมการสนามความเคนบนพิกัดธรรมชาติสําหรับ
เอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ (Linear Shape Function) ซ่ึงมีการกระจายของฟงกช่ันยกกําลัง
อันดับหนึ่งสมบูรณ (Complete 1st Degree Polynomial) สามารถเขียนแทนไดดังสมการ 
 
                                           ( )s 1 2 3,    c c cτ ξ η = + ξ + η  (3.132) 
 
เนื่องจากจํานวนจุดเกาสเทากับจํานวนคาคงที่ ดังนั้นคาคงที ่ 1 2 3c ,  c ,  c  จึงตองหาดวยการแกระบบ
สมการ โดยเมตริกซตาง ๆ มีคาดังนี้ 
 

                                             [ ]
I I

II II

III III

1
R   1

1

ξ η⎡ ⎤
⎢ ⎥= ξ η⎢ ⎥
⎢ ⎥ξ η⎣ ⎦

 (3.133ก) 

 
                                            { }T

1 2 3c   c c c= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.133ข) 
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                                              [ ]
1 1

2 2

6 6

1
1

S   

1

ξ η⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ η⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥ξ η⎣ ⎦

M M M
 (3.133ค) 

 
โดยพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสทั้ง 3 จุดสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมมีคาดังนี้ 
 

                                                  

I I

II II

III III

1 1
6 6
2 1
3 6
1 2
6 3

ξ = η =

ξ = η =

ξ = η =

 (3.134) 

 
โดยเมื่อแทนคาพิกัดธรรมชาติของจุดเกาสและจุดตอทั้งหมดลงในเมตริกซตาง ๆ แลวจะได 
 

                                         [ ]

5 1 1
1 5 1
1 1 51TR   

2 2 13
1 2 2

2 1 2

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −

= ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

 (3.135) 

 
 
3.6  สมการไฟไนตเอลิเมนตสําหรับคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลในรูปโดเมน 
 

การหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้นสามารถทําไดโดย
เปลี่ยนสมการ (2.46) และ (2.56) ใหอยูในรูปสมการไฟไนตเอลิเมนตโดยในกรณีปญหาความเคน
และความเครียดในระนาบจะได 
 

       
NG

j k i
p ij ik i j

all p 1 k i j j
pelements

in  A

u q u  w W 3 f q J
x x x x

J

∗

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞∂⎛ ⎞ ∂ ∂∂Θ⎪ ⎪= σ − δ + κσ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∑  

                   
NG

i
p i j

all v 1 j velement
edges on
C C

uws t q J
x

+ −

=

+

⎧ ⎫⎡ ⎤∂⎪ ⎪− ⎢ ⎥⎨ ⎬∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∑  (3.136) 

 
สําหรับกรณีปญหาสมมาตรรอบแกนจะได 
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NG

j k i
p ij ik i j

all p 1a k i j j
pelements

in  A

u q u1  w W 3 f q r J
r x x x x

J

∗

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞∂⎛ ⎞ ∂ ∂∂Θ⎪ ⎪= σ − δ + κσ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∑  

               
NG

1
p 33 1

all p 1a pelements
in  A

u1 w W q J
r r

∗

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞+ σ −⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∑  

               
NG

i
p i j S

all p 1a j pelement
edges  on
C C

u1 ws t q r J
r x

+ −

=

+

⎧ ⎫⎡ ⎤∂⎪ ⎪− ⎢ ⎥⎨ ⎬∂⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∑  (3.137) 

 
โดยที ่ NG  แทนจํานวนจุดเกาสที่ใชในการอินทิเกรต 

 [ ]J  แทนยาโคบีเมตริกซ (Jacobian Matrix) 

 pw  แทนน้ําหนักที่สอดคลองกับการอินทิเกรตบนพื้นที่ของจุดเกาสที่ p 

 pws  แทนน้ําหนักที่สอดคลองกับการอินทิเกรตตามเสนของจุดเกาสที่ p 

  r  แทนระยะทางในแนวรัศมีจากแกนสมมาตร 
  ar  แทนระยะทางในแนวรัศมีจากแกนสมมาตรถึงปลายรอยราว 
 
คาในวงเล็บปกกา { }p  จะตองคํานวณที่พิกัดของจุดเกาสที่สอดคลองกับการอินทิเกรตบนพื้นที่
โดเมนและตามเสนผิวรอยราว  

เนื่องจากในการสรางสมการความสมดุลยเราแบงคาความเคนสุทธิออกเปนผลบวกของคา
ความเคนตั้งฉากเฉลี่ยและคาความเคนดิเวียทอริกซึ่งในการคํานวณพจนตาง ๆ ที่เกี่ยวของนี้เราใช
จํานวนจุดเกาสในการอินทิ เกรตสมการความสมดุลยไม เทากันดังนั้นในการคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเราจึงสามารถแบงการคํานวณออกเปนพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้ง
ฉากเฉลี่ย พจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนดิเวียทอริกและพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนดึงที่ผิวรอย
ราวเปน [9] 
 

                
VNG DNG

p p
all p 1 p 1p p

elements
in  A

volumetric deviatoric
  w   w

terms terms
J

∗

= =

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑ ∑  

                           
CNG

p
all p 1 p

element
edges on
C C

crack face
w

terms

+ −

=

+

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪− ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑  (3.138) 

 
โดยในกรณีปญหาความเคนและความเครียดในระนาบจะได 
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volumetric
terms
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ji
ij i

j i i

qu W 3 q J
x x x

⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂∂ ∂Θ
= σ − δ + κσ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3.139ก) 

 

               
deviatoric
terms
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 j k i
ij ik i j

k i j

u q u S f q J
x x x
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crack face
terms
⎡ ⎤
⎢ ⎥
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x
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= ⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎣ ⎦
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สําหรับกรณีปญหาสมมาตรรอบแกนได 
 

              
volumetric
terms
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ji
ij i

j i i a

qu r W 3 q J
x x x r
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= σ − δ + κσ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

 

                                         1
1

a

u 1 W q J
r r

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞+ σ − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
 (3.140ก) 
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a

u 1 S q J
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⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞+ −Ψ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
 (3.140ข) 

 

              
crack face
terms
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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i j
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u r t q J
x r

⎡ ⎤⎛ ⎞∂
= ⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (3.140ค) 

 
โดยที ่
 
                W  W  = + Ψ  (3.141ก) 
 

                23 1 2W  
2 E

− ν⎛ ⎞= σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.141ข) 

 

                
n 1

2 e
e o o

o

1 1 n    
3 E n 1

+
⎛ ⎞σ+ ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ψ = σ + αε σ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (3.141ค) 

 
โดยที ่ VNG  แทนจํานวนจุดเกาสทั้งหมดที่ใชในการอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคน 

   ตั้งฉากเฉลี่ย 

 DNG  แทนจํานวนจุดเกาสทั้งหมดที่ใชในการอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคน 

   ดิเวียทอริก 
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 CNG  แทนจํานวนจุดเกาสทั้งหมดที่ใชในการอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคน 

   ดึงที่ผิวรอยราว 
 

ในการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลในรูปโดเมนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้น
เราจะตองกําหนดลักษณะการกระจายของคาเวกเตอร kq  ลงบนพื้นที่โดเมนที่ใชในการอินทิเกรต
หาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล Shih et al. [10] ไดทดลองใชการกระจายของคาเวกเตอร kq  ใน
ลักษณะตาง ๆ แลวพบวาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดนั้นไมแตกตางกันมากนัก โดยใน
วิทยานิพนธนี้จะใชลักษณะการกระจายของคาเวกเตอร kq  ดวยกัน 3 แบบคือแบบปรามิดฐาน
ส่ีเหล่ียมจัตุรัส แบบกรวยฐานวงกลมและแบบปรามิดฐานสี่เหล่ียมผืนผาดังแสดงในรูปที่ 3.3 
 
 

( )1 2q̂ x ,x

1x

2x

q̂ 0=

q̂ 1=

 
 

(ก) ฟงกช่ันรปูปรามิดฐานสี่เหล่ียมจัตุรัส 
 

( )1 2q̂ x ,x

1x

2x
q̂ 1=

q̂ 0=

 
 

(ข) ฟงกช่ันรูปกรวยฐานวงกลม 
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( )1 2q̂ x ,x

1x

2x
q̂ 1=

q̂ 0=

 
 

(ค) ฟงกช่ันรูปปรามิดฐานสี่เหล่ียมผืนผา 
 

รูปที่ 3.3  ลักษณะการกระจายของเวกเตอร kq  ที่ใชในวิทยานิพนธนี ้
 
เวกเตอร kq  ที่กระจายบนเอลิเมนตสามารถเขียนใหอยูในรูปสมการไฟไนตเอลิเมนตไดเปน 
 

                                                   ( )
n

i i
i 1

q̂ ,    N q
=

ξ η = ∑  (3.142) 

 
โดยที ่ iq  แทนคาขนาดของเวกเตอร kq  ที่จุดตอ i 
 
 
3.7  บทสรุป 
 
 ในบทนี้สมการไฟไนตเอลิเมนตที่ใชในการวิเคราะหรอยราวในชิ้นงานสําหรับปญหาความ
เคนระนาบ ความเครียดระนาบและปญหาสมมาตรรอบแกนซึ่งผลของคาความเครียดเริ่มตน
เนื่องจากอุณหภูมิไดถูกประดิษฐขึ้นพรอมทั้งเมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเคนที่จุดเกาส
และจุดตอสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและเอลิเมนตที่ปลายรอยราวแบบสี่เหล่ียมเกาจุดตอ 
จากนั้นสมการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลไดถูกเปลี่ยนใหอยูในรูปของสมการไฟไนตเอลิเมนตโดย
แบงการคํานวณออกเปนพจนตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับความเคนตั้งฉากเฉลี่ย ความเคนดิเวียทอริกและ
ความเคนดึงที่ผิวรอยราว เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติพรอมทั้งเทคนิคการถายทอด
ผลเฉลยระยะการเคลื่อนตัวจากโครงตาขายกอนการปรับขนาดเอลิเมนตไปสูโครงตาขายที่ทําการ
ปรับขนาดเอลิเมนตแลวไดถูกอธิบายในบทตอไป 



บทที่ 4 
 

เทคนิคการปรับขนาดเอลเิมนตโดยอัตโนมัติและการถายทอดผลเฉลย 
 
 
 ในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตนั้นขนาดของเอลิเมนตจะมีผลตอ
ความแมนยําของผลเฉลย โดยการใชเอลิเมนตที่มีขนาดเล็กจํานวนมากจะสงผลใหคําตอบที่ไดมี
ความถูกตองมากขึ้นในขณะเดียวกันระยะเวลาในการคํานวณตลอดจนหนวยความจําของเครื่อง
คอมพิวเตอร (Ram) ก็ตองใชมากขึ้นตามไปดวย เพื่อแกไขปญหาดังกลาวจึงมีการนําเอาเทคนคิการ
ปรับขนาดของเอลิเมนตโดยอัตโนมัติมาใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยในเทคนิคนี้
ขนาดของเอลิเมนตจะถูกปรับใหเหมาะสมตามลักษณะการกระจายตัวของผลเฉลยทําใหผลเฉลยที่
ไดมีความแมนยําโดยไมจําเปนตองใชเอลิเมนตจํานวนมาก เมื่อมีการปรับขนาดเอลิเมนตผลเฉลย
การเคลื่อนตัวที่จุดตอกอนการปรับขนาดเอลิเมนตจะถูกถายทอด (Mapping) ลงมาในโครงตาขาย 

(Mesh) ใหมหลังการปรับขนาดเอลิเมนตทําใหการคํานวณที่คาระดับภาระตาง ๆ สามารถดําเนิน
ตอเนื่องไปไดโดยไมตองเริ่มใหมที่ระดับภาระเริ่มตนทุกครั้งหลังการปรับขนาดเอลิเมนต โดย
เนื้อหาในบทนี้จะอธิบายถึงหลักการที่ใชในการปรับขนาดเอลิเมนตและการถายทอดผลเฉลยจาก
โครงตาขายเกามาสูโครงตาขายใหม 
 
 
4.1  เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ 
 
 จากอนุกรมของเทยเลอร [25] คาความผิดพลาด (Error) ของผลเฉลยคาความเครียดหรือ
คาความเคนในเอลิเมนตใด ๆ จะแปรผันกับขนาดของเอลิเมนต h  เปน ( )p 1 mO h + −  โดยที่ p  แทน

อันดับของฟงกช่ันการประมาณภายในที่ใชในเอลิเมนตนั้น ๆ m  แทนอันดับของอนุพันธของคา
ระยะการเคลื่อนตัวที่ใชในการนิยามคาความเครียด เนื่องจากเอลิเมนตทั้งหมดที่ใชในวิทยานิพนธ
ฉบับนี้เปนแบบอันดับสอง (Quadratic Element) และคาความเครียดถูกนิยามดวยอนุพันธอันดับ
หนึ่งของระยะการเคลื่อนตัว ดังนั้นคาความผิดพลาดของผลเฉลยของคาความเครียดและคาความ
เคนในเอลิเมนตจะแปรผันกับขนาดของเอลิเมนตเปน ( )2O h  ซ่ึงจากอนุกรมของเทยเลอรคาความ

ผิดพลาดนี้ก็จะแปรผันกับคาอนุพันธอันดับสองของคาความเครียดและคาความเคนดวย ดังนั้น
หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะทําการปรับขนาดเอลิเมนตใหมีขนาด
เล็กในบริเวณที่ขนาดของคาอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยมีคาสูงขณะที่ใชเอลิเมนตขนาดใหญใน
บริเวณที่ขนาดของคาอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยมีคาต่ําซึ่งหลักการที่ใชในการคํานวณขนาด
ของคาอนุพันธอันดับสองสามารถอธิบายไดดังนี้ พิจารณาพิกัด x-y และพิกัด X-Y ใด ๆ ดังแสดง
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ในรูปที่ 4.1 คาอนุพันธอันดับสองของผลเฉลย Φ  ซ่ึงเขียนอยูในรูปของฟงกช่ันพิกัด x-y เทียบกับ
พิกัด X-Y สามารถหาไดจากสมการ 
 

                       
2

2X
∂ Φ
∂

 
2 2 2

2 2

x x x y   
x X X x X x y X

⎡ ⎤∂Φ ∂ ∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 

 
2 2 2

2 2

y y x y   
y X X x y X y X

⎡ ⎤∂Φ ∂ ∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ ∂
+ + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 (4.1 ก) 
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x Y Y x Y x y Y

⎡ ⎤∂Φ ∂ ∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 

 
2 2 2

2 2

y y x y   
y Y Y x y Y y Y

⎡ ⎤∂Φ ∂ ∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ ∂
+ + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 (4.1 ข) 
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2 2 2
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x x x y   
x X Y X x Y x y Y

⎡ ⎤∂Φ ∂ ∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 

 
2 2 2

2

y y x y   
y X Y X x y Y y Y

⎡ ⎤∂Φ ∂ ∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ ∂
+ + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 (4.1 ค) 

 

θ

XY

x

y

 
 

รูปที่ 4.1  พิกัด x-y และพิกดั X-Y 
 
โดยพิกัด x-y และพิกัด X-Y มีความสัมพันธกันดังสมการ 
 
                                                    x  Xcos Ysin= θ − θ  (4.2ก) 
 
                                                    y  Ycos Xsin= θ + θ  (4.2 ข) 
 
ดังนั้นจะไดคาอนุพันธของพิกัด x-y เทียบกับพิกัด X-Y เทากับ 
 

 x
X
∂
∂

  co s= θ  x
Y
∂
∂

 sin= − θ  (4.3 ก) 
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 y
X
∂
∂

  sin= θ  y
Y
∂
∂

 cos= θ  (4.3 ข) 

 

 
2

2

x
X
∂
∂

  0=  
2

2

y
X
∂
∂

 0=  (4.3ค) 

 
แทนสมการ (4.3) ลงในสมการ (4.1) จะได 
 

                          
2

2X
∂ Φ
∂

 
2 2 2

2 2
2 2 cos 2 sin cos sin

x x y y
∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

= θ + θ θ + θ
∂ ∂ ∂ ∂

 (4.4ก) 

 

                          
2

2Y
∂ Φ
∂

 
2 2 2

2 2
2 2 si n 2 sin cos cos

x x y y
∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

= θ − θ θ + θ
∂ ∂ ∂ ∂

 (4.4 ข) 

 

                      
2

X Y
∂ Φ
∂ ∂

 ( )
2 2 2

2 2
2 2 sin cos cos sin

x y x y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

= − − θ θ + θ − θ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.4ค) 

 
คาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยเทียบกับพิกัด X และ Y ที่มุม θ  ใด ๆ 
สามารถหาไดจาก 
 

  
2

2  
X

⎛ ⎞∂ ∂ Φ
=⎜ ⎟∂θ ∂⎝ ⎠

( )
2 2 2

2 2
2 22 sin cos 2 cos sin   0

x y x y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

− − θ θ + θ − θ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.5ก) 

 

  
2

2  
Y

⎛ ⎞∂ ∂ Φ
=⎜ ⎟∂θ ∂⎝ ⎠

 ( )
2 2 2

2 2
2 22 sin cos 2 cos sin   0

x y x y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

− θ θ − θ − θ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.5ข) 

 
สมการ (4.5) สามารถจัดรูปใหมจากการประยุกตใชสมการตรีโกณมิติไดเปน 
 

 

2

2 2

2 2

x ytan 2   
1
2 x y

∂ Φ
∂ ∂θ =

⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ
−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (4.6) 

 
สมการ (4.6) แสดงใหเห็นวาคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยเทียบกับ
พิกัด X และ Y จะเกิดขึ้นที่มุม θ  คาเดียวกันและจากสมการ (4.5) และ (4.4) ยังทําใหเราทราบวา
ที่คาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของอนุพันธอันดับสองของผลเฉลยเทียบกับพิกัด X หรือ Y นั้นคาอนุพันธ

อันดับสอง 
2

X Y
∂ Φ
∂ ∂

 จะมีคาเปนศูนยเสมอซึ่งเหมือนกับหลักการหาคาความเคนในแนวแกนหลัก 

(Principal Stress) ในวิชากลศาสตรของแข็ง (Solid Mechanics) ดังแสดงในรูปที่ 4.2  
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YY XX

yy

xx

xy

 
 

รูปที่ 4.2  เปรียบเทียบคาความเคนกับอนพุันธอันดับสองของผลเฉลยเทียบกับแกนพิกัดตาง ๆ 
 
ดังนั้นในทํานองเดียวกันเราสามารถเขียนสมการความสัมพันธไดเปน 
 

 

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

0x x y X  
0

x y y Y

⎡ ⎤∂ Φ ∂ Φ ⎡ ⎤∂ Φ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥→
⎢ ⎥∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎣ ⎦

 (4.7) 

 

คาอนุพันธอันดับสอง 
2

2X
∂ Φ
∂

 และ 
2

2Y
∂ Φ
∂

 ในสมการ (4.4 ก) และ (4.4ข) สามารถจัดรูปใหมไดจาก

การประยุกดใชสมการตรีโกณมิติไดเปน 
 

        
2

2X
∂ Φ
∂

 

2 2

2 2 22 2

2 2

1x y   cos2   sin 2
2 2 x y x y

∂ Φ ∂ Φ
+

⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ∂ ∂= + − θ + θ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.8 ก) 

 

         
2

2Y
∂ Φ
∂

 

2 2

2 2 22 2

2 2

1x y   cos2   sin 2
2 2 x y x y

∂ Φ ∂ Φ
+

⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ∂ ∂= − − θ − θ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.8ข) 

 
พิจารณาสองพจนสุดทายทางดานขวาของสมการ (4.8) และรูปที่ 4.3 ซ่ึงแสดงสมการ (4.6) ในรูป
สามเหลี่ยมมุมฉาก สมการ (4.8) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 

                                                 
2

2X
∂ Φ
∂

 

2 2

2 2x y   R
2

∂ Φ ∂ Φ
+

∂ ∂= +  (4.9 ก) 
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2

2Y
∂ Φ
∂

 

2 2

2 2x y   R
2

∂ Φ ∂ Φ
+

∂ ∂= −  (4.9 ข) 

 

   
2 2 2

2 2

1R  cos 2 sin 2
2 x y x y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

= − θ + θ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 (4.9 ค) 

 
 

            

2θ

2

x y
∂ Φ
∂ ∂

2 2

2 2

1
2 x y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ

−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

R

 
 

รูปที่ 4.3  สมการ (4.6) ซ่ึงถูกเขียนอยูในรูปความสัมพันธของสามเหลี่ยมมุมฉาก 
 

ดังนั้นคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของอนุพันธอันดับสอง 
2

2X
∂ Φ
∂

 และ 
2

2Y
∂ Φ
∂

 สามารถเขียนอยูในรูปคา

เจาะจงไดเปน 
 

                   คาเจาะจง 

2 2

2 22 2 22 2

2 2

1x y  
2 4 x y x y

∂ Φ ∂ Φ
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ∂ ∂= ± − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (4.10) 

 
เนื่องจากเอลิเมนตที่ใชในการแกปญหาในวิทยานิพนธนี้แบงออกเปนสองประเภทคือเอลิเมนตที่
ปลายรอยราวซึ่งเปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอท่ีดานหนึ่งถูกยุบมารวมกันที่ปลายรอยราวโดยเอลิ
เมนตเหลานี้จะเรียงตัวอยูรอบปลายรอยราว ถัดจากเอลิเมนตที่ปลายรอยราวจะเปนเอลิเมนต
สามเหลี่ยมหกจุดตอที่ไมมีการเปลี่ยนแปลงใด ๆ กับเอลิเมนต ในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชคา
อนุพันธอันดับสองของคาความเคนวอนมิสเซส (von Mises Stress) ซ่ึงมีคาเทากับคาความเคน
ประสิทธิผล (Effective Stress)  ในการกําหนดขนาดของเอลิเมนต จากสมการ (ค.17) ใน
ภาคผนวก ค คาความเคนวอนมิสเซสจะแปรผันกับระยะทางจากปลายรอยราวเปน 
 

 

1
n 1

e o e2
o n

EJ (n, )
I r

+⎛ ⎞
σ = σ σ θ⎜ ⎟ασ⎝ ⎠

%  (4.11) 
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ดังนั้นคาอนุพันธอันดับสองของคาความเคนวอนมิสเซสเทียบกับระยะทางจากปลายรอยราวจะแปร
ผันกับระยะทางจากปลายรอยราวเปน 
 

           
2n 3

2 n 1
e

2

1  
r r

+
+∂ σ ⎛ ⎞→ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 (4.12) 

 
ดังนั้นจากสมการ (4.12) คาอนุพันธอันดับสองของคาความเคนวอนมิสเซสจะมีคาเขาสูอนันตที่
บริเวณปลายรอบราวทําใหในบริเวณนี้จะมีคาความผิดพลาดสูงที่สุด ดังนั้นเอลิเมนตที่ใชในบริเวณ
นี้จะตองมีขนาดเล็กที่สุดเสมอเมื่อเปรียบเทียบกับเอลิเมนตในบริเวณอ่ืนของปญหา ดังนั้นในการ
ปรับขนาดเอลิเมนตทั้งหมดเราจะพิจารณาเฉพาะเอลิเมนตสามเหล่ียมหกจุดตอซ่ึงอยูถัดจากเอลิ
เมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอรอบปลายรอยราวเทานั้นโดยกําหนดใหเอลิเมนตที่ปลายรอยราวเปนเอลิ
เมนตที่มีขนาดเล็กที่สุด เพื่อใหการคํานวณคาอนุพันธอันดับสองของคาความเคนวอนมิสเซสทําได
งายขึ้นเราจะใชเฉพาะคาของผลเฉลยความเคนวอนมิสเซสที่จุดตอหลัก (Main Node) ซ่ึงเปนจุด
ตอท่ีมุมของเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและใชการประมาณคาความเคนวอนมิสเซสบนเอลิเมนต
เปนแบบระนาบเชิงเสนสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอ โดยคาความเคนที่จุดตอทั้งสามจะ
ไดจากคาความเคนที่จุดตอหลักของเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอดังสมการ 
 
 ( ) 1 1 2 2 3 3x,  y   N   N   NΦ = Φ + Φ + Φ  (4.12) 
 
โดยที ่ iN  แทนคาฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตของจุดตอที่ i 
 
สําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตสามารถหาไดโดยงาย
จากความสัมพันธ 
 
 ( )i i i iN x,  y   a   b x  c y= + +  (4.13) 
 
โดยที ่
 
 1 2 3 3 2 ea (x y x y ) / 2A= −  1 2 3 eb (y y ) / 2A= −  1 3 2 ec (x x ) / 2A= −  (4.14ก) 
 
 2 3 1 1 3 ea (x y x y ) / 2A= −  2 3 1 eb (y y ) / 2A= −  2 1 3 ec (x x ) / 2A= −  (4.14ข) 
 
 3 1 2 2 1 ea (x y x y ) / 2A= −  3 1 2 eb (y y ) / 2A= −  3 2 1 ec (x x ) / 2A= −  (4.14ค) 
 
และ eA  คือพ้ืนที่ของเอลิเมนตที่พิจารณาโดยมีคาเทากับ 
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 e 1 2 3 2 3 1 3 1 2
1A   x (y y ) x (y y ) x (y y )
2

= − + − + −  (4.15) 

 
เนื่องจากฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตดังแสดงในสมการ (4.13) เปนแบบระนาบเชิงเสน
ทําใหเราไมสามารถหาคาอนุพันธอันดับสองไดโดยตรง ดังนั้นในการหาคาตาง ๆ ของสมการที่ 
(4.9) ซ่ึงอยูในรูปอนุพันธอันดับสองนั้นสามารถหาไดโดยทางออม [16] โดยเริ่มจากการหาคา
อนุพันธอันดับหนึ่งของผลเฉลยเทียบกับแกน x และ y บนเอลิเมนตใด ๆ ไดเปน 
 

 e 1 2 3
1 2 3

N N N      
x x x x

∂Φ ∂ ∂ ∂
= Φ + Φ + Φ

∂ ∂ ∂ ∂
 (4.16ก) 

 

 e 1 2 3
1 2 3

N N N      
y y y y

∂Φ ∂ ∂ ∂
= Φ + Φ + Φ

∂ ∂ ∂ ∂
 (4.16ข) 

 
ซ่ึงสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมสามจุดตอคาที่ไดจะเทากันทั้งเอลิเมนตซ่ึงทําใหคาที่ไดที่จุดตอรวม
ของเอลิเมนตตาง ๆ มีคาไมเทากัน ดังนั้นเราจึงตองทําการหาคาอนุพันธนี้บนเอลิเมนตตาง ๆ แลว
ทําการเฉลี่ยคาที่จุดตอรวมโดยใชสมการ 
 

 

m
j
e

j  1
i

U
U   

m
==
∑

 (4.17) 

 
โดยที ่ iU  แทนคาเฉลี่ยของคาความเคนวอนมิสเซสที่จุดตอ i 
 j

eU  แทนคาความเคนวอนมิสเซสที่จุดตอ i ของเอลิเมนตที่ j ซ่ึงมีจุดตอ i เปนจุดตอรวม 

 m  แทนจํานวนเอลิเมนตทั้งหมดที่มีจุดตอ i เปนจุดตอรวม 
 

1

7
6

5

4
32

i

 
 

รูปที่ 4.4  การเรียงตัวของเอลิเมนตลอมรอบจุดตอ i 
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ตัวอยางเชน ผลเฉลยของคาอนุพันธอันดับหนึ่งที่จุดตอ i ซ่ึงเปนจุดตอรวมของเอลิเมนตทั้งหมด 6 
เอลิเมนตดังแสดงในรูปที่ 4.4 สามารถหาคาไดจาก 
 

 

e e e

i 1 2 6x x x  
x 6

∂Φ ∂Φ ∂Φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂Φ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
∂

L

 (4.18) 

 
เมื่อทําการเฉลี่ยคาทั่วทั้งโดเมนแลวเราจะไดคาอนุพันธอันดับหนึ่งที่จุดตอทั่วทั้งโดเมนจากนั้นเรา
จะเริ่มทําการหาคาอนุพันธอันดับสองโดยทําการประยุกตการประมาณแบบระนาบเชิงเสนเขากับคา
อนุพันธอันดับหนึ่งที่ไดจากการเฉลี่ยบนจุดตอดังสมการเปน 
 

 ( ) 1 2 3
1 2 3x,  y   N   N   N

x x x x
∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

 (4.19 ก) 

 

 ( ) 1 2 3
1 2 3x,  y   N   N   N

y y y y
∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

 (4.19 ข) 

 
จะทําใหไดคาอนุพันธอันดับที่สองเทียบกับแกน x และ y เปน 
 

 
2

e 1 1 2 2 3 3
2

N N N      
x x x x x x x

∂ Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (4.20ก) 

 

 
2

e 1 1 2 2 3 3
2

N N N      
y y y y y y y

∂ Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (4.20ข) 

 

 
2

e 1 1 2 2 3 3N N N      
x y y x y x y x
∂ Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 1 1 2 2 3 3N N N               
x y x y x y

∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (4.20ค) 

 
จากสมการที่ (4.13) คาอนุพันธอันดับหนึ่งของฟงกช่ันการประมาณภายในจะมีคาเปน 
 

 i
i

N  b
x

∂
=

∂
 (4.21ก) 

 

 i
i

N  c
y

∂
=

∂
 (4.21ข) 

 
ดังนั้นสมการ (4.16) และ (4.20) สามารถเขียนอยูในรูปอยางงายไดเปน 
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     e
1 1 3 2 3 3  b   b   b

x
∂Φ

= Φ + Φ + Φ
∂

 (4.22ก) 

 

     e
1 1 2 2 3 3  c   c   c

y
∂Φ

= Φ + Φ + Φ
∂

 (4.22ข) 

 

 
2

e 1 2 3
1 2 32   b   b   b

x x x x
∂ Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

 (4.22ค) 

 

 
2

e 1 2 3
1 2 32   c   c   c

y y y y
∂ Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

 (4.22ง) 

 

 
2

e 1 2 3
1 2 3  c   c   c

x y x x x
∂ Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 1 2 3
1 2 3           b   b   b

y y y
∂Φ ∂Φ ∂Φ

= + +
∂ ∂ ∂

 (4.22จ) 

 
จากนั้นทําการเฉลี่ยคาที่จุดตอรวมตาง ๆ โดยใชสมการที ่(4.17) ก็จะไดคาอนุพันธอันดับสองเทียบ
กับแกน x และ y ที่จุดตอตาง ๆ แทนคาอนุพันธอันดับสองที่ไดลงในสมการ (4.9) ก็จะไดคา
เจาะจงทั้งสองคาที่แตละจุดตอทั้งหมดบนโดเมน เลือกคาเจาะจงที่มีขนาดมากที่สุดเพื่อใชกําหนด
ขนาดเอลิเมนตโดยกําหนดให 
 

  
2 2

i i
2 2  max ,

X Y
⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ

λ = ⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

 (4.23) 

 
จากอนุกรมของเทยเลอรเราทราบวาคาความผิดพลาดจะสัมพันธกับคาอนุพันธอันดับสองและขนาด
ของเอลิเมนตดังสมการ 
 

                   ( )2O h  ( ) ( )( )
2 2

2
i i i2

i i

1 x x   x x y y
2 x x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ Φ ∂ Φ

= − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

      ( ) ( )
2

2 3
i2

i

1 y y   O h
2 y
⎛ ⎞∂ Φ

+ − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (4.24) 

 
เนื่องจาก ( )ix x−  และ ( )iy y−  แปรผันกับขนาดของเอลิเมนต h  ดังนั้นจะได 
 
 ( )2 2O h   h→ λ  (4.25) 
 
กําหนดใหคาความผิดพลาดในแตละเอลิเมนตมีคาคงที่ ดังนั้นเราสามารถคํานวณขนาดของเอลิ
เมนตเปรียบเทียบกันในแตละบริเวณของปญหาไดในทํานองเดียวกันกับสมการ (4.25) เปน 
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 2 2
max minh   h   constantλ = λ =  (4.26) 

 
โดยที ่ minh  แทนขนาดของเอลิเมนตที่เล็กที่สุดที่กําหนดโดยผูใช 
 maxλ  แทนขนาดของคาเจาะจงที่มีคามากที่สุดในโดเมนปญหา 
 
 
4.2  การถายทอดผลเฉลย 
 
 เพื่อใหการคํานวณสามารถดําเนินตอไปไดที่คาระดับภาระใดภาระหนึ่งหลังการปรับขนาด
เอลิเมนตเราจําเปนตองอาศัยการถายทอดผลเฉลยการเคลื่อนตัวที่จุดตอที่ไดจากโครงตาขายกอน
การปรับขนาดเอลิเมนตมาสูโครงตาขายใหมหลังการปรับขนาดเอลิเมนต โดยในการถายทอดผล
เฉลยจะเริ่มจากการหาวาจุดตอทั้งหมดบนโครงตาขายใหมอยูบนเอลิเมนตใดในโครงตาขายเกา
จากนั้นจะใชคาของผลเฉลยที่จุดตอและฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตของเอลิเมนตนี้เพื่อ
ถายทอดคาผลเฉลยที่ไดไปไวที่จุดตอบนโครงตาขายใหม โดยในวิทยานิพนธฉบับนี้ไดแบงจุดตอที่
ตองทําการถายทอดผลเฉลยออกเปนสองสวนคือ จุดตอที่ปลายรอยราวและจุดตอที่บริเวณอื่นหรือ
จุดตอที่ไมซอนกันโดยขั้นตอนการถายทอดผลเฉลยมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 ขั้นตอนแรกของการถายทอดผลเฉลยจะเริ่มจากการหาวาจุดตอบนโครงตาขายใหมอยูบน
เอลิเมนตใดในโครงตาขายเกา [29] พิจารณาจุดตอ p ใด ๆ ของโครงตาขายใหมที่ไมใชจุดตอที่
ปลายรอยราว โดยจุดตอ p นี้อยูบนพื้นที่สามเหลี่ยมใด ๆ ซ่ึงอาจเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ
หรือเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอในโครงตาขายเกาที่ดาน ๆ หนึ่งของเอลิเมนตถูกยุบมารวมกันที่
ปลายรอยราวดังแสดงในรูปที่ 4.5 
 

3

p

7

8

1
2

3

1A

3A 2Ap

5

67
9

5

2

1A
3A

2A

6

1
4

 
 

(ก) เอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ                           (ข) เอลิเมนตที่ปลายรอยราว 
 

รูปที่ 4.5  จุดตอของโครงตาขายใหม p บนเอลิเมนตในโครงตาขายเกา 
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พื้นที่สามเหลี่ยมยอย 1 2 3A ,  A,  A  ซ่ึงเกิดจากจุดตอ p กับดานตรงขามที่เหลือของสามเหลี่ยม และ
พื้นที่สามเหลี่ยม eA  สามารถคํานวณไดจากคาดีเทอรมิแนนท (Determinant) ดังสมการ 
 

1A  ( ) ( ){ }
p p

2 2 2 3 3 2 2 3 p 3 2 p

3 3

 1 x y
1 de t  1 x y   0.5 x y x y y y x x x y
2

 1 x y
= = − + − + −  (4.27 ก) 

 

2A  ( ) ( ){ }
p p

3 3 3 1 1 3 3 1 p 1 3 p

1 1

 1 x y
1 de t  1 x y   0.5 x y x y y y x x x y
2

 1 x y
= = − + − + −  (4.27 ข) 

 

3A  ( ) ( ){ }
p p

1 1 1 2 2 1 1 2 p 2 1 p

2 2

 1 x y
1 de t  1 x y   0.5 x y x y y y x x x y
2

 1 x y
= = − + − + −  (4.27 ค) 

 

eA  1 2 3 A   A   A= + +  (4.27 ง) 
 
โดยที ่ i ix ,  y ,   i 1,  2,  3=  แทนคาตําแหนงพิกัดที่ปลายยอดสามเหลี่ยม 
 
หากจุดตอ p อยูบนพื้นที่สามเหลี่ยมใดแลวพื้นที่สามเหลี่ยมยอย 1A , 2A  และ 3A  จะมีคามากกวา
หรือเทากับศูนยเสมอ ในกรณีที่จุดตอบนโครงตาขายใหมไมไดอยูบนเอลิเมนตใดเลยในโครงตา
ขายเกาซ่ึงเปนกรณีที่ เกิดขึ้นได เมื่อทําการสรางโครงตาขายบนโดเมนปญหาที่มีขอบเขต 
(Boundary) เปนเสนโคงดังแสดงในรูปที่ 4.6 
 

p

 
 

รูปที่ 4.6  การถายทอดผลเฉลยที่ขอบเขตปญหาเปนเสนโคง 
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การถายทอดผลเฉลยสําหรับกรณีนี้จะใชผลเฉลยที่ไดจากเอลิเมนตในโครงตาขายเกาที่อยูใกลกับจุด
ตอบนโครงตาขายใหมนี้มากที่สุด โดยใชอัตราสวนผลตางของพื้นที่ตอพ้ืนที่เอลิเมนตซ่ึงนิยามโดย 
 

 1 2 3 e

e e

A A A AA   
A 2A

+ + −Δ
=  (4.28) 

 
ในการตรวจสอบ หากเอลิเมนตใดในโครงตาขายเกามีคาอัตราสวนพื้นที่นี้ต่ําที่สุดแลวเอลิเมนตนั้น
ก็จะเปนเอลิเมนตที่อยูใกลจุดตอ p มากที่สุด 

 ในกรณีที่จุดตอ p เปนจุดตอท่ีปลายรอยราวนั้น วิธีการหาวาจุดตอ p อยูบนเอลิเมนตใดใน
โครงตาขายเกาอยางที่ผานมานั้นจะไมสามารถนํามาใชไดในกรณีนี้เนื่องจากมีจุดตอซอนกันอยู
หลายจุดที่ตําแหนงเดียวกันที่ปลายรอยราว ดังนั้นจึงตองหาวิธีใหมในการระบุเอลิเมนตที่จุดตอ p 

นั้นอยู พิจารณาเอลิเมนตที่ปลายรอยราวของโครงตาขายใหมและเกาดังแสดงในรูปที่ 4.7ก โดยท่ี
เสนประแสดงขอบของเอลิเมนตในโครงตาขายเกา ขณะที่เสนเต็มแสดงขอบของเอลิเมนตในโครง
ตาขายใหม 

aθ or

pθ

bθ

p

 
 
รูปที่ 4.7  การหาวาจดุตอทีป่ลายรอยราวของเอลิเมนตในโครงตขายใหมอยูบนเอลิเมนตที่ปลาย 

                    รอยราวใดในโครงตาขายเกา (ก) เอลิเมนตที่ปลายรอยราวของโครงตาขายใหมและ 

                   โครงตาขายเกาและ (ข) นิยามของมุมตาง ๆ ที่ใชในการตรวจสอบ 
 
จากรูปหากจุดตอทั้งหมดที่ถูกยุบมารวมกันที่ปลายรอยราวของเอลิเมนตทั้งจากโครงตาขายใหม
และเกาถูกเลื่อนออกจากตําแหนงปลายรอยราวเปนระยะ or  ตามแนวรัศมีแลว เราสามารถ
ตรวจสอบไดวาจุดตอ p อยูบนเอลิเมนตใดในโครงตาขายเกาโดยพิจารณามุมของจุดตอบนโครงตา
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ขายใหมที่กระทํากับระนาบรอยราว pθ  ดังแสดงในรูปที่ 4.7ข วาอยูระหวางมุมที่จุดตอหลักสองจุด
ของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ปลายรอยราวของเอลิเมนตใดในโครงตาขายเกาโดยใชสมการ 
 
 a p b   ⎡ ⎤θ ≤ θ ≤ θ⎣ ⎦  (4.29) 
 
โดยที ่ pθ  แทนมุมที่จุดตอ p บนโครงตาขายใหมวัดจากระนาบรอยราว 

 aθ  แทนมุมที่จุดตอหลักจุดแรกของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ปลายรอยราวของเอลิเมนตที ่
  ปลายรอยราวในโครงตาขายเกา 
 bθ  แทนมุมที่จุดตอหลักถัดไปของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ปลายรอยราวของเอลิเมนตที่ 
  ปลายรอยราวในโครงตาขายเกา 
 

เมื่อไดเอลิเมนตที่อยูใกลจุดตอ p มากที่สุดหรือเอลิเมนตที่จุดตอ p อยูขางในแลวขั้นตอน
ตอไปของการถายทอดผลเฉลยจะเปนการหาฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตของเอลิเมนตที่
ไดที่สอดคลองกับจุดตอ p โดยหากเอลิเมนตที่ไดนั้นเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอแลว ฟงกช่ัน
การประมาณภายในเอลิเมนตที่สอดคลองกับจุดตอ p ของเอลิเมนตชนิดนี้จะสามารถหาไดโดยงาย
หากฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตถูกเขียนอยูในรูปพิกัดพื้นที่ (Area Coordinates) เปน 
[25] 
 

 

( )
( )
( )

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 1 2

5 2 3

6 3 1

N 2L 1 L
N 2L 1 L
N 2L 1 L

  
N 4L L
N 4L L
N 4L L

= −
= −
= −
=
=
=

 (4.30) 

 
โดยนิยามของพิกัดพื้นที่มีดังนี้ 
 

 31 2
1 2 3

e e e

AA AL   ,     L   ,     L   
A A A

= = =  (4.31) 

 
ในกรณีที่เอลิเมนตที่ไดนั้นเปนเอลิเมนตที่ปลายรอยราวเราจะเริ่มจากการคํานวณหาคาพกิดั

ธรรมชาติของเอลิเมนตในโครงตาขายเกานี้ที่สอดคลองกับจุดตอ p พิจารณารูปที่ 4.8 ซ่ึงแสดง
ความสัมพันธระหวางคามุมและระยะจากปลายรอยราวของจุดตอ p ซ่ึงวัดเทียบกับเอลิเมนตที่ปลาย
รอยราวในโครงตาขายเกา 
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รูปที่ 4.8  เอลิเมนตที่ปลายรอยราวในโครงตาขายเกาที่บรรจุจุดตอ p (ก) บนพิกัด x-y  และ (ข)  

                 บนพิกัดธรรมชาติ -ξ η  
 
ในทํานองเดียวกันกับสมการ (ง.6) ในภาคผนวก ง ความสัมพันธระหวางระยะในแนวรัศมีจาก
ปลายรอยราว pr  และมุมที่วัดเทียบกับแกนกลางของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวในโครงตาขายเกา pθ  
ดังแสดงในรูปที่ 4.8 กับพิกัดธรรมชาติ ( )p p,  ξ η  ที่สอดคลองกับจุดตอ p สําหรับเอลิเมนตที่ปลาย

รอยราวซึ่งจุดตอตรงกลางดานและจุดตอตรงกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลางนั้นจะเทากับ 
 

 

p
p

2
p

p p

r
   1a 1 tan

2
a  tan
b

ξ = −
+ θ

η = θ

 (4.32) 

 
ในกรณีที่จุดตอ p เปนจุดตอที่ปลายรอยราวซึ่งคาระยะในแนวรัศมีจากปลายรอยราว pr  มีคาเทากับ
ศูนยแลว พิกัดธรรมชาติที่สอดคลองกับจุดตอ p จะสามารถหาไดจากการพิจารณารูปที่ 4.7ข และ
สมการ (4.32) เปน 
 

 

p

b a
p

p
b a

  1

tan
2

  
tan

2

ξ = −

⎡ ⎤θ + θ⎛ ⎞θ − ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦η =
θ −θ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.33) 
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เมื่อไดคาพิกดัธรรมชาติที่สอดคลองกับจดุตอ p สําหรับเอลิเมนตที่ปลายรอยราวในโครงตาขายเกา
แลว ฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตที่สอดคลองกับจุดตอนี้จะสามารถหาไดโดยการแทนคา
พิกัดธรรมชาติที่ไดนี้ลงในสมการ (3.30) 

เมื่อไดคาฟงกช่ันการประมาณภายในของเอลิเมนตที่ตองการแลว ขั้นตอนตอไปจะเปนการ
คํานวณคาการเคลื่อนตัวของเอลิเมนตในโครงตาขายเกาที่สอดคลองกับจุดตอ p เพื่อใชถายทอด
กลับไปยังจุดตอ p ในโครงตาขายใหมโดยใชสมการ 
 

 
n

p i i
i 1

  N
=

Φ = Φ∑  (4.34) 

 
โดยที ่ n 6=  สําหรับเอลิเมนตในโครงตาขายเกาแบบสามเหลี่ยมหกจุดตอ 

 n 9=  สําหรับเอลิเมนตที่ปลายรอยราวในโครงตาขายเกา 
 pΦ  แทนคาการเคลื่อนตัวของจุดตอ p บนโครงตาขายใหม 
 iΦ  แทนคาการเคลื่อนตัวของจุดตอตาง ๆ สําหรับเอลิเมนตในโครงตาขายเกา 
 iN  แทนคาฟงกช่ันการประมาณภายในเอลิเมนตที่สอดคลองกับจุดตอ p ของเอลิเมนต 
  ในโครงตาขายเกา 
 
 
4.3  บทสรุป 
 
 ในบทนี้หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติและเทคนิคการถายทอด
ผลเฉลยระยะการเคลื่อนตัวจากโครงตาขายกอนการปรับขนาดเอลิเมนตไปสูโครงตาขายที่ทําการ
ปรับขนาดเอลิเมนตแลวพรอมทั้งการนําไปประยุกตเขากับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตไดถูกอธิบาย
อยางละเอียดโดยเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะใชคาอนุพันธอันดับสองของคา
ความเคนวอนมิสเซสในการปรับขนาด เทคนิคการถายทอดผลเฉลยระยะการเคลื่อนตัวใชการ
ถายทอดผลเฉลยโดยใชฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตและผลเฉลยที่จุดตอจากโครงตาขาย
กอนการปรับขนาดเอลิเมนตไปสูจุดตอบนโครงตาขายที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติ
แลว ขั้นตอนการทํางานและลักษณะโครงสรางของไฟลนําเขาเพื่อใชกับโปรแกรม JFACTOR ที่
ไดประดิษฐขึ้นไดถูกอธิบายอยางละเอียดในบทตอไป 
 



บทที่ 5 
 

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรลั 
 
 
 ในบทนี้จะกลาวถึงขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไดประดิษฐขึ้นจาก
สมการไฟไนตเอลิเมนตดังที่ไดอธิบายไปแลวในบทที่ผานมา โดยตัวโปรแกรมคอมพิวเตอรจะถูก
เขียนขึ้นจากภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) โดยสามารถนําไปใชงานไดโดยตรงกับเครื่อง
คอมพิวเตอรสวนบุคคล โปรแกรมที่ประดิษฐขึ้นนี้มีช่ือวา JFACTOR โดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 
 
 
5.1  ลักษณะของโปรแกรม JFACTOR 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR ประกอบดวยโปรแกรมหลัก (Main Program ) และ 
27 โปรแกรมยอย (Subroutine) โดยมีขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมดังนี ้
 

5.1.1 เร่ิมตนการทํางานโดยอานไฟลขอมูลนําเขาของปญหา (Input File)  ซ่ึง
ประกอบดวยขอมูลที่จําเปนตาง ๆ ที่ตองใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลโดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE INPUT] ซ่ึงในโปรแกรม
ยอยนี้ยังประกอบดวยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE CRACKFACE]  ซ่ึงทํา
หนาที่แปลงเอลิเมนตรอบปลายรอยราวจากเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอไปเปน
เอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ โดยในโปรแกรมยอยนี้ยังประกอบดวยโปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE CENTER]  ซ่ึงทําหนาที่หาการเรียงตัวของเอลิเมนตรอบ
ปลายรอยราวเพื่อใชในการถายทอดผลเฉลยของจุดตอที่ปลายรอยราวและหาการ
เรียงตัวของจุดตอที่ผิวรอยราวเพื่อใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล
ซ่ึงเกิดจากพจนคาความเคนดึงที่ ผิวรอยราว  นอกจากนี้ในโปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE INPUT] ยังประกอบดวยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE 

FTHETA] และ [SUBROUTINE XYLOCAL]  ซ่ึงทําหนาที่คํานวณคามุม
ของจุดตอที่ขอบนอกของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวทั้งหมดเทียบกับระนาบรอยราว
เพื่อใชในการถายทอดผลเฉลยคาการเคลื่อนตัวของจุดตอที่ปลายรอยราว และ 

[SUBROUTINE TemBDfFUNC] ซ่ึงใชในการกําหนดคาอุณหภูมิและคาแรง
วัตถุที่จุดตอในกรณีที่ผูใชไมตองการจะกําหนดโดยตรงลงในไฟลขอมูลนําเขา 
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5.1.2 คํานวณเอลิเมนตเมตริกซตาง ๆ โดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE LST] 
ซ่ึงประกอบไปดวยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE VOLUMETRIC]  และ 
[SUBROUTINE DEVIATORIC]  ซ่ึงทําหนาที่คํานวณเอลิเมนตเมตริกซตาง 
ๆ ที่ เกี่ยวของกับพจนความเคนตั้งฉากเฉลี่ยและพจนความเคนดิ เวียทอริก
ตามลําดับโดยใชจํานวนจุดเกาสที่แตกตางกัน โปรแกรมยอยทั้งสองนี้ยังประกอบ
ไปดวยโปรแกรมยอยตาง ๆ ซ่ึงมีหนาที่ดังนี้ โปรแกรมยอย [SUBROUTINE 

BJ9] ทําหนาที่คํานวณเมตริกซความสัมพันธระหวางคาความเครียดและคาการ
เคล่ือนตัวที่จุดตอและคาดีเทอรมิแนนทของจาโคเบียนเมตริกซ โปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE GVALUE] ทําหนาที่คํานวณคาของตัวแปรใด ๆ ณ ตําแหนง
ที่กําหนดในเอลิเมนต โปรแกรมยอย [SUBROUTINE FINDSTRSS] ทํา
หนาที่คํานวณคาความเคนประสิทธิผลจากคาความเครียดและคาอุณหภูมิที่จุดเกาส 
และโปรแกรมยอย [SUBROUTINE ASSMBLE] ทําหนาที่ประกอบเมตริกซ
ตาง ๆ ที่คํานวณไดในแตละเอลิเมนตเขาเปนเมตริกซระบบรวม 

 
5.1.3 กําหนดเงื่อนไขขอบเขตของปญหา เชน บางจุดตออาจถูกกําหนดใหไมมีการ

เคล่ือนที่หรือถูกกําหนดใหมีคาระยะการเคลื่อนตัวเทากับคาใดคาหนึ่ง หรือบางจุด
ตออาจถูกกํ าหนดใหมีแรงภายนอกมากระทํ า  โดยเรี ยกโปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE APPLYBC] 

 
5.1.4 แกระบบสมการรวมเพื่อหาคาระยะการเคลื่อนตัวที่เพิ่มขึ้นจากคาภาระที่เพิ่มขึ้น

โดยเริ่มจากการประยุกตการแยกตัวประกอบแบบเคราท (Crout Factorization) 

เขากับระบบสมการเพื่อใหไดเมตริกซสามเหลี่ยมดานลางและเมตริกซในแนว
ทแยงมุมโดยใชโปรแกรมยอย [SUBROUTINE CROUT] จากนั้นแกระบบ
สมการโดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE SOLVE] 

 
5.1.5 ประยุกตวิธีการทําซ้ําเขากับระบบสมการจนกระทั่งไดคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอซ่ึง

มีความถูกตองอยูในระดับที่กําหนดดวยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE ITER] 
 

5.1.6 คํ านวณค าความ เคนที่ จุ ดตอโดย เ รียกโปรแกรมยอย  [SUBROUTINE 

GAUSSNODE] ซ่ึงคาความเคนที่ไดจะแยกการคํานวณออกเปนสองสวนโดยคา
ความ เคนตั้ งฉาก เฉลี่ ยจะคํ านวณดวยโปรแกรมยอย  [SUBROUTINE 

VOLSTRESS] และคาความเคนดิ เวียทอริกจะคํานวณดวยโปรแกรมยอย 
[SUBROUTINE DEVSTRESS] โดยเริ่มคํานวณคาความเคนบนเอลิเมนตที่
จุดเกาสตาง ๆ จากนั้นจึงแปลงคาความเคนที่ไดไปอยูที่จุดตอโดยใชโปรแกรมยอย 
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[SUBROUTINE TRMAT] ในการกําหนดเมตริกซที่ใชแปลงคาความเคนจาก
จุดเกาสไปที่จุดตอ 

 
5.1.7 คํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลบนโดเมนตาง ๆ โดยเรียกโปรแกรมยอย 

[SUBROUTINE CJINT] โดยแยกการคํานวณออกเปนสามสวนคือคํานวณ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจากพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยดวย
โปรแกรมยอย [SUBROUTINE CJVOL] คํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล
จ ากพจน ที่ เ กี่ ย ว ข อ งกั บค า ค ว าม เ ค นดิ เ วี ยทอริ กด ว ย โปรแกรมย อ ย 
[SUBROUTINE CJDEV] และคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจากพจนที่
เกี่ยวของกับคาความเคนดึงที่ผิวดวยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE CFACE] 

 
5.1.8 พิมพคาระยะการเคลื่อนตัวที่จุดตอ คาความเคนที่จุดตอ และคาพารามิเตอรเจ

อินทิกรัลที่คํานวณได ณ สถานะการคํานวณตาง ๆ ลงในไฟลผลลัพธเพื่อใชใน
การปรับขนาดเอลิ เมนตหรือแสดงผลดวยโปรแกรมกราฟฟกตาง  ๆ  บน
จอคอมพิวเตอร [MAIN PROGRAM] โดยโปรแกรมยอย [SUBROUTINE 

GETSTRING] ทําหนาที่แปลงตัวเลขแสดงครั้งที่ทําการคํานวณเปนตัวอักษร
เพื่อใชในการตั้งชื่อไฟลผลลัพธ 

  
5.1.9 ในกรณีที่มีการปรับขนาดเอลิเมนตโปรแกรมจะอานขอมูลตาง ๆ ของแบบจําลอง

ไฟไนตเอลิเมนตที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตแลวดวยโปรแกรม FEMESH 

v2.1.152 โดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE INPUT] ขึ้นมาอีกครั้ง
หนึ่ง จากนั้นทําการถายทอดผลเฉลยของคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอตาง ๆ ที่ไดจาก
การคํานวณในโครงตาขายเกาไปสูจุดตอตาง ๆ ในโครงตาขายใหมโดยเรียก
โปรแกรมยอย [SUBROUTINE MAPPING] ซ่ึงในโปรแกรมยอยนี้ยัง
ประกอบไปดวยโปรแกรมยอย 

 
5.1.10 ประยุกตวิธีการทําซ้ําเขากับผลเฉลยคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอที่ถูกถายทอดมา

เพื่อใหไดผลเฉลยใหมที่ทําใหระบบสมการของแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ทํา
การปรับขนาดแลวนี้สมดุลยโดยเรียกโปรแกรมยอย [SUBROUTINE ITER] 

 
5.1.11 คํานวณคาความเคนที่จุดตอและคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลบนโดเมนตาง ๆ 

สําหรับแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตแลวนี้โดยเรียก
โปรแกรมยอย [SUBROUTINE GAUSSNODE] และ [SUBROUTINE 

CJINT] ตามลําดับ 
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5.1.12 เมื่อไดผลเฉลยคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีลูเขาแลวจึงเริ่มกระบวนการทั้งหมด
ใหมที่คาระดับภาระหรือคาระยะการเคลื่อนตัวที่ถูกกําหนดในสถานะการคํานวณ
ถัดไป 

 
ลําดับขั้นตอนการทํางานทั้งหมดของโปรแกรม JFACTOR สามารถสรุปไดดังแสดงในรูปที่ 5.1 
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เริ่มการทํางาน [MAIN]

กําหนดเงื่อนไขขอบเขต [APPLYBC]

คํานวณเมตริกซระบบรวม [LST]

ตรวจสอบ
การลูเขาของคาพารามิเตอร

เจอินทิกรัล

อานขอมูลของปญหา [INPUT]

ประยุกตวิธีการทําซ้ํา [ITER]

คํานวณคาความเคนท่ีจุดตอ [GAUSSNODE]

คํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล [CJINT]

พิมพผลเฉลยคาระยะการเคลื่อนตัว
และคาความเคนท่ีจุดตอ [MAIN]

สถานะ
การคํานวณสุดทาย

?

ถายทอดผลเฉลยคา
ระยะการเคลื่อนตัว

[MAPPING]

ประยุกตเทคนิคการ
ปรับขนาดเอลิเมนต

โดยอัตโนมัติ
[FEMESH v2.1.152]

หยุดการคํานวณ

อานขอมูลของปญหา
ที่ทําการปรับขนาดเอ
ลิเมนตแลว [INPUT]

ประยุกตการแยกตัวประกอบแบบเคราท [CROUT]

แกระบบสมการ [SOLVE]

คํานวณปญหาที่
ระดับภาระถัดไป

ใช

ไมใช

ไมใช

ใช

 
 

รูปที ่5.1  ลําดับขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม JFACTOR 
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5.2  รายละเอียดของโปรแกรม JFACTOR 
 

รายละเอียดทั้งหมดของโปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR ไดแสดงไวในภาคผนวก จ 
ตอนทายของวิทยานิพนธนี ้
 
 
5.3  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขา 
 

ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาที่ใชกับโปรแกรม JFACTOR จะประกอบไปดวยสวนตาง 
ๆ ทั้งหมด 6 สวนดังนี้ 
 
สวนที่ 1  ประโยคอธิบายกํากับลักษณะของไฟล 

บรรทัดแรก ตัวเลขระบุจํานวนบรรทัดที่ใชอธิบายลักษณะของไฟล 
บรรทัดตอไป ประโยคอธิบายลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาจํานวนบรรทัดเทากับที่ระบุไว

ในบรรทัดแรก 

ตัวอยางเชน 3 
 Single Edge Notched Tension specimen, SENT 
 Crack length per width ratio is 0.5 
 Incremental load factor is 0.25 

 
สวนที่ 2  ความตองการการปรับขนาดเอลิเมนตและชนิดของปญหา 

บรรทัดแรก คําระบุรหัสความตองการการปรับขนาดเอลิเมนต ชนิดของปญหา และ
ตําแหนงแกนสมมาตร 

บรรทัดที่สอง รหัสตัวเลขแสดงความตองการการปรับขนาดเอลิเมนตสําหรับไฟลขอมูล
นําเขานี้ รหัสตัวเลขระบุชนิดของปญหา และตําแหนงที่แกนสมมาตรตัดกับ
แกน x เฉพาะในกรณีชนิดของปญหาเปนปญหาสมมาตรรอบแกน 

ตัวอยางเชน INOADAPT       IPLANE       XSHIFT 
 1 3 30.0 
 
หมายเหตุ : รหัสตัวเลขตาง ๆ มีความหมายดังนี้ 
 INOADAPT  1=  ไมมีการปรับขนาดเอลิเมนตในการวิเคราะหปญหา

นี้ ดังนั้นใชเฉพาะไฟลขอมูลนําเขานี้ตลอดการ
คํานวณในทุกสถานะการคํานวณ 

 INOADAPT  0=  มีการปรับขนาดเอลิเมนตในการวิเคราะหปญหานี้ 
ดังนั้นในระหวางการวิเคราะหปญหานี้อาจตองมี
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การอานไฟลขอมูลนําเขาที่ทําการปรับขนาดเอลิ
เมนตแลวใหม  

 IPLANE  1=  ปญหาความเคนในระนาบ 
 IPLANE  2=  ปญหาความเครียดในระนาบ 

 IPLANE  3=  ปญหาสมมาตรรอบแกน ในกรณีนี้ตองกําหนดคา 
XSHIFT ซ่ึงเปนคาพิกัดในแนวแกน x ที่แกน
สมมาตรตัดกับแกน x ดวย  

 
สวนที่ 3  ขนาดของปญหา 

บรรทัดแรก คําระบุจํานวนจุดตอ เอลิเมนตและจุดตอที่มีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 
บรรทัดที่สอง ตัวเลขระบุจํานวนจุดตอ เอลิเมนตและจุดตอที่มีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต 

ตัวอยางเชน NPOIN NELEM NPBC 
 720 331 25 

 
สวนที่ 4  วิธีการทําซํ้าและคาความผิดพลาดที่ยอมรับได 

บรรทัดแรก คําระบุรหัสวิธีการทําซํ้าและคาความผิดพลาดที่ยอมรับได 
บรรทัดที่สอง รหัสตัวเลขระบุวิธีการทําซํ้าและตัวเลขระบุคาความผิดพลาดที่ยอมรับได 
ตัวอยางเชน ITERTY BETOK 
 1 5.E-8 
 
หมายเหตุ : รหัสตัวเลขระบุวิธีการทําซํ้ามีความหมายดังนี้ 
 ITERTY  1=  ใชวิธีการทําซํ้าแบบนิวตัน-ราฟสัน (Full Newton-

Raphson Method) 
 IT ERTY  2=  ใชวิธีการทําซ้ําแบบนิวตัน-ราฟสันที่ถูกดัดแปลง 

(Modified Newton-Raphson Method) 
 
สวนที่ 5  ลักษณะของรอยราวและเอลิเมนตที่รอบปลายรอยราว 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะของรอยราวและเอลิเมนตที่ปลายรอยราว 
บรรทัดที่สอง หมายเลขจุดตอที่ปลายรอยราว ตัวเลขระบุคามุมที่ระนาบรอยราวกระทํากับ

แกน x รหัสตัวเลขระบุความตองการใหโปรแกรมเปลี่ยนขอมูลนําเขาของ
เอลิเมนตที่ปลายรอยราวจากเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอไปเปนเอลิเมนต
ส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ รหัสตัวเลขระบุวาที่ผิวรอยราวมีคาความเคนดึงมากระทํา
ที่ผิวหรือไมและจํานวนผิวรอยราวที่มีในแบบจําลอง 

บรรทัดที่สาม คําระบุลักษณะของแรงที่กระทํากับจุดตอบนผิวรอยราว (เฉพาะกรณีที่ผิว
ของรอยราวมีคาความเคนดึงมากระทําเทานั้น) 
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บรรทัดตอไป (เฉพาะกรณีที่ผิวของรอยราวมีคาความเคนดึงมากระทําเทานั้น) รหัสตัวเลข
ผิวรอยราว แรงที่กระทํากับจุดตอท่ีปลายรอยราวในทิศ x และ y ซ่ึงไดจาก
การอินทิเกรตคาความเคนดึงที่ผิวซ่ึงกระทํากับผิวรอยราวของเอลิเมนตที่
ปลายรอยราวที่สอดคลองกับผิวรอยราวนั้น ๆ และแรงที่กระทํากับจุดตอที่
อยูไกลที่สุดบนผิวรอยราวในทิศ x และ y ซ่ึงไดจากการอินทิเกรตคาความ
เคนดึงที่ผิวซ่ึงกระทํากับเอลิเมนตที่ผิวรอยราวที่อยูไกลที่สุดซึ่งอยูในโดเมน
ที่ทําการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล (แรงที่ไดนี้ไมใชแรงลัพธที่
ไดจากการรวมแรงทั้งหมดที่กระทํากับจุดตอทั้งสองนี้จากเอลิเมนตตาง ๆ ที่
มีจุดตอทั้งสองเปนจุดตอรวม แตเปนแรงที่คิดจากคาความเคนดึงที่ผิว
เฉพาะที่กระทํากับเอลิเมนตที่ผิวรอยราวทั้งสองที่กลาวถึงขางตนนี้เทานั้น 

โดยแรงที่ตองกําหนดในไฟลขอมูลนําเขานี้จะถูกนํามาใชในการแปลงแรง
ที่จุดตอบนผิวรอยราวกลับเปนคาความเคนดึงที่ผิวเพื่อใชในการคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่เกิดจากพจนคาความเคนดึงที่ผิวอีกทีหนึ่ง) 

ตัวอยางเชน NODEK1 CANGLE ICTETRAN ICFLOAD NFACE 
 287 25.0 1 1 2 
 IFACE CTQFIX CTQFIY FDQFIX FDQFIY 
 1 0.0 10.0+  0.0 10.0+  
 2 0.0 10.0−  0.0 10.0−  
 
หมายเหตุ : รหัสตัวเลขตาง ๆ มีความหมายดังนี้ 
 ICTETRAN  1=  แปลงขอมูลนําเขาของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวจาก

เอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอไปเปนเอลิเมนต
ส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ 

 ICTETRAN  0=  ไมตองแปลงขอมูลนําเขา ในกรณีนี้จะใชขอมูล
นําเขาเดิมสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอ 

 ICFLOAD  1=  ผิวรอยราวมีคาความเคนดึงมากระทํา 
 ICFLOAD  0=  ไมมีคาความเคนดึงมากระทําที่ผิวรอยราว 

 IFACE  1=  ผิวรอยราวที่มี เวกตอรตั้งฉากกับผิวรอยราวใน
ทิศทางเปดรอยราว In̂  ดังแสดงในรูปที่ 5.3 กระทํา
กับระยะจากปลายรอยราวถึงเวกเตอรนั้นในทิศทาง
ตามเข็มนาฬิกา 

 IFACE  2=  ผิวรอยราวที่มีเวกตอร In̂  กระทํากับระยะจากปลาย
รอยราวถึงเวกเตอรนั้นในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
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 โดยคามุมที่ระนาบรอยราวกระทํากับแกน x และรหัสตัวเลขผิวรอยราวได
ถูกนิยามไวเปนตัวอยางดังแสดงในรูปที่ 5.2 ในทํานองเดียวกันรูปที่ 5.3 

แสดงการกําหนดแรงที่กระทํากับจุดตอที่ปลายรอยราวและจุดตอที่อยูไกล
ที่สุดบนผิวรอยราวในทิศ x และ y เนื่องจากคาความเคนดึงที่ผิว T̂  สําหรับ
เอลิเมนตที่ผิวรอยราวซึ่งอยูในโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัล 

 
 

0.2

0.4

CANGLE

IFACE  1=

IFACE  2= ROR

25o

In̂

In̂

 
 

รูปที่ 5.2  การกําหนดมุมของระนาบรอยราว รหัสตัวเลขผิวรอยราว และขนาดของโดเมน 
 
 

FDQFIX

FDQFIY

FDQFIY CTQFIY

CTQFIXCTQFIY

T̂

T̂

 
 

รูปที่ 5.3  การกําหนดแรงทีก่ระทํากับจุดตอที่ปลายรอยราวและจุดตอทีอ่ยูไกลที่สุดบนผิวรอย 

                 ราวในโดเมนที่ทําการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 
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สวนที่ 6  ชนิด จํานวนและขนาดของโดเมนที่ใชอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 
บรรทัดแรก คําระบุชนิดและจํานวนโดเมน 

บรรทัดที่สอง รหัสตัวเลขระบุชนิดของโดเมนและตัวเลขแสดงจํานวนโดเมน 

บรรทัดที่สาม คําระบุขนาดของโดเมน 
บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงขนาดของโดเมน ในกรณีโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผาดังแสดงใน

ตัวอยางขางลางนี้ ผูใชจะตองกําหนดคาสี่คาเพื่อใชในการกําหนดขนาดของ
โดเมนแตละโดเมน ขณะที่ในกรณีโดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสและโดเมนรูป
วงกลมคาขนาดที่ตองกําหนดจะมีเพียงคาเดียวตอโดเมน 

ตัวอยางเชน IDOMTY NDOM 
 3 2 
 ROR1    ROR2    ROR3    ROR4 
 0.20 0.25 0.18  1.00−  
 0.20 0.45 1.00−  1.00−  
 
หมายเหตุ : รหัสตัวเลขระบุชนิดของโดเมนมีความหมายดังนี ้
 IDOMTY  1=  โดเมนรูปสี่เหล่ียมจตุรัส 
 IDOMTY  2=  โดเมนรูปวงกลม 

 IDOMTY  3=  โดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา 
โดยขนาดของโดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัสที่ตองกําหนดจะมีคาเทากับความยาว
คร่ึงหนึ่งของดานสี่เหล่ียมจัตุรัสดังแสดงในรูปที่ 5.2 ในทํานองเดียวกัน
ขนาดของโดเมนรูปวงกลมที่ตองกําหนดจะมีคาเทากับระยะรัศมีของรูป
วงกลม สําหรับโดเมนรูปส่ีเหล่ียมผืนผานั้นการกําหนดขนาดในแตละ
โดเมนจะเริ่มจากระยะจากปลายรอยราวถึงขอบทางดานซาย (ROR1),  
ดานบน (ROR2), ดานขวา (ROR3) และดานลาง (ROR4) ของโดเมนดัง
แสดงในรูปที่ 5.4 
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ROR3ROR1

ROR2

ROR4

 
 

รูปที่ 5.4  การกําหนดขนาดของโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา 
 

ในกรณีที่ปญหามีลักษณะสมมาตรบนระนาบรอยราวดังแสดงในรูปที่ 5.5 

การกําหนดขนาดของโดเมนจะแตกตางจากกรณีที่ผานมาโดยหากขอบของ
โดเมนดานใดไมอยูในแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตแลว ระยะจากปลายรอย
ราวถึงขอบโดเมนดานนั้นจะถูกกําหนดใหมีคาเทากับลบหนึ่ง โดยโดเมน
ในรูปที่ 5.5 นี้จะใชการกําหนดขนาดดังแสดงในตัวอยางการกําหนดขนาด
ของโดเมนในสวนที่ 6 นี้ ในการกําหนดขอบของโดเมนตาง ๆ ใหถูกตอง
นั้นมีความสําคัญกับการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลใหถูกตองเปน
อยางมากเนื่องจากที่ขอบของโดเมนตาง ๆ นั้นคาเวกเตอร kq  ดังแสดงใน
สมการ (2.46)  และ (2.55) ตองถูกกําหนดใหมีคาเทากับศูนยเสมอ ในการ
กําหนดขนาดของโดเมนตาง ๆ นั้นยังมีเงื่อนไขเพิ่มเติมอีกขอหนึ่งวาขนาด
ของโดเมนจะตองเรียงลําดับจากนอยไปหามากเสมอซึ่งหมายความวา
โดเมนสุดทายจะตองเปนโดเมนที่บรรจุโดเมนตาง ๆ ไวทั้งหมดและมีขนาด
ใหญที่สุดเสมอ 



 93

0.45

0.25

0.20

0.18

 
 

รูปที่ 5.5  การกําหนดขนาดโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผาสําหรับปญหาสมมาตรบนระนาบรอยราว 
 
สวนที่ 7  สถานะการคํานวณทั้งหมดและตัวคูณที่สอดคลองกับสถานะการคํานวณตาง ๆ 

บรรทัดแรก คําระบุจํานวนสถานะการคํานวณ 

บรรทัดที่สอง ตัวเลขระบุจํานวนสถานะการคํานวณทั้งหมด 

บรรทัดที่สาม คําระบุคาตัวคูณภาระ ระยะเคลื่อนตัว อุณหภูมิ และแรงวัตถุที่สอดคลองกับ
สถานะการคํานวณตาง ๆ 

บรรทัดตอไป ตัวเลขระบุคาตัวคูณภาระ  ระยะเคลื่อนตัว  อุณหภูมิ  และแรงวัตถุที่
สอดคลองกับสถานะการคํานวณตาง ๆ 

ตัวอยางเชน NSTATE 
 6 
 ForcFAC      DispFAC      TempFAC      BodyFAC 
 0.00               0.00              0.00                0.00 
 0.00               0.00              1.00                0.00 
 0.25               0.00              1.00                0.00 
 0.50               0.00              1.00                0.00 
 0.75               0.00              1.00                0.00 
 1.00               0.00              1.00                0.00 
 
หมายเหต ุ: ตัวเลขระบุคาตัวคูณภาระ ระยะเคลื่อนตัว อุณหภูมิ และแรงวัตถุที่

สถานะการคํานวณแรกตองมีคาเปนศูนยทัง้หมดเสมอ 
 
สวนที่ 8  จํานวนวัสดุที่ใชและคุณสมบัติตาง ๆ 

บรรทัดแรก คําระบุจํานวนวัสดุที่ใชในแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 
บรรทัดที่สอง ตัวเลขแสดงจํานวนวัสดุที่ใช 
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บรรทัดที่สาม คําระบุคุณสมบัติตาง ๆ ของวัสดุ  
บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงคาโมดูลัสของความยืดหยุน อัตราสวนปวสซง ความเคนที่จุด

คราก ตัวเลขยกกําลังของความเครียด คาคงที่ของวัสดุ สัมประสิทธิ์การ
ขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ และคาความหนาของชิ้นงาน (เฉพาะกรณีปญหา
ความเคนหรือความเครียดในระนาบ) เรียงตามลําดับจากวัสดุที่หนึ่งถึงวัสดุ
สุดทายที่กําหนดไวในบรรทัดที่สอง “ตัวเลขแสดงจํานวนวัสดุที่ใช” 

ตัวอยางเชน NMAT 
 2 
 ELAS      PR    YSTRSS   AHARD   ALPHA   COTHR   THICK 
 3.0E+4     0.3    60.0          5.0            0.5           7.3E-6 
 3.0E+4     0.3    60.0          5.0            0.1E-60    7.3E-6 

 
สวนที่ 9  ตําแหนงพิกัดของจุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบุหมายเลขจุดตอ พิกัด x และ y 

บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอเรียงตามลําดับ พิกัดในแนวแกน x และ y 
ตัวอยางเชน NODE X Y 
 1 0.0 0.0 
 2 0.212657 0.002507 
 3 0.5 0.5 
 4 1.0 1.0 

    
 720 42.5 50.0 

 
สวนที่ 10  ลักษณะการเรียงตัวของจุดตอภายในเอลิเมนตและวัสดุที่ใชในเอลิเมนต 

บรรทัดแรก คําระบุลักษณะการเรียงตัวของจุดตอภายในเอลิเมนตและรหัสหมายเลข
วัสดุที่ใชในเอลิเมนตที่สอดคลองกับคุณสมบัติของวัสดุดังแสดงในสวนที่ 8 

บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงหมายเลขของเอลิเมนตเรียงตามลําดับ หมายเลขของจุดตอทั้ง
หกที่ประกอบกันขึ้นเปนเอลิเมนตและหมายเลขวัสดุที่ใชในเอลิเมนต 

ตัวอยางเชน ELEMENT NODAL CONNECTIVITY  IEMAT 
 1 1 2 3 4 5 6 2 
 2 2 31 4 32 204 10 1 
 3 10 30 40 35 210 20 2 

         
 331 147 146 149 616 617 619 1 

 
สวนที่ 11  การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตที่จุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบุการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตที่จุดตอ 
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บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอที่มีการกําหนดเงื่อนไขขอบเขต รหัสเงื่อนไข
ขอบเขตในทิศทาง x และ y และคาเงื่อนไขขอบเขตที่สอดคลองกับรหัส
เงื่อนไขขอบเขตในแนวแกน x และ y ที่สถานะการคํานวณสุดทาย 

ตัวอยางเชน NODE IBCX IBCY QFIX QFIY 
 1 0  1+  0.0 0.0 
 3 1−  1+  0.01 0.0 
 7 0  0  50.0 100.0 

      
 10 1+  1−  0.0 0.005 
 
หมายเหตุ : รหัสเงื่อนไขขอบเขตทั้งหมดมีความหมายดังนี ้
 IBC 1= +  จุดตอนั้นถูกตรึงใหไมมีการเคลื่อนที่ในทิศนั้น 

  ในกรณีนี้ QFI แทนคาการเคลื่อนตัวในทิศนั้น ดังนั้นจึงตอง
กําหนดให QFI มีคาเทากัยศูนย 

 IBC    0=  มีการกําหนดคาแรงภายนอกที่มากระทํากับจุดตอในทิศนั้น 

  ในกรณีนี้ QFI แทนคาแรงภายนอกสุทธิที่มากระทําโดยอาจ
มีคาเทากับศูนยก็ได 

 IBC 1= −  มีการกําหนดคาการเคลื่อนตัวในทิศนั้น 

  ในกรณีนี้ QFI แทนคาการเคลื่อนตัวสุทธิที่สถานะการ
คํานวณสุดทาย 

 
สวนที่ 12  วิธีการอานคาอุณหภูมิและแรงวัตถุที่จุดตอ 

บรรทัดแรก คําระบุวิธีการอานคาอุณหภูมิและแรงวัตถุที่จุดตอ 

บรรทัดที่สอง รหัสตัวเลขแสดงวิธีการอานคาอุณหภูมิและแรงวัตถุที่จุดตอ 

บรรทัดที่สาม คําระบุหมายเลขจุดตอ คาอุณหภูมิและแรงวัตถุที่จุดตอ 
บรรทัดตอไป ตัวเลขแสดงหมายเลขจุดตอเรียงตามลําดับ คาอุณหภูมิและคาแรงวัตถุใน 

 ทิศทาง x และ y 
ตัวอยางเชน IRTemp      IRBody 
 1+  0 
 NODE TEMP BDFX BDFY 
 1 0.0000 
 2 20.000 
 3 21.125 

   
 720 100.00 
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หมายเหตุ : รหัสตัวเลขทั้งหมดของ IRTemp และ IRBody มีความหมายดังนี้ 
  1+  หมายถึงอานคาทั้งหมดจากไฟลนําเขานี้ 
  0 หมายถึงใหโปรแกรมกําหนดคาเปนศูนยทั้งหมด 

  1−  หมายถึงผูใชกําหนดคาเองเปนสมการโดยตรงลงในโปรแกรมยอย 

   [SUBROUTINE TemBDfFUNC] ของโปรแกรม JFACTOR 
 
 
5.4  ลักษณะของไฟลผลลัพธ 
 

ไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR จะถูกบรรจุอยุในไฟลช่ือเดียวกัน
กับไฟลขอมูลนําเขาตามดวย “_**” โดยที่ ** แทนเลขจํานวนเต็มหนึ่งหรือสองตําแหนงแสดงครั้ง
ที่ทําการคํานวณซึ่งสอดคลองกับสถานะการคํานวณของไฟลผลลัพธที่ไดยกตัวอยางเชน 
SingleEPS_1 แสดงผลการคํานวณครั้งแรกซึ่งสอดคลองกับคาภาระตาง ๆ ที่สถานะการคํานวณที่
สอง (สถานะการคํานวณแรกคาภาระตาง ๆ ตองเปนศูนยเสมอสอดคลองกับคาตัวคูณภาระตาง ๆ ที่
สถานะการคํานวณนี้ที่มีคาเทากับศูนยทั้งหมด) โดยไฟลผลลัพธที่ไดนี้ยังแบงออกเปน 3 ชนิด
ขึ้นอยูกับลักษณะการใชงานดังนี้ 
 
 
5.4.1  ไฟลท่ีนําไปใชสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนต 
 

ไฟลชนิดนี้จะมีนามสกุล “.out” โดยจะนําไปใชรวมกับสวนหัวของไฟลผลลัพธที่ไดจาก
การวิเคราะหปญหาเดียวกันของโปรแกรม FEMESH v2.1.152 ( ซ่ึงมีนามสกุล “.out” 

เชนเดียวกัน) เพื่อใหโปรแกรม FEMESH v2.1.152 ยอมรับผลการคํานวณคาความเคนวอนมิส
เซสที่จุดตอซ่ึงคํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR เพื่อนําไปปรับขนาดเอลิเมนต โดยรายละเอียด
ของขอมูลผลลัพธที่ไดประกอบไปดวย หมายเลขจุดตอ คาการเคลื่อนตัวในแนวแกน x และ y ของ
จุดตอตาง ๆ คาความเคนตั้งฉากในแนวแกน x และ y คาความเคนเฉือนและคาความเคนวอนมิสซิส 
และขนาดของเอลิเมนตที่จุดตอ H ซ่ึงกําหนดใหมีคาเปนศูนยเนื่องจากโปรแกรม FEMESH 

v2.1.152 จะใชเฉพาะคาความเคนวอนมิสเซสที่จุดตอเทานั้นในการปรับขนาดเอลิเมนต โดยขนาด
ของเอลิเมนตที่เล็กที่สุดผูใชจะตองกําหนดผานโปรแกรม FEMESH v2.1.152 ดวยตัวเอง 
นอกจากนี้ยังพิมพผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจากโดเมนตาง ๆ และคาเฉลี่ยของทุก
โดเมน พรอมกับคาเปอรเซ็นตความแตกตางระหวางคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดเมื่อ
เปรียบเทียบกับโดเมนถัดไป และคาเปอรเซ็นตความแตกตางระหวางคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่
คํานวณไดเมื่อเปรียบเทียบกับคาเฉลี่ยดังแสดงในตัวอยางตอไปนี้ 
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 NODE  U V Sxx K  H 
 1  -.32039880E-02 .00000000E+00 -.83045497E+00 K  .00 000000E+00 
 2 -.28969745E-02 .00000000E+00 .83712706E+01 K  .00 000000E+00 
 3 -.24634279E-02 .00000000E+00 .29093107E+02 K  .00 000000E+00 
 4 -.12257961E-02 .00000000E+00 .96909592E+02 K  .00 000000E+00 
 5 -.13524844E-02 .36024768E-03 .72654596E+02 K  .00 000000E+00 
 M  M  M  M   M  
 7 19 -.47451004E-03 .17200855E-02 .11552974E+03 K  .0 0000000E+00  
 7 20 -.98853774E-05 .18630842E-02 .35488095E+02 K  .00 000000E+00 
 
 [DOMAIN]   [J-INTEGRAL]    [ER. from pDOM]    [ER. from AVG] 
       1            .17440980E+03       .00000000E+00       .71652313E-02 
       2            .17441759E+03       .44644754E-02        .27008764E-02 
       3            .17443951E+03       .12565744E-01        .98661077E-02 
[AVERAGE J-INTEGRAL]   =   .17442230E+03        
 
รูปที่ 5.6  รูปแบบของไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR เพื่อนําไปใชสําหรับการปรับ 

                    ขนาดเอลิเมนต 
 
 
5.4.2  ไฟลท่ีนําไปใชสําหรับการแสดงผลกราฟฟกบนจอคอมพิวเตอร 
 

ไฟลชนิดนี้จะมีนามสกุล “.plt” โดยจะนําไปใชแสดงผลดวยโปรแกรมกราฟฟก โดย
รายละเอียดของขอมูลผลลัพธที่ไดจะประกอบไปดวยคาพิกัดในแนวแกน x และ y ของจุดตอบวก
กับคาระยะการเคลื่อนตัวที่สอดคลองกันคูณดวยคาตัวคูณขนาด (Scaling Factor)  เพื่อใหไดคา
พิกัดในแนวแกน x และ y ของจุดตอท่ีเกิดการเสียรูปแลวที่สามารถมองเห็นไดชัดเจนขึ้น คาความ
เคนตั้งฉากในแนวแกน x และ y คาความเคนเฉือนและคาความเคนวอนมิสซิสที่จุดตอ การเรียงตัว
ของจุดตอหลักภายในเอลิเมนตสามเหลี่ยมและสี่เหล่ียมดังแสดงในตัวอยางตอไปนี ้
 
VARIABLES = "X-CO","Y-CO","SXX","SYY","SXY","SVM" 
ZONE N=720, E=331, F=FEPOINT, ET=QUADRILATERAL 
 -.411 39880E-02 .00000000E+00 -.83045497E+00 K  .45 809938E+02 
 -.3 7059745E-02 .00000000E+00 .83712706E+01 K  .99 231532E+01 
 -.3 3724279E-02 .00000000E+00 .29093107E+02 K  .29 641552E+02 
 M  M  M                          M  
 -.5 8551004E-03 .18320065E-02 .11552974E+03 K  .14 189829E+03 
 -.9 8443784E-05 .19680942E-02 .35488095E+02 K  .41 717930E+02 
 M  M  M                          M  
 -.9 2755984E-03 .88898923E-03 .99076349E+02 K  .32 785618E+03 
 1 2 3 1 
 2 31 4 2 
 10  30  40  10 
 M  M  M  M  
 1 01 1 02 7 23 724 
 

รูปที่ 5.7  รูปแบบของไฟลผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR เพื่อนําไปใชสําหรับการ 

                        แสดงผลกราฟฟกบนจอคอมพิวเตอร 
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5.4.3  ไฟลท่ีนําไปใชเพื่อเร่ิมตนการคํานวณที่สถานะการคํานวณที่ไดทําการวิเคราะหไปแลว 
 

ไฟลชนิดนี้จะมีนามสกุล “.res” โดยจะนําไปใชเพื่อใหสามารถเริ่มตนการคํานวณที่
สถานะการคํานวณกอนหนานี้ที่ไดทําการวิเคราะหเสร็จเรียบรอยไปแลว โดยรายละเอียดขอมูลของ
ไฟลชนิดนี้จะประกอบไปดวย หมายเลขสมการ คาการเคลื่อนตัวที่จุดตอและคาเวกเตอรความไม
สมดุลยของแรง (Out of Balance Force Vector) ที่สอดคลองกับหมายเลขสมการ ดังแสดงใน
ตัวอยางตอไปนี ้
 
           1        2.309754444693246E-003       3.568269036175319E-013 
           2        0.000000000000000E+000      0.000000000000000E+000 
           3        2.488180544459391E-003      -2.398081733190338E-014 
           4        0.000000000000000E+000      0.000000000000000E+000 
           5        2.698702326306068E-003      -1.612261092526706E-013 
           6        0.000000000000000E+000      0.000000000000000E+000 
           7        2.959227277028109E-003       2.947531543712411E-013 
           8        0.000000000000000E+000      0.000000000000000E+000 
           9        3.111815926301099E-003      -3.801403636316536E-013 
          10       0.000000000000000E+000      0.000000000000000E+000 
 
รูปที่ 5.8  รูปแบบของไฟลที่นําไปใชเพื่อเร่ิมตนการคํานวณที่สถานะการคํานวณกอนหนานี้ทีไ่ดทํา 
                 การวิเคราะหเสร็จเรียบรอยไปแลว 
 
 
5.5  บทสรุป 
 
 ในบทนี้ขั้นตอนการทํางานและลักษณะโครงสรางของไฟลนําเขาเพื่อใชกับโปรแกรม 
JFACTOR ไดถูกอธิบายโดยละเอียด ลักษณะและหนาที่การทํางานของไฟลผลลัพธซ่ึงไดจาก
โปรแกรม JFACTOR ซ่ึงประกอบไปดวยไฟลที่นําไปใชสําหรับการปรับขนาดเอลิเมนต ไฟลที่
นําไปใชสําหรับการแสดงผลกราฟฟกบนจอคอมพิวเตอรและไฟลที่นําไปใชเพื่อเร่ิมตนการคํานวณ
ที่สถานะการคํานวณที่ไดทําการวิเคราะหไปแลวไดถูกอธิบายอยางละเอียด ในบทตอไปโปรแกรม 
JFACTOR ที่ไดประดิษฐขึ้นไดถูกตรวจสอบโดยนําไปวิเคราะหปญหาชิ้นงานที่มีรอยราว
มาตรฐานตาง ๆ โดยทําการเปรียบเทียบคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโปรแกรม 
JFACTOR กับผลการคํานวณที่มีในงานวิจัยอ่ืน ๆ 



บทที่ 6 
 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 
 
 
 ในบทนี้จะเปนการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR ที่ได
ประดิษฐขึ้นโดยนําโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้ไปแกปญหาพื้นฐานตาง  ๆ  แลวนําผลลัพธ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดไปเปรียบเทียบกับผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีอ่ืน ๆ ที่มีอยูสําหรับ
ปญหาเดียวกัน โดยปญหาพื้นฐานที่นํามาใชในการตรวจสอบความถูกตองจะเปนปญหาของชิ้นงาน
ที่มีรอยราวในรูปแบบตาง ๆ ดังนี้ 
 

(1) ช้ินทดสอบมาตรฐานแบบ CT (Compact Tension Specimen) 

(2) ช้ินทดสอบมาตรฐานแบบ DENT (Double Edge Notched Tension Specimen) 

(3) ทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตแรงดันภายใน (Axially 
Internal Cracked Cylinder under Internal Pressure) 

(4) ทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคนดึงและการ
กระจายตัวของอุณหภูมิตามความหนาของทอ (Circumferentially Cracked 
Cylinder under Remote Uniform Tension and Thermal Gradient across 
Cylinder Wall) 

(5) แผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใตภาระความเคนดึงและการกระจาย
ตัวของอุณหภูมิตามความกวางของแผน (Single-Edge Cracked Plate subject to 
Remote Uniform Tension and Thermal Gradient across the Plate Width) 

 
 
6.1  ชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT 
 
 ปญหาที่นํามาใชตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้ เปนปญหาชิ้น
ทดสอบมาตรฐานแบบ CT ภายใตเงื่อนไขความเครียดในระนาบ (Plane Strain) ซ่ึงถูกกระทําดวย
แรงดึง P  โดยมีรายละเอียดดังแสดงในรูปที่ 6.1 กําหนดใหช้ินงานมีความกวาง W 51 mm=  

อัตราสวนความยาวรอยราวตอความกวาง a W 0.75=  และความหนา t 1 mm=  คาโมดูลัสของ
ความยืดหยุน E 202 GPa=  อัตราสวนปวซงส 0.3ν =  คาความเคนที่จุดคราก o 414 MPaσ =  

คาคงที่ของวัสดุ 0.05α =  และคายกกําลังของความเครียด n 10=  ใชจํานวนจุดเกาสเทากับ 3 

และ 2 2×  จุดในการอินทิเกรตเชิงตัวเลขพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยสําหรับเอลิ
เมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอตามลําดับ และใชจํานวนจุดเกาสเทากับ 7 

และ 3 3×  จุดในการอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาเคนดิเวียทอริกสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยม
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และส่ีเหล่ียมตามลําดับ (Reduced and Selective Integration) เอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชใน
การคํานวณเปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอที่จุดตอทั้งสามของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนง
ปลายรอยราวและสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกัน ขณะที่จุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับ
ปลายรอยราวและจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลาง โดยขนาดของเอลิเมนตที่ปลาย
รอยราวที่ใชมีคาเทากับ ( )0.01 W a 0.1275 mm− =  พื้นที่โดเมนรูปสี่เหล่ียมจัตุรัส 3 โดเมน 
ขนาดกําหนดในไฟลขอมูลนําเขา (ROR1) เทากับ 2.125, 6.375 และ 12.75 mm ตามลําดับถูก
ใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 
 

1.25W

a
W

P

0.275W

0.6W

0.25Wφ

P

0.275W

0.6W

 
 

รูปที่ 6.1  รูปรางของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT 
 

63.750 mm

19.125 mm
51.000 mm

1.50 mm

12.525 mm

29.10 mm

13.00 mmφ

P

 
 

รูปที่ 6.2  รูปรางและรายละเอียดของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT ที่นํามาพจิารณา 
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เนื่องจากปญหามีลักษณะสมมาตรดังนั้นเราจึงใชเฉพาะครึ่งหนึ่งของชิ้นทดสอบดานบนดังแสดงใน
รูปที่ 6.2 เปนแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต ตารางที่ 6.1 แสดงคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมน 
(Domain Dependence) ของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีคํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR 
ซ่ึงถูกนิยามใหมีคาเทากับเปอรเซ็นตผลตางของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสูงสุดที่คํานวณไดจาก
โดเมนตาง ๆ เปรียบเทียบกับคาเฉลี่ย โดยเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลนี้จะถูกใชเพื่อบงบอกถึงความถูกตองของผลลัพธที่คํานวณไดเนื่องจากเราทราบจาก
สมการ (2.46) และ (2.56) วาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเมื่อเขียนอยูในรูปของการอินทิเกรตบน
พื้นที่แลวจะไมขึ้นกับขนาดของพื้นที่ที่ใชทําการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลตราบใดที่
ขนาดของเวกเตอร kq  มีคาเทากับหนึ่งที่ตําแหนงปลายรอยราวและมีคาเทากับศูนยที่ขอบของพื้นที่
ที่ใชทําการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและมีคาอยูระหวางหนึ่งถึงศูนยบนพื้นที่นี้ โดย
ในวิทยานิพนธนี้ใชจํานวนพื้นที่โดเมนทั้งหมด 3 โดเมนในการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัล ดังนั้นคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสามารถเขียนอยูใน
รูปสมการไดเปน 
 

 ( )
th

avg

avg

Domain Dependence %   Max 100 ,   = 1, 2, 3
iJ J

i
J

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= ×
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (8.1) 

 
โดยที ่ th ,    1,  2,  3=iJ i  แทนคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณจากโดเมนที่ ith 

 
1th 2th 3th

avg 3
+ +

=
J J JJ  แทนคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเฉลี่ย 

 
จากตารางพบวาผลการคํานวณที่ไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
โดยอัตโนมัตินั้นจะใหผลลัพธที่ขึ้นกับโดเมนนอยกวาผลการคํานวณที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตน 

(Initial Mesh) ดังนั้นคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกต
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตินั้นจะใหผลการคํานวณที่มีความถูกตองสูงกวาผลการ
คํานวณที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตน เนื่องจากคาอนุพันธอันดับสองของคาความเคนวอนมิสเซสที่
ไดจากการวิเคราะหโดยใชโครงตาขายเริ่มตนที่คาแรงดึง P 55 N=  นั้นมีคายังไมสูงมากนักและ
เพื่อไมใหตองทําการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติบอยครั้งจนเกินไป
ดังนั้นโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโครงตาขายแรกที่ทําการวิเคราะห
ที่คาแรงดึง P 55 N=  ซ่ึงประกอบดวยจํานวนจุดตอและเอลิเมนตทั้งหมดเทากับ 1940 จุดตอและ 

909 เอลิเมนตตามลําดับนั้นผูวิจัยจึงไดจากการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติเขากับโครงตาขายเริ่มตนโดยใชผลการคํานวณที่คาแรงดึง P 550 N=  ซ่ึงไดจากการ
วิเคราะหโดยใชโครงตาขายเร่ิมตนนี้แทน จากนั้นทําการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
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โดยอัตโนมัติอีกในการวิเคราะหที่คาแรงดึงเทากับ 880 และ 1100 N ตามลําดับโดยในการ
ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตแตละครั้งจะพยายามปรับปรุงใหผลการคํานวณคาการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสมีความตอเนื่องมากขึ้นและคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับ
โดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลมีคาต่ํากวา 0.1% 
 
ตารางที่ 6.1  คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาแรงดึงตาง ๆ 

สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT 
 

Initial Mesh Adaptive Mesh 
Load 
(N) Nodes Elements

Domain 
Dependence 

(%) 
Nodes Elements 

Domain 
Dependence 

(%) 
0055 653 293 2.55E-01 1940 909 6.41E-02 
0110   2.44E-01   3.36E-02 
0165   2.39E-01   1.89E-02 
0220   2.35E-01   1.31E-02 
0275   2.42E-01   1.09E-02 
0330   2.43E-01   9.98E-03 
0385   2.34E-01   9.22E-03 
0440   2.23E-01   8.36E-03 
0495   2.12E-01   7.34E-03 
0550   1.97E-01   6.43E-03 
0605   1.78E-01   5.90E-03 
0660   1.53E-01   6.16E-03 
0715   1.17E-01   7.81E-03 
0770   5.59E-02   8.57E-03 
0825   5.92E-02   7.75E-03 
0880   2.44E-01 2435 1150 4.76E-03 
0935   4.83E-01   6.59E-03 
0990   7.38E-01   8.71E-03 
1045   9.74E-01   1.10E-02 
1100   1.17E+00 3383 1610 2.18E-02 

 
 
รูปที่ 6.3 และ 6.4 แสดงลักษณะของโครงตาขายเร่ิมตนพรอมกับโดเมนที่ใชในการอินทิเกรตหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลทั้ง 3 โดเมนโดยโครงตาขายเร่ิมตนนี้ประกอบดวย 653 จุดตอ 293 เอลิ
เมนตและลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาแรงดึง p 1100 N=  

ตามลําดับเปรียบเทียบกับรูปที่ 6.5 และ 6.6 ซ่ึงแสดงลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกต
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติพรอมกับโดเมนที่ใชในการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอร
เจอินทิกรัลโดยโครงตาขายนี้ประกอบไปดวย 3383 จุดตอ 1610 เอลิเมนตและลักษณะการกระจาย
ตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาแรงดึงเดียวกัน 
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รูปที่ 6.3  ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนและโดเมนที่ใชในการคํานวณสําหรับปญหาชิน้ทดสอบ 

                     มาตรฐานแบบ CT 
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94
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830992
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370

 
 

รูปที่ 6.4  ลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa บนโครงตาขายเริ่มตน 

                  สําหรับปญหาชิน้ทดสอบมาตรฐานแบบ CT ที่คาแรงดึง p 1100 N=  
 
 

1st Domain
2nd Domain
3rd Domain

 
 

รูปที่ 6.5  ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัต ิ

                   และโดเมนทีใ่ชในการคํานวณสําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ CT 
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รูปที่ 6.6  ลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครงตาขายที่มีการ 

              ประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติสําหรับปญหาชิ้นทดสอบ 

              มาตรฐานแบบ CT ที่คาแรงดึง p 1100 N=  
 

จากรูปจะพบวาโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะมีเอลิ
เมนตขนาดเล็กจํานวนมากเรียงตัวกันอยูที่บริเวณปลายรอยราวซึ่งสอดคลองกับผลลัพธที่ไดจากวิธี
เชิงวิเคราะหวาที่บริเวณปลายรอยราวจะมีคาการเปลี่ยนแปลงความชันของสนามความเคนวอนมิส
เซสเขาสูอนันตซ่ึงทําใหลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดจากการคํานวณ
โดยใชโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตินี้มีความตอเนื่อง
มากกวาโครงตาขายเริ่มตน ในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม JFACTOR นั้นจะทําการ
เปรียบเทียบคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีคํานวณไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับผลลัพธที่ไดจากวิธีการคํานวณของ Electric Power Research 

Institute (EPRI) ซ่ึงวิธีการคํานวณนี้ถูกเรียกวา EPRI J Estimation Scheme [15] รูปที่ 6.7 
แสดงผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเฉลี่ยจากทั้ง 3 โดเมนที่คาแรงดึงระดับตาง ๆ 
เปรียบเทียบกับผลการคํานวณของ EPRI โดยผลลัพธที่ไดนั้นแสดงใหเห็นถึงความสอดคลองกัน
เปนอยางดี 
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รูปที่ 6.7  คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของชิ้นงานมาตรฐานแบบ CT สําหรับปญหาความเครียดใน 

                   ระนาบ (ก) ที่คาระดับภาระสูงและ (ข) ที่คาระดับภาระต่ําถึงปานกลาง 
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6.2  ชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT 
 
 ปญหาที่นํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้เปนปญหาชิ้นทดสอบ
มาตรฐานแบบ DENT ภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบ (Plane Stress) ซ่ึงถูกกระทําดวยคา
ความเคนดึง ∞σ  ที่ปลายทั้งสองขางดังแสดงในรูปที่ 6.8 กําหนดใหช้ินงานมีความกวาง 
2W 1000 mm=  อัตราสวนความยาวรอยราวตอความกวาง a W 0.5=  และความหนา 
t 1 mm=  โดยคาคุณสมบัติของวัสดุมีคาเทากับกรณีช้ินทดสอบมาตรฐานแบบ CT ทุกประการ 
เนื่องจากความซับซอนของสมการไฟไนตเอลิเมนตภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบ ดังนั้นจึงใช
ทั้งจํานวนจุดเกาสเทากับ 7 และ 3 3×  จุดในการอินทิเกรตเชิงตัวเลขพจนที่เกี่ยวของกับคาความ
เคนตั้งฉากเฉลี่ยและคาเคนดิเวียทอริกสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและเอลิเมนตส่ีเหล่ียม
เกาจุดตอตามลําดับ (Full Integration) กําหนดใหขนาดของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวมีคาเทากับ 
0.01b 2.5 mm=  โดยใชโดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา 3 โดเมนในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลโดยโดเมนแรกมีขนาด (ROR1, ROR2, ROR3, ROR4) เทากับ 31.25, 31.25, 

31.25, -1.0 mm โดเมนที่สองมีขนาดเทากับ 31.25, 156.25, 125.0, -1.0  mm และโดเมน
สุดทายมีขนาดเทากับ 31.25, 375.0, 250.0, -1.0 mm 
 

2L

2ba

2W

∞σ

∞σ  
 

รูปที่ 6.8  รูปรางของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT 
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รูปที่ 6.9  รูปรางและรายละเอียดของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT ที่นํามาพิจารณา 
 
เนื่องจากปญหามีลักษณะสมมาตรเราจึงใชเฉพาะหนึ่งในสี่ของชิ้นงานดานบนขวาดังแสดงในรูปที่ 
6.9 เปนแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต ตารางที่ 6.2 แสดงคาเปอรเซ็นตการขึ้นกับโดเมนของ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR เปรียบเทียบกันระหวางผลลัพธ
จากโครงตาขายเริ่มตนกับผลลัพธจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
โดยอัตโนมัติที่คาความเคนดึงระดับตาง ๆ โดยเอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชในโครงตาขายทั้งสอง
ยังคงเปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอซึ่งจุดตอทั้งสามของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลาย
รอยราวสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกันขณะที่จุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับปลายรอยราว
และจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลาง 
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ตารางที่ 6.2  คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาความเคนดึง
ระดับตาง ๆ สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT 

 
Initial Mesh Adaptive Mesh 

Applied 
Stress (MPa) Nodes Elements

Domain 
Dependence 

(%) 
Nodes Elements 

Domain 
Dependence 

(%) 
024 447 195 1.91E-01 1362 635 1.47E-02 
048   1.80E-01   8.83E-03 
072   1.64E-01   8.62E-03 
096   1.42E-01   8.50E-03 
120   1.23E-01   8.45E-03 
144   1.14E-01   8.46E-03 
168   1.16E-01   8.47E-03 
192   1.28E-01   8.48E-03 
216   1.46E-01   8.49E-03 
240   1.65E-01   8.63E-03 
264   1.88E-01 1750 825 1.15E-02 
288   2.17E-01   1.43E-02 
312   2.58E-01   1.75E-02 
336   3.13E-01   2.08E-02 
360   3.78E-01 2114 1007 3.10E-02 
384   4.35E-01   3.49E-02 
408   4.74E-01   3.86E-02 
432   4.99E-01 2204 1046 7.77E-02 
456   5.22E-01   8.17E-02 
480   5.38E-01 2649 1268 7.74E-02 

 
 
จากตาราง 6.2 พบวาโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติให
ผลลัพธที่ขึ้นกับโดเมนนอยกวาผลลัพธที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตนซึ่งแสดงใหเห็นวาคาพารามิเตอร
เจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติ
โนมัตินั้นจะมีความถูกตองมากกวา ในทํานองเดียวกันกับปญหาที่ผานมาโครงตาขายที่มีการ
ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโครงตาขายแรกที่ทําการวิเคราะหที่คาความเคนดึง 

24 MPa∞σ =  ซ่ึงประกอบดวยจํานวนจุดตอและเอลิเมนตทั้งหมดเทากับ 1362 จุดตอและ 635 

เอลิเมนตตามลําดับนั้นไดจากการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับโครง
ตาขายเริ่มตนโดยใชผลการคํานวณที่คาความเคนดึง 144 MPa∞σ =  ซ่ึงไดจากการวิเคราะหโดย
ใชโครงตาขายเริ่มตนนี้ จากนั้นทําการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับ
การวิเคราะหที่คาความเคนดึงเทากับ 264, 360, 432 และ 480 MPa ตามลําดับเพื่อใหการกระจาย
ตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดมีความตอเนื่องมากขึ้นและผลการคํานวณที่ไดขึ้นอยูกับ
โดเมนนอยลง รูปที่ 6.10 แสดงลักษณะของโครงตาขายเร่ิมตนที่ไดทําการคํานวณไวในตาราง 6.2 



 109

ซ่ึงประกอบไปดวย 447 จุดตอ 195 เอลิเมนตพรอมกับโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลทั้ง 3 โดเมนและลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาความเคนดึง 

480 MPa∞σ =  เปรียบเทียบกับรูปที่ 6.11 ซ่ึงแสดงลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกต
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติซ่ึงประกอบไปดวย 2649 จุดตอ 1268 เอลิเมนตพรอม
กับลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาความเคนดึงเดียวกัน โดยโครงตา
ขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะมีเอลิเมนตขนาดเล็กจํานวน
มากเรียงตัวกันอยูที่บริเวณปลายรอยราวเชนเดียวกับในปญหาที่ผานมาและลักษณะการกระจายตัว
ของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดยังมีความตอเนื่องมากกวาผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโครง
ตาขายเริ่มตนอีกดวย 
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รูปที่ 6.10  ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนของปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT พรอมโดเมนที่ 
                   ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิส 

                   เซส, MPa ที่ 480 MPa∞σ =  
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รูปที่ 6.11  ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติพรอม 

                   โดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทกิรัลและการกระจายตวัของสนามความเคน 

                   วอนมิสเซส, MPa สําหรับปญหาชิ้นทดสอบมาตรฐานแบบ DENT ที่  
                  480 MPa∞σ =  
 
รูปที่ 6.12 แสดงผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเฉลี่ยที่คาระดับภาระความเคนดึงตาง ๆ 
เปรียบเทียบกันระหวางผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR ที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติกับผลลัพธของ EPRI ซ่ึงผลลัพธที่ไดแสดงใหเห็นถึงความสอดคลอง
กันเปนอยางดี 
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รูปที่ 6.12  คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของชิ้นงานมาตรฐานแบบ DENT สําหรับปญหาความเคนใน 

                 ระนาบ (ก) ที่คาระดับภาระสูงและ (ข) ที่คาระดับภาระต่ําถึงปานกลาง 
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6.3  ทอทรงกระบอกที่มีรอยราววางตัวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดัน 

 
 ปญหาที่นํามาใชตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรปญหาตอไปเปนปญหา
ทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตเงื่อนไขความเครียดระนาบซึ่งถูก
กระทําดวยแรงดันภายใน p  ที่ผิวดานในของทอและที่ผิวรอยราวดังแสดงในรูปที่ 6.13 กําหนดให
ทอมีความหนา b 4.2 mm=  อัตราสวนความยาวรอยราวตอความหนา a b 0.75=  และ
อัตราสวนระยะรัศมีภายในทอตอระยะรัศมีภายนอกทอเทากับ i oR R 0.925=  คาโมดูลัสของ
ความยืดหยุน E 121.955 GPa=  อัตราสวนปวซงส ν 0.3=  คาความเคนที่จุดคราก 

o 463.367 MPaσ =  คาคงที่ของวัสดุ 0.06α =  และคายกกําลังของความเครียด n 10.4=  
จํานวนจุดเกาสที่ใชในการอินทิเกรตเชิงตัวเลขพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ยสําหรับเอ
ลิเมนตสามเหลี่ยมและเอลิเมนตส่ีเหล่ียมที่ปลายรอยราวจะเทากับ 3 และ 2 2×  จุดตามลําดับ 
ขณะที่การอินทิเกรตพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนดิเวียทอริกสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมและเอลิ
เมนตที่ปลายรอยราวจะใชจํานวนจุดเกาสเทากับ 7 และ 3 3×  จุดตามลําดับ กําหนดใหขนาดของเอ
ลิเมนตรอบปลายรอยราวมีคาเทากับ 0.01c 0.0105 mm=  โดยใชโดเมนสี่เหล่ียมผืนผาทั้งหมด 3 
โดเมนในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล ขนาดของโดเมน (ROR1, ROR2, ROR3, 

ROR4) ที่หนึ่งมีคาเทากับ 0.2625, 0.2625, 0.2625, -1.0 mm โดเมนที่สองมีขนาดเทากับ 1.05, 

0.7875, 0.2625, -1.0 mm โดเมนสุดทายมีขนาดเทากับ 2.1, 1.8375, 0.2625, -1.0 mm 
เนื่องจากปญหามีความสมมาตรเราจึงพิจารณาเฉพาะพื้นที่หนึ่งในสี่ของทอดานบนขวาดังแสดงใน
รูปที่ 6.14 เปนแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 
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รูปที่ 6.13  รูปรางของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดนั 
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p

 
 

รูปที่ 6.14  รูปรางและรายละเอียดของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานใน 

                 ภายใตความดันที่นํามาพิจารณา 
 
สําหรับปญหานี้ Leitch [30] ไดทําการวิเคราะหไว โดยในการคํานวณของ Leitch นั้นผลลัพธที่
ไดจะถูกเขียนอยูในรูปคาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคน (Stress Intensity 

Factor) ซ่ึงเขียนอยูในรูปความสัมพันธกับคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาความเครียด
ระนาบดังสมการ 
 

 I 2
EK   

1
=

−ν
J  (8.2) 

 
โดยที ่ IK  แทนคาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคน 

 J  แทนคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

 E  แทนคาโมดูลัสของความยืดหยุน 
 ν  แทนคาอัตราสวนปวซงส 
 
รูปที่ 6.15 แสดงผลการคํานวณที่คาความดันภายในระดับตาง ๆ เปรียบเทียบกันระหวางผลการ
คํานวณของ Leitch กับผลการคํานวณที่ไดจากโปรแกรม JFACTOR ซ่ึงประกอบไปดวยผลลัพธ
ที่ไดจากโครงตาขายเร่ิมตนกับผลลัพธที่ไดจากการคํานวณโดยใชโครงตาขายที่มีการประยุกตใช
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติ เอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชในการคํานวณดวย
โปรแกรม JFACTOR เปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอท่ีจุดตอท้ังสามของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่
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ปลายรอยราวสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกันขณะที่จุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับปลาย
รอยราวและจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลาง 
 

Leitch [25]
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รูปที่ 6.15  คาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคนที่ระดับความดันตาง ๆ สําหรับปญหา 
                   ทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานใน 
 
โดยผลการคํานวณของ Leitch จะใกลเคียงกับผลการคํานวณที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตนมากกวา
ผลการคํานวณที่ไดจากโครงตาขายที่มีการปรับขนาดเอลิเมนต เนื่องจากโครงตาขายที่ใชในการ
คํานวณของ Leitch นั้นมีลักษณะที่คอนขางหยาบเมื่อเปรียบเทียบกับโครงตาขายที่มีการ
ประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติ นอกจากนี้คาคุณสมบัติของวัสดุที่ผูวิจัยใช
ในบางคานั้นไดจากการทํา Curve Fitting จากกราฟความสัมพันธระหวางคาความเคนและคา
ความเครียดที่ใหไวในงานวิจัยของ Leitch ซ่ึงอาจทําใหคาคุณสมบัติที่ไดมีความแตกตางจากคาที่ 
Leitch ใชในการคํานวณอยูบาง ตารางที่ 6.3 แสดงคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของ
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR ที่คาระดับความดันตาง ๆ จาก
ตารางพบวาผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิค
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติจะใหผลการคํานวณที่ขึ้นอยูกับโดเมนนอยกวาแมวาผลการ
คํานวณที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตนนั้นจะใหเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนที่ไมมากนักก็ตาม ส่ิงที่
ผูวิจัยพบในการวิเคราะหปญหานี้อีกอยางหนึ่งก็คือ แมวาโครงตาขายเริ่มตนจะใหผลการคาํนวณทีม่ี
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คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนที่คอนขางต่ําแตผลลัพธคาตัวประกอบความเขมของความเคนที่
ไดเมื่อเปรียบเทียบกับผลลัพธที่ไดจากโครงตาขายที่มีการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติแลวมี
ความแตกตางกันคอนขางมากที่คาระดับภาระสูง ๆ ดังนั้นนอกจากจะตองตรวจสอบคาเปอรเซ็นต
การขึ้นอยูกับโดเมนของผลลัพธคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีคํานวณไดใหมีคาที่ต่ําแลวเพื่อใหไดผล
การคํานวณที่มีความถูกตองแมนยําเราจึงจําเปนตองทําการตรวจสอบลักษณะการกระจายตัวของคา
ความเคนวอนมิสเซสวามีลักษณะตอเนื่องดีหรือไมควบคูกันไปอีกดวย (หากโดเมนที่ใชในการ
อินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลมีขนาดใกลเคียงกันมากไมวาโครงตาขายที่ใชในการคํานวณ
จะมีความละเอียดหรือหยาบคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนที่ไดจะมีคาคอนขางต่ําเสมอ) 
 
ตารางที่ 6.3  คาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลคํานวณที่คาความดัน

ระดับตาง ๆ สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราววางตัวตามแนวแกนที่ผิวดาน
ในภายใตความดัน 

 
Initial Mesh Adaptive Mesh Internal 

Pressure 
(MPa) Nodes Elements

Domain 
Dependence 

(%) 
Nodes Elements 

Domain 
Dependence 

(%) 
00.50 622 270 2.76E-01 1788 810 1.80E-02 
02.00   2.50E-01   1.42E-02 
04.00   4.11E-01   2.91E-02 
06.00   5.57E-01 2606 1210 3.91E-02 
08.00   7.51E-01   5.56E-02 
10.00   9.15E-01   6.51E-02 

 
 
รูปที่ 6.16 และ 6.17 แสดงลักษณะของโครงตาขายเร่ิมตนซึ่งประกอบดวย 622 จุดตอ 270 เอลิ
เมนตพรอมกับโดเมนที่ใชในการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและลักษณะการกระจายตัว
ของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดจากการคํานวณที่คาความดันภายใน p 10 MPa=  ตามลําดับ
เปรียบเทียบกับรูปที่ 6.18 และ 6.19 ซ่ึงแสดงลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิค
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติซ่ึงประกอบดวย 2606 จุดตอ 1210 เอลิเมนตและลักษณะการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสตามลําดับที่ระดับความดันเดียวกัน ในทํานองเดียวกัน
รูปที่ 6.20 แสดงการเปรียบเทียบสนามความเคนตามแนวเสนรอบวง (Hoop Stress) ที่เกิดขึ้นบน
โครงตาขายทั้งสอง โดยเอลิเมนตขนาดเล็กจะเรียงตัวกันอยูที่บริเวณปลายรอยราวเชนเดียวกับใน
ปญหาที่ผานมา ในขณะเดียวกันการกระจายตัวของสนามความเคนที่เกิดขึ้นบนโครงตาขายที่มีการ
ประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติจะมีความตอเนื่องมากกวาโครงตาขาย
เร่ิมตนอีกดวย 
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1st Domain
2nd Domain
3rd Domain

 
 

รูปที่ 6.16  ลักษณะของโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

                   สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดัน 

                   ภายใน 
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รูปที่ 6.17  ลักษณะการกระจายตัวของคาความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครงตาขายเริ่มตนที ่
                    คาความดัน p 10 MPa=  ของปญหาทอทรงกระบอกที่มรีอยราวตามแนวแกนที่ผิว 

                    ดานในภายใตความดันภายใน 
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รูปที่ 6.18  ลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมตั ิ

                   พรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาทอทรงกระบอกที ่
                   มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดันภายใน 
 
 

105

207

406

309

512

614
715
817

 
 

รูปที่ 6.19  ลักษณะการกระจายตัวของคาความเคนวอนมิสเซส, MPa สําหรับโครงตาขายที่มีการ 

                  ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติที่คาความดัน p 10 MPa=  

                  สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวแกนที่ผิวดานในภายใตความดัน 

              ภายใน 
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รูปที่ 6.20  ลักษณะการกระจายตัวของคาความเคนตามแนวเสนรอบวง θθσ , MPa สําหรับโครงตา 
                   ขายเริ่มตนและโครงตาขายที่มีการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย 

                   อัตโนมัติที่คาความดัน p 10 MPa=  
 
 
6.4  ทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคนดึงและการกระจายตัว
ของอุณหภูมิตามความหนาของทอ 
 
 รูปที่ 6.21 แสดงรายละเอียดของปญหาที่นํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม
คอมพิวเตอรซ่ึงเปนทอทรงกระบอกกลวงที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงถูกกระทําดวยภาระความ
เคนดึง ∞σ  และมีคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิดังสมการ 

 
 ( ) ( ) ( )2

i ir   125 100 r R 6.25 r R⎡ ⎤Θ = + − − −⎣ ⎦  (8.3) 

 
โดยที ่ Θ  แทนคาสนามอุณหภูมิ 
 r  แทนคาระยะตามแนวรัศมีจากแกนสมมาตร 

 iR  แทนคาระยะรัศมีภายในของทอทรงกระบอก 
 

กําหนดใหทอมีความหนา b 8 in=  อัตราสวนความยาวรอยราวตอความหนา a b 0.25=  

อัตราสวนระยะรัศมีภายในของทอตอความหนา iR b 10=  และอัตราสวนครึ่งความยาวของทอตอ
ความหนา L b 15=  คาโมดูลัสของความยืดหยุน 3E 30 10  ksi= ×  อัตราสวนปวซงส 0.3ν =  
คาความเคนที่จุดคราก o 60 ksiσ =  คาคงที่ของวัสดุ 0.5α =  คาสัมประสิทธิ์การขยายตัว
เนื่องจากสนามอุณหภูมิ 67.3 10  in/in/ F−κ = × o  และคายกกําลังของความเครียด n 5=  เนื่องจาก
การกระจายตัวของสนามอุณหภูมิในทอเปนแบบอันดับสอง (Quadratic) ดังนั้นจึงใชทั้งจํานวนจุด
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เกาสเทากับ 7 และ 3 3×  จุดในการอินทิเกรตเชิงตัวเลขพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย
และคาเคนดิเวียทอริกสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ
ตามลําดับ เอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชในการคํานวณเปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอที่จุดตอทั้ง
สามของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกัน 
ขณะที่จุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับปลายรอยราวและจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนง
กึ่งกลาง โดยขนาดของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชมีคาเทากับ 0.01c 0.06 in=  โดยท่ี c  แทน
ความหนาที่เหลือของทอ (Ligament Length) โดเมนรูปส่ีเหล่ียมผืนผา 3 โดเมนซึ่งโดเมนแรกมี
ขนาด (ROR1, ROR2, ROR3, ROR4) เทากับ 31.25, 31.25, 31.25, -1.0 in โดเมนที่สองมี
ขนาดเทากับ 31.25, 156.25, 125.0, -1.0 in และโดเมนสุดทายมีขนาดเทากับ 31.25, 375.0, 

250.0, -1.0 in ถูกใชในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 
 
 

b

a c

oR
iR

∞σ

∞σ

2L

( )rΘ

r

 
 

รูปที่ 6.21  รูปรางของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคน 

                  ดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตวัของสนามอุณหภูม ิ
 
เนื่องจากปญหามีลักษณะสมมาตรรอบแกน (Axisymmetric Condition) ดังนั้นเราจึงใชเฉพาะ
หนึ่งในสี่ของพื้นที่หนาตัดดานบนขวาของทอดังแสดงในรูปที่ 6.22 เปนแบบจําลองไฟไนตเอลิ
เมนต ตารางที ่6.4 แสดงคาเปอรเซ็นตการขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทกิรัลที่คํานวณ
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ไดจากโปรแกรม JFACTOR เปรียบเทียบกันระหวางผลลัพธที่ไดจากโครงตาขายเริ่มตนกับ
ผลลัพธที่ไดจากโครงตาขายที่มีการประยกุตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติที่คาความ
เคนดึงระดับตาง ๆ 

2 in

120 in

8 in

∞σ

( )rΘ

 
 

รูปที่ 6.22  รูปรางและรายละเอียดของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใต 
                ภาระความเคนดงึและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตวัของสนามอุณหภูมทิี่ 
                นํามาพิจารณา 
 
จากตารางพบวาโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตินั้นจะให
ผลลัพธที่ขึ้นกับโดเมนนอยกวาโครงตาขายเริ่มตน โครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับ
ขนาดเอลิเมนตโครงตาขายแรกซึ่งทําการวิเคราะหที่คาความเคนดึง 0 ksi∞σ =  สอดคลองกับ
ภาระที่มากระทํากับชิ้นงานเฉพาะคาความเคนเนื่องมาจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิตาม
ความหนาของทอเทานั้นไดจากการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติเขากับ
โครงตาขายเร่ิมตนโดยใชผลการคํานวณที่คาความเคนดึง 9 ksi∞σ =  จากนั้นทําการประยุกต
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติในการคํานวณที่คาความเคนดึงเทากับ 18, 40.5, 63 

และ 90 ksi ตามลําดับโดยในการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตแตละครั้งจะพยายาม
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ปรับปรุงใหการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสมีความตอเนื่องมากขึ้นและคาเปอรเซ็นต
การขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลมีคาไมเกิน 0.1% 
 
ตารางที่ 6.4  คาเปอรเซ็นตการขึ้นกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาความเคนดึงระดับ

ตาง ๆ สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความ
เคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิ 

 
Initial Mesh Adaptive Mesh 

Applied 
Stress (ksi) Nodes Elements

Domain 
Dependence 

(%) 
Nodes Elements 

Domain 
Dependence 

(%) 
00.00 677 295 2.96E-01 1481 670 6.04E-02 
04.50   3.15E-01   6.49E-02 
09.00   3.38E-01   6.93E-02 
13.50   3.64E-01   7.35E-02 
18.00   3.92E-01 1971 908 7.04E-02 
22.50   4.22E-01   7.58E-02 
27.00   4.54E-01   8.13E-02 
31.50   4.87E-01   8.68E-02 
36.00   5.21E-01   9.24E-02 
40.50   5.58E-01 2223 1029 4.49E-02 
45.00   5.97E-01   4.73E-02 
49.50   6.37E-01   4.98E-02 
54.00   7.00E-01   5.24E-02 
58.50   7.77E-01   5.51E-02 
63.00   8.59E-01 2712 1269 2.96E-02 
67.50   9.45E-01   3.10E-02 
72.00   1.03E+00   3.25E-02 
76.50   1.13E+00   3.39E-02 
81.00   1.22E+00   3.52E-02 
85.50   1.30E+00   2.96E-02 
90.00   1.39E+00 3021 1426 1.44E-02 

 
 
รูปที่ 6.23 และ 6.24 แสดงลักษณะของโครงตาขายเริ่มตนซ่ึงประกอบดวย 677 จุดตอ 295 เอลิ
เมนตพรอมทั้งโดเมนที่ใชในการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลและลักษณะการกระจายตัว
ของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาภาระความเคนดึง 90 ksi∞σ =  ตามลําดับเปรียบเทียบกับรูป
ที่ 6.25 และ 6.26 ซ่ึงแสดงลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนต
โดยอัตโนมัติซ่ึงประกอบดวย 3021 จุดตอ 1426 เอลิเมนตและลักษณะการกระจายตัวของสนาม
ความเคนวอนมิสเซสที่คาภาระความเคนดึงเดียวกันตามลําดับ 
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รูปที่ 6.23  ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

                สําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคนดงึ 
                และคาความเครียดเร่ิมตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูม ิ
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รูปที่ 6.24  ลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi สําหรับโครงตาขายเริ่มตน 

                   ที่คาภาระความเคนดึง 90 ksi∞σ =  ของปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนว 

                   เสนรอบวง 
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1st Domain
2nd Domain

3rd Domain

 
 

รูปที่ 6.25  ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติพรอม 

                โดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามเิตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอย 

                 ราวตามแนวเสนรอบวงภายใตภาระความเคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการ 

                 กระจายตวัของสนามอุณหภูม ิ
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รูปที่ 6.26  ลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซส, ksi สําหรับโครงตาขายที่มีการ 

                 ประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัตทิี่คาภาระความเคนดึง 
                 90 ksi∞σ =  ของปญหาทอทรงกระบอกทีม่ีรอยราวตามแนวเสนรอบวง 
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โครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะมีเอลิเมนตขนาดเล็ก
จํานวนมากเรียงตัวกันอยูที่บริเวณปลายรอยราวเชนเดียวกับในปญหาที่ผานมาและลักษณะการ
กระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดก็มีความตอเนื่องมากกวาโครงตาขายเริ่มตนอีกดวย 

รูปที่ 6.27 แสดงผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเฉลี่ยที่คาระดับภาระความเคนดึงตาง ๆ 
เปรียบเทียบระหวางผลลัพธที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR ที่มีการประยุกตเทคนิคการ
ปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติกับผลลัพธที่ไดจากการคํานวณของ Kumar et al. [31] ซ่ึง
ผลลัพธที่ไดนั้นมีความสอดคลองกันเปนอยางดี 
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รูปที่ 6.27  คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลสําหรับปญหาทอทรงกระบอกทีม่ีรอยราวตามแนวเสนรอบวง 
                   ภายใตภาระความเคนดึงและคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนาม 

                   อุณหภูม ิ
 
 
6.5  แผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวท่ีขอบขางเดียวภายใตภาระความเคนดึงและการกระจายตัวของ
อุณหภูมิตามความกวางของแผน 
 
 รูปที่ 6.28 แสดงรายละเอียดของปญหาที่นํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม
คอมพิวเตอรซ่ึงเปนแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบ
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ซ่ึงถูกกระทําดวยภาระความเคนดึง ∞σ  ที่ปลายทั้งสองขางและมีคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากการ
กระจายตัวของสนามอุณหภูมิดังสมการ 

 
 ( ) 2x   250 800x 200x⎡ ⎤Θ = + −⎣ ⎦  (8.4) 
 
กําหนดใหช้ินงานมีความกวาง b 2 in=  อัตราสวนความยาวรอยราวตอความกวาง a b 0.25=  

อัตราสวนครึ่งความยาวของชิ้นงานตอความกวาง L b 4=  และความหนาของแผน t 1 in=  โดย
คาคุณสมบัติของวัสดุทั้งหมดมีคาเทากับกรณีทอทรงกระบอกที่มีรอยราวตามแนวเสนรอบวง
ภายใตภาระความเคนดึงและการกระจายตัวของอุณหภูมิตามความหนาของทอทุกประการ เนือ่งจาก
ความซับซอนของสมการไฟไนตเอลิเมนตภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบและความเครียด
เร่ิมตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิแบบอันดับสองเกิดขึ้นในชิ้นงาน ดังนั้นจึงใชทั้ง
จํานวนจุดเกาสเทากับ 7 และ 3 3×  จุดในการอินทิเกรตเชิงตัวเลขพจนที่เกี่ยวของกับคาความเคน
ตั้งฉากเฉลี่ยและคาเคนดิเวียทอริกสําหรับเอลิเมนตสามเหลี่ยมหกจุดตอและเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจดุ
ตอตามลําดับ กําหนดใหขนาดของเอลิเมนตที่ปลายรอยราวมีคาเทากับ 0.01c 0.015 in=  โดยที่ c  
แทนความกวางที่เหลือของแผนสี่เหล่ียม 
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รูปที่ 6.28  รูปรางของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใตภาระความเคนดงึ 
                  และการกระจายตัวของอณุหภูมิตามความกวางของแผน 
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โดเมนรูปสี่เหล่ียมผืนผา 3 โดเมนถูกใชในการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล โดยโดเมนแรกมี
ขนาด (ROR1, ROR2, ROR3, ROR4) เทากับ 0.25, 0.25, 0.25, -1.0 in โดเมนที่สองมีขนาด
เทากับ 0.5, 0.5, 0.25, -1.0 in และโดเมนสุดทายมีขนาดเทากับ 0.5, 0.75, 0.5, -1.0 in เนื่องจาก
ปญหามีลักษณะสมมาตรจึงใชเฉพาะครึ่งหนึ่งของชิ้นงานดานบนดังแสดงในรูปที่ 6.29 เปน
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 

0.5 in

8 in

2 in

∞σ

( )xΘ

 
 

รูปที่ 6.29  รูปรางและรายละเอียดของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใต 
                  ภาระความเคนดึงและการกระจายตัวของอณุหภูมิตามความกวางของแผนที่นํามา 
                  พิจารณา 

 
ตารางที่ 6.5 แสดงคาเปอรเซ็นตการขึ้นกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีคํานวณไดจาก
โปรแกรม JFACTOR เปรียบเทียบกันระหวางผลลัพธจากโครงตาขายเริ่มตนกับผลลัพธจากโครง
ตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติที่คาความเคนดึงระดับตาง ๆ 
โดยเอลิเมนตที่ปลายรอยราวที่ใชในโครงตาขายทั้งสองยังคงเปนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอซ่ึงจุด
ตอท้ังสามของดานที่ถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกัน
ขณะที่จุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับปลายรอยราวและจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนง
กึ่งกลาง 
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ตารางที่ 6.5  คาเปอรเซ็นตการขึ้นกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คาความเคนดึงระดับ
ตาง ๆ สําหรับปญหาแผนส่ีเหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดียวภายใตภาระความ
เคนดึงและการกระจายตัวของอุณหภูมิตามความกวางของแผน 

 
Initial Mesh Adaptive Mesh 

Applied 
Stress (ksi) Nodes Elements

Domain 
Dependence 

(%) 
Nodes Elements 

Domain 
Dependence 

(%) 
000.00 736 337 6.35E-01 1749 815 1.08E-02 
007.90   3.54E-01   6.75E-03 
015.80   2.32E-01   1.04E-02 
023.70   1.61E-01   1.25E-02 
031.60   1.11E-01   1.40E-02 
039.50   1.04E-01   1.53E-02 
047.40   9.82E-02   1.64E-02 
055.30   9.39E-02   1.73E-02 
063.20   9.09E-02   1.78E-02 
071.10   9.78E-02   1.82E-02 
079.00   1.11E-01   1.85E-02 
086.90   1.23E-01   1.86E-02 
094.80   1.35E-01   1.88E-02 
102.70   1.45E-01   1.89E-02 
110.60   1.54E-01   1.91E-02 
118.50   1.63E-01 2427 1149 1.92E-02 
126.40   1.70E-01   1.93E-02 
134.30   1.76E-01   1.93E-02 
142.20   1.82E-01   1.94E-02 
150.10   1.87E-01   1.94E-02 
158.00   1.91E-01 3304 1577 2.07E-02 

 
 
จากตารางที่ 6.5 เราพบวาโครงตาขายที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติจะใหผลลัพธคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ขึ้นกับโดเมนนอยกวาผลลัพธที่ไดจากโครงตา
ขายเริ่มตนซึ่งแสดงใหเห็นวาผลลัพธคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดนั้นมีความถูกตอง
มากกวาตามไปดวย 
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รูปที่ 6.30  ลักษณะโครงตาขายเริ่มตนพรอมโดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

                   สําหรับปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอยราวที่ขอบขางเดยีวและการกระจายตัวของ 
                   สนามความเคนวอนมิสเซส, ksi ที่คาความเคนดึง 79 ksi∞σ =  
 
รูปที่ 6.30 แสดงลักษณะของโครงตาขายเร่ิมตนที่ไดทําการคํานวณไวในตารางที่ 6.5 ซ่ึงประกอบ
ไปดวย 736 จุดตอ 337 เอลิเมนตพรอมกับโดเมนที่ใชในการอินทิเกรตหาคาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลและลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ค าความเคนดึง 

79 ksi∞σ =  เปรียบเทียบกับรูปที่ 6.31 ซ่ึงแสดงลักษณะของโครงตาขายที่มีการประยุกตใช
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติซ่ึงประกอบไปดวย 3304 จุดตอ 1577 เอลิเมนตพรอม
กับลักษณะการกระจายตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่คาความเคนดึงระดับเดียวกัน 
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รูปที่ 6.31  ลักษณะโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติพรอม 

                   โดเมนที่ใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทกิรัลและการกระจายตวัของสนามความเคน 

                   วอนมิสเซส, ksi ที่คาความเคนดึง 79 ksi∞σ =  ของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มีรอย 

                   ราวที่ขอบขางเดยีว 
 
จากรูปพบวาโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติจะมีเอลิเมนต
ขนาดเล็กจํานวนมากเรียงตัวกันอยูที่บริเวณปลายรอยราวและบริเวณอ่ืนที่มีคาอนุพันธอันดับสอง
ของคาความเคนวอนมิสเซสขนาดสูงเชนเดียวกับปญหาที่ผานมา นอกจากนั้นลักษณะการกระจาย
ตัวของสนามความเคนวอนมิสเซสที่ไดยังมีความตอเนื่องมากกวาผลลัพธที่ไดจากโครงตาขาย
เร่ิมตนอีกดวย รูปที่ 6.32 แสดงผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเฉลี่ยที่ระดับภาระความ
เคนดึงตาง ๆ เปรียบเทียบกันระหวางผลลัพธที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR ที่มีการ
ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัติโนมัติกับผลลัพธที่ไดจากการคํานวณของ Kumar 

et al. [31] ซ่ึงผลลัพธที่ไดนั้นมีความสอดคลองกันเปนอยางดี 
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รูปที่ 6.32  คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลของปญหาแผนสี่เหล่ียมแบนที่มรีอยราวที่ขอบขางเดียว 

                        ภายใตภาระความเคนดึงและการกระจายตัวของอุณหภมูิตามความกวางของแผน 

                        ภายใตเงื่อนไขความเคนในระนาบ (ก) ที่คาแรงดึงระดบัสูง และ (ข) ที่คาแรงดึง 
                        ระดับต่ําถึงปานกลาง 
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6.6  บทสรุป 
 
 ในบทนี้โปรแกรม JFACTOR ที่ไดประดิษฐขึ้นไดถูกตรวจสอบโดยนําไปวิเคราะห
ปญหาชิ้นงานที่มีรอยราวมาตรฐานตาง ๆ ภายใตเงื่อนไขความเคนระนาบ ความเครียดระนาบและ
สมมาตรรอบแกนโดยภาระที่มากระทํากับชิ้นงานนั้นประกอบดวยภาระความเคนดึง ภาระความ
เคนที่ผิวรอยราวและภาระความเคนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิ โดยเริ่มจากการ
เปรียบเทียบความถูกตองของผลการคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจากโครงตาขายเริ่มตนและโครงตา
ขายที่มีการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติโดยอาศัยคุณสมบัติความไมขึ้นกับ
โดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ เขียนอยูในรูปอินทิเกรตบนพื้นที่โดเมน  จากนั้นจึง
เปรียบเทียบผลการคํานวณคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ไดจากโครงตาขายที่มีการประยุกตเทคนิค
การปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับผลการคํานวณที่มีในงานวิจัยอ่ืน ๆ ซ่ึงผลการเปรียบเทียบ
แสดงใหเห็นถึงความสอดคลองกันเปนอยางด ี



บทที่ 7 
 

บทสรุป ปญหาที่พบและขอเสนอแนะ 
 
 

7.1  บทสรุปรวม 
 
 วิทยานิพนธนี้ไดแสดงวิธีการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการแกปญหารอย
ราวในวัตถุแบบอิลาสติก-พลาสติกสําหรับปญหาสองมิติและสมมาตรรอบแกนซึ่งรวมผลที่เกิดจาก
ภาระทั้งความเคนดึง ความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิและแรงวัตถุ โดยในบทที่ 2 ไดกลาวถึง
ความรูพื้นฐานและทฤษฎีกลศาสตรการแตกหักแบบอิลาสติก-พลาสติกซึ่งเนนไปที่การคํานวณหา
คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเปนพารามิเตอรหลักที่ใชในการตรวจสอบความรุนแรงของสนามความ
เคนและสนามความเครียดที่บริเวณปลายรอยราว โดยภายในบทนี้ไดอธิบายถึงความหมายทาง
กายภาพ ความเปนมา ตลอดจนวิธีการประดิษฐสมการที่ใชหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลอยาง
ละเอียด บทที่ 3 ไดอธิบายถึงการประดิษฐสมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใชวิเคราะหความรุนแรงของ
สนามความเคนและความเครียดที่เกิดขึ้นกับชิ้นงานที่มีรอยราวโดยใชทฤษฎีงานเสมือน จากนั้นได
แสดงการสรางสมการเพื่อใชคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจากสมการไฟไนตเอลิเมนตที่ได
ประดิษฐขึ้นโดยแบงการคํานวณออกเปนพจนตาง ๆ ที่เกี่ยวของกับคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย คา
ความเคนดิเวียทอริกและคาความเคนดึงที่ผิวรอยราว บทที่ 4 ไดอธิบายถึงหลักการพื้นฐานของ
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติตลอดจนการนําไปประยุกตใชรวมกับระเบียบวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนตที่ไดประดิษฐขึ้นเพื่อปรับปรุงผลการคํานวณใหมีความถูกตองมากขึ้นโดยใชเอลิเมนต
ขนาดเล็กเฉพาะในบริเวณที่ผลเฉลยมีความผิดพลาดสูงในขณะเดียวกันจะใชเอลิเมนตขนาดใหญ
ในบริเวณที่ผลเฉลยมีความผิดพลาดต่ําทําใหประหยัดหนวยความจําและระยะเวลาในการคํานวณลง
เนื่องจากไมจําเปนตองใชเอลิเมนตขนาดเล็กเปนจํานวนมากในการแกปญหา นอกจากนั้นหลักการ
ของเทคนิคการถายทอดผลเฉลยระยะการเคลื่อนตัวจากโครงตาขายกอนการปรับขนาดเอลิเมนต
ไปสูโครงตาขายที่ทําการปรับขนาดเอลิเมนตแลวเพื่อใหการคํานวณสามารถดําเนินตอเนื่องไปได
โดยไมตองเริ่มตนการคํานวณใหมที่คาภาระเริ่มตนทุกครั้งหลังการปรับขนาดเอลิเมนตยังไดถูก
อธิบายอยางละเอียดในบทนี้ บทที่ 5 ไดอธิบายหลักการทํางานของโปรแกรม JFACTOR ที่ไดถูก
ประดิษฐขึ้นตลอดจนหนาที่การทํางานของโปรแกรมยอยตาง ๆ ที่ประกอบกันขึ้นเปนโปรแกรม 
JFACTOR นอกจากนี้ยังไดอธิบายการสรางไฟลขอมูลนําเขาเพื่อใชงานกับโปรแกรม JFACTOR 
ตลอดจนลักษณะของไฟลที่ไดหลังการคํานวณซึ่งประกอบไปดวยไฟลที่นําไปใชสําหรับการปรับ
ขนาดเอลิเมนตดวยโปรแกรม FEMESH v2.1.152 ซ่ึงมีนามสกุล “.out” ไฟลที่นําไปใชสําหรับ
การแสดงผลกราฟฟกบนจอคอมพิวเตอรซ่ึงมีนามสกุล “.plt” และไฟลที่นําไปใชเพื่อเริ่มตนการ
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คํานวณที่สถานะการคํานวณที่ไดทําการวิเคราะหไปแลวซ่ึงมีนามสกุล “.res” ในบทที่ 6 ไดทําการ
ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม JFACTOR ที่ไดประดิษฐขึ้น ในขั้นแรกไดทําการ
เปรียบเทียบความถูกตองของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR นี้
ระหวางการคํานวณปกติซ่ึงไมมีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับการ
คํานวณที่มีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติโดยใชคาเปอรเซ็นการ
ขึ้นอยูกับโดเมนของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลในการเปรียบเทียบความผิดพลาดระหวางการ
คํานวณทั้งสองแบบ โดยผลการคํานวณที่ไดแสดงใหเห็นวาเทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดย
อัตโนมัติสามารถชวยปรับปรุงผลการคํานวณใหมีความถูกตองเพิ่มสูงขึ้นได ในขั้นตอนตอไปไดทาํ
การเปรียบเทียบคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลท่ีคํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR โดยประยุกตใช
เทคนิคการปรับขนาดเอลิเมนตโดยอัตโนมัติกับผลการคํานวณที่มีในงานวิจัยอ่ืน ๆ โดยปญหาที่ใช
ในการตรวจสอบความถูกตองนั้นครอบคลุมถึงปญหาความเคนในระนาบ ปญหาความเครียดใน
ระนาบและปญหาสมมาตรรอบแกนซึ่งภาระที่มากระทํานั้นมีความหลากหลายทั้ง ภาระความเครียด
เร่ิมตนเนื่องจากการกระจายตัวของสนามอุณหภูมิ ภาระความเคนดึงที่ผิวรอยราวและแรงวัตถุ โดย
ผลการเปรียบเทียบนั้นแสดงใหเห็นถึงความสอดคลองกันเปนอยางดี 
 
 
7.2  ปญหาที่พบในขณะทําวิทยานิพนธ 
 

(1) ปญหาการเรียงตัวของเอลิเมนตในโดเมนที่ใชอินทิเกรตคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล 

 เนื่องจากในการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลนั้นเราจําเปนตองสรางโดเมนขนาด
ตาง ๆ ลอมรอบปลายรอยราวไว ซ่ึงในการสรางโครงตาขายที่ประกอบดวยโดเมนตาง ๆ เหลานี้
หลาย ๆ โดเมนรวมกันจะทําใหการเรียงตัวของเอลิเมนตในโดเมนเหลานั้นมีการเรียงตัวที่ไมเปน
ระเบียบมากนัก โดยการเรียงตัวของเอลิเมนตในโดเมนสามารถถูกปรับปรุงใหดีขึ้นไดหากขนาด
ของโดเมนที่ใชมีความแตกตางกันมาก ดวยเหตุนี้ผูวิจัยจึงไดปรับปรุงใหโปรแกรม JFACTOR 

สามารถใชงานไดกับโดเมนรูปส่ีเหล่ียมผืนผานอกเหนือจากโดเมนรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสและโดเมนรูป
วงกลมซึ่งขนาดของโดเมนจะถูกจํากัดดวยขนาดของรอยราวหรือขนาดความกวางของชิ้นงานสวน
ที่เหลือจากรอยราว (Uncracked Ligament) 
 

(2) ปญหาความคลาดเคลื่อนของผลลัพธที่ไดจากงานวิจับอ่ืน 

 ในวิทยานิพนธนี้ผลลัพธคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่ใชเปรียบเทียบความถูกตองกับ
ผลลัพธที่คํานวณไดจากโปรแกรม JFACTOR นั้นสวนใหญแลวเปนผลลัพธที่ไดจากวิธีการ
คํานวณของ EPRI ซ่ึงเขียนอยูในรูปสมการผลบวกของคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลซ่ึงคํานวณได
ในชวงยืดหยุนเชิงเสนและชวง Fully Plastic  โดยผูวิจัยไดนํามาจากหนังสือของ Anderson [15] 
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ซ่ึงเปนฉบับปรับปรุงแกไขใหมในป 1995 อีกทีหนึ่ง ผูวิจัยไดคนพบในภายหลังวาผลลัพธที่ได
สําหรับบางปญหานั้น Shih and Needleman [32, 33] ไดนํามาวิเคราะหใหมและพบวาผลลัพธที่
ไดในชวง Fully Plastic  ของ EPRI นั้นมีความคลาดเคลื่อนมากถึง 30% และสําหรับในบาง
ปญหานั้นผูวิจัยยังพบอีกดวยวาผลลัพธที่ไดในชวง Fully Plastic  ซ่ึงพิมพอยูในหนังสือของ 
Anderson นั้นมีความถูกตองดีอยูแลวเพียงแตสมการที่พิมพในหนังสือนั้นไมถูกตองซึ่งกวาที่ผูวิจัย
จะคนพบความจริงตาง ๆ เหลานี้นั้นผูวิจัยตองเสียเวลาในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม 
JFACTOR อยูนานพรอมกับความสงสัยวาทําไมผลลัพธที่ไดถึงมีความคลาดเคลื่อนจากผลลัพธ
ของ EPRI อยูสูงถึงเกือบ 30% ทั้ง ๆ ที่โปรแกรม JFACTOR เองนั้นใหผลลัพธที่มีความถูกตองดี
อยูแลว 
 

(3) ปญหาการเสียรูปที่บริเวณปลายรอบราวสําหรับเอลิเมนตที่ปลายรอยราวซ่ึงดานหนึ่ง
ของเอลิเมนตถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราว 

 ในชวงแรกของการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลนั้น ผูวิจัยไดทดลองใชเอลิเมนต
ส่ีเหล่ียมเกาจุดตอที่ดานหนึ่งของเอลิเมนตถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวขณะที่จุดตอ
กึ่งกลางเอลิเมนตและกึ่งกลางดานที่อยูถัดจากปลายรอยราวถูกเลื่อนมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่เปนเอลิ
เมนตที่ปลายรอยราวเปรียบเทียบกับเอลิเมนตรอบปลายรอยราวชนิดเดียวกันที่จุดตอกลางเอลิเมนต
และกึ่งกลางดานยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลาง จากการทดลองผูวิจัยพบวาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลที่
คํานวณไดโดยใชเอลิเมนตรอบปลายรอยราวที่ถูกเลื่อนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่นั้นจะใหผล
การคํานวณที่ขึ้นกับโดเมนนอยกวาเล็กนอยเนื่องจากเอลิเมนตชนิดนี้มีผลเฉลยที่ปลายรอยราว
สอดคลองกับวัสดุแบบพลาสติกสมบูรณ (Perfectly Plastic Material)  และวัสดุแบบยืดหยุนเชิง
เสนพรอมกัน ขณะที่เอลิเมนตที่ไมถูกเลื่อนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่นั้นใหผลเฉลยที่ปลายรอย
ราวสอดคลองกับวัสดุแบบพลาสติกสมบูรณเพียงอยางเดียว เมื่อผูวิจัยตรวจสอบการเสียรูปที่บริเวณ
ปลายรอยราวของเอลิเมนตทั้งสอง ผูวิจัยพบวาการเสียรูปที่บริเวณปลายรอยราวของเอลิเมนตที่ไม
ถูกเล่ือนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่นั้นมีการเสียรูปที่เรียกวา Crack Tip Blunting  ไดดีกวาเอลิ
เมนตที่ถูกเลื่อนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่เนื่องจากการเสียรูปที่บริเวณปลายรอยราวของเอลิ
เมนตชนิดนี้สอดคลองกับวัสดุแบบพลาสติกสมบูรณเพียงอยางเดียวซ่ึงตางจากเอลิเมนตรอบปลาย
รอยราวที่ถูกเล่ือนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ที่มีการเสียรูปที่ปลายรอยราวผสมกันระหวางวัสดุ
แบบพลาสติกสมบูรณกับวัสดุแบบยืดหยุนเชิงเสน ดวยเหตุนี้ผูวิจัยจึงไดเลือกใชเอลิเมนตที่จุดตอ
กึ่งกลางเอลิเมนตและกึ่งกลางดานทั้งหมดยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลางเปนเอลิเมนตที่ปลายรอยราว
นอกเหนือจากเหตุผลเร่ืองความสะดวกที่ไมตองเล่ือนจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ของดานดังที่ได
กลาวไวในภาคผนวก ง 
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(4) ปญหาระยะเวลาที่ใชในการคํานวณเมื่อแบบจําลองมีจํานวนจุดตอเพิ่มสูงขึ้น 

 ในชวงหลังของการทําวิทยานิพนธ เมื่อผูวิจัยไดทําการตรวจสอบความถูกตองของ
โปรแกรม JFACTOR เขากับปญหาตาง ๆ แลว ผูวิจัยพบวาเมื่อแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตมี
จํานวนจุดตอมากกวา 2,000 จุดขึ้นไปแลว โปรแกรม JFACTOR  จะใชเวลาในการแกปญหาแต
ละครั้งเปนระยะเวลาที่คอนขางสูงมาก ในตอนแรกผูวิจัยคาดวาปญหาอาจเกิดขึ้นจากวิธีที่ผูวิจัยใช
ในขั้นตอนการแกระบบสมการ แตเมื่อผูวิจัยไดตรวจสอบสาเหตุของปญหาอยางละเอียดแลวกลับ
พบวาสาเหตุที่แทจริงของปญหานั้นเกิดขึ้นจากการสรางและการเตรียมเมตริกซสมการระบบรวม 
(System Matrix) ตาง ๆ ที่ใชในโปรแกรมยอย [SUBROUTINE LST],  [SUBROUTINE 

VOLUMETRIC] และ [SUBROUTINE DEVIATORIC]  ซ่ึงถูกเขียนขึ้นอยางไมมี
ประสิทธิภาพ ดังนั้นผูวิจัยจึงไดปรับปรุงแกไขใหการสรางและการเตรียมเมตริกซระบบรวมตาง ๆ 
นั้นมีประสิทธิภาพมากยิ่งขึ้น 
 

(5) ปญหาการหาเอลิเมนตในโครงตาขายเกาที่อยูใกลกับจุดตอบนโครงตาขายใหม 
 ในการหาเอลิเมนตในโครงตาขายเกาที่อยูใกลกับจุดตอบนโครงตาขายใหมมากที่สุดเพื่อใช
ในการถายทอดผลเฉลยนั้นในตอนแรกผูวิจัยไดใชคาความผิดพลาดของพื้นที่ซ่ึงคํานวณจากผลตาง
ระหวางผลบวกของคาสัมบูรณของพื้นที่สามเหลี่ยมยอย 1A , 2A  และ 3A  ดังแสดงในสมการ 
(4.27ก-ค) กับพื้นที่สามเหลี่ยม eA  ซ่ึงคํานวณจากสมการ (4.27ง) เมื่อผูวิจัยไดนําไปประยุกตใช
กับปญหาที่มีขอบเขต (Boundary) เปนเสนโคงแลว เชน ปญหาทอทรงกระบอกที่มีรอยราววางตัว
ตามแนวแกน การหาเอลิเมนตในโครงตาขายเกาที่อยูใกลกับจุดตอบนโครงตาขายใหมมากที่สุดนั้น
จะใหผลลัพธที่ผิดไปมาก เมื่อผูวิจัยไดตรวจสอบดูแลวพบวาคาความผิดพลาดของพื้นที่ที่ผูวิจัยใช
ในตอนแรกนั้นจะตองทําการเปรียบเทียบกับพื้นที่สามเหล่ียม eA  ของเอลิเมนตที่กําลังทําการ
ตรวจสอบอยูนั้น ๆ ดวยดังสมการ (4.28) เนื่องจากเมื่อมีการประยุกตใชเทคนิคการปรับขนาดเอลิ
เมนตโดยอัตโนมัติแลวเอลิเมนตในบางพื้นที่ของปญหาจะมีขนาดแตกตางจากเอลิเมนตที่บริเวณ
ปลายรอยราวมากทําใหเอลิเมนตที่หาไดอาจไมใชเอลิเมนตที่เราตองการนําไปใชจริง ๆ 
 
 
7.3  ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 
 
 งานในวิทยานิพนธฉบับนี้ถือเปนงานวิจัยขั้นพื้นฐานในดานการวิเคราะหปญหารอยราว
ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่สําคัญตอจากงานของ ธนวัช ศรีเจริญชัย [16] จากงานวิจัยที่ผาน
มาจนกระทั่งถึงงานวิจัยนี้นั้นการนําไปประยุกตใชกับวัสดุและรอยราวที่มีพฤติกรรมตาง ๆ ยังทําได
คอนขางจํากัดอยูมาก ดังนั้นนักวิจัยรุนใหมที่สนใจสามารถศึกษาและพัฒนาไปสูงานวิจัยใหมที่
ตอเนื่องไดในหลายแนวทางดวยกันดังนี ้
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 1. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรใหสามารถประยุกตใชไดกับวัสดุที่มีความสัมพันธ
ระหวางคาความเคนและคาความเครียดอ่ืนนอกจากแบบ Ramberg-Osgood เพื่อใหสามารถ
จําลองพฤติกรรมของวัสดุตาง ๆ ไดถูกตองมากขึ้น เชน แบบ Bilinear หรือแบบ Piecewise 
Power Hardening 
 2. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สามารถหาคาพารามิเตอรที่สําคัญอื่น ๆ ที่กําลังไดรับ
การยอมรับและมีความสําคัญในปจจุบัน เชน พารามิเตอร CTOA และพารามิเตอร -integral∗Tε  
ซ่ึงสามารถใชไดกับการวิเคราะหแบบอิลาสติก-พลาสติกที่รอยราวมีการเติบโตภายใตสถานะอยูตัว
ได 
 3. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใหสามารถใชไดกับการวิเคราะหปญหารอยราวที่รอย
ราวมีลักษณะไมเปนเสนตรงอยูในระนาบรอบราว 
 4. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรใหสามารถประยุกตใชไดกับปญหาสามมิติเพื่อใหสามารถ
นําไปประยุกตใชไดกับปญหาในการทํางานจริง 
 5. ปรับปรุงโปรแกรม JFACTOR ใหสามารถเก็บและแกเมตริกซสมการระบบรวมตาง ๆ 
ในแบบ Element by Elem ent [34] เพื่อประหยัดเนื้อที่หนวยความจําและลดระยะเวลาในการ
คํานวณของเครื่องคอมพิวเตอรลงใหไดมากที่สุด 
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ภาคผนวก ก 
 

คุณสมบัติของวัสดุยืดหยุนและพลังงานความเครียดหนาแนน 
 
 
 สําหรับวัสดุยืดหยุน (Elastic Solid)  คาพลังงานความเครียดหนาแนน (Strain Energy 

Density) จะมีคาเทากับงานจากความเคนซึ่งเขียนแทนไดดังสมการ 
 

 
m
ijW

m
ij ij

0 0

W  dW  d
ε

= = σ ε∫ ∫  (ก.1) 

 
เนื่องจากปรากฏการณทางกลทั้งหมดที่เกิดขึ้นในวัสดุยืดหยุนสามารถยอนกลับได (Reversible 

Process) และความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครียดถูกเขียนอยูในรูปสุทธ ิ ดังนั้น
ในทํานองเดียวกันคาพลังงานความเครียดหนาแนนสามารถเขียนอยูในรูปฟงกช่ันของคาความเคน 
คาความเครียดทางกลและคุณสมบัติของวัสดุได หากเรากําหนดใหคาพลังงานความเครียดหนาแนน
ถูกเขียนอยูในรูปฟงกช่ันของคาความเครียดทางกลและคุณสมบัติของวัสดุแลว คาพลังงาน
ความเครียดหนาแนนที่เพิ่มขึ้นเนื่องจากคาความเครยีดทางกลสามารถเขียนแทนไดดวยสมการ 
 

 m
ijm

ij

WdW  d∂
= ε

∂ε
 (ก.2) 

 
แทนสมการ (ก.2) ลงในสมการ (ก.1) จะไดสมการคาพลังงานความเครียดหนาแนนเปน 
 

 
m m
ij ij

m m
ij ij ijm

ij0 0

WW  d   d
ε ε
∂

= ε = σ ε
∂ε∫ ∫  (ก.3) 

 
จากสมการ (ก.3) เราสามารถสรุปไดวา 
 

 ijm
ij

W  ∂
= σ

∂ε
 (ก.4) 

 
ซ่ึงเปนคุณสมบัติของวัสดุแบบยืดหยุน (Property of Elastic Potential) 
 พิจารณาวัสดุที่มีพฤติกรรมแบบ Ramberg-Osgood เราสามารถหาคาพลังงาน
ความเครียดหนาแนนไดจากสมการ (ก.1) โดยแบงคาความเครียดทางกลออกเปนพจนยืดหยุนเชิง
เสนและพลาสติกดังสมการ 
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 m e p
ij ij ij   eε = ε +  (ก.5) 

 
โดยที ่ e

ijε  แทนคาความเครียดยืดหยุนเชิงเสน (Linear Elastic Strain) 

 p
ije  แทนคาความเครียดพลาสติก (Plastic Strain) 

 
ในทํานองเดียวกันจากสมการดานบนเราสามารถแบงคาพลังงานความเครียดหนาแนนออกเปนพจน
ที่เกิดจากความเครียดยืดหยุนเชิงเสนและพจนที่เกิดจากความเครียดพลาสติกเปน 
 

 
pe

ij ije
e p e p

ij ij ij ij
0 0

W  W   W   d   de
ε

= + = σ ε + σ∫ ∫  (ก.6) 

 
โดยที ่ eW  แทนคาพลังงานความเครียดหนาแนนเนื่องจากคาความเครียดยืดหยุนเชิงเสน 
 pW  แทนคาพลังงานความเครียดหนาแนนเนื่องจากคาความเครียดพลาสติก 
 
คาพลังงานความเครียดหนาแนนเนื่องจากคาความเครียดพลาสติกสามารถคํานวณหาไดโดยงายเมื่อ
เขียนสมการอยูในรูปประสิทธิผล [17] เปน 
 

 
p

p
e p

0

W   d
ε

= σ ε∫  (ก.7) 

 
โดยที ่ eσ  แทนคาความเคนประสิทธิผล (Effective Stress) 

 pε  แทนคาความเครียดพลาสติกประสิทธิผล (Effective Plastic Strain) 
 
ความสัมพันธระหวางคาความเคนประสิทธิผลและคาความเครียดพลาสติกประสิทธิผลสามารถหา
ไดจากการทดสอบชิ้นงานภายใตการทดลองในทิศทางเดียว (Uniaxial Test)  โดยสําหรับวัสดุที่มี
พฤติกรรมแบบ Ramberg-Osgood แลวจะไดความสัมพันธเปน 
 

 
1
n

p
e o

o

  
ε⎛ ⎞

σ = σ ⎜ ⎟αε⎝ ⎠
 (ก.8) 

 
โดยที ่ oσ  แทนคาความเคนที่จุดคราก (Yield Stress) 

 oε  แทนคาความเครียดที่จุดคราก (Yield Strain) 

 α  แทนคาคงที่ของวัสด ุ

 n  แทนคายกกําลังของความเครียด (Strain Hardening Exponent) 
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แทนสมการ (ก.8) ลงในสมการ (ก.7) จากนั้นทําการอินทิเกรตแลวเปลี่ยนใหอยูในรูปของคาความ
เคนประสิทธิผลโดยใชสมการ (ก.8) จะได 
 

 
n 1

p e
o o

o

nW   
n 1

+
⎛ ⎞σ⎛ ⎞= αε σ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ σ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (ก.9) 

 
คาพลังงานความเครียดหนาแนนเนื่องจากคาความเครียดยืดหยุนเชิงเสนจะมีคาเทากับคาพลังงาน
ความเครียดหนาแนนของวัตถุแบบยืดหยุนเชิงเสนดังสมการ 
 

 e e 2 2
ij ij e

1 3 1 2 1 1W       
2 2 E 3 E

− ν + ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞= σ ε = σ + σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (ก.10) 

 
โดยที ่ σ  แทนคาความเคนตั้งฉากเฉลี่ย (Mean Stress) 
 
แทนสมการ (ก.9-10) ลงในสมการ (ก.6) จะไดคาพลังงานความเครียดหนาแนนมีคาเทากับ 
 

 
n 1

2 2 e
e o o

o

3 1 2 1 1 nW      
2 E 3 E n 1

+
⎛ ⎞− ν + ν σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= σ + σ + αε σ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (ก.11) 

 
โดยสมการ (ก.11) ถูกเขียนอยูในรูปฟงกช่ันของคาความเคนตาง ๆ และคาคุณสมบัติของวัสดุ
เทานั้นเพื่อใหสามารถประยุกตใชไดแมในกรณีที่วตัถุมีคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูม ิ
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ภาคผนวก ข 
 

คุณสมบัติที่พารามิเตอรเจอินทิกรัลไมขึ้นกบัเสนทางเดิน 
 
 

พิจารณาสมการ (2.44)  ที่เขียนขึ้นใหมจากการแทนคาสมการ (2.26) สําหรับปญหาสอง
มิติที่มีรอยราววางตัวตามแนวแกน 1x  ดังแสดงในรูปที่ ข.1 เปน 
 
                                           J  ( )j j1 ji i,1 0

lim  n W u d
Γ→

Γ

= δ − σ Γ∫  (ข.1) 

 
 

2x

1x
1Γ

2Γ

12A

1r

2r

jn

jn

 
 

รูปที่ ข.1  รอยราวที่วางตวัตามแนวแกน 1x  บนชิ้นงานสองมิติ 
 
พิจารณาเสนทางเดินปดซึ่งเกิดจากเสนทางเดิน 1Γ  และ 2Γ  กับสวนของผิวรอยราวที่เชื่อมเสนทาง
เดินทั้งสองดังแสดงในรูปที่ ข.1 เนื่องจากไมมีคาความเคนดึงมากระทําที่ผิวรอยราว ดังนั้นประยุกต
ทฤษฎีบทของเกาสเขากับเสนทางเดินปดนี้จะได 
 
                                   ( ) ( )2 1Γ − ΓJ J  ( )

12

j1 ji i,1 , j
A

W u dA= δ − σ∫  (ข.2) 

 
โดยที่ 12A     แทนพื้นที่ที่ถูกปดลอมดวยเสนทางเดินปดดังแสดงในรูปที่ ข.1 
 
กระจายสมการ (ข.2) แลวใชสมการ (2.38) จะได 
 
                                   ( ) ( )2 1Γ − ΓJ J  ( )

12

,1 ji, j i,1 ij ij,1
A

W u dA= − σ − σ ε∫  (ข.3) 
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พจนแรกในวงเล็บทางดานขวาของสมการ (ข.3) สามารถกระจายออกไดในทํานองเดียวกันกับ
สมการ (2.39) สําหรับวัตถุที่ไมมีคาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิและคุณสมบัติของวัตถุไม
ขึ้นอยูกับตําแหนงบนพิกัด 1x  เปน 
 
                                                    ,1W  ij ij,1 = σ ε  (ข.4) 
 
จากสมการ (2.1) เมื่อไมพิจารณาแรงวัตถุและพจนความเรงจะได 
 
                                                    ji, jσ  0=  (ข.5) 
 
แทนสมการ (ข.4-5) ลงในสมการ (ข.3) จะได 
 
                                                ( )2ΓJ  ( )1 = ΓJ  (ข.6) 
 
สมการ (ข.6) บอกเราวาในกรณีนี้คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจะไมขึ้นกับเสนทางเดิน (Path-

Independence) ดังนั้นสมการ (ข.1) สามารถเขียนใหมในกรณีนี้ไดเปน 
 
                                           J  ( )j1 ji i,1 jW u n d

Γ

= δ − σ Γ∫  (ข.7) 

 
สมการ (ข.7) และคุณสมบัติที่คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจะไมขึ้นกับเสนทางเดินภายใตสมมุติฐาน
ที่กลาวถึงทั้งหมดขางตนนี้ไดถูกนําเสนอเปนครั้งโดย Rice [15]  ซ่ึงตอมาไดถูกนําไปประยุกตใช
เพื่อใหการคํานวณหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตในระยะเริ่มแรกมี
ความแมนยํามากขึ้นโดยใชเสนทางเดินที่อยูหางจากปลายรอยราวแทนเสนทางเดินที่อยูใกลกับ
ตําแหนงปลายรอยราว 
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ภาคผนวก ค 
 

พารามิเตอรเจอินทิกรัลในฐานะพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคน 
 
 
 Hutchinson [15]  ไดสมมุติใหผลเฉลยของฟงกช่ันความเคน Airy’s Stress Function  
สําหรับปญหารอยราวสองมิติสามารถเขียนอยูในรูปอนุกรมของฟงกช่ันที่ขึ้นอยูกับมุม θ  และระยะ
ตามแนวรัศมีจากปลายรอยราว r  ดังสมการ 
 
 s t

1 2(r, )  C ( )r   C ( )r   ...Φ θ = θ + θ +  (ค.1) 
 
โดยกําหนดให s t<  และ t  นอยกวาเลขยกกําลังที่เหลือทั้งหมดของ r  ในอนุกรม ดังนั้นเมื่อ 

r 0→  พจนแรกทางดานขวาของฟงกช่ันความเคนจะมีคามากเมื่อเทียบกับพจนที่เหลือทั้งหมด
เสมอ ดังนั้นเมื่อพิจารณาเฉพาะที่บริเวณปลายรอยราวฟงกช่ันความเคนสามารถเขียนใหมโดย
พิจารณาเพียงพจนแรกของสมการ (ค.1) ไดเปน 
 
 s

o(r, )  k r ( )Φ θ = σ Φ θ%  (ค.2) 
 
โดยที ่ k  แทนขนาดของฟงกช่ันความเคน 

 Φ%  แทนฟงกชันไรหนวยที่ขึ้นกับคามุม θ  

 oσ  แทนคาความเคนที่จุดคราก 
 
โดยคาความเคนที่จุดคราก oσ  ถูกกําหนดลงในสมการ (ค.2) เพื่อใหสอดคลองกับผลลัพธที่จะได
ในภายหลัง คาความเคนในระบบพิกัดทรงกระบอกสามารถหาไดจากฟงกช่ันความเคนดังสมการ 
 

 ( )
2

s 2 s 2
rr o o rr2 2

1 1      k r s      k r (s, )
r r r

− −∂ Φ ∂Φ ′′σ = + = σ Φ + Φ = σ σ θ
∂θ ∂

% % %  (ค.3ก) 

 

 ( )
2

s 2 s 2
o o2    k r s s 1   k r (s, )

r
− −

θθ θθ
∂ Φ

σ = = σ − Φ = σ σ θ
∂

% %  (ค.3ข) 

 

 ( )
2

s 2 s 2
r o o r2

1 1      k r 1 s   k r (s, )
r r r

− −
θ θ

∂ Φ ∂Φ ′τ = − + = σ − Φ = σ σ θ
∂ ∂θ ∂θ

% %  (ค.3ค) 

 
 ( ) 1/ 2s 2 2 2 2 s 2

e o rr rr r o e  k r 3  k r (s, )− −
θθ θθ θσ = σ σ + σ − σ σ + σ = σ σ θ% % % % % %  (ค.3ง) 
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จากภาคผนวก ข สมการ (ข.7) คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลเมื่อเขียนอยูในรูปการอินทิเกรตบน
เสนทางเดินวงกลมรอบปลายรอยราวและคาความเคนที่ผิวจากสมการ i j jit n= σ  จะเทากับ 
 

                                           J  ( )i i,1W cos t u rd
+π

−π

= θ − θ∫  (ค.4) 

 
จากภาคผนวก ก เนื่องจากคาพลังงานความเครียดหนาแนนที่เกิดจากคาความเครียดยืดหยุนเชิงเสน
จะมีคานอยกวาคาพลังงานความเครียดหนาแนนที่เกิดจากคาความเครียดพลาสติกที่บริเวณปลาย
รอยราว ดังนั้นเราจึงพิจารณาเฉพาะคาพลังงานความเครียดหนาแนนที่เกิดจากคาความเครียด
พลาสติกเทานั้นโดยแทนคาสมการ (ค.3ง) ลงในสมการ (ก.9) จะได 
 

 ( )( )n 1 s 2n 1 n 1
o o e

nW  k r
n 1

+ −+ += ασ ε σ
+

%  (ค.5) 

 
แทนคาความเคนที่ไดจากสมการ (ค.3) ทั้งหมดลงในสมการความสัมพันธระหวางคาความเครียด
และคาความเคน (3.13) โดยในกรณีปญหาความเคนในระนาบที่ไมพิจารณาคาความเครียดเริ่มตน
เนื่องจากอุณหภูมิจะไดคาความเครียดในระบบพิกัดทรงกระบอกที่บริเวณปลายรอยราวมีคาเปน 
 

 ( ) ( )
n 1

n s 2ne
rr rr o rr

o

1 2   k r (s, )
2 E

−
−

θθ

⎛ ⎞σα
ε = σ − σ = αε ε θ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

%  (ค.6ก) 

 

 ( ) ( )
n 1

n s 2ne
rr o

o

1 2   k r (s, )
2 E

−
−

θθ θθ θθ

⎛ ⎞σα
ε = σ − σ = αε ε θ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

%  (ค.6ข) 

 

 ( ) ( )
n 1

n s 2ne
r r o r

o

3   k r (s, )
E

−
−

θ θ θ

⎛ ⎞σα
γ = τ = αε γ θ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

%  (ค.6ค) 

 
โดยสมการความสัมพันธระหวางคาความเครียดและการเคลื่อนตัวในพิกัดทรงกระบอกจะเทากับ 
 

 r
rr

u  
r

∂
ε =

∂
 (ค.7ก) 

 

 r uu 1    
r r

θ
θθ

∂
ε = +

∂θ
 (ค.7ข) 

 

 r
r

uu 1    
r r

θ
θ

∂
γ = +

∂θ
 (ค.7ค) 

 
อินทิเกรตสมการ (ค.7) จะไดคาการเคลื่อนตัวที่บริเวณปลายรอยราวเปน 
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 ( )n s 2 1n
r o ru   k r u (n, )− += αε θ%  (ค.8ก) 

 
 ( )n s 2 1n

ou   k r u (n, )− +
θ θ= αε θ%  (ค.8ข) 

 
จากนั้นแปลงคาการเคลื่อนตัวในพิกัดทรงกระบอกมาอยูในพิกัด 1x  และ 2x  โดยใชความสัมพันธ 
 
 1 ru   ucos   u sinθ= θ − θ  (ค.9ก) 
 
 2 ru    u sin   u cosθ= θ + θ  (ค.9ข) 
 
ในทํานองเดียวกันคาความเคนดึงสามารถเปลี่ยนใหอยูในพิกัด 1 2x x−  จะไดจากความสัมพันธ 
 
 1 r r rr rt   tcos   t sin   cos   sinθ θ= θ − θ = σ θ − σ θ  (ค.10ก) 
 
 2 r r rr rt   tsin   t cos   sin   cosθ θ= θ + θ = σ θ + σ θ  (ค.10ข) 
 
จากนั้นหาคาอนุพันธของการเคลื่อนตัวในระบบพิกัด 1 2x x−  โดยใชความสัมพันธ 
 

 1 1 1 1 1

1 1 1

u u r u u u sin      cos   
x r x x r r r
∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ θ

= + = θ −
∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂

 (ค.11ก) 

 

 2 2 2 2 2

1 1 1

u u r u u u sin      cos   
x r x x r r r
∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ θ

= + = θ −
∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂

 (ค.11ข) 

 
แทนสมการ (ค.8) ลงในสมการ (ค.9) จากนั้นหาคาอนุพันธของการเคลื่อนตัวจากสมการ (ค.11) 
และใชสมการ (ค.10) จะได 
 

      1 2
i i,1 1 2

1 1

u ut u   t   t
x x
∂ ∂

= +
∂ ∂

 

          ( )( ) ( ) ( ){n 1 s 2n 1
o o rr r r r k r sin u u u u+ −+

θ θ θ′ ′⎡ ⎤= ασ ε θ σ − − σ −⎣ ⎦% % % % % %   

                                             ( ) ( )}rr r rcos n s 2 1 u uθ θ⎡ ⎤+ θ − + σ + σ⎣ ⎦ % % % %  (ค.12) 

 
แทนสมการ (ค.5) และ (ค.12) ลงในสมการ (ค.4) เพื่อหาคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลบนเสนทางเดิน
วงกลมนี้โดยกําหนดใหรัศมีของเสนทางเดินมีคาเทากับ 2r  เปน 
 
 ( )( )n 1 s 2 1n 1

o o 2 n  k r I+ − ++= αε σJ  (ค.13) 
 
โดย nI  มีคาดังนี้ 
 



 149

       ( ){ ( )}n 1
n e rr r r r

nI   cos sin u u u u
n 1

+π
+

θ θ θ
−π

⎧ ⎡ ′ ′= σ θ− θ σ − −σ −⎨ ⎣+⎩∫
% % % % % % %  

                                                ( ){ }( )rr r rcos n s 2 1 u u dθ θ
⎫⎤+ θ − + σ +σ θ⎬⎦ ⎭

% % % %  (ค.14) 

 
เนื่องจากคาพารามิเตอรเจอินทิกรัลไมขึ้นกับเสนทางเดิน ดังนั้นจากสมการ (ค.13) คาพารามิเตอรเจ
อินทิกรัลที่ไดจึงไมขึ้นกับคาระยะรัศมีของเสนทางเดิน 2r  ดวย จากความเขาใจนี้จะไดสมการ
ความสัมพันธระหวางคา n  และ s  เปน 
 

 2n 1s  
n 1
+

=
+

 (ค.15) 

 
แทนสมการ (ค.15) กลับลงไปในสมการ (ค.13) แลวจัดรูปใหมจะได 
 

 

1
n 1

o o n

k  
I

+⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ασ ε⎝ ⎠

J  (ค.16) 

 
แทนสมการ (ค.15-16) ลงในสมการ (ค.3) จะไดสมการความสัมพันธของคาความเคนที่บริเวณ
ปลายรอยราวเปน 
 

 

1
n 1

ij o ij2
o n

E (n, )
I r

+⎛ ⎞
σ = σ σ θ⎜ ⎟ασ⎝ ⎠

%
J  (ค.17) 

 
ในทํานองเดียวกันจะไดสมการความสัมพันธของคาความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวเทากับ 
 

 

n
n 1

o
ij ij2

o n

E (n, )
E I r

+⎛ ⎞ασ
ε = ε θ⎜ ⎟ασ⎝ ⎠

%
J  (ค.18) 

 
สมการความสัมพันธของคาระยะเคลื่อนตัวที่บริเวณปลายรอยราวเปน 
 

 

n
n 1

o
i i2

o n

Eu   ru (n, )
E I r

+⎛ ⎞ασ
= θ⎜ ⎟ασ⎝ ⎠

%
J  (ค.19) 

 
และคาพลังงานความเครียดหนาแนนเปน 
 

 n 1
e

n

nW  
n 1 I r

+⎛ ⎞
= σ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

%
J  (ค.20) 
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สมการ (ค.17-19) ถูกเรียกวาสนามเอกพันธของ HRR (HRR Singularity)  ซ่ึงตั้งตามชื่อของ
นักวิจัยผูคนพบทั้งสามคนคือ Hutchinson, Rice และ Rosengren โดยคาพารามิเตอรเจอินทิกรัล
จะทําหนาที่เปนตัวกําหนดขนาดของสนามเอกพันธนี้ ดวยเหตุนี้คาพารามิเตอรเจอินทิกรัลจึง
สามารถใชบอกความรุนแรงของสนามความเคน ความเครียดและระยะการเคลื่อนตัวที่บริเวณปลาย
รอยราวไดซ่ึงเปนหลักการเดียวกันกับคาพารามิเตอรตัวประกอบความเขมของความเคน (Stress 

Intensity Factor) ที่ใชในการวิเคราะหรอยราวสําหรับวัสดุยืดหยุนเชิงเสนนั่นเอง 



 151

ภาคผนวก ง 
 

เอลิเมนตที่ปลายรอยราว  
 
  

จากภาคผนวก ค สมการ (ค.18) เราทราบวาการกระจายของผลเฉลยคาความเครียดที่
บริเวณปลายรอยราวแปรผันกับระยะจากปลายรอยราวดวยความสัมพันธ 
 

 
n

n 1

ij
1
r

+⎛ ⎞ε → ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (ง.1) 

 
ในกรณีวัสดุยืดหยุนเชิงเสน n 1=  จะไดคาความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวแปรผันกับระยะจาก
ปลายรอยราวเปน 1 r  สวนกรณีวัสดุแบบพลาสติกสมบูรณ (Perfectly Plastic Material) 
n = ∞  คาความเครียดจะแปรผันกับระยะจากปลายรอยราวเปน 1 r  ซ่ึงพฤติกรรมของวัสดุทั้งสอง
ชนิดนี้จะทําหนาที่เปนเหมือนขีดจํากัดบนและลางของวัสดุที่มีคา 1 n< < ∞  ดังแสดงในกราฟ
ความสัมพันธระหวางคาความเคนและคาความเครียดในรูปที่ ง.1 
 

Stress

Strain

n 1=
1 n< < ∞

n = ∞

 
 

รูปที่ ง.1  กราฟคาความเคนและคาความเครียดของวัสดุทีค่า 0 n≤ ≤ ∞  
 
เพื่อใหผลเฉลยคาความเครียดในเอลิเมนตสอดคลองกับผลเฉลยที่ไดจากวิธีเชิงวิเคราะหของ HRR 
ดังแสดงในสมการ (ง.1) แลว Barsoum [6] ไดแสดงใหเห็นวาการแปรผันแบบ 1 r  ของคา
ความเครียดที่บริเวณปลายรอยราวนั้นสามารถเกิดขึ้นไดกับเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปดจุดตอแบบไอโซ
พาราเมตริกซเมื่อจุดตอทั้งสามจุดของดานใดดานหนึ่งถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวโดย
ที่จุดตอทั้งสามจุดนี้ยังคงสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกัน ขณะที่การแปรผันแบบ 1 r  นั้น
จะเกิดขึ้นเมื่อจุดตอตรงกลางดานทั้งสองที่อยูติดกับปลายรอยราวถูกเลื่อนมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่
ของดาน Shih and Needleman [32, 33] และ Li et al. [9] ไดประยุกตเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุด
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ตอซ่ึงมีคุณสมบัติเชนเดียวกับเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปดจุดตอของ Barsoum เขากับปญหารอยราว
สําหรับวัสดุที่พิจารณาเฉพาะความสัมพันธแบบพลาสติกเพียงอยางเดียว (Fully Plastic Material) 
เนื่องจากเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอใหผลเฉลยที่ดีกวาเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปดจุดตอเมื่อใชกับปญหา
แบบอัดตัวไมได (Incompressible Solid) [25] เนื่องจากเอลิเมนตส่ีเหล่ียมถูกใชเฉพาะเปนเอลิ
เมนตที่ปลายรอยราวเทานั้น ดังนั้นในการใชเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอแทนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปด
จุดตอจึงไมทําใหจํานวนจุดตอเพิ่มขึ้นมากนัก ดวยเหตุผลตาง ๆ เหลานี้ผูวิจัยจึงไดเลือกใชเอลิเมนต
สี่เหล่ียมเกาจุดตอเปนเอลิเมนตที่ปลายรอยราว ในการพิสูจนคุณสมบัติตาง ๆ ที่ไดกลาวถึงของตน
นั้นผูวิจัยจะดําเนินตามงานวิจัยของ Barsoum [6] ทุกอยางแตจะใชเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ
แทนเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปดจุดตอโดยมีรายละเอียดดังตอไปนี้ 

พิจารณาเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอ (Lagrange Element) แบบไอโซพาราเมตริกซซ่ึง
ความสัมพันธระหวางพิกัด x-y กับพิกัดธรรมชาติ (Natural Coordinate) ξ -η  สามารถเขียน
แทนไดดวยสมการ 
 

 
9

i i
i 1

x  N x
=

= ∑  (ง.2ก) 

 

 
9

i i
i 1

y  N y
=

= ∑  (ง.2ข) 

 
โดยที ่  iN  แทนฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตที่จุดตอ i 
           ix    แทนพิกัดในแนวแกน x ของจุดตอ i 
           iy  แทนพิกัดในแนวแกน y ของจุดตอ i 
 
โดยฟงกชันการประมาณภายในเอลิเมนตสามารถเขียนอยูในรูปฟงกช่ันของพิกัดธรรมชาติไดดัง
สมการ (3.30) พิจารณาเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอท่ีจุดตอ 1, 4 และ 8 ถูกยุบมารวมกันอยูที่
ตําแหนงปลายรอยราวและจุดตอ 7, 5 และ 9 ถูกเล่ือนมาอยูที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ของดานใกลกับ
ปลายรอยราวดังแสดงในรูปที ่ง.2 โดยที่ตําแหนงบนพิกัด x-y ของจุดตอตาง ๆ มีคาดังนี้ 
 

   1 4 8 5 7 9 2 3 6
ax   x   x   0,  x   x   x  ,  x   x   x   a
4

= = = = = = = = =  (ง.3ก) 

  

  1 4 6 8 9 5 7 2 3
by   y   y   y   y   0,  y   y   ,  y   y   b
4

= = = = = = − = − = − = −  (ง.3ข) 
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η

ξ

θ

r

x

y

a
4

3a
4

const.θ =
x const.=

x const.=

const.θ =

1 5 2

68

34

9

7

4
8

1
5

7

9

3

2

6

b

b

 
 
รูปที่ ง.2  แสดงเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกาจุดตอที่ดานหนึง่ถูกยุบมารวมกนัเปนเอลิเมนตสามเหลี่ยมและ 

               จุดตอกึ่งกลางดานและกึ่งกลางเอลิเมนตถูกเลื่อนมาอยูที่ตําแหนงหนึ่งในสี ่
 
แทนสมการ (ง.3ก) และ (ง.3ข) ลงในสมการ (ง.2ก) และ (ง.2ข) จะไดพิกัด x และ y ซ่ึงเขียนอยู
ในรูปฟงกช่ันพิกัดธรรมชาติเปน 
 

                x =  ( )( )2 a1 1  
2

ξ + ξ − η +  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 a1 1 1 1 1 1  
4

⎡ ⎤ξ + ξ η + η − ξ + ξ η − η + − ξ − η +⎣ ⎦  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 a1 1 1 1
8

⎡ ⎤− ξ η + η − − ξ η − η⎣ ⎦  (ง.4ก) 

 

                y =  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 b1 1 1 1  
8

⎡ ⎤− ξ η − η + − ξ η + η +⎣ ⎦  

 ( ) ( ) ( ) ( ) b1 1 1 1
4

ξ + ξ η − η + ξ + ξ η + η⎡ ⎤⎣ ⎦  (ง.4ข) 

 
ซ่ึงเมื่อกระจายแลวรวมพจนตาง ๆ แลวจะได 
 

                                                     x =  ( )2 a1
4

+ ξ  (ง.5ก) 

 

                                                     y =  ( )2 b1
4

+ ξ η  (ง.5ข) 

 
โดยสัมพันธกับระยะในแนวรัศมีจากปลายรอยราวและมุมดังแสดงในรูป ง.3 เปน 
 

                           r  2 2 x y= +   ( )
2

2 2b a 1
4 b

⎛ ⎞= + ξ + η⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (ง.6ก) 
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                          θ  -1 y tan
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  -1 b tan
a
η⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (ง.6ข) 

 
จากสมการ (ง.5) เราสามารถคํานวณหาเมตริกซยาโคบี (Jacobian Matrix) ไดเทากับ 
 

 [ ]
( ) ( )

( )2

x y a b1 1
2 2J     

x y b0 1
4

∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ξ η + ξ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ξ ∂ξ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ξ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂η ∂η ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (ง.7) 

 
ดังนั้นคาดีเทอรมิแนนท (Determinant) และอินเวอรส (Inverse) ของเมตริกซยาโคบีจะเทากับ 
 

                                      det J  ( )3ab 1
8

= + ξ  (ง.8ก) 

  

                                        [ ] 1J −  
( ) ( )

( )

2

2

2 4
a 1 a 1x x   

40
y y b 1

− η⎡ ⎤∂ξ ∂η⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ + ξ + ξ∂ ∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥∂ξ ∂η⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ + ξ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (ง.8ข) 

 
โดยคาการเคลื่อนตัวที่เกิดในเอลิเมนตสามารถหาไดจากสมการ 
 

 
9

i i
i 1

u  N u
=

= ∑  (ง.9ก) 

 

 
9

i i
i 1

v  N v
=

= ∑  (ง.9ข) 

 
โดยที ่  iu  แทนการเคลื่อนตัวในแนวแกน x ของจุดตอ i 
           iv    แทนการเคลื่อนตัวในแนวแกน y ของจุดตอ i 
 
ในทํานองเดียวกันคาอนุพันธของการเคลื่อนตัวเทียบกับพิกัดธรรมชาติสามารถหาไดจากสมการ  
 

 
9 9

i i
i i

i 1 i 1

N Nu u  u ,    u
= =

∂ ∂∂ ∂
= =

∂ξ ∂ξ ∂η ∂η∑ ∑  (ง.10ก) 

 

 
9 9

i i
i i

i 1 i 1

N Nv v  v ,    v
= =

∂ ∂∂ ∂
= =

∂ξ ∂ξ ∂η ∂η∑ ∑  (ง.10ข) 

 
โดยคาอนุพันธของฟงกช่ันการประมาณภายในเทียบกับพิกัดธรรมชาติมีคาเทากับ 
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     1N∂
∂ξ

 ( ) ( )1 1 2 1
4

= + − ξ η − η          1N∂
∂η

 ( )( )1 1 1 2
4

= + ξ − ξ − η  

     2N∂
∂ξ

 ( ) ( )1 1 2 1
4

= − + ξ η − η          2N∂
∂η

 ( )( )1 1 1 2
4

= − ξ + ξ − η  

     3N∂
∂ξ

 ( ) ( )1 1 2 1
4

= + + ξ η + η          3N∂
∂η

 ( )( )1 1 1 2
4

= + ξ + ξ + η  

     4N∂
∂ξ

 ( ) ( )1 1 2 1
4

= − − ξ η + η          4N∂
∂η

 ( )( )1 1 1 2
4

= − ξ − ξ + η  

     5N∂
∂ξ

 ( ) 1= + ξη − η                       5N∂
∂η

 ( )( )21 1 1 2
2

= − − ξ − η  (ง.11) 

     6N∂
∂ξ

 ( )( )21 1 2 1
2

= + + ξ − η           6N∂
∂η

 ( ) 1= − ξ + ξ η  

     7N∂
∂ξ

 ( ) 1= − ξη + η                       7N∂
∂η

 ( )( )21 1 1 2
2

= + − ξ + η  

     8N∂
∂ξ

 ( )( )21 1 2 1
2

= − − ξ − η           8N∂
∂η

 ( ) 1= + ξ − ξ η  

     9N∂
∂ξ

 ( )2 2 1= − ξ − η                      9N∂
∂η

 ( )2 2 1= − η − ξ  

 
แทนคาสมการ (ง.11) ลงในสมการ (ง.10) จะได 
 

  u  ∂
=

∂ξ
 ( ) ( ) ( )2 2 231 2 u3u u

4 4 4
⎡ η − η + η− η − η+ η⎢⎣

 

     ( ) ( ) ( )2 2 264
5

u3u
   u 1

4 2
− η+ η − η− η − − η  

     ( ) ( ) ( )2 2 28
7 9

3u
   u 1 2u 1

2
⎤− −η− η − − η − − + η ⎥⎦

 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 231 2 uu u
1

2 2 2
⎡+ + ξ −η+ η + −η+ η + η+ η⎢⎣

 

 ( ) ( ) ( )2 2 24
5 6

u
               u u 1

2
+ η+ η + η− η + − η  

 ( ) ( ) ( )2 2 2
7 8 9            u u 1 2u 1 ⎤+ −η− η + − η + − + η ⎥⎦

 (ง.12ก) 

 
u  ∂

=
∂η

 ( ) ( )1 4
8

u u
1 2 1 2 2u

2 2
⎡ ⎤− + η + + η − η⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 2 4u3u u 3u
1 1 2 1 2 1 2 1 2

4 4 4 4
⎡+ + ξ − η + − η + − − η + − − η⎢⎣

 

 ( ) ( )5 6 7 8 9                         u 1 2 u u 1 2 3u 4u ⎤+ − + η + η+ + η + η− η⎥⎦
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 31 2 4uu u u
1 2 1 1 2 1 2 1 2

4 4 4 4
⎡+ + ξ η− + − + η + + η + + η⎢⎣

 

 ( ) ( )5 7
6 8 9

u u
                             1 2 u 1 2 u 2u

2 2
⎤+ − η − η+ − − η − η+ η⎥⎦

 (ง.12ข) 

 

ในทํานองเดียวกันคาอนุพันธ v∂
∂ξ

 และ v∂
∂η

 สามารถหาไดโดยแทนคาการเคลื่อนตัวที่จดุตอ iu  ใน

สมการ (ง.12) ดวยคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอ iv  จากการสังเกตเราพบวาหากกําหนดใหจดุตอทั้ง
สามที่ถูกยุบมารวมกันที่ตําแหนงปลายรอยราวเคลื่อนที่ไปพรอมกัน 
 

 1 4 8

1 4 8

u   u   u
v   v   v

= =
= =

 (ง.13) 

 
จะทําใหพจนแรกทางดานขวาของสมการ (ง.12ข) มีคาเปนศูนย จากสมการ (ง.6ข) ที่มุม θ  คงที่
ใด ๆ จะได η  มีคาคงที่ ดังนั้นคาอนุพันธของฟงกช่ันการประมาณภายในเทียบกับพกิัดธรรมชาติที่
ตําแหนงใด ๆ ตามแนวรัศมีจะมีคาเทากับ 
 

 ( )o 1
u   a   a 1∂

= + + ξ
∂ξ

 (ง.14ก) 

 

 ( ) ( )2
o 1 2

u   b   b 1   b 1∂
= + + ξ + + ξ

∂η
 (ง.14ข) 

 

 ( )o 1
v   c   c 1∂

= + + ξ
∂ξ

 (ง.14ค) 

 

 ( ) ( )2
o 1 2

v   d   d 1   d 1∂
= + + ξ + + ξ

∂η
 (ง.14ง) 

 
โดยที่ o 1 o 1 2 o 1 o 1 2a ,  a ,  b ,  b ,  b ,  c ,  c ,  d ,  d ,  d  แทนคาคงที่ใด ๆ ขึ้นกับคาการเคลื่อนตัวที่จุดตอ
และคาพิกัดธรรมชาติ η  ที่สอดคลองกับมุม θ  นั้น ๆ เนื่องจากสมการความสัมพันธระหวางคา
ความเครียดกับการเคลื่อนตัวมีคาเปน 
 

 
xx

yy

xy

u
x
v  
y

u v
y x

⎧ ⎫∂
⎪ ⎪

∂⎪ ⎪⎧ ⎫ε
⎪ ⎪∂⎪ ⎪ε =⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪γ⎩ ⎭ ⎪ ⎪∂ ∂

+⎪ ⎪
∂ ∂⎩ ⎭

 (ง.15) 
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จากสมการ (ง.14) และสมการ (ง.8ข) จะไดคาอนุพันธของการเคลื่อนตัวเทียบกับพกิัด x-y ที่
ตําแหนงใด ๆ ตามแนวรัศมีเปน 
 

          u
x
∂
∂

 u u   
x x

∂ ∂ξ ∂ ∂η
= +

∂ξ ∂ ∂η ∂
 

 
( ) ( ) ( )

o o1 1 2
2

2a 4 b2a 4 b 4 b
         
a 1 a a 1 aa 1

η η η
= + − − −

+ ξ + ξ+ ξ
 (ง.16ก) 

 

          u
y
∂
∂

 u u   
y y

∂ ∂ξ ∂ ∂η
= +

∂ξ ∂ ∂η ∂
 

 
( ) ( )

o 1 2
2

4b 4b 4b
     

b 1 bb 1
= + +

+ ξ+ ξ
 (ง.16ข) 

 

          v
x
∂
∂

 v v   
x x

∂ ∂ξ ∂ ∂η
= +

∂ξ ∂ ∂η ∂
 

 
( ) ( ) ( )

o o1 1 2
2

2c 4 d2c 4 d 4 d
         
a 1 a a 1 aa 1

η η η
= + − − −

+ ξ + ξ+ ξ
 (ง.16ค) 

 

          v
y
∂
∂

 v v   
y y

∂ ∂ξ ∂ ∂η
= +

∂ξ ∂ ∂η ∂
 

 
( ) ( )

o 1 2
2

4d 4d 4d
     

b 1 bb 1
= + +

+ ξ+ ξ
 (ง.16ง) 

 
โดยสมการดานบนสามารถเขียนอยูในรูประยะตามแนวรัศมีจากปลายรอยราว r  ที่มุม θ  ใด ๆ ได
โดยแทนความสัมพันธระหวางคาระยะตามแนวรัศมี r  และ ( )1+ ξ  ดังแสดงในสมการ (ง.6ก) ลง
ในสมการ (ง.16) เปน 
 

 o o
1

A bu      A
x rr

′∂
= + +

∂
 (ง.17ก) 

 

 o o
1

B bu      B
y rr

′′∂
= + +

∂
 (ง.17ข) 

 

 o o
1

C dv      C
x rr

′∂
= + +

∂
 (ง.17ค) 

 

 o o
1

D dv      D
y rr

′′∂
= + +

∂
 (ง.17ง) 
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โดยที่ o 1 o o o 1 o 1 o o o 1A ,  A ,  b ,  b ,  B ,  B ,  C ,  C ,  d ,  d ,  D ,  D′ ′′ ′ ′′  แทนคาคงที่ใด ๆ ที่ไมขึ้นกับระยะ
ตามแนวรัศมี r  ดังนั้นจากสมการ (ง.15) และสมการ (ง.17) จะไดคาความเครียดแปรผันกับระยะ
ตามแนวรัศมีจากปลายรอยราวเปน 1 r  และ 1 r  ซ่ึงเปนผลเฉลยของคาความเครียดที่ปลายรอย
ราวสําหรับวัตถุแบบยืดหยุนเชิงเสนและแบบพลาสติกสมบูรณตามลําดับ นอกจากนี้คาคงที่ 

1 1 1 1A ,  B ,  C ,  D  ยังแสดงใหเห็นวาเอลิเมนตชนิดนี้สามารถใชไดกับการวิเคราะหซ่ึงรวมผลของ
คาความเครียดเริ่มตนเนื่องจากอุณหภูมิอีกดวย ในกรณีที่จุดตอที่ปลายรอยราวทั้งสามเคลื่อนที่ไป
พรอมกันดังแสดงในสมการ (ง.13) คาคงที่ ob  และ od  จะมีคาเปนศูนยซ่ึงทําใหคาคงที่ 

o o o ob ,  b ,  d ,  d′ ′′ ′ ′′  มีคาเปนศูนย ดังนั้นคาความเครียดจะแปรผันกับระยะตามแนวรัศมีเปน 1 r  

ซ่ึงใชไดกับการวิเคราะหรอยราวสําหรับวัสดุแบบยืดหยุนเชิงเสนเทานั้น พิจารณาสมการ (ง.17) 

เมื่อ r 0→  เราพบวาพจนที่แปรผันตาม 1 r  จะมีคามากเมื่อเปรียบเทียบกับพจนอ่ืน ๆ ดังนั้นใน
การวิเคราะหรอยราวสําหรับวัสดุแบบอิลาสติก-พลาสติกนั้นเราอาจใชเฉพาะเอลิเมนตส่ีเหล่ียมเกา
จุดตอแบบไอโซพาราเมตริกซ (หรือเอลิเมนตส่ีเหล่ียมแปดจุดตอ) ซ่ึงจุดตอท้ังสามของดานที่ถูกยุบ
มารวมกันที่ปลายรอยราวสามารถเคลื่อนตัวไดเปนอิสระตอกันและจุดตอกลางดานทั้งสองที่อยูติด
กับปลายรอยราวและจุดตอกลางเอลิเมนตยังคงอยูที่ตําแหนงกึ่งกลางเปนเอลิเมนตที่ปลายรอยราวก็
ได โดยคาความเครียดของเอลิเมนตชนิดนี้ยังคงแปรผันกับระยะทางตามแนวรัศมีจากปลายรอยราว
เปน 1 r  Li et al. [9] และ Banthia [35] เนื่องจากจุดตอท่ีตําแหนงกึ่งกลางดานและกึ่งกลางเอลิ
เมนตไมไดถูกเลื่อนมาที่ตําแหนงหนึ่งในส่ีของดานเชนเดียวกับเอลิเมนตที่ใชในบริเวณอื่นของ
ปญหา ดังนั้นเอลิเมนตรอบปลายรอยราวชนิดนี้จึงใชงานไดสะดวกกวาเพราะไมจําเปนตองเล่ือน
ตําแหนงจุดตอมาที่ตําแหนงหนึ่งในสี่ 
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ภาคผนวก จ 
 

รายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR 
 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอร JFACTOR ที่ไดประดิษฐขึ้นมีรายละเอียดดังตอไปนี ้
 
C******************************************************************************* 
C     A NON-LINEAR ELASTIC FINITE ELEMENT CRACK ANALYSIS PROGRAM               * 
C     FOR TWO-DIMENSIONAL PLANE PROBLEMS AND AXISYMMETRIC CASE                 * 
C******************************************************************************* 
C     This program computes a parameter, J-integral for Ramberg-Osgood         * 
C     material behavior including thermal strains, crack face tractions        * 
C     and body forces. The solver used is a full-matrix Crout factorisation    * 
C     in which a system matrix is seperated into L, U, and transversed L       * 
C     matrices. This program must be compiled on Microsoft Developer Studio    * 
C     only.                                                                    * 
C                                                      Kobsak Potjananapasiri  * 
C                                                      Date:29/AUGUST/2005     * 
C                                                                              * 
C******************************************************************************* 
C     The values declared in the parameter statement below should be assigned  * 
C     according to the size of the problem.                                    * 
C******************************************************************************* 
C       MXPOI    = maximum number of nodes in your model.                      * 
C       MXELE    = maximum number of elements.                                 * 
C       MXDOM    = maximum number of J-integrated domains.                     * 
C       MXEDOM   = maximum number of elements in the last integrated domain.   * 
C       MXCTE    = maximum number of crack tip elements.                       * 
C       MXCFNODE = maximum number of crack face nodes on the largest integrated* 
C                  domain(odd number only).                                    * 
C       MXNAME   = maximum number of input file names used in this model.      * 
C       MXMAT    = maximum number of materials used in this model.             * 
C       MXSTATE  = maximum number of analysis states.                          * 
C       MXFIG    = maximum significant numbers of analysis state increment for * 
C                  file names.                                                 * 
C       SCALE    = scaling factor for output results.                          * 
C       SCALEmap = scaling factor for mapping results.                         * 
C******************************************************************************* 
 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      PARAMETER (PI = 3.1415926535897932384626433832795_8) 
      PARAMETER (SCALE=1._8,SCALEmap=1._8) 
      PARAMETER (MXPOI=3500,MXELE=1650,MXEDOM=1200,MXDOM=6) 
      PARAMETER (MXSTATE=30,MXCTE=50,MXCFNODE=201,MXNAME=40) 
      PARAMETER (MXMAT=5,MXFIG=6) 
C 
      DIMENSION ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2) 
      DIMENSION QFI(MXPOI*2),QEX(MXPOI*2) 
      DIMENSION PIVOT(MXPOI*2),GM(MXPOI*2) 
      DIMENSION FIMECH(MXPOI*2),FITHER(MXPOI*2) 
      DIMENSION FIBODY(MXPOI*2),FISURF(MXPOI*2) 
      DIMENSION DFITHER(MXPOI*2),DFIBODY(MXPOI*2) 
      DIMENSION QFINC(MXPOI*2),QINC(MXPOI*2) 
      DIMENSION BDfF(MXPOI*2),TEMPF(MXPOI) 
      DIMENSION BDf(MXPOI*2,MXSTATE),TEMP(MXPOI,MXSTATE) 
      DIMENSION ForcFAC(MXSTATE),DispFAC(MXSTATE) 
      DIMENSION TempFAC(MXSTATE),BodyFAC(MXSTATE) 
      DIMENSION ForcFACp(MXSTATE),DispFACp(MXSTATE) 
      DIMENSION TempFACp(MXSTATE),BodyFACp(MXSTATE) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7),PROPp(MXMAT,7) 
      DIMENSION CTQFI(4),CTQEX(4),FDQFI(4),FDQEX(4) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),COORDp(MXPOI,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),PTp(MXPOI*2) 
      DIMENSION SXX(MXPOI),SXXp(MXPOI) 
      DIMENSION SXY(MXPOI),SXYp(MXPOI) 
      DIMENSION SYY(MXPOI),SYYp(MXPOI) 
      DIMENSION SVM(MXPOI),SVMp(MXPOI) 
      DIMENSION RTHETA(MXCTE*2+1),RTHETAp(MXCTE*2+1) 
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      DIMENSION AJdom(MXDOM),AJface(MXDOM),AJint(MXDOM) 
      DIMENSION ErrJ(MXDOM),ErrAVJ(MXDOM) 
C 
      INTEGER IBC(MXPOI*2) 
      INTEGER IFACEN(2,MXCFNODE,MXDOM),NFACEN(2,MXDOM)  
      INTEGER IFACEE(2,(MXCFNODE-1)/2,MXDOM) 
      INTEGER NEIND(MXDOM),IEIND(MXEDOM,MXDOM) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),INTMAT9p(MXELE,9),INTMAT(MXELE,6) 
      INTEGER IETIP(MXELE),IETIPp(MXELE),IEMAT(MXELE) 
      INTEGER ICTEBN(MXCTE*2+1),ICTEBNp(MXCTE*2+1) 
      INTEGER ICTN(MXCTE*2+1),ICTNp(MXCTE*2+1) 
      INTEGER IOCTE(MXCTE),IOCTEp(MXCTE)  
C 
      CHARACTER(30) NAME(MXNAME) 
      CHARACTER(MXFIG) INCstr,LINCstr,INCRESstr 
 
C     Input file name index. 
      INAME  = 1  !First input file name. 
C     Adaptive number index. 
      IADAPT = 0  !Mesh in this input file is not the adaptive remeshing one. 
C=============================================================================== 
C     Print the title and description of the program on screen. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,15) 
   15 FORMAT(' =======================================================', 
     *       '===',/,' A NON-LINEAR ELASTIC FINITE ELEMENT CRACK ', 
     *       'ANALYSIS PROGRAM',/,' FOR TWO-DIMENSIONAL PLANE PROBLEMS', 
     *       ' AND AXISYMMETRIC CASE',/,' ============================', 
     *       '==============================',/,1X,'This program ', 
     *       'computes the parameter J-integral for',/,1X, 
     *       'Ramberg-Osgood material behavior including thermal',/,1X, 
     *       'strains, crack face tractions and body forces.',2/,37X, 
     *       'Kobsak Potjananapasiri',/,' ============================', 
     *       '==============================')  
C=============================================================================== 
C     Read input data from the first input file. 
C=============================================================================== 
      CALL INPUT(CANGLE,MXNAME,MXPOI,MXELE,MXDOM,MXEDOM,MXCTE, 
     *           MXCFNODE,NAME,INAME,IPLANE,NODEK1old,NPOIN, 
     *           COORD,NELEM,INTMAT9,IBC,QFI,NDOM,ROR,NEIND, 
     *           IEIND,IFACEN,IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,IETIP, 
     *           PROP,TEMPF,BDfF,NODEK1new,ICTEBN,ICTN,NCTN, 
     *           RTHETA,IOCTE,NCTELE,ICFLOAD,NSTATE,MXSTATE, 
     *           ForcFAC,DispFAC,TempFAC,BodyFAC,ICTETRAN, 
     *           INTMAT,NPOINold,CTQFI,FDQFI,INOADAPT,XSHIFT, 
     *           ITERTY,BETOK,IDOMTY,IREDSEL,THETA0,IEMAT, 
     *           MXMAT,NMAT,IRTemp,IRBody) 
C     Number of degrees of freedom. 
      NDF = 2 
C     Number of equations after crack tip element transformation. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     In case of axisymmetric problem, then edit new X coordinates.  
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      DO 220 IP = 1, NPOIN 
      COORD(IP,1) = COORD(IP,1) - XSHIFT     
  220 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Resume analysis if required. 
C=============================================================================== 
      IRESUME = 0 
      INCstart = 1 
      CALL GETSTRING(NSTATE-1,LINCstr,MXFIG) 
      L1 = LEN_TRIM(NAME(INAME)) 
      L4 = LEN_TRIM(LINCstr) 
      OPEN(UNIT=18, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_'//LINCstr(1:L4)//'.res', 
     *     ERR=3005, STATUS='OLD') 
      CLOSE(UNIT=18 ,STATUS='KEEP') 
      GOTO 3300 
 3005 WRITE(*,3010) 
 3010 FORMAT(/,' THE PROGRAM HAS DETECTED THAT ALL THE ANALYZES USING' 
     *        ,' THIS',/,' INPUT FILE HAS NOT COMPLETED YET',/, 
     *       /,' WHAT DO YOU WANT TO DO NEXT ?', 
     *       /,' 1 = RESUME ANALYSIS FROM THE PREVIOUS INCREMENT', 
     *       /,' 0 = START NEW ANALYSIS FROM THE 1ST INCREMENT') 
      READ(*,*,ERR=3005) IRESUME 
      IF(IRESUME.EQ.1) THEN 
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 3030 WRITE(*,3020) 
 3020 FORMAT(/,' PLEASE ENTER THE INCREMENT NUMBER OF THE PREVIOUS', 
     *         ' ANALYSIS:') 
      READ(*,*,ERR=3030) INCRES 
      INCstart = INCRES + 1 
      CALL GETSTRING(INCRES,INCRESstr,MXFIG) 
      L5 = LEN_TRIM(INCRESstr) 
      OPEN(UNIT=19, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_'//INCRESstr(1:L5)//'.res' 
     *            , ERR=3030, STATUS='OLD') 
      ENDIF 
C     Store iterative solution type for use again after solution mapping.  
 3300 ITERTYp = ITERTY  
C     Set total nodal displacement and out of balance force vector according to 
C     analysis state. 
      IF(IRESUME.NE.1) THEN 
      DO 250 IEQ = 1, NEQ 
      PT(IEQ) = 0._8        
      GM(IEQ) = 0._8    
  250 CONTINUE 
      ELSE 
      DO 255 IEQ = 1, NEQ 
      READ(19,*) I, PT(I), GM(I)  
      IF(I.NE.IEQ) WRITE(*,265) IEQ 
  265 FORMAT(/,' EQUATION NO. ',I5,' IN RESUMED FILE IS MISSING') 
      IF(I.NE.IEQ) GOTO 3030 
  255 CONTINUE 
      CLOSE(UNIT=19 ,STATUS='KEEP') 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Begin loop through all increments. 
C=============================================================================== 
      DO 1000 INC = INCstart, NSTATE-1 
C     Print increment number that is being solved. 
      WRITE(*,270) INC, IADAPT 
  270 FORMAT(/,' INCREMENT NUMBER =',I3, 
     *       /,' ADAPTIVE  NUMBER =',I3) 
C     Print input file name that is being solved. 
      L1 = LEN_TRIM(NAME(INAME)) 
      WRITE(*,*)  
      WRITE(*,*)'INPUT FILE  = [',NAME(INAME)(1:L1),'.dat]'       
C     Print number of nodes, elements and equations being solved. 
      WRITE(*,261) NPOIN, NELEM, NEQ 
  261 FORMAT(  ' THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF', 
     *       /,' NUMBER OF NODES          =',I5, 
     *       /,' NUMBER OF ELEMENTS       =',I5, 
     *       /,' NUMBER OF EQUATIONS      =',I5) 
C     Set total and incremental load and displacement vectors ,and set body  
C     force vector at present and next analysis state.   
      DO 280 IEQ = 1, NEQ 
      IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN   !Nodal force is known. 
      QEX(IEQ)  = QFI(IEQ)*ForcFAC(INC+1) 
      QINC(IEQ) = QFI(IEQ)*(ForcFAC(INC+1)-ForcFAC(INC)) + GM(IEQ)  
      ELSE                     !Nodal displacement is known. 
      QEX(IEQ)  = QFI(IEQ)*DispFAC(INC+1) 
      QINC(IEQ) = QFI(IEQ)*(DispFAC(INC+1)-DispFAC(INC)) + GM(IEQ)  
      ENDIF 
      BDf(IEQ,INC)   = BDfF(IEQ)*BodyFAC(INC)  
      BDf(IEQ,INC+1) = BDfF(IEQ)*BodyFAC(INC+1)  
  280 CONTINUE 
C     Set total temperature vector at present and next analysis state.   
      DO 285 IN = 1, NPOIN 
      TEMP(IN,INC)   = TEMPF(IN)*TempFAC(INC) 
      TEMP(IN,INC+1) = TEMPF(IN)*TempFAC(INC+1) 
  285 CONTINUE 
C     Set contributions of total nodal forces for transforming nodal crack face 
C     forces to nodal crack face tractions. 
      IF(ICFLOAD.EQ.1) THEN 
       DO 286 ICFACE = 1, NFACE 
        IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
        CTQEX(2*IFACE-1) = CTQFI(2*IFACE-1)*ForcFAC(INC+1) 
        CTQEX(2*IFACE)   = CTQFI(2*IFACE)*ForcFAC(INC+1) 
        FDQEX(2*IFACE-1) = FDQFI(2*IFACE-1)*ForcFAC(INC+1) 
        FDQEX(2*IFACE)   = FDQFI(2*IFACE)*ForcFAC(INC+1) 
  286  CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute system tangent stiffness matrix, incremental thermal and body 
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C     force vectors (in the incremental part). 
C     IMOD = 1, compute all load vectors. 
C          = 2, compute tangent stiffness matrix and incremental load vectors.  
C          = 3, compute both load vectors and tangent stiffness matrix. 
C=============================================================================== 
      IMOD = 2       !Incremental part. 
      WRITE(*,290) 
  290 FORMAT(/,' *** ESTABLISHING ELEMENT TANGENT', 
     *         ' STIFFNESS MATRICES AND', 
     *       /,'     ASSEMBLING THEM FOR SYSTEM', 
     *         ' TANGENT STIFFNESS MATRIX')  
      CALL LST(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *         NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,BDf, 
     *         STSM,DFITHER,DFIBODY,FIMECH,FITHER,FIBODY, 
     *         PROP,IREDSEL,IEMAT,MXMAT,IRTemp,IRBody) 
C     Sum all incremental load vectors. 
      DO 300 IEQ = 1, NEQ 
       IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN 
        QFINC(IEQ) = QINC(IEQ) + DFITHER(IEQ) + DFIBODY(IEQ) 
       ELSE 
        QFINC(IEQ) = QINC(IEQ) 
       ENDIF  
  300 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Apply boundary conditions. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,310) 
  310 FORMAT(' *** APPLYING BOUNDARY CONDITIONS') 
      CALL APPLYBC(NEQ,IBC,STSM,QFINC,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     Change the system tangent stiffness matrix to multiplication of L, U and  
C     transveresed L matrices. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,320) 
  320 FORMAT(' *** APPLYING CROUT FACTORISATION') 
      CALL CROUT(STSM,PIVOT,NEQ,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     Solve a set of simultaneous equations. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,330) 
  330 FORMAT(' *** SOLVING A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS') 
      CALL SOLVE(NEQ,STSM,PIVOT,QFINC,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     Obtain new total displacement predictors. 
C=============================================================================== 
      DO 340 IEQ = 1, NEQ 
       IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN 
        PT(IEQ) = PT(IEQ) + QFINC(IEQ) 
       ELSE 
        PT(IEQ) = QEX(IEQ) 
       ENDIF 
  340 CONTINUE 
C     Change iterative solution type back after solution mapping.  
      ITERTY = ITERTYp 
      IREMESH = 0 
 9000 CONTINUE    !This 9000 CONTINUE line is from mapping solution scheme. 
C=============================================================================== 
C     Iterates solutions to equilibrium. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,331) 
  331 FORMAT(' *** ITERATING SOLUTIONS TO EQUILIBRIUM') 
      CALL ITER(PT,BETOK,QEX,IBC,STSM,ITERTY,GM,NPOIN,MXPOI, 
     *          MXELE,COORD,INTMAT9,PIVOT,NDF,NELEM,IETIP, 
     *          TEMP,MXSTATE,INC,IPLANE,PI,BDf,PROP,FISURF, 
     *          BET,ICFLOAD,IREDSEL,IREMESH,BAS,IEMAT,MXMAT, 
     *          IRTemp,IRBody) 
C=============================================================================== 
C     Compute nodal stresses. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,332) 
  332 FORMAT(/,' *** COMPUTING NODAL STRESSES') 
      CALL GAUSSNODE(IPLANE,NDF,NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,NELEM, 
     *               MXELE,IETIP,INTMAT9,COORD,PT,TEMP,SXX,SYY, 
     *               SXY,SVM,PROP,MXCTE,ICTN,NCTN,SIGXXMAX, 
     *               SIGYYMAX,SIGXYMAX,SIGVMMAX,IREDSEL,IEMAT, 
     *               MXMAT) 
C=============================================================================== 
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C     Compute J-integral from domain integral method. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,333) 
  333 FORMAT(' *** COMPUTING J-INTEGRAL') 
      CALL CJINT(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *           MXCFNODE,IFACEN,IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE, 
     *           NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *           COORD,PT,TEMP,BDf,NODEK1new,CANGLE,ROR,PI, 
     *           PROP,AJdom,AJface,AJint,FISURF,CTQEX,FDQEX, 
     *           ICFLOAD,IDOMTY,IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     Print output results for showing in Tecplot. 
C=============================================================================== 
      CALL GETSTRING(INC,INCstr,MXFIG) 
      L1 = LEN_TRIM(NAME(INAME)) 
      L3 = LEN_TRIM(INCstr) 
C     Open Tecplot's output file. 
      OPEN(UNIT=16, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_'//INCstr(1:L3)//'.plt', 
     *     STATUS='REPLACE') 
C     Write deformed model and nodal stresses. 
      WRITE(16,5190) 
 5190 FORMAT('VARIABLES = "X-CO","Y-CO","SXX","SYY","SXY","SVM"') 
      WRITE(16,5200) NPOIN, NELEM  
 5200 FORMAT('ZONE N=',I6,', E=',I6,', F=FEPOINT, ET=QUADRILATERAL') 
      DO 5210 IP = 1, NPOIN 
      Xnew = COORD(IP,1) + SCALE*PT(2*IP-1)  
      Ynew = COORD(IP,2) + SCALE*PT(2*IP) 
      IF(IPLANE.EQ.3) Xnew = Xnew + XSHIFT 
      WRITE(16,5220)  Xnew,Ynew,SXX(IP),SYY(IP),SXY(IP),SVM(IP)  
 5220 FORMAT(6E16.8)     
 5210 CONTINUE 
C     Write nodal connectivities for each element type. 
      DO 5230 IE = 1, NELEM 
      IF(IETIP(IE).EQ.1)THEN 
      WRITE(16,5240) (INTMAT9(IE,J),J=1,4) 
      ELSE 
      WRITE(16,5240) (INTMAT9(IE,J),J=1,3), INTMAT9(IE,3) 
      ENDIF 
 5240 FORMAT(4I6)     
 5230 CONTINUE 
C     Close this output file. 
      CLOSE(UNIT=16 ,STATUS='KEEP') 
C=============================================================================== 
C     Print resuming file. 
C=============================================================================== 
      OPEN(UNIT=20, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_'//INCstr(1:L3)//'.res', 
     *     STATUS='REPLACE') 
      DO 3500 IEQ = 1, NEQ 
      WRITE(20,*) IEQ, PT(IEQ), GM(IEQ) 
 3500 CONTINUE 
      CLOSE(UNIT=20 ,STATUS='KEEP') 
C=============================================================================== 
C     Print results on output file for adaptive remeshing in FEMESH v2.1.152 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,*) 
      WRITE(*,*)'OUTPUT FILE = [', 
     *           NAME(INAME)(1:L1)//'_'//INCstr(1:L3)//'.out',']'       
C     Open output file. 
      OPEN(UNIT=8, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_'//INCstr(1:L3)//'.out', 
     *     STATUS='REPLACE') 
C     Write titles of each result. 
      WRITE(8,4092)   
 4092 FORMAT(2X,'NODE',15X,'U',15X,'V',13X,'Sxx',13X,'Syy' 
     *                ,13X,'Sxy',13X,'Svm',15X,'H') 
C     Transform new crack tip nodal quantities to the old one for showing and  
C     refining in 6-node element mesh of FEMESH v2.1. 
      DO 4000 IP = 1, NPOINold 
      IF(ICTETRAN.EQ.1 .AND. IP.EQ.NODEK1old) THEN 
      WRITE(8,4100) IP,PT(NODEK1new*2-1),PT(NODEK1new*2), 
     *              SIGXXMAX,SIGYYMAX,SIGXYMAX,SIGVMMAX,0._8 
      ELSE 
      WRITE(8,4100) IP,PT(IP*2-1),PT(IP*2),SXX(IP),SYY(IP),SXY(IP), 
     *              SVM(IP),0._8 
      ENDIF 
 4100 FORMAT(I6,7E16.8)     
 4000 CONTINUE 
C     Compute average J-integral. 
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      AvgJ = 0._8 
      DO 4120 IDOM = 1, NDOM 
      AvgJ = AvgJ + AJint(IDOM) 
 4120 CONTINUE 
      AvgJ = AvgJ/NDOM 
C     Compute relative error between two adjacent domains. 
      ErrJ(1) = 0._8 
      DO 4140 IDOM = 2, NDOM 
      ErrJ(IDOM) = DABS((AJint(IDOM)-AJint(IDOM-1))/AJint(IDOM)*100._8) 
 4140 CONTINUE 
C     Compute relative errors compared with average J-integral. 
      DO 4145 IDOM = 1, NDOM 
      ErrAVJ(IDOM) = DABS((AJint(IDOM)-AvgJ)/AvgJ*100._8) 
 4145 CONTINUE 
C     Write increment number and adaptive remeshing number. 
      WRITE(8,4090) INC, IADAPT   
 4090 FORMAT(/,' INCREMENT NUMBER   =',I3,3X,'ADAPTIVE NUMBER   =',I3)     
C     Print convergence factor and the title of J-integral result. 
      WRITE(8,*) 'CONVERGENCE FACTOR =',BET 
      WRITE(*,4110) 
      WRITE(8,4110) 
 4110 FORMAT(/,1X,'[DOMAIN]',3X,'[J-INTEGRAL]', 
     *         3X,'[ER. from pDOM]',3X,'[ER. from AVG]') 
C     Print J-integral and relative error on each integrated domain. 
      DO 4500 IDOM = 1, NDOM   
      WRITE(*,4130) IDOM, AJint(IDOM), ErrJ(IDOM), ErrAVJ(IDOM)  
      WRITE(8,4130) IDOM, AJint(IDOM), ErrJ(IDOM), ErrAVJ(IDOM) 
 4130 FORMAT(2X,I3,3X,E16.8,2(1X,E16.8)) 
 4500 CONTINUE 
C     Print average J-integral. 
      WRITE(*,4150) AvgJ 
      WRITE(8,4150) AvgJ 
 4150 FORMAT(1X,'[AVERAGE J-INTEGRAL]   =',E16.8) 
C     Close output file. 
      CLOSE(UNIT=8, STATUS='KEEP') 
C=============================================================================== 
C     Print average J-integral results 
C=============================================================================== 
      OPEN(UNIT=17, FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'.Jint', STATUS='REPLACE') 
      WRITE(17,4091) INC, IADAPT   
 4091 FORMAT(/,' INCREMENT NUMBER   =',I3,3X,'ADAPTIVE NUMBER   =',I3)     
      WRITE(17,4151) AvgJ 
 4151 FORMAT(1X,'[AVERAGE J-INTEGRAL]   =',E16.8) 
C=============================================================================== 
C     Map displacement solutions from previous mesh to the new refined one. 
C=============================================================================== 
      IF(INOADAPT.NE.1) THEN !Your model needs to be refined at some increments. 
   10  WRITE(*,334) 
  334  FORMAT(/,' DO YOU WANT TO READ NEW REFINED MESH INPUT FILE', 
     *          ' FOR THIS INCREMENT ?', 
     *        /,' 1 = YES', 
     *        /,' 0 = NO') 
       READ(*,*,ERR=10) IREMESH 
       IF(IREMESH.EQ.1) THEN 
        IADAPT = IADAPT + 1 
C=============================================================================== 
C       Store old mesh input and output necessary variables for mapping labeled  
C       after as 'p' which means 'from previous mesh'. 
C=============================================================================== 
        IPLANEp = IPLANE 
        CANGLEp = CANGLE        
        ICTETRANp = ICTETRAN 
        ICFLOADp  = ICFLOAD 
        NFACEp  = NFACE 
        XSHIFTp = XSHIFT 
        NPOINp  = NPOIN 
        NELEMp  = NELEM 
        NCTNp   = NCTN 
        NCTELEp = NCTELE 
        NMATp   = NMAT 
        NSTATEp = NSTATE 
        THETA0p = THETA0 
        NODEK1oldP = NODEK1old 
        NODEK1newP = NODEK1new 
C       Store crack tip element index and nodal connectivites. 
        DO 1010 IE = 1, NELEM 
         IETIPp(IE) = IETIP(IE) 
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        DO 1010 IN = 1, 9 
         INTMAT9p(IE,IN) = INTMAT9(IE,IN)   
 1010   CONTINUE 
C       Store nodal stresses, coordinates and displacements. 
        DO 1020 IP = 1, NPOIN 
         SXXp(IP) = SXX(IP) 
         SXYp(IP) = SXY(IP) 
         SYYp(IP) = SYY(IP) 
         SVMp(IP) = SVM(IP) 
         PTp(2*IP-1) = PT(2*IP-1) 
         PTp(2*IP)   = PT(2*IP) 
         COORDp(IP,1) = COORD(IP,1) 
         COORDp(IP,2) = COORD(IP,2) 
 1020   CONTINUE 
C       Store all crack tip element ordered in C.W. direction. 
        DO 1025 I  = 1, NCTELE 
         IOCTEp(I) = IOCTE(I)    
 1025   CONTINUE 
C       Store all crack tip nodes, crack tip element boundary nodes 
C       and their relative angles w.r.t. the 1st one. 
        DO 1030 I = 1, NCTN 
         ICTNp(I)   = ICTN(I)    
         ICTEBNp(I) = ICTEBN(I)  
         RTHETAp(I) = RTHETA(I) 
 1030   CONTINUE 
C       Store all material properties. 
        NPROP = 7 
        IF(IPLANE.EQ.3) NPROP = 6  
        DO 1031 IMAT  = 1, NMAT 
        DO 1031 IPROP = 1, NPROP 
        PROPp(IMAT,IPROP) = PROP(IMAT,IPROP) 
 1031   CONTINUE 
C       Store factors at each analysis state. 
        DO 1032  ISTATE  = 1, NSTATE 
        ForcFACp(ISTATE) = ForcFAC(ISTATE) 
        DispFACp(ISTATE) = DispFAC(ISTATE) 
        TempFACp(ISTATE) = TempFAC(ISTATE) 
        BodyFACp(ISTATE) = BodyFAC(ISTATE) 
 1032   CONTINUE 
C       Store new crack tip boundary conditions. 
        IBCCTXp = IBC(2*NODEK1new-1) 
        IBCCTYp = IBC(2*NODEK1new) 
C=============================================================================== 
C       Read new refined mesh input file. 
C=============================================================================== 
        CALL INPUT(CANGLE,MXNAME,MXPOI,MXELE,MXDOM,MXEDOM,MXCTE, 
     *             MXCFNODE,NAME,INAME+1,IPLANE,NODEK1old,NPOIN, 
     *             COORD,NELEM,INTMAT9,IBC,QFI,NDOM,ROR,NEIND, 
     *             IEIND,IFACEN,IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,IETIP, 
     *             PROP,TEMPF,BDfF,NODEK1new,ICTEBN,ICTN,NCTN, 
     *             RTHETA,IOCTE,NCTELE,ICFLOAD,NSTATE,MXSTATE, 
     *             ForcFAC,DispFAC,TempFAC,BodyFAC,ICTETRAN, 
     *             INTMAT,NPOINold,CTQFI,FDQFI,INOADAPT,XSHIFT, 
     *             ITERTY,BETOK,IDOMTY,IREDSEL,THETA0,IEMAT, 
     *             MXMAT,NMAT,IRTemp,IRBody) 
C       Set new number of equations for new refined mesh input data. 
        NEQ = NPOIN*NDF 
C       In case of axisymmetric problem, then edit new X coordinates.  
        IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
         DO 372 IP = 1, NPOIN 
          COORD(IP,1) = COORD(IP,1) - XSHIFT     
  372    CONTINUE 
        ENDIF 
C=============================================================================== 
C       Check consistency between two input files. 
C=============================================================================== 
C       Check problem case. 
        IF(IPLANEp.NE.IPLANE) THEN 
        WRITE(*,370)         
  370   FORMAT(/,' PROBLEM CASE OF THE NEW INPUT FILE' 
     *          ,' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS ONE') 
        ENDIF 
C       Check axis of rotation. 
        IF(IPLANEp.EQ.3 .AND. XSHIFTp.NE.XSHIFT) THEN 
        WRITE(*,371)         
  371   FORMAT(/,' AXIS OF ROTATION OF BOTH INPUT FILES' 
     *          ,' DO NOT PASS THE SAME POINT') 
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        ENDIF 
C       Check crack angle. 
        IF(CANGLEp.NE.CANGLE) THEN 
        WRITE(*,375)         
  375   FORMAT(/,' CRACK ANGLE OF THE NEW INPUT FILE' 
     *          ,' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS ONE') 
        ENDIF 
C       Check crack tip element type. 
        IF(ICTETRANp.NE.ICTETRAN) THEN 
        WRITE(*,380)         
  380   FORMAT(/,' THE CRACK TIP ELEMENT TYPE OF BOTH INPUT FILES' 
     *          ,' ARE NOT EQUAL') 
        ENDIF 
C       Check crack face traction. 
        IF(ICFLOADp.NE.ICFLOAD) THEN 
        WRITE(*,385)         
  385   FORMAT(/,' THE CRACK FACE TRACTION OF BOTH INPUT FILES' 
     *          ,' ARE NOT CONSISTENCY') 
        ENDIF 
C       Check number of crack faces. 
        IF(NFACEp.NE.NFACE) THEN 
        WRITE(*,390)         
  390   FORMAT(/,' NUMBER OF CRACK FACES OF BOTH INPUT FILES' 
     *          ,' ARE NOT EQUAL') 
        ENDIF 
C       Check material properties. 
        IF(NMAT.NE.NMATp) WRITE(*,353) NMATp, NMAT  
  353   FORMAT(/,' NUMBER OF MATERIALS IN PREVIOUS INPUT FILE =',I3, 
     *         /,' NUMBER OF MATERIALS IN THIS NEW MESH FILE  =',I3, 
     *         /,' PLEASE MAKE THEM EQUAL') 
C       Check material properties. 
        NPROP = 7 
        IF(IPLANE.EQ.3) NPROP = 6  
        DO 354 IMAT  = 1, NMAT 
        DO 354 IPROP = 1, NPROP 
        IF(PROP(IMAT,IPROP).NE.PROPp(IMAT,IPROP)) THEN 
        WRITE(*,356) IPROP, IMAT         
  356   FORMAT(/,' PROPERTY NUMBER',I3,' OF MATERIAL NUMBER',I3, 
     *           ' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS INPUT FILE') 
        ENDIF 
  354   CONTINUE 
C       Check number of analysis states. 
        IF(NSTATE.NE.NSTATEp) WRITE(*,357) NSTATEp, NSTATE  
  357   FORMAT(/,' NUMBER OF ANALYSIS STATES IN PREVIOUS INPUT FILE =' 
     *          ,I3, 
     *         /,' NUMBER OF ANALYSIS STATES IN THIS NEW MESH FILE  =' 
     *          ,I3, 
     *         /,' PLEASE MAKE THEM EQUAL') 
C       Check factors at each analysis state. 
        DO 358 ISTATE = 1, NSTATE 
        IF(ForcFAC(ISTATE).NE.ForcFACp(ISTATE)) WRITE(*,359) ISTATE 
        IF(DispFAC(ISTATE).NE.DispFACp(ISTATE)) WRITE(*,361) ISTATE 
        IF(TempFAC(ISTATE).NE.TempFACp(ISTATE)) WRITE(*,362) ISTATE 
        IF(BodyFAC(ISTATE).NE.BodyFACp(ISTATE)) WRITE(*,363) ISTATE 
  359   FORMAT(/,' LOAD FACTOR AT ANALYSIS STATE NUMBER',I3, 
     *           ' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS INPUT FILE') 
  361   FORMAT(/,' DISPLACEMENT FACTOR AT ANALYSIS STATE NUMBER',I3, 
     *           ' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS INPUT FILE') 
  362   FORMAT(/,' TEMPERATURE FACTOR AT ANALYSIS STATE NUMBER',I3, 
     *           ' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS INPUT FILE') 
  363   FORMAT(/,' BODY FORCE FACTOR AT ANALYSIS STATE NUMBER',I3, 
     *           ' IS NOT EQUAL WITH THAT OF THE PREVIOUS INPUT FILE') 
  358   CONTINUE 
C       Check crack tip coordinates and B.C.s. 
        IF(COORD(NODEK1new,1).NE.COORDp(NODEK1newP,1) .OR.  
     *          COORD(NODEK1new,2).NE.COORDp(NODEK1newP,2)) WRITE(*,364) 
  364   FORMAT(/,' CRACK TIP COORDINATES OF TWO MODELS MUST BE EQUAL') 
        IF(IBC(2*NODEK1new-1).NE.IBCCTXp 
     *     .OR. IBC(2*NODEK1new).NE.IBCCTYp) WRITE(*,365) 
  365   FORMAT(/,' CRACK TIP B.C.s OF TWO MODELS MUST BE EQUAL') 
C=============================================================================== 
C       Print increment number that is being solved. 
C=============================================================================== 
        WRITE(*,351) INC, IADAPT 
  351   FORMAT(/,' INCREMENT NUMBER =',I3, 
     *         /,' ADAPTIVE  NUMBER =',I3) 
C       Print file name that is being solved. 
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        L2 = LEN_TRIM(NAME(INAME+1)) 
        WRITE(*,*)  
        WRITE(*,*)'INPUT FILE  = [',NAME(INAME+1)(1:L2),'.dat]'       
C       Print number of nodes and elements being solved on screen. 
        WRITE(*,352) NPOIN, NELEM, NEQ 
  352   FORMAT(  ' THE FINITE ELEMENT MODEL CONSISTS OF', 
     *         /,' NUMBER OF NODES          =',I5, 
     *         /,' NUMBER OF ELEMENTS       =',I5, 
     *         /,' NUMBER OF EQUATIONS      =',I5) 
C=============================================================================== 
C       Set total load and displacement vector ,and set body and temperature  
C       force vector at present and next state for this new input file.   
C=============================================================================== 
        DO 1040 IEQ = 1, NEQ 
        IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN !Nodal force is known. 
        QEX(IEQ) = ForcFAC(INC+1)*QFI(IEQ) 
        ELSE                   !Nodal displacement is known. 
        QEX(IEQ) = DispFAC(INC+1)*QFI(IEQ) 
        ENDIF 
        BDf(IEQ,INC)   = BodyFAC(INC)*BDfF(IEQ)  
        BDf(IEQ,INC+1) = BodyFAC(INC+1)*BDfF(IEQ)  
 1040   CONTINUE 
        DO 1045 IN = 1, NPOIN  
        TEMP(IN,INC)   = TempFAC(INC)*TEMPF(IN) 
        TEMP(IN,INC+1) = TempFAC(INC+1)*TEMPF(IN) 
 1045   CONTINUE 
C       Set contributions of total nodal forces for transforming nodal crack 
C       face forces to nodal crack face tractions. 
        IF(ICFLOAD.EQ.1) THEN 
         DO 1050 ICFACE = 1, NFACE 
          IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
          CTQEX(2*IFACE-1) = CTQFI(2*IFACE-1)*ForcFAC(INC+1) 
          CTQEX(2*IFACE)   = CTQFI(2*IFACE)*ForcFAC(INC+1) 
          FDQEX(2*IFACE-1) = FDQFI(2*IFACE-1)*ForcFAC(INC+1) 
          FDQEX(2*IFACE)   = FDQFI(2*IFACE)*ForcFAC(INC+1) 
 1050    CONTINUE 
        ENDIF 
C       Compute tangent stiffness matrix for this new model 
        ITERTY = 1 
C=============================================================================== 
C       Map all nodal displacements from the old mesh into the new refined one. 
C=============================================================================== 
        CALL MAPPING(MXPOI,MXELE,MXCTE,NDF,IBC,QEX,NPOIN,NELEMp, 
     *               PT,PTp,COORD,COORDp,INTMAT9p,IETIPp,ICTN, 
     *               ICTNp,NCTN,RTHETA,RTHETAp,SXX,SXXp,SXY,SXYp, 
     *               SYY,SYYp,SVM,SVMp,IOCTEp,NCTELEp,ICTETRAN, 
     *               THETA0p,ICTEBNp) 
C=============================================================================== 
C       Print results after mapping for showing in Tecplot.  
C=============================================================================== 
        WRITE(*,*) NAME(INAME) 
        L1 = LEN_TRIM(NAME(INAME)) 
        WRITE(*,*) NAME(INAME+1) 
        L2 = LEN_TRIM(NAME(INAME+1)) 
        WRITE(*,*) 
        WRITE(*,*)'MAPPING FILE = [', 
     *             NAME(INAME)(1:L1)//'_to_'//NAME(INAME+1)(1:L2), 
     *            '.plt]' 
C       Open Tecplot's mapping file. 
        OPEN(UNIT=17,  
     *       FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'_to_'//NAME(INAME+1)(1:L2)// 
     *       '.plt',STATUS='REPLACE') 
C       Write deformed model and nodal stresses after mapping. 
        WRITE(17,5190) 
        WRITE(17,5200)  NPOIN, NELEM  
        DO 6210 IP = 1, NPOIN 
        Xnew = COORD(IP,1) + SCALEmap*PT(2*IP-1)  
        Ynew = COORD(IP,2) + SCALEmap*PT(2*IP) 
        IF(IPLANE.EQ.3) Xnew = Xnew + XSHIFT   
        WRITE(17,5220)  Xnew,Ynew,SXX(IP),SYY(IP),SXY(IP),SVM(IP)  
 6210   CONTINUE 
C       Write nodal connectivities according to element type. 
        DO 6230 IE = 1, NELEM 
        IF(IETIP(IE).EQ.1)THEN 
        WRITE(17,5240) (INTMAT9(IE,J),J=1,4) 
        ELSE 
        WRITE(17,5240) (INTMAT9(IE,J),J=1,3), INTMAT9(IE,3) 
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        ENDIF 
 6230   CONTINUE 
C       Close this Tecplot's mapping file. 
        CLOSE(UNIT=17, STATUS='KEEP') 
C       Change input file name. 
        INAME = INAME + 1 
        WRITE(*,*) 
C       Iterate new mesh solution to equilibrium. 
        GOTO 9000 
       ELSE  
        IADAPT = 0 
       ENDIF 
      ENDIF 
C     End each increment. 
 1000 CONTINUE 
C 
      STOP 
      END 
C ============= THE END OF MAIN PROGRAM ======================================== 
 
 
C=============================================================================== 
C         SUBROUTINES USED IN THIS PROGRAM.              
C=============================================================================== 
C          1. SUBROUTINE INPUT                        ! 
C          2. SUBROUTINE CRACKFACE                    ! 
C          3. SUBROUTINE CENTER                       ! 
C          4. SUBROUTINE FTHETA                       ! 
C          5. SUBROUTINE XYLOCAL                      ! 
C          6. SUBROUTINE LST                          ! 
C          7. SUBROUTINE VOLUMETRIC                   ! 
C          8. SUBROUTINE DEVIATORIC                   ! 
C          9. SUBROUTINE BJ9                          ! 
C         10. SUBROUTINE GVALUE                       ! 
C         11. SUBROUTINE FINDSTRSS                    ! 
C         12. SUBROUTINE ASSEMBLE                     ! 
C         13. SUBROUTINE APPLYBC                      ! 
C         14. SUBROUTINE CROUT                        ! 
C         15. SUBROUTINE SOLVE                        ! 
C         16. SUBROUTINE ITER                         ! 
C         17. SUBROUTINE GAUSSNODE                    ! 
C         18. SUBROUTINE VOLSTRESS                    ! 
C         19. SUBROUTINE DEVSTRESS                    ! 
C         20. SUBROUTINE TRMAT                        ! 
C         21. SUBROUTINE CJINT                        ! 
C         22. SUBROUTINE CJVOL                        ! 
C         23. SUBROUTINE CJDEV                        ! 
C         24. SUBROUTINE CJFACE                       ! 
C         25. SUBROUTINE GETSTRING                    ! 
C         26. SUBROUTINE MAPPING                      ! 
C         27. SUBROUTINE TemBDfFUNC                   ! 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE INPUT(CANGLE,MXNAME,MXPOI,MXELE,MXDOM,MXEDOM,MXCTE, 
     *                 MXCFNODE,NAME,INAME,IPLANE,NODEK1old,NPOIN, 
     *                 COORD,NELEM,INTMAT9,IBC,QFI,NDOM,ROR,NEIND, 
     *                 IEIND,IFACEN,IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,IETIP, 
     *                 PROP,TEMPF,BDfF,NODEK1new,ICTEBN,ICTN,NCTN, 
     *                 RTHETA,IOCTE,NCTELE,ICFLOAD,NSTATE,MXSTATE, 
     *                 ForcFAC,DispFAC,TempFAC,BodyFAC,ICTETRAN, 
     *                 INTMAT,NPOINold,CTQFI,FDQFI,INOADAPT,XSHIFT, 
     *                 ITERTY,BETOK,IDOMTY,IREDSEL,THETA0,IEMAT, 
     *                 MXMAT,NMAT,IRTemp,IRBody) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE READS THE INPUT FILE AND GENERATES ALL ADDITIONAL DATA  
C     NECESSARY FOR ANALYZING MODEL. 
C=============================================================================== 
C     ICASE = 1, SINGLE EDGE CRACKED PANEL (SECP) WITH T0 = 1 AND 
C                T(X) = T0*[125+400*X-100X*X]*2. 
C     ICASE = 2, AXIALLY CRACKED CYLINDER (ACC) WITH T0 = 0.25, Ri = 20, AND  
C                T(r) = T0*[250+800*(r-Ri)-200(r-Ri)**2]. 
C     ICASE = 3, CIRCUMFERENTIALLY CRACKED CYLINDER (CCC) WITH T0 = 1, Ri = 80, 
C                AND T(r) = T0*[125+100*(r-Ri)-6.25(r-Ri)**2]. 
C     ICASE = 4, CENTER CRACKED PANEL (CCP) WITH T0 = 1 AND T(X) = T0*[100X*X]. 
C     ICASE = 5, DISC ROTATING WITH A CENTRIFUGAL FORCE, OMEGA = 0.25, 
C                BDfFX = 10*OMEGA*OMEGA*X, AND BDfFY = 10*OMEGA*OMEGA*Y. 
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C=============================================================================== 
 
      PARAMETER (ICASETemp=3, ICASEBDf=5) 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION QFI(MXPOI*2),PROP(MXMAT,7) 
      DIMENSION BDfF(MXPOI*2),TEMPF(MXPOI) 
      DIMENSION RTHETA(MXCTE*2+1) 
      DIMENSION ForcFAC(MXSTATE),DispFAC(MXSTATE) 
      DIMENSION TempFAC(MXSTATE),BodyFAC(MXSTATE) 
      DIMENSION ANVALTemp(6),ANVALBDfX(6),ANVALBDfY(6)   
      DIMENSION CTQFI(4),FDQFI(4),Xp(3),Yp(3)   
      INTEGER INTMAT(MXELE,6),INTMAT9(MXELE,9) 
      INTEGER IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE),IBC(MXPOI*2) 
      INTEGER IFACEN(2,MXCFNODE,MXDOM),NFACEN(2,MXDOM)  
      INTEGER IFACEE(2,(MXCFNODE-1)/2,MXDOM) 
      INTEGER NEIND(MXDOM),IEIND(MXEDOM,MXDOM) 
      INTEGER ICTEBN(MXCTE*2+1),ICTN(MXCTE*2+1) 
      INTEGER IOCTE(MXCTE)  
      CHARACTER*30 NAME(MXNAME),TEXT,XORY 
 
C=============================================================================== 
C     Read input data from the input file. 
C=============================================================================== 
      GOTO 8 
C     Close this input file after finding an error before open it again. 
    9 CLOSE(UNIT=7 , STATUS='KEEP') 
      WRITE(*,*) 
      WRITE(*,*)'!!!YOUR INPUT FILE HAS AN ERROR, '  
      WRITE(*,*)'   PLEASE CORRECT IT BEFORE PROCEEDING!!!' 
    8 CONTINUE 
C     Read input file name. 
    5 WRITE(*,15) 
   15 FORMAT(/, ' PLEASE ENTER THE INPUT FILE NAME:') 
      READ(*,'(A)', ERR=5) NAME(INAME) 
      L1 = LEN_TRIM(NAME(INAME)) 
C     Open input file. 
      OPEN(UNIT=7 , FILE=NAME(INAME)(1:L1)//'.dat', STATUS='OLD') 
C=============================================================================== 
C     PART  1: Input file notes. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) NLINE 
      DO 2 ILINE = 1, NLINE 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
    2 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     PART  2: The need for adaptive remeshing and problem case. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      IREDSEL = 0 
      READ(7,*,ERR=9) INOADAPT, IPLANE,  
     *                (IREDSEL,I=1,IPLANE,3), (XSHIFT,I=3,IPLANE,1)  
C=============================================================================== 
C     PART  3: How large the model is ? 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) NPOIN, NELEM, NPBC 
      IF(NPOIN.GT.MXPOI) WRITE(*,10) NPOIN 
   10 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXPOI TO ', I5) 
      IF(NPOIN.GT.MXPOI) STOP 
      IF(NELEM.GT.MXELE) WRITE(*,40) NELEM 
   40 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXELE TO ', I5) 
      IF(NELEM.GT.MXELE) STOP 
C     Store number of nodes before element transforming. 
      NPOINold = NPOIN   
C     Degrees of freedom on a node (u,v).    
      NDF = 2 
C     Number of equations in 6-node element mesh. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C=============================================================================== 
C     PART  4: Iterative type and convergence tolerance factor. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) ITERTY, BETOK 
C=============================================================================== 
C     PART  5: Description of the crack in your FEM model. 
C=============================================================================== 
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      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) NODEK1old, CANGLE, ICTETRAN, ICFLOAD, NFACE     
      IF(ICFLOAD.EQ.1) THEN 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 11 I = 1, NFACE 
      READ(7,*,ERR=9) IFACE, CTQFI(2*IFACE-1), CTQFI(2*IFACE) 
     *                     , FDQFI(2*IFACE-1), FDQFI(2*IFACE) 
   11 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     PART  6: Domain type, number of domain integrals and its characteristic 
C              length. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) IDOMTY, NDOM 
      IF(IDOMTY.NE.1 .AND. IDOMTY.NE.2 .AND. IDOMTY.NE.3) WRITE(*,123) 
  123 FORMAT(/,' INCORRECT DOMAIN TYPE !')   
      IF(NDOM.GT.MXDOM) WRITE(*,122) NDOM 
  122 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXDOM TO ', I5) 
      IF(NDOM.GT.MXDOM) STOP 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 124 ID = 1, NDOM 
      IF(IDOMTY.NE.3) THEN 
       READ(7,*,ERR=9)  ROR(ID,1) 
      ELSE 
       READ(7,*,ERR=9) (ROR(ID,I),I=1,4) 
      ENDIF 
  124 CONTINUE 
      IF(IDOMTY.NE.3) THEN 
      DO 120 ID = 1, NDOM 
      IF(ROR(ID,1).LE.0._8) WRITE(*,121) ID 
      IF(ID.GE.2 .AND. ROR(ID,1).LE.ROR(ID-1,1)) WRITE(*,121) ID 
  121 FORMAT(/,' CHARACTERISTIC LENGTH OF DOMAIN NO. ',I5,' IS WRONG', 
     *       /,' FOR THIS DOMAIN TYPE, IT MUST BE POSITIVE RANGING', 
     *       /,' FROM MINIMUM TO MAXIMUM') 
  120 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     PART  7: Analysis states and its corresponding factors. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) NSTATE 
      IF(NSTATE.GT.MXSTATE) WRITE(*,38) NSTATE 
   38 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXSTATE TO ', I5) 
      IF(NSTATE.GT.MXSTATE) STOP 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 37 ISTATE = 1, NSTATE  
      READ(7,*,ERR=9) ForcFAC(ISTATE), DispFAC(ISTATE),  
     *                TempFAC(ISTATE), BodyFAC(ISTATE) 
   37 CONTINUE 
      IF(ForcFAC(1).NE.0._8 .OR. DispFAC(1).NE.0._8 .OR. 
     *   TempFAC(1).NE.0._8 .OR. BodyFAC(1).NE.0._8) WRITE(*,39)  
   39 FORMAT(/,' AT THE 1ST ANALYSIS STATE ALL FACTORS MUST BE ZEROS') 
      IF(ForcFAC(1).NE.0._8 .OR. DispFAC(1).NE.0._8 .OR. 
     *   TempFAC(1).NE.0._8 .OR. BodyFAC(1).NE.0._8) STOP 
C=============================================================================== 
C     PART  8: Number of materials and their properties. 
C=============================================================================== 
C     PROP(1) = ELAS   = Young's modulus. 
C     PROP(2) = PR     = Poisson's ratio. 
C     PROP(3) = YSTRSS = yield stress. 
C     PROP(4) = AHARD  = strain hardening exponent. 
C     PROP(5) = ALPHA  = yield offset. 
C     PROP(6) = COTHR  = coeficient of thermal expansion. 
C     PROP(7) = THICK  = thinkness. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) NMAT 
      IF(NMAT.GT.MXMAT) WRITE(*,115) NMAT 
  115 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXMAT TO ', I5) 
      IF(NMAT.GT.MXMAT) STOP 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 116 IMAT = 1, NMAT   
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
       READ(7,*,ERR=9) (PROP(IMAT,IPROP),IPROP=1,6) 
      ELSE   
       READ(7,*,ERR=9) (PROP(IMAT,IPROP),IPROP=1,7) 
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      ENDIF 
  116 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     PART  9: Nodal coordinates. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 20 IP = 1, NPOIN 
      READ(7,*,ERR=9) I, COORD(I,1), COORD(I,2) 
   20 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     PART 10: Nodal connectivity and material code for each element.. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 50 IE = 1, NELEM 
      READ(7,*,ERR=9) I, (INTMAT(I,J),J=1,6), IEMAT(I) 
      IF(IE.NE.I)  WRITE(*,60) IE 
   60 FORMAT(/,' ELEMENT NO. ',I5,' IN DATA FILE IS MISSING') 
      IF(IE.NE.I) STOP   
      IF(IEMAT(I).GT.NMAT .OR. IEMAT(I).LT.1)  WRITE(*,65) I 
   65 FORMAT(/,' ELEMENT NO. ',I5,' HAS WRONG MATERIAL CODE') 
      IF(IEMAT(I).GT.NMAT .OR. IEMAT(I).LT.1)  STOP 
   50 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     PART 11: BC's. 
C=============================================================================== 
C     IBC(I) = +1, constraint displacement to zero. 
C     IBC(I) =  0, free (external force is known, possibly zero). 
C     IBC(I) = -1, displacement is prescribed (to be increment). 
C     QFI(I) =  0. (displacement is zero)          , if IBC(I) = +1 
C     QFI(I) =  fixed nodal force                  , if IBC(I) =  0 
C     QFI(I) =  fixed displacement(to be increment), if IBC(I) = -1  
C=============================================================================== 
      DO 70 IEQ = 1, NEQ 
      IBC(IEQ) = 0 
      QFI(IEQ) = 0._8 
   70 CONTINUE 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 80 IPBC = 1, NPBC 
      READ(7,*,ERR=9) I, IBC(2*I-1), IBC(2*I), QFI(2*I-1), QFI(2*I)    
   80 CONTINUE 
      DO 100 INODE = 1, NPOIN 
      DO 100 IDF = 1, NDF 
      IEQ = (INODE-1)*2 + IDF 
      IF(IDF.EQ.1) XorY = 'X' 
      IF(IDF.EQ.2) XorY = 'Y' 
      IF(IBC(IEQ).NE.1 .AND. IBC(IEQ).NE.0 .AND. IBC(IEQ).NE.-1) 
     *                                          WRITE(*,110) INODE, XorY        
      IF(IBC(IEQ).EQ. 1 .AND. QFI(IEQ).NE.0._8) WRITE(*,110) INODE, XorY  
      IF(IBC(IEQ).EQ.-1 .AND. QFI(IEQ).EQ.0._8) WRITE(*,110) INODE, XorY  
  110 FORMAT(' !!B.C. AT NODE',I5,' IN ', A1,' DIRECTION IS INCORECT') 
  100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     PART 12: Nodal temperatures and body forces. 
C=============================================================================== 
C     IRTemp,IRBody = +1, read them through this input file. 
C     IRTemp,IRBody =  0, set them all to zeros. 
C     IRTemp,IRBody = -1, set them according to equations by creating them in 
C                         the subroutine TemBDfFUNC by yourself. 
C=============================================================================== 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      READ(7,*,ERR=9) IRTemp, IRBody     
      IF(IRTemp.EQ.1 .OR. IRBody.EQ.1) THEN 
      READ(7,*,ERR=9) TEXT 
      DO 160 IP = 1, NPOIN 
      IF(IRTemp.EQ.1 .OR. IRBody.EQ.1) 
     *READ(7,*,ERR=9) IN, TEMPF(IN), BDfF(2*IN-1), BDfF(2*IN) 
      IF(IRTemp.EQ.1 .OR. IRBody.NE.1) 
     *READ(7,*,ERR=9) IN, TEMPF(IN) 
      IF(IRTemp.NE.1 .OR. IRBody.EQ.1) 
     *READ(7,*,ERR=9) IN, BDfF(2*IN-1), BDfF(2*IN) 
      IF(IP.NE.IN) WRITE(*,170) IP 
  170 FORMAT(/,' TEMPERATURE OR BODY FORCES AT NODE NO. ',I5, 
     *         ' IS MISSING') 
      IF(IP.NE.IN) STOP   
  160 CONTINUE 
      ENDIF 
C     In case of IRTemp = 0 



 172

      IF(IRTemp.EQ.0) THEN 
      DO 165 I = 1, NPOIN 
      TEMPF(I) = 0._8 
  165 CONTINUE 
      ENDIF 
C     In case of IRBody = 0 
      IF(IRBody.EQ.0) THEN 
      DO 175 I = 1, NPOIN 
      BDfF(2*I-1) = 0._8 
      BDfF(2*I)   = 0._8 
  175 CONTINUE 
      ENDIF 
C     In case of IRTemp = -1 
      IF(IRTemp.EQ.-1) THEN 
      ICASE = ICASETemp 
      DO 166 INODE = 1, NPOIN 
      X = COORD(INODE,1) 
      Y = COORD(INODE,2) 
      CALL TemBDfFUNC(ICASE,X,Y,TEMP,BDfFX,BDfFY) 
      TEMPF(INODE) = TEMP  
  166 CONTINUE 
      ENDIF 
C     In case of IRBody = -1 
      IF(IRBody.EQ.-1) THEN 
      ICASE = ICASEBDf  
      DO 167 INODE = 1, NPOIN 
      X = COORD(INODE,1) 
      Y = COORD(INODE,2) 
      CALL TemBDfFUNC(ICASE,X,Y,TEMP,BDfFX,BDfFY) 
      BDfF(2*INODE-1) = BDfFX 
      BDfF(2*INODE)   = BDfFY 
  167 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Close this input file. 
      CLOSE(UNIT=7 , STATUS='KEEP') 
C=============================================================================== 
C     Find elements and number of elements in each integrated domain. 
C=============================================================================== 
      DO 180 ID = 1, NDOM 
      NEIND(ID) = 0   
  180 CONTINUE 
      DO 190 IE = 1, NELEM 
      DO 200 ID = 1, NDOM 
      DO 210 IN = 1, 3 
      NODE = INTMAT(IE,IN) 
      DX   = COORD(NODE,1)-COORD(NODEK1old,1) 
      DY   = COORD(NODE,2)-COORD(NODEK1old,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       AR = MAX(DABS(DX),DABS(DY))/ROR(ID,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
       AR = DSQRT(DX*DX+DY*DY)/ROR(ID,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(ID,1).GT.0._8) THEN 
         AX = -DX/ROR(ID,1) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(ID,3).GT.0._8) THEN 
         AX =  DX/ROR(ID,3) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(ID,4).GT.0._8) THEN 
         AY = -DY/ROR(ID,4) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
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        IF(ROR(ID,2).GT.0._8) THEN 
         AY =  DY/ROR(ID,2) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       AR = MAX(AX,AY)  
      ENDIF 
C     Protect round-off error from transforming FLOAT to EXPONENTIAL number. 
      IF(AR.GT.1.000000000010000_8)  GOTO 200 
  210 CONTINUE 
      DO 195 IDHE = ID, NDOM 
      NEIND(IDHE) = NEIND(IDHE) + 1 
      IEIND(NEIND(IDHE),IDHE) = IE  !Element's number in each integrated domain. 
  195 CONTINUE 
      GOTO 190 
  200 CONTINUE 
  190 CONTINUE 
C     Check whether number of elements in each integrated domain exceed the  
C     maximum. 
      DO 205 ID = 1, NDOM 
      IF(NEIND(ID).GT.MXEDOM) WRITE(*,206) NEIND(ID)      
  206 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXEDOM TO ', I5) 
      IF(NEIND(ID).GT.MXEDOM) STOP 
  205 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Find crack face nodes and elements on each integrated domain and transform 
C     all crack tip elements to 9-node rectangular collapsed elements. 
C=============================================================================== 
      CALL CRACKFACE(NPOIN,MXPOI,COORD,NELEM,MXELE,INTMAT,NDOM, 
     *               MXDOM,ROR,NODEK1old,MXCTE,MXCFNODE,IFACEN, 
     *               IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,INTMAT9,IETIP, 
     *               NCTELE,ICTEBN,IOCTE,ICTETRAN,ICFLOAD,CANGLE, 
     *               IDOMTY) 
C     Set number of crack tip element boundary nodes. 
      NCTEBN = 2*NCTELE + 1 
C     Set new nodes' coordinates, body forces and temperatures. 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
C     For new crack tip nodes, set all quantities as the old crack tip ones.      
      DO 215 IP = NPOIN + 1, NPOIN + 2*NCTELE 
      COORD(IP,1)  = COORD(NODEK1old,1) 
      COORD(IP,2)  = COORD(NODEK1old,2) 
      TEMPF(IP)    = TEMPF(NODEK1old) 
      BDfF(IP*2-1) = BDfF(NODEK1old*2-1) 
      BDfF(IP*2)   = BDfF(NODEK1old*2) 
  215 CONTINUE 
C     For new 9th nodes of 9-node rectangular crack tip elements. 
      DO 218 IE = 1, NCTELE 
      IP = NPOIN + 2*NCTELE + IE 
      X5 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),5),1) 
      Y5 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),5),2) 
      X6 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),6),1) 
      Y6 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),6),2) 
      X7 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),7),1) 
      Y7 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),7),2) 
      X8 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),8),1) 
      Y8 = COORD(INTMAT9(IOCTE(IE),8),2) 
      upX9 = (X7*Y5-X5*Y7)*(X8-X6) - (X8*Y6-X6*Y8)*(X7-X5) 
      beX9 = (Y8-Y6)*(X7-X5) - (Y7-Y5)*(X8-X6) 
      upY9 = (X8*Y6-X6*Y8)*(Y7-Y5) - (X7*Y5-X5*Y7)*(Y8-Y6) 
      beY9 = (X8-X6)*(Y7-Y5) - (X7-X5)*(Y8-Y6) 
      COORD(IP,1) = upX9/beX9 
      COORD(IP,2) = upY9/beY9 
C     Set X and Y coordinates of the 9th node of colapsed crack tip elements. 
      X = COORD(IP,1) 
      Y = COORD(IP,2) 
      DO 140 I = 1, 3 
      Xp(I) = COORD(INTMAT(IOCTE(IE),I),1) 
      Yp(I) = COORD(INTMAT(IOCTE(IE),I),2) 
  140 CONTINUE 
C     Calculate each area for computing area coordinates.      
      Atot = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *               (Yp(2)-Yp(3))*Xp(1)+(Xp(3)-Xp(2))*Yp(1) )  
      A1   = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *               (Yp(2)-Yp(3))*X+(Xp(3)-Xp(2))*Y )  
      A2   = 0.5_8*( Xp(3)*Yp(1)-Xp(1)*Yp(3)+ 
     *               (Yp(3)-Yp(1))*X+(Xp(1)-Xp(3))*Y )  
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      A3   = 0.5_8*( Xp(1)*Yp(2)-Xp(2)*Yp(1)+ 
     *               (Yp(1)-Yp(2))*X+(Xp(2)-Xp(1))*Y )  
C     Compute area coordinates of the 9th node. 
      AL1 = A1/Atot 
      AL2 = A2/Atot 
      AL3 = A3/Atot 
C     Compute interpolation functions of triangular crack tip elements. 
      AN1 = 2._8*AL1*AL1-AL1 
      AN2 = 2._8*AL2*AL2-AL2 
      AN3 = 2._8*AL3*AL3-AL3 
      AN4 = 4._8*AL1*AL2 
      AN5 = 4._8*AL2*AL3 
      AN6 = 4._8*AL3*AL1 
C     In case of IRTemp = +1, 
C     Get approximate quantities from triangular element before transformation. 
      IF(IRTemp.EQ.1) THEN 
      DO 220 IN = 1, 6 
      INODE = INTMAT(IOCTE(IE),IN) 
      ANVALTemp(IN) = TEMPF(INODE)   
  220 CONTINUE 
      TEMPF(IP) = AN1*ANVALTemp(1) + AN2*ANVALTemp(2) + 
     *            AN3*ANVALTemp(3) + AN4*ANVALTemp(4) + 
     *            AN5*ANVALTemp(5) + AN6*ANVALTemp(6)  
      ENDIF 
C     In case of IRBody = +1, 
C     Get approximate quantities from triangular element before transformation. 
      IF(IRBody.EQ.1) THEN 
      DO 221 IN = 1, 6 
      INODE = INTMAT(IOCTE(IE),IN) 
      ANVALBDfX(IN) = BDfF(INODE*2-1)   
      ANVALBDfY(IN) = BDfF(INODE*2)   
  221 CONTINUE 
      BDfF(IP*2-1) = AN1*ANVALBDfX(1) + AN2*ANVALBDfX(2) + 
     *               AN3*ANVALBDfX(3) + AN4*ANVALBDfX(4) + 
     *               AN5*ANVALBDfX(5) + AN6*ANVALBDfX(6) 
      BDfF(IP*2)   = AN1*ANVALBDfY(1) + AN2*ANVALBDfY(2) + 
     *               AN3*ANVALBDfY(3) + AN4*ANVALBDfY(4) + 
     *               AN5*ANVALBDfY(5) + AN6*ANVALBDfY(6) 
      ENDIF 
C     In case of IRTemp = 0, 
C     Set 9th nodal temperatures to zeros. 
      IF(IRTemp.EQ.0) THEN 
      TEMPF(IP) = 0._8 
      ENDIF 
C     In case of IRBody = 0, 
C     Set 9th nodal body forces to zeros. 
      IF(IRBody.EQ.0) THEN 
      BDfF(IP*2-1) = 0._8 
      BDfF(IP*2)   = 0._8 
      ENDIF 
C     In case of IRTemp = -1, 
C     Set 9th nodal temperatures according to equation. 
      IF(IRTemp.EQ.-1) THEN 
      X = COORD(IP,1) 
      Y = COORD(IP,2) 
      ICASE = ICASETemp 
      CALL TemBDfFUNC(ICASE,X,Y,TEMP,BDfFX,BDfFY) 
      TEMPF(IP) = TEMP  
      ENDIF 
C     In case of IRBody = -1, 
C     Set 9th nodal body forces according to equation. 
      IF(IRBody.EQ.-1) THEN 
      X = COORD(IP,1) 
      Y = COORD(IP,2) 
      ICASE = ICASEBDf 
      CALL TemBDfFUNC(ICASE,X,Y,TEMP,BDfFX,BDfFY) 
      BDfF(2*IP-1) = BDfFX 
      BDfF(2*IP)   = BDfFY 
      ENDIF 
C     End each 9th node. 
  218 CONTINUE 
C     Set their B.C.s free and have zero nodal forces. 
      DO 219 IP = NPOIN+1, NPOIN+3*NCTELE 
      IBC(IP*2-1)  = 0 
      IBC(IP*2)    = 0 
      QFI(IP*2-1)  = 0._8 
      QFI(IP*2)    = 0._8 
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  219 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Store old crack tip node B.C.s and its corresponding known values. 
      IBCKX = IBC(NODEK1old*2-1)  
      IBCKY = IBC(NODEK1old*2) 
      QFIKX = QFI(NODEK1old*2-1)  
      QFIKY = QFI(NODEK1old*2) 
      IF(IBCKX.EQ.-1 .OR. IBCKY.EQ.-1) WRITE(*,216) 
  216 FORMAT(/,' THE CRACK TIP NODE DISPLACEMENTS CANNOT BE PRESCRIBED', 
     *         ' TO BE INCREMENT') 
      IF(IBCKX.EQ.-1 .OR. IBCKY.EQ.-1) STOP 
      IF(NFACE.EQ.1 .AND. IBCKX.EQ.0 .AND. IBCKY.EQ.0) WRITE(*,217) 
  217 FORMAT(/,' YOU ARE TAKING ADVANTAGE OF MODEL SYMMETRY', 
     *       /,' BOTH CRACK TIP NODE B.C.s CANNOT BE FREE') 
      IF(NFACE.EQ.1 .AND. IBCKX.EQ.0 .AND. IBCKY.EQ.0) STOP 
C     Transform only fixed displacement B.C.s of the old crack tip node to the   
C     new equivalent 6-node element crack tip node of 9-node collapsed crack tip 
C     elements. 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN  
       IF(NFACE.EQ.2) THEN 
        NODEK1new = NPOIN + NCTELE 
       ELSE 
        IF(IFACE.EQ.1) THEN  !Model has only   C.W. face. 
         NODEK1new = NPOIN + 2*NCTELE 
        ELSE                 !Model has only C.C.W. face. 
         NODEK1new = NODEK1old 
        ENDIF 
       ENDIF 
C      In X direction. 
       IF(IBCKX.EQ.1) THEN 
        IBC(2*NODEK1new-1) = 1 
        QFI(2*NODEK1new-1) = 0._8 
       ELSE 
        IBC(2*NODEK1new-1) = 0 
        QFI(2*NODEK1new-1) = 0._8 
       ENDIF 
C      In Y direction. 
       IF(IBCKY.EQ.1) THEN 
        IBC(2*NODEK1new) = 1 
        QFI(2*NODEK1new) = 0._8 
       ELSE 
        IBC(2*NODEK1new) = 0 
        QFI(2*NODEK1new) = 0._8 
       ENDIF 
      ELSE                   !No crack tip element transformation. 
      NODEK1new = NODEK1old 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Edit 9-node crack tip nodal forces 
C     *Remember that this program read only the input file containing only  
C      6-node element mesh input data and will automatically transform these  
C      data to the mixed 6 and 9-node elemet mesh data (only 9-node elements as 
C      crack tip elements), but this process cannot automatically generate  
C      correct nodal forces at the tip because after crack tip element  
C      transformation there are several crack tip nodes located at the same  
C      position. Therefore user must manually input these nodal loads at crack  
C      tip nodes ,but for very small crack tip elements these nodal loads can be 
C      approximately negligible.          
C=============================================================================== 
      IF(ICFLOAD.EQ.1 .AND. ICTETRAN.EQ.1) THEN  
C      Edit loads on the crack tip node of the C.W. crack face. 
       IF(NFACE.EQ.2 .OR. IFACE.EQ.1) THEN 
        QFI(2*NODEK1old-1) = CTQFI(1) 
        QFI(2*NODEK1old)   = CTQFI(2) 
        IBC(2*NODEK1old-1) = 0 
        IBC(2*NODEK1old)   = 0 
       ENDIF 
C      Edit loads on the crack tip node of the C.C.W. crack face. 
       IF(NFACE.EQ.2 .OR. IFACE.EQ.2) THEN 
        QFI(2*(NPOIN+2*NCTELE)-1) = CTQFI(3)  
        QFI(2*(NPOIN+2*NCTELE))   = CTQFI(4) 
        IBC(2*(NPOIN+2*NCTELE)-1) = 0 
        IBC(2*(NPOIN+2*NCTELE))   = 0 
       ENDIF 
      ENDIF 
C     Change old crack tip node B.C.s free only for C.W. crack face. 
      IF(ICFLOAD.NE.1 .AND. ICTETRAN.EQ.1  
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     *                .AND. (NFACE.EQ.2 .OR. IFACE.EQ.1)) THEN 
       QFI(2*NODEK1old-1) = 0._8 
       QFI(2*NODEK1old)   = 0._8 
       IBC(2*NODEK1old-1) = 0 
       IBC(2*NODEK1old)   = 0 
      ENDIF 
C     Set number of crack tip nodes and their corresponding nodal numbers. 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN  
      NCTN = 2*NCTELE + 1 
      ICTN(1) = NODEK1old 
      DO 250 IC = 2, NCTN 
      ICTN(IC) = NPOIN + IC - 1 
  250 CONTINUE 
      ELSE 
      NCTN = 1 
      ICTN(1) = NODEK1old 
      ENDIF 
C     Find the angle formed by X axis, old crack tip node and the 1st crack tip 
C     element boundary node. 
      DX = COORD(ICTEBN(1),1) - COORD(NODEK1old,1) 
      DY = COORD(ICTEBN(1),2) - COORD(NODEK1old,2) 
      CALL FTHETA(DX,DY,THETA0) 
C     Find angle of each crack tip element boundary node with respect to the 1st 
C     crack tip element boundary node one. 
      RTHETA(1) = 0._8 
      DO 260 I = 2, NCTEBN 
      DX = COORD(ICTEBN(I),1) - COORD(NODEK1old,1) 
      DY = COORD(ICTEBN(I),2) - COORD(NODEK1old,2) 
      CALL XYLOCAL(DX,DY,DXL,DYL,THETA0) 
      CALL FTHETA(DXL,DYL,THETA) 
      RTHETA(I) = THETA 
  260 CONTINUE 
C     Show crack tip element boundary nodes and their relative angles. 
      WRITE(*,320) 
  320 FORMAT(/,' CRACK TIP ELEMENT BOUNDARY NODES AND', 
     *         ' THEIR RELATIVE ANGLES') 
      WRITE(*,330) 
  330 FORMAT(4X,'NO.',4X,'NODE',8X,'RELATIVE ANGLE') 
      DO 340 I = 1, NCTEBN 
      WRITE(*,350) I, ICTEBN(I), RTHETA(I) 
  350 FORMAT(2X,I4,4X,I5,4X,E21.16) 
  340 CONTINUE       
C     Edit new number of nodes after crack tip element transformation. 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
       NPOIN = NPOIN+3*NCTELE 
       IF(NPOIN.GT.MXPOI) WRITE(*,10) NPOIN 
       IF(NPOIN.GT.MXPOI) STOP 
      ENDIF 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CRACKFACE(NPOIN,MXPOI,COORD,NELEM,MXELE,INTMAT,NDOM, 
     *                     MXDOM,ROR,NODEK1old,MXCTE,MXCFNODE,IFACEN, 
     *                     IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,INTMAT9,IETIP, 
     *                     NCTELE,ICTEBN,IOCTE,ICTETRAN,ICFLOAD,CANGLE, 
     *                     IDOMTY) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE SEARCHES CRACK FACE NODES AND ELEMENTS WITHIN EACH   
C     INTEGRATED DOMAIN AND CREATES CRACK TIP ELEMENT INDEX AND NEW NODAL  
C     CONNECTIVITY FOR MIXED 6 AND 9-NODE ELEMENT MESH. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION ROR(MXDOM,4),COORD(MXPOI,2)  
      INTEGER ICWCFN(MXCFNODE),ICCWCFN(MXCFNODE) 
      INTEGER IFACEN(2,MXCFNODE,MXDOM),NFACEN(2,MXDOM)  
      INTEGER IOCTE(MXCTE),IETIP(MXELE)  
      INTEGER ICWCFE((MXCFNODE-1)/2),ICCWCFE((MXCFNODE-1)/2) 
      INTEGER IFACEE(2,(MXCFNODE-1)/2,MXDOM) 
      INTEGER INTMAT(MXELE,6),INTMAT9(MXELE,9) 
      INTEGER ICTEBN(MXCTE*2+1) 
  
C     Search 1st and 2nd C.W. and C.C.W. crack face nodes which are middle and  
C     corner nodes respectively in 6-node element mesh. The clockwise and  
C     counter clockwise crack face is defined below. The C.W. and C.C.W. nodes 
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C     are the nodes on that corresponding face. 
C 
C 
C        *-*-* - * - * - * - * - * - * - * - * 
C        I  / \     / \     / \     / \     / 
C        * *   *   *   *   *   *   *   *   * 
C        I/  E  \ /  E  \ /  E  \ /  E  \ / 
C        * - * - * - * - * - * - * - * - *  <-- 2nd   C.W. crack face node   
C                                          \  E  
C                           C.W. crack face  *  <-- 1st   C.W. crack face node 
C                                              \ 
C             crack growth direction ---->       *  <-- crack tip node 
C                                              / 
C                         C.C.W. crack face  *  <-- 1st C.C.W. crack face node 
C                                          /  B 
C        * - * - * - * - * - * - * - * - *  <-- 2nd C.C.W. crack face node 
C        I\  B  / \  B  / \  B  / \  B  / \ 
C        * *   *   *   *   *   *   *   *   * 
C        I  \ /     \ /     \ /     \ /     \ 
C        *-*-* - * - * - * - * - * - * - * - * 
C 
C     Note:  E =   C.W. crack face elements  
C            B = C.C.W. crack face elements   
      
C     Set the crack tip node in 6-node element mesh as a center node of  
C     surrounding crack tip elements to find the other four nodes 
C     (1st and 2nd C.W. and C.C.W. crack face nodes) on the crack faces.  
      NODEC = NODEK1old 
      CALL CENTER(NODEC,NODEK1old,NELEM,MXELE,INTMAT,MXCTE,ICWELEM, 
     *            NODECW,MNODECW,ICCWELEM,NODECCW,MNODECCW,IOCTE,NEHCN) 
C     Set number of elements having this center node in common as number of  
C     crack tip elements.  
      NCTELE = NEHCN 
C     Store these corner and middle crack face nodes. 
        NODECW1ST =  MNODECW 
        NODECW2ND =   NODECW 
       IELEMCW1ST =  ICWELEM 
       NODECCW1ST = MNODECCW 
       NODECCW2ND =  NODECCW 
      IELEMCCW1ST = ICCWELEM 
C     In case of no information of what crack face the model has, Search it by 
C     using available information.     
      IF(NFACE.NE.2 .AND. ICFLOAD.NE.1) THEN 
       VX = COORD(NODECW2ND,1) - COORD(NODEK1old,1)  
       VY = COORD(NODECW2ND,2) - COORD(NODEK1old,2)  
       QX = DCOSD(CANGLE) 
       QY = DSIND(CANGLE) 
       DOT = VX*QX + VY*QY 
       IF(DOT.GT.0._8) THEN 
        IFACE = 2 
       ELSE 
        IFACE = 1 
       ENDIF 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Transform all 6-node triangular crack tip elements into 9-node collapsed 
C     rectangular elements and create crack tip element index, new nodal  
C     connectivity and number of nodes.  
C=============================================================================== 
      DO 90 IE = 1, NELEM 
      DO 90 IN = 1, 9 
      INTMAT9(IE,IN) = 0 
   90 CONTINUE 
C     Create new nodal connectivity for mixed 6-node and 9-node element mesh. 
      DO 100 IE = 1, NELEM 
      DO 100 IN = 1, 6 
      INTMAT9(IE,IN) = INTMAT(IE,IN) 
  100 CONTINUE 
C     Set all elements as 6-node elements through the crack tip element index. 
C     IETIP(IE) = 0, 6-node element. 
C     IETIP(IE) = 1, 9-node crack tip element. 
      DO 110 IE = 1, NELEM 
      IETIP(IE) = 0 
  110 CONTINUE 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
C     Add 2 new nodes in each old 6-node crack tip element and create new nodal 
C     connectivity for these crack tip elements, also find crack tip element  
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C     boundary nodes which are nodes on the outer ring of crack tip elements. 
C     *Note: IOCTE(I) are crack tip element's numbers ordered in C.W. direction  
C            where IOCTE(1) is the 1st crack tip element's number on the C.W. 
C            crack face.  
      DO 120 I = 1, NCTELE 
      IEM  = IOCTE(I) 
      NADD = NPOIN + (I-1)*2 
      DO 130 II = 1, 3 
      IF(INTMAT(IEM,II).EQ.NODEK1old) THEN 
       IF(I.EQ.1) THEN 
        INTMAT9(IEM,II) = NODEK1old 
C       Find the first crack tip element boundary node. 
        I1 = II + 2 
        IF(I1.GT.3) I1 = I1 - 3 
        ICTEBN(1) = INTMAT(IEM,I1) 
       ELSE 
        INTMAT9(IEM,II) = NADD 
       ENDIF 
C      Find next (middle) crack tip element boundary node. 
       I2 = II + 4 
       IF(II.EQ.3) I2 = 4 
       ICTEBN(I*2) = INTMAT(IEM,I2) 
C      Find next (corner) crack tip element boundary node. 
       I3 = II + 1 
       IF(II.EQ.3) I3 = 1 
       ICTEBN(I*2+1) = INTMAT(IEM,I3) 
C      Arrange new middle nodes of new nodal connectivity 
       INTMAT9(IEM,4+II) = NADD + 1 
       DO 140 III = 4+II+1, 8 
       INTMAT9(IEM,III) = INTMAT(IEM,III-2) 
  140  CONTINUE 
C      Arrange new corner nodes of new nodal connectivity 
       INTMAT9(IEM,1+II) = NADD + 2 
       DO 150 III = 1+II+1, 4, 1 
       INTMAT9(IEM,III) = INTMAT(IEM,III-1) 
  150  CONTINUE 
       GOTO 160 
      ELSE 
       INTMAT9(IEM,II)   = INTMAT(IEM,II) 
       INTMAT9(IEM,4+II) = INTMAT(IEM,3+II) 
      ENDIF       
  130 CONTINUE 
C     Set this element as crack tip element. 
  160 IETIP(IEM) = 1 
  120 CONTINUE 
C     Add a new node (9th node of 9-node quadrilateral crack tip element) on   
C     each crack tip element nodal connectivity.  
      DO 125 I = 1, NCTELE 
      INTMAT9(IOCTE(I),9) = NPOIN + 2*NCTELE + I 
  125 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Find crack face nodes and elements in each integrated domain. 
C=============================================================================== 
      IF(ICFLOAD.EQ.1) THEN 
      DO 9000 IDOM = 1, NDOM 
C=============================================================================== 
C     In C.W. crack face. 
C=============================================================================== 
      IF( NFACE.EQ.2 .OR. IFACE.EQ.1 ) THEN 
C     Set 1st and 2nd node and 1st element of C.W. crack face. 
      NCWCFN = 2 
      ICWCFE(1) = IELEMCW1ST 
      ICWCFN(1) =  NODECW1ST 
      ICWCFN(2) =  NODECW2ND 
      DO 230 IH = 1, (MXCFNODE-1)/2-1 
      NODEC = ICWCFN(IH*2) 
      CALL CENTER(NODEC,NODEK1old,NELEM,MXELE,INTMAT,MXCTE,ICWELEM, 
     *            NODECW,MNODECW,ICCWELEM,NODECCW,MNODECCW,IOCTE,NEHCN) 
C 
      DCWX  = COORD(NODECW,1)-COORD(NODEK1old,1) 
      DCWY  = COORD(NODECW,2)-COORD(NODEK1old,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       ACWR = MAX(DABS(DCWX),DABS(DCWY))/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
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       ACWR = DSQRT(DCWX*DCWX+DCWY*DCWY)/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DCWX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,1).GT.0._8) THEN 
         ACWX = -DCWX/ROR(IDOM,1) 
        ELSE 
         ACWX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,3).GT.0._8) THEN 
         ACWX =  DCWX/ROR(IDOM,3) 
        ELSE 
         ACWX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DCWY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,4).GT.0._8) THEN 
         ACWY = -DCWY/ROR(IDOM,4) 
        ELSE 
         ACWY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,2).GT.0._8) THEN 
         ACWY =  DCWY/ROR(IDOM,2) 
        ELSE 
         ACWY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       ACWR = MAX(ACWX,ACWY)  
      ENDIF 
C     Protect round-off error when transforming FLOAT to EXPONENTIAL number. 
      IF(ACWR.LE.1.000000000010000_8) THEN 
      ICWCFN(IH*2+1) = MNODECW 
      ICWCFN(IH*2+2) =  NODECW 
      ICWCFE(IH+1)   = ICWELEM 
      NCWCFN = NCWCFN + 2 
      IF(DABS(ACWR-1._8).LE.1.E-12) GOTO 235 
      ELSE 
      GOTO 235 
      ENDIF 
  230 CONTINUE 
      WRITE(*,*)'PLEASE INCREASE PARAMETER MXCFNODE' 
      STOP 
  235 CONTINUE 
C     Arrange C.W. crack face nodes and elements according to crack face  
C     expression of J-integral. 
      IFACEN(1,NCWCFN+1,IDOM) = NODEK1old 
      DO 250 I = 1, NCWCFN 
      IFACEN(1,I,IDOM) = ICWCFN(NCWCFN+1-I) 
  250 CONTINUE 
      DO 255 I = 1, NCWCFN/2 
      IFACEE(1,I,IDOM) = ICWCFE(NCWCFN/2+1-I) 
  255 CONTINUE 
      NFACEN(1,IDOM) = NCWCFN + 1      
C     End C.W. crack face. 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     In C.C.W. crack face. 
C=============================================================================== 
      IF( NFACE.EQ.2 .OR. IFACE.EQ.2 ) THEN 
C     Set 1st and 2nd node and 1st element of C.C.W. crack face. 
      NCCWCFN = 2 
      ICCWCFE(1) = IELEMCCW1ST 
      ICCWCFN(1) =  NODECCW1ST 
      ICCWCFN(2) =  NODECCW2ND 
      DO 240  IH = 1, (MXCFNODE-1)/2-1 
      NODEC = ICCWCFN(IH*2) 
      CALL CENTER(NODEC,NODEK1old,NELEM,MXELE,INTMAT,MXCTE,ICWELEM, 
     *            NODECW,MNODECW,ICCWELEM,NODECCW,MNODECCW,IOCTE,NEHCN) 
C 
      DCCWX  = COORD(NODECCW,1)-COORD(NODEK1old,1) 
      DCCWY  = COORD(NODECCW,2)-COORD(NODEK1old,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       ACCWR = MAX(DABS(DCCWX),DABS(DCCWY))/ROR(IDOM,1) 



 180

      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
       ACCWR = DSQRT(DCCWX*DCCWX+DCCWY*DCCWY)/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DCCWX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,1).GT.0._8) THEN 
         ACCWX = -DCCWX/ROR(IDOM,1) 
        ELSE 
         ACCWX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,3).GT.0._8) THEN 
         ACCWX =  DCCWX/ROR(IDOM,3) 
        ELSE 
         ACCWX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DCCWY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,4).GT.0._8) THEN 
         ACCWY = -DCCWY/ROR(IDOM,4) 
        ELSE 
         ACCWY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,2).GT.0._8) THEN 
         ACCWY =  DCCWY/ROR(IDOM,2) 
        ELSE 
         ACCWY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       ACCWR = MAX(ACCWX,ACCWY)  
      ENDIF 
C     Protect round-off error when transforming FLOAT to EXPONENTIAL number. 
      IF(ACCWR.LE.1.000000000010000_8) THEN 
      ICCWCFN(IH*2+1) = MNODECCW 
      ICCWCFN(IH*2+2) =  NODECCW 
      ICCWCFE(IH+1)   = ICCWELEM 
      NCCWCFN = NCCWCFN + 2 
      IF(DABS(ACCWR-1._8).LE.1.E-12) GOTO 245 
      ELSE 
      GOTO 245 
      ENDIF 
  240 CONTINUE 
      WRITE(*,*)'PLEASE INCREASE PARAMETER MXCFNODE' 
      STOP 
  245 CONTINUE 
C     Arrange C.C.W. crack face nodes and elements according to crack face  
C     expression of J-integral. 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
      IFACEN(2,1,IDOM) = NPOIN + 2*NCTELE 
      ELSE 
      IFACEN(2,1,IDOM) = NODEK1old 
      ENDIF 
      DO 280 I = 1, NCCWCFN 
      IFACEN(2,I+1,IDOM) = ICCWCFN(I) 
  280 CONTINUE 
      DO 285 I = 1, NCCWCFN/2 
      IFACEE(2,I,IDOM) = ICCWCFE(I) 
  285 CONTINUE 
      NFACEN(2,IDOM) = NCCWCFN + 1      
C     End C.C.W. crack face. 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Check whether number of crack face nodes in each integrated domain exceeds 
C     its maximum. 
C=============================================================================== 
      DO 300 ICFACE = 1, NFACE 
      IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
      IF(NFACEN(IFACE,IDOM).GT.MXCFNODE) WRITE(*,310) NFACEN(IFACE,IDOM) 
  310 FORMAT(/,'PLEASE INCREASE PARAMETER MXCFNODE TO',I4) 
      IF(NFACEN(IFACE,IDOM).GT.MXCFNODE) STOP 
  300 CONTINUE 
C=============================================================================== 
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C     Show results on screen. 
C=============================================================================== 
      WRITE(*,*)  
      WRITE(*,1003) IDOM 
 1003 FORMAT(' [INTEGRATED DOMAIN NUMBER ',I3,']') 
      IF(NFACE.EQ.2) THEN    !The crack has two faces. 
C      Show   C.W. crack face nodes on an integrated domain. 
       WRITE(*,1004) NFACEN(1,IDOM) 
 1004  FORMAT('   C.W. FACE HAS',I3,' NODES WHICH ARE') 
       WRITE(*,*) (IFACEN(1,I,IDOM),I=1,NFACEN(1,IDOM)) 
C      Show   C.W. crack face elements on an integrated domain. 
       WRITE(*,1020) (NFACEN(1,IDOM)-1)/2 
 1020  FORMAT('   C.W. FACE HAS',I3,' ELEMENTS WHICH ARE') 
       WRITE(*,*) (IFACEE(1,I,IDOM),I=1,(NFACEN(1,IDOM)-1)/2) 
C      Show C.C.W. crack face nodes on an integrated domain. 
       WRITE(*,1005) NFACEN(2,IDOM)  
 1005  FORMAT(' C.C.W. FACE HAS',I3,' NODES WHICH ARE') 
       WRITE(*,*) (IFACEN(2,I,IDOM),I=1,NFACEN(2,IDOM)) 
C      Show C.C.W. crack face elements on an integrated domain. 
       WRITE(*,1030) (NFACEN(2,IDOM)-1)/2 
 1030  FORMAT(' C.C.W. FACE HAS',I3,' ELEMENTS WHICH ARE') 
       WRITE(*,*) (IFACEE(2,I,IDOM),I=1,(NFACEN(2,IDOM)-1)/2) 
      ELSE    !The crack has only one face. 
       IF(IFACE.EQ.1) THEN   !The crack has only   C.W. face. 
        WRITE(*,1004) NFACEN(1,IDOM) 
        WRITE(*,*) (IFACEN(1,I,IDOM),I=1,NFACEN(1,IDOM)) 
        WRITE(*,1020) (NFACEN(1,IDOM)-1)/2 
        WRITE(*,*) (IFACEE(1,I,IDOM),I=1,(NFACEN(1,IDOM)-1)/2) 
       ELSE                  !The crack has only C.C.W. face. 
        WRITE(*,1005) NFACEN(2,IDOM)  
        WRITE(*,*) (IFACEN(2,I,IDOM),I=1,NFACEN(2,IDOM)) 
        WRITE(*,1030) (NFACEN(2,IDOM)-1)/2 
        WRITE(*,*) (IFACEE(2,I,IDOM),I=1,(NFACEN(2,IDOM)-1)/2) 
       ENDIF       
      ENDIF       
C     End an integrated domain. 
 9000 CONTINUE 
      ENDIF 
C  
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CENTER(NODEC,NODEK1old,NELEM,MXELE,INTMAT,MXCTE, 
     *                  ICWELEM,NODECW,MNODECW,ICCWELEM,NODECCW, 
     *                  MNODECCW,IOCTE,NEHCN) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE FINDS CRACK FACE NODES NEXT TO A SPECIFIC KNOWN CRACK FACE 
C     NODE CALLED THE CENTER NODE AND CRACK FACE ELEMENTS CONTAINING THESE  
C     NODES. IF A SPECIFIC KNOWN CRACK FACE NODE IS THE OLD CRACK TIP NODE, THE 
C     SUBROUTINE ALSO FINDS CRACK TIP ELEMENTS ORDERED IN CLOCKWISE DIRECTION. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      INTEGER INTMAT(MXELE,6), IOCTE(MXCTE) 
      INTEGER IEHCN(MXCTE), ICPOS(MXCTE) 
      INTEGER ICWPOS(MXCTE) , ICWMPOS(MXCTE) 
      INTEGER ICCWPOS(MXCTE), ICCWMPOS(MXCTE) 
      INTEGER NCWNI(MXCTE), ICWEI(MXCTE)  
      INTEGER NCCWNI(MXCTE), ICCWEI(MXCTE) 
 
C     Number of elements having a center node in common. 
      NEHCN = 0    
C     Find all elements having this center node in common. 
C     Find C.W. and C.C.W. position of corner and middle nodes in INTMAT 
      DO 10 IE  = 1, NELEM 
      DO 20 ICN = 1, 3   !Loop over corner nodes. 
C     NODEC is the center node. 
      IF(INTMAT(IE,ICN).EQ.NODEC) THEN 
      NEHCN = NEHCN + 1 
C     IEHCN(I)    is the element having this center node. 
      IEHCN(NEHCN) = IE 
C     ICPOS(I)    is the position in INTMAT of this center node. 
      ICPOS(NEHCN) = ICN 
C     ICCWPOS(I)  is the position in INTMAT of the corner node next to this  
C     center node in C.C.W. direction.  
      ICCWPOS(NEHCN)  = ICN + 1 
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      IF(ICCWPOS(NEHCN).GT.3) ICCWPOS(NEHCN) = 1 
C     ICWPOS(I)   is the position in INTMAT of the corner node next to this   
C     center node in   C.W. direction.  
      ICWPOS(NEHCN)   = ICN - 1 
      IF(ICWPOS(NEHCN).LT.1)  ICWPOS(NEHCN)  = 3 
C     ICCWMPOS(I) is the position in INTMAT of the middle node next to this  
C     center node in C.C.W. direction.  
      ICCWMPOS(NEHCN) = ICN + 3 
C     ICWMPOS(I)  is the position in INTMAT of the middle node next to this  
C     center node in   C.W. direction.  
      ICWMPOS(NEHCN)  = ICN + 2 
      IF(ICWMPOS(NEHCN).LT.4) ICWMPOS(NEHCN) = 6 
      GOTO 10 
      ENDIF 
   20 CONTINUE 
   10 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Find intersection between each element that has this center node. 
C=============================================================================== 
      DO 40 IE = 1, NEHCN 
C     NCWNI(I)  is number of   C.W. corner node intersections of IEHCN(I) element  
C     with elements that have this center node in common. 
      NCWNI(IE)  = 0 
C     ICWEI(I)  is the element that intersects above   C.W. corner node. 
      ICWEI(IE)  = 0  
C     NCCWNI(I) is number of C.C.W. corner node intersections of IEHCN(I) element 
C     with elements that have this center node in common. 
      NCCWNI(IE) = 0         
C     ICCWEI(I) is the element that intersects above C.C.W. corner node. 
      ICCWEI(IE) = 0  
      DO 50  ICHECK = 1, NEHCN 
      IF(INTMAT(IEHCN(IE),ICWPOS(IE)).EQ.  
     *   INTMAT(IEHCN(ICHECK),ICCWPOS(ICHECK))) THEN 
      NCWNI(IE) = NCWNI(IE) + 1 
      ICWEI(IE) = IEHCN(ICHECK)  
      GOTO 50 
      ENDIF 
      IF(INTMAT(IEHCN(IE),ICCWPOS(IE)).EQ.  
     *   INTMAT(IEHCN(ICHECK),ICWPOS(ICHECK))) THEN 
      NCCWNI(IE) = NCCWNI(IE) + 1 
      ICCWEI(IE) = IEHCN(ICHECK)  
      GOTO 50 
      ENDIF 
   50 CONTINUE 
   40 CONTINUE  
C=============================================================================== 
C     Find C.W. and C.C.W. crack face elements and nodes. 
C=============================================================================== 
      DO 60 IE = 1, NEHCN 
      IF(NCWNI(IE).EQ.0) THEN !No intersection, so this is the edge element.  
C     ICWELEM is the C.W. edge element. 
      ICWELEM = IEHCN(IE) 
       IF(NODEC.EQ.NODEK1old) THEN 
C      IOCTE(I) is the crack tip elements ordered in C.W. direction.  
       IOCTE(1) = IEHCN(IE) 
       IOCTE(2) = ICCWEI(IE) 
       ENDIF 
C     MNODECW is the middle node of the above C.W. edge element. 
      MNODECW = INTMAT(IEHCN(IE),ICWMPOS(IE)) 
C     NODECW  is the corner node of the above C.W. edge element. 
      NODECW  = INTMAT(IEHCN(IE),ICWPOS(IE)) 
      ENDIF          
      IF(NCCWNI(IE).EQ.0) THEN !No intersection, so this is the edge element. 
C     ICCWELEM is the C.C.W. edge element. 
      ICCWELEM = IEHCN(IE) 
C     MNODECCW is the middle node of the above C.C.W. edge element. 
      MNODECCW = INTMAT(IEHCN(IE),ICCWMPOS(IE)) 
C     NODECCW  is the corner node of the above C.C.W. edge element. 
      NODECCW  = INTMAT(IEHCN(IE),ICCWPOS(IE)) 
      ENDIF 
   60 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Arrange remaining crack tip elements in clockwise order.  
C=============================================================================== 
      IF(NODEC.EQ.NODEK1old) THEN 
      DO 70 IB = 3, NEHCN 
      DO 80 IC = 1, NEHCN 
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       IF(IOCTE(IB-1).EQ.IEHCN(IC)) THEN 
       IOCTE(IB) = ICCWEI(IC) 
       GOTO 70 
       ENDIF 
   80 CONTINUE 
   70 CONTINUE 
      ENDIF 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE FTHETA(DX,DY,THETA) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES THE ANGLE IN (0.- 359.9999...) DEGREES OF A POINT  
C     WITH RESPECT TO ANY CARTESIAN COORDINATE SYSTEM. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
C 
      AL = DSQRT(DX*DX+DY*DY) 
      THETA = DASIND(DY/AL) 
C     2nd Quadrant. 
      IF(THETA.GE.0._8 .AND. DX.LE.0._8) THETA = 180._8 - THETA 
      IF(THETA.LT.0._8) THEN  
C      3rd Quadrant. 
       IF(DX.LE.0._8) THETA = 180._8 - THETA 
C      4th Quadrant. 
       IF(DX.GT.0._8) THETA = 360._8 + THETA 
      ENDIF 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE XYLOCAL(DX,DY,DXL,DYL,THETA0) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES X'-Y' COORDINATE DIFFERENCES OF A POINT. THE   
C     X'-Y' CARTESIAN COORDINATE SYSTEM HAS X' AND Y' AXIS MAKING AN ANGLE OF  
C     THETA0 AND THETA0-90 DEGREES WITH RESPECT TO X AND Y AXIS RESPECTIVELY.  
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
C 
      DXL = DX*DCOSD(THETA0) + DY*DSIND(THETA0)  
      DYL = DX*DSIND(THETA0) - DY*DCOSD(THETA0)  
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE LST(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *               NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,BDf, 
     *               STSM,DFITHER,DFIBODY,FIMECH,FITHER,FIBODY, 
     *               PROP,IREDSEL,IEMAT,MXMAT,IRTemp,IRBody) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES TANGENT STIFFNESS MATRIX, INTERNAL, THERMAL AND 
C     BODY FORCE VECTORS ,AND INCREMENTAL THERMAL AND BODY FORCE VECTORS.   
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE) 
      DIMENSION BDf(MXPOI*2,MXSTATE) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2),SKM(MXPOI*2,MXPOI*2) 
      DIMENSION FIMECH(MXPOI*2),FITHER(MXPOI*2),DFITHER(MXPOI*2) 
      DIMENSION FIBODY(MXPOI*2),DFIBODY(MXPOI*2) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
 
C     Set number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C=============================================================================== 
C     Compute matrices with lower number of Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      CALL VOLUMETRIC(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
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     *                NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP, 
     *                STSM,DFITHER,FITHER,PROP,IREDSEL,IEMAT, 
     *                MXMAT,IRTemp,SKM) 
C=============================================================================== 
C     Compute matrices with higher number of Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      CALL DEVIATORIC(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *                NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP, 
     *                BDf,STSM,DFITHER,DFIBODY,FITHER,FIBODY, 
     *                PROP,IEMAT,MXMAT,IRTemp,IRBody,SKM) 
C     Compute mechanical force vector. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      DO 380 I  = 1, NEQ 
      FIMECH(I) = 0._8 
      DO 380 J  = 1, NEQ          
      FIMECH(I) = FIMECH(I) + SKM(I,J)*PT(J) 
  380 CONTINUE 
      ENDIF 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE VOLUMETRIC(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *                      NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP, 
     *                      STSMv,DFIvolT,FIvolT,PROP,IREDSEL,IEMAT, 
     *                      MXMAT,IRTemp,SKMv) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES MATRICES AND VECTORS CORRESPONDING TO VOLUMETRIC  
C     STRESS VECTORS BY USING LOWER NUMBER OF GAUSS'S POINTS.   
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9),WG(9) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),DNDA(9),DNDB(9),AJ(2,2),AJI(2,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),EDISP(9*2) 
      DIMENSION EMAT(4,4),DMAT(4,4),CVEC(4),AVEC(4) 
      DIMENSION STSMv(MXPOI*2,MXPOI*2),ETSMv(9*2,9*2) 
      DIMENSION SKMv(MXPOI*2,MXPOI*2),EKMv(9*2,9*2) 
      DIMENSION EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION STRAIN(4),THETA(4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),ETEMP(9),DETEMP(9) 
      DIMENSION FIvolT(MXPOI*2),DFIvolT(MXPOI*2) 
      DIMENSION EFIvolT(9*2),DEFIvolT(9*2) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set element matrix dimensions for analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      NDIM = 4  !Axisymmetric case. 
      ELSE 
      NDIM = 3  !Plane stress or plane strain case. 
      ENDIF 
C     Set consistent analysis state. 
C     IMOD = 1 ,compute load vectors. 
C          = 2 ,compute tangent stiffness matrix and incremental load vectors. 
C          = 3 ,compute both load vectors and tangent stiffness matrix. 
      IF(IMOD.EQ.2) IPOS = INC      !Incremental part. 
      IF(IMOD.NE.2) IPOS = INC + 1  !Iterative part. 
C     Set initial system tangent stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.1) THEN 
      DO 299  I  = 1, NEQ       
      DO 299  J  = 1, NEQ 
      STSMv(I,J) = 0._8 
  299 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial system stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN     
      DO 298 I  = 1, NEQ      
      DO 298 J  = 1, NEQ 
      SKMv(I,J) = 0._8 
  298 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial system load vectors to zero. 
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      IF(IMOD.EQ.2) THEN 
      DO 297  I  = 1, NEQ 
      DFIvolT(I) = 0._8   !Incremental thermal force vector.    
  297 CONTINUE 
      ELSE 
      DO 296 I  = 1, NEQ 
      FIvolT(I) = 0._8    !Thermal force vector. 
  296 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Loop over all elements. 
C=============================================================================== 
      DO 5000 IE = 1, NELEM 
C     Read material properties of each element. 
      ELAS   = PROP(IEMAT(IE),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IE),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IE),3) 
      AHARD  = PROP(IEMAT(IE),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IE),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IE),6) 
      IF(IPLANE.NE.3) THICK = PROP(IEMAT(IE),7) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IE).EQ.1) THEN   
      NN   =  9         !Number of nodes. 
      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  9 
       XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
       XG(2) =  XG(1) 
       XG(3) =  XG(1) 
       XG(4) =  0._8 
       XG(5) =  XG(4) 
       XG(6) =  XG(4) 
       XG(7) = -XG(1)         
       XG(8) =  XG(7) 
       XG(9) =  XG(7) 
C 
       YG(1) =  XG(1) 
       YG(2) =  XG(4) 
       YG(3) =  XG(7) 
       YG(4) =  XG(1) 
       YG(5) =  XG(4) 
       YG(6) =  XG(7) 
       YG(7) =  XG(1) 
       YG(8) =  XG(4) 
       YG(9) =  XG(7) 
C 
       WG(1) =  25._8/81._8 
       WG(2) =  40._8/81._8 
       WG(3) =  WG(1) 
       WG(4) =  WG(2) 
       WG(5) =  64._8/81._8 
       WG(6) =  WG(2) 
       WG(7) =  WG(1) 
       WG(8) =  WG(2) 
       WG(9) =  WG(1)       
       ELSE 
       NG    =  4 
       XG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(2) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(3) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
C 
       YG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(2) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(3) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
C 
       WG(1) =  1._8 
       WG(2) =  1._8 
       WG(3) =  1._8 
       WG(4) =  1._8 
       ENDIF 
C     6-node triangular element. 
      ELSE 
      NN   =  6         !Number of nodes. 
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      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  7 
       XG(1) =  1._8/3._8 
       XG(2) =  0.101286507323456_8 
       XG(3) =  0.797426985353087_8 
       XG(4) =  XG(2) 
       XG(5) =  0.470142064105115_8 
       XG(6) =  0.059715871789770_8 
       XG(7) =  XG(5) 
C 
       YG(1) =  XG(1) 
       YG(2) =  XG(2) 
       YG(3) =  XG(2) 
       YG(4) =  XG(3) 
       YG(5) =  XG(5) 
       YG(6) =  XG(5) 
       YG(7) =  XG(6) 
C 
       WG(1) =  0.225_8 
       WG(2) =  0.125939180544827_8 
       WG(3) =  WG(2) 
       WG(4) =  WG(2) 
       WG(5) =  0.132394152788506_8 
       WG(6) =  WG(5) 
       WG(7) =  WG(5) 
C 
       WG(1) =  WG(1)/2._8 
       WG(2) =  WG(2)/2._8 
       WG(3) =  WG(3)/2._8 
       WG(4) =  WG(4)/2._8 
       WG(5) =  WG(5)/2._8 
       WG(6) =  WG(6)/2._8 
       WG(7) =  WG(7)/2._8 
       ELSE 
       NG    =  3 
       XG(1) =  1._8/6._8 
       XG(2) =  2._8/3._8 
       XG(3) =  1._8/6._8 
C 
       YG(1) =  1._8/6._8 
       YG(2) =  1._8/6._8 
       YG(3) =  2._8/3._8 
C 
       WG(1) =  1._8/3._8 
       WG(2) =  1._8/3._8 
       WG(3) =  1._8/3._8 
C 
       WG(1) =  WG(1)/2._8 
       WG(2) =  WG(2)/2._8 
       WG(3) =  WG(3)/2._8 
       ENDIF 
      ENDIF 
C     Create elemant nodal displacement and temperature vector. 
      DO 100 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IE,I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,IPOS) 
      DETEMP(I)    = TEMP(II,INC+1) - TEMP(II,INC)   
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  100 CONTINUE 
C     Set initial element tangent stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.1) THEN       
      DO 300  I  = 1, NDOF     
      DO 300  J  = 1, NDOF 
      ETSMv(I,J) = 0._8 
  300 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      DO 301 I  = 1, NDOF    
      DO 301 J  = 1, NDOF 
      EKMv(I,J) = 0._8 
  301 CONTINUE 
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      ENDIF 
C     Set initial element thermal load vector to zero.      
      IF(IMOD.NE.2 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 303  I  = 1, NDOF 
      EFIvolT(I) = 0._8 
  303 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element incremental thermal load vector to zero.      
      IF(IMOD.EQ.2 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 304   I  = 1, NDOF       
      DEFIvolT(I) = 0._8 
  304 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on an element. 
C=============================================================================== 
      DO 336 K = 1, NG 
C     Compute strain-displacement matrix.           
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Compute temperature and temperature increment at a Gauss's point.   
      IF(IRTemp.NE.0) THEN 
       CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
       CALL GVALUE(A,B,DETEMP,DT,NN) 
      ELSE 
       T  = 0._8 
       DT = 0._8 
      ENDIF 
C     Compute radius from the axis of rotation of a Gauss's point.  
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      CALL GVALUE(A,B,X,R,NN) 
      ENDIF 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 331 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  331 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 332 I  = 1, NDIM 
      DO 332 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  332 CONTINUE 
C     Set coefficient of thermal expansion vector. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      THETA(1) = COTHR  
      THETA(2) = COTHR 
      THETA(3) = 0._8 
      ENDIF 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN  !Plane strain case. 
      THETA(1) = 1.5_8*COTHR  
      THETA(2) = 1.5_8*COTHR 
      THETA(3) = 0.0_8 
      ENDIF 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      THETA(1) = COTHR  
      THETA(2) = COTHR 
      THETA(3) = 0._8 
      THETA(4) = COTHR 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Find effective stress. 
C=============================================================================== 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C=============================================================================== 
C     Plane stress case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSvol} = [EMAT]{ STRAIN-STRAIN0 } 
C 
C                                                [  1.  1.  0. ] 
C     [EMAT] = BETA*ELAS/(1.-2.*PR)/(1.+2.*BETA)*[  1.  1.  0. ] 
C                                                [  0.  0.  0. ] 
C 
C     BETA = 2./3.*(1.-2.*PR)*EFRATIO/ELAS 
C 
C     EFRATIO = EFSTRSS/EFSTRAN 
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C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      EMAT(1,1) =  BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA)  
      EMAT(1,2) =  EMAT(1,1) 
      EMAT(1,3) =  0._8 
      EMAT(2,1) =  EMAT(1,1) 
      EMAT(2,2) =  EMAT(1,1) 
      EMAT(2,3) =  0._8 
      EMAT(3,1) =  0._8 
      EMAT(3,2) =  0._8 
      EMAT(3,3) =  0._8 
C 
      DMAT(1,1) =  0.5_8  
      DMAT(1,2) =  DMAT(1,1) 
      DMAT(1,3) =  0._8 
      DMAT(2,1) =  DMAT(1,1) 
      DMAT(2,2) =  DMAT(1,1) 
      DMAT(2,3) =  0._8 
      DMAT(3,1) =  0._8 
      DMAT(3,2) =  0._8 
      DMAT(3,3) =  0._8 
C 
      CVEC(1) = ( 1.00_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(1) + 
     *          ( 0.50_8-BETA-BETA*BETA )*STRAIN(2) - 1.5_8*COTHR*T 
      CVEC(2) = ( 0.50_8-BETA-BETA*BETA )*STRAIN(1) + 
     *          ( 1.00_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(2) - 1.5_8*COTHR*T           
      CVEC(3) = ( 0.25_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(3)  
C 
      AVEC(1) = ( STRAIN(1)+STRAIN(2) )*0.5_8 - COTHR*T 
      AVEC(2) = AVEC(1) 
      AVEC(3) = 0._8  
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Plane strain case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSvol} = [EMAT]{ STRAIN-STRAIN0 } 
C 
C                                   [  1.  1.  0. ] 
C     [EMAT] = ELAS/(3.*(1.-2.*PR))*[  1.  1.  0. ] 
C                                   [  0.  0.  0. ] 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      EMAT(1,1) = ELAS/( 3._8*(1._8-2._8*PR) )  
      EMAT(1,2) = EMAT(1,1) 
      EMAT(1,3) = 0._8 
      EMAT(2,1) = EMAT(1,1) 
      EMAT(2,2) = EMAT(1,1) 
      EMAT(2,3) = 0._8 
      EMAT(3,1) = 0._8 
      EMAT(3,2) = 0._8 
      EMAT(3,3) = 0._8 
C 
      CVEC(1) = 2.0_8*STRAIN(1) - STRAIN(2) 
      CVEC(2) = 2.0_8*STRAIN(2) - STRAIN(1) 
      CVEC(3) = 1.5_8*STRAIN(3) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Axisymmetric case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSvol} = [EMAT]{ STRAIN-STRAIN0 } 
C 
C                                   [  1.  1.  0.  1. ] 
C     [EMAT] = ELAS/(3.*(1.-2.*PR))*[  1.  1.  0.  1. ] 
C                                   [  0.  0.  0.  0. ] 
C                                   [  1.  1.  0.  1. ] 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      EMAT(1,1) = ELAS/( 3._8*(1._8-2._8*PR) )  
      EMAT(1,2) = EMAT(1,1) 
      EMAT(1,3) = 0._8 
      EMAT(1,4) = EMAT(1,1) 
      EMAT(2,1) = EMAT(1,1) 
      EMAT(2,2) = EMAT(1,1) 
      EMAT(2,3) = 0._8 
      EMAT(2,4) = EMAT(1,1) 
      EMAT(3,1) = 0._8 
      EMAT(3,2) = 0._8 
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      EMAT(3,3) = 0._8 
      EMAT(3,4) = 0._8 
      EMAT(4,1) = EMAT(1,1) 
      EMAT(4,2) = EMAT(1,1) 
      EMAT(4,3) = 0._8 
      EMAT(4,4) = EMAT(1,1) 
C 
      CVEC(1) = 2.0_8*STRAIN(1) - STRAIN(2) - STRAIN(4) 
      CVEC(2) = 2.0_8*STRAIN(2) - STRAIN(4) - STRAIN(1) 
      CVEC(3) = 1.5_8*STRAIN(3) 
      CVEC(4) = 2.0_8*STRAIN(4) - STRAIN(1) - STRAIN(2) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element tangent stiffness matrix.      
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.NE.1) THEN 
      DO 330 I = 1, NDOF 
      DO 330 J = 1, NDOF 
      DO 330 L = 1, NDIM 
      DO 330 M = 1, NDIM 
C     Plane stress case. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      BELOW1 = STRAIN(1)*STRAIN(1) + 2._8*STRAIN(1)*STRAIN(2) + 
     *         STRAIN(2)*STRAIN(2) -  
     *         4._8*COTHR*T*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-COTHR*T ) 
      BELOW2 = 1._8 + 27._8*AMOD/ELAS*(1._8-2._8*PR)*BELOW1/ 
     *                (1._8+2._8*BETA)**3._8 
      COTANG = 36._8*AMOD/(1._8+2._8*BETA)**4._8/BELOW2 
      ETSMv(I,J) = ETSMv(I,J) + WG(K)*BMAT(L,I)*( EMAT(L,M)+ 
     *             COTANG*AVEC(L)*CVEC(M) )*BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
C     Plane strain case. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      ETSMv(I,J) = ETSMv(I,J) +  
     *             WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
C     Axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      ETSMv(I,J) = ETSMv(I,J) +  
     *             WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*2._8*PI*R 
      ENDIF 
  330 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element stiffness matrix.      
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      DO 360 I = 1, NDOF  
      DO 360 J = 1, NDOF 
      DO 360 L = 1, NDIM 
      DO 360 M = 1, NDIM 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      EKMv(I,J) = EKMv(I,J) +  
     *            WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*2._8*PI*R 
      ELSE 
      EKMv(I,J) = EKMv(I,J) +  
     *            WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
  360 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element thermal force vector. 
C=============================================================================== 
      IF(IRTemp.NE.0) THEN 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      DO 335 I = 1, NDOF           
      DO 335 L = 1, NDIM 
      DO 335 M = 1, NDIM 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      EFIvolT(I) = EFIvolT(I) + WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*THETA(M)*T* 
     *                          DETJAC*2._8*PI*R 
      ELSE 
      EFIvolT(I) = EFIvolT(I) + WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*THETA(M)*T* 
     *                          DETJAC*THICK 
      ENDIF 
  335 CONTINUE 
C=============================================================================== 
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C     Compute element incremental thermal force vector. 
C=============================================================================== 
      ELSE 
      DO 365 I = 1, NDOF           
      DO 365 L = 1, NDIM 
      DO 365 M = 1, NDIM 
C     Plane stress case. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      BELOW1 = STRAIN(1)*STRAIN(1) + 2._8*STRAIN(1)*STRAIN(2) + 
     *         STRAIN(2)*STRAIN(2) -  
     *         4._8*COTHR*T*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-COTHR*T ) 
      BELOW2 = 1._8 + 27._8*AMOD/ELAS*(1._8-2._8*PR)*BELOW1/ 
     *                (1._8+2._8*BETA)**3._8 
      COTHER = 54._8*AMOD*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-2._8*COTHR*T )*COTHR/ 
     *         (1._8+2._8*BETA)**4._8/BELOW2 
      DEFIvolT(I) = DEFIvolT(I) +  
     *              WG(K)*BMAT(L,I)*( EMAT(L,M)*THETA(M)+ 
     *              DMAT(L,M)*(STRAIN(M)-THETA(M)*T)*COTHER )*DT* 
     *              DETJAC*THICK 
      ENDIF       
C     Plane strain case. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      DEFIvolT(I) = DEFIvolT(I) +  
     *              WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*THETA(M)*DT*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
C     Axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      DEFIvolT(I) = DEFIvolT(I) + WG(K)*BMAT(L,I)*EMAT(L,M)*THETA(M)* 
     *                            DT*DETJAC*2._8*PI*R 
      ENDIF 
  365 CONTINUE 
      ENDIF       
      ENDIF 
C     End each Gauss's point. 
  336 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Assemble element matrices and vectors to the system matrices and vectors.  
C=============================================================================== 
C     Form system tangent stiffness matrix. 
      IF(IMOD.NE.1) THEN  
      CALL ASSMBLE(IE,INTMAT9,ETSMv,STSMv,MXPOI,MXELE,NN,NDF) 
      ENDIF 
C     Form system stiffness matrix. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      CALL ASSMBLE(IE,INTMAT9,EKMv,SKMv,MXPOI,MXELE,NN,NDF) 
      ENDIF 
C     Form system (incremental) thermal force vector. 
      IF(IRTemp.NE.0)THEN 
      DO 351 I  = 1, NN 
      DO 351 ID = 1, NDF 
      INODE = INTMAT9(IE,I) 
      IEQ   = (INODE-1)*NDF + ID 
      IEE   = (I-1)*NDF +ID 
      IF(IMOD.NE.2) THEN   !Thermal force vector. 
      FIvolT(IEQ)  = FIvolT(IEQ)  + EFIvolT(IEE) 
      ELSE                 !Incremental thermal force vector. 
      DFIvolT(IEQ) = DFIvolT(IEQ) + DEFIvolT(IEE) 
      ENDIF 
  351 CONTINUE 
      ENDIF 
C     End each element. 
 5000 CONTINUE 
C   
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE DEVIATORIC(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *                      NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP, 
     *                      BDf,STSMd,DFIdevT,DFIBODY,FIdevT,FIBODY, 
     *                      PROP,IEMAT,MXMAT,IRTemp,IRBody,SKMd) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES ALL MATRICES AND VECTORS CORRESPONDING TO  
C     DEVIATORIC STRESSES AND BODY FORCEES BY USING HIGHER NUMBER OF GAUSS'S  
C     POINTS.   
C=============================================================================== 



 191

      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9),WG(9) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),DNDA(9),DNDB(9),AJ(2,2),AJI(2,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),EDISP(9*2) 
      DIMENSION GMAT(4,4),PMAT(4,4),HMAT(4,4),DMAT(4,4),CVEC(4),AVEC(4) 
      DIMENSION STSMd(MXPOI*2,MXPOI*2),ETSMd(9*2,9*2) 
      DIMENSION SKMd(MXPOI*2,MXPOI*2),EKMd(9*2,9*2) 
      DIMENSION SKB(MXPOI*2,MXPOI*2),EKB(9*2,9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION STRAIN(4),THETA(4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),ETEMP(9),DETEMP(9) 
      DIMENSION BDf(MXPOI*2,MXSTATE) 
      DIMENSION FIdevT(MXPOI*2),DFIdevT(MXPOI*2) 
      DIMENSION FIBODY(MXPOI*2),DFIBODY(MXPOI*2) 
      DIMENSION EFIdevT(9*2),DEFIdevT(9*2) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set element matrix dimensions for analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      NDIM = 4  !Axisymmetric case. 
      ELSE 
      NDIM = 3  !Plane stress or plane strain case. 
      ENDIF 
C     Set consistent analysis state. 
C     IMOD = 1 ,compute load vectors. 
C          = 2 ,compute tangent stiffness matrix and incremental load vector. 
C          = 3 ,compute both load vectors and tangent stiffness matrix. 
      IF(IMOD.EQ.2) IPOS = INC      !Incremental part. 
      IF(IMOD.NE.2) IPOS = INC + 1  !Iterative part. 
C     Set initial system body force stiffness matrix to zero (This matrix used 
C     in both incremental and iterative solution part. 
      IF(IRBody.NE.0) THEN 
      DO 297 I = 1, NEQ      
      DO 297 J = 1, NEQ 
      SKB(I,J) = 0._8 
  297 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial system load vectors to zeros. 
      IF(IMOD.EQ.2) THEN 
      DO 302  I  = 1, NEQ 
      DFIBODY(I) = 0._8   !Incremental body force vector.   
  302 CONTINUE 
      ELSE 
      DO 307 I  = 1, NEQ 
      FIBODY(I) = 0._8 !Body force vector.  
  307 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Loop over all elements. 
C=============================================================================== 
      DO 5000 IE = 1, NELEM 
C     Read material properties of each element. 
      ELAS   = PROP(IEMAT(IE),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IE),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IE),3)       
      AHARD  = PROP(IEMAT(IE),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IE),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IE),6) 
      IF(IPLANE.NE.3) THICK = PROP(IEMAT(IE),7) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IE).EQ.1) THEN   
      NN    =  9         !Number of nodes. 
      NG    =  9         !Number of Gauss's points. 
      NDOF  =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
      XG(2) =  XG(1) 
      XG(3) =  XG(1) 
      XG(4) =  0._8 
      XG(5) =  XG(4) 
      XG(6) =  XG(4) 
      XG(7) = -XG(1)         
      XG(8) =  XG(7) 
      XG(9) =  XG(7) 
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C     Y coordinate at each Gauss's point.  
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(4) 
      YG(3) =  XG(7) 
      YG(4) =  XG(1) 
      YG(5) =  XG(4) 
      YG(6) =  XG(7) 
      YG(7) =  XG(1) 
      YG(8) =  XG(4) 
      YG(9) =  XG(7) 
C     Weight at each Gauss's point.  
      WG(1) =  25._8/81._8 
      WG(2) =  40._8/81._8 
      WG(3) =  WG(1) 
      WG(4) =  WG(2) 
      WG(5) =  64._8/81._8 
      WG(6) =  WG(2) 
      WG(7) =  WG(1) 
      WG(8) =  WG(2) 
      WG(9) =  WG(1)       
      ELSE 
C     6-node triangular element. 
      NN    =  6         !Number of nodes. 
      NG    =  7         !Number of Gauss's points. 
      NDOF  =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) =  1._8/3._8 
      XG(2) =  0.101286507323456_8 
      XG(3) =  0.797426985353087_8 
      XG(4) =  XG(2) 
      XG(5) =  0.470142064105115_8 
      XG(6) =  0.059715871789770_8 
      XG(7) =  XG(5) 
C     Y coordinate at each Gauss's point for this element. 
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(2) 
      YG(3) =  XG(2) 
      YG(4) =  XG(3) 
      YG(5) =  XG(5) 
      YG(6) =  XG(5) 
      YG(7) =  XG(6) 
C     Weight at each Gauss's point.  
      WG(1) =  0.225_8 
      WG(2) =  0.125939180544827_8 
      WG(3) =  WG(2) 
      WG(4) =  WG(2) 
      WG(5) =  0.132394152788506_8 
      WG(6) =  WG(5) 
      WG(7) =  WG(5) 
C     Area of triangle must be devided by two. 
      WG(1) =  WG(1)/2._8 
      WG(2) =  WG(2)/2._8 
      WG(3) =  WG(3)/2._8 
      WG(4) =  WG(4)/2._8 
      WG(5) =  WG(5)/2._8 
      WG(6) =  WG(6)/2._8 
      WG(7) =  WG(7)/2._8 
      ENDIF 
C     Create elemant nodal displacement and temperature vectors. 
      DO 100 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IE,I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,IPOS) 
      DETEMP(I)    = TEMP(II,INC+1) - TEMP(II,INC)   
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  100 CONTINUE 
C     Set initial element tangent stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.1) THEN       
      DO 300  I  = 1, NDOF     
      DO 300  J  = 1, NDOF 
      ETSMd(I,J) = 0._8 
  300 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element stiffness matrix to zero. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
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      DO 301 I  = 1, NDOF    
      DO 301 J  = 1, NDOF 
      EKMd(I,J) = 0._8 
  301 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element body force stiffness matrix to zero. 
      IF(IRBody.NE.0) THEN    
      DO 305 I = 1, NDOF    
      DO 305 J = 1, NDOF 
      EKB(I,J) = 0._8 
  305 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element thermal load vector to zero.      
      IF(IMOD.NE.2 .AND. IRTemp.NE.0) THEN    
      DO 303 I = 1, NDOF 
      EFIdevT(I)  = 0._8 
  303 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set initial element incremental thermal load vector to zero.      
      IF(IMOD.EQ.2 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 304 I = 1, NDOF       
      DEFIdevT(I) = 0._8 
  304 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on an element. 
C=============================================================================== 
      DO 336 K = 1, NG 
C     Compute strain-displacement matrix.           
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Compute temperature and temperature increment at a Gauss's point.   
      IF(IRTemp.NE.0) THEN 
       CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
       CALL GVALUE(A,B,DETEMP,DT,NN) 
      ELSE 
       T  = 0._8       
       DT = 0._8       
      ENDIF 
C     Compute radius from the axis of rotation of a Gauss's point.  
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      CALL GVALUE(A,B,X,R,NN) 
      ENDIF 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 331 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  331 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 332 I  = 1, NDIM 
      DO 332 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  332 CONTINUE 
C     Set coefficient of thermal expansion vector. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      THETA(1) = COTHR  
      THETA(2) = COTHR 
      THETA(3) = 0._8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Find effective stress. 
C=============================================================================== 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C=============================================================================== 
C     Plane stress case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} - [HMAT]{STRAIN0} 
C 
C                                                [ 1.+BETA    -BETA  0.       ] 
C     [GMAT] = BETA*ELAS/(1.-2.*PR)/(1.+2.*BETA)*[   -BETA  1.+BETA  0.       ] 
C                                                [ 0.       0.       0.5+BETA ] 
C 
C                                                [ 1.       0.       0.       ] 
C     [HMAT] = BETA*ELAS/(1.-2.*PR)/(1.+2.*BETA)*[ 0.       1.       0.       ] 
C                                                [ 0.       0.       0.       ] 



 194

C 
C     BETA = 2./3.*(1.-2.*PR)*EFRATIO/ELAS 
C 
C     EFRATIO = EFSTRSS/EFSTRAN 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      COND = BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA) 
      GMAT(1,1) =  COND*(1._8+BETA) 
      GMAT(1,2) = -COND*BETA 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 
      GMAT(3,3) =  COND*(0.5_8+BETA) 
C 
      PMAT(1,1) =  0.50_8+BETA+BETA*BETA 
      PMAT(1,2) =        -BETA-BETA*BETA 
      PMAT(1,3) =  0._8 
      PMAT(2,1) =  PMAT(1,2) 
      PMAT(2,2) =  PMAT(1,1) 
      PMAT(2,3) =  0._8 
      PMAT(3,1) =  0._8 
      PMAT(3,2) =  0._8 
      PMAT(3,3) =  0.25_8+BETA+BETA*BETA 
C 
      HMAT(1,1) =  COND  
      HMAT(1,2) =  0._8 
      HMAT(1,3) =  0._8 
      HMAT(2,1) =  0._8 
      HMAT(2,2) =  HMAT(1,1) 
      HMAT(2,3) =  0._8 
      HMAT(3,1) =  0._8 
      HMAT(3,2) =  0._8 
      HMAT(3,3) =  0._8 
C 
      DMAT(1,1) =  0.5_8  
      DMAT(1,2) =  0.0_8 
      DMAT(1,3) =  0.0_8 
      DMAT(2,1) =  0.0_8 
      DMAT(2,2) =  DMAT(1,1) 
      DMAT(2,3) =  0.0_8 
      DMAT(3,1) =  0.0_8 
      DMAT(3,2) =  0.0_8 
      DMAT(3,3) =  0.0_8 
C 
      CVEC(1) = ( 1.00_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(1) + 
     *          ( 0.50_8-BETA-BETA*BETA )*STRAIN(2) - 1.5_8*COTHR*T 
      CVEC(2) = ( 0.50_8-BETA-BETA*BETA )*STRAIN(1) + 
     *          ( 1.00_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(2) - 1.5_8*COTHR*T           
      CVEC(3) = ( 0.25_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(3)  
C 
      AVEC(1) = ( 0.50_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(1) +  
     *          (       -BETA-BETA*BETA )*STRAIN(2) 
      AVEC(2) = (       -BETA-BETA*BETA )*STRAIN(1) + 
     *          ( 0.50_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(2)           
      AVEC(3) = ( 0.25_8+BETA+BETA*BETA )*STRAIN(3)  
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Plane strain case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
C 
C                            [  2.  -1.   0. ] 
C     [GMAT] = 2./9.*EFRATIO*[ -1.   2.   0. ] 
C                            [  0.   0.   1.5] 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 
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      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
C 
      CVEC(1) = 2.0_8*STRAIN(1)-STRAIN(2) 
      CVEC(2) = 2.0_8*STRAIN(2)-STRAIN(1) 
      CVEC(3) = 1.5_8*STRAIN(3) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Axisymmetric case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
C 
C                            [  2. -1.  0.  -1. ] 
C     [GMAT] = 2./9.*EFRATIO*[ -1.  2.  0.  -1. ] 
C                            [  0.  0.  1.5  0. ] 
C                            [ -1. -1.  0.   2. ] 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(1,4) =  GMAT(1,2)       
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(2,4) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(3,1) =  GMAT(1,3) 
      GMAT(3,2) =  GMAT(2,3) 
      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
      GMAT(3,4) =  0._8 
      GMAT(4,1) =  GMAT(1,4) 
      GMAT(4,2) =  GMAT(2,4) 
      GMAT(4,3) =  GMAT(3,4) 
      GMAT(4,4) =  GMAT(1,1) 
C 
      CVEC(1) = 2.0_8*STRAIN(1)-STRAIN(2)-STRAIN(4) 
      CVEC(2) = 2.0_8*STRAIN(2)-STRAIN(4)-STRAIN(1) 
      CVEC(3) = 1.5_8*STRAIN(3) 
      CVEC(4) = 2.0_8*STRAIN(4)-STRAIN(1)-STRAIN(2) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element body force stiffness matrix. 
C=============================================================================== 
      IF(IRBody.NE.0) THEN 
      DO 330 I = 1, NDOF 
      DO 330 J = 1, NDOF 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      EKB(I,J) = EKB(I,J) + WG(K)*EKBG(I,J)*DETJAC*2._8*PI*R 
      ELSE 
      EKB(I,J) = EKB(I,J) + WG(K)*EKBG(I,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
  330 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element tangent stiffness matrix.      
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.NE.1) THEN 
      DO 350 I = 1, NDOF 
      DO 350 J = 1, NDOF 
      DO 350 L = 1, NDIM 
      DO 350 M = 1, NDIM 
C     Plane stress case. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      BELOW1 = STRAIN(1)*STRAIN(1) + 2._8*STRAIN(1)*STRAIN(2) + 
     *         STRAIN(2)*STRAIN(2) -  
     *         4._8*COTHR*T*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-COTHR*T ) 
      BELOW2 = 1._8 + 27._8*AMOD/ELAS*(1._8-2._8*PR)*BELOW1/ 
     *                (1._8+2._8*BETA)**3._8 
      COTANG = 36._8*AMOD/(1._8+2._8*BETA)**4._8/BELOW2 
      ETSMd(I,J) = ETSMd(I,J) + WG(K)*BMAT(L,I)*( GMAT(L,M)+ 
     *             COTANG*(AVEC(L)-THETA(L)*T/2._8)*CVEC(M) )* 
     *             BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
C     Plane strain case. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      ETSMd(I,J) = ETSMd(I,J) + WG(K)*BMAT(L,I)*( GMAT(L,M)+AMOD* 
     *             CVEC(L)*CVEC(M) )*BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
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C     Axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      ETSMd(I,J) = ETSMd(I,J) + WG(K)*BMAT(L,I)*( GMAT(L,M)+AMOD* 
     *             CVEC(L)*CVEC(M) )*BMAT(M,J)*DETJAC*2._8*PI*R 
      ENDIF 
  350 CONTINUE       
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element stiffness matrix.      
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      DO 355 I = 1, NDOF 
      DO 355 J = 1, NDOF 
      DO 355 L = 1, NDIM 
      DO 355 M = 1, NDIM 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      EKMd(I,J) = EKMd(I,J) +  
     *            WG(K)*BMAT(L,I)*GMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*2._8*PI*R 
      ELSE 
      EKMd(I,J) = EKMd(I,J) +  
     *            WG(K)*BMAT(L,I)*GMAT(L,M)*BMAT(M,J)*DETJAC*THICK 
      ENDIF 
  355 CONTINUE       
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element thermal force vector. 
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.NE.2 .AND. IPLANE.EQ.1 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 335 I = 1, NDOF           
      DO 335 L = 1, NDIM 
      DO 335 M = 1, NDIM 
      EFIdevT(I) = EFIdevT(I) + WG(K)*BMAT(L,I)*HMAT(L,M)*THETA(M)*T* 
     *                          DETJAC*THICK 
  335 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute element incremental thermal force vector. 
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.EQ.2 .AND. IPLANE.EQ.1 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 340 I = 1, NDOF           
      DO 340 L = 1, NDIM 
      DO 340 M = 1, NDIM 
      BELOW1 = STRAIN(1)*STRAIN(1) + 2._8*STRAIN(1)*STRAIN(2) + 
     *         STRAIN(2)*STRAIN(2) -  
     *         4._8*COTHR*T*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-COTHR*T ) 
      BELOW2 = 1._8 + 27._8*AMOD/ELAS*(1._8-2._8*PR)*BELOW1/ 
     *                (1._8+2._8*BETA)**3._8 
      COTHER = 54._8*AMOD*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-2._8*COTHR*T )*COTHR/ 
     *         (1._8+2._8*BETA)**4._8/BELOW2 
      DEFIdevT(I) = DEFIdevT(I) +  
     *              WG(K)*BMAT(L,I)*( HMAT(L,M)*THETA(M)+ 
     *              (PMAT(L,M)*STRAIN(M)-DMAT(L,M)*THETA(M)*T)*COTHER )* 
     *              DT*DETJAC*THICK 
  340 CONTINUE 
      ENDIF       
C     End each Gauss's point. 
  336 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Assemble element matrices and vectors to the system matrices and vectors.  
C=============================================================================== 
C     Form system tangent stiffness matrix. 
      IF(IMOD.NE.1) THEN 
      CALL ASSMBLE(IE,INTMAT9,ETSMd,STSMd,MXPOI,MXELE,NN,NDF) 
      ENDIF 
C     Form system stiffness matrix. 
      IF(IMOD.NE.2) THEN 
      CALL ASSMBLE(IE,INTMAT9,EKMd,SKMd,MXPOI,MXELE,NN,NDF) 
      ENDIF 
C     Form system body force stiffness matrix. 
      IF(IRBody.NE.0) THEN 
      CALL ASSMBLE(IE,INTMAT9,EKB,SKB,MXPOI,MXELE,NN,NDF) 
      ENDIF 
C     Form system (incremental) thermal force vector. 
      IF(IPLANE.EQ.1 .AND. IRTemp.NE.0) THEN 
      DO 351 IN = 1, NN 
      DO 351 ID = 1, NDF 
      INODE = INTMAT9(IE,IN) 
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      IEQ   = (INODE-1)*NDF + ID 
      IEE   = (IN-1)*NDF +ID 
      IF(IMOD.NE.2) THEN   !Thermal force vector. 
      FIdevT(IEQ)  = FIdevT(IEQ)  + EFIdevT(IEE) 
      ELSE                 !Incremental thermal force vector. 
      DFIdevT(IEQ) = DFIdevT(IEQ) + DEFIdevT(IEE) 
      ENDIF 
  351 CONTINUE 
      ENDIF       
C     End each element. 
 5000 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Compute system incremental body force vector and body force vector. 
C=============================================================================== 
      IF(IMOD.EQ.2 .AND. IRBody.NE.0) THEN 
       DO 380  I  = 1, NEQ 
       DO 380  J  = 1, NEQ 
       DFIBODY(I) = DFIBODY(I) + SKB(I,J)*(BDf(J,INC+1)-BDf(J,INC)) 
  380  CONTINUE 
      ENDIF 
C 
      IF(IMOD.NE.2 .AND. IRBody.NE.0) THEN    
       DO 361 I  = 1, NEQ 
       DO 361 J  = 1, NEQ          
       FIBODY(I) = FIBODY(I) + SKB(I,J)*BDf(J,INC+1) 
  361  CONTINUE 
      ENDIF 
C   
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *               NN,NDF,IPLANE) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES STRAIN-DISPLACEMENT,GAUSS'S POINT ELEMENT BODY  
C     FORCE STIFFNESS, JACOBIAN, INVERSE JACOBIAN'S MATRIX AND ITS DETERMINANT  
C     ,AND DERIVATIVES OF SHAPE FUNCTIONS.    
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),X(9),Y(9) 
      DIMENSION DNDA(9),DNDB(9),AJ(2,2),AJI(2,2) 
      DIMENSION AN(9),ANBAR(2,9*2),EKBG(9*2,9*2) 
 
      NDOF = NN*NDF 
C     Set matrix dimensions for this problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      NDIM = 4 
      ELSE                  !Plane stress or plane strain case. 
      NDIM = 3 
      ENDIF 
C     Find shape function values at a Gauss's point.   
      SELECT CASE(NN) 
C     6-node triangular element. 
      CASE(6) 
C     Shape functions at a Gauss's point. 
      AN(1)   =  (1._8-(A+B))*(1._8-2._8*(A+B)) 
      AN(2)   =  A*(2._8*A-1._8) 
      AN(3)   =  B*(2._8*B-1._8) 
      AN(4)   =  4._8*A*(1._8-(A+B)) 
      AN(5)   =  4._8*A*B 
      AN(6)   =  4._8*B*(1._8-(A+B)) 
C     Derivative of shape functions w.r.t. an elemental coordinate. 
      DNDA(1) =  4._8*A - 3._8   + 4._8*B 
      DNDA(2) =  4._8*A - 1._8 
      DNDA(3) =  0._8 
      DNDA(4) =  4._8   - 8._8*A - 4._8*B 
      DNDA(5) =  4._8*B 
      DNDA(6) = -4._8*B 
C     Derivative of shape functions w.r.t. an elemental coordinate. 
      DNDB(1) =  4._8*B - 3._8   + 4._8*A 
      DNDB(2) =  0._8 
      DNDB(3) =  4._8*B - 1._8 
      DNDB(4) = -4._8*A 
      DNDB(5) =  4._8*A 
      DNDB(6) =  4._8   - 4._8*A - 8._8*B 
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C     9-node quadrilateral crack tip element. 
      CASE(9) 
C     Shape functions at a Gauss's point. 
      AN(1)   =  A*(1._8-A)*B*(1._8-B)/4._8  
      AN(2)   = -A*(1._8+A)*B*(1._8-B)/4._8  
      AN(3)   =  A*(1._8+A)*B*(1._8+B)/4._8  
      AN(4)   = -A*(1._8-A)*B*(1._8+B)/4._8  
      AN(5)   = -(1._8-A*A)*B*(1._8-B)/2._8  
      AN(6)   =  A*(1._8+A)*(1._8-B*B)/2._8 
      AN(7)   =  (1._8-A*A)*B*(1._8+B)/2._8 
      AN(8)   = -A*(1._8-A)*(1._8-B*B)/2._8 
      AN(9)   =  (1._8-A*A)*(1._8-B*B) 
C     Derivative of shape functions w.r.t. an elemental coordinate. 
      DNDA(1) =  B*(1._8-B)*(1._8-2._8*A)/4._8 
      DNDA(2) = -B*(1._8-B)*(1._8+2._8*A)/4._8 
      DNDA(3) =  B*(1._8+B)*(1._8+2._8*A)/4._8 
      DNDA(4) = -B*(1._8+B)*(1._8-2._8*A)/4._8 
      DNDA(5) =  B*(1._8-B)*A 
      DNDA(6) =  (1._8-B*B)*(1._8+2._8*A)/2._8 
      DNDA(7) = -B*(1._8+B)*A 
      DNDA(8) = -(1._8-B*B)*(1._8-2._8*A)/2._8 
      DNDA(9) = -2._8*A*(1._8-B*B) 
C     Derivative of shape functions w.r.t. an elemental coordinate. 
      DNDB(1) =  A*(1._8-A)*(1._8-2._8*B)/4._8 
      DNDB(2) = -A*(1._8+A)*(1._8-2._8*B)/4._8 
      DNDB(3) =  A*(1._8+A)*(1._8+2._8*B)/4._8 
      DNDB(4) = -A*(1._8-A)*(1._8+2._8*B)/4._8 
      DNDB(5) = -(1._8-A*A)*(1._8-2._8*B)/2._8 
      DNDB(6) = -A*(1._8+A)*B 
      DNDB(7) =  (1._8-A*A)*(1._8+2._8*B)/2._8 
      DNDB(8) =  A*(1._8-A)*B 
      DNDB(9) = -2._8*B*(1._8-A*A) 
C     Wrong number of nodes in an element. 
      CASE DEFAULT 
      WRITE(*,*) 'WRONG NUMBER OF NODES IN THE ELEMENT' 
      STOP 
      END SELECT 
C     Compute Gauss's point radius from axis of rotation. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN   
      R = 0._8 
      DO 80 I = 1, NN 
      R = R + AN(I)*X(I) 
   80 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Set shape function matrix to zero. 
      DO 90 I = 1, NDF 
      DO 90 J = 1, NDOF 
      ANBAR(I,J) = 0._8 
   90 CONTINUE 
C     Compute [ANBAR]. 
      DO 100 I = 1, NN 
      ANBAR(1,2*I-1) = AN(I) 
      ANBAR(2,2*I)   = AN(I) 
  100 CONTINUE 
C     Set Gauss's point element body force stiffness matrix to zero. 
      DO 110 I  = 1, NDOF 
      DO 110 J  = 1, NDOF 
      EKBG(I,J) = 0._8 
  110 CONTINUE 
C     [EKBG] = tran[ANBAR][ANBAR]. 
      DO 120 I  = 1, NDOF 
      DO 120 J  = 1, NDOF 
      DO 120 L  = 1, NDF    
      EKBG(I,J) = EKBG(I,J) + ANBAR(L,I)*ANBAR(L,J) 
  120 CONTINUE 
C     Set Jacobian's matrix to zero. 
      AJ(1,1) = 0._8 
      AJ(1,2) = 0._8 
      AJ(2,1) = 0._8 
      AJ(2,2) = 0._8 
C     Compute Jacobian's matrix. 
      DO 5 IN = 1, NN 
      AJ(1,1) = AJ(1,1) + DNDA(IN)*X(IN) 
      AJ(1,2) = AJ(1,2) + DNDA(IN)*Y(IN) 
      AJ(2,1) = AJ(2,1) + DNDB(IN)*X(IN) 
      AJ(2,2) = AJ(2,2) + DNDB(IN)*Y(IN) 
    5 CONTINUE 
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C     Compute determinant of Jacobian's matrix. 
      DETJAC  = AJ(1,1)*AJ(2,2) - AJ(2,1)*AJ(1,2) 
C     Compute inverse Jacobian's matrix. 
      AJI(1,1) =  AJ(2,2)/DETJAC 
      AJI(1,2) = -AJ(1,2)/DETJAC 
      AJI(2,1) = -AJ(2,1)/DETJAC 
      AJI(2,2) =  AJ(1,1)/DETJAC 
C     Set strain-displacement matrix to zero. 
      DO 10 I = 1, NDIM 
      DO 10 J = 1, NDOF 
      BMAT(I,J) = 0._8 
   10 CONTINUE 
C     Compute strain-displacement matrix. 
      DO 50 J = 1, NN 
      BMAT(1,2*J-1) = AJI(1,1)*DNDA(J) + AJI(1,2)*DNDB(J) 
      BMAT(2,2*J  ) = AJI(2,1)*DNDA(J) + AJI(2,2)*DNDB(J) 
      BMAT(3,2*J-1) = BMAT(2,2*J  ) 
      BMAT(3,2*J  ) = BMAT(1,2*J-1) 
   50 CONTINUE 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !For axisymmetric case. 
      DO 60 J = 1, NN 
      BMAT(4,2*J-1) = AN(J)/R 
   60 CONTINUE 
      ENDIF 
C 
      RETURN   
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE GVALUE(A,B,ANVAL,GVAL,NN) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES QUANTITY AT ANY POINT IN THE ELEMENT. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION AN(9),ANVAL(9) 
C     Choose which element to interpolate.  
      SELECT CASE(NN) 
C     6-node triangular element. 
      CASE(6) 
      AN(1) = (1._8-(A+B))*(1._8-2._8*(A+B)) 
      AN(2) = A*(2._8*A-1._8) 
      AN(3) = B*(2._8*B-1._8) 
      AN(4) = 4._8*A*(1._8-(A+B)) 
      AN(5) = 4._8*A*B 
      AN(6) = 4._8*B*(1._8-(A+B)) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      CASE(9) 
      AN(1) =  A*(1._8-A)*B*(1._8-B)/4._8  
      AN(2) = -A*(1._8+A)*B*(1._8-B)/4._8  
      AN(3) =  A*(1._8+A)*B*(1._8+B)/4._8  
      AN(4) = -A*(1._8-A)*B*(1._8+B)/4._8  
      AN(5) = -(1._8-A*A)*B*(1._8-B)/2._8  
      AN(6) =  A*(1._8+A)*(1._8-B*B)/2._8 
      AN(7) =  (1._8-A*A)*B*(1._8+B)/2._8 
      AN(8) = -A*(1._8-A)*(1._8-B*B)/2._8 
      AN(9) =  (1._8-A*A)*(1._8-B*B) 
C     Wrong number of nodes in an element. 
      CASE DEFAULT 
      WRITE(*,*) 'WRONG NUMBER OF NODES IN THE ELEMENT' 
      STOP 
      END SELECT 
C     Compute Gauss's point value. 
      GVAL = 0._8 
      DO 10 IN = 1, NN 
      GVAL = GVAL + AN(IN)*ANVAL(IN)        
   10 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *                     ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES EFFECTIVE STRESS, STRAIN AND THEIR RATIO AT A  
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C     GAUESS'S POINT. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION STRAIN(4) 
 
C     Set tolerance number and maximum number of iterations for computing 
C     effective stress. 
      TOR = 1.E-12_8 
      MXITER = 150 
C     Compute the effective strain. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN  !Plane strain case. 
      BEsqrt  = ( 2._8*STRAIN(1)-STRAIN(2)-   0._8   )**2._8 + 
     *          ( 2._8*STRAIN(2)-   0._8  -STRAIN(1) )**2._8 + 
     *          (        0._8   -STRAIN(1)-STRAIN(2) )**2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt/9._8 + STRAIN(3)*STRAIN(3)/2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt*2._8/3._8  
      EFSTRAN =  DSQRT(BEsqrt) 
      ENDIF 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      BEsqrt  = ( 2._8*STRAIN(1)-STRAIN(2)-STRAIN(4) )**2._8 + 
     *          ( 2._8*STRAIN(2)-STRAIN(4)-STRAIN(1) )**2._8 + 
     *          ( 2._8*STRAIN(4)-STRAIN(1)-STRAIN(2) )**2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt/9._8 + STRAIN(3)*STRAIN(3)/2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt*2._8/3._8  
      EFSTRAN =  DSQRT(BEsqrt) 
      ENDIF 
C     Compute effective strain per yield strain.  
      EFSTRAN0 = EFSTRAN*ELAS/YSTRSS 
C=============================================================================== 
C     Use Newton-Raphson iteration scheme to find the effective stress. 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.NE.1) THEN  !Plane strain or axisymmetric case.     
       IF(EFSTRAN0.GT.(ALPHA+2._8/3._8*(1._8+PR))) THEN    !Plastic state.  
       EFSTRSS0 = (EFSTRAN0/ALPHA)**(1._8/AHARD)        
       ELSE    !Elastic state. 
       EFSTRSS0 = 3._8/(2._8*(1._8+PR))*EFSTRAN0 
       ENDIF 
      ELSE                  !Plane stress case. 
       EFSTRSS0 = 0._8 
      ENDIF   
C=============================================================================== 
C     Begin iterative loop. 
C=============================================================================== 
      DO 150 I = 1, MXITER   
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      B = ALPHA*EFSTRSS0**(AHARD-1._8)+2._8/3._8*(1._8+PR) 
      EFRATIO = ELAS/B 
      BETA = 2._8/3._8*(1._8-2._8*PR)/ELAS*EFRATIO 
      EPS33 = (3._8*COTHR*T+(BETA-1._8)*(STRAIN(1)+STRAIN(2)))/ 
     *        (1._8+2._8*BETA) 
      BEsqrt  = ( 2._8*STRAIN(1)-STRAIN(2)-EPS33     )**2._8 + 
     *          ( 2._8*STRAIN(2)-EPS33    -STRAIN(1) )**2._8 + 
     *          ( 2._8*EPS33    -STRAIN(1)-STRAIN(2) )**2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt/9._8 + STRAIN(3)*STRAIN(3)/2._8 
      BEsqrt  =  BEsqrt*2._8/3._8  
      EFSTRAN =  DSQRT(BEsqrt) 
C     Compute effective strain per yield strain.  
      EFSTRAN0 = EFSTRAN/YSTRSS*ELAS 
      ENDIF      
C     Compute increment of effective stress per yield stress.  
      DEFSTRSS0 = -(ALPHA*EFSTRSS0**AHARD+2._8/3._8*(1._8+PR)*EFSTRSS0 
     *               -EFSTRAN0)/(ALPHA*AHARD*EFSTRSS0**(AHARD-1._8)+ 
     *                            2._8/3._8*(1._8+PR))  
C     Compute new effective stress per yield stress predictor.  
      EFSTRSS0  = EFSTRSS0 + DEFSTRSS0 
C     Check solution convergence. 
      IF(DABS(DEFSTRSS0).LE.TOR) GOTO 160 
C     End each iteration. 
  150 CONTINUE 
      WRITE(*,155)       
  155 FORMAT(/,' !!! CANNOT FIND EFFECTIVE STRESS WITHIN A SPECIFIED', 
     *       /,'     TOLERANCE LIMIT AND NUMBER OF ITERATIONS')  
C     Compute effective stress. 
  160 EFSTRSS = EFSTRSS0*YSTRSS 
C     Check negative effective stress. 
      IF(EFSTRSS.LT.0._8) WRITE(*,170)  
  170 FORMAT(/,' *** THE EFFECTIVE STRESS IS NEGATIVE *** ')  



 201

C     Compute necessary variables for LST subroutine. 
      B = ALPHA*EFSTRSS0**(AHARD-1._8)+2._8/3._8*(1._8+PR) 
      EFRATIO = ELAS/B 
      BETA = 2._8/3._8*(1._8-2._8*PR)/ELAS*EFRATIO 
      IF(EFSTRSS0.EQ.0._8 .AND. AHARD.LT.3._8) THEN  
      AMOD = 0._8 
      ELSE 
      AMOD = -4._8/81._8*ALPHA*(AHARD-1._8)/(YSTRSS**2._8)*ELAS**3._8 
     *        *EFSTRSS0**(AHARD-3._8)/(B**3._8*(AHARD*B-2._8/3._8 
     *        *(1._8+PR)*(AHARD-1._8))) 
      ENDIF 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE ASSMBLE(IE,INTMAT9,ELEMAT,SYSMAT,MXPOI,MXELE,NN,NDF)    
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE ASSEMBLES ELEMENT MATRICES INTO A SYSTEM MATRIX. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION SYSMAT(MXPOI*2,MXPOI*2),ELEMAT(9*2,9*2) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9) 
C 
      DO 100 INR  = 1, NN 
      INODER = INTMAT9(IE,INR) 
      DO 100 IDFR = 1, NDF 
C     ISR = row position in a system matrix. 
C     IER = row position in an element matrix. 
      ISR = (INODER-1)*NDF + IDFR 
      IER = (INR   -1)*NDF + IDFR 
      DO 200 INC  = 1, NN 
      INODEC = INTMAT9(IE,INC) 
      DO 200 IDFC = 1, NDF 
C     ISC = collumn position in a system matrix. 
C     IEC = collumn position in an element matrix. 
      ISC = (INODEC-1)*NDF + IDFC  
      IEC = (INC   -1)*NDF + IDFC       
      SYSMAT(ISR,ISC) = SYSMAT(ISR,ISC) + ELEMAT(IER,IEC) 
  200 CONTINUE 
  100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE APPLYBC(NEQ,IBC,STSM,QFINC,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     APPLY DISPLACEMENT BOUNDARY CONDITIONS WITH CONDITION CODES OF 
C        0 = free to move (force is known). 
C       +1 = fixed (displacement is zero). 
C       -1 = prescribed displacement to be increment 
C            (displacement is non-zero). 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2),QFINC(MXPOI*2) 
      INTEGER IBC(MXPOI*2) 
C 
      DO 10 I = 1, NEQ 
      II = IBC(I) 
      IF(II.NE.0) STSM(I,I) = 1._8 
      IF(I.EQ.NEQ) GOTO 10 
      DO 20 J = I+1, NEQ 
      JJ = IBC(J) 
C     Both free. 
      IF(II.EQ.0.AND.JJ.EQ.0) GOTO 20 
C     Both restraint. 
      IF(II.NE.0.AND.JJ.NE.0) GOTO 25 
C     I restraint or prescribed. 
      IF(II.NE.0) THEN 
      QFINC(J) = QFINC(J) - STSM(I,J)*QFINC(I) 
C     J restraint or prescribed. 
      ELSE 
      QFINC(I) = QFINC(I) - STSM(I,J)*QFINC(J) 
      ENDIF 
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   25 STSM(I,J)= 0._8 
   20 CONTINUE 
   10 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CROUT(STSM,PIVOT,NEQ,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE APPLIES CROUT'S FACTORISATION TO CHANGE SYSTEM TANGENT  
C     STIFFNESS MATRIX INTO THE MULTIPLICATION OF L, T AND TRANSVERSED L  
C     MATRICES. 
C     *The input matrix is the system tangent stiffness matrix, STSM(NEQ,NEQ). 
C      The output matrices are the upper triangle matrix, STSM(NEQ,NEQ) and   
C      diagonal pivots, PIVOT(NEQ). 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2),PIVOT(MXPOI*2) 
C 
      PIVOT(1) = STSM(1,1) 
      DO 1 J = 2, NEQ 
      DO 2 I = 1, J-1 
      A = STSM(I,J) 
      IF(I.EQ.1) GOTO 2 
      DO 3 L = 1, I-1 
    3 A = A - STSM(L,J)*STSM(L,I) 
    2 STSM(I,J) = A 
      DO 4 I = 1, J-1 
    4 STSM(I,J) = STSM(I,J)/STSM(I,I) 
      DO 5 L = 1, J-1 
    5 STSM(J,J) = STSM(J,J) - STSM(L,L)*STSM(L,J)*STSM(L,J) 
    1 PIVOT(J) = STSM(J,J) 
C     Check negative pivots. 
      NEG = 0 
      DO 30 IEQ = 1, NEQ 
      IF(PIVOT(IEQ).LT.0._8) NEG = NEG + 1 
   30 CONTINUE 
      IF(NEG.GT.0) WRITE(*,100) NEG 
  100 FORMAT(/,' *** WARNING NO. OF NEGATIVE PIVOTS = ',I5) 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE SOLVE(NEQ,STSM,PIVOT,QFINC,MXPOI) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE SOLVES A SET OF SIMULTANEOUS EQUATIONS.  
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2),QFINC(MXPOI*2),PIVOT(MXPOI*2) 
 
C     Apply forward and backward Crout's substitutions on the QFINC vector. 
      DO 1 J = 2, NEQ  !Forward substitutions. 
      DO 2 L = 1, J-1 
    2 QFINC(J) = QFINC(J) - STSM(L,J)*QFINC(L) 
    1 CONTINUE       
      DO 3 I = 1, NEQ  !Backward substitutions. 
    3 QFINC(I) = QFINC(I)/PIVOT(I) 
      DO 4 JJ = 2, NEQ 
      J = NEQ + 2 - JJ 
      DO 5 L = 1, J-1 
    5 QFINC(L) = QFINC(L) - STSM(L,J)*QFINC(J) 
    4 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE ITER(PT,BETOK,QEX,IBC,STSM,ITERTY,GM,NPOIN,MXPOI, 
     *                MXELE,COORD,INTMAT9,PIVOT,NDF,NELEM,IETIP, 
     *                TEMP,MXSTATE,INC,IPLANE,PI,BDf,PROP,FISURF, 
     *                BET,ICFLOAD,IREDSEL,IREMESH,BAS,IEMAT,MXMAT, 
     *                IRTemp,IRBody) 
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C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE ITERATES SOLUTIONS TO EQUILIBRIUM USING NEWTON-RAPHSON AND 
C     MODIFIED NEWTON-RAPHSON METHOD.     
C     *In Newton-Raphson method, the tangent stiffness matrix must be computed  
C      at every iteration loop but in modified Newton-Raphson method only  
C      tangent stiffness matrix computed at the incremtal solution part is used         
C      for all remaining number of iterations. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),QEX(MXPOI*2),GM(MXPOI*2) 
      DIMENSION STSM(MXPOI*2,MXPOI*2),PIVOT(MXPOI*2) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),BDf(MXPOI*2,MXSTATE) 
      DIMENSION FIMECH(MXPOI*2),FITHER(MXPOI*2) 
      DIMENSION FIBODY(MXPOI*2),FISURF(MXPOI*2) 
      DIMENSION DFITHER(MXPOI*2),DFIBODY(MXPOI*2),PROP(MXMAT,7) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE),IBC(MXPOI*2) 
 
C     SMALL  is the convergence tolerance limit. 
C     NITMAX is maximum number of iterations. 
C     IMOD   = 1 compute all load vectors. 
C            = 2 compute tangent stiffness matrix and incremtal load vectors. 
C            = 3 compute both load vectors and tangent stiffness matrix. 
      NEQ    = NPOIN*NDF 
      SMALL  = 0.0001_8 
      NITMAX = 20 
      IMOD   = 1 
      IF(ITERTY.EQ.1) THEN 
      IMOD = 3 
      NITMAX = 10 
      ENDIF       
C=============================================================================== 
C     Begin iteration loops. 
C=============================================================================== 
      DO 1000 ITE = 1, NITMAX 
      WRITE(*,110) ITE 
  110 FORMAT(/,5X,'ITERATIVE LOOP WITH ITE =',I3) 
      CALL LST(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *         NDF,PI,IMOD,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,BDf, 
     *         STSM,DFITHER,DFIBODY,FIMECH,FITHER,FIBODY, 
     *         PROP,IREDSEL,IEMAT,MXMAT,IRTemp,IRBody) 
C     GM(NEQ) is the out-of-balance force vector. 
C     FISURF(NEQ) is the nodal force vector due to surface tractions.  
      DO 120 IEQ  = 1, NEQ 
      IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN 
      GM(IEQ)     = QEX(IEQ) + FITHER(IEQ) + FIBODY(IEQ) - FIMECH(IEQ) 
      FISURF(IEQ) = QEX(IEQ) 
      ELSE 
      GM(IEQ)     = 0._8 
      FISURF(IEQ) = FIMECH(IEQ) - FITHER(IEQ) - FIBODY(IEQ) 
      ENDIF 
      IF(ICFLOAD.NE.1) FISURF(IEQ) = 0._8 
  120 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Check solution's convergence. 
C=============================================================================== 
      GNORM = 0._8   !GNORM is the out-of-balance force vector norm. 
      DO 130 IEQ = 1, NEQ 
      GNORM = GNORM + GM(IEQ)*GM(IEQ) 
  130 CONTINUE 
      GNORM = DSQRT(GNORM) 
C     Set the norm from incremental part as the based norm. 
      IF(ITE.EQ.1 .AND. IREMESH.EQ.0)  BAS = MAX(GNORM,SMALL)   
      BET = GNORM/BAS 
C     Show iteration number and its corresponding convergence factor. Note that 
C     the CON. FAC. at ITERATION NO. = 0 is the convergence factor computed from 
C     the out-of-balance force vector in the incremental solution part. 
      WRITE(*,140) ITE-1, BET 
  140 FORMAT(5X,'ITERATION NO. =',I3,' CONV. FAC. =',G13.5) 
C     Use convergence tolerance factor as iterative stopping criteria. 
      IF(BET.LE.BETOK) GOTO 2000 
C     Full Newton-Raphson method. 
      IF(ITERTY.EQ.1) THEN 
      CALL APPLYBC(NEQ,IBC,STSM,GM,MXPOI) 
      CALL CROUT(STSM,PIVOT,NEQ,MXPOI) 
      ENDIF 
C     Modified Newton-Raphson method.         
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      CALL SOLVE(NEQ,STSM,PIVOT,GM,MXPOI) 
C     Update displacements. 
      DO 150 IEQ = 1, NEQ 
      IF(IBC(IEQ).EQ.0) THEN 
      PT(IEQ) = PT(IEQ) + GM(IEQ) 
      ELSE 
      PT(IEQ) = QEX(IEQ) 
      ENDIF 
  150 CONTINUE 
C     End each iteration. 
 1000 CONTINUE 
C     Solutions failed to converge over this number of iterations 
C     and tolerance limit. 
      WRITE(*,1010) 
 1010 FORMAT(/,' *** FAILED TO CONVERGE ***', 
     *       /,' WHAT DO YOU WANT TO DO NEXT ?', 
     *       /,' 1 = PROCEED', 
     *       /,' 0 = STOP') 
      READ(*,*) IDECISION 
      IF(IDECISION.EQ.0) STOP 
C     Solutions has converged.      
 2000 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE GAUSSNODE(IPLANE,NDF,NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,NELEM, 
     *                     MXELE,IETIP,INTMAT9,COORD,PT,TEMP,SIGXX, 
     *                     SIGYY,SIGXY,SIGVM,PROP,MXCTE,ICTN,NCTN, 
     *                     SIGXXMAX,SIGYYMAX,SIGXYMAX,SIGVMMAX, 
     *                     IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES NODAL STRESSES FROM GAUSS'S POINT VALUES AND  
C     NODAL CHARACTERISTIC ELEMENT SIZES.  
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),PT(MXPOI*2) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),PROP(MXMAT,7) 
      DIMENSION SIGXX(MXPOI),SIGYY(MXPOI),SIGXY(MXPOI) 
      DIMENSION SIGZZ(MXPOI),SIGVM(MXPOI) 
      DIMENSION SXX(MXPOI),SYY(MXPOI),SXY(MXPOI) 
      DIMENSION SZZ(MXPOI),SMM(MXPOI) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE),ICTN(MXCTE*2+1) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C=============================================================================== 
C     Calculate nodal volumetric stresses. 
C=============================================================================== 
      CALL VOLSTRESS(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *               NDF,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,PROP,SMM, 
     *               IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     Calculate nodal deviatoric stresses. 
C=============================================================================== 
      CALL DEVSTRESS(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *               NDF,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,PROP,SXX, 
     *               SYY,SXY,SZZ,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     Calculate nodal total stresses. 
C=============================================================================== 
      DO 1100 I = 1, NPOIN 
      SIGXX(I) = SMM(I) + SXX(I) 
      SIGYY(I) = SMM(I) + SYY(I) 
      SIGXY(I) = SXY(I) 
      SIGZZ(I) = SMM(I) + SZZ(I) 
      SIGVM(I) = DSQRT( (2._8*SIGXX(I)-SIGYY(I)-SIGZZ(I))**2._8/6._8 + 
     *                  (2._8*SIGYY(I)-SIGZZ(I)-SIGXX(I))**2._8/6._8 + 
     *                  (2._8*SIGZZ(I)-SIGXX(I)-SIGYY(I))**2._8/6._8 + 
     *                   3._8*SIGXY(I)*SIGXY(I) ) 
 1100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Find the maximum von Mises stress of all crack tip nodes in 9-node  
C     degenerated crack tip elements. 
C=============================================================================== 
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      SIGXXMAX = 0._8 
      SIGYYMAX = 0._8 
      SIGXYMAX = 0._8 
      SIGVMMAX = 0._8 
      DO 1105 I = 1, NCTN 
      IF( DABS(SIGXXMAX) .LT. DABS(SIGXX(ICTN(I))) )  
     *    SIGXXMAX = SIGXX(ICTN(I)) 
      IF( DABS(SIGYYMAX) .LT. DABS(SIGYY(ICTN(I))) ) 
     *    SIGYYMAX = SIGYY(ICTN(I)) 
      IF( DABS(SIGXYMAX) .LT. DABS(SIGXY(ICTN(I))) ) 
     *    SIGXYMAX = SIGXY(ICTN(I)) 
      IF( DABS(SIGVMMAX) .LT. DABS(SIGVM(ICTN(I))) ) 
     *    SIGVMMAX = SIGVM(ICTN(I)) 
 1105 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE VOLSTRESS(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *                     NDF,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,PROP,SMM, 
     *                     IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES NODAL VOLUMETRIC STRESSES BY TRANSFORMING THEIR  
C     GAUSS'S POINT VALUES TO NODES.   
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9),SGMM(9) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),DNDA(9),DNDB(9),AJ(2,2),AJI(2,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),EDISP(9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION STRAIN(4),PROP(MXMAT,7),TR(9,9) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),ETEMP(9) 
      DIMENSION SMM(MXPOI),ONE(MXPOI) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set element matrix dimensions for analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      NDIM = 4  !Axisymmetric case. 
      ELSE 
      NDIM = 3  !Plane stress or plane strain case. 
      ENDIF 
C     Set initial nodal quantities to zero. 
      DO 10 I = 1, NPOIN 
      SMM(I)  = 0._8 
      ONE(I)  = 0._8 
   10 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over all elements. 
C=============================================================================== 
      DO 5000 IE = 1, NELEM 
C     Read material properties of each element. 
      ELAS   = PROP(IEMAT(IE),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IE),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IE),3)       
      AHARD  = PROP(IEMAT(IE),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IE),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IE),6) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IE).EQ.1) THEN   
      NN   =  9         !Number of nodes. 
      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  9 
       XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
       XG(2) =  XG(1) 
       XG(3) =  XG(1) 
       XG(4) =  0._8 
       XG(5) =  XG(4) 
       XG(6) =  XG(4) 
       XG(7) = -XG(1)         
       XG(8) =  XG(7) 
       XG(9) =  XG(7) 



 206

C 
       YG(1) =  XG(1) 
       YG(2) =  XG(4) 
       YG(3) =  XG(7) 
       YG(4) =  XG(1) 
       YG(5) =  XG(4) 
       YG(6) =  XG(7) 
       YG(7) =  XG(1) 
       YG(8) =  XG(4) 
       YG(9) =  XG(7) 
       ELSE 
       NG    =  4 
       XG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(2) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(3) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
C 
       YG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(2) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(3) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       ENDIF 
C     6-node triangular element. 
      ELSE 
      NN   =  6         !Number of nodes. 
      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  7 
       XG(1) =  1._8/3._8 
       XG(2) =  0.101286507323456_8 
       XG(3) =  0.797426985353087_8 
       XG(4) =  XG(2) 
       XG(5) =  0.470142064105115_8 
       XG(6) =  0.059715871789770_8 
       XG(7) =  XG(5) 
C 
       YG(1) =  XG(1) 
       YG(2) =  XG(2) 
       YG(3) =  XG(2) 
       YG(4) =  XG(3) 
       YG(5) =  XG(5) 
       YG(6) =  XG(5) 
       YG(7) =  XG(6) 
       ELSE 
       NG    =  3 
       XG(1) =  1._8/6._8 
       XG(2) =  2._8/3._8 
       XG(3) =  1._8/6._8 
C 
       YG(1) =  1._8/6._8 
       YG(2) =  1._8/6._8 
       YG(3) =  2._8/3._8 
       ENDIF 
      ENDIF 
C     Set initial Gauss's point quantities to zeros in each element. 
      DO 5 I  = 1, NG 
      SGMM(I) = 0._8 
    5 CONTINUE 
C     Create elemant nodal displacement and temperature vector. 
      DO 100 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IE,I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,INC+1) 
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on an element. 
C=============================================================================== 
      DO 336 K = 1, NG 
C     Compute strain-displacement matrix.           
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
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C     Compute temperature at a Gauss's point.   
      CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 331 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  331 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 332 I  = 1, NDIM 
      DO 332 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  332 CONTINUE 
C     Find effective stress. 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C     Plane stress case. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      COND = BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA) 
      SGMM(K) = COND*( STRAIN(1)+STRAIN(2)-2._8*COTHR*T )  
      ENDIF 
C     Plane strain case. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      SGMM(K) = ELAS/(3._8*(1._8-2._8*PR))* 
     *          ( STRAIN(1)+STRAIN(2)-3._8*COTHR*T )  
      ENDIF 
C     Axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      SGMM(K) = ELAS/(3._8*(1._8-2._8*PR))* 
     *          ( STRAIN(1)+STRAIN(2)+STRAIN(4)-3._8*COTHR*T )  
      ENDIF 
C     End each Gauss's point. 
  336 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Transform all Gauss's point stress to nodes. 
C=============================================================================== 
      CALL TRMAT(NN,NG,TR) 
C     Sum all nodal stress in the entire model before nodal averaging. 
      DO 655 I = 1, NN 
      II = INTMAT9(IE,I) 
      DO 650 J = 1, NG 
      SMM(II)  = SMM(II) + TR(I,J)*SGMM(J) 
  650 CONTINUE 
      ONE(II)  = ONE(II) + 1._8 
  655 CONTINUE 
C     End each element. 
 5000 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Calculate nodal stresses. 
C=============================================================================== 
      DO 1100 I = 1, NPOIN 
      IF(ONE(I).LE.0._8) WRITE(*,1200) I 
 1200 FORMAT(' *** WARNING ***  NO CONTRIBUTION AT NODE', I5) 
      IF(ONE(I).LE.0._8) STOP 
      SMM(I) = SMM(I)/ONE(I) 
 1100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE DEVSTRESS(NPOIN,MXPOI,NELEM,MXELE,INC,MXSTATE,IPLANE, 
     *                     NDF,INTMAT9,IETIP,COORD,PT,TEMP,PROP,SXX, 
     *                     SYY,SXY,SZZ,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES NODAL DEVIATORIC STRESSES BY TRANSFORMING THEIR  
C     GAUSS'S POINT VALUES TO NODES.   
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9) 
      DIMENSION ONE(MXPOI),SXX(MXPOI),SYY(MXPOI),SXY(MXPOI),SZZ(MXPOI) 
      DIMENSION SGXX(9),SGYY(9),SGXY(9),SGZZ(9)  
      DIMENSION BMAT(4,9*2),DNDA(9),DNDB(9),AJ(2,2),AJI(2,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),EDISP(9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION GMAT(4,4),HMAT(4,4),STRAIN(4),STRAIN0(4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),ETEMP(9) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7),TR(9,9) 
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      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set element matrix dimensions for analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      NDIM = 4  !Axisymmetric case. 
      ELSE 
      NDIM = 3  !Plane stress or plane strain case. 
      ENDIF 
C     Set initial nodal quantities to zero. 
      DO 10 I = 1, NPOIN 
      SXX(I) = 0._8 
      SYY(I) = 0._8 
      SXY(I) = 0._8 
      SZZ(I) = 0._8 
      ONE(I) = 0._8 
   10 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over all elements. 
C=============================================================================== 
      DO 5000 IE = 1, NELEM 
C     Read material properties of each element. 
      ELAS   = PROP(IEMAT(IE),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IE),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IE),3)       
      AHARD  = PROP(IEMAT(IE),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IE),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IE),6) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IE).EQ.1) THEN   
      NN    =  9         !Number of nodes. 
      NG    =  9         !Number of Gauss's points. 
      NDOF  =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
      XG(2) =  XG(1) 
      XG(3) =  XG(1) 
      XG(4) =  0._8 
      XG(5) =  XG(4) 
      XG(6) =  XG(4) 
      XG(7) = -XG(1)         
      XG(8) =  XG(7) 
      XG(9) =  XG(7) 
C     Y coordinate at each Gauss's point.  
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(4) 
      YG(3) =  XG(7) 
      YG(4) =  XG(1) 
      YG(5) =  XG(4) 
      YG(6) =  XG(7) 
      YG(7) =  XG(1) 
      YG(8) =  XG(4) 
      YG(9) =  XG(7) 
      ELSE 
C     6-node triangular element. 
      NN    =  6         !Number of nodes. 
      NG    =  7         !Number of Gauss's points. 
      NDOF  =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) =  1._8/3._8 
      XG(2) =  0.101286507323456_8 
      XG(3) =  0.797426985353087_8 
      XG(4) =  XG(2) 
      XG(5) =  0.470142064105115_8 
      XG(6) =  0.059715871789770_8 
      XG(7) =  XG(5) 
C     Y coordinate at each Gauss's point for this element. 
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(2) 
      YG(3) =  XG(2) 
      YG(4) =  XG(3) 
      YG(5) =  XG(5) 
      YG(6) =  XG(5) 
      YG(7) =  XG(6) 
      ENDIF 
C     Set initial Gauss's point quantities to zeros in each element. 
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      DO 5 I  = 1, NG 
      SGXX(I) = 0._8 
      SGYY(I) = 0._8 
      SGXY(I) = 0._8 
      SGZZ(I) = 0._8 
    5 CONTINUE 
C     Create elemant nodal displacement and temperature vector. 
      DO 100 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IE,I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,INC+1) 
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on an element. 
C=============================================================================== 
      DO 336 K = 1, NG 
C     Compute strain-displacement matrix.           
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Compute temperature at a Gauss's point.   
      CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 331 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  331 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 332 I  = 1, NDIM 
      DO 332 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  332 CONTINUE 
C     Set coefficient of thermal expansion vector. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      STRAIN0(1) = COTHR*T  
      STRAIN0(2) = COTHR*T 
      STRAIN0(3) = 0._8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Find effective stress. 
C=============================================================================== 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C=============================================================================== 
C     Plane stress case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} - [HMAT]{STRAIN0} 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      COND = BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA) 
      GMAT(1,1) =  COND*(1._8+BETA) 
      GMAT(1,2) = -COND*BETA 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 
      GMAT(3,3) =  COND*(0.5_8+BETA) 
C 
      HMAT(1,1) =  COND  
      HMAT(1,2) =  0._8 
      HMAT(1,3) =  0._8 
      HMAT(2,1) =  0._8 
      HMAT(2,2) =  HMAT(1,1) 
      HMAT(2,3) =  0._8 
      HMAT(3,1) =  0._8 
      HMAT(3,2) =  0._8 
      HMAT(3,3) =  0._8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Plane strain case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
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C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 
      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Axisymmetric case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(1,4) =  GMAT(1,2)       
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(2,4) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(3,1) =  GMAT(1,3) 
      GMAT(3,2) =  GMAT(2,3) 
      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
      GMAT(3,4) =  0._8 
      GMAT(4,1) =  GMAT(1,4) 
      GMAT(4,2) =  GMAT(2,4) 
      GMAT(4,3) =  GMAT(3,4) 
      GMAT(4,4) =  GMAT(1,1) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute stresses at a Gauss's point. 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN   !Plane stress case. 
      DO 500 I = 1, NDIM 
      SGXX(K)  = SGXX(K) + GMAT(1,I)*STRAIN(I) - HMAT(1,I)*STRAIN0(I) 
      SGYY(K)  = SGYY(K) + GMAT(2,I)*STRAIN(I) - HMAT(2,I)*STRAIN0(I) 
      SGXY(K)  = SGXY(K) + GMAT(3,I)*STRAIN(I) - HMAT(3,I)*STRAIN0(I) 
  500 CONTINUE 
      ELSE   !Plane strain or axisymmetric case. 
      DO 550 I = 1, NDIM 
      SGXX(K)  = SGXX(K) + GMAT(1,I)*STRAIN(I) 
      SGYY(K)  = SGYY(K) + GMAT(2,I)*STRAIN(I) 
      SGXY(K)  = SGXY(K) + GMAT(3,I)*STRAIN(I) 
  550 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Compute deviatoric stress in z direction. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      EPS33   = ( 3._8*COTHR*T+(BETA-1._8)*(STRAIN(1)+STRAIN(2)) )/ 
     *          (1._8+2._8*BETA) 
      SGZZ(K) = 2._8/9._8*EFRATIO*( 2._8*EPS33-STRAIN(1)-STRAIN(2) ) 
      ENDIF 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN  !Plane strain case. 
      SGZZ(K) = 2._8/9._8*EFRATIO*( -STRAIN(1)-STRAIN(2) ) 
      ENDIF 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      SGZZ(K) = 2._8/9._8*EFRATIO*( 2._8*STRAIN(4)-STRAIN(1)-STRAIN(2) ) 
      ENDIF 
C     End each Gauss's point. 
  336 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Transform all Gauss's point stress to nodes. 
C=============================================================================== 
      CALL TRMAT(NN,NG,TR)                    
C     Sum all nodal stress in the entire model before nodal averaging. 
      DO 655 I = 1, NN 
      II = INTMAT9(IE,I) 
      DO 650 J = 1, NG 
      SXX(II)  = SXX(II) + TR(I,J)*SGXX(J) 
      SYY(II)  = SYY(II) + TR(I,J)*SGYY(J) 
      SXY(II)  = SXY(II) + TR(I,J)*SGXY(J) 
      SZZ(II)  = SZZ(II) + TR(I,J)*SGZZ(J) 
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  650 CONTINUE 
      ONE(II)  = ONE(II) + 1._8 
  655 CONTINUE 
C     End each element. 
 5000 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Calculate nodal stresses. 
C=============================================================================== 
      DO 1100 I = 1, NPOIN 
      IF(ONE(I).LE.0._8) WRITE(*,1200) I 
 1200 FORMAT(' *** WARNING ***  NO CONTRIBUTION AT NODE', I5) 
      IF(ONE(I).LE.0._8) STOP 
      SXX(I) = SXX(I)/ONE(I) 
      SYY(I) = SYY(I)/ONE(I) 
      SXY(I) = SXY(I)/ONE(I) 
      SZZ(I) = SZZ(I)/ONE(I) 
 1100 CONTINUE 
C   
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE TRMAT(NN,NG,TR)                    
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE RETURNS ANY GAUSS'S POINT-TO-NODE TRANSFORMATION MATRIX.  
C=============================================================================== 
 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION TR(9,9) 
 
C=============================================================================== 
C     9-node rectangular element with 9 Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      IF(NN.EQ.9 .AND. NG.EQ.9) THEN 
C 
      TR(1,1) =  .21869398183909500E+01_8 
      TR(1,2) = -.98588703846749160E+00_8 
      TR(1,3) =  .27777777777777800E+00_8 
      TR(1,4) = -.98588703846749160E+00_8 
      TR(1,5) =  .44444444444444510E+00_8 
      TR(1,6) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(1,7) =  .27777777777777800E+00_8 
      TR(1,8) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(1,9) =  .35282403831273010E-01_8 
C 
      TR(2,1) =  .27777777777777840E+00_8 
      TR(2,2) = -.12522407264362070E+00_8 
      TR(2,3) =  .35282403831273120E-01_8 
      TR(2,4) = -.98588703846749160E+00_8 
      TR(2,5) =  .44444444444444510E+00_8 
      TR(2,6) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(2,7) =  .21869398183909500E+01_8 
      TR(2,8) = -.98588703846749120E+00_8 
      TR(2,9) =  .27777777777777790E+00_8 
C 
      TR(3,1) =  .35282403831273350E-01_8 
      TR(3,2) = -.12522407264362070E+00_8 
      TR(3,3) =  .27777777777777800E+00_8 
      TR(3,4) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(3,5) =  .44444444444444510E+00_8 
      TR(3,6) = -.98588703846749120E+00_8 
      TR(3,7) =  .27777777777777800E+00_8 
      TR(3,8) = -.98588703846749120E+00_8 
      TR(3,9) =  .21869398183909490E+01_8 
C 
      TR(4,1) =  .27777777777777800E+00_8 
      TR(4,2) = -.98588703846749160E+00_8 
      TR(4,3) =  .21869398183909500E+01_8 
      TR(4,4) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(4,5) =  .44444444444444510E+00_8 
      TR(4,6) = -.98588703846749120E+00_8 
      TR(4,7) =  .35282403831273120E-01_8 
      TR(4,8) = -.12522407264362050E+00_8 
      TR(4,9) =  .27777777777777790E+00_8 
C 
      TR(5,1) =  .13877787807814460E-15_8 
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      TR(5,2) = -.11102230246251570E-15_8 
      TR(5,3) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(5,4) =  .14788305577012360E+01_8 
      TR(5,5) = -.66666666666666690E+00_8 
      TR(5,6) =  .18783610896543060E+00_8 
      TR(5,7) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(5,8) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(5,9) =  .27755575615628910E-16_8 
C 
      TR(6,1) =  .83266726846886740E-16_8 
      TR(6,2) =  .18783610896543080E+00_8 
      TR(6,3) = -.11102230246251570E-15_8 
      TR(6,4) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(6,5) = -.66666666666666690E+00_8 
      TR(6,6) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(6,7) =  .16653345369377350E-15_8 
      TR(6,8) =  .14788305577012360E+01_8 
      TR(6,9) =  .13877787807814460E-15_8 
C 
      TR(7,1) = -.83266726846886740E-16_8 
      TR(7,2) = -.11102230246251570E-15_8 
      TR(7,3) =  .16653345369377350E-15_8 
      TR(7,4) =  .18783610896543080E+00_8 
      TR(7,5) = -.66666666666666690E+00_8 
      TR(7,6) =  .14788305577012360E+01_8 
      TR(7,7) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(7,8) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(7,9) =  .13877787807814460E-15_8 
C 
      TR(8,1) = -.27755575615628910E-16_8 
      TR(8,2) =  .14788305577012360E+01_8 
      TR(8,3) =  .00000000000000000E+00_8 
      TR(8,4) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(8,5) = -.66666666666666690E+00_8 
      TR(8,6) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(8,7) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(8,8) =  .18783610896543060E+00_8 
      TR(8,9) =  .27755575615628910E-16_8 
C 
      TR(9,1) =  .27755575615628910E-16_8 
      TR(9,2) =  .11102230246251570E-15_8 
      TR(9,3) = -.55511151231257830E-16_8 
      TR(9,4) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(9,5) =  .99999999999999990E+00_8 
      TR(9,6) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(9,7) =  .00000000000000000E+00_8 
      TR(9,8) =  .55511151231257830E-16_8 
      TR(9,9) = -.27755575615628910E-16_8 
      GOTO 100 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     9-node rectangular element with 4 Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      IF(NN.EQ.9 .AND. NG.EQ.4) THEN 
C 
      TR(1,1) =  .18660254037844380E+01_8 
      TR(1,2) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(1,3) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(1,4) =  .13397459621556130E+00_8 
C 
      TR(2,1) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(2,2) =  .13397459621556130E+00_8 
      TR(2,3) =  .18660254037844380E+01_8 
      TR(2,4) = -.49999999999999980E+00_8 
C 
      TR(3,1) =  .13397459621556130E+00_8 
      TR(3,2) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(3,3) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(3,4) =  .18660254037844380E+01_8 
C 
      TR(4,1) = -.49999999999999980E+00_8 
      TR(4,2) =  .18660254037844380E+01_8 
      TR(4,3) =  .13397459621556130E+00_8 
      TR(4,4) = -.49999999999999980E+00_8 
C 
      TR(5,1) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(5,2) = -.18301270189221920E+00_8 
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      TR(5,3) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(5,4) = -.18301270189221920E+00_8 
C 
      TR(6,1) = -.18301270189221920E+00_8 
      TR(6,2) = -.18301270189221920E+00_8 
      TR(6,3) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(6,4) =  .68301270189221920E+00_8 
C 
      TR(7,1) = -.18301270189221920E+00_8 
      TR(7,2) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(7,3) = -.18301270189221920E+00_8 
      TR(7,4) =  .68301270189221920E+00_8 
C 
      TR(8,1) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(8,2) =  .68301270189221920E+00_8 
      TR(8,3) = -.18301270189221920E+00_8 
      TR(8,4) = -.18301270189221920E+00_8 
C 
      TR(9,1) =  .25000000000000000E+00_8 
      TR(9,2) =  .25000000000000000E+00_8 
      TR(9,3) =  .25000000000000000E+00_8 
      TR(9,4) =  .25000000000000000E+00_8 
      GOTO 100 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     6-node triangular element with 7 Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      IF(NN.EQ.6 .AND. NG.EQ.7) THEN 
C 
      TR(1,1) = -.69230769230764320E+00_8 
      TR(1,2) =  .19743924601202800E+01_8 
      TR(1,3) =  .14344495818924320E+00_8 
      TR(1,4) =  .14344495818922900E+00_8 
      TR(1,5) =  .25637677064884160E+00_8 
      TR(1,6) = -.41267572741996480E+00_8 
      TR(1,7) = -.41267572741999300E+00_8 
C 
      TR(2,1) = -.69230769230768990E+00_8 
      TR(2,2) =  .14344495818923650E+00_8 
      TR(2,3) =  .19743924601203660E+01_8 
      TR(2,4) =  .14344495818923960E+00_8 
      TR(2,5) = -.41267572742002570E+00_8 
      TR(2,6) =  .25637677064887310E+00_8 
      TR(2,7) = -.41267572742003100E+00_8 
C 
      TR(3,1) = -.69230769230768410E+00_8 
      TR(3,2) =  .14344495818920590E+00_8 
      TR(3,3) =  .14344495818923220E+00_8 
      TR(3,4) =  .19743924601203570E+01_8 
      TR(3,5) = -.41267572742002700E+00_8 
      TR(3,6) = -.41267572742000700E+00_8 
      TR(3,7) =  .25637677064886730E+00_8 
C 
      TR(4,1) =  .17751479289940540E+00_8 
      TR(4,2) =  .98125809310777970E-01_8 
      TR(4,3) =  .98125809310778190E-01_8 
      TR(4,4) =  .15626601555207210E+00_8 
      TR(4,5) = -.28229740694391450E+00_8 
      TR(4,6) = -.28229740694392030E+00_8 
      TR(4,7) =  .10345623868147880E+01_8 
C 
      TR(5,1) =  .17751479289941500E+00_8 
      TR(5,2) =  .15626601555204820E+00_8 
      TR(5,3) =  .98125809310774580E-01_8 
      TR(5,4) =  .98125809310770860E-01_8 
      TR(5,5) =  .10345623868147820E+01_8 
      TR(5,6) = -.28229740694390500E+00_8 
      TR(5,7) = -.28229740694391580E+00_8 
C 
      TR(6,1) =  .17751479289939320E+00_8 
      TR(6,2) =  .98125809310794290E-01_8 
      TR(6,3) =  .15626601555207180E+00_8 
      TR(6,4) =  .98125809310782410E-01_8 
      TR(6,5) = -.28229740694390900E+00_8 
      TR(6,6) =  .10345623868147800E+01_8 
      TR(6,7) = -.28229740694392950E+00_8 
      GOTO 100 
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      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     6-node triangular element with 3 Gauss's points. 
C=============================================================================== 
      IF(NN.EQ.6 .AND. NG.EQ.3) THEN 
C 
      TR(1,1) =  .16666666666666665E+01_8 
      TR(1,2) = -.33333333333333331E+00_8 
      TR(1,3) = -.33333333333333331E+00_8 
C 
      TR(2,1) = -.33333333333333348E+00_8 
      TR(2,2) =  .16666666666666667E+01_8 
      TR(2,3) = -.33333333333333331E+00_8 
C 
      TR(3,1) = -.33333333333333348E+00_8 
      TR(3,2) = -.33333333333333331E+00_8 
      TR(3,3) =  .16666666666666667E+01_8 
C 
      TR(4,1) =  .66666666666666652E+00_8 
      TR(4,2) =  .66666666666666674E+00_8 
      TR(4,3) = -.33333333333333331E+00_8 
C 
      TR(5,1) = -.33333333333333348E+00_8 
      TR(5,2) =  .66666666666666674E+00_8 
      TR(5,3) =  .66666666666666674E+00_8 
C 
      TR(6,1) =  .66666666666666652E+00_8 
      TR(6,2) = -.33333333333333331E+00_8 
      TR(6,3) =  .66666666666666674E+00_8 
      GOTO 100 
      ENDIF 
C     Incorrect number of nodes or Gauss's points. 
      WRITE(*,200) NN, NG 
  200 FORMAT(/,' *** NO TRANSFORMATION MATRIX FOR THIS ELEMENT WITH', 
     *       /,' NN = ',I2,' NG = ',I2,' ***') 
C 
  100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CJINT(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *                 MXCFNODE,IFACEN,IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE, 
     *                 NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *                 COORD,PT,TEMP,BDf,NODEK1new,CANGLE,ROR,PI, 
     *                 PROP,AJdom,AJface,AJint,FISURF,CTQEX,FDQEX, 
     *                 ICFLOAD,IDOMTY,IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE CALCULATES PARAMETER J-INTEGRAL USING DOMAIN INTEGRAL  
C     METHOD BASED ON DELORENZI'S PAPER, 'ENERGY RELEASE RATE CALCULATIONS BY  
C     FINITE ELEMENT METHOD' AND SHIH'S PAPER, 'ENERGY RELEASE RATE ALONG THREE- 
C     DIMENTIONAL CRACK FRONT IN A THERMALLY STRESSED BODY'. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),PT(MXPOI*2),ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),BDf(MXPOI*2,MXSTATE) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7),FISURF(MXPOI*2) 
      DIMENSION CTQEX(4),FDQEX(4) 
      DIMENSION AJvol(MXDOM),AJdev(MXDOM),AJdom(MXDOM) 
      DIMENSION AJface(MXDOM),AJint(MXDOM) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
      INTEGER NEIND(MXDOM),IEIND(MXEDOM,MXDOM) 
      INTEGER IFACEN(2,MXCFNODE,MXDOM),NFACEN(2,MXDOM)  
      INTEGER IFACEE(2,(MXCFNODE-1)/2,MXDOM) 
 
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral parameter from volumetric stress expression.  
C=============================================================================== 
      CALL CJVOL(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *           NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *           COORD,PT,TEMP,NODEK1new,CANGLE,ROR,PROP,AJvol, 
     *           IDOMTY,IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral parameter from deviatoric stress expression.  
C=============================================================================== 
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      CALL CJDEV(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *           NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *           COORD,PT,TEMP,BDf,NODEK1new,CANGLE,ROR,PROP, 
     *           AJdev,IDOMTY,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral parameter from crack face expression.  
C=============================================================================== 
      IF(ICFLOAD.EQ.1) THEN 
       CALL CJFACE(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXCFNODE,IFACEN, 
     *             IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,NPOIN,MXPOI, 
     *             MXELE,IETIP,INTMAT9,COORD,PT,NODEK1new, 
     *             CANGLE,ROR,PI,PROP,AJface,FISURF,CTQEX, 
     *             FDQEX,IDOMTY,IEMAT,MXMAT) 
      ELSE 
       DO 10 IDOM = 1, NDOM 
        AJface(IDOM) = 0._8 
   10  CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute total J-integral parameter of each integrated domain.  
C=============================================================================== 
      DO 3000 IDOM = 1, NDOM 
      AJdom(IDOM)  = AJvol(IDOM) + AJdev(IDOM) 
      AJint(IDOM)  = AJdom(IDOM) - AJface(IDOM) 
      WRITE(*,3001) IDOM 
 3001 FORMAT(/,' DOMAIN [',I2,']')  
      WRITE(*,*) ' J-DOMAIN     =', AJdom(IDOM) 
      WRITE(*,*) ' J-CRACK FACE =', AJface(IDOM) 
      WRITE(*,*) ' J-INTEGRAL   =', AJint(IDOM) 
 3000 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CJVOL(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *                 NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *                 COORD,PT,TEMP,NODEK1new,CANGLE,ROR,PROP,AJvol, 
     *                 IDOMTY,IREDSEL,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE CALCULATES J-INTEGRAL PARAMETER ACCORDING TO VOLUMETRIC  
C     STRESS EXPRESSION USING DOMAIN INTEGRAL METHOD. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),PT(MXPOI*2),ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),PROP(MXMAT,7) 
      DIMENSION EDISP(9*2),ETEMP(9),STRAIN(4) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION AJ(2,2),AJI(2,2),AJID(2,2) 
      DIMENSION EUr(9),EQ1(9),EQ2(9) 
      DIMENSION DNDA(9),DNDB(9),P(9,2),PJID(9,2) 
      DIMENSION dUdXMat(2,2),dTdXMat(1,2) 
      DIMENSION QMat(2,1),dQdXMat(2,2) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9),WG(9),Q(9) 
      DIMENSION AJvol(MXDOM) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
      INTEGER NEIND(MXDOM),IEIND(MXEDOM,MXDOM) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set matrix dimensions according to the analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN !Axisymmetric case. 
      NDIM = 4   
      Rtip = COORD(NODEK1new,1) !Compute crack tip radius from axis of rotation. 
      ELSE !Plane stress or plane strain case. 
      NDIM = 3   
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral from volumetric stress expression. 
C=============================================================================== 
C     Loop over each integrated domain. 
      DO 100 IDOM = 1, NDOM 
      AJvol(IDOM) = 0._8 
C     Loop over each element in this integrated domain. 
      DO 120 IED  = 1, NEIND(IDOM) 
C     Read material properties of each element. 
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      ELAS   = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),3)       
      AHARD  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),6) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IEIND(IED,IDOM)).EQ.1) THEN   
      NN   =  9         !Number of nodes. 
      NMN  =  4         !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  9 
       XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
       XG(2) =  XG(1) 
       XG(3) =  XG(1) 
       XG(4) =  0._8 
       XG(5) =  XG(4) 
       XG(6) =  XG(4) 
       XG(7) = -XG(1)         
       XG(8) =  XG(7) 
       XG(9) =  XG(7) 
C 
       YG(1) =  XG(1) 
       YG(2) =  XG(4) 
       YG(3) =  XG(7) 
       YG(4) =  XG(1) 
       YG(5) =  XG(4) 
       YG(6) =  XG(7) 
       YG(7) =  XG(1) 
       YG(8) =  XG(4) 
       YG(9) =  XG(7) 
C 
       WG(1) =  25._8/81._8 
       WG(2) =  40._8/81._8 
       WG(3) =  WG(1) 
       WG(4) =  WG(2) 
       WG(5) =  64._8/81._8 
       WG(6) =  WG(2) 
       WG(7) =  WG(1) 
       WG(8) =  WG(2) 
       WG(9) =  WG(1)       
       ELSE 
       NG    =  4 
       XG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(2) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(3) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       XG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
C 
       YG(1) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(2) =  1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(3) = -1._8/DSQRT(3._8) 
       YG(4) =  1._8/DSQRT(3._8) 
C 
       WG(1) =  1._8 
       WG(2) =  1._8 
       WG(3) =  1._8 
       WG(4) =  1._8 
       ENDIF 
C     6-node triangular element. 
      ELSE 
      NN   =  6         !Number of nodes. 
      NMN  =  3         !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF =  NDF*NN    !Number of element degrees of freedom. 
C      Set number of Gauss's points, its coordinates and weights. 
       IF(IREDSEL.NE.1) THEN 
       NG    =  7 
       XG(1) =  1._8/3._8 
       XG(2) =  0.101286507323456_8 
       XG(3) =  0.797426985353087_8 
       XG(4) =  XG(2) 
       XG(5) =  0.470142064105115_8 
       XG(6) =  0.059715871789770_8 
       XG(7) =  XG(5) 
C 
       YG(1) =  XG(1) 
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       YG(2) =  XG(2) 
       YG(3) =  XG(2) 
       YG(4) =  XG(3) 
       YG(5) =  XG(5) 
       YG(6) =  XG(5) 
       YG(7) =  XG(6) 
C 
       WG(1) =  0.225_8 
       WG(2) =  0.125939180544827_8 
       WG(3) =  WG(2) 
       WG(4) =  WG(2) 
       WG(5) =  0.132394152788506_8 
       WG(6) =  WG(5) 
       WG(7) =  WG(5) 
C 
       WG(1) =  WG(1)/2._8 
       WG(2) =  WG(2)/2._8 
       WG(3) =  WG(3)/2._8 
       WG(4) =  WG(4)/2._8 
       WG(5) =  WG(5)/2._8 
       WG(6) =  WG(6)/2._8 
       WG(7) =  WG(7)/2._8 
       ELSE 
       NG    =  3 
       XG(1) =  1._8/6._8 
       XG(2) =  2._8/3._8 
       XG(3) =  1._8/6._8 
C 
       YG(1) =  1._8/6._8 
       YG(2) =  1._8/6._8 
       YG(3) =  2._8/3._8 
C 
       WG(1) =  1._8/3._8 
       WG(2) =  1._8/3._8 
       WG(3) =  1._8/3._8 
C 
       WG(1) =  WG(1)/2._8 
       WG(2) =  WG(2)/2._8 
       WG(3) =  WG(3)/2._8 
       ENDIF 
      ENDIF 
C     Compute the magnitude of shift function. 
      DO 135 I = 1, NN    
      II = INTMAT9(IEIND(IED,IDOM),I) 
      DX = COORD(II,1)-COORD(NODEK1new,1) 
      DY = COORD(II,2)-COORD(NODEK1new,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       AR = MAX(DABS(DX),DABS(DY))/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
       AR = DSQRT(DX*DX+DY*DY)/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,1).GT.0._8) THEN 
         AX = -DX/ROR(IDOM,1) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,3).GT.0._8) THEN 
         AX =  DX/ROR(IDOM,3) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,4).GT.0._8) THEN 
         AY = -DY/ROR(IDOM,4) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,2).GT.0._8) THEN 
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         AY =  DY/ROR(IDOM,2) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       AR = MAX(AX,AY)  
      ENDIF 
C 
      Q(I) = 1._8 - AR 
      IF(Q(I).LE.1.0E-12_8) Q(I) = 0._8 
  135 CONTINUE 
C     Make the magnitude of shift function zero at circular domain boundary. 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN 
      DO 145 I = 1, NMN 
      I2ND = I + 1 
      IF(I.EQ.NMN) I2ND = 1 
      IF(Q(I).EQ.0._8 .AND. Q(I2ND).EQ.0._8) Q(I+NMN) = 0._8 
  145 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Create element nodal quantities. 
      DO 130 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IEIND(IED,IDOM),I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      EQ1(I)       = Q(I)*DCOSD(CANGLE) 
      EQ2(I)       = Q(I)*DSIND(CANGLE) 
      EUr(I)       = PT(2*II-1) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,INC+1) 
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  130 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on this element. 
C=============================================================================== 
      DO 1000 K = 1, NG  
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Compute all Gauss's point quantities. 
      CALL GVALUE(A,B,EQ1,Q1G,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EQ2,Q2G,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
C     For axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      CALL GVALUE(A,B,X,RG,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EUr,UrG,NN) 
      ENDIF 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 200 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  200 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 210 I  = 1, NDIM 
      DO 210 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  210 CONTINUE 
C     Find effective stress. 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C     Plane stress case. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      COND = BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA) 
      SGMM = COND*(STRAIN(1)+STRAIN(2)-2._8*COTHR*T)  
      ENDIF 
C     Plane strain case. 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      SGMM = ELAS/(3._8*(1._8-2._8*PR))* 
     *       (STRAIN(1)+STRAIN(2)-3._8*COTHR*T)  
      ENDIF 
C     Axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      SGMM = ELAS/(3._8*(1._8-2._8*PR))* 
     *       (STRAIN(1)+STRAIN(2)+STRAIN(4)-3._8*COTHR*T)  
      ENDIF 
C     Compute strain energy density at each Gauss's point. 
      Wvol = (1.5_8-3._8*PR)/ELAS*SGMM*SGMM 
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C     Form shape function derivative matrix. 
      DO 140 I = 1, NN 
      P(I,1) = DNDA(I) 
      P(I,2) = DNDB(I) 
  140 CONTINUE 
C     Form inverse Jacobian's matrix in deLorenzi's form. 
      AJID(1,1) = AJI(1,1) 
      AJID(1,2) = AJI(2,1) 
      AJID(2,1) = AJI(1,2) 
      AJID(2,2) = AJI(2,2) 
C     [PJID] = [P][AJID]. 
      DO 150 I  = 1, NN 
      DO 150 J  = 1, NDF 
      PJID(I,J) = P(I,1)*AJID(1,J) + P(I,2)*AJID(2,J) 
  150 CONTINUE 
C     Set initial matrices to zeros. 
      DO 160 I = 1, NDF 
      DO 170 J = 1, NDF 
      dUdXMat(I,J) = 0._8 
      dQdXMat(I,J) = 0._8 
  170 CONTINUE 
      dTdXMat(1,I) = 0._8 
  160 CONTINUE 
C     Compute all derivative matrices at each Gauss's point. 
      DO 180 I = 1, NN 
C     Form displacement derivative matrix. 
      dUdXMat(1,1) = dUdXMat(1,1) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,1) 
      dUdXMat(1,2) = dUdXMat(1,2) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,2) 
      dUdXMat(2,1) = dUdXMat(2,1) + EDISP(2*I  )*PJID(I,1) 
      dUdXMat(2,2) = dUdXMat(2,2) + EDISP(2*I  )*PJID(I,2) 
C     Form shift function derivative matrix. 
      dQdXMat(1,1) = dQdXMat(1,1) + EQ1(I)*PJID(I,1) 
      dQdXMat(1,2) = dQdXMat(1,2) + EQ1(I)*PJID(I,2) 
      dQdXMat(2,1) = dQdXMat(2,1) + EQ2(I)*PJID(I,1) 
      dQdXMat(2,2) = dQdXMat(2,2) + EQ2(I)*PJID(I,2) 
C     Form temperature derivative matrix. 
      dTdXMat(1,1) = dTdXMat(1,1) + ETEMP(I)*PJID(I,1) 
      dTdXMat(1,2) = dTdXMat(1,2) + ETEMP(I)*PJID(I,2) 
  180 CONTINUE 
C     Form shift function matrix. 
      QMat(1,1) = Q1G 
      QMat(2,1) = Q2G 
C     Compute J-integral in volumetric stress expression. 
      AJvolSUM = 0._8 
      DO 190 I = 1, NDF 
      AJvolSUM = AJvolSUM - Wvol*dQdXMat(I,I)  
     *                    + 3._8*COTHR*SGMM*dTdXMat(1,I)*QMat(I,1)  
      DO 190 J = 1, NDF 
      AJvolSUM = AJvolSUM + SGMM*dUdXMat(I,J)*dQdXMat(J,I)           
  190 CONTINUE 
C     Check problem case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      AJvol(IDOM) = AJvol(IDOM) + WG(K)*AJvolSUM*RG*DETJAC + 
     *              WG(K)*(SGMM*UrG/RG-Wvol)*QMat(1,1)*DETJAC     
      ELSE                  !Plane stress or plane strain case. 
      AJvol(IDOM) = AJvol(IDOM) + WG(K)*AJvolSUM*DETJAC 
      ENDIF 
C     End each Gauss's point. 
 1000 CONTINUE 
C     End each element in the integrated domain. 
  120 CONTINUE 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      AJvol(IDOM) = AJvol(IDOM)/Rtip 
      ENDIF       
C     End each integrated domain. 
  100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CJDEV(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXEDOM,NEIND,IEIND, 
     *                 NPOIN,MXPOI,INC,MXSTATE,MXELE,IETIP,INTMAT9, 
     *                 COORD,PT,TEMP,BDf,NODEK1new,CANGLE,ROR,PROP, 
     *                 AJdev,IDOMTY,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
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C     THIS SUBROUTINE CALCULATES J-INTEGRAL PARAMETER ACCORDING TO DEVIATORIC  
C     STRESS EXPRESSION USING DOMAIN INTEGRAL METHOD. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),PT(MXPOI*2),ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION TEMP(MXPOI,MXSTATE),BDf(MXPOI*2,MXSTATE) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7) 
      DIMENSION EDISP(9*2),ETEMP(9),STRAIN(4),STRAIN0(4) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION AJ(2,2),AJI(2,2),AJID(2,2) 
      DIMENSION EUr(9),EBDf1(9),EBDf2(9),EQ1(9),EQ2(9) 
      DIMENSION DNDA(9),DNDB(9),P(9,2),PJID(9,2) 
      DIMENSION GMAT(4,4),HMAT(4,4) 
      DIMENSION SMat(2,2),dUdXMat(2,2) 
      DIMENSION QMat(2,1),dQdXMat(2,2),fMat(2,1) 
      DIMENSION X(9),Y(9),XG(9),YG(9),WG(9),Q(9) 
      DIMENSION AJdev(MXDOM) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
      INTEGER NEIND(MXDOM),IEIND(MXEDOM,MXDOM) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Set matrix dimensions according to the analyzed problem. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN !Axisymmetric case. 
      NDIM = 4   
      Rtip = COORD(NODEK1new,1) !Compute crack tip radius from axis of rotation. 
      ELSE !Plane stress or plane strain case. 
      NDIM = 3   
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral from deviatoric stress expression. 
C=============================================================================== 
C     Loop over each integrated domain. 
      DO 100 IDOM = 1, NDOM 
      AJdev(IDOM) = 0._8 
C     Loop each element in integrated domain. 
      DO 120 IED  = 1, NEIND(IDOM) 
C     Read material properties of each element. 
      ELAS   = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),1) 
      PR     = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),2) 
      YSTRSS = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),3)       
      AHARD  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),4) 
      ALPHA  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),5) 
      COTHR  = PROP(IEMAT(IEIND(IED,IDOM)),6) 
C     9-node rectangular crack tip element. 
      IF(IETIP(IEIND(IED,IDOM)).EQ.1) THEN   
      NN    =  9        !Number of nodes. 
      NG    =  9        !Number of Gauss's points. 
      NMN   =  4        !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF  =  NDF*NN   !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) = -DSQRT(3._8)/DSQRT(5._8) 
      XG(2) =  XG(1) 
      XG(3) =  XG(1) 
      XG(4) =  0._8 
      XG(5) =  XG(4) 
      XG(6) =  XG(4) 
      XG(7) = -XG(1)         
      XG(8) =  XG(7) 
      XG(9) =  XG(7) 
C     Y coordinate at each Gauss's point for this element.  
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(4) 
      YG(3) =  XG(7) 
      YG(4) =  XG(1) 
      YG(5) =  XG(4) 
      YG(6) =  XG(7) 
      YG(7) =  XG(1) 
      YG(8) =  XG(4) 
      YG(9) =  XG(7) 
C     Gauss's point weights. 
      WG(1) =  25._8/81._8 
      WG(2) =  40._8/81._8 
      WG(3) =  WG(1) 
      WG(4) =  WG(2) 
      WG(5) =  64._8/81._8 
      WG(6) =  WG(2) 



 221

      WG(7) =  WG(1) 
      WG(8) =  WG(2) 
      WG(9) =  WG(1)       
C     6-node triangular element. 
      ELSE 
      NN    =  6        !Number of nodes. 
      NG    =  7        !Number of Gauss's points. 
      NMN   =  3        !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF  =  NDF*NN   !Number of element degrees of freedom. 
C     X coordinate at each Gauss's point for this element. 
      XG(1) =  1._8/3._8 
      XG(2) =  0.101286507323456_8 
      XG(3) =  0.797426985353087_8 
      XG(4) =  XG(2) 
      XG(5) =  0.470142064105115_8 
      XG(6) =  0.059715871789770_8 
      XG(7) =  XG(5) 
C     Y coordinate at each Gauss's point for this element. 
      YG(1) =  XG(1) 
      YG(2) =  XG(2) 
      YG(3) =  XG(2) 
      YG(4) =  XG(3) 
      YG(5) =  XG(5) 
      YG(6) =  XG(5) 
      YG(7) =  XG(6) 
C     Gauss's point weights. 
      WG(1) =  0.225_8 
      WG(2) =  0.125939180544827_8 
      WG(3) =  WG(2) 
      WG(4) =  WG(2) 
      WG(5) =  0.132394152788506_8 
      WG(6) =  WG(5) 
      WG(7) =  WG(5) 
C     Area of a triangle must be devided by two. 
      WG(1) =  WG(1)/2._8 
      WG(2) =  WG(2)/2._8 
      WG(3) =  WG(3)/2._8 
      WG(4) =  WG(4)/2._8 
      WG(5) =  WG(5)/2._8 
      WG(6) =  WG(6)/2._8 
      WG(7) =  WG(7)/2._8 
      ENDIF 
C     Compute the magnitude of shift function. 
      DO 135 I = 1, NN    
      II = INTMAT9(IEIND(IED,IDOM),I) 
      DX = COORD(II,1)-COORD(NODEK1new,1) 
      DY = COORD(II,2)-COORD(NODEK1new,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       AR = MAX(DABS(DX),DABS(DY))/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
       AR = DSQRT(DX*DX+DY*DY)/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,1).GT.0._8) THEN 
         AX = -DX/ROR(IDOM,1) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,3).GT.0._8) THEN 
         AX =  DX/ROR(IDOM,3) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,4).GT.0._8) THEN 
         AY = -DY/ROR(IDOM,4) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
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        IF(ROR(IDOM,2).GT.0._8) THEN 
         AY =  DY/ROR(IDOM,2) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       AR = MAX(AX,AY)  
      ENDIF 
C 
      Q(I) = 1._8 - AR 
      IF(Q(I).LE.1.0E-12_8) Q(I) = 0._8 
  135 CONTINUE 
C     Make the magnitude of shift function zero at circular domain boundary. 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN 
      DO 145 I = 1, NMN 
      I2ND = I + 1 
      IF(I.EQ.NMN) I2ND = 1 
      IF(Q(I).EQ.0._8 .AND. Q(I2ND).EQ.0._8) Q(I+NMN) = 0._8 
  145 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Create element nodal quantities. 
      DO 130 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IEIND(IED,IDOM),I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      EQ1(I)       = Q(I)*DCOSD(CANGLE) 
      EQ2(I)       = Q(I)*DSIND(CANGLE) 
      EUr(I)       = PT(2*II-1) 
      ETEMP(I)     = TEMP(II,INC+1)    
      EBDf1(I)     = BDf(2*II-1,INC+1) 
      EBDf2(I)     = BDf(2*II  ,INC+1) 
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
  130 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Loop over each Gauss's point on this element. 
C=============================================================================== 
      DO 1000 K = 1, NG  
      A = XG(K) 
      B = YG(K) 
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Compute all Gauss's point quantities. 
      CALL GVALUE(A,B,EQ1,Q1G,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EQ2,Q2G,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,ETEMP,T,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EBDf1,BDf1G,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EBDf2,BDf2G,NN) 
C     For axisymmetric case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      CALL GVALUE(A,B,X,RG,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EUr,UrG,NN) 
      ENDIF 
C     Set initial strain vector to zero. 
      DO 200 I  = 1, NDIM 
      STRAIN(I) = 0._8 
  200 CONTINUE 
C     Compute strain vector. 
      DO 210 I  = 1, NDIM 
      DO 210 J  = 1, NDOF 
      STRAIN(I) = STRAIN(I) + BMAT(I,J)*EDISP(J) 
  210 CONTINUE 
C     Compute thermal strain vector. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN  !Plane stress case. 
      STRAIN0(1) = COTHR*T  
      STRAIN0(2) = COTHR*T 
      STRAIN0(3) = 0._8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Find effective stress. 
C=============================================================================== 
      CALL FINDSTRSS(EFSTRSS,STRAIN,YSTRSS,AHARD,ALPHA,PR, 
     *               ELAS,AMOD,EFRATIO,IPLANE,T,COTHR,BETA)  
C=============================================================================== 
C     Plane stress case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} - [HMAT]{STRAIN0} 
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C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN 
      COND = BETA*ELAS/(1._8-2._8*PR)/(1._8+2._8*BETA) 
      GMAT(1,1) =  COND*(1._8+BETA) 
      GMAT(1,2) = -COND*BETA 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 
      GMAT(3,3) =  COND*(0.5_8+BETA) 
C 
      HMAT(1,1) =  COND  
      HMAT(1,2) =  0._8 
      HMAT(1,3) =  0._8 
      HMAT(2,1) =  0._8 
      HMAT(2,2) =  HMAT(1,1) 
      HMAT(2,3) =  0._8 
      HMAT(3,1) =  0._8 
      HMAT(3,2) =  0._8 
      HMAT(3,3) =  0._8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Plane strain case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.2) THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(3,1) =  0._8 
      GMAT(3,2) =  0._8 
      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Axisymmetric case. 
C=============================================================================== 
C     {STRESSdev} = [GMAT]{STRAIN} 
C=============================================================================== 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
      GMAT(1,1) =  2._8/9._8*EFRATIO*2._8 
      GMAT(1,2) = -2._8/9._8*EFRATIO 
      GMAT(1,3) =  0._8 
      GMAT(1,4) =  GMAT(1,2)       
      GMAT(2,1) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(2,2) =  GMAT(1,1) 
      GMAT(2,3) =  0._8 
      GMAT(2,4) =  GMAT(1,2) 
      GMAT(3,1) =  GMAT(1,3) 
      GMAT(3,2) =  GMAT(2,3) 
      GMAT(3,3) =  2._8/9._8*EFRATIO*1.5_8 
      GMAT(3,4) =  0._8 
      GMAT(4,1) =  GMAT(1,4) 
      GMAT(4,2) =  GMAT(2,4) 
      GMAT(4,3) =  GMAT(3,4) 
      GMAT(4,4) =  GMAT(1,1) 
      ENDIF 
C     Set stresses to be zeros before summing. 
      SGXX = 0._8 
      SGYY = 0._8 
      SGXY = 0._8 
C     Compute deviatoric stresses. 
      IF(IPLANE.EQ.1) THEN   !Plane stress case. 
      DO 220 I = 1, NDIM 
      SGXX = SGXX + GMAT(1,I)*STRAIN(I) - HMAT(1,I)*STRAIN0(I) 
      SGYY = SGYY + GMAT(2,I)*STRAIN(I) - HMAT(2,I)*STRAIN0(I) 
      SGXY = SGXY + GMAT(3,I)*STRAIN(I) - HMAT(3,I)*STRAIN0(I) 
  220 CONTINUE 
      ELSE   !Plane strain or axisymmetric case. 
      DO 230 I = 1, NDIM 
      SGXX = SGXX + GMAT(1,I)*STRAIN(I) 
      SGYY = SGYY + GMAT(2,I)*STRAIN(I) 
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      SGXY = SGXY + GMAT(3,I)*STRAIN(I) 
  230 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Compute deviatoric stress in z direction. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      SGZZ = 2._8/9._8*EFRATIO*( 2._8*STRAIN(4)-STRAIN(1)-STRAIN(2) ) 
      ENDIF 
C     Compute strain energy density at each Gauss's point. 
      Wdev = (1._8+PR)/ELAS/3._8*EFSTRSS*EFSTRSS + 
     *       AHARD/(AHARD+1._8)*ALPHA*YSTRSS*YSTRSS/ELAS* 
     *       (EFSTRSS/YSTRSS)**(AHARD+1._8) 
C     Form shape function derivative matrix. 
      DO 140 I = 1, NN 
      P(I,1) = DNDA(I) 
      P(I,2) = DNDB(I) 
  140 CONTINUE 
C     Form inverse Jacobian's matrix in deLorenzi's form. 
      AJID(1,1) = AJI(1,1) 
      AJID(1,2) = AJI(2,1) 
      AJID(2,1) = AJI(1,2) 
      AJID(2,2) = AJI(2,2) 
C     [PJID] = [P][AJID]. 
      DO 150 I  = 1, NN 
      DO 150 J  = 1, NDF 
      PJID(I,J) = P(I,1)*AJID(1,J) + P(I,2)*AJID(2,J) 
  150 CONTINUE 
C     Set initial matrices to zeros. 
      DO 160 I = 1, NDF 
      DO 160 J = 1, NDF 
      dUdXMat(I,J) = 0._8 
      dQdXMat(I,J) = 0._8 
  160 CONTINUE 
C     Compute all derivative matrices at each Gauss's point. 
      DO 180 I = 1, NN 
C     Form displacement derivative matrix. 
      dUdXMat(1,1) = dUdXMat(1,1) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,1) 
      dUdXMat(1,2) = dUdXMat(1,2) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,2) 
      dUdXMat(2,1) = dUdXMat(2,1) + EDISP(2*I  )*PJID(I,1) 
      dUdXMat(2,2) = dUdXMat(2,2) + EDISP(2*I  )*PJID(I,2) 
C     Form shift function derivative matrix. 
      dQdXMat(1,1) = dQdXMat(1,1) + EQ1(I)*PJID(I,1) 
      dQdXMat(1,2) = dQdXMat(1,2) + EQ1(I)*PJID(I,2) 
      dQdXMat(2,1) = dQdXMat(2,1) + EQ2(I)*PJID(I,1) 
      dQdXMat(2,2) = dQdXMat(2,2) + EQ2(I)*PJID(I,2) 
  180 CONTINUE 
C     Form stress matrix. 
      SMat(1,1) = SGXX  
      SMat(1,2) = SGXY 
      SMat(2,1) = SMat(1,2) 
      SMat(2,2) = SGYY  
C     Form shift function matrix. 
      QMat(1,1) = Q1G 
      QMat(2,1) = Q2G 
C     Form body force matrix. 
      fMat(1,1) = BDf1G 
      fMat(2,1) = BDf2G 
C     Compute J-integral in deviatoric stress expression. 
      AJdevSUM = 0._8 
      DO 190 I = 1, NDF 
      AJdevSUM = AJdevSUM - Wdev*dQdXMat(I,I)  
      DO 190 J = 1, NDF 
      AJdevSUM = AJdevSUM - fMat(I,1)*dUdXMat(I,J)*QMat(J,1)           
      DO 190 L = 1, NDF 
      AJdevSUM = AJdevSUM + SMat(I,J)*dUdXMat(J,L)*dQdXMat(L,I)           
  190 CONTINUE 
C     Check problem case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      AJdev(IDOM) = AJdev(IDOM) + WG(K)*AJdevSUM*RG*DETJAC + 
     *              WG(K)*(SGZZ*UrG/RG-Wdev)*QMat(1,1)*DETJAC     
      ELSE                  !Plane stress or plane strain case. 
      AJdev(IDOM) = AJdev(IDOM) + WG(K)*AJdevSUM*DETJAC 
      ENDIF 
C     End each Gauss's point. 
 1000 CONTINUE 
C     End each element in the integrated domain. 
  120 CONTINUE 
      IF(IPLANE.EQ.3)THEN 
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      AJdev(IDOM) = AJdev(IDOM)/Rtip 
      ENDIF       
C     End each integrated domain. 
  100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE CJFACE(IPLANE,NDF,NDOM,MXDOM,MXCFNODE,IFACEN, 
     *                  IFACEE,NFACEN,NFACE,IFACE,NPOIN,MXPOI, 
     *                  MXELE,IETIP,INTMAT9,COORD,PT,NODEK1new, 
     *                  CANGLE,ROR,PI,PROP,AJface,FISURF,CTQEX, 
     *                  FDQEX,IDOMTY,IEMAT,MXMAT) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE CALCULATES J-INTEGRAL PARAMETER ACCORDING TO CRACK FACE  
C     EXPRESSION. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),PT(MXPOI*2) 
      DIMENSION PROP(MXMAT,7),ROR(MXDOM,4) 
      DIMENSION X(9),Y(9),Q(9) 
      DIMENSION BMAT(4,9*2),EKBG(9*2,9*2) 
      DIMENSION AJ(2,2),AJI(2,2),AJID(2,2) 
      DIMENSION EQ1(9),EQ2(9),EDISP(9*2) 
      DIMENSION DNDA(9),DNDB(9),P(9,2),PJID(9,2) 
      DIMENSION SNODE(3),ANF(3),DNDAF(3),Tx(3),Ty(3) 
      DIMENSION CTQEX(4),FDQEX(4) 
      DIMENSION dUdXMatF(2,2),QMatF(2,1),TMatF(2,1) 
      DIMENSION XGF(5),WGF(5) 
      DIMENSION ETFMat(3,3),STFMat(MXPOI*2,MXPOI*2),PIVOTF(MXPOI*2) 
      DIMENSION CFLVec(MXPOI*2),TractN(2,MXPOI*2,2),FISURF(MXPOI*2) 
      DIMENSION AJface(MXDOM) 
      INTEGER INTMAT9(MXELE,9),IETIP(MXELE),IEMAT(MXELE) 
      INTEGER IFACEN(2,MXCFNODE,MXDOM),NFACEN(2,MXDOM)  
      INTEGER IFACEE(2,(MXCFNODE-1)/2,MXDOM) 
      INTEGER INODE(3) 
 
C     Number of equations. 
      NEQ = NPOIN*NDF 
C     Compute crack tip radius from axis of rotation. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      Rtip = COORD(NODEK1new,1) 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Transform crack face nodal loads to nodal crack face tractions. 
C     *In this subroutine, nodal crack face tractions are computed from nodal 
C      loads along crack face elements within the last integrated domain which  
C      is the biggest one. The subroutine also requires you to input the nodal 
C      load contributions of the farthest crack face element nodes in the last   
C      integrated domain for accurate crack face nodal load-to-traction  
C      transformation.  
C=============================================================================== 
C     Number of Gauss's points for integration over a crack face. 
      NGF    =  5 
C     Gauss's point coordinates for one dimensional integration. 
      XGF(1) =  0.0000000000_8 
      XGF(2) =  0.5384693101_8 
      XGF(3) = -0.5384693101_8 
      XGF(4) =  0.9061798459_8 
      XGF(5) = -0.9061798459_8 
C     Its corresponding weights. 
      WGF(1) =  0.5688888889_8 
      WGF(2) =  0.4786286705_8 
      WGF(3) =  0.4786286705_8 
      WGF(4) =  0.2369268850_8 
      WGF(5) =  0.2369268850_8 
C     Loop over each crack face in the last integrated domain. 
      DO 2100 ICFACE = 1, NFACE 
      IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
C     Number of nodes on each crack face within the biggest domain.  
      NFNODE = NFACEN(IFACE,NDOM) 
C     Set system crack face traction-to-load transformation matrix to be zero.        
      DO 2105  I  = 1, NFNODE 
      DO 2105  J  = 1, NFNODE 
      STFMat(I,J) = 0._8 
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 2105 CONTINUE 
C     Loop over each crack face element. 
      DO 2110 IEF = 1, (NFNODE-3)/2+1 
C     Set element thickness. 
      IF(IPLANE.NE.3) THICK = PROP(IEMAT(IFACEE(IFACE,IEF,NDOM)),7) 
C     Find nodal numbers for this element. 
      INODE(1) = IFACEN(IFACE,1+2*(IEF-1),NDOM) 
      INODE(2) = IFACEN(IFACE,3+2*(IEF-1),NDOM) 
      INODE(3) = IFACEN(IFACE,2+2*(IEF-1),NDOM) 
C     Find crack face local coordinates for each node. 
      SNODE(1) = 0._8 
      SNODE(2) = DSQRT( (COORD(INODE(2),1)-COORD(INODE(1),1))**2._8 + 
     *                  (COORD(INODE(2),2)-COORD(INODE(1),2))**2._8 ) 
      SNODE(3) = DSQRT( (COORD(INODE(3),1)-COORD(INODE(1),1))**2._8 + 
     *                  (COORD(INODE(3),2)-COORD(INODE(1),2))**2._8 ) 
C     Set element crack face traction-to-load transformation matrix to zero.        
      DO 2120  I  = 1, 3 
      DO 2120  J  = 1, 3 
      ETFMat(I,J) = 0._8 
 2120 CONTINUE 
C     Loop over each Gauss's point on a crack face element. 
      DO 2130 IG = 1 ,NGF 
      AF = XGF(IG) 
      ANF(1)   =  0.5_8*AF*(AF-1._8) 
      ANF(2)   =  0.5_8*AF*(AF+1._8) 
      ANF(3)   =  1.0_8 - AF*AF 
      DNDAF(1) =  AF - 0.5_8 
      DNDAF(2) =  AF + 0.5_8 
      DNDAF(3) = -2.0_8*AF 
      DETJACF  =  DNDAF(1)*SNODE(1) +  
     *            DNDAF(2)*SNODE(2) + DNDAF(3)*SNODE(3) 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      RGF = ANF(1)*COORD(INODE(1),1) + ANF(2)*COORD(INODE(2),1) + 
     *      ANF(3)*COORD(INODE(3),1) 
      ENDIF 
C     Compute element crack face traction-to-load transformation matrix.        
      DO 2140 I = 1, 3 
      DO 2140 J = 1, 3 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      ETFMat(I,J) = ETFMat(I,J) +  
     *              WGF(IG)*ANF(I)*ANF(J)*2._8*PI*RGF*DETJACF 
      ELSE 
      ETFMat(I,J) = ETFMat(I,J) +  
     *              WGF(IG)*ANF(I)*ANF(J)*THICK*DETJACF 
      ENDIF 
 2140 CONTINUE 
C     End each crack face Gauss's point. 
 2130 CONTINUE 
C     Assemble element matrices into a system matrix. 
      DO 2150 IER = 1, 3 
      IF(IER.EQ.1) IR = 1 
      IF(IER.EQ.2) IR = 3 
      IF(IER.EQ.3) IR = 2 
      ISR = 2*(IEF-1) + IR 
      DO 2150 IEC = 1, 3 
      IF(IEC.EQ.1) IC = 1 
      IF(IEC.EQ.2) IC = 3 
      IF(IEC.EQ.3) IC = 2 
      ISC = 2*(IEF-1) + IC 
      STFMat(ISR,ISC) = STFMat(ISR,ISC) + ETFMat(IER,IEC)  
 2150 CONTINUE 
C     End each crack face element. 
 2110 CONTINUE 
C     Apply Crout's factorization. 
      CALL CROUT(STFMat,PIVOTF,NFNODE,MXPOI) 
C     Loop over nodal crack face tractions in X and Y direction.  
      DO 2160 I = 1, NDF 
C     Form crack face nodal load vector in a direction.  
      DO 2170 INF = 1, NFNODE 
      CFLVec(INF) = FISURF(2*IFACEN(IFACE,INF,NDOM)+I-2) 
C      The farthest node on C.W. crack face in the last integrated domain. 
       IF(IFACE.EQ.1 .AND. INF.EQ.1) THEN 
        CFLVec(INF) = FDQEX(2*(IFACE-1)+I)  
       ENDIF 
C      The crack tip node on C.W. crack face in the last integrated domain. 
       IF(IFACE.EQ.1 .AND. INF.EQ.NFNODE) THEN 
        CFLVec(INF) = CTQEX(2*(IFACE-1)+I)  
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       ENDIF 
C      The farthest node on C.C.W. crack face in the last integrated domain. 
       IF(IFACE.EQ.2 .AND. INF.EQ.NFNODE) THEN 
        CFLVec(INF) = FDQEX(2*(IFACE-1)+I)  
       ENDIF 
C      The crack tip node on C.C.W. crack face in the last integrated domain. 
       IF(IFACE.EQ.2 .AND. INF.EQ.1) THEN 
        CFLVec(INF) = CTQEX(2*(IFACE-1)+I)  
       ENDIF 
 2170 CONTINUE 
C     Solve a set of simultaneous equations. 
      CALL SOLVE(NFNODE,STFMat,PIVOTF,CFLVec,MXPOI) 
      DO 2180 INF = 1, NFNODE 
      TractN(IFACE,INF,I) = CFLVec(INF)  
 2180 CONTINUE 
C     End each direction. 
 2160 CONTINUE 
C     End each crack face in the last integrated domain. 
 2100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Print nodal tractions on screen. 
C=============================================================================== 
      DO 2200 ICFACE = 1, NFACE 
      IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
      WRITE(*,*) 
      IF(IFACE.EQ.1) WRITE(*,*) '[CLOCKWISE FACE]' 
      IF(IFACE.EQ.2) WRITE(*,*) '[COUNTER CLOCKWISE FACE]'        
      WRITE(*,2211) 
 2211 FORMAT(4X,'NO.',4X,'NODE',14X,'Tx',24X,'Ty') 
      DO 2210 INF = 1, NFNODE  
      WRITE(*,2212) INF, IFACEN(IFACE,INF,NDOM), 
     *              TractN(IFACE,INF,1), TractN(IFACE,INF,2) 
 2212 FORMAT(2X,I4,4X,I5,4X,E22.16,4X,E22.16) 
 2210 CONTINUE 
 2200 CONTINUE       
C=============================================================================== 
C     Compute J-integral from crack face expression. 
C=============================================================================== 
C     Loop over each integrated domain. 
      DO 1100 IDOM = 1, NDOM 
      AJface(IDOM) = 0._8 
C     Loop over each crack face. 
      DO 1200 ICFACE = 1, NFACE 
      IF(NFACE.EQ.2) IFACE = ICFACE 
C     Loop over each crack face element. 
      DO 1300 IEF = 1, (NFACEN(IFACE,IDOM)-3)/2+1 
C     Set nodal number along three crack face nodes of this element. 
      INODE(1) = IFACEN(IFACE,2*(IEF-1)+1,IDOM) 
      INODE(2) = IFACEN(IFACE,2*(IEF-1)+3,IDOM) 
      INODE(3) = IFACEN(IFACE,2*(IEF-1)+2,IDOM) 
C     Search crack face tractions at nodes on this crack face element from nodes 
C     on the largest integrated domain. 
      DO 1405 I = 1, 3 
      DO 1405 J = 1, NFACEN(IFACE,NDOM) 
      IF(INODE(I).EQ.IFACEN(IFACE,J,NDOM)) THEN 
      Tx(I) = TractN(IFACE,J,1)    
      Ty(I) = TractN(IFACE,J,2) 
      ENDIF 
 1405 CONTINUE 
C     Find crack face element coordinate at each crack face node. 
      SNODE(1) = 0._8 
      SNODE(2) = DSQRT( (COORD(INODE(2),1)-COORD(INODE(1),1))**2._8 + 
     *                  (COORD(INODE(2),2)-COORD(INODE(1),2))**2._8 ) 
      SNODE(3) = DSQRT( (COORD(INODE(3),1)-COORD(INODE(1),1))**2._8 + 
     *                  (COORD(INODE(3),2)-COORD(INODE(1),2))**2._8 ) 
C     Set number of nodes and degrees of freedom for this crack face element. 
      IF(IETIP(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM)).EQ.1) THEN !9-node rectangular element. 
      NN   = 9        !Number of nodes. 
      NMN  = 4        !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF = NDF*NN   !Number of element degrees of freedom. 
      ELSE            !6-node triangular element. 
      NN   = 6        !Number of nodes. 
      NMN  = 3        !Number of main (corner) nodes. 
      NDOF = NDF*NN   !Number of element degrees of freedom. 
      ENDIF 
C     Compute the magnitude of shift function. 
      DO 135 I = 1, NN    
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      II = INTMAT9(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM),I) 
      DX = COORD(II,1)-COORD(NODEK1new,1) 
      DY = COORD(II,2)-COORD(NODEK1new,2) 
      IF(IDOMTY.EQ.1) THEN  !Square domain. 
       AR = MAX(DABS(DX),DABS(DY))/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN  !Circular domain. 
       AR = DSQRT(DX*DX+DY*DY)/ROR(IDOM,1) 
      ENDIF 
C 
      IF(IDOMTY.EQ.3) THEN  !Rectangular domain. 
       IF(DX.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,1).GT.0._8) THEN 
         AX = -DX/ROR(IDOM,1) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,3).GT.0._8) THEN 
         AX =  DX/ROR(IDOM,3) 
        ELSE 
         AX = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
C 
       IF(DY.LE.0._8) THEN 
        IF(ROR(IDOM,4).GT.0._8) THEN 
         AY = -DY/ROR(IDOM,4) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ELSE 
        IF(ROR(IDOM,2).GT.0._8) THEN 
         AY =  DY/ROR(IDOM,2) 
        ELSE 
         AY = -1._8  
        ENDIF 
       ENDIF 
       AR = MAX(AX,AY)  
      ENDIF 
C 
      Q(I) = 1._8 - AR 
      IF(Q(I).LE.1.0E-12_8) Q(I) = 0._8 
  135 CONTINUE 
C     Make the magnitude of shift function zero at circular domain boundary. 
      IF(IDOMTY.EQ.2) THEN 
      DO 145 I = 1, NMN 
      I2ND = I + 1 
      IF(I.EQ.NMN) I2ND = 1 
      IF(Q(I).EQ.0._8 .AND. Q(I2ND).EQ.0._8) Q(I+NMN) = 0._8 
  145 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Create element nodal temperatures, coordinates, displacements and shift 
C     functions. 
      DO 1315 I = 1, NN    
      II           = INTMAT9(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM),I) 
      X(I)         = COORD(II,1) 
      Y(I)         = COORD(II,2) 
      EQ1(I)       = Q(I)*DCOSD(CANGLE) 
      EQ2(I)       = Q(I)*DSIND(CANGLE) 
      EDISP(2*I-1) = PT(2*II-1) 
      EDISP(2*I)   = PT(2*II) 
 1315 CONTINUE 
C     Loop over each Gauss's point along a crack face element. 
      DO 2000 IG = 1, NGF 
C     Shape functions and their derivatives of crack face local coordinates. 
      AF = XGF(IG) 
      ANF(1)   =  0.5_8*AF*(AF-1._8) 
      ANF(2)   =  0.5_8*AF*(AF+1._8) 
      ANF(3)   =  1.0_8 - AF*AF 
      DNDAF(1) =  AF - 0.5_8 
      DNDAF(2) =  AF + 0.5_8 
      DNDAF(3) = -2.0_8*AF 
      DETJACF  =  DNDAF(1)*SNODE(1) +  
     *            DNDAF(2)*SNODE(2) + DNDAF(3)*SNODE(3) 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
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      RGF = ANF(1)*COORD(INODE(1),1) + ANF(2)*COORD(INODE(2),1) + 
     *      ANF(3)*COORD(INODE(3),1) 
      ENDIF 
C     Compute crack face traction matrix at a Gauss's point. 
      TMatF(1,1) = ANF(1)*Tx(1) + ANF(2)*Tx(2) + ANF(3)*Tx(3)    
      TMatF(2,1) = ANF(1)*Ty(1) + ANF(2)*Ty(2) + ANF(3)*Ty(3)    
C=============================================================================== 
C     Find element coordinates in 2D from a Gauss's point on a crack face   
C     coordinate in 1D and calculate all quantities according to this element  
C     coordinates. 
C=============================================================================== 
      IF(IETIP(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM)).EQ.1) THEN  !9-node rectangular element. 
      NMN = 4     !Number of main (corner) nodes. 
      DO 1410 I = 1, NMN 
      IF(INTMAT9(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM),I).EQ.INODE(1)) THEN 
C     Crack face is the lower edge in a mapped rectangular element.  
      IF(I.EQ.1) THEN   
      A =  XGF(IG) 
      B = -1._8 
      ENDIF 
C     Crack face is the right edge in a mapped rectangular element.  
      IF(I.EQ.2) THEN 
      A =  1._8 
      B =  XGF(IG) 
      ENDIF 
C     Crack face is the upper edge in a mapped rectangular element.  
      IF(I.EQ.3) THEN  
      A = -XGF(IG) 
      B =  1._8 
      ENDIF 
C     Crack face is the left edge in a mapped rectangular element.  
      IF(I.EQ.4) THEN  
      A = -1._8 
      B = -XGF(IG) 
      ENDIF 
      GOTO 1450 
      ENDIF 
 1410 CONTINUE 
      ELSE        !6-node triangular element. 
      NMN = 3     !Number of main (corner) nodes. 
      DO 1420 I = 1, NMN 
      IF(INTMAT9(IFACEE(IFACE,IEF,IDOM),I).EQ.INODE(1)) THEN 
C     Crack face is the lower edge in a mapped triangular element.  
      IF(I.EQ.1) THEN   
      A = 0.5_8*(XGF(IG)+1._8) 
      B = 0._8 
      ENDIF 
C     Crack face is the right edge in a mapped triangular element.  
      IF(I.EQ.2) THEN 
      A = 0.5_8*(1._8-XGF(IG)) 
      B = 0.5_8*(XGF(IG)+1._8) 
      ENDIF 
C     Crack face is the left edge in a mapped triangular element.  
      IF(I.EQ.3) THEN  
      A = 0._8 
      B = 0.5_8*(1._8-XGF(IG)) 
      ENDIF 
      GOTO 1450 
      ENDIF 
 1420 CONTINUE 
      ENDIF 
C     Exit searching coordinate loop. 
 1450 CONTINUE 
C     Compute Gauss's point radius. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      CALL GVALUE(A,B,X,RGF,NN) 
      ENDIF       
C     Compute strain-displacement matrix.           
      CALL BJ9(X,Y,A,B,BMAT,EKBG,AJ,AJI,DETJAC,DNDA,DNDB, 
     *         NN,NDF,IPLANE) 
C     Form shape function derivative matrix. 
      DO 1500 I = 1, NN 
      P(I,1) = DNDA(I) 
      P(I,2) = DNDB(I) 
 1500 CONTINUE 
C     Form inverse Jacobian matrix according to deLorenzi's paper. 
      AJID(1,1) = AJI(1,1) 
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      AJID(1,2) = AJI(2,1) 
      AJID(2,1) = AJI(1,2) 
      AJID(2,2) = AJI(2,2) 
C     [PJID] = [P][AJID]. 
      DO 1510 I = 1, NN 
      DO 1510 J = 1, NDF 
      PJID(I,J) = P(I,1)*AJID(1,J) + P(I,2)*AJID(2,J) 
 1510 CONTINUE 
C     Set displacement derivative matrix to zero. 
      DO 1520 I = 1, NDF 
      DO 1520 J = 1, NDF 
      dUdXMatF(I,J) = 0._8 
 1520 CONTINUE 
C     Form displacement derivative matrix. 
      DO 1530 I = 1, NN 
      dUdXMatF(1,1) = dUdXMatF(1,1) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,1) 
      dUdXMatF(1,2) = dUdXMatF(1,2) + EDISP(2*I-1)*PJID(I,2) 
      dUdXMatF(2,1) = dUdXMatF(2,1) + EDISP(2*I  )*PJID(I,1) 
      dUdXMatF(2,2) = dUdXMatF(2,2) + EDISP(2*I  )*PJID(I,2) 
 1530 CONTINUE 
C     Form shift function matrix. 
      CALL GVALUE(A,B,EQ1,GQ1,NN) 
      CALL GVALUE(A,B,EQ2,GQ2,NN) 
      QMatF(1,1) = GQ1                                    
      QMatF(2,1) = GQ2  
C     Compute J-integral from crack face expression. 
      AJfaceSUM = 0._8 
      DO 1400 I = 1, NDF 
      DO 1400 J = 1, NDF 
      AJfaceSUM = AJfaceSUM + TMatF(I,1)*dUdXMatF(I,J)*QMatF(J,1) 
 1400 CONTINUE 
C     Check problem case. 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN  !Axisymmetric case. 
      AJface(IDOM) = AJface(IDOM) + WGF(IG)*AJfaceSUM*RGF*DETJACF 
      ELSE                  !Plane stress or plane strain case. 
      AJface(IDOM) = AJface(IDOM) + WGF(IG)*AJfaceSUM*DETJACF 
      ENDIF 
C     End each crack face Gauss's point. 
 2000 CONTINUE 
C     End each crack face element. 
 1300 CONTINUE 
C     End each crack face. 
 1200 CONTINUE 
      IF(IPLANE.EQ.3) THEN 
      AJface(IDOM) = AJface(IDOM)/Rtip 
      ENDIF       
C     End each integrated domain. 
 1100 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE GETSTRING(NUMint,NUMstr,MXFIG) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE CHANGES INTEGER NUMBERS TO INTEGER STRINGS. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
      INTEGER NUMint,NUMfig(MXFIG)  
      CHARACTER(1) STRfig(MXFIG) 
      CHARACTER(MXFIG) NUMstr 
 
C     Check whether number of figures exceed its maximum. 
      IF(NUMint.GE.10**MXFIG) WRITE(*,1000) 
 1000 FORMAT(/,' PLEASE INCREASE THE PARAMETER MXFIG IN' 
     *        ,' GETSTRING SUBROUTINE') 
      IF(NUMint.GE.10**MXFIG) STOP 
C     Check number of figures. 
      DO 5 IFIG = MXFIG, 1, -1  
      IF(NUMint.LT.10**IFIG) THEN 
      NFIG = IFIG 
      ELSE 
      GOTO 15 
      ENDIF 
    5 CONTINUE 
C     Find string of each figure. 
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   15 NUMBER = NUMint 
      DO 10 IFIG = NFIG, 1, -1 
      NUMfig(IFIG) = INT(NUMBER/10**(IFIG-1)) 
      NUMBER = NUMBER - NUMfig(IFIG)*10**(IFIG-1) 
      SELECT CASE(NUMfig(IFIG)) 
      CASE(0)  
      STRfig(IFIG) = '0' 
      CASE(1)  
      STRfig(IFIG) = '1' 
      CASE(2)  
      STRfig(IFIG) = '2' 
      CASE(3)  
      STRfig(IFIG) = '3' 
      CASE(4)  
      STRfig(IFIG) = '4' 
      CASE(5)  
      STRfig(IFIG) = '5' 
      CASE(6)  
      STRfig(IFIG) = '6' 
      CASE(7)  
      STRfig(IFIG) = '7' 
      CASE(8)  
      STRfig(IFIG) = '8' 
      CASE(9)  
      STRfig(IFIG) = '9' 
      END SELECT 
   10 CONTINUE 
C     Combine all strings. 
      NUMstr = '' 
      NUMstr(1:1) = STRfig(NFIG)  
      DO 20 IFIG  = NFIG-1, 1, -1 
      LEN = LEN_TRIM(NUMstr) 
      NUMstr(1:LEN+1) = NUMstr(1:LEN)//STRfig(IFIG) 
   20 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE MAPPING(MXPOI,MXELE,MXCTE,NDF,IBC,QEX,NPOIN,NELEMp, 
     *                   PT,PTp,COORD,COORDp,INTMAT9p,IETIPp,ICTN, 
     *                   ICTNp,NCTN,RTHETA,RTHETAp,SXX,SXXp,SXY,SXYp, 
     *                   SYY,SYYp,SVM,SVMp,IOCTEp,NCTELEp,ICTETRAN, 
     *                   THETA0p,ICTEBNp) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE MAPS ALL NODAL DISPLACEMETS FROM THE OLD MESH INTO THE NEW 
C     REFINED ONE. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
      DIMENSION QEX(MXPOI*2),AL(3),ALmin(3),ALRec(4) 
      DIMENSION COORD(MXPOI,2),COORDp(MXPOI,2) 
      DIMENSION PT(MXPOI*2),PTp(MXPOI*2) 
      DIMENSION SXX(MXPOI),SXXp(MXPOI) 
      DIMENSION SXY(MXPOI),SXYp(MXPOI) 
      DIMENSION SYY(MXPOI),SYYp(MXPOI) 
      DIMENSION SVM(MXPOI),SVMp(MXPOI) 
      DIMENSION RTHETA(MXCTE*2+1),RTHETAp(MXCTE*2+1) 
      DIMENSION Xp(9),Yp(9),EUp(9),EVp(9)  
      DIMENSION ESXXp(9),ESXYp(9),ESYYp(9),ESVMp(9)  
      INTEGER IBC(MXPOI*2),INTMAT9p(MXELE,9) 
      INTEGER IETIPp(MXELE),IOCTEp(MXCTE) 
      INTEGER ICTN(MXCTE*2+1),ICTNp(MXCTE*2+1),ICTEBNp(MXCTE*2+1) 
 
C=============================================================================== 
C     Loop over all nodes in new refined mesh model except its crack tip nodes 
C     to find what element in the old mesh model this node is on and map  
C     displacement solutions to this new mesh node. 
C=============================================================================== 
      DO 100 IP = 1, NPOIN 
C      Check that this node is not one of 9-node element crack tip nodes. 
       IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
       DO 110 I = 1, NCTN 
        IF(IP.EQ.ICTN(I)) GOTO 100 
  110  CONTINUE 
       ENDIF 
C      Find its coordinates. 
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       X = COORD(IP,1) 
       Y = COORD(IP,2) 
C      Search all old mesh elements. 
       DO 120 IEp = 1, NELEMp 
C       9-node rectangular crack tip element. 
        IF(IETIPp(IEp).EQ.1) THEN   
         NMNp = 4 
         DO 130 I = 1, NMNp 
          Xp(I) = COORDp(INTMAT9p(IEp,I),1) 
          Yp(I) = COORDp(INTMAT9p(IEp,I),2) 
  130    CONTINUE 
         Atot1 = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *                  (Yp(2)-Yp(3))*Xp(1)+(Xp(3)-Xp(2))*Yp(1) )  
         Atot2 = 0.5_8*( Xp(3)*Yp(4)-Xp(4)*Yp(3)+ 
     *                  (Yp(3)-Yp(4))*Xp(1)+(Xp(4)-Xp(3))*Yp(1) )  
         ARec1 = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *                  (Yp(2)-Yp(3))*X+(Xp(3)-Xp(2))*Y )  
         ARec2 = 0.5_8*( Xp(3)*Yp(4)-Xp(4)*Yp(3)+ 
     *                  (Yp(3)-Yp(4))*X+(Xp(4)-Xp(3))*Y )  
         ARec3 = 0.5_8*( Xp(1)*Yp(2)-Xp(2)*Yp(1)+ 
     *                  (Yp(1)-Yp(2))*X+(Xp(2)-Xp(1))*Y )  
         ARec4 = 0.5_8*( Xp(4)*Yp(1)-Xp(1)*Yp(4)+ 
     *                  (Yp(4)-Yp(1))*X+(Xp(1)-Xp(4))*Y )  
         Atot  = Atot1 + Atot2 
         ALRec(1) = ARec1/Atot 
         ALRec(2) = ARec2/Atot 
         ALRec(3) = ARec3/Atot 
         ALRec(4) = ARec4/Atot 
C        Compute the relative difference of the two area to check whether this  
C        new mesh node is in the old mesh element. 
         DA = 0._8 
         DO 147 I = 1, 4 
          IF(ALRec(I).LT.0._8) DA = DA + DABS(ALRec(I)) 
  147    CONTINUE 
C       6-node triangular element. 
        ELSE 
         NMNp = 3 
         DO 140 I = 1, NMNp 
          Xp(I) = COORDp(INTMAT9p(IEp,I),1) 
          Yp(I) = COORDp(INTMAT9p(IEp,I),2) 
  140    CONTINUE 
         Atot = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *                 (Yp(2)-Yp(3))*Xp(1)+(Xp(3)-Xp(2))*Yp(1) )  
         A1   = 0.5_8*( Xp(2)*Yp(3)-Xp(3)*Yp(2)+ 
     *                 (Yp(2)-Yp(3))*X+(Xp(3)-Xp(2))*Y )  
         A2   = 0.5_8*( Xp(3)*Yp(1)-Xp(1)*Yp(3)+ 
     *                 (Yp(3)-Yp(1))*X+(Xp(1)-Xp(3))*Y )  
         A3   = 0.5_8*( Xp(1)*Yp(2)-Xp(2)*Yp(1)+ 
     *                 (Yp(1)-Yp(2))*X+(Xp(2)-Xp(1))*Y )  
C        Calculate local area coordinates for triangle. 
         AL(1) = A1/Atot 
         AL(2) = A2/Atot 
         AL(3) = A3/Atot 
C        Compute the relative difference of the two area to check whether this  
C        new mesh node is in the old mesh element. 
         DA = 0._8 
         DO 144 I = 1, 3 
          IF(AL(I).LT.0._8) DA = DA + DABS(AL(I)) 
  144    CONTINUE 
        ENDIF 
C      In case the new mesh node is the node on its model boundary, it may not 
C      be in the old element mesh so we have to search for the nearest element 
C      of this new mesh node in the old mesh element and project displacement 
C      solutions to this node. 
       IF(IEp.EQ.1) THEN     
        DAmin = DA  !Set 1st element as the nearest element. 
        IEmin = 1 
       ENDIF  
C      Find the nearest element.  
       IF(DA.LE.DAmin) THEN 
        DAmin = DA 
        IEmin = IEp 
        IF(IETIPp(IEp).NE.1) THEN   
         ALmin(1) = AL(1) 
         ALmin(2) = AL(2) 
         ALmin(3) = AL(3) 
        ENDIF  
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       ENDIF  
C      End searching in each element in old model. 
  120  CONTINUE 
C=============================================================================== 
C      Calculate natural coordinates of this node in this nearest element of the 
C      old mesh model and transfer displacement solutions to this new mesh node. 
C=============================================================================== 
       IF(IETIPp(IEmin).EQ.1) THEN   
       NNp = 9 
       DX = X - COORDp(ICTNp(1),1) 
       DY = Y - COORDp(ICTNp(1),2) 
       AR = DSQRT(DX*DX + DY*DY) 
       CALL XYLOCAL(DX,DY,DXL,DYL,THETA0p) 
       CALL FTHETA(DXL,DYL,THETA) 
       DO 300 ICEp = 1, NCTELEp 
        IF(IEmin.EQ.IOCTEp(ICEp)) THEN 
         DS = RTHETAp(2*ICEp+1) - RTHETAp(2*ICEp-1) 
         DP = THETA - RTHETAp(2*ICEp-1)  
         DXH = COORDp(ICTEBNp(2*ICEp),1) - COORDp(ICTNp(1),1) 
         DYH = COORDp(ICTEBNp(2*ICEp),2) - COORDp(ICTNp(1),2) 
         AH = DSQRT(DXH*DXH + DYH*DYH) 
         ABAR = AR/( 0.5_8*AH*DSQRT(1._8 + 
     *               DTAND(DS/2._8-DP)*DTAND(DS/2._8-DP)) ) - 1._8  
         BBAR = DTAND(DS/2._8-DP)/DTAND(DS/2._8) 
         DO 310 IN = 1, 4 
          IF(ICTNp(2*ICEp-1).EQ.INTMAT9p(IOCTEp(ICEp),IN)) THEN 
           IF(IN.EQ.1) THEN 
            Ap = -BBAR 
            Bp =  ABAR 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.2) THEN 
            Ap = -ABAR 
            Bp = -BBAR 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.3) THEN 
            Ap =  BBAR 
            Bp = -ABAR 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.4) THEN 
            Ap =  ABAR 
            Bp =  BBAR 
           ENDIF 
           GOTO 320  
          ENDIF  
  310    CONTINUE 
        ENDIF 
  300  CONTINUE 
       ELSE 
C       Calculate shape functions according to this point. 
        NNp = 6 
        AN1 = 2._8*ALmin(1)*ALmin(1) - ALmin(1) 
        AN2 = 2._8*ALmin(2)*ALmin(2) - ALmin(2) 
        AN3 = 2._8*ALmin(3)*ALmin(3) - ALmin(3) 
        AN4 = 4._8*ALmin(1)*ALmin(2) 
        AN5 = 4._8*ALmin(2)*ALmin(3) 
        AN6 = 4._8*ALmin(3)*ALmin(1) 
       ENDIF 
  320  CONTINUE 
C      Get nodal soluions of this nearest element. 
       DO 190 I = 1, NNp    
        II = INTMAT9p(IEmin,I) 
        EUp(I)   = PTp(2*II-1) 
        EVp(I)   = PTp(2*II) 
        ESXXp(I) = SXXp(II) 
        ESXYp(I) = SXYp(II) 
        ESYYp(I) = SYYp(II) 
        ESVMp(I) = SVMp(II) 
  190  CONTINUE 
C      Map soluions to this new node according to an element type. 
       IF(IETIPp(IEmin).EQ.1) THEN   
        CALL GVALUE(Ap,Bp,EUp  ,GEUp  ,NNp) 
        CALL GVALUE(Ap,Bp,EVp  ,GEVp  ,NNp) 
        CALL GVALUE(Ap,Bp,ESXXp,GESXXp,NNp) 
        CALL GVALUE(Ap,Bp,ESXYp,GESXYp,NNp) 
        CALL GVALUE(Ap,Bp,ESYYp,GESYYp,NNp) 
        CALL GVALUE(Ap,Bp,ESVMp,GESVMp,NNp) 
       ELSE 
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        GEUp   = AN1*EUp(1) + AN2*EUp(2) + AN3*EUp(3) + 
     *           AN4*EUp(4) + AN5*EUp(5) + AN6*EUp(6)  
        GEVp   = AN1*EVp(1) + AN2*EVp(2) + AN3*EVp(3) + 
     *           AN4*EVp(4) + AN5*EVp(5) + AN6*EVp(6)  
        GESXXp = AN1*ESXXp(1) + AN2*ESXXp(2) + AN3*ESXXp(3) + 
     *           AN4*ESXXp(4) + AN5*ESXXp(5) + AN6*ESXXp(6)  
        GESXYp = AN1*ESXYp(1) + AN2*ESXYp(2) + AN3*ESXYp(3) + 
     *           AN4*ESXYp(4) + AN5*ESXYp(5) + AN6*ESXYp(6)  
        GESYYp = AN1*ESYYp(1) + AN2*ESYYp(2) + AN3*ESYYp(3) + 
     *           AN4*ESYYp(4) + AN5*ESYYp(5) + AN6*ESYYp(6)  
        GESVMp = AN1*ESVMp(1) + AN2*ESVMp(2) + AN3*ESVMp(3) + 
     *           AN4*ESVMp(4) + AN5*ESVMp(5) + AN6*ESVMp(6)  
       ENDIF 
       PT(2*IP-1) = GEUp  
       PT(2*IP)   = GEVp  
        SXX(IP)   = GESXXp  
        SXY(IP)   = GESXYp  
        SYY(IP)   = GESYYp  
        SVM(IP)   = GESVMp  
C     End each node in new model except crack tip nodes. 
  100 CONTINUE 
C=============================================================================== 
C     Map all crack tip nodal displacements from the old mesh into the new one.  
C=============================================================================== 
      IF(ICTETRAN.EQ.1) THEN 
C     Transfer the first crack tip node solutions. 
      PT(2*ICTN(1)-1) = PTp(2*ICTNp(1)-1)  
      PT(2*ICTN(1))   = PTp(2*ICTNp(1))  
       SXX(ICTN(1))   =  SXXp(ICTNp(1))  
       SXY(ICTN(1))   =  SXYp(ICTNp(1))  
       SYY(ICTN(1))   =  SYYp(ICTNp(1))  
       SVM(ICTN(1))   =  SVMp(ICTNp(1))  
C     Transfer the last crack tip node solutions. 
      PT(2*ICTN(NCTN)-1) = PTp(2*ICTNp(2*NCTELEp+1)-1)  
      PT(2*ICTN(NCTN))   = PTp(2*ICTNp(2*NCTELEp+1))  
       SXX(ICTN(NCTN))   =  SXXp(ICTNp(2*NCTELEp+1))  
       SXY(ICTN(NCTN))   =  SXYp(ICTNp(2*NCTELEp+1))  
       SYY(ICTN(NCTN))   =  SYYp(ICTNp(2*NCTELEp+1))  
       SVM(ICTN(NCTN))   =  SVMp(ICTNp(2*NCTELEp+1))  
C     Map all remaining crack tip nodes. 
      DO 200 IC = 2, NCTN-1 
C      Search in old mesh crack tip elements. 
       DO 210 ICEp = 1, NCTELEp 
        IF(RTHETAp(2*ICEp-1).LE.RTHETA(IC) .AND. 
     *                    RTHETA(IC).LE.RTHETAp(2*ICEp+1)) THEN  
         DP = RTHETA(IC) - RTHETAp(2*ICEp-1)  
         DS = RTHETAp(2*ICEp+1) - RTHETAp(2*ICEp-1) 
         DO 220 IN = 1, 4 
          IF(ICTNp(2*ICEp-1).EQ.INTMAT9p(IOCTEp(ICEp),IN)) THEN 
           IF(IN.EQ.1) THEN 
            Ap =  DTAND(DP-DS/2._8)/DTAND(DS/2._8) 
            Bp = -1._8 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.2) THEN 
            Ap =  1._8 
            Bp =  DTAND(DP-DS/2._8)/DTAND(DS/2._8) 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.3) THEN 
            Ap = -DTAND(DP-DS/2._8)/DTAND(DS/2._8) 
            Bp =  1._8 
           ENDIF  
           IF(IN.EQ.4) THEN 
            Ap = -1._8 
            Bp = -DTAND(DP-DS/2._8)/DTAND(DS/2._8) 
           ENDIF 
           GOTO 230  
          ENDIF  
C        End searching each corner position of the old mesh crack tip element. 
  220    CONTINUE 
        ENDIF  
C      End searching in each old mesh crack tip elements. 
  210  CONTINUE 
       WRITE(*,225) IC 
  225  FORMAT(/,' CRACK TIP NODE NO.',I3,' HAS NOT BEEN MAPPED') 
  230  CONTINUE   !Natural coordinates have been found. 
C      Transfer crack tip nodal solutions. 
       NNp = 9 
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       DO 240 I = 1, NNp    
        II = INTMAT9p(IOCTEp(ICEp),I) 
        EUp(I)   = PTp(2*II-1) 
        EVp(I)   = PTp(2*II  ) 
        ESXXp(I) = SXXp(II) 
        ESXYp(I) = SXYp(II) 
        ESYYp(I) = SYYp(II) 
        ESVMp(I) = SVMp(II) 
  240  CONTINUE 
C 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,EUp  ,GEUp  ,NNp) 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,EVp  ,GEVp  ,NNp) 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,ESXXp,GESXXp,NNp) 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,ESXYp,GESXYp,NNp) 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,ESYYp,GESYYp,NNp) 
       CALL GVALUE(Ap,Bp,ESVMp,GESVMp,NNp) 
       PT(2*ICTN(IC)-1) = GEUp  
       PT(2*ICTN(IC))   = GEVp  
        SXX(ICTN(IC))   = GESXXp  
        SXY(ICTN(IC))   = GESXYp  
        SYY(ICTN(IC))   = GESYYp  
        SVM(ICTN(IC))   = GESVMp 
C     End each new model crack tip node 
  200 CONTINUE 
      ENDIF 
C=============================================================================== 
C     Change nodal displacements to the prescribed ones. 
C=============================================================================== 
      NEQ = NPOIN*NDF 
      DO 250 IEQ = 1, NEQ 
      IF(IBC(IEQ).NE.0) THEN  
      PT(IEQ) = QEX(IEQ) 
      ENDIF 
  250 CONTINUE 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
 
 
      SUBROUTINE TemBDfFUNC(ICASE,X,Y,TEMP,BDfFX,BDfFY) 
C=============================================================================== 
C     THIS SUBROUTINE COMPUTES FIXED NODAL TEMPERATURE AND BODY FORCES ACCORDING 
C     TO NODAL COORDINATES. 
C=============================================================================== 
      IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z) 
C 
      SELECT CASE(ICASE) 
      CASE(1) !Single edge crack panel, SECP. 
      TEMP = 125._8 + 400._8*X - 100._8*X*X 
      TEMP = TEMP*2._8 
      CASE(2) !Axially crack cylinder, ACC. 
      T0 = 0.25_8 
      Ri = 20._8   
      r  = DSQRT(X*X+Y*Y) 
      TEMP = 250._8 + 800._8*(r-Ri) - 200._8*(r-Ri)*(r-Ri) 
      TEMP = TEMP*T0 
      CASE(3) !Circumferentially crack cylinder, CCC. 
      Ri = 80._8 
      r  = X 
      TEMP = 125._8 + 100._8*(r-Ri) - 6.25_8*(r-Ri)*(r-Ri) 
      CASE(4) !Center cracked panel, CCP. 
      TEMP = 100._8*X*X 
      CASE(5) !Centrifugal force. 
      OMEGA = 0.25_8 
      BDfFX = 10._8*OMEGA*OMEGA*X 
      BDfFY = 10._8*OMEGA*OMEGA*Y 
      CASE DEFAULT !No temperature gradient and body forces. 
      TEMP  = 0._8 
      BDfFX = 0._8 
      BDfFY = 0._8 
      END SELECT 
C 
      RETURN 
      END 
C=============================================================================== 
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Abstract 
This paper presents a finite element method for analyzing 

two-dimensional linear elastic fracture mechanics problems with 
cracks presented in material bodies.  Stress intensity factor is 
used as the parameter to characterize the severity of the stresses 
near the crack tip.  The domain integral method, for which all 
relevant quantities are integrated over any arbitrary element area 
around the crack tip, is utilized as the stress intensity factor 
solution scheme.  The six-node triangular elements are placed 
around the crack tip.  An adaptive remeshing technique is 
implemented for automatically generating small elements in the 
regions with high stress gradients to improve solution accuracy.  
Many benchmark problems are analyzed to demonstrate the 
efficiency of the numerical solution scheme.  
 

1. Introduction 

In linear elastic material behavior, Stress Intensity Factor, 
SIF, is the most widely used parameter characterizing the 
intensity of stresses near a crack tip.  Many numerical 
procedures have been developed to estimate the SIF such as 
stress and displacement matching, contour integration and virtual 
crack extension [1], etc.  One efficient method that has many 
advantages is the energy domain integral.  Originally formulated 
by Shih, et. al. [2], this approach is remarkably versatile because 
it can be applied to both quasistatic and dynamic problems with 
elastic, plastic, or viscoplastic material responses, as well as 
thermal loading.  Moreover, it can numerically be employed to 
efficiently calculate the other two important elastoplastic crack tip 
parameters; J and T*-integral which based respectively on the 
deformation and incremental theory of plasticity [3].     

In this paper, the domain integral method is used to 
calculate the energy release when a crack grows and convert it 

to the SIF by relations between stresses and energy.  Adaptive 
remeshing technique and crack tip element in which mid-side 
nodes near the tip displaced from its nominal positions to quarter 
points [4] are also implemented to enhance the solution accuracy.  
Several problems have been analyzed to demonstrate the 
algorithm.    
 
2. The energy domain integral 

For stable crack growth in a two-dimensional body having a 
line crack along the 1x  axis, the energy release per unit crack 
advance is, 

 

               ( ) dCn uWlimJ ij,1ij1i
0 ∫ −=

→
Γ

Γ
σδ                      (1) 

 
where W  is the stress work density, ijσ  and iu  are 

components of the stress and displacement along the ix  axis, in  

is the unit vector normal to Γ  contour and dC  is the 
infinitetesimal arc length as depicted in Fig. 1. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig. 1. Closed contour −+ ++−= CCCC 1 Γ  enclosing a 
simply connected region A  
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In the absence of thermal strain, body force and crack face 
t r a c t i o n ,  E q .  ( 1 )  c a n  b e  r e w r i t t e n  i n  t h e  f o r m , 
 

[ ] dCqm WuJ 1i

C

1ij1ij∫ −= δσ                       (2) 

 

where Γ−++= −+ CCCC 1  is the closed curve, 1q  is a 
sufficiently smooth function in the area enclosed by C  which is 
unity on Γ  and zero on 1C , and jm  is the components of 

outward normal unit vector as shown in Fig. 1.  By applying the 
divergence theorem to (2), 
 

( )[ ]∫ −=
A

,111j,1ij dAq WuJ ιδσ                     (3) 

 
where A  is the area enclosed by C .  Invoking the equilibrium 
equation, the domain expression for the energy release rate is, 
 

[ ] dAq WuJ i1,

A

1ij,1ij∫ −= δσ                       (4) 

 
The function 1q  can be interpreted as a unit translation on Γ  in 
the 1x  direction while keeping the material points on 1C  fixed.  
According to the vanishing of Γ around the tip, this can be 
viewed as the growing of the crack. 
 
3.  Stress intensity factor 

In linear elastic material response, the stress intensity factor 
in opening mode can be computed from the energy release rate 
by the expression [1], 

 

EJKI ′=                               (5) 
 

where 
ν-1

E
 E,E =′  for plane strain and plane stress case 

respectively, E is the modulus of elasticity, and ν  is the 
Poisson’s ratio. 

 
4. Finite element formulation for the domain integral method 

For the six-node isoparametric element, the coordinates, 
displacements, and a smooth function are, 
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where KN  are the shape functions, iKX  are the nodal 
coordinates, iKU  are the nodal displacements and 1IQ  are the 
nodal values of the smooth function varying between 1 and 0.  
Using Eq. (6) and (8) and the chain rule, the spatial gradient of 

1q  is, 
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where 
j

k

x∂
∂η

 is the inverse Jacobian matrix.  

For 22×  Gaussian integration, the energy release rate 
expression in Eq. (4) is, 
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where all quantities are calculated at the 4 Gauss points with pw  

as their respective weights and t is the specimen thickness.  
 
5. Crack tip elements and the smooth function 

Fig. 2 shows elements and finite element mesh on the 
domain used in this scheme.  In this paper, the six-node rosette 
elements which the mid-side nodes near a tip located on the one-
fourth of their sides from the tip are placed around the crack tip.  
These element can improve the solution because they have the 

same r1  singularity of displacement solutions as the exact 

solution does at the tip.  The other elements out of this rosette 
are standard six-node isoparametric triangular elements. 
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 According to Shih, et. al. [2], the simple pyramid function as 
depicted in Fig. 3 is utilized as the smooth function which is unity 
at the crack tip and varies to zero on the edges of the domain.  
The base of this pyramid smooth fuction which coincides with the 
square mesh surrounding the tip is also shown in the figure.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3. A smooth function on integrated domain 
 
6.  Adaptive remeshing technique 

The adaptive remeshing technique generates an entirely 
new mesh based on the solution obtained from the previous 
mesh. The technique generates small elements in the regions 
with large change in the stress gradients to increase the analysis 
solution accuracy.  At the same time, larger elements are 
generated in the other regions where the stress is nearly uniform 
to reduce the computational time and the computer memory.  The 
adaptive remeshing procedure thus consists of two main steps: 
the computation of proper element sizes and the generation of a 
new mesh for the entire domain.  

 
6.1 Element sizes   

To determine proper element sizes at different locations in 
the domain, the solid mechanics concept for determining the 
principal stresses from a given state of stresses at a point is 
employed.  Because small elements must be placed in the region 
where large changes in the stress gradients, such as the von 
Mises stress σ , occur.  Thus the second derivatives of the von 
Mises stress at a point with respect to global coordinates 1x  and 

2x  are needed to compute.  Then the principal quantities in the 
principal directions 1X  and 2X  where the cross derivatives 
vanish are determined, 
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The maximum principal quantities are then used to compute the 
proper element size, ,hi  by requiring  that the error should be 
uniform for all elements, 
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maxλ  is the maximum principal quantity for all elements and  

minh  is the minimum element size specified by users.  
 
6.2 Mesh regeneration   

The mesh regeneration with adaptive remeshing technique 
is implemented based on the Delaunay triangulation and mesh 
refinement [5].  The main idea is to construct a new mesh over 
the background mesh (mesh from the previous step).  Therefore, 
the new mesh consists of small elements in the regions with 
large change in solution gradients and large elements in the other 
regions where the change in solution gradients in small.  The 
capability of such adaptive remeshing technique will be  
demonstrated by benchmark examples.  

 
7.  Algorithm evaluation 

Several examples have been used to demonstrate the 
efficiency of the combined domain integral, the finite element 
method, and the adaptive remeshing technique.  The examples of 
a single edge cracked plate, a compact tension specimen and a 
center cracked plate are used to determine the stress intensity 
factor in the opening mode under the plane strain condition.   

 
7.1 The single edge cracked plate   

The geometry of the single edge cracked plate and its final 
adaptive mesh are shown in Fig. 4.  The stress intensity factor 
can be calculated from [6], 
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The final adaptive mesh consists of 444 triangles and 931 nodes.  
The computed stress intensity factor from this adaptive mesh is 
2.366 comparing to 2.363 from Eq. (13) with the difference of 
0.127% 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

Fig. 4. Problem statement and the final mesh of the single edge 
cracked plate. 

 
7.2 The compact tension specimen    

The geometry of the compact tension specimen and its final 
adaptive mesh are shown in Fig. 5.  The final adaptive mesh 
consists of 1,396 triangles and 2,939 nodes.  The stress intensity 
factor can be calculated from [7],  
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where the thickness 25.4t =  mm.  The computed stress 
intensity factor from the adaptive mesh is 28.599 comparing to 
27.804 from Eq. (14) with the difference of 2.859% 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

Fig. 5. Problem statement and the final mesh of the compact 
tension specimen. 

 
7.3 The center cracked plate  

The geometry of the center cracked plate and its final 
adaptive mesh are shown in Fig. 6.  The plate has an initial crack 
length 1002a =  units, and the thickness 1t =  unit.  The stress 
intensity factor for this problem was derived [8] in closed-form as, 
 

a1.334KI πσ=                          (15) 

 
The final adaptive mesh consists of 1,254 triangles and 2,580 
nodes.  The computed stress intensity factor from this adaptive 
mesh is 16.7133 comparing to 16.7192 from Eq. (15) with the 
difference of 0.04% 
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Fig. 6. Problem statement and the final mesh of the center 
cracked plate. 

 
7.4 Conclusions 

Domain integral was combined with the finite element 
method and the adaptive remeshing technique for analysis of 
linear elastic fracture mechanics problems.  The concept of the 
domain integral and its smooth function for two-dimensional 
geometry were explained.  The finite element method using the 
six-node triangular elements was described.  These triangular 
elements with mid-side nodes displaced from their nominal 
position to a quarter point of the crack tip were employed to form 
up a circular zone surrounding the crack tip for providing accurate 
solution.  The solution accuracy was further enhanced by 
incorporating an adaptive remeshing technique.  The technique 
places small elements around the crack tips and in the regions 
with large change of stress gradients for solution accuracy.  At 
the same, larger elements are generated in the other regions to 

minimize the total number of unknowns and the computational 
time.  

The efficiency of the combined procedure was demonstrated 
by examples for determining the stress intensity factor.  These 
examples demonstrate the capability of the combined adaptive 
remeshing technique with domain integral method for analysis of 
fracture mechanics problems effectively.   
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