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Structural parameter estimation schemes are generally used for the identification of certain 
constitutive properties, e.g. stiffness parameters, of the structures that minimize the discrepancies between the 
responses obtained from mathematical modeling and the actual measurements. The structural parameter 
estimation problem can be cast as the least-squares minimization of the deviation between the computed and the 
measured modal response, using the recursive quadratic programming to obtain the optimal solution. It was 
found from a preliminary study that the performance of the method is limited by the choice of the algorithm for 
solving the corresponding systems of linear equations. When the structural model is more complex or composed 
of more degrees of freedom, the estimation time can significantly increase. The current study investigates the 
use of the Krylov subspace methods, e.g. conjugate gradient (CG), symmetric LQ (SYMMLQ), minimum 
residual (MINRES), and symmetric quasi-minimum residual (SQMR) in comparison with the LU 
decomposition method in solving these systems of linear equations. The performance of these methods will be 
compared through case studies in order to assess the efficiency of the Krylov subspace methods in structural 
parameter estimation. 
 
 The comparison of the computational efficiency in structural parameter estimation is based upon a 
three-dimensional truss model as the case study. It is found from the simulation results that the use of  the 
Krylov subspace methods is able to improve the computation time in solving the system of linear equations 
involved in the parameter estimation of the structure. Nonetheless, for the case in which the measurements are 
incomplete, the Krylov subspace methods are computationally efficient when using only the low-frequency 
modes. Furthermore, the performance of the Krylov subspace methods in structural parameter estimation tends 
to decrease with the reducing number of the measured degree of freedom for the vibration modes.   
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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 
 

1.1  ความนํา 
 
 การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลตอบสนองของโครงสรางที่วัดคา เปนวิธีการหา
คุณสมบัติของวัสดุในโครงสรางไดแก คาสติฟเนสของชิ้นสวนโครงสราง  โดยที่พฤติกรรมของแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรของโครงสรางที่ใชคาของพารามิเตอรที่ประมาณมีความแตกตางจากพฤติกรรมของโครงสรางจริง
นอยที่สุด   ขอมูลที่ไดจากผลการตอบสนองจริงของโครงสรางที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอรสามารถใช
วิธีการทดสอบโครงสรางภายใตแรงพลวัตในแตละโหมดของการสั่นไหว (modal test) ซึ่งทําการวัดผลการ
ตอบสนองของโครงสรางขณะที่โครงสรางสั่นดวยความถี่ธรรมชาติในแตละโหมดของการสั่นไหวที่ทําใหเกิด
การกําทอน (resonance)   การทดสอบภายใตแรงพลวัตจะทําการติดตั้งอุปกรณที่ใชสําหรับสั่น (shaker) กับ
โครงสราง  และจะทําการสั่นดวยแรงที่มีความถี่ใกลเคียงกับความถี่ธรรมชาติ (natural frequency) ของโครงสราง
ในแตละโหมดที่ตองการวัดผลการตอบสนองของโครงสราง     

 
วิธีการที่นิยมใชในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางเชิงโหมดคือการหาคาตํ่าสุดของสมการ

เปาหมาย (objective function) ซึ่งอยูในรูปกําลังสองนอยที่สุดของผลตางระหวางรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาของ
แบบจําลองโครงสรางที่ไดจากการคํานวณเทียบกับรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากผลการทดสอบ   โดยใช
วิธีการคํานวณซ้ําเพื่อใหไดคาพารามิเตอรคําตอบที่เหมาะสมที่สุด  คาพารามิเตอรคําตอบที่ไดจากวิธีการนี้อาจ
ขาดความเปนเอกภาพ (non-uniqueness) ซึ่งเปนผลมาจากความไมสมบูรณของขอมูลรูปแบบการสั่นไหวในแตละ
ระดับขั้นความเสรีของโครงสรางที่ทําการวัดขอมูล (Banan และ Hjelmstad  1993)   วิธีที่สามารถประยุกตใชใน
การบรรเทาปญหาดังกลาวคือ วิธีเรกูลารไรเซชัน (regularization) ซึ่งอาศัยการเพิ่มฟงกชันเรกูลารไรเซชันเขาไป
ในสมการเปาหมายเพื่อชวยกําหนดขอบเขตคาพารามิเตอรคําตอบที่เหมาะสม (Pothisiri และ Vatcharathanyakorn  
2002) 
  

ขั้นตอนวิธีการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางโดยวิธีการกําลังสองนอยที่สุดในปจจุบันยังมี
ขอจํากัดเรื่องเวลาที่ใชในการคํานวณเมื่อระดับขั้นความเสรีของแบบจําลองมีคามากขึ้น จากการศึกษาเบื้องตน
พบวาขั้นตอนในการประมาณคาพารามิเตอรที่ใชเวลาคํานวณมากที่สุดคือขั้นตอนในการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนเพื่อหาเวกเตอรของรูปแบบการสั่นไหวที่คํานวณไดจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรของโครงสราง
ภายใตการสั่นแบบอิสระ  เมื่อโครงสรางมีความซับซอนหรือมีขนาดใหญขึ้นแบบจําลองทางคณิตศาสตรของ
โครงสรางจะเกี่ยวของกับระบบสมการที่มีจํานวนสมการและตัวแปรมากขึ้น  ดังนั้นหากวิธีที่ใชในการหาคําตอบ
ของระบบสมการเชิงเสนที่ไดจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรไมมีประสิทธิภาพเพียงพอยอมสงผลถึง
ประสิทธิภาพดานเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง   งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคหลักเพื่อปรับปรุง
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ประสิทธิภาพดานการคํานวณของการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางในขั้นตอนของการหาคําตอบของ
ระบบสมการเชิงเสนโดยการเลือกใชเทคนิคการหาคําตอบที่เหมาะสม    

 
Hestenes และ  Stiefel  (1952) ไดนําเสนอวิธีเกรเดียนตสังยุค (Conjugate Gradient : CG) ซึ่งเปนวิธีการ

หน่ึงสําหรับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีการคํานวณซ้ํา (iterative method) โดยมีพ้ืนฐานมาจาก
วิธีปริภูมิยอยไครโลฟ (Krylov subspace method )  วิธีดังกลาวมีประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบของ
สมการขนาดใหญในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ (coefficient matrix) มีสมาชิกแบบไมหนาแนน (sparse) โดยที่
เมตริกซสัมประสิทธิ์จะตองมีคุณสมบัติสมมาตร (symmetric) และคุณสมบัติเปนบวกแนนอน         (positive 
definite)  นอกจากนี้วิธีดังกลาวยังไมคํานึงถึงสภาพแถบของเมตริกซ (matrix  band) ที่ใชจัดเก็บขอมูล   ซึ่ง
คุณสมบัติเหลานี้สอดคลองกับระบบสมการเชิงเสนในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางเพื่อหาเวกเตอร
ของรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาที่คํานวณไดจากแบบจําลองทางคณิตศาสตรของโครงสรางภายใตการสั่นแบบ
อิสระ    สําหรับกรณีที่สามารถใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวครบทุกระดับขั้นความเสรี  วิธีเกรเดียนตสังยุค
สามารถนํามาประยุกตใชเพื่อชวยประหยัดหนวยเก็บขอมูล (storage) และเวลาที่ใชในการหาคําตอบ (Reid  1971)   

 
สําหรับกรณีที่ไมสามารถใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี  เมตริกซ

สัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนที่พิจารณาจะขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน (non-positive definite)  
สงผลใหกระบวนการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีเกรเดียนตสังยุคขาดเสถียรภาพ  จากการศึกษา
เบื้องตนพบวาวิธีแอลคิวสมมาตร (Symmetric LQ : SYMMLQ)  และวิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (Minimum 
residual : MINRES) ที่นําเสนอโดย Paige และ Saunders (1975) นอกเหนือจากนี้ยังมีวิธีเวกเตอรคงคางเสมือน
นอยที่สุดสมมาตร (Symmetric-quasi minimum residual : SQMR) ที่นําเสนอโดย Freund และ Nachtigal (1994) 
ซึ่งทั้งสามวิธีดังกลาวนี้มีพ้ืนฐานมาจากวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  เชนเดียวกับวิธีเกรเดียนตสังยุคแตสามารถใชกับ
การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนเมื่อเมตริกซสัมประสิทธิ์ขาดคุณสมบัติความเปนบวกแนนอนไดอยางมี
ประสิทธิภาพ  
  

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาความเหมาะสมในการปรับปรุงประสิทธิภาพของวิธีการประมาณ
คาพารามิเตอรของโครงสรางในขั้นตอนการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน  โดยการประยุกตใชวิธีปริภูมิ
ยอยไครโลฟ  ซึ่งไดแกวิธี  CG  MINRES  SYMMLQ และ SQMR  โดยเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีดังกลาว
กับวิธีการแยกแอลยู (LU-decomposition) ซึ่งเปนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการ
ประมาณคาพารามิเตอรที่ใชอยูในปจจุบัน  การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของแตละวิธีจะพิจารณาในสวนของ
หนวยเก็บขอมูล (storage)  และเวลาที่ใชในการคํานวณ  โดยพิจารณาในกรณีที่สามารถใชขอมูลรูปแบบการสั่น
ไหวครบทุกระดับขั้นความเสรีและกรณีที่ไมสามารถใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวครบทุกระดับขั้นความเสรี     
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1.2 งานวิจัยท่ีผานมา 
 

การศึกษาผลงานวิจัยที่เกี่ยวของกับงานวิจัยนี้แบงออกเปน 2 สวนไดแก งานวิจัยเกี่ยวกับการประมาณ
คาพารามิเตอรของโครงสรางและงานวิจัยเกี่ยวกับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 
 
1.2.1 งานวิจัยเก่ียวกับการประมาณคาพารามิเตอร 

 
Hjelmstad และคณะ (1995) เสนอวิธีการประมาณคาพารามิเตอรจากแรงกระทําเชิงโหมด (Modal Force 

Error Estimator : MFEE) และวิธีการประมาณคาพารามิเตอรจากการเคลื่อนที่เชิงโหมด (Modal Displacement 
Error Estimator : MDEE) ในการประมาณคาสติฟเนสและมวลของโครงสราง โดยใชขอมูลที่ไดจากการวัด
ความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวของโครงสรางในแตละโหมดภายใตแรงพลวัต  สมการเปาหมายของวิธี  
MFEE และ MDEE อยูในรูปกําลังสองนอยที่สุดของฟงกชันคาผิดพลาดของแรงคงคางและการเคลื่อนที่ในแตละ
โหมดของการเสียรูปตามลําดับ  และทําการแกปญหาเพื่อหาคาสติฟเนสที่เปนคําตอบของสมการเปาหมาย โดยใช
วิธี      รีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง (Recursive Quadratic Programming : RQP) จนกระทั่งไดคําตอบที่
เหมาะสมเมื่อคาสติฟเนสและมวลของโครงสรางลูเขา 

 
Hjelmstad (1996) พบวาการประมาณคาพารามิเตอรจากรูปแบบการสั่นไหวของโครงสรางในแตละ

โหมดภายใตแรงพลวัตดวยวิธีกําลังสองนอยสุดของฟงกชันคาผิดพลาดมีปญหาความไมเปนเอกภาพของคําตอบ
ซึ่งเปนผลมาจากรูปแบบการสั่นไหวที่ทําการวัดขอมูลทําไดไมครบทุกระดับขั้นความเสรีในแบบจําลองไฟไนต 
เอลิเมนตของโครงสรางเนื่องจากอุปกรณที่ใชวัดมีจํากัด  หรือพ้ืนที่ที่จะติดต้ังอุปกรณเขาถึงไดยาก  นอกจากนี้
ระดับความคลาดเคลื่อนของขอมูลที่ไดจากการวัดรูปแบบการสั่นไหวมีผลทําใหเกิดกลุมของคําตอบที่กระจายตัว
อีกดวย Hjelmstad (1996) เสนอวิธีการกําหนดคาพารามิเตอรเริ่มตนแบบสุม (random starting point scheme) 
สําหรับปญหาที่สมการเปาหมายใหจํานวนคําตอบมากกวาหนึ่ง  วิธีนี้ชวยใหสามารถหาคําตอบที่ไมเปนเอกภาพ
ไดถามีการกําหนดจํานวนคาพารามิเตอรเริ่มตนใหมีจํานวนมากเพียงพอ  ในกรณีที่ขอมูลไมมีความคลาดเคลื่อน 
Hjelmstad เสนอวาคําตอบที่แทจริงที่รวมอยูกับคําตอบอื่นๆจะสามารถหาไดโดยพิจารณา อัตราสวนของจํานวน
คาพารามิเตอรเริ่มตนที่ลูเขาหาคําตอบที่แทจริงตอจํานวนพารามิเตอรเริ่มตนทั้งหมด  และคาของสมการเปาหมาย  
สําหรับคําตอบที่แทจริงนั้นจะใหอัตราสวนของจํานวนคาพารามิเตอรเริ่มตนที่ลูเขาหาคําตอบที่แทจริงตอจํานวน
คาพารามิเตอรเริ่มตนทั้งหมดสูงที่สุด  และมีคาของสมการเปาหมายต่ําที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับคําตอบอื่น 

 
เพื่อแกปญหาที่เกิดจากการที่ขอมูลรูปแบบการสั่นไหวที่วัดไดไมครบทุกระดับขั้นความเสรีของ

โครงสรางและขอมูลรูปแบบการสั่นไหวที่ทําการวัดมีความคลาดเคลื่อน Pothisiri และ Vatcharathanyakorn 
(2002) เสนอวิธีการประมาณคาพารามิเตอรจากรูปแบบการสั่นไหวของโครงสรางโดยใชวิธีเรกูลารไรเซชัน
รวมกับวิธีกําลังสองนอยสุดของฟงกชันคาผิดพลาด  ซึ่งทําการเพิ่มฟงกชันเรกูลารไรเซชันเขาไปในสมการ
เปาหมายเพื่อทําหนาที่ปรับคาพารามิเตอรคําตอบไมใหลูออกจากคาพารามิเตอรคําตอบที่แทจริง สงผลใหสามารถ
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ลดปญหาความไมมีเอกภาพของคาพารามิเตอรคําตอบได  นอกจากนี้ยังพบวาการเลือกคาสัมประสิทธิ์เรกูลาร    
ไรเซชันอยางเหมาะสมยังสามารถลดความไหวตัวของคาพารามิเตอรคําตอบตอระดับความคลาดเคลื่อนของ
ขอมูลที่วัดได   
 
 
1.2.2  งานวิจัยเก่ียวกับการประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 
 Cornelius Lanczos และ Walter Arnoldi (1950) ไดนําเสนอวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ ซึ่งเปนวิธีที่อางอิงถึง
คุณสมบัติเชิงต้ังฉาก (orthogonalization) ของเวกเตอรเพื่อเปล่ียนเมตริกซสัมประสิทธิ์ใหอยูในรูปแบบของ
เมตริกซสามแถวหลัก (tridiagonal matrix)  โดยวิธีการดังกลาวถูกนํามาประยุกตใชในการแกปญหาระบบสมการ
เชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มีคุณสมบัติสมมาตร  ซึ่งในทางทฤษฎีกลาววากระบวนการหาคําตอบของวิธีปริภูมิ
ยอยไครโลฟจะสิ้นสุดเมื่อจํานวนรอบการคํานวณมีคาเทากับ  1n − เมื่อ  n  เปนมิติของระบบสมการเชิงเสน 
 
 อยางไรก็ตามไดมีผลงานวิจัยเกี่ยวกับการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟไปใชในการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสน  พบวาภายหลังจากการคํานวณในรอบที่ 1n −  คําตอบที่ไดมีความผิดพลาดคอนขางสูงเมื่อเทียบ
กับคําตอบที่แทจริงซึ่งไมสอดคลองกับทฤษฎี  ซึ่งตอมา Lanczos และคณะ (1952) ไดนําเสนอวิธีเกรเดียนตสังยุค 
(CG) ซึ่งพัฒนามาจากวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่มีลักษณะสมมาตรและเปนบวก
แนนอน   โดยทําการทดลองที่แสดงใหเห็นถึงการลูเขาของคําตอบที่ดีขึ้นเมื่อเทียบกับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ      
แตวิธีเกรเดียนตสังยุคยังไมสามารถแกปญหาในเรื่องของความถูกตองแมนยําของคําตอบจึงทําใหวิธีเกรเดียนตสัง
ยุคยังไมไดรับการยอมรับในชวง 20 ปแรก 
 
 Reid (1972) ไดนําเสนอถึงขอดีของวิธีเกรเดียนตสังยุคในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน  ซึ่งผล
การวิเคราะหพบวาอัตราสวนระหวางคาลักษณะจําเพาะ (eigen value) ที่มากที่สุดและนอยที่สุดของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์เปนปจจัยสําคัญที่มีผลตอการลูเขาของคําตอบโดยวิธีเกรเดียนตสังยุค  โดยที่ระบบสมการเชิงเสนที่
เมตริกซสัมประสิทธิ์มีอัตราสวนดังกลาวคอนขางนอย  จะถือวาระบบสมการเชิงเสนมีสภาวะที่ดี (well condition) 
สงผลใหวิธีเกรเดียนตสังยุคมีอัตราการลูเขาของคําตอบที่สูง  ซึ่งจากงานวิจัยนี้ไดทําใหวิธีเกรเดียนตสังยุคกลับมา
มีบทบาทอีกครั้ง  และยังสงผลใหเกิดงานวิจัยเกี่ยวกับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในอีกหลายแนวทาง  
ไดแกการขยายขอบเขตระบบสมการเชิงเสนใหคลอบคลุมระบบสมการที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ขาดคุณสมบัติ
สมมาตร หรือ ขาดคุณสมบัติความเปนบวกแนนอน รวมทั้งวิธีการปรับปรุงสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของ
ระบบสมการเชิงเสน (precondition) ซึ่งสามารถชวยเพิ่มอัตราการลูเขาหาคําตอบ 
 
 การขยายขอบเขตของวิธีเกรเดียนตสังยุคไปสูระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มีคุณสมบัติ
สมมาตรแตขาดคุณสมบัติความเปนบวกแนนอน (symmetric non-positive definite linear system) ไดถูก
พัฒนาขึ้น โดย Paige และ Saunders (1975) ซึ่งไดนําเสนอวิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) และวิธีเวกเตอรคงคาง
นอยที่สุด (MINRES)  ซึ่งมีพ้ืนฐานมาจากวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเชนเดียวกับวิธีเกรเดียนตสังยุค และ Freund 
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(1994) ไดนําเสนอวิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR)  ซึ่งไดพัฒนามาจากวิธีเวกเตอรคงคาง
เสมือนนอยที่สุด (QMR) โดยอาศัยคุณสมบัติสมมาตรของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ซึ่งวิธีนี้สามารถเพิ่มอัตราการลู
เขาของคําตอบจากวิธี  MINRES และ SYMMLQ โดยใชหนวยเก็บขอมูลเทาเดิม 
 
 ในขณะเดียวกันไดมีผูทําการศึกษาวิธีการปรับปรุงสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์เพื่อลด
อัตราสวนระหวางคาลักษณะจําเพาะที่มากที่สุดและนอยที่สุดของเมตริกซสัมประสิทธิ์  ซึ่งสงผลใหการหาคําตอบ
ของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีที่ไดรับการพัฒนาจากวิธีปริภูมิยอยไครโลฟมีอัตราการลูเขาของคําตอบที่สูงขึ้น   
สําหรับงานวิจัยเกี่ยวกับการปรับปรุงสภาวะเมตริกซสัมประสิทธิ์  Jacobi (1845) ไดนําเสนอเมตริกซปรับสภาวะ
แบบจาโคบี (Jacobi  precondition  matrix) ซึ่งเปนเมตริกซแนวทแยงมุมและเปนสวนกลับของสมาชิกในแนว
ทแยงของเมตริกซสัมประสิทธิ์  เมตริกซปรับสภาวะโดยวิธีนี้งายในการคํานวณแตไมไดเปนเมตริกซปรับสภาวะ
ที่มีประสิทธิภาพดีเทาที่ควร  ตอมา  Meijerink และ Van der vorst (1977) ไดนําเสนอวิธีการปรับปรุงสภาวะ
เมตริกซสัมประสิทธิ์โดยใชวิธีแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณ (incomplete factorization 
precondition) ซึ่งมีความซับซอนในการคํานวณยิ่งขึ้นและถือไดวาเปนวิธีการปรับปรุงสภาวะเมตริกซที่มี
ประสิทธิภาพที่ดีกวาวิธีเมตริกซปรับสภาวะแบบจาโคบี   และ  Ajiz และ Jenning (1984) ไดนําเสนอวิธีการปรับ
สภาวะของเมตริกซโดยใชวิธีแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ (incomplete cholesky factorization precondition) 
สําหรับปญหาไฟไนตเอลิเมนต  (finite element) ของโครงสรางในทางวิศวกรรมโดยที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ของ
ระบบสมการเชิงเสนมีลักษณะสมมาตรและมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน 
  
 สําหรับงานวิจัยนี้เปนการนําวิธี CG  SYMMLQ MINRES และ SQMR ซึ่งตางมีรากฐานจากวิธีปริภูมิ
ยอยไครโลฟมาประยุกตใชในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอร
ของโครงสราง  เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนจะมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนในกรณีที่สามารถ
ใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรีของโครงสราง   ในทางกลับกันเมตริกซสัมประสิทธิ์
ของระบบสมการเชิงเสนจะขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนในกรณีที่ไมสามารถใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวได
ครบทุกระดับขั้นความเสรีของโครงสราง  การศึกษานี้ทําการเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาคําตอบของ
ระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟทั้งในเรื่องของเวลาที่ใชในการหาคําตอบและจํานวนของหนวย
เก็บขอมูล ในกรณีที่ระบบสมการเชิงเสนมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนและกรณีที่ระบบสมการเชิงเสนขาด
คุณสมบัติเปนบวกแนนอน  รวมทั้งการใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ในระบบสมการเชิง
เสนเพื่อเพิ่มอัตราการลูเขาของคําตอบ  โดยใชกรณีศึกษาแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติ และสรุปถึงความ
เหมาะสมของการประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการ
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง 
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1.3  วัตถุประสงคของการวิจัย 
 
1. เพื่อศึกษาและเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนระหวาง          

วิธีปริภูมิยอยไครโลฟในแตละวิธี กับ วิธีแยกแบบแอลยู 
2. เพื่อศึกษาถึงความเหมาะสมในการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาใชในขั้นตอนของการประมาณ

คาพารามิเตอรของโครงสราง 
3. เปรียบเทียบประสิทธิภาพของการประมาณคาพารามิเตอรกอนและหลังการใชวิธีปริภูมิยอย      

ไครโลฟ  
 
 
1.4  ขอบเขตของการวิจัย 

 
งานวิจัยนี้เปนการศึกษาเปรียบเทียบประสิทธิภาพการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน ระหวาง

วิธีแยกแบบแอลยู และวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ เปนหลัก ดังนั้นจึงพยายามจํากัดผลกระทบในเรื่องตางๆ
ออกไป ไดแกความคลาดเคลื่อนของขอมูลเปนตน สงผลใหของเขตของงานวิจัยเปนตามที่แสดง 
 
1. โครงสรางที่พิจารณาเปนโครงขอหมุน 3 มิติ ที่มีจํานวนชิ้นสวนและระดับขั้นความเสรีตามที่

กําหนด และกําหนดใหคาพารามิเตอรของโครงสรางในแตละกลุมมีคาเทากัน 
2. พิจารณาเฉพาะการประมาณคาสติฟเนสพารามิเตอรเทานั้น  และถือวาทราบคามวลของโครงสราง 
3. แบบจําลองของโครงสรางที่พิจารณาสามารถวัดความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวไดครบ

ทุกโหมดของการสั่นแบบอิสระและถือวาไมมีความผิดพลาดของขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและ
รูปแบบการสั่นไหวในแตละโหมดที่ไดจากการวัด  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



บทที่ 2 
 

ทฤษฎีเบื้องตนเกี่ยวกับการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง 
 
 
 

2.1  ความนํา 
 
 เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงทฤษฎีที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากขอมูลความถี่
ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวที่ไดจากการทดสอบโครงสรางภายใตแรงพลวัตในแตละโหมดของการสั่นไหว 
ในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางนี้  สามารถอาศัยการหาคานอยที่สุดของสมการเปาหมายในรูปของ
กําลังสองของฟงกชันคาผิดพลาดระหวางรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาที่คํานวณไดกับรูปแบบการสั่นไหวที่ได
จากการวัด  ทฤษฎีเบื้องตนที่เกี่ยวของประกอบดวย  การสรางแบบจําลองโครงสรางภายใตการสั่นอิสระแบบไร
ความหนวง รวมกับการแกปญหาการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางที่เหมาะสมโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดรา
ติกโปรแกรมมิง (Recursive Quadratic Programming : RQP)  ซึ่งเปนการหาคาพารามิเตอรคําตอบที่ทําใหสมการ
เปาหมายมีคานอยที่สุด     โดยคาพารามิเตอรคําตอบอาจมีความไมเปนเอกภาพ (non-uniqueness) ในกรณีที่วัด
ขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดไมครบทุกระดับขั้นความเสรีของโครงสราง นอกจากนี้คาพารามิเตอรคําตอบยังอาจ
มีความไหวตัวเนื่องจากความคลาดเคลื่อนของขอมูลที่ใช  ซึ่งปญหาดังกลาวสามารถบรรเทาไดโดยใชวิธีเรกูลาร
ไรเซชัน (regularization) โดยการเพิ่มฟงกชันเรกูลารไรเซชันเขาไปในสมการเปาหมายเพื่อทําหนาที่ปรับ
คาพารามิเตอรของคําตอบไมใหลูออกจากเซตของคําตอบที่แทจริง 
 
 เนื้อหาในสวนตอมาจะกลาวถึงขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชในการประมาณ
คาพารามิเตอรของโครงสราง  โดยแสดงใหเห็นถึงเวลาที่ใชในการคํานวณในแตละขั้นตอนของโปรแกรม  
รวมทั้งช้ีใหเห็นถึงขั้นตอนที่สามารถปรับปรุงประสิทธิภาพในดานเวลาที่ใชในการคํานวณ  เพื่อใหโปรแกรม
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลตอบสนองเชิงโหมดมีศักยภาพในการประมาณคาพารามิเตอรของ
โครงสรางที่มีระดับขั้นความเสรีหรือจํานวนพารามิเตอรเพิ่มมากขึ้น 
 
 
2.2  การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลตอบสนองเชิงโหมดที่วัดคา 
 
 สมการประมาณคาพารามิเตอรในรูปของกําลังสองนอยที่สุดของฟงกชันคาผิดพลาด ระหวางเวกเตอร
รูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากการคํานวณ และเวกเตอรรูปแบบการสั่นไหวที่ไดจากการวัด ณ ตําแหนงของ
ระดับขั้นความเสรีที่ทําการวัดขอมูล  สามารถแสดงไดในสมการที่ (2.2.1)  
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Minimize
X

  2

1

1( ) ( )
2

nlc

E i i
i

J δ
=

= ∑x e x  

  subject   to   ( ) ≤c x 0     (2.2.1) 
 
โดยที่        iδ      คือ    ตัวคูณน้ําหนักสําหรับโหมดที่ i  ซึ่งใชบอกความสําคัญของแตละโหมด 
               nlc    คือ    จํานวนโหมดที่ทําการวัดขอมูลความถี่ธรรมชาติ และรูปแบบการสั่นไหว   
          ( )ie x    คือ   ยูคลิเดียนนอรมของเวกเตอรคาผิดพลาด 
              ( )c x   คือ    เวกเตอรของอสมการขอบเขตของคาพารามิเตอร x  
 

 ในสมการที่ (2.2.1) เทอม ( )ie x ซึ่งเปนเวกเตอรคาผิดพลาดสําหรับการสั่นอิสระแบบไรความหนวง ณ 
ตําแหนงของระดับขั้นความเสรีที่ทําการวัดขอมูลสําหรับโหมดที่ i  สามารถเขียนในรูป 
 
                    ( )ie x  =   ˆ ˆ ( )c

i i−φ φ x      (2.2.2) 
 

 เมื่อ ˆ iφ  คือรูปแบบการสั่นไหวที่ทําการวัดขอมูลในโหมดที่ i  และ ˆ ciφ คือรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทา
ที่ไดจากการคํานวณ (สุวิทย 2545) 
 
                  ˆ ( )c

iφ x  =   1( )i i
−B x f      (2.2.3) 

 
โดยที่  ( ) ( )i iλ= −B x K x M   คือสติฟเนสเมตริกซแปลงของโครงสราง ที่มีความสัมพันธของ  

สติฟเนสเมตริกซของโครงสราง ( )K x  เมตริกซมวลของโครงสรางที่สอดคลองกับระดับขั้นความเสรีที่ไมไดวัด
ขอมูล M   และคาความถี่ธรรมชาติในโหมดที่ i  iλ    

 
ในขณะที่ ˆ ˆi i iλ=f Mφ  คือเวกเตอรแรงลัพธที่มีความสัมพันธของคาความถี่ธรรมชาติในโหมดที่ i iλ  

เมตริกซมวลของโครงสรางที่สอดคลองกับระดับขั้นความเสรีที่วัดขอมูล M̂  และเวกเตอรรูปแบบการสั่นไหวที่
ทําการวัดขอมูลในโหมดที่ i  ˆ iφ   

 
สมการที่ (2.2.1) สามารถพิจารณาจัดเรียงเวกเตอรรูปแบบการสั่นไหวของแตละโหมดใหอยูในสดมภ

เดียวกัน  ดังแสดงในสมการขางลางนี้ 
 

                ( )EJ x  =    21 ˆ ˆ ( )
2

c−ψ ψ x     (2.2.4) 
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 โดยที่ 

1 1

2 2

ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
m mN N

δ

δ

δ

 
 
 

=  
 
 
 

φ

φ
ψ

φ

 และ 

1 1

2 2

ˆ

ˆ
ˆ ( )

ˆ
m m

c

c
c

c
N N

δ

δ

δ

 
 
 

=  
 
 
 

φ

φ
ψ x

φ

 

 
 จากปญหาเรื่องขอจํากัดในการเก็บขอมูลกลาวคือไมสามารถวัดคารูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับ
ขั้นความเสรีและจํานวนโหมดทําใหการประมาณคาพารามิเตอรดวยวิธีกําลังสองนอยที่สุดของฟงกชันคาผิดพลาด
ไดคาพารามิเตอรคําตอบที่ขาดความเปนเอกภาพและมีความไหวตัวสูงตอระดับความคลาดเคลื่อนของขอมูล (Lee 
และคณะ 1999) 
  
 ปญหาดังกลาวสามารถบรรเทาไดโดยอาศัยวิธีเรกูลารไรเซชัน  ในวิธีนี้ฟงกชันเรกูลารไรเซชันจะทํา
หนาที่ปรับคาพารามิเตอรคําตอบมิใหลูออกจากเซตคําตอบที่แทจริง  ฟงกชันเรกูลารไรเซชันสามารถนิยามได
ดังนี้ 
 

           ( )RJ x  =    221
2
α x      (2.2.5) 

 
โดยที่        α      =    สัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชัน 
              x    =    ยูคลิดนอรมของคาพารามิเตอรคําตอบ 
 
Pothisiri และ Vatcharatanyakorn (2002) เสนอวิธีการหาคาสัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชันโดยวิธีคาซิงกู

ลารมากที่สุดแปรผันได (Variable Maximum Singular Value : VMSV) ซึ่งอาศัยการแยกสวนแบบซิงกูลาร 

(singular value decomposition) ของเมตริกซความไหวตัว ( )c
∧

≡ ∇S ψ x  โดยที่ ∇  คือเกรเดียนตโอเปอเรเตอร 
(gradient operator) เทียบกับพารามิเตอร x  สัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชันโดยวิธี VMSV คํานวณไดดังนี้ 

 
                           VMSVα  =    σ max    (2.2.6) 

 
โดยที่     VMSVα    คือ    สัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชันโดยวิธีคาซิงกูลารมากที่สุดแปรผันได 
             σ max  คือ   คาซิงกูลารมากที่สุดของเมตริกซความไหวตัว  ดวยวิธีการแยกสวนแบบ         

ซิงกูลาร 
 
 เมื่อเพิ่มฟงกชันเรกูลารไรเซชันตามสมการที่ (2.2.5) ในสมการเปาหมายที่ (2.2.1) จะไดสมการดังนี้ 
  
   ( )J x  =    ( ) ( )E RJ J+x x  
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   ( )J x  =    21 ˆ ˆ ( )
2

c−ψ ψ x  + 221
2
α x    (2.2.7) 

 
   ฟงกชันเรกูลารไรเซชันจะตองไมมีคามากเกินไปจนทําใหสมการเปาหมายมีผลของฟงกชันเรกูลาร   
ไรเซชันมากกวาผลของฟงกชันคาผิดพลาด   
         

           222 1 ˆ ˆ ( )
2

cα ≤ −x ψ ψ x     (2.2.8) 
  
ในอสมการดังกลาวผลของฟงกชันเรกูลารไรเซชัน จะตองนอยกวาหรือเทากับ ผลของฟงกชันคาผิดพลาดเสมอ  
ดังนั้นในแตละรอบการคํานวณหากผลของฟงกชันเรกูลารไรเซชันมากกวาผลของฟงกชันคาผิดพลาด  จะตองทํา
การปรับคาสัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชันลงตามสมการ 
 
                   1kα +  =    kγα       (2.2.9) 
 
 โดยที่  k   คือดัชนีบอกลําดับที่ของรอบการคํานวณ การแกปญหาคานอยที่สุดของสมการเปาหมาย 
(2.2.7)  เริ่มจากการสุมคาพารามิเตอรเริ่มตนภายใตเงื่อนไขของอสมการขอบเขต ( )c x จากนั้นจึงหาขนาดและ
ทิศทางของเวกเตอรที่เหมาะสมในการปรับคาพารามิเตอร  โดยคาพารามิเตอรใหมควรทําใหสมการเปาหมายมีคา
นอยลง  จนสุดทายคาพารามิเตอรคําตอบที่ตองการควรทําใหสมการเปาหมายมีคานอยที่สุด  คาพารามิเตอรใน  
แตละรอบของการคํานวณหาไดจากสมการ 
 
                       1k+x  =   k k kβ+x d      (2.2.10) 

   
โดยที่        kβ      คือ    คาปรับขนาด (step length) ในรอบการคํานวณที่ k 
                 kd    คือ   เวกเตอรปรับทิศทาง (search direction) ในรอบการคํานวณที่ k 

 
 การหาคาพารามิเตอรในรอบถัดไปของการคํานวณตามสมการที่(2.2.10) สามารถใชวิธี                            
รีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง (Recursive Quadratic Programming) ซึ่งประมาณคาเวกเตอรปรับทิศทาง kd           
ที่เหมาะสมจากการแกปญหายอยแบบควอดราติก (quadratic subproblem) ดังแสดงในสมการขางลางนี้  
 

  Minimize
kd

       T 2 T1 ( ) ( )
2

k k
k k k k kJ J∇ +∇d x d x d  

  subject   to  T( ) ( )k k k+∇ ≤c x c x d 0    (2.2.11) 
  
 เวกเตอรเกรเดียนตและเมตริกซเฮชเชียน (Hessian matrix) ของสมการเปาหมายสามารถคํานวณไดดังนี้ 
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    ( )kJ∇ x    =     kG  =    T 2( ) ( )k k k kα∇ +e x e x x    (2.2.12) 
  2 ( )kJ∇ x    =     kH  =    T 2 2( ) ( ) ( ) ( )k k k k kα∇ ∇ +∇ +e x e x e x e x I  (2.2.13) 
 
เมตริกซเฮชเชียนในสมการที่ (2.2.13) ตองการอนุพันธอันดับสองของฟงกชันคาผิดพลาดซึ่งยากตอการ

คํานวณ  อีกทั้งเมตริกซผลลัพธอาจขาดคุณสมบัติเปนบวกแนนอน (positive definite)  ดังนั้นเพื่อหลีกเลี่ยงปญหา
ดังกลาวจึงใชการประมาณดวยวิธี เกาซ-นิวตัน (Banan และ Hjelmstad 1993)  ตามสมการ 

   
                               kH  ≈     T 2( ) ( )k k kα∇ ∇ +e x e x I    (2.2.14) 
 

  
และสมการที่ (2.2.11) จะสามารถลดรูปไดเปน 
 

  Minimize
kd

       T 2 T T1 1
2 2k k k k k k k k k kα  + + −  

d H d G d d d d x  

  subject to  T( ) ( ) 0k k k+∇ ≤c x c x d    (2.2.15) 
 
สําหรับคาปรับขนาด kβ  ที่เหมาะสมในรอบการคํานวณที่ k   สามารถหาไดจากการแกปญหาคานอย

ที่สุดของสมการเปาหมายในหนึ่งมิติ 
 

Minimize
kβ

    ( )k k kJ β+x d     (2.2.16) 

 
 การคํานวณหาคาพารามิเตอรคําตอบโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกประกอบดวยขั้นตอนวิธีดังแสดงในรูป
ที่ 2.2.1 
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รูปที่ 2.2.1 การคํานวณหาคาพารามิเตอรคําตอบโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 
 
 
2.3  เงื่อนไขในการลูเขาของคาพารามิเตอรคําตอบ  
 
 วิธีการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง  ซึ่งมีสมการเปาหมายในรูปกําลังสองนอยที่สุดของ
ฟงกชันคาผิดพลาด   โดยการใชรี เคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงซึ่งเปนการคํานวณซ้ําเพื่อปรับปรุง
คาพารามิเตอรที่เหมาะสมยิ่งขึ้นในรอบการคํานวณถัดไป  และจะหยุดการคํานวณซ้ําเมื่อเกิดการลูเขาของ
คาพารามิเตอรสูคําตอบที่เหมาะสม  การตรวจสอบการลูเขาของคําตอบใชการพิจารณาเกณฑตางๆดังตอไปนี้ 
 
        kJ  <     Jη       (2.3.1) 
    kJ∇  <     Jη∇      (2.3.2) 
     kd  <     dη       (2.3.3) 

    
k

∆x
x

 <     xη       (2.3.4) 

 
 โดยที่ kJ  และ kJ∇  คือ สมการเปาหมายและเกรเดียนตของสมการเปาหมายในรอบการคํานวณที่ k  
สวน ∆x  คือ  ผลตางของคาพารามิเตอรในรอบการคํานวณปจจุบัน ( k ) กับรอบการคํานวณที่ ผานมา ( k-1 ) 

เริ่มตน 

คํานวณเวกเตอรทิศทาง kd  
(quadratic subproblem) 

คํานวณคาปรับขนาด kβ  
(Golden section method) 

ปรับปรุงคําตอบ 

1k k k kβ+ = +x x d  

พิจารณาการลูเขา 
ของคําตอบ สิ้นสุด 

ใช ไมใช 

k  =  k+1 

k  =  0 
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ในขณะที่  Jη   Jη∇   dη  และ  xη  คือ คาความคลาดเคลื่อนยินยอมของ kJ   kJ∇   kd   และ k

k

∆x
x

  

ตามลําดับ 
  
 การกําหนดคาความคลาดเคลื่อนยินยอมในสมการที่ (2.3.1) ถึง (2.3.4)  มีความสําคัญอยางยิ่งใน
กระบวนการหาคาพารามิเตอรคําตอบที่เหมาะสม  ซึ่งหากกําหนดคาเหลานี้นอยเกินไปอาจทําใหไมสามารถหยุด
การคํานวณซ้ําไดหรือใชเวลานานมากเกินไปในการหยุดการคํานวณ  ในทางกลับกันหากกําหนดคาขอบเขตที่
ยอมใหมากเกินไปจะทําใหคาพารามิเตอรคําตอบที่ไดมีความผิดพลาดสูง การศึกษานี้ใชคาขอบเขตที่ยอมให ดัง
แสดงในตารางที่ 2.3.1  เปนเกณฑในการตรวจสอบการลูเขาของคําตอบ (Vatcharatanyakorn , 2002) 
  

ตารางที่ 2.3.1  แสดงคาความคลาดเคลือ่นยินยอมสําหรับแตละเกณฑในการตรวจสอบการลูเขาของคําตอบ 
 

เกณฑการลูเขา คาความคลาดเคลื่อนยินยอม 
Jη  10-14 

Jη∇  10-15 
dη  10-15 
xη  10-15 

 
 
 
2.4  ขั้นตอนวิธีสําหรับการประมาณคาพารามิเตอร 
 

วิธีการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลการตอบสนองเชิงโหมดที่วัดคา โดยการใช            
รีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง ดังที่ไดกลาวไวขางตน  สามารถนํามาเขียนเปนขั้นตอนไดดังนี้ 
 
ก.  กระบวนการเริ่มตน 

ก.1 เก็บขอมูลกําลังสองของความถี่ธรรมชาติ λ  และ รูปแบบการสั่นไหวที่สอดคลองกับความถี่
ธรรมชาติ  ในแตละโหมด  φ̂   จากการทดสอบภายใตการสั่นแบบอิสระ 

ก.2 กําหนดคาพารามิเตอรเริ่มตน  0x  และกําหนดคาดัชนี 0k =  
ก.3 จากแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตภายใตการสั่นอิสระแบบไรความหนวง สามารถหารูปแบบการ

สั่นไหวเทียบเทาจากการคํานวณ 0ˆ ( )cφ x   
ก.4 คํานวณเวกเตอรคาผิดพลาด  0( )e x  ของรูปแบบการสั่นไหวที่วัดได กับรูปแบบการสั่นไหว

เทียบเทาจากการคํานวณ ตามสมการที่ (2.2.2) 
ก.5 คํานวณเมตริกซความไหวตัว 0S  และใชวิธีการแยกสวนแบบซิงกูลาร  เพื่อหาคาสัมประสิทธิ์  

เรกูลารไรเซชัน 0α σ= max  โดยวิธี  VMSV พรอมทั้งปรับคาสัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชันอยาง
เหมาะสมตามขั้นตอนของสมการที่ (2.2.8) และ (2.2.9) 
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ก.6 คํานวณสมการเปาหมาย 0( )J x เกรเดียนตของสมการเปาหมาย 0( )J∇ x  และเมตริกซ       
เฮชเชียน oH   ที่มีผลของฟงกชันเรกูลารไรเซชัน ตามสมการที่ (2.2.7) (2.2.12) และ (2.2.14) 
ตามลําดับ 

ก.7 คํานวณเวกเตอรปรับทิศทางที่เหมาะสม  0k =d d  จากการแกปญหายอยแบบควอดราติกตาม
สมการที่  (2.2.15) 

 
ข.  ตรวจสอบการลูเขาของคําตอบในรอบการคํานวณเริ่มตน 
 ถา 0( ) JJ η<x  หรือ  0( ) JJ η∇∇ <x  หรือ  0 dη<d  ตามสมการที่ (2.3.1) ถึง (2.3.3) ใหหยุด
การคํานวณในรอบถัดไป และ 0x  จะเปนคาพารามิเตอรคําตอบ 
  
ค.  กระบวนการหาคาพารามิเตอรคําตอบดวยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 

ค.1 คํานวณคาที่เพิ่มขึ้นในแตละรอบของการคํานวณ kβ  จากการแกปญหาคานอยที่สุดของสมการ
เปาหมายในหนึ่งมิติ จากสมการที่ (2.2.12) 

ค.2 ปรับคาพารามิเตอรในรอบการคํานวณถัดไป  1k k k kβ+ = +x x d  
ค.3 สรางแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตภายใตการสั่นอิสระแบบไรความหนวงโดยใชคาพารามิเตอร

ในรอบการคํานวณปจจุบัน  และคํานวณรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากการคํานวณ 
1ˆ ( )c

k+φ x  ซึ่งเปนฟงกชันของคาพารามิเตอรคําตอบ 1k+x  
ค.4 คํานวณเวกเตอรคาผิดพลาด 1( )k+e x  ตามสมการที่ (2.2.2) 
ค.5 คํานวณเมตริกซความไหวตัว  1k+S  และใช วิธีการแยกสวนแบบซิงกูลาร   เพื่อหาคา

สัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชัน 1kα σ+ = max   โดยวิธี VMSV พรอมทั้งปรับคาสัมประสิทธิ์        
เรกูลารไรเซชันอยางเหมาะสมตามขั้นตอนของสมการที่ (2.2.8) และ (2.2.9) 

ค.6 คํานวณสมการเปาหมาย 1( )kJ +x เกรเดียนตของสมการเปาหมาย 1( )kJ +∇ x  และเมตริกซ 
เฮชเชียน 1k+H   ที่มีผลของฟงกชันเรกูลารไรเซชัน ตามสมการที่ (2.2.7) (2.2.12) และ (2.2.14) 
ตามลําดับ 

ค.7 ตรวจสอบการลูเขาของคําตอบ 

 ถา 1( )k JJ η+ <x  หรือ  1( )k JJ η+ ∇∇ <x  หรือ  1k dη+ <d  หรือ 
1

x
k

η
+

∆
<

x
x

ตาม

สมการที่ (2.3.1) ถึง (2.3.4) ใหหยุดการคํานวณในรอบถัดไป และ 1k+x  จะเปนคาพารามิเตอร
คําตอบ 

ค.8 คํานวณเวกเตอรปรับทิศทางที่เหมาะสม  1k+d  จากการแกปญหายอยแบบควอดราติกตาม
สมการที่  (2.2.15) 

ค.9  กําหนดใหคาดัชนี 1k k= +  และยอนกลับไปในขั้นตอนที่ ค.1 
 
 จากขั้นตอนวิธีดังกลาวขางตนสามารถเขียนใหอยูในรูปของแผนภาพดังแสดงในรูปที่ 2.4.1 
 
 



 15

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
 

กําหนด k = 0          
 

คํานวณ 
 

   
 maxoα σ=  

                
 new kα γα=

  คํานวณ 

                
 ( )o jJ η≤x or ( )o JJ η∇∇ <x

or o dη<d

คํานวณ  

 
 

k newα α=
2

1 maxkα σ+ =

2 22
1 1 1

1
( )

nmd

k k i i k
i

α δ+ + +
=

> ∑x e x
1new kα γα +=

           
2

1 1 1( ), ( ), ( )k k kJ J J+ + +∇ ∇x x x
1( )k jJ η+ ≤x or 1( )k JJ η+ ∇∇ <x or

1k dη+ <d or 1/ k xη+∆ <x x

 

(ก.1) (ก.2)(ก.3)

k o=x x
ˆ,λ φ

( )oK x

(ก.4) 

( )oe x

(ก.5) 

k o=d d

(ข) 
(ก.7) 

(ก.6)

(ค.3) 

2 22
0 0

1

( )
nmd

o i i
i

α δ
=

>∑x e x

0( ), ( ),o oJ J∇x x H

kβ (ค.1) 

1k k k kβ+ = +x x d

(ค.2) 

(ก.1) 

1( )k+e x(ค.4)   

(ค.5)   

(ค.6)   

(ค.7)  

(ค.8)  k+1d

(ค.9)  k = k +1

รูปที่ 2.4.1 แผนภาพแสดงขั้นตอนวิธกีารประมาณคาพารามิเตอรจากผลตอบสนองเชิงโหมดที่วัดคาโดยใชวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง (สุวิทย  2545) 

สรางสติฟเนสเมตริกซ 

oS
คํานวณ    

 
คํานวณ 
SVD 

   
 
ˆ,λ φ

 

( )oK x
สรางสติฟเนสเมตริกซ 

   
oS

คํานวณ 
SVD 
คํานวณ 

ขอมูลความถี่ธรรมชาติ 
และรูปแบบการสั่นไหว 

เงื่อนไขการลูเขาของคําตอบ 1 

คํานวณ 

ขอมูลความถี่ธรรมชาติ 
และรูปแบบการสั่นไหว 

คํานวณ 
เงื่อนไขการลูเขาของคําตอบ 2 

คํานวณ 

ใช 

ไมใช 

ไมใช 

ใช 

ใช 

ไมใช 

ใช 

ไมใช 

สิ้นสุด 
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Z

Y

X

1.00 m
1.00 m

1.00 m
1.00 m

1.00 m

1.00 m
1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

2.5  การปรับปรุงประสิทธิภาพของการประมาณคาพารามิเตอรในกรณีศึกษาโครงขอหมุน 3 มิติ 
 
 งานวิจัยนี้เปนการศึกษาแนวทางการปรับปรุงประสิทธิภาพการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใช
ในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง   โดยพิจารณาในประเด็นของเวลาที่ใชคํานวณในขั้นตอนของการ
ประมาณคาพารามิเตอร  พรอมทั้งช้ีใหเห็นถึงขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอรที่ขาดประสิทธิภาพ และ
เสนอแนวทางในการปรับปรุงประสิทธิภาพในขั้นตอนดังกลาว  เพื่อทําใหโปรแกรมที่ใชในการประมาณ
คาพารามิเตอรของโครงสรางมีประสิทธิภาพดีขึ้นทางดานเวลาในการคํานวณซึ่งจะมีผลอยางเห็นไดชัดในการ
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางที่มีขนาดใหญและมีความซับซอน 
 
 เพื่อใหเห็นภาพชัดเจนในการศึกษาถึงเวลาที่ใชในการคํานวณในแตละขั้นตอนของโปรแกรมการ
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง  จะทําการศึกษาแบบจําลองโครงขอหมุนในสามมิติที่มีขนาดความกวางใน
แนวแกน x เทากับ 5 เมตร ความสูงในแนวแกน y เทากับ 7 เมตร และความลึกในแนวแกน z เทากับ 3 เมตร       
ดังแสดงในรูปที่ 2.5.1 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.5.1  แบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติที่ใชในการศึกษา 
 
 
 การศึกษาประสิทธิภาพการทํางานของโปรแกรมการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางนี้ใชวิธีการ
จําลองขอมูลความถี่ธรรมชาติและรูปแบบของการสั่นไหว โดยกําหนดใหสามารถวัดขอมูลความถี่ธรรมชาติได
ครบทุกโหมดรวมทั้งสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดทุกระดับขั้นความเสรีของแบบจําลองโครงสราง   ดังนั้น
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คําตอบที่ไดจึงมีความเปนเอกภาพและคาพารามิเตอรคําตอบที่ไดจะตรงกับคาพารามิเตอรเริ่มตนที่ไดกําหนดไว  
การสรางแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติที่ใชในการศึกษาดังกลาวมีประเด็นสําคัญที่ควรกลาวถึงดังนี้ 
  

2.5.1  สติฟเนสพารามิเตอรของชิ้นสวนโครงขอหมุน 3 มิติ 
  
 ระดับขั้นความเสรีของชิ้นสวนโครงขอหมุนใน 3 มิติในระบบพิกัดรวม (global coordinate) สามารถ
แสดงไดในรูปที่  2.5.2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.5.2  ระดับขั้นความเสรีในระบบพิกัดรวมของชิ้นสวนโครงขอหมุน 3 มิติ 
 

  
 จากรูปที่ 2.5.2 พบวาช้ินสวนโครงขอหมุน 3 มิติมีระดับขั้นความเสรี 6 คาในระบบพิกัดรวม เสนประ 
ในรูปแสดงระบบแกนพิกัดของชิ้นสวน (local  coordinate) โดยสติฟเนสเมตริกซของชิ้นสวนโครงขอหมุน 3 มิติ
ในระบบพิกัดรวมสามารถเขียนไดดังนี้ 
 
 

 K  = 

2
1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2

2
1 1 1 1 2 1 2 1 2

2
1 1 2 1 2 1 2

2
2 2 2 2 2

2
2 2 2

2
2

l l m l n l l l m l n
m m n m l m m m n

n n l n m n nEA
L l l m l n

Sym m m n
n

 − − −
 − − − 
 − − −
 
 
 
 
  

 (2.5.1) 

   
 

ในสมการที่ (2.5.1) 1l  1m  และ 1n  คือโคไซนแสดงทิศทาง (direction cosine) ระหวางแกนพิกัดของ
ช้ินสวนกับแกนพิกัดรวมที่ 1 2 และ 3 ตามลําดับ  สวน 2l  2m  และ 2n  คือโคไซนทิศทางระหวางแกนพิกัดของ
ช้ินสวนกับแกนพิกัดรวมที่ 4  5 และ 6 ตามลําดับ    คาสติฟเนสพารามิเตอรของโครงสรางที่ตองการศึกษาอยูใน

1 2 3 4 5 6
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รูปของผลคูณระหวางโมดูลัสยืดหยุนและพื้นที่หนาตัดของชิ้นสวน EA   โดยที่ E  คือโมดูลัสยืดหยุน (Modulus 
of elasticity) A  คือพ้ืนที่หนาตัด  และ L  เปนความยาวของชิ้นสวน   ดังนั้นในชิ้นสวนของโครงขอหมุน 1 ช้ิน
จะมีพารามิเตอรที่ตองทําการประมาณอยูเพียง 1 คา  คือคาสติฟเนสพารามิเตอร ( EA ) ในแนวแกนของโครง      
ขอหมุน  
 
 2.5.2  การจัดกลุมของสติฟเนสพารามิเตอรในโครงสราง 
   
 เนื่องจากแบบจําลองโครงสรางที่ทําการศึกษามีขนาดใหญ และมีจํานวนชิ้นสวนมาก  ดังนั้นจึงทําการ
จัดกลุมของชิ้นสวนโครงสรางที่มีสติฟเนสพารามิเตอรคาเดียวกัน ซึ่งสามารถแสดงไดในรูปที่ 2.5.3 

 
 
 
 
 
  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) ช้ินสวนทั้งหมดในแบบจําลองโครงสรางแตละช้ัน 

(ข) ช้ินสวน กลุมที่  1 (ค) ช้ินสวน กลุมที่ 2 

(ง) ช้ินสวน กลุมที่ 3 (จ) ช้ินสวน กลุมที่ 4 

(ช) ช้ินสวน กลุมที่ 6 (ฉ) ช้ินสวน กลุมที่ 5 

รูปที่ 2.5.3 การแบงกลุมของสติฟเนสพารามิเตอรในแบบจําลองโครงสรางทดสอบแตละชั้น 
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จากรูปที่ 2.5.3 (ข) ถึง (ช)  เสนทึบที่แสดงหมายถึงช้ินสวนของโครงสรางที่อยูในแตละกลุมที่พิจารณา  
ซึ่งพบวาในแตละช้ันแบบจําลองโครงขอหมุนจะมีสติฟเนสพารามิเตอรแยกไดเปน  6  กลุม เนื่องจากแบบจําลอง
โครงสรางที่พิจารณานี้มีจํานวน 7 ช้ัน  ดังนั้นจะมีจํานวนสติฟเนสพารามิเตอรที่พิจารณาอยู 42 กลุมหรือมี
คาพารามิเตอร EA  ที่ตองการประมาณคาทั้งสิ้น 42 คา  แตในกรณีศึกษาที่จะกลาวถึงตอไปนี้ไดกําหนดคา   
สติฟเนสพารามิเตอรทั้ง 42 กลุมใหมีคาเดียวกัน 

 
 แบบจําลองโครงขอหมุนในรูปที่ 2.5.1 มีขอมูลเบื้องตนดังนี้ 

 จํานวนของชิ้นสวน   =           805   ช้ินสวน  
  จํานวนจุดตอ   =           192   จุด 
  จํานวนระดับขั้นความเสรีทั้งหมด =           504   ระดับขั้น 
  จํานวนระดับขั้นความเสรีที่วัดขอมูล =           504   ระดับขั้น 
  จํานวนโหมดที่วัดขอมูล  =           504   โหมด 
  จํานวนกลุมของพารามิเตอร  =            42     กลุม 
  สติฟเนสพารามิเตอร (EA )  = 40,000,000   กิโลกรัม 
  น้ําหนักตอหนวยความยาว (M ) =            15      กิโลกรัม/เมตร 
  กําหนดคาสติฟเนสพารามิเตอรเริ่มตน = 39,500,000   กิโลกรัม 

โดยมีสภาพฐานรองรับทุกจุดของโครงสรางเปนแบบยึดหมุน (hinge)   
 

ช้ินสวนของแบบจําลองโครงขอหมุนมีอัตราสวน /EA M   =   2,666,666.667 เมตร  ซึ่งเปนคุณสมบัติ
ทางดานวัสดุที่ใกลเคียงกับเหล็กรูปพรรณมาตรฐาน  จากการทดลองใชโปรแกรมประมาณคาพารามิเตอรของ
โครงขอหมุนดังกลาว  พบวาเวลาที่ใชในการคํานวณ สําหรับแตละขั้นตอนที่สําคัญในการประมาณคาพารามิเตอร  
ดังแสดงในตารางที่  2.5.1  (ก) - (ค)   

 
ตารางที่ 2.5.1(ก)  เวลาที่ใชในกระบวนการเริ่มตน 

ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 
เวลาที่ใชในการคํานวณ 
ช่ัวโมง   :   นาที   :   วินาที 

1.  กําหนดคาพารามิเตอรคําตอบเริ่มตน 0x              0   :      0   :     0.000 
2.  คํานวณหารูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากพารามิเตอร
เริ่มตน 0ˆ ( )cφ x รวมทั้งคํานวณหา  0( )J x  , 0( )J∇ x  , 

0H  , 0S  และแยกสวนคาซิงกูลารของ 0S  
            0   :      1   :    16.343 

3.  คํานวณสัมประสิทธิ์เรกูลารไรเซชัน  0α  พรอมทั้งปรับ
คา 

            0   :      0   :     0.05 

4.  ปรับคา 0( )J x  , 0( )J∇ x  และ 0H  โดยเพิ่มผลของ
ฟงกชันเรกูลารไรเซชัน 

            0   :      0   :     0.48 

5.  คํานวณ  0d  จากปญหายอยควอดราติก             0   :      0   :     0.26 
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ตารางที่ 2.5.1(ข)  เวลาที่ใชในตรวจสอบการลูเขาของคําตอบในรอบของการคํานวณเริ่มตน 
 

 
 

ตารางที่ 2.5.1(ค) เวลาที่ใชในกระบวนการประมาณคาพารามิเตอรดวยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
   

ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 
เวลาที่ใชในการคํานวณ 
ช่ัวโมง   :   นาที   :   วินาที 

1.  ตรวจสอบเงื่อนไขการลูเขาของคําตอบ             0   :      0   :     0.00 

ขั้นตอนการทํางานของโปรแกรม 
เวลาที่ใชในการคํานวณ 
ช่ัวโมง   :   นาที   :   วินาที 

1.  คํานวณหาขนาดที่เพิ่มขึ้นในแตละรอบของการ
คํานวณ kβ  จากปญหาคานอยสุดในหนึ่งมิติ             0   :    28   :   46.007 

2.  ปรับคาพารามิเตอรคําตอบ  1k k k kβ+ = +x x d              0   :      0   :     0.010 
3.  คํานวณหารูปแบบการสั่น 1ˆ ( )c

k+φ x รวมทั้ง
คํานวณหา  1( )kJ +x , 1( )kJ +∇ x  , 1k+H  , 1k+S  และ
แยกสวนคาซิงกูลารของ 1k+S  

            0   :      1   :   16.500 

4.  คํานวณสัมประสิทธิ์ เรกูลารไรเซชัน 1kα + พรอมทั้ง
ปรับคา 

            0   :      0   :     0.078 

5.  ปรับคา 1( )kJ +x  , 1( )kJ +∇ x  และ 1k+H  โดยเพิ่ม
ผลของฟงกชันเรกูลารไรเซชัน 

            0   :      0   :     0.780 

6.  ตรวจสอบเงื่อนไขการลูเขาของคําตอบ             0   :      0   :     0.000 
7.  คํานวณ  1k+d  จากปญหายอยควอดราติก             0   :      0   :     0.220 
8.  รวมเวลาที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร             0   :    31   :   20.728 
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กระบวนการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางที่ทําการศึกษา โดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติก 
โปรแกรมมิงดังที่ไดแสดงในตารางที่ 2.5.1 (ก) – (ค) จากการที่ไดกําหนดคาสติฟเนสพารามิเตอรเริ่มตนใหมีคา
ใกลเคียงกับสติฟเนสพารามิเตอรคําตอบ สงผลใหจํานวนรอบการคํานวณโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติก โปรแกรม
มิงลูเขาหาคาพารามิเตอรคําตอบใน 2 รอบการคํานวณ โดยที่กระบวนการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง
ใชเวลาทั้งสิ้น 31 นาที 20.728 วินาที    

 
จากตารางสรุปเวลาที่ใชในการทํางานของโปรแกรมในขั้นตอนตางๆของการประมาณคาพารามิเตอร

ของโครงสรางที่ทําการศึกษา  พบวาขั้นตอนที่ใชเวลาในการคํานวณมากที่สุดคือขั้นตอนของการหาคาปรับขนาด
ในรอบการคํานวณที่ k  ( kβ )  ซึ่งไดมาจากการแกปญหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติโดยใชวิธีโกลเดนเซคชัน    
(Golden section)  ซึ่งวิธีนี้อาศัยการคํานวณหาคา kβ  ที่เหมาะสมที่ทําใหสมการเปาหมายมีคานอยที่สุด ขั้นตอน
วิธีในการหาขนาดที่เพิ่มขึ้นในแตละรอบของการคํานวณ kβ  โดยใชวิธีโกลเดนเซคชันสามารถแสดงในรูปที่ 
2.5.4 
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1B = x x xB - 0.38197(B - A )
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เริ่มตน 

กําหนด 
จาก 

กําหนดคา 

ใช ไมใช 

คํานวณฟงกชัน คํานวณฟงกชัน 

ใช 

ไมใช 

ใช ไมใช 

ใช 

ไมใช 

สิ้นสุด 

คํานวณฟงกชัน คํานวณฟงกชัน 

ฟงกชัน 

รูปที่ 2.7.4  แผนภาพแสดงขั้นตอนของวิธีโกลเดนเซคชัน 
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2.6  บทสรุป 
 

จากขั้นตอนการทํางานของวิธีโกลเดนเซคชันดังที่ไดแสดงในรูปที่ 2.7.4  พบวาเริ่มจากการรับคา 
พารามิเตอรคําตอบ ( kx ) และ เวกเตอรทิศทางของคําตอบ ( kd ) จากการคํานวณรอบที่ k ในขั้นตอนของวิธี        
รีเคอรซีฟควอดราติก  ซึ่งทั้ง  kx  และ kd  ถูกกําหนดใหมีคาคงที่ในการคํานวณโดยวิธีโกลเดนเซคชัน   จากนั้น
รับคาของเขตของ kβ  ซึ่งก็คือ  Ax Bx  และ Cx  โดยที่ Ax Bx Cx< <  ในโปรแกรมคอมพิวเตอรได
กําหนดให 1Ax = −  0Bx =  และ  1Cx =   ซึ่งคาของ kβ  ที่ทําใหสมการเปาหมายมีคานอยที่สุดจะอยู
ในชวงขอบเขตดังกลาว   คาของ kβ  ที่เหมาะสมในแตละรอบของการคํานวณ ซึ่งก็คือ  1B  และ  2B  และ
จําเปนตองปรับคา 1B  และ 2B  ใหอยูในรูปของคาพารามิเตอร  1x  และ 2x  เพื่อที่จะไดไปใชหาสมการ
เปาหมาย 1( )J x  และ 2( )J x  ตามลําดับ   จากนั้นเขาสูการเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมาย 1( )J x  และ 

2( )J x  เพื่อนําไปสูการหาคา 1B  และ 2B  ที่เหมาะสมในรอบการคํานวณตอไป  และจะหยุดการคํานวณเมื่อ  
1 2

2

( ) ( )
( )

J J
J

ε
−

<
x x

x
 โดยที่  1410ε −=   คา kβ  ที่เหมาะสมจะเทากับ 1B  หรือ 2B  ขึ้นอยูกับคาของ 1( )J x  

และ 2( )J x  
 
 การหาคาของสมการเปาหมายในแตละรอบของการคํานวณจะเรียกใชฟงกชัน ( , )n n kJ x x  ซึ่ง
ประกอบดวยขั้นตอนตางๆที่ใชในการหาคาของสมการเปาหมาย ดังแสดงในรูปที่ 2.7.4  จากขั้นตอนดังกลาวนี้
พบวา  ขั้นตอนที่สํ าคัญและใช เวลาในการแกปญหามากที่สุดคือ  การหาคําตอบของสมการเชิง เสน  

1ˆ ( )c
i i n i= -φ B x f  เพื่อหาคาของรูปแบบการสั่นไหวจากการคํานวณ ซึ่งเปนขั้นตอนที่ไดแรเงาไวในรูปที่ 2.7.4   

เนื่องจากฟงกชัน ( , )n n kJ x x  ถูกเรียกใชเพื่อหาคาของสมการเปาหมายทุกรอบของการคํานวณจนกวาจะไดคา 
kβ  ที่เหมาะสม   ดังนั้นการหาคําตอบของระบบสมการจึงเกิดขึ้นทุกรอบในการคํานวณเชนกัน  และเมื่อระบบ

สมการมีขนาดใหญเนื่องจากระดับขั้นความเสรีของโครงสรางมีมากทําใหเวลาที่ใชในการหาคําตอบของระบบ
สมการมากขึ้น   ดังนั้นถาสามารถปรับปรุงวิธีการหาคําตอบของสมการเชิงเสนใหสามารถหาคําตอบไดโดยใช
เวลานอยลงในแตละรอบของการคํานวณ   ก็จะทําใหขั้นตอนของการคํานวณ kβ  โดยใชวิธีโกลเดนเซคชันใช
เวลาในการคํานวณนอยลง   ซึ่งสงผลใหเพิ่มประสิทธิภาพการทํางานของโปรแกรมประมาณคาพารามิเตอร 
 
 จากการศึกษาพบวาการหาคําตอบของระบบสมการเชิง เสนโดยใช วิธีปริ ภูมิยอยไครโลฟ               
(Krylov subspace method) ซึ่งเปนวิธีหน่ึงในวิธีการคํานวณซ้ํา (iterative method) มีความเปนเหมาะสมในทาง
ทฤษฎีที่จะนํามาประยุกตใชในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน 1ˆ ( )c

i i n i= -φ B x f  แทนที่วิธีการหา
คําตอบโดยการใชวิธีแยกแบบแอลยู    ( LU-decomposition) เพื่อชวยปรับปรุงประสิทธิภาพดานเวลาในการ
คํานวณ  สําหรับรายละเอียดของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนจะไดกลาวถึงใน
บทตอไป 
 
 



บทที่ 3 
 

วิธีปริภูมิยอยไครโลฟในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน 
 
 
 

3.1  ความนํา 
 
 เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงทฤษฎีเบื้องตนของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ (Krylov subspace method) ในการหา
คําตอบของระบบสมการเชิงเสนที่เกี่ยวของกับการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลตอบสนองเชิง
โหมดในขั้นตอนของการหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติ  ซึ่งจากการศึกษาเบื้องตนพบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟมี
ประสิทธิภาพดานเวลาในการคํานวณและจํานวนหนวยเก็บขอมูลในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนเมื่อ
เปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู  นอกจากนี้วิธีปริภูมิยอยไครโลฟยังสามารถเพิ่มอัตราการลูเขาของคําตอบโดย
การใชเมตริกซปรับสภาวะเริ่มตน (precondition matrix) กับเมตริกซสัมประสิทธิ์ในระบบสมการเชิงเสนสงผลให
ระยะเวลาในการคํานวณลดลง โดยที่จํานวนหนวยเก็บขอมูลเพิ่มขึ้นเพียงเล็กนอย  โดยทฤษฎีที่เกี่ยวของของวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟ และวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนที่เลือกใชในการศึกษานี้จะแสดงใหเห็นในรายละเอียดตอไป 
 
 
3.2  ทฤษฎีเบื้องตนของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 
 วิธีปริภูมิยอยไครโลฟเปนวิธีการคํานวณซ้ํา (iterative method) ที่มีความเหมาะสมในการหาคําตอบของ
ระบบสมการเชิงเสน โดยที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนมีคุณสมบัติสมมาตร  พิจารณาระบบ
สมการเชิงเสนในรูปของ 
 
                                      Ax   =     b      (3.2.1) 
 
โดยที่        A      คือ   เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน 
                  b    คือ   เวกเตอรของระบบสมการเชิงเสน 

  x    คือ   เวกเตอรคําตอบของระบบสมการเชิงเสน 
 
กําหนดใหเวกเตอรคงคาง (residual vector) ของระบบสมการเชิงเสนในรอบการคํานวณซ้ําที่ i  ของวิธี

ปริภูมิยอยไครโลฟเปนดังแสดงในสมการที่ (3.2.2) 
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                       ir   =     i−b Ax      (3.2.2) 
 
โดยที่        ir      คือ   เวกเตอรคงคางของระบบสมการเชิงเสนในรอบการคํานวณที่ i 
                 ix     คือ   เวกเตอรคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในรอบการคํานวณที่ i 

 
การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ เริ่มจากการกําหนดเวกเตอรคําตอบ

เริ่มตน ( 0x ) ซึ่งจะทําใหไดเวกเตอรคงคางเริ่มตน ( 0r ) ของระบบสมการเชิงเสน  จากนั้นจะเขาสูกระบวนการ
คํานวณซ้ํา เพื่อคนหาเซตคําตอบของระบบสมการเชิงเสนที่ทําใหเวกเตอรคงคางมีคาลดลงในทุกรอบของการ
คํานวณซ้ํา  จนกระทั่งนอรมของเวกเตอรคงคางในรอบการคํานวณที่ i  ตอนอรมของเวกเตอรคงคางเริ่มตน 
( 0/ir r ) มีคานอยกวาเกณฑที่ยอมให จึงหยุดการคํานวณซ้ํา และเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณปจจุบัน 
( ix ) คือเวกเตอรคําตอบของระบบสมการเชิงเสน  ซึ่งสามารถแสดงขั้นตอนการหาคําตอบของระบบสมการเชิง
เสนโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟไดในรูปที่ 3.2.1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 3.2.1 แผนภาพแสดงการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 
 
ในขั้นตอนวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ เวกเตอรคําตอบของระบบสมการเชิงเสนจะถูกคํานวณในแตละรอบ

การคํานวณซ้ําโดยอาศัยเวกเตอรทิศทางและคาปรับขนาดที่เหมาะสม  โดยเวกเตอรคําตอบจะถูกเลือกให
เหมาะสมที่สุดสําหรับปริภูมิยอยของเวกเตอรทิศทางที่ไดถูกคํานวณมากอนหนาแลวทั้งหมด 

กําหนดคําตอบเริ่มตน  ox  

คํานวณเวกเตอรคงคาง  
i i= −r b Ax  

0i =  

กระบวนการหาคําตอบ 

ตรวจสอบการลูเขาของคําตอบ 

0/ir r  <  tol 

i  =  i+1 

สิ้นสุด 
ใช ไมใช 

เริ่มตน 

โดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
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                 0 ,j −Ax r d   =     0      ; { }0 1, ,..., jspan∀ ∈d p p p   (3.2.3) 
 

เมื่อ jx  คือเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่  j  ที่เหมาะสมที่สุดสําหรับปริภูมิยอยของเวกเตอรทิศทางกอน
หนา  โดยที่สมาชิกทุกตัวของ d  คือปริภูมิยอย ของเวกเตอรทิศทางตั้งแตรอบการคํานวณเริ่มตนจนถึงรอบการ
คํานวณที่  j   การคํานวณเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณถัดไป 1j+x  จะไดจากเวกเตอรทิศทาง jp  และ
คาปรับขนาดที่เหมาะสม jα  ดังแสดงในสมการที่ (3.2.4) 

 
                  1j+x   =     j j jα+x p        (3.2.4) 
 

สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟที่นํามาศึกษาในงานวิจัยนี้มีอยู 4 วิธี ไดแก วิธีเกรเดียนตสังยุค (Conjugate 
Gradient : CG) วิธีแอลคิวสมมาตร (Symmetric LQ : SYMMLQ) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (Minimum 
Residual : MINRES) และวิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (Symmetric-Quasi Minimum Residual : 
SQMR)  นอกเหนือจากนี้วิธีปริภูมิยอยไครโลฟสามารถเพิ่มอัตราการลูเขาของคําตอบไดโดยใชวิธีการปรับ
สภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ซึ่งจะไดกลาวถึงในรายละเอียดตอไป 

 
 

3.3  การปรับปรุงสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธ์ิ 
 

 ในระบบสมการเชิงเสนสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  พิจารณาไดจากตัวเลขบอกสภาวะ 
(condition number)  ซึ่งสามารถพิจารณาไดจากนอรมของเมตริกซ A  คูณกับนอรมของสวนกลับของเมตริกซ 
A  
 
                       κ   =     1. −A A        (3.3.1) 
 
เมื่อ κ คือตัวเลขบอกสภาวะสําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ที่ไมใชเมตริกซเอกฐาน (non-singular matrix)  
สําหรับระบบสมการเชิงเสนใดๆ  ตัวเลขบอกสภาวะจะแสดงถึงขอบเขตความคลาดเคลื่อนสัมพัทธ   (relative 
error bound) ของคําตอบที่ไดจากระบบสมการเชิงเสน โดยตัวเลขบอกสภาวะที่มีคามากจะสงผลใหขอบเขตความ
คลาดเคลื่อนสัมพัทธของคําตอบกวางขึ้น ในทํานองเดียวกันตัวเลขบอกสภาวะที่มีคานอยก็จะสงผลใหขอบเขต
ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของคําตอบลดลง  ซึ่งกลาวไดวาตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ในระบบ
สมการเชิงเสนสงผลถึงระดับความคลาดเคลื่อนของคําตอบที่ไดกับคําตอบที่แทจริง  

 
นอกเหนือจากนี้พบวาตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ในระบบสมการเชิงเสนสงผลถึงอัตรา

การลูเขาของคําตอบโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  โดยระบบสมการเชิงเสนที่อยูในสภาวะที่ดี (well condition) จะมี
ตัวเลขบอกสภาวะที่มีคานอย และระบบสมการเชิงเสนที่อยูในสภาวะที่ไมดี (ill  condition) ตัวเลขบอกสภาวะ  
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จะมีคามาก  ดังนั้นการปรับปรุงสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ใหมีสภาวะที่ดีขึ้นกอนการคํานวณ
โดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ จะสงผลใหใชจํานวนรอบในการคํานวณซ้ําลดลง ซึ่งจะสงผลใหเวลาที่ใชในคํานวณ
ลดลงตามไปดวย 

 
     Shewchuk (1994) ไดแสดงวิธีการปรับปรุงสภาวะของเมตริกซโดยการนําเมตริกซปรับสภาวะที่มี

คุณสมบัติสมมาตรและมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน  ซึ่งมีลักษณะคลายกับเมตริกซ A  แตสามารถหาเมตริกซ
สวนกลับ (inverse matrix) ไดงายกวา  มาปรับปรุงคุณสมบัติเริ่มตนของระบบสมการเชิงเสน 

 
                       1−M Ax      =     1−M b     (3.3.2) 

 
โดยที่ M  จากสมการที่ (3.3.2) คือเมตริกซปรับสภาวะ (precondition matrix) ของระบบสมการเชิงเสน เมตริกซ
ปรับสภาวะที่เหมาะสมจะทําใหตัวเลขบอกสภาวะของ 1−M A  มีคานอยกวาตัวเลขบอกสภาวะของ A  สงผล
ใหระบบสมการเชิงเสนจากสมการที่ (3.3.2) มีสภาวะที่ดีกวาในสมการที่ (3.2.1)  

 
จากคํากลาวที่วาเมตริกซปรับสภาวะที่ดีจะตองมีลักษณะใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์ แตสามารถ

หาเมตริกซสวนกลับไดงายมีความขัดแยงกันเอง  กลาวคือถาเมตริกซปรับสภาวะที่มีลักษณะใกลเคียงกับเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ก็จะไมสามารถหาเมตริกซสวนกลับไดงาย ในทํานองเดียวกันถาเมตริกซปรับสภาวะที่เลือกใช
สามารถหาเมตริกซสวนกลับไดงายเมตริกซปรับสภาวะนั้นก็ไมนาจะมีลักษณะใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์  
ดังนั้นจึงพบวาไมสามารถที่จะหาเมตริกซปรับสภาวะใดๆ ที่เปนตัวแทนที่ดีของเมตริกซสัมประสิทธิ์และใน
ขณะเดียวกันก็สามารถหาเมตริกซสวนกลับไดงาย  การศึกษาถึงเมตริกซปรับสภาวะที่เหมาะสมของระบบสมการ
เชิงเสนยังเปนประเด็นที่ทําการศึกษาอยูในปจจุบัน 

 
Gene และ Cherles (1993) ไดนําเสนอวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี

ปรับสภาวะจาโคบี (Jacobi precondition) ซึ่งจะไดเมตริกซปรับสภาวะที่คํานวณงาย และใหอัตราการลูเขาของ
คําตอบเปนที่นาพอใจ   

 

                       JACOBIM      =     
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   (3.3.3) 

 
ในสมการที่ (3.3.3) คา 11 22, , , nna a a…  คือสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ซึ่งพบวา

เมตริกซปรับสภาวะแบบจาโคบีไดมาจากสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซสัมประสิทธิ์  สงผลใหเมตริกซปรับ
สภาวะจาโคบีคํานวณหาเมตริกซสวนกลับไดงายเนื่องจากมีสมาชิกในแนวทแยงเทานั้น 
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   (3.3.4) 

 
  
อยางไรก็ตามเมตริกซปรับสภาวะจาโคบีสามารถปรับปรุงใหมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนได โดยการ

ใชคาสัมบูรณกับสมาชิกในแนวทแยง ตามสมการที่ (3.3.5) 
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  (3.3.5) 

 
ถึงแมวาวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนโดยใชเมตริกซปรับสภาวะจาโคบีจะคํานวณหาเมตริกซสวนกลับได

งาย แตไมไดมีลักษณะที่ใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน  อยางไรก็ตามจากงานวิจัยของ 
Gene และ Cherles พบวาการใชวิธีเกรเดียนตสังยุครวมกับการปรับสภาวะจาโคบีในการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนสําหรับปญหาลักษณะเฉพาะ ใหอัตราการลูเขาของคําตอบเปนที่นาพอใจ 

 
สําหรับการคํานวณหาเมตริกซปรับสภาวะของระบบสมการเชิงเสนที่มีความซับซอนในการคํานวณและ

ใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลมากกวา แตใหเมตริกซปรับสภาวะที่มีลักษณะใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์มากขึ้น
คือ วิธีการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ (incomplete factorization precondition)  ซึ่งคํานวณไดจากการ
แยกสวนแบบไมสมบูรณของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ดังแสดงในสมการที่ (3.3.6) 

 
                                   ICM     =     1 2M M     (3.3.6) 
 
เมื่อ ICM คือเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ โดยที่ 1M และ 2M  คือเมตริกซผลลัพธที่ไดจากการ
แยกสวนไมสมบูรณ  สมการการปรับสภาวะโดยการใชเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณแสดงได
ดังนี้ 
 
                         1

IC
−M Ax   =     1

IC

−

M b     
               1 1

2 1( )− −M M A x    =    1 1
2 1
− −M M b     (3.3.7) 

                              Gx     =     c       
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 สมการที่ (3.3.7) แสดงการปรับปรุงระบบสมการเชิงเสนใหอยูในรูปของการปรับสภาวะโดยวิธีแยก
สวนไมสมบูรณ เมื่อกําหนดให G  =  1 1

2 1
− −M M A   และ c = 1 1

2 1
− −M M b  โดยที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ G จาก

สมการที่ (3.3.7) จะมีสภาวะที่ดีกวาเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ในสมการที่ (3.2.1)  ดังนั้นเมื่อใชวิธีปริภูมิยอย    
ไครโลฟในการหาคําตอบของสมการที่ (3.3.7) สงผลใหเกิดอัตราการลูเขาของคําตอบที่มากกวา โดยเฉพาะอยาง
ยิ่งในกรณีที่เมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณมีลักษณะที่ใกลเคียงกับเมตริกซสัมประสิทธิ์  อยางไรก็
ตามพบวาการคํานวณเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณและการคํานวณหาเมตริกซสวนกลับ ไม
สามารถทําไดงายเหมือนในกรณีของเมตริกซปรับสภาวะแบบจาโคบี 
 
 ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A จากสมการที่ (3.2.1) มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน วิธีปรับสภาวะ
แบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ  (incomplete cholesky factorization precondition) เปนวิธีการที่มีความ
เหมาะสมในการหาเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ (Ajiz และ Jennings 1984)  นอกจากนี้เมตริกซ
ปรับสภาวะที่คํานวณไดก็จะมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนเชนเดียวกับเมตริกซสัมประสิทธิ์ 
 
 กําหนดการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์โดยวิธีโชเลสกีในสมการที่ (3.3.8) 
 
                                 A      =     TLL� �     (3.3.8) 
  
เมื่อ L� คือเมตริกซเสนทแยงมุมลาง (lower triangular matrix) ที่ไดจากการแยกสวนโดยวิธีโชเลสกี ในทํานอง
เดียวกันการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณของเมตริกซสัมประสิทธิ์สามารถพิจารณาไดในสมการที่ (3.3.9) 
 
                 A   =    TLL� �   =     T +EE F� �     (3.3.9) 
 
เมื่อ E�  คือเมตริกซเสนทแยงมุมลางที่ไดจากการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณ และ F  คือเมตริกซเติมเต็ม 
(fill-in matrix)  จากสมการที่ (3.3.9) พบวาเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่ไดจากวิธีการแยกสวนโชเลสกีโดยสมบูรณจะ
เทากับเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่ไดจากการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณรวมกับเมตริกซเติมเต็ม ในกรณีที่
จํานวนสมาชิกในเมตริกซเติมเต็มมีนอย หมายถึงเมตริกซที่ไดการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณมีความ
ใกลเคียงกับการแยกสวนโชเลสกีแบบสมบูรณ ในทํานองเดียวกันจํานวนสมาชิกในเมตริกซเติมเต็มที่มีคามากขึ้น
หมายถึงความแตกตางระหวางเมตริกซที่ไดจากการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณกับการแยกสวนโชเลสกี
แบบสมบูรณที่เพิ่มขึ้น 
 
 จากสมการที่ (3.3.9) ระดับขั้นความไมสมบูรณของวิธีการแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณสามารถพิจารณา
ไดจากสัมประสิทธิ์เติมเต็ม (fill-in parameter)  ซึ่งแทนดวย δ โดยที่ 0 1δ≤ ≤  ในกรณีที่ δ = 0 หมายถึงไมมี
สมาชิกในเมตริกซเติมเต็ม การแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์โดยวิธีโชเลสกีจะเปนการแยกสวนโดยสมบูรณ  ใน
ทํานองเดียวกันเมื่อ δ มีคาเพิ่มขึ้นระดับความไมสมบูรณของการแยกสวนโดยวิธีโชเลสกีจะเพิ่มมากขึ้น และมีคา
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มากที่สุดเมื่อ δ = 1 ซึ่งเมตริกซเติมเต็มจะจํานวนมีสมาชิกมากที่สุด และการแยกสวนโดยวิธีโชเลสกีในกรณีนี้จะ
เรียกวา การแยกสวนโชเลสกีแบบไมเติมเต็มสมบูรณ  
 
 เนื่องจากการเก็บขอมูลจะเก็บเฉพาะเมตริกซเสนทแยงมุมลางที่ไดจากการแยกสวนโชเลสกีเทานั้น โดย
ที่เมตริกซเติมเต็มคือเมตริกซที่สมมติขึ้นมาในสมการที่ (3.3.9) ซึ่งจะไมมีการเก็บขอมูล  ดังนั้นเมื่อพิจารณาใน
ดานของจํานวนหนวยเก็บขอมูล (storage) พบวาการแยกสวนโชเลสกีโดยสมบูรณจะใชหนวยเก็บขอมูลมากกวา
ในกรณีของการแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ  และการแยกสวนแบบไมเติมเต็มสมบูรณจะใชหนวยเก็บขอมูลนอย
ที่สุด  สําหรับการเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์จะใชรูปแบบการจัดเก็บของแถวลําดับในหนึ่งมิติ (one- 
dimension array) ซึ่งไดแสดงรายละเอียดในภาคผนวก ก 
 การปรับสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์โดยวิธีการแยกสวนโชเลสกีแบบไมสมบูรณสามารถแสดงได
ดังนี้ 
 
                                ICHOM    =     TEE� �     (3.3.10) 
                          1

ICHO
−M Ax   =     1

ICHO

−

M b     
                    T 1( )− −E E A x� �    =    T 1− −E E b� �     (3.3.11) 
 
 สมการที่ (3.3.10) การปรับสภาวะโดยวิธีแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณสามารถทําไดในกรณีที่เมตริกซ
สัมประสิทธิ์ A  มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนเทานั้น ซึ่งจะสงผลใหเมตริกซปรับสภาวะโดยวิธีแยกสวนแบบ
โชเลสกีไมสมบูรณ ICHOM มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน อีกทั้งยังสงผลใหเมตริกซ T 1− −E E A� �  จากสมการที่ 
(3.3.11) ที่ไดจากการปรับสภาวะมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน สําหรับรายละเอียดของวิธีการปรับสภาวะแบบแยก
สวนโชเลสกีไมสมบูรณไดแสดงในภาคผนวก ข 
 
 ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A จากสมการที่ (3.2.1) ขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนวิธีปรับสภาวะ
แบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณไมสามารถนํามาใชไดเนื่องจากขาดเสถียรภาพในขั้นตอนของการคํานวณ  
ดังนั้นวิธีการแยกสวนไมสมบูรณ โดยอาศัยวิธีการแยกแบบแอลยู (Jinming และ Baodong 2004) สามารถนํามาใช
ในการคํานวณเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณได  พิจารณาสมการที่ (3.3.12) เมื่อใชวิธีการแยกแบบ
แอลยู 
 
                                       A      =     LU        (3.3.12) 
 
 เมื่อ L คือเมตริกซเสนทแยงมุมลางและ U คือเมตริกซเสนทแยงมุมบนของการแยกแบบแอลยู ในกรณี
ที่ A  มีคุณสมบัติสมมาตร สมการที่ (3.3.12) สามารถเขียนใหมไดเปน 
 
                                      A      =      TLDL     (3.3.13) 
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 เมื่อ D  คือเมตริกซในแนวเสนทแยงมุมของการแยกสวน ในทํานองเดียวกับการแยกสวนแบบโชเลสกี
ไมสมบูรณ  
 
                                    ICM    =     Tˆ ˆ ˆEDE     (3.3.14) 
  
 จากสมการที่ (3.3.14) เมื่อ ICM  คือเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณในสมการที่ (3.3.6) 
โดยที่ 1

ˆ=M E และ T
2

ˆ ˆ=M DE  เชนเดียวกับการแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ  การแปลงระบบสมการเชิง
เสนใหอยูในรูปของการปรับสภาวะโดยวิธีแยกสวนไมสมบูรณ สามารถแสดงไดในสมการที่ (3.3.15) 
 
               T 1 1ˆ ˆ ˆ−- -(E D E A)x    =    T 1 1ˆ ˆ ˆ−- -E D E b    (3.3.15) 
  

การปรับสภาวะโดยวิธีแยกสวนไมสมบูรณสามารถทําไดถึงแมวาเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  จะไมมี
คุณสมบัติเปนบวกแนนอนก็ตาม ซึ่งในกรณีนี้เมตริกซปรับสภาวะที่ไดจึงไมมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน 
สําหรับรายละเอียดของวิธีการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณแสดงในภาคผนวก ข 
 
 วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์  เพื่อเพิ่มอัตราการลูเขาของคําตอบโดยวิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟ สําหรับงานวิจัยน้ีสามารถแบงออกไดเปน 3 วิธี วิธีแรกคือ วิธีปรับสภาวะเริ่มตนแบบ จาโคบี โดยมี
สมาชิกของเมตริกซปรับสภาวะในแนวทแยงเปนสมาชิกของเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสน ซึ่ง
เมตริกซปรับสภาวะจาโคบีสามารถคํานวณหาเมตริกซสวนกลับไดงาย  ในขณะที่อีกวิธีหนึ่งคือการปรับสภาวะ
เริ่มตนแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ ซึ่งมีความซับซอนในการคํานวณและหาเมตริกซสวนกลับไดยากกวาวิธี
ปรับสภาวะจาโคบี นอกจากนี้ยังตองการเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนที่มีคุณสมบัติเปนบวก
แนนอน แตเมื่อนํามาใชกับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสามารถใหอัตราในการลูเขาของคําตอบที่เพิ่มขึ้นจากวิธีปรับ
สภาวะจาโคบี  และวิธีการปรับสภาวะแบบสุดทายคือ วิธีการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณซึ่งมีความ
ซับซอนในขั้นตอนของการคํานวณและขั้นตอนการหาเมตริกซสวนกลับเชนเดียวกับวิธีแยกสวนโชเลสกีไม
สมบูรณ เพียงแตเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนไมจําเปนตองมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน  
สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟที่ไดนํามาศึกษาในงานวิจัยน้ีรวมกับการปรับสภาวะเบื้องตนของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์จะไดแสดงรายละเอียดในหัวขอตอไป 
 
 
3.4  วิธีเกรเดียนตสังยุค 
 

วิธี เกรเดียนตสังยุค (CG) เปนวิธีปริภูมิยอยไครโลฟที่มีความเหมาะสมที่สุดในกรณีที่ เมตริกซ
สัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน โดยมีสมการเปาหมายอยูในรูปของฟงกชัน
กําลังสอง (quadratic function)  
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          Minimize ( )F
∈x

x
\

 =      T T1
2

−x Ax x b   (3.4.1) 

 
 ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ของระบบสมการเชิงเสนมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน ปญหาคานอย
ที่สุดของฟงกชันกําลังสองจากสมการที่ (3.4.1) จะมีเพียงคําตอบเดียว  ซึ่งเซตคําตอบ x  ที่ทําใหฟงกชันกําลังสอง
มีคานอยที่สุดก็คือคําตอบเดียวกับที่ไดจากการแกปญหาระบบสมการเชิงเสนที่ (3.2.1) 
 

                      x  =      1−A b     (3.4.2) 
 
 ผลลัพธจากสมการที่ (3.4.2) แสดงใหเห็นวาระบบสมการเชิงเสนจากสมการที่ (3.2.1) เทียบไดกับการ
แกปญหาคานอยที่สุดของฟงกชันกําลังสองโดยวิธี CG จากสมการที่ (3.4.1)   
 
 การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี CG จะเริ่มจากการกําหนดเวกเตอรคงคางเริ่มตนของ
ระบบสมการเชิงเสน   

       0r   =     0−b Ax     (3.4.3) 
 
เมื่อ 0r เทากับเวกเตอรคงคางเริ่มตนของระบบสมการเชิงเสนและ 0x คือเวกเตอรคําตอบเริ่มตน เมื่อแทน
เวกเตอรของระบบสมการเชิงเสน b ในสมการที่ (3.4.1) ดวยเวกเตอรคงคางเริ่มตน 0r จากสมการที่ (3.4.3) จะได
ปญหาคานอยที่สุดของฟงกชันกําลังสองที่อยูในรูปของเวกเตอรคงคางเริ่มตน 
 

           Minimize ( )F
∈x

x
\

 =      T T
0

1
2

−x Ax x r    (3.4.4) 

  
กระบวนการหาคําตอบโดยวิธี CG จะพิจารณาจากการเปลี่ยนแปลงทิศทางของเวกเตอรคําตอบในแตละ

รอบของการคํานวณเพื่อใหฟงกชันกําลังสองมีคานอยที่สุด  โดยทิศทางของคําตอบที่เปลี่ยนแปลงสามารถหาได
จากเกรเดียนตของฟงกชันกําลังสองเทียบกับเวกเตอรคําตอบ x  จากคุณสมบัติสมมาตรของเมตริกซสัมประสิทธิ์ 
A  ดังนั้น เกรเดียนตของฟงกชันกําลังสองเทียบกับเวกเตอรคําตอบสามารถเขียนไดในรูปของ 
 

           ( )F∇ x  =      0−Ax r     (3.4.5) 
 
เมื่อ ( )F∇ x คือเกรเดียนตของฟงกชันกําลังสองเทียบกับเวกเตอรคําตอบจากสมการที่ (3.4.4) ในกรณีที่  

( ) 0F∇ ≠x  จะมีคาปรับขนาดที่เหมาะสมในทิศทางของเกรเดียนต ที่ทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงเวกเตอร
คําตอบโดยที่คาของฟงกชันกําลังสองมีคาลดลงกลาวคือ 
 

                 ( ( ))F α− ∇x F x    <      ( )F x    (3.4.6) 
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 เมื่อ α  คือคาปรับขนาดที่เหมาะสมในทิศทางของเกรเดียนต  ดังนั้นจากการพิจารณาวิธี CG ในลักษณะ
ของการคํานวณซ้ํา เมื่อกําหนดให jx  คือเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่  j  กระบวนการลูเขาของคําตอบ
ในรอบการคํานวณที่ j+1 ในทิศทางตรงขามกับเกรเดียนตดวยคาปรับขนาดที่เหมาะสม จะทําใหคาของฟงกชัน
กําลังสองมีคาลดลง 
 

                  1j+x  =     ( )j j jFα− ∇x x    (3.4.7) 
 
เมื่อ 1j+x  คือเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่ j+1 แทนคาเกรเดียนตของฟงกชันกําลังสองจากสมการที่ 
(3.4.5) ลงในสมการที่ (3.4.7) จะได 
 

                  1j+x  =     0( )j j jα− −x Ax r     
                  1j+x  =     j j jα−x r     (3.4.8) 

 
เมื่อ 0j j= −r Ax r  คือเวกเตอรคงคางสําหรับรอบการคํานวณที่ j   คาปรับขนาดในรอบการคํานวณที่ j  ที่ทําให
ฟงกชันกําลังสองมีคานอยที่สุดในทิศทางของเกรเดียนตหาไดจาก 
 

                    jα  =     
T

T
j j

j j

r r
r Ar

    (3.4.9) 

 
 เวกเตอรคงคางสําหรับรอบการคํานวณที่ j  ในสมการที่ (3.4.8) ทําหนาที่เปนเวกเตอรทิศทางของ
คําตอบเพื่อปรับทิศทางของคําตอบในรอบการคํานวณถัดไปใหมีความเหมาะสมที่สุด  อยางไรก็ตามการหา
เวกเตอรคําตอบในแตละรอบการคํานวณจากสมการที่ (3.4.8) ยังไมใชแนวทางที่เหมาะสมที่สุด  เนื่องจาก
เวกเตอรคําตอบที่คํานวณไดเหมาะสมสําหรับเวกเตอรทิศทางในรอบการคํานวณปจจุบันเทานั้น แตไมได
หมายความวาเหมาะสมที่สุดสําหรับเวกเตอรทิศทางในรอบการคํานวณกอนหนาทั้งหมด  
 
 พิจารณาจากสมการที่ (3.2.3) เมื่อ { }0 1 1, , , j−p p p…  คือปริภูมิยอยของเวกเตอรทิศทางกอนรอบการ
คํานวณที่  j  และ jx  คือเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่ j ที่มีความเหมาะสมที่สุดสําหรับปริภูมิยอย 
{ }0 1 1, , , j−p p p…  ดังนั้นถาตองการคํานวณเวกเตอรคําตอบ 1j+x  ที่มีความเหมาะสมที่สุดสําหรับเวกเตอร
ทิศทาง jp  ซึ่งอยูในปริภูมิยอยเดียวกับ { }0 1 1, , , j−p p p… เมื่อกําหนดให 0, , 1i j= −…  
 

             1 0 ,j i+ −Ax r p  =     0    
             0( ) ,j j j iα+ −A x p r p  =     0      

                                 0 , ,j i j j iα− +Ax r p Ap p  =     0      
                                     ,j j iα Ap p  =     0      
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                                 เมื่อ 0jα ≠   ;         ,j iAp p  =     0     (3.4.10) 
  

โดยที่ .,.  แสดงผลคูณจุด (dot product) จากสมการที่ (3.4.10) , 0j i =Ap p  เมื่อ i j≠  แสดง
ใหเห็นวาเวกเตอรทิศทางมีคุณสมบัติเชิงสังยุค (conjugate) ซึ่งกันและกัน  ดังนั้นถาตองการใหคําตอบที่ไดมีความ
เหมาะสมที่สุดสําหรับเวกเตอรทิศทางในรอบการคํานวณกอนหนาทั้งหมด  เวกเตอรทิศทางจะตองมีคุณสมบัติ
เชิงสังยุคซึ่งกันและกัน 

 
การสรางเวกเตอรทิศทางในแตละรอบการคํานวณใหมีคุณสมบัติเชิงสังยุคซึ่งกันและกันสามารถทําได

โดยใชวิธีแกรมชมิตสังยุค (Gram-Schmidt conjugation) ซึ่งเริ่มจากการกําหนดเวกเตอรทิศทางเริ่มตนจาก
เวกเตอรคงคางเริ่มตน สําหรับรายละเอียดของวิธีแกรมชมิตสังยุคแสดงในภาคผนวก ค 

 
เวกเตอรทิศทางในแตละรอบการคํานวณที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคซึ่งกันและกันสามารถแสดงไดใน

สมการที่ (3.4.11) 
                  1j+p  =     j j jξ+r p     (3.4.11) 

โดยที่ 

                  jξ  =     
T

T
1 1

j j

j j− −

r r
r r

    (3.4.12) 

 
เมื่อ 1j+p  คือเวกเตอรทิศทางในรอบการคํานวณที่ j+1 ซึ่งมีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับ ip  เมื่อ 0, ,i j= …  และ 
jξ  คือคาปรับขนาดโดยวิธีแกรมชมิตสังยุคในการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิง     สังยุค  จากการใช

เวกเตอรทิศทางในการปรับทิศทางของคําตอบแทนการใชเวกเตอรคงคาง สงผลใหสมการที่ (3.4.8) และสมการที่ 
(3.4.9) เปลี่ยนรูปเปน 

 
                  1j+x  =     j j jα−x p     (3.4.13) 

                    jα  =     
T

T
j j

j j

r r
p Ap

    (3.4.14) 

  
กลาวโดยสรุปการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี CG เริ่มจากการกําหนดเวกเตอรคําตอบ

เริ่มตนในระบบสมการเชิงเสน 0x  เพื่อคํานวณเวกเตอรคงคางเริ่มตนของระบบสมการเชิงเสน 0r จากสมการที่ 
(3.4.3) จากนั้นกําหนดเวกเตอรทิศทางเริ่มตนใหมีคาเทากับเวกเตอรคงคางเริ่มตน และคํานวณหาคาปรับขนาดที่
เหมาะสมจากสมการที่ (3.4.14) และคํานวณคาเวกเตอรคําตอบที่เหมาะสมในรอบการคํานวณถัดไปจากสมการที่ 
(3.4.13) โดยเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคคํานวณไดจากสมการที่ (3.4.11) และ (3.4.12)  ขั้นตอนวิธีใน
การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี CG สามารถแสดงไดจากรูปที่ 3.4.1 
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         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
        0p  =  0r  
          i   =   0  

While 
0

i tol≥
r
r

 

         q  =  iAp  

         α  =  
T

T
i i

i

r r
p q

 

      1i+x  =  i iα+x p  
      1i+r  =  i α−r q  

         ξ  =  
T

1 1
T

i i

i i

+ +r r
r r

 

      1i+p  =  i iξ+r p  
           

รูปที่ 3.4.1 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี CG 
 
ในทํานองเดียวกันการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์รวมกับการหาคําตอบของระบบ

สมการเชิงเสนโดยวิธี CG สามารถแสดงไดในรูปที่ 3.4.2 
 
 เมื่อพิจารณาจากขั้นตอนวิธีจากรูปที่ 3.4.1 และรูปที่ 3.4.2 พบวาวิธี CG เปนวิธีการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสน โดยการคํานวณซ้ําจนกระทั่งนอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธมีคานอยกวาคาที่ยอมให ( tol )   
จึงหยุดการคํานวณซ้ํา  เมตริกซปรับสภาวะเริ่มตน M  ในรูปที่ 3.4.2 สามารถใชวิธีการปรับสภาวะจาโคบีใน
สมการที่ (3.3.3) และในขณะเดียวกันสามารถใชวิธีปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณในสมการที่ 
(3.3.10) เนื่องจากเมตริกซปรับสภาวะที่ใชรวมกับวิธี CG จะตองมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน  ดังนั้นวิธีการแยก
สวนแบบไมสมบูรณในสมการที่ (3.3.14) จึงไมสามารถนํามาใชไดเนื่องจากเมตริกซปรับสภาวะเริ่มตนที่ไดจาก
การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณจะไมมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน และสําหรับในกรณีที่เมตริกซ
สัมประสิทธิ์ A ไมมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน พบวาวิธีการปรับสภาวะที่สามารถใชไดมีเพียงกรณีเดียวคือ
วิธีการปรับสภาวะแบบจาโคบีเนื่องจากวิธีการปรับสภาวะแบบจาโคบีสามารถสรางเมตริกซปรับสภาวะที่มี
คุณสมบัติเปนบวกแนนอนไดจากเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่ไมมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน ดังแสดงในสมการที่ 
(3.3.5) 
 
 วิธี CG ใชหนวยเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ในขั้นตอนการคํานวณซ้ํารวมกับหนวยเก็บ
ขอมูลของเวกเตอร r  p  และ q  สําหรับในกรณีของการใชเมตริกซปรับสภาวะ จะมีการเพิ่มหนวยเก็บขอมูลใน
สวนของเมตริกซปรับสภาวะ M   

       

i   =   i +1 
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         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
        0p  =  1

0
−M r  

          i   =   0  

While 
0

i tol≥
r
r

 

         q  =  iAp  

         α  =  
T

T
i i

i

r p
p q

 

      1i+x  =  i iα+x p  
      1i+r  =  i α−r q  

         ξ  =  
T 1

1 1
T 1

i i

i i

−
+ +

−

r M r
r M r

 

      1i+p  =  1
i iξ− +M r p  

 
รูปที่ 3.4.2 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี CG รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตน 

 
 
3.5  วิธีแอลคิวสมมาตรและวิธีเวกเตอรคงคางนอยท่ีสุด 
 
 วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) และวิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) เปนวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ
ที่ดัดแปลงมาจากวิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) สําหรับปญหาในระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มี
คุณสมบัติสมมาตรแตขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน จากลักษณะดังกลาวพบวาปญหาคานอยที่สุดของฟงกชัน
กําลังสองจากสมการที่ (3.4.1) ไมสามารถหาคําตอบไดในกรณีที่คาลักษณะจําเพาะ (eigen value) ของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์มีคาเปนลบทั้งหมด และอาจหาคําตอบไมไดสําหรับกรณีที่คาลักษณะจําเพาะของเมตริกซบางคา
เทากับศูนย   
 

ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน การหาเวกเตอรคําตอบที่เหมาะสมจาก
ปญหาคานอยที่สุดในสมการที่ (3.4.1) โดยวิธี CG ไมสามารถทําได  ดังนั้นในวิธี SYMMLQ การหา          
เวกเตอรคําตอบของระบบสมการเชิงเสนจะพิจารณาจากเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่ k เมื่อ 

{ }1
0 0 0, , , k

k span −∈x r Ar A r…  โดยที่ทําใหเงื่อนไขในสมการที่ (3.5.1) เปนจริง 
 

                 0 ,k−r Ax v   =     0      ; { }1
0 0 0, ,..., kspan −∀ ∈v r Ar A r  (3.5.1) 

 

i   =   i +1 



 37

โดยที่ { }1
0 0 0, , , k

k span −∈x r Ar A r…  คือการประมาณคากาเลอคิน (Galerkin approximation) ของ
เวกเตอรคําตอบ x  สําหรับปญหาในระบบสมการเชิงเสนในปริภูมิยอยไครโลฟ  { }1

0 0 0, ,..., kspan −r Ar A r  
ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A  มีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนผลลัพธที่ไดจากสมการที่ (3.5.1) จะมีเพียง
คําตอบเดียวและวิธี SYMMLQ จะมีลักษณะเทียบเทากับวิธี CG 
 
 วิธี MINRES สําหรับการหาคําตอบระบบสมการเชิงเสน มีพ้ืนฐานในการประมาณคาที่แตกตางกับวิธี 
CG และ SYMMLQ ในรอบการคํานวณซ้ําที่ k  เมื่อ 0,1,2,k = …  วิธี MINRES คํานวณหาเวกเตอรคําตอบใน
รอบการคํานวณที่ k  โดยที่ { }1

0 0 0, , , k
k span −∈x r Ar A r… ทําใหเงื่อนไขของปญหากําลังสองนอยที่สุดใน

สมการที่ (3.5.2) เปนจริง 
 

                  
1

0 0
0

( , , )
Minimize

kspan −∈
−

x r A r
r Ax

…
   (3.5.2) 

 
 การคํานวณซ้ําเพื่อหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี MINRES เวกเตอรคงคางในรอบการ
คํานวณที่ k   กลาวคือ 0k −Ax r  จะพิจารณาใหมีคานอยที่สุด ซึ่งเวกเตอรคําตอบในรอบการคํานวณที่ k  ถูก
เรียกวาคาประมาณเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (minimum residual approximation) สําหรับระบบสมการเริ่มตน 

0=Ax r  ปญหากําลังสองนอยที่สุดจากสมการที่ (3.5.2) จะมีเพียงคําตอบเดียวเทานั้น  
 
 ขั้นตอนวิธีในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SYMMLQ สามารถแสดงไดจากรูปที่ 
3.5.1 
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         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
         1v̂  =  0r  
         1δ  =  0r  
          If  1 0δ ≠   then 1v  =  1 1ˆ /δv  
          else  1v  =  1v̂  =  0  
         1w = 1v  , 0v = 0  
          i   =   1 , 1 0s = , 1 1c = −  , 2 1ς δ=   

While 
0

i tol≥
r
r

 

      1ˆ i+v  =  1i i iδ −−Av v  
        iγ  =  1ˆ ,i i+v v  
      1ˆ i+v  =  1ˆ i i iγ+ −v v  
       1iδ +  =  1ˆ i+v  
        If  1 0iδ + ≠   then 1i+v  =  1 1ˆ /i iδ+ +v  
       else  1i+v  =  1ˆ i+v  =  0  
        id  =  i i i is e c γ−�  , ie  =  i i i ic e s γ+�  
       1if +  =  1i isδ +  , 1ie +� =  1i icδ +−  
       id  =  

1

2 2
i i
d δ

+
+  

       1ic +  =  /i id d  , 1is + =  1 /i idδ +  
       1ς  =  2 3ieς ς−  , 2ς  =  1 3if ς+−  , 3ς  =  1 / idς  
       iw  =  1 1 1i i i ic s+ + ++w v  
      1i+w  =  1 1 1i i i is c+ + +−w v  
       ix  =  1 1i iς− +x w  
        If  1i =   then res  =  0 2. sr  
       else  res  =  1. ires s +  
      ir  =  1/ ires c +  
       ix  =  3 1 1 1( / )i i i is cς + + ++x w  

 
รูปที่ 3.5.1 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SYMMLQ 

 
 

ในทํานองเดียวกันการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์รวมกับการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนโดยวิธี SYMMLQ สามารถแสดงไดในรูปที่ 3.5.2 
 

i   =   i +1 
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         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
         1v̂  =  0r  
         1û  =  1

0
−M r  

         1δ  =  1 0ˆ ,u r ,  0 1δ=r  
          If  1 0δ ≠   then 1v  =  1 1ˆ /δv  , 1û  =  1 1ˆ /δu  
          else  1v  =  1v̂  =  0  
         1w = 1û  , 0v = 0  
          i   =   1 , 1 0s = , 1 1c = −  , 2 1ς δ=   

While 
0

i tol≥
r
r

 

      1ˆ i+v  =  1i i iδ −−Av v  
        iγ  =  1ˆ ˆ,i i+v u  
      1ˆ i+v  =  1ˆ i i iγ+ −v v  
      1ˆ i+u  =  1

1ˆ i
−

+M v  
       1iδ +  =  1 1ˆ ˆ,i i+ +v u  , 1iδ +  =  1iδ +  
        If  1 0iδ + ≠   then 1i+v  =  1 1ˆ /i iδ+ +v  , 1ˆ i+u  =  1 1ˆ /i iδ+ +u  
       else  1i+v  =  1ˆ i+v  =  0  
        id  =  i i i is e c γ−�  , ie  =  i i i ic e s γ+�  
       1if +  =  1i isδ +  , 1ie +� =  1i icδ +−  
       id  =  

1

2 2
i i
d δ

+
+  

       1ic +  =  /i id d  , 1is + =  1 /i idδ +  
       1ς  =  2 3ieς ς−  , 2ς  =  1 3if ς+−  , 3ς  =  1 / idς  
       iw  =  1 1 1i i i ic s+ + ++w v  
      1i+w  =  1 1 1i i i is c+ + +−w v  
       ix  =  1 1i iς− +x w  
        If  1i =   then res  =  0 2. sr  
       else  res  =  1. ires s +  
      ir  =  1/ ires c +  
       ix  =  3 1 1 1( / )i i i is cς + + ++x w  

 
รูปที่ 3.5.2 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SYMMLQ รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตน 

 

i   =   i +1 
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 วิธี SYMMLQ ใชหนวยเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ในขั้นตอนการคํานวณซ้ํารวมกับหนวย
เก็บขอมูลของเวกเตอร v̂   iv  1i−v  และ w  สําหรับในกรณีของการใชเมตริกซปรับสภาวะหนวยเก็บขอมูลที่
เพิ่มขึ้นมาคือเวกเตอร û  และ เมตริกซปรับสภาวะ M  
 สําหรับขั้นตอนวิธีในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี MINRES สามารถแสดงไดใน    
รูปที่ 3.5.3 
 

         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
         1v̂  =  0r  
         1δ  =  0r  
         0v = 0  , 0 1−= =m m 0  
          i   =   1  

While 
0

i tol≥
r
r

 

        If  0iδ ≠   then iv  =  ˆ /i iδv  
       else  iv  =  ˆ iv  =  0  
      1ˆ i+v  =  1i i iδ −−Av v  
        iγ  =  1ˆ ,i i+v v  
      1ˆ i+v  =  1ˆ i i iγ+ −v v  
       1iδ +  =  1ˆ i+v  
        id  =  i i i is e c γ−�  , ie  =  i i i ic e s γ+�  
       1if +  =  1i isδ +  , 1ie +� =  1i icδ +−  
       id  =  

1

2 2
i i
d δ

+
+  

       1ic +  =  /i id d  , 1is + =  1 /i idδ +  
        If  1i =   then 1τ  =  0 2cr  
       else  iτ  =  0 2 3 1i is s s c +r …  
       im  =  1 2( ) /i i i i i ie f d− −− −v m m  
       ix  =  1i i iτ− +x m  
      ir  =  1 1i is + −r  

 
รูปที่ 3.5.3 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี MINRES 

 
 

การปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์รวมกับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี 
MINRES สามารถแสดงไดในรูปที่ 3.5.4 

i   =   i +1 
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         Given 0x     
         1û  =  0−b Ax  
         1v̂  =  1

1ˆ−M u  
         1δ  =  1 1ˆ ˆ,v u  
         0v = 0  , 0 1δ=r  
          i   =   1 , 0ˆ =u 0 , 0 1−= =m m 0   

While 
0

i tol≥
r
r

 

        If  0iδ ≠   then iv  =  ˆ /i iδv  
       else  iv  =  ˆ iv  =  0  
      1ˆ i+u  =  1ˆ i i iδ −−Av v  
        iγ  =  1ˆ ˆ,i i+v u  
      1ˆ i+u  =  1ˆ i i iγ+ −u v  
      1ˆ i+v  =  1

1ˆ i
−

+M u  
       1iδ +  =  1 1ˆ ˆ,i i+ +v u  , 1 1i iδ δ+ +=  
        id  =  i i i is e c γ−�  , ie  =  i i i ic e s γ+�  
       1if +  =  1i isδ +  , 1ie +� =  1i icδ +−  
       id  =  

1

2 2
i i
d δ

+
+  

       1ic +  =  /i id d  , 1is + =  1 /i idδ +  
       iτ  =  1 1i ic + −r  
       im  =  1 2ˆ( ) /i i i i i ie f d− −− −v m m  
       ix  =  1i i iτ− +x m  
      ir  =  1 1i is + −r  

 
 

รูปที่ 3.5.4 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี MINRES รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตน 
 
 วิธี MINRES ใชหนวยเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ในขั้นตอนการคํานวณซ้ํารวมกับหนวย
เก็บขอมูลของเวกเตอร v̂   iv  1i−v  im และ 1i−m  สําหรับในกรณีของการใชเมตริกซปรับสภาวะ หนวยเก็บ
ขอมูลที่เพิ่มขึ้นมาไดแกเวกเตอร û และเมตริกซปรับสภาวะ M   

 
กลาวโดยสรุปสําหรับวิธี SYMMLQ และวิธี MINRES เมตริกซปรับสภาวะเริ่มตน M  สามารถใช

วิธีการปรับสภาวะจาโคบีจากสมการที่ (3.3.3) และสามารถใชวิธีปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ
จากสมการที่ (3.3.10)  ถึงแมวาวิธี SYMMLQ และ MINRES สามารถหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในกรณี
ที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ไมมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน แตเมตริกซปรับสภาวะที่ใชรวมกับวิธี SYMMLQ และ 

i   =   i +1 
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MINRES จะตองมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนเทานั้น ดังนั้นวิธีการแยกสวนแบบไมสมบูรณจากสมการที่ 
(3.3.14) จึงไมสามารถนํามาใชได  นอกจากนี้ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A ขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน
จะสามารถใชวิธีการปรับสภาวะแบบจาโคบีไดเพียงวิธีเดียว เชนเดียวกับวิธี CG 

 
 

3.6  วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยท่ีสุดสมมาตร 
 
 วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) เปนวิธีปริภูมิยอยไครโลฟอีกวิธีหนึ่ง ที่สามารถหา
คําตอบของระบบสมการเชิงเสนในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนไมมีคุณสมบัติที่เปนบวก
แนนอน  วิธี SQMR พัฒนามาจากวิธี เวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุด (Quasi-Minimal Residual) สําหรับเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ที่มีคุณสมบัติสมมาตร  ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนมีคุณสมบัติเปนบวก
แนนอนวิธี SQMR จะมีลักษณะเทียบเทากับวิธี MINRES  รายละเอียดของวิธี SQMR สามารถศึกษาไดจาก
งานวิจัยของ Freund (1994) 
 

ขั้นตอนวิธีในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SQMR สามารถแสดงไดจากรูปที่ 3.6.1 
 
         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  , 0 0=q r  
        0τ  =  0r  ,  T

0 0 0ρ = r r  
          i   =   1  ,  0 0ϑ =   

While 
0

i tol≥
r
r

 

      t  =  1i−Aq  
      1iσ −  =  T

-1iq t  
      1iα −  =  1 1/i iρ σ− −  
         ir  =  1 1i iα− −−r t  
         iϑ  =  1/i iτ −r  , 21/ 1i ic ϑ= + , 1i i i icτ τ ϑ−=  
         id  =  2 2 2

1 1 1 1i i i i i ic cϑ α− − − −+d q  
         ix  =  1i i− +x d  
         iρ  =  T

i ir r  
       ir  =  iρ  
         iβ  =  1/i iρ ρ −  
         iq  =  1i i iβ −+r q  

 
รูปที่ 3.6.1 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SQMR 

i   =   i +1 
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การปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์รวมกับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี 
SQMR สามารถแสดงไดในรูปที่ 3.6.2 

 
         Given 0x     
         0r  =  0−b Ax  
        0τ  =  0r    
         0q  =  1

0
−M r   

          i   =   1  ,  0 0ϑ =  , T
0 0 0ρ = r q   

While 
0

i tol≥
r
r

 

      t  =  1i−Aq  
      1iσ −  =  T

-1iq t  
      1iα −  =  1 1/i iρ σ− −  
         ir  =  1 1i iα− −−r t  
         iϑ  =  1/i iτ −r  , 21/ 1i ic ϑ= + , 1i i i icτ τ ϑ−=  
         id  =  2 2 2

1 1 1 1i i i i i ic cϑ α− − − −+d q  
         ix  =  1i i− +x d  
         iu  =  1

i
−M r  

         iρ  =  T
i ir u  

       ir  =  T
i iu u  

         iβ  =  1/i iρ ρ −  
         iq  =  1i i iβ −+u q  

 
รูปที่ 3.6.2 ขั้นตอนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตน 

 
 วิธี SQMR ใชหนวยเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ในขั้นตอนการคํานวณซ้ํารวมกับหนวยเก็บ
ขอมูลของเวกเตอร r   d  q  และ t  สําหรับในกรณีของการใชเมตริกซปรับสภาวะ หนวยเก็บขอมูลที่เพิ่มขึ้นมา
ไดแกเวกเตอร u และเมตริกซปรับสภาวะ M   

 
วิธี  SQMR เปนวิธีปริภูมิยอยไครโลฟที่มีความยืดหยุนในการใชเมตริกซปรับสภาวะเริ่มตนมากที่สุด

เมื่อเปรียบเทียบกับ วิธี CG  SYMMLQ และ MINRES กลาวคือ วิธี SQMR ตองการเมตริกซปรับสภาวะที่มี
คุณสมบัติสมมาตรเทานั้น โดยไมจําเปนตองมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน ดังนั้นเมตริกซปรับสภาวะทุกวิธีที่
กลาวมาขางตนสามารถนํามาใชกับวิธี SQMR ได   

 
 

i   =   i +1 
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3.7  บทสรุป 
 
 วิธีปริภูมิยอยไครโลฟเปนวิธีการคํานวณซ้ําที่ใชสําหรับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน โดยที่
เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนไมใชเมตริกซเอกฐานและ มีคุณสมบัติสมมาตร วิธีปริภูมิยอย    
ไครโลฟที่นํามาศึกษามีอยู 4 วิธีไดแก วิธี เกรเดียนตสังยุค (CG) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) วิธีเวกเตอร     
คงคางนอยที่สุด (MINRES) และวิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR)  โดยในทางทฤษฎีวิธี CG 
สามารถหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนเมื่อเมตริกซสัมประสิทธิ์มีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนเทานั้นใน
ขณะที่ วิธี SYMMLQ MINRES และ SQMR สามารถหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนเมื่อเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ขาดคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนได   
 

นอกจากนี้วิธีปริภูมิยอยไครโลฟสามารถเพิ่มอัตราการลูเขาของคําตอบไดจากการปรับสภาวะเบื้องตน
ของระบบสมการเชิงเสนโดยอาศัยวิธีการปรับสภาวะแบบตางๆ ซึ่งไดแก วิธีปรับสภาวะจาโคบี วิธีปรับสภาวะ
แบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ และวิธีปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ  เนื่องจากเมตริกซปรับสภาวะที่
สามารถใชไดกับวิธี CG  SYMMLQ และ MINRES จะตองมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนเทานั้น ดังนั้นวิธีการ
ปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณจึงไมสามารถนํามาใชรวมกับวิธีดังกลาวได ในขณะที่วิธี SQMR สามารถใช
เมตริกซปรับสภาวะไดทุกวิธี  สําหรับในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนขาดคุณสมบัติที่เปน
บวกแนนอน วิธีปรับสภาวะที่นํามาใชไดกับวิธี CG SYMMLQ และ MINRES มีเพียงวิธีการปรับสภาวะแบบจา
โคบีเทานั้น ในขณะที่วิธี SQMR สามารถใชวิธีการปรับสภาวะแบบจาโคบีและวิธีการปรับสภาวะแบบแยกสวน
ไมสมบูรณได  สําหรับหนวยเก็บขอมูลซึ่งแสดงในรูปของจํานวนเมตริกซและเวกเตอรที่ตองใชในขั้นตอนการ
คํานวณซ้ําของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธีสามารถแสดงไดในตารางที่ 3.7.1 

 
 

ตารางที่ 3.7.1 จํานวนเมตริกซและเวกเตอรที่ใชสําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธี 
 
วิธีปริภูมิยอยไครโลฟ เมตริกซสัมประสิทธิ์ เมตริกซปรับสภาวะ เวกเตอร 
1. เกรเดียนตสังยุค 1 - 3 
2. เกรเดียนตสังยุค 
   รวมกับการปรับสภาวะเบื้องตน 1 1 3 

3. แอลคิวสมมาตร 1 - 4 
4. แอลคิวสมมาตร 
   รวมกับการปรับสภาวะเบื้องตน 1 1 5 

5. เวกเตอรคงคางนอยที่สุด 1 - 5 
6. เวกเตอรคงคางนอยที่สุด 
   รวมกับการปรับสภาวะเบื้องตน 1 1 6 

7. เวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร 1 - 4 
8. เวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร 
   รวมกับการปรับสภาวะเบื้องตน 1 1 5 



Z

Y

X

1.00 m
1.00 m

1.00 m
1.00 m

1.00 m

1.00 m
1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

1.00 m

บทที่ 4 
 

กรณีศึกษาและเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน 
 
 

 
4.1 ความนํา 

 
เนื้อหาในบทนี้จะเปนการทดลองเปรียบเทียบประสิทธิภาพการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนใน

ขั้นตอนของการหาคาต่ําสุดในหนึ่งมิติ (one-dimensional minimization) ซึ่งเปนขั้นตอนที่มีความสําคัญและใช
เวลามากที่สุดในขั้นตอนวิธีการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 
(Recursive- Quadratic Programming : RQP)  ดังที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 2  ประสิทธิภาพในการหาคําตอบของ
ระบบสมการเชิงเสนที่พิจารณาแบงออกไดเปนประสิทธิภาพดานเวลาที่ใชในการหาคําตอบ และประสิทธิภาพ
ทางดานหนวยเก็บขอมูล   การเปรียบเทียบประสิทธิภาพจะพิจารณาระหวางวิธีแยกแบบแอลยู  (LU-
decomposition) และวิธีปริภูมิยอยไครโลฟซึ่งไดแก  วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG)  วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ)  
วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) และวิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR)  โดยพิจารณา
ทั้งในกรณีที่ใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวครบทุกระดับขั้นความเสรีและในกรณีที่ไมสามารถใชขอมูลรูปแบบการ
สั่นไหวครบทุกระดับขั้นความเสรี อีกทั้งไดมีการนําวิธีปรับสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์เขามาใชรวมกับวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟ   เพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนสําหรับแตละกรณี        

 
 
4.2  แบบจําลองโครงสรางที่ใชในกรณีศึกษา 
 

แบบจําลองที่ใชในกรณีศึกษาคือแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติ มีสภาพฐานรองรับของโครงสรางเปน
แบบยึดหมุน (hinge support) และมีคาสติฟเนสพารามิเตอรของช้ินสวนโครงขอหมุนดังแสดงรายละเอียดใน    
บทที่ 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1 แบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติที่ใชในกรณีศึกษา 
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แบบจําลองโครงขอหมุนในรูปที่ 4.1 มีขอมูลเบื้องตนดังนี้ 
 จํานวนของชิ้นสวน    =           805   ช้ินสวน  

  จํานวนจุดตอ    =           192   จุด 
  จํานวนระดับขั้นความเสรี   =           504   ระดับขั้น 
  จํานวนกลุมของพารามิเตอร   =            42     กลุม 
  สติฟเนสพารามิเตอร ( EA ) ในแตละกลุม = 40,000,000  กิโลกรัม 
  น้ําหนักตอหนวยความยาว (M ) ในแตละกลุม =            15     กิโลกรัม/เมตร 
 
 

4.3 แนวทางในการประเมินประสิทธิภาพ  
 
การประเมินประสิทธิภาพการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในแตละวิธีที่เลือกใชจะพิจารณาใน

เรื่องของเวลาในการหาคําตอบและขนาดของหนวยเก็บขอมูลที่ใช  โดยใชวิธีการเชิงตัวเลขเพื่อสรางแบบจําลอง
โครงขอหมุน3 มิติ ในรูปที่ 4.2.1  ภายใตการสั่นอิสระแบบไรความหนวงเพื่อจําลองความถี่ธรรมชาติและรูปแบบ
การสั่นไหวในแตละโหมด  กระบวนการในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนที่พิจารณาอยูในขั้นตอนของ
การหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติ เพื่อคํานวณคาปรับขนาด kβ  ในรอบการคํานวณที่ k   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

รูปที่ 4.2  ขั้นตอนวิธีในการประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 

  ขอมูล i

∧

φ และ iλ  

คํานวณ  ( )kJ x , 

คํานวณเวกเตอรทิศทาง  kd  

( )k JJ η≤x หรือ ( )k Jη∇∇ <J x  
หรือ  k dη≤d   

คํานวณคาปรับขนาด kβ  

ปรับปรุงคาพารามิเตอร 

คํานวณ  1( )kJ +x , 

1( )k+∇J x  และ  2
1( )k+∇ J x  

k = 0 

k = k+1 

สิ้นสุด 

YES 

NO 

ใช ไมใช 1( )k JJ η+ ≤x หรือ 1( )k Jη+ ∇∇ <J x  
หรือ  1k dη+ ≤d  หรือ  1/ k xη+∆ ≤x x  

i = 1,2,…, mN  

( )k∇J x  และ  2 ( )k∇ J x  

จากปญหายอยควอดราติก 

ตรวจสอบ 

1k k k kβ+ = +x x d  

ตรวจสอบ 

คํานวณเวกเตอรทิศทาง  1k+d  
จากปญหายอยควอดราติก 
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 จากการศึกษาถึงขั้นตอนการประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงในบทที่ 2 
พบวาขั้นตอนในการหาคาปรับขนาด kβ  โดยวิธีโกลเดนเซคชัน ใชเวลาในการคํานวณมากที่สุด  ซึ่งในขั้นตอน
ของวิธีโกลเดนเซคชันนั้นเกี่ยวของกับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนจํานวนมาก  ดังนั้นอาจกลาวไดวา
เวลาในการคํานวณคาปรับขนาดขึ้นอยูกับเวลาในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน  
 
          ( ) c

i iλ − K x M φ  =   ˆ ˆi iλMφ  ; 1, 2,...,i nlc=   (4.3.1) 
 
 สมการที่ (4.3.1) แสดงถึงระบบสมการเชิงเสนที่เกี่ยวของในขั้นตอนการคํานวณคาปรับขนาดโดยวิธี
โกลเดนเซคชัน  โดยที่ ( )K x คือ  สติฟเนสเมตริกซของโครงสรางที่ประกอบดวยเซตของคาพารามิเตอร x   
M   คือเมตริกซมวลของโครงสรางที่มีตําแหนงตรงกับระดับขั้นความเสรีที่ไมไดวัดขอมูล และ M̂  คือเมตริกซ
มวลของโครงสรางที่มีตําแหนงตรงกับระดับขั้นความเสรีที่วัดขอมูล  iλ  คือความถี่ธรรมชาติของโครงสรางที่
สอดคลองกับรูปแบบการสั่นไหวที่วัดขอมูล ˆ iφ  ในโหมดที่ i   เมื่อ nlc คือจํานวนโหมดที่ทําการวัดขอมูล และ 
c
iφ  คือรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากการคํานวณในโหมดที่ i   

 
 สมการที่ (4.3.1) สามารถเขียนใหมไดในรูปของ 
 
               ( ) c

i iB x φ  =    if   ; 1, 2,...,i nlc=   (4.3.2) 
 
เมื่อ ( ) ( )i iλ = − B x K x M  และ  ˆ ˆi i iλ=f Mφ   โดยที่สามารถคํานวณหารูปแบบการสั่นไหว

เทียบเทาในโหมดที่ i  ( c
iφ ) ไดจากการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนที่ (4.3.2) เมื่อ ( )iB x ไมเปนเมตริกซ

เอกฐาน  (non-singular matrix)  
 
ในกรณีที่แตละโหมดสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดทุกระดับขั้นความเสรี  เมตริกซมวลของ

โครงสรางที่มีตําแหนงตรงกับระดับขั้นความเสรีที่ไมไดวัดขอมูลจะมีคา  =M 0   สงผลให ( )iB x มีคุณสมบัติ
เปนบวกแนนอนเนื่องจากสติฟเนสเมตริกซของโครงสราง ( )K x มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน  ในทางตรงกัน
ขามสําหรับกรณีที่แตละโหมดไมสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดทุกระดับขั้นความเสรี  เมตริกซมวลของ
โครงสราง M  จะมีคาในตําแหนงที่ไมไดวัดขอมูล สงผลให ( )iB x สามารถสูญเสียคุณสมบัติเปนบวกแนนอน  
โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อจํานวนของระดับขั้นความเสรีที่ไมไดวัดขอมูลเพิ่มมากขึ้น หรือเมื่อทําการวัดขอมูลใน
โหมดที่มีคาของความถี่ธรรมชาติมากขึ้น 

 
จะเห็นไดวาจํานวนระดับขั้นความเสรีของรูปแบบการสั่นไหวที่ทําการวัดขอมูลสงผลตอคุณสมบัติ

ความเปนบวกแนนอนของ ( )iB x ซึ่งจะสงผลถึงวิธีที่เลือกใชในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟดังที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 3  ดังนั้นในกรณีศึกษาตอไปนี้จะเปนการประเมินประสิทธิภาพ
การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการหาคาปรับขนาด ตามสมการที่ (4.3.2) โดยจะพิจารณา
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ในกรณีที่สามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี และกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง
บางระดับขั้นความเสรี  เพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพดานเวลาในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนระหวาง
วิธีแยกแบบแอลยู และวิธีไครโลฟสับเปซในแตละวิธี พรอมทั้งสรุปวิธีการที่เหมาะสมในแตละกรณีศึกษา 

 
 

4.4 การทดลองดวยวิธีเชิงตัวเลข  
 
การทดลองดวยวิธีเชิงตัวเลขในกรณีศึกษานี้  จะทําการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรของโครง      

ขอหมุน 3 มิติ  ที่มีรูปรางและคุณสมบัติดังที่ไดกลาวมาแลวในหัวขอที่ 4.2  การสรางแบบจําลองเริ่มจากการ
กําหนดคาสติฟเนสพารามิเตอร และน้ําหนักตอหนวยความยาวใหกับแตละกลุมของชิ้นสวนโครงสราง  จากนั้น
ใชวิธีทางคณิตศาสตรในการวิเคราะหหาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวในทุกโหมดของโครงสราง  
ขั้นตอนตอมาจึงทําการกําหนดระดับขั้นความเสรีที่ทําการวัดขอมูลแบบสุม โดยใหกระจายครอบคลุมระดับขั้น
ความเสรีทั้งหมดของโครงสราง  ซึ่งสามารถแบงกรณีศึกษาออกไดเปน 4  กรณี ไดแก กรณีที่วัดรูปแบบการสั่น
ไหวครบทุกระดับขั้นความเสรี  และกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 90%  50%  และ 10% ของระดับขั้น
ความเสรีทั้งหมดตามลําดับ  ในขณะที่ขอมูลของความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวสามารถวัดไดครบทุก
โหมดและสมมุติใหไมมีความคลาดเคลื่อนของขอมูลจากการวัด 

 
ในกรณีศึกษาดังกลาวนี้สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟไดมีการกําหนดเวกเตอรคําตอบเริ่มตนเปน

เวกเตอรศูนย (null vector) กลาวคือ 0 =x 0  และไดกําหนดเกณฑในการลูเขาของคําตอบของแตละวิธีในตาราง
ที่ 4.1 

 
 

ตารางที่ 4.1 เกณฑในการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 

วิธีปริภูมิยอยไครโลฟ นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธ ( 2

2

i

o

r
r

) 

1. เกรเดียนตสังยุค (CG) 81 10−×  
2. แอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 81 10−×  
3. เวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 81 10−×  
4. เวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 81 10−×  

 
 
สําหรับการเปรียบเทียบประสิทธิภาพระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ จะพิจารณา

ทั้งประสิทธิภาพทางดานเวลาในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน และจํานวนหนวยเก็บขอมูลโดยนํา
วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์แตละวิธีเขามาใชในการทดลองดวย  สําหรับผลการศึกษา     
ในแตละกรณีศึกษาจะแสดงในขั้นตอนตอไป 
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4.4.1  กรณีท่ีวัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรีในแตละโหมด 
 

ในกรณีนี้ ( )iB x จากสมการที่ (4.3.2) จะมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนในทุกโหมดของการวัดขอมูล  
รูปที่ 4.3 แสดงถึงจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG และวิธี SYMMLQ สวนรูปที่ 4.4  แสดง
ถึงจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี MINRES และ SQMR ผลการทดลองจากวิธีปริภูมิยอยไคร
โลฟทั้ง 4 วิธี  แสดงใหเห็นวาเมื่อพิจารณาในโหมดที่สูงขึ้นจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดยังคงมีคา
ใกลเคียงกัน  ถึงแมวาจะมีการกวัดแกวงของจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดอยูบาง สําหรับกรณีที่ไม
ปรับสภาวะเริ่มตนใหกับเมตริกซสัมประสิทธิ์และการใชเมตริกซปรับสภาวะเริ่มตนจาโคบี  พบวาจํานวนรอบ
การคํานวณมีคากวัดแกวงอยูระหวาง 72-95 รอบ และ 60-80 รอบ ตามลําดับ  นอกจากนี้เนื่องจากเมตริกซ
สัมประสิทธิ์มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนในทุกโหมด  จึงสามารถใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวน  
โชเลสกีไมสมบูรณโดยมีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.005  0.015 และ 0.050 ซึ่งพบวาจํานวนรอบการคํานวณซ้ํา
ในแตละโหมดมีคาเกือบจะคงที่โดยมีคาประมาณ  20  29  และ 38 รอบ ตามลําดับ  สําหรับวิธีแยกสวนโชเลสกี
แบบไมเติมเต็มสมบูรณพบวามีจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดที่ใกลเคียงกันมากกับวิธีแยกสวนโชเล
สกีไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์การเติมเต็มเทากับ 0.050 

 
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสามารถแสดงไดจากความสัมพันธระหวาง

ขนาดของอัตราสวนเวกเตอรคงคางสัมพัทธที่ลดลงเมื่อเพิ่มจํานวนรอบการคํานวณซ้ําดังแสดงในรูปที่ 4.5 และ 
4.6  เมื่อพิจารณารูปที่ 4.5 (ก) และ (ข) ซึ่งแสดงถึงพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบระหวางวิธี CG และ SYMMLQ  
ในโหมดที่ 1 พบวามีลักษณะไมแตกตางกัน กลาวคืออัตราสวนเวกเตอรคงคางสัมพัทธมีคาเพิ่มขึ้นในชวงรอบการ
คํานวณแรกและมีคาลดลงเมื่อรอบการคํานวณซ้ํามากขึ้น แตอาจมีคาเพิ่มขึ้นอีกในบางชวงและมีคาลดลงสลับกัน
จนมีคาเทากับ 810−  จึงเกิดการลูเขาของคําตอบ  จากพฤติกรรมดังกลาวพบวามีความแตกตางจากวิธี MINRES 
และ SQMR กลาวคือเมื่อพิจารณาจากรูปที่ 4.6 (ก) และ (ข) พบวาอัตราสวนเวกเตอรคงคางสัมพัทธมีคาลดลง
อยางตอเนื่อง ถึงแมวาในบางชวงจะมีการลดลงที่คอนขางชาเมื่อเทียบกับจํานวนรอบการคํานวณซ้ําที่เพิ่มขึ้น แต
อัตราสวนเวกเตอรคงคางสัมพัทธก็ไมมีคาเพิ่มขึ้นอยางในกรณีของวิธี CG และ SYMMLQ ซึ่งแสดงใหเห็นวา
พฤติกรรมลูเขาของคําตอบของวิธี MINRES และ SQMR มีลักษณะราบเรียบกวาวิธี CG และ SYMMLQ  ทั้งนี้
สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟทุกวิธีพบวา การปรับปรุงสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์โดยวิธีแยกสวน
โชเลสกีไมสมบูรณโดยมีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.005 ใหอัตราการลูเขาของคําตอบมากที่สุด รองลงมาคือ วิธี
แยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณโดยมีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.015  สําหรับวิธีแยกสวนโชเลสกีแบบไมเติมเต็ม
สมบูรณแบบมีอัตราการลูเขาของคําตอบที่ใกลเคียงกับการใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มที่มีคาเทากับ 0.050  วิธีปรับ
สภาวะเริ่มตนจาโคบีใหอัตราการลู เขาของคําตอบที่รองลงมา และการไมปรับสภาวะเริ่มตนแกเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ใหอัตราการลูเขาของคําตอบที่นอยที่สุด   

 
ตารางที่ 4.2 แสดงถึงตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ในแตละวิธีที่ไดทําการศึกษา ซึ่งพบวา

มีความสอดคลองกับผลการทดลองจากรูปที่ 4.5 และ 4.6 กลาวคือการปรับสภาวะเริ่มตนใหแกเมตริกซ
สัมประสิทธิ์สงผลใหมีสภาวะที่ดีขึ้น ดังจะเห็นไดจากตัวเลขบอกสภาวะที่มีคานอยลง 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ข) วิธีสมมาตรแอลคิว  (SYMMLQ) 

 
รูปที่ 4.3  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้น
ความเสรี 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร  (SQMR) 
 

รูปที่ 4.4  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้น
ความเสรี 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 

รูปที่ 4.5  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่
วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 

 
รูปที่ 4.6  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธิ์กับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณีที่
วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี 
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ตารางที่ 4.2 ตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธีในทุกโหมด กรณีที่วัด
รูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขัน้ความเสรีของโครงสราง 

 
วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ ตัวเลขบอกสภาวะ ( κ ) 
1. ไมใชการปรับสภาวะ 1,758.18 
2. การปรับสภาวะแบบจาโคบี 1,482.16 
3. การปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ ( δ = 0.005 ) 53.73 
4. การปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ ( δ = 0.015 ) 107.09 
5. การปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ ( δ = 0.050 ) 257.78 
6. การปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมเติมเต็มสมบูรณ  206.44 

 
 
สําหรับเวลาที่ใชในการคํานวณรวมทุกโหมด และจํานวนหนวยเก็บขอมูลเปนดังแสดงในรูปที่ 4.7 และ 

4.8 ตามลําดับ  จากรูปที่ 4.7 พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟทุกวิธีซึ่งมีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบตางๆใชเวลาใน
การคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยูในทุกกรณี  โดยเฉพาะอยางยิ่งการใชเมตริกซปรับสภาวะเริ่มตนแบบ    
แยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.015 ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด ถึงแมวาจะมี
อัตราการลูเขาของคําตอบที่นอยกวากรณีที่สัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.005   สําหรับในกรณีศึกษานี้วิธีการที่ใช
เวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดนอยที่สุดคือ วิธี CG ที่ใชเมตริกซการปรับปรุงสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวน  
โชเลสกีไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.015  ในทํานองเดียวกันเมื่อพิจารณาถึงหนวยเก็บขอมูลที่ใช
ในรูปที่ 4.8 พบวาวิธีแยกแบบแอลยูใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลมากกวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในทุกกรณี   

 
 

4.4.2  กรณีท่ีวัดรูปแบบการสั่นไหวได 90% ของระดับขั้นความเสรีท้ังหมดในแตละโหมด 
 
ในกรณีนี้กําหนดใหวัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 454 ระดับขั้นความเสรีจากรูปแบบการสั่นไหว

ทั้งหมด 504 ระดับขั้นความเสรีโดยรูปแบบการสั่นไหวที่วัดไดกระจายไปทั่วทั้งโครงสราง ซึ่งในกรณีนี้ ( )iB x
จากสมการที่ (4.3.2) ยังคงมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนเฉพาะในชวง     3 โหมดแรกของการวัดขอมูล  ซึ่งทําให
เกิดขอจํากัดในการเลือกใชวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนของวิธี CG SYMMLQ และ MINRES ที่ตองการเมตริกซ
ปรับสภาวะเริ่มตนที่มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน จึงไมสามารถใชเมตริกซปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ
รวมทั้งวิธีแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณกับวิธีเหลานี้ได   ดังนั้นวิธีปรับสภาวะเริ่มตนที่สามารถใชไดกับวิธี CG 
SYMMLQ และ MINRES มีเพียงวิธีปรับสภาวะจาโคบีเทานั้น  เนื่องจากวิธีการปรับสภาวะจาโคบีสามารถสราง
เมตริกซปรับสภาวะที่มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนไดจากเมตริกซสัมประสิทธิ์เริ่มตนที่ไมมีคุณสมบัติเปนบวก
แนนอน โดยการใชคาสัมบูรณของสมาชิกเมตริกซในแนวทแยงดังที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 3  สําหรับวิธี SQMR 
ถึงแมวาไมสามารถใชวิธีปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ   แตยังสามารถใชวิธีปรับสภาวะแบบแยก
สวนไมสมบูรณได เนื่องจากวิธี SQMR เมตริกซปรับสภาวะเริ่มตนที่นํามาใชงานไมจําเปนจะตองมีคุณสมบัติเปน
บวกแนนอน 
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รูปที่ 4.7  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณครบทุกโหมดระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอย 
ไครโลฟในแตละวิธ ีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสร ี

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.8  การเปรียบเทียบจํานวนหนวยเก็บขอมูลระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละ
วิธีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี 
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เมื่อพิจารณาจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG  SYMMLQ  MINRES และ SQMR  
ดังแสดงในรูปที่ 4.9 (ก)-(ข) และ 4.10 (ก)-(ข) ตามลําดับ  พบวาจํานวนรอบในการคํานวณซ้ําของวิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟทั้ง 4 วิธี มีแนวโนมเดียวกัน กลาวคือ มีคาเพิ่มขึ้นในชวงโหมดแรกและเพิ่มขึ้นถึงจุดสูงสุดในชวงโหมด
กลาง จากนั้นเริ่มจะมีคาลดลงและมีคานอยที่สุดในโหมดสุดทาย  ตารางที่ 4.3 แสดงตัวเลขบอกสภาวะของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธีที่เลือกใชในโหมดตางๆ 

 
ตารางที่ 4.3 ตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธีในทุกโหมด กรณีที่วัดรูปแบบ   
การสั่นไหวได 90% ของทุกระดับขั้นความเสร ี

 
ตัวเลขบอกสภาวะ ( κ ) วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ 

โหมดที่ 1 โหมดที่  239 โหมดที่ 504 
1. ไมใชการปรับสภาวะ 1,946.08 10,681.94 325.56 
2. การปรับสภาวะแบบจาโคบี 1,641.44 588,860.39 93.52 
3. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.015 ) 70.65 5,916.27 9.18 
4. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.035 ) 111.97 4,879.72 13.89 
5. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.050 ) 167.08 10,769.97 16.14 
6. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมเติมเต็มสมบูรณ  232.46 65,277.31 22.69 

 
 
จากตารางที่ 4.3 พบวาวิธีปรับสภาวะเริ่มตนที่เลือกใชในโหมดที่ 1 และโหมดที่ 504  มีแนวโนม

เชนเดียวกับในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี  นั่นคือการปรับสภาวะเริ่มตนของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์สงผลใหเมตริกซสัมประสิทธิ์มีสภาวะที่ดีขึ้นซึ่งพิจารณาไดจากตัวเลขบอกสภาวะที่มีคา
ลดลง  แตสําหรับในโหมดที่ 239 กลับมีแนวโนมที่กลับกัน  กลาวคือการปรับสภาวะเริ่มตนโดยวิธีจาโคบี ใหคา
ของตัวเลขบอกสภาวะที่มากขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 4.9 และ รูปที่ 4.10 ซึ่งพบวาวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนจาโคบี
สงผลใหจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในโหมดที่ 239 มีคามากที่สุด  และตั้งแตโหมดที่ 320 ถึงโหมดที่ 504 วิธีปรับ
สภาวะจาโคบีสงผลใหจํานวนรอบการคํานวณซ้ํานอยกวา การไมใชวิธีปรับสภาวะอยางชัดเจน  เมื่อพิจารณารูปที่ 
4.10 (ข) พบวาเมื่อใชวิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณจะสงผลใหจํานวนรอบการ
คํานวณซ้ําในแตละโหมดนอยกวา วิธี SQMR ที่ไมมีการปรับสภาวะ และ วิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะ      
จาโคบี  ยกเวนการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมเติมเต็มสมบูรณที่จะมีจํานวนรอบการคํานวณซ้ําสูงมากในชวง
โหมดที่ 120 ถึงโหมดที่ 200 

 
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธีเปนดังแสดงในรูปที่ 4.11 – 4.14     

รูปที่ 4.11 - 4.12 แสดงพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบในโหมดที่ 1 และรูปที่ 4.13 – 4.14 แสดงพฤติกรรมการลู
เขาของคําตอบในโหมดที่ 239   เมื่อพิจารณาพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบระหวางวิธี CG และ SYMMLQ 
เปรียบเทียบกับวิธี MINRES และ SQMR ในโหมดที่ 1 และโหมดที่ 239 พบวาวิธี MINRES และ SQMR ให
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวาวิธี CG และ SYMMLQ โดยเฉพาะอยางยิ่งในโหมดที่ 239 วิธี CG 
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และ SYMMLQ มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่กวัดแกวงอยางชัดเจน ในขณะที่วิธี MINRES และ SQMR มี
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวา  ถึงแมวาสุดทายแลวจํานวนรอบการคํานวณซ้ําเมื่อเกิดการลูเขาของ
คําตอบจะมีคาใกลเคียงกันก็ตาม  และในโหมดที่ 239 การปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีกลับใหอัตราการลูเขา
ของคําตอบที่ตํ่ากวาการไมใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตน แตวิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยก
สวนไมสมบูรณกลับใหอัตราการลูเขาของคําตอบที่นาพอใจ โดยอัตราการลูเขาของคําตอบจะสูงที่สุดเมื่อใชคา
สัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.035 0.015 และ 0.050 ตามลําดับ สําหรับการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมเติมเต็ม
สมบูรณใหอัตราการลูเขาของคําตอบที่ตํ่ากวา  

 
เมื่อพิจารณารูปที่ 4.15 ซึ่งแสดงถึงเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดพบวา วิธีปริภูมิยอยไครโลฟทุกวิธี 

ที่มีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบตางๆยังคงใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู  โดยวิธีปริภูมิยอยไคร
โลฟที่ใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนจะใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีปริภูมิยอยที่ไมมีการปรับสภาวะเริ่มตน  
ยกเวนวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมเติมเต็มสมบูรณรวมกับวิธี SQMR ที่ใชเวลาในการคํานวณมาก
ที่สุดในวิธีปริภูมิยอยไครโลฟทั้งหมด  สําหรับวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดนอยที่สุดคือวิธี SQMR ซึ่ง
ใชการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.035  สําหรับหนวยเก็บขอมูล
ที่ใชในแตละวิธีเปนดังแสดงในรูปที่ 4.16 ซึ่งพบวาวิธีแยกแบบแอลยูยังคงใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลมากกวาวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟทุกวิธี 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.9  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับ
ขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.10  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%              
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.11  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่
วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.12  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร  (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.13  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 239 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร  (SQMR) 

 
รูปที่ 4.14  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 239 ของวิธี MINRES และ SQMR ใน
กรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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รูปที่ 4.15  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณครบทุกโหมดระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอย 
ไครโลฟในแตละวิธ ีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 4.16  การเปรียบเทียบจํานวนหนวยเก็บระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธี         
ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 90%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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4.4.3  กรณีท่ีวัดรูปแบบการสั่นไหวได 50% ของระดับขั้นความเสรีท้ังหมดในแตละโหมด 
 

ในกรณีนี้กําหนดใหสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 252 ระดับขั้นความเสรีจากรูปแบบการสั่น
ไหวทั้งหมด 504 ระดับขั้นความเสรีโดยรูปแบบการสั่นไหวที่วัดไดกระจายไปทั่วทั้งโครงสราง  ในกรณีนี้ 

( )iB x จากสมการที่ (4.3.2) จะมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนเฉพาะในโหมดแรกของการวัดขอมูลเทานั้น ซึ่งทํา
ใหเกิดขอจํากัดในการเลือกใชวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนของเมตริกซสําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในแตละวิธี 
เชนเดียวกับในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด     
 

เมื่อพิจารณาจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG  SYMMLQ  MINRES และ SQMR  
ดังแสดงในรูปที่ 4.17 (ก)-(ข) และ 4.18 (ก)-(ข) ตามลําดับ  พบวาจํานวนรอบการคํานวณซ้ําของวิธีปริภูมิยอย  
ไครโลฟทั้ง 4 วิธี มีแนวโนมเดียวกัน กลาวคือมีคาเพิ่มขึ้นในชวงโหมดแรกและเพิ่มขึ้นถึงจุดสูงสุดในชวงโหมด
กลาง จากนั้นเริ่มจะมีคาลดลงและมีคานอยที่สุดในโหมดสุดทาย  ซึ่งแนวโนมดังกลาวมีความคลายคลึงกับใน
กรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมดแตจะมีความแตกตางกันตรงที่จํานวนรอบ
การคํานวณซ้ําในแตละโหมดในรูปที่ 4.17 และ 4.18 มีคามากกวาในรูปที่  4.11 และ 4.12   

 
ตารางที่ 4.4 ตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธีในทุกโหมด กรณีที่วัดรูปแบบ   
การสั่นไหวได 50% ของทุกระดับขั้นความเสร ี

 
ตัวเลขบอกสภาวะ ( κ ) วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ 

โหมดที่ 1 โหมที่  294 โหมดที่ 504 
1. ไมใชการปรับสภาวะ 4,712.49 436.47 67.66 
2. การปรับสภาวะแบบจาโคบี 3,975.70 47,477.40 16.41 
3. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0005 ) 33.90 2.19 1.03 
4. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0050 ) 127.52 32.61 1.21 
5. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0150 ) 173.82 31,253.63 1.46 

 
ตารางที่ 4.4 แสดงตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธี

ที่เลือกใชในโหมดตางๆที่นํามาพิจารณา  ซึ่งจากตัวเลขบอกสภาวะในตารางที่ 4.4 สําหรับวิธีปรับสภาวะเริ่มตนที่
เลือกใชในโหมดที่ 1 และโหมดที่ 504  แสดงใหเห็นวาการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์  สงผลให
เมตริกซสัมประสิทธิ์มีสภาวะที่ดีขึ้นซึ่งพิจารณาไดจากตัวเลขบอกสภาวะที่มีคานอยลง  ในทางตรงกันขามสําหรับ
ในโหมดที่ 294 เฉพาะการปรับสภาวะเริ่มตนโดยวิธีจาโคบีเทานั้นที่ใหคาของตัวเลขบอกสภาวะมากขึ้น ดังแสดง
ในรูปที่ 4.17 และ 4.18 ซึ่งพบวาวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนจาโคบีสงผลใหจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในโหมดที่ 
294 มีคามากที่สุด  และตั้งแตโหมดที่ 350 ถึงโหมดที่ 504 วิธีปรับสภาวะจาโคบี  สงผลใหจํานวนรอบการคํานวณ
ซ้ํานอยกวาการไมใชวิธีปรับสภาวะ  และเมื่อพิจารณารูปที่ 4.18 (ข) พบวาวิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะแบบ
แยกสวนไมสมบูรณสงผลใหจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดนอยกวา วิธี SQMR ที่ไมมีการปรับสภาวะ 
และ วิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะจาโคบี 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.17  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%              
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.18  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%              
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธีเปนดังแสดงในรูปที่ 4.19 – 4.22 โดย
รูปที่ 4.19 - 4.20 แสดงพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบในโหมดที่ 1 และรูปที่ 4.21 – 4.22 แสดงพฤติกรรมการลู
เขาของคําตอบในโหมดที่ 294   เมื่อพิจารณาพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบระหวางวิธี CG และ SYMMLQ 
เปรียบเทียบกับวิธี MINRES และ SQMR ในโหมดที่ 1 และโหมดที่ 294 พบวาวิธี MINRES และ SQMR มี
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวาวิธี CG และ SYMMLQ โดยเมื่อพิจารณาในโหมดที่ 294 พบวาวิธี 
CG และ SYMMLQ มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่กวัดแกวงอยางชัดเจนโดยเฉพาะอยางยิ่งในชวงกอนที่จะลู
เขาหาคําตอบ  ในขณะที่วิธี MINRES และ SQMR มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวาถึงแมวา
สุดทายแลวจํานวนรอบการคํานวณซ้ําเมื่อเกิดการลูเขาของคําตอบจะมีคาใกลเคียงกันก็ตาม   

 
จากรูปที่ 4.31 และ 4.32  พบวาการปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีสงผลใหอัตราการลูเขาของคําตอบต่ํา

กวาการไมใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตน สําหรับวิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณให
อัตราการลูเขาของคําตอบที่สูงกวาโดยอัตราการลูเขาของคําตอบจะสูงขึ้นเมื่อใชคาสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 
0.0005 0.0050 และ 0.0150 ตามลําดับ 

 
เมื่อพิจารณารูปที่ 4.23 ซึ่งแสดงถึงเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดพบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟโดย

สวนใหญจะใชเวลาในการคํานวณมากกวาวิธีแยกแบบแอลยู และการใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีใชเวลา
ในการคํานวณมากกวาการไมใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตน  มีเพียงวิธี SQMR ที่ใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวน
ไมสมบูรณเทานั้นที่ใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู  โดยที่การแยกสวนไมสมบูรณที่ใช
สัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0050 ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด  สําหรับในสวนของหนวยเก็บขอมูลเมื่อ
พิจารณาจากรูปที่ 4.24 พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟยังคงใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู   

 
ถึงแมวาเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟโดยสวนใหญจะมากกวาวิธีแยก

แบบแอลยู  แตเมื่อพิจารณา รูปที่ 4.25 และ 4.26 ซึ่งแสดงถึงเวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟเปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบ
แอลยูในชวงโหมดแรกๆและชวงโหมดทายๆ รูปที่ 4.27 แสดงเวลาที่ใชในการคํานวณในชวง 130 โหมดแรกซึ่ง
พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสวนใหญจะใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู ยกเวนวิธี SQMR โดย
ใชการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่ใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0005 และ 0.0150 ที่ยังคงใช
เวลามากกวาวิธีแยกแบบแอลยู  โดยที่วิธี CG ที่ใชการปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอย
ที่สุด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.19  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่
วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
 
รูปที่ 4.20  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.21  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 294 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.22  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 294 ของวิธี MINRES และ SQMR ใน
กรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 



 73

tim
e 

(s
ec

)

0

20

40

60

80
LU 
Original 
Jacobi 
IC (δ = 0.0005) 
IC (δ = 0.0050) 
IC (δ = 0.0150) 

47
.5

14
59

.0
78

50
.0

76
57

.8
65

49
.8

58
59

.4
22

53
.2

21
70

.3
77

31
.8

29

32
.4

98
29

.5
74

LU CG SYMMLQ MINRES SQMR

35
.1

39

st
or

ag
e 

(b
yt

es
)

0.00

5.00e+4

1.00e+5

1.50e+5

2.00e+5

2.50e+5

3.00e+5

3.50e+5
LU 
Original 
Jacobi 
IC (δ = 0.0005) 
IC (δ = 0.0050) 
IC (δ = 0.0150) 

31
2,

53
6

37
,3

28
41

,3
60

LU CG SYMMLQ MINRES SQMR

41
,3

60
49

,4
24

45
,3

92
53

,4
56

41
,3

60
45

,3
92

25
6,

44
0

13
1,

96
8

94
,9

28

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.23  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณครบทุกโหมดระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอย 
ไครโลฟในแตละวิธ ีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.24  การเปรียบเทียบจํานวนหนวยเก็บระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธี         
ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
รูปที่ 4.25  เวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธ ีCG และ SYMMLQ ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้น
ความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.26  เวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธ ีMINRES และ SQMR ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้น
ความเสรีทั้งหมด 
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รูปที่ 4.27  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณในชวง 130 โหมดแรก ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟในแตละวิธ ีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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4.4.4  กรณีท่ีวัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรีท้ังหมดในแตละโหมด 
 

ในกรณีนี้วัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 50 ระดับขั้นความเสรีจากรูปแบบการสั่นไหวทั้งหมด 504 
ระดับขั้นความเสรี โดยรูปแบบการสั่นไหวที่วัดไดกระจายไปทั่วทั้งโครงสราง  ซึ่ง ( )iB x จากสมการที่ (4.3.2) 
จะมีคุณสมบัติเปนบวกแนนอนเฉพาะในโหมดแรกของการวัดขอมูลเทานั้น จึงทําใหเกิดขอจํากัดในการเลือกใช
วิธีการปรับสภาวะเบื้องตนของเมตริกซสําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในแตละวิธี เชนเดียวกับในกรณีที่วัด
รูปแบบการสั่นไหวได 10% และ 50% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด     
 

เมื่อพิจารณาจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG  SYMMLQ  MINRES และ SQMR  
ดังแสดงในรูปที่ 4.28 (ก)-(ข) และ 4.29 (ก)-(ข) ตามลําดับ  จํานวนรอบในการคํานวณซ้ําของวิธีปริภูมิยอย      
ไครโลฟทั้ง 4 วิธี มีแนวโนมเดียวกับในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% และ 50% ของระดับขั้นความเสรี
ทั้งหมด  กลาวคือมีคาเพิ่มขึ้นในชวงโหมดแรกและเพิ่มขึ้นถึงจุดสูงสุดในชวงโหมดกลาง จากนั้นเริ่มจะมีคาลดลง
และมีคานอยที่สุดในโหมดสุดทาย  แตในกรณีนี้จะมีจํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดมากที่สุด 

 
ตารางที่ 4.5 ตัวเลขบอกสภาวะของเมตริกซสัมประสิทธิ์ภายหลังการปรับสภาวะสําหรับแตละวิธีในทุกโหมด กรณีที่วัดรูปแบบ   
การสั่นไหวได 50% ของทุกระดับขั้นความเสร ี

 
ตัวเลขบอกสภาวะ ( κ ) วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนของเมตริกซสัมประสิทธิ์ 

โหมดที่ 1 โหมที่  294 โหมดที่ 504 
1. ไมใชการปรับสภาวะ 24,940.51 13,311.97 130.11 
2. การปรับสภาวะแบบจาโคบี 21,051.75 1,197,030.98 70.77 
3. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0005 ) 121.34 36.62 1.08 
4. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0025 ) 1,328.42 3,332.99 1.32 
5. การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ ( δ = 0.0150 ) 925.14 229,589.72 2.09 

 
ตารางที่ 4.5 ไดแสดงถึงตัวเลขบอกสภาวะของการปรับสภาวะแตละวิธีที่เลือกใชในโหมดตางๆที่นํามา

พิจารณา  ซึ่งจากตัวเลขบอกสภาวะในตารางที่ 4.5 สําหรับวิธีปรับสภาวะเริ่มตนที่เลือกใชในโหมดที่ 1 และโหมด
ที่ 504  สามารถอธิบายไดถึงการปรับสภาวะเริ่มตนใหแกเมตริกซสัมประสิทธิ์สงผลใหเมตริกซสัมประสิทธิ์มี
สภาวะที่ดีขึ้นซึ่งพิจารณาไดจากตัวเลขบอกสภาวะที่มีคานอยลง  ในทางตรงกันขามสําหรับในโหมดที่ 294 เฉพาะ
การปรับสภาวะเริ่มตนโดยวิธีจาโคบีเทานั้นที่ใหคาของตัวเลขบอกสภาวะที่มากขึ้น ซึ่งสามารถแสดงใหในรูปที่ 
4.28 และ 4.29 วิธีการปรับสภาวะเริ่มตนจาโคบีสงผลใหจํานวนรอบการคํานวณในโหมดที่ 294 มีคามากที่สุด  
และต้ังแตโหมดที่ 360 ถึงโหมดที่ 504 วิธีปรับสภาวะจาโคบีใหจํานวนรอบการคํานวณนอยกวาการไมใชวิธีปรับ
สภาวะ  และเมื่อพิจารณารูปที่ 4.29 (ข) วิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณจะไดจํานวน
รอบการคํานวณในแตละโหมดนอยกวา วิธี SQMR ที่ไมมีการปรับสภาวะ และ วิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะ
จาโคบี 
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พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธีแสดงไดในรูปที่ 4.30 – 4.33 โดยใน
รูปที่ 4.30 - 4.31 เปนพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบในโหมดที่ 1 และรูปที่ 4.32 – 4.33 จะเปนพฤติกรรมการลูเขา
ของคําตอบในโหมดที่ 294   เมื่อพิจารณาพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบระหวางวิธี CG และ SYMMLQ 
เปรียบเทียบกับวิธี MINRES และ SQMR ในโหมดที่ 1 และโหมดที่ 294 พบวาวิธี MINRES และ SQMR ให
พฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวาวิธี CG และ SYMMLQ เมื่อพิจารณาในโหมดที่ 294 วิธี CG และ 
SYMMLQ มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่กวัดแกวงอยางมากตลอดชวงและอัตราการลูเขาจะมีคามากในชวง
ทาย  ในขณะที่วิธี MINRES และ SQMR มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่ราบเรียบกวาถึงแมวาสุดทายแลว
จํานวนรอบการคํานวณเมื่อเกิดการลูเขาของคําตอบจะมีคาใกลเคียงกันก็ตาม   

 
จากรูปที่ 4.32 และ 4.33 การปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีใหอัตราการลูเขาของคําตอบที่นอยกวาการ

ไมใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตน สําหรับวิธี SQMR ที่ใชวิธีการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณใหอัตรา
การลูเขาของคําตอบที่ดีกวาโดยอัตราการลูเขาของคําตอบจะมากที่สุดเมื่อมีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0005 
0.0025 และ 0.0150 ตามลําดับ 

 
เมื่อพิจารณารูปที่ 4.34 ซึ่งแสดงถึงเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดพบวาในกรณีนี้ วิธีปริภูมิยอย     

ไครโลฟทุกวิธีใชเวลาในการหาคําตอบมากกวาวิธีแยกแบบแอลยู ยกเวนวิธี SQMR ที่ใชการปรับสภาวะเริ่ม
ตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0005 และ 0.0025 ที่ใชเวลานอยกวาวิธีแยกแบบ 
แอลยู โดยที่การแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0025 ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด
นอกจากนี้การใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีใชเวลาในการคํานวณมากกวาการไมใชวิธีปรับสภาวะเริ่มตน    
สําหรับในสวนของหนวยเก็บขอมูลเมื่อพิจารณาจากรูปที่ 4.35 พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟยังคงใชจํานวนหนวย
เก็บขอมูลนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู   

 
ถึงแมวาเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟโดยสวนใหญจะใชเวลามากกวาวิธี

แยกแบบแอลยู  แตเมื่อพิจารณา รูปที่ 4.36 และ 4.37 ซึ่งแสดงถึงเวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธีปริภูมิ
ยอยไครโลฟเปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยก
แบบแอลยูในชวงโหมดแรกๆและชวงโหมดทายๆของการวัดขอมูล  ดังนั้นจากรูปที่ 4.27 ซึ่งแสดงถึงเวลาที่ใชใน
การคํานวณชวง 70 โหมดแรกพบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสวนใหญจะใชเวลาในการคํานวณนอยกวาวิธีแยกแบบ
แอลยู ยกเวนวิธี SQMR โดยใชการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 
0.0150 ที่ยังคงใชเวลามากกวาวิธีแยกแบบแอลยู  โดยที่วิธี CG ที่ใชการปรับสภาวะเริ่มตนแบบจาโคบีใชเวลาใน
การคํานวณนอยที่สุด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
 
รูปที่ 4.28  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%              
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) เวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
 
รูปที่ 4.29  จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%              
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.30  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณีที่
วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.31  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 1 ของวิธี MINRES และ SQMR ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.32  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 294 ของวิธี CG และ SYMMLQ ในกรณี
ที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.33  นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธกับจํานวนรอบการคํานวณที่เพิ่มขึ้นในโหมดที่ 294 ของวิธี MINRES และ SQMR ใน
กรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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รูปที่ 4.34  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณครบทุกโหมดระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอย 
ไครโลฟในแตละวิธ ีในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.35  การเปรียบเทียบจํานวนหนวยเก็บระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธี         
ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเกรเดียนตสงัยุค (CG) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 
 
รูปที่ 4.36  เวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธ ีCG  และ SYMMLQ โดยเปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู ในกรณีที่วัด
รูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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(ก) วิธีเวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(ข) วิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 
 
รูปที่ 4.37  เวลาที่ใชในการคํานวณแตละโหมดของวิธ ีMINRES  และ SQMR โดยเปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู ในกรณีที่วัด
รูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 
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รูปที่ 4.38  การเปรียบเทียบเวลาที่ใชในการคํานวณในชวง 70 โหมดแรก ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูและวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟในแตละวิธีในกรณทีี่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 10%  ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด 

 
 
 
 
4.5 บทสรุป 
 

จากการทดลองเชิงตัวเลขเพื่อศึกษาและเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบสมการเชิง
เสนโดยใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ กับวิธีแยกแบบแอลยู พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟจะมีประสิทธิภาพดานเวลาใน
การคํานวณลดลงเมื่อจํานวนระดับขั้นความเสรีของรูปแบบการสั่นไหวที่สามารถวัดไดมีคานอยลง  ดังจะเห็นได
จากกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี เวลาที่ใชในการคํานวณหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนครบทุกโหมดมีคานอยที่สุด  ในขณะที่เมื่อลดจํานวนระดับขั้นความเสรีของรูปแบบการสั่นไหวที่
วัดไดลงเหลือ 90% 50% และ 10% ตามลําดับ เวลาในการคํานวณในแตละกรณีดังกลาวมีคาเพิ่มขึ้น  ดังแสดงใน
รูปที่ 4.7  4.15  4.23 และ 4.34 ตามลําดับ  ในขณะเดียวกันเมื่อพิจารณาประสิทธิภาพทางดานหนวยเก็บขอมูล   
ถึงแมวาวิธีไครโลฟสับสเปซจะใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยูในทุกกรณีศึกษา แตในกรณี
ที่ตองการใหเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดมีคานอยที่สุดโดยที่จํานวนระดับขั้นความเสรีของรูปแบบการสั่น
ไหวสามารถวัดไดนอยลง จะตองใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลมากขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 4.8  4.16  4.24  และ 4.35 
ตามลําดับ 
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เมื่อพิจารณาเวลาที่ใชในการคํานวณหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนครบทุกโหมดในทุกกรณีศึกษา  
วิธีปริภูมิยอยไครโลฟรวมกับการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณจะใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด          
ดังแสดงในรูปที่ 4.7  4.15  4.23 และ 4.34  ตามลําดับ แตในกรณีที่พิจารณาเฉพาะเวลาที่ใชในการคํานวณโหมด
แรกๆ วิธีปริภูมิยอยไครโลฟรวมกับการปรับสภาวะจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด ดังแสดงในรูปที่ 4.27 
และ 4.38  ซึ่งแสดงใหเห็นวาในชวงโหมดแรกๆในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นได 50% และ 10% ของระดับขั้น
ความเสรีทั้งหมด  วิธีปริภูมิยอยไครโลฟรวมกับการปรับสภาวะแบบปรับสภาวะจาโคบีมีประสิทธิภาพทางดาน
เวลามากที่สุด 

 
ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรีจํานวนรอบการคํานวณของวิธีปริภูมิยอย

ไครโลฟในแตละโหมดมีคาใกลเคียงกัน ดังแสดงในรูปที่ 4.3 และ 4.4  ในขณะที่เมื่อจํานวนระดับขั้นความเสรี
ของรูปแบบการสั่นไหวที่วัดไดลดลงจํานวนรอบการคํานวณซําในแตละโหมดจะมีคาเพิ่มขึ้น ดังแสดงในรูปที่    
4.9  4.10  4.17  4.18  4.28  และ 4.29 ตามลําดับ  สําหรับในกรณีที่ไมสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุก
ระดับขั้นความเสรี จํานวนรอบการคํานวณซ้ําในแตละโหมดจะมีแนวโนมเดียวกัน  กลาวคือเริ่มจากที่มีคานอยใน
โหมดแรกและมีคาเพิ่มขึ้นจนมีคาสูงสุดที่โหมดชวงกลาง หลังจากนั้นก็มีคาลดลงจนมีคานอยที่สุดในโหมด
สุดทาย   รูปที่ 4.13  4.14  4.21  4.22  4.32 และ 4.33 แสดงถึงอัตราการลูเขาของคําตอบในโหมดชวงกลาง ซึ่ง
พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟรวมกับการปรับสภาวะจาโคบีสงผลใหอัตราการลู เขาของคําตอบต่ําที่สุด                 
ซึ่งสอดคลองกับคาของตัวเลขบอกสภาวะจากตารางที่ 4.3 - 4.5 เนื่องจากวิธีการปรับสภาวะจาโคบีในโหมดชวง
กลางใหคาของตัวเลขบอกสภาวะมากที่สุด  ซึ่งแสดงใหเห็นวาในโหมดชวงกลางพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบ   
มีความออนไหวตอวิธีการปรับสภาวะที่ใชมากกวาในโหมดชวงแรกและโหมดชวงทาย   

 
จากผลการทดลองที่แสดงถึงพฤติกรรมการลู เขาของคําตอบโดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในแตละ

กรณีศึกษา พบวาวิธี CG มีพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบที่คลายกับวิธี SYMMLQ และวิธี MINRES มีพฤติกรรม
การลูเขาของคําตอบที่คลายกับวิธี SQMR  กลาวคือพฤติกรรมการลูเขาของคําตอบของวิธี CG และ SYMMLQ จะ
มีลักษณะกวัดแกวงโดยเฉพาะอยางยิ่งในโหมดชวงกลาง ในขณะที่วิธี MINRES และ SQMR มีการลูเขาของ
คําตอบที่ราบเรียบกวา อยางไรก็ตามจํานวนรอบการคํานวณซ้ําสุดทายเมื่อเกิดการลูเขาของคําตอบของทุกวิธีมีคา
ใกลเคียงกัน 

 
ในกรณีที่วัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี  วิธี CG รวมกับการปรับสภาวะ

แบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณที่ใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.015 ใชเวลาในการคํานวณคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนรวมทุกโหมดนอยที่สุด  สําหรับกรณีที่วัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวได 90% ของระดับขั้นความ
เสรีทั้งหมด วิธี  SQMR รวมกับการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณที่ใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.035 ใช
เวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดนอยที่สุด  และในที่กรณีที่วัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวได 50% และ 10% ของ
ระดับขั้นความเสรีทั้งหมดวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดนอยที่สุดคือ วิธี SQMR รวมกับการปรับ
สภาวะแยกสวนไมสมบูรณที่ใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0050 และ วิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะแยก
สวนไมสมบูรณที่ใชสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0025 ตามลําดับ   
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สําหรับในกรณีที่วัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวได 50% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมดเมื่อคิดในชวง 130 
โหมดแรก วิธี CG รวมกับการปรับสภาวะแบบจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด และในกรณีที่วัดขอมูล
รูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมดเมื่อคิดในชวง 70 โหมดแรก วิธี CG รวมกับการปรับ
สภาวะแบบจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด 



บทที่ 5 
 

การเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง โดยใช
ขอมูลผลตอบสนองเชิงโหมดที่วัดคาไมครบทุกโหมด 

 
 
 

5.1  ความนํา 
 
 จากการศึกษาประสิทธิภาพในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในบทที่ 4 พบวาวิธีปริภูมิยอย 
ไครโลฟจะมีประสิทธิภาพทางดานเวลาสูงสุดเมื่อเลือกใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไมครบทุกโหมด  ดังนั้นใน
บทที่ 5 นี้จะทําการศึกษาการประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอรของ
โครงสราง โดยเลือกใชขอมูลผลตอบสนองเชิงโหมด 10 โหมดแรกเปนกรณีศึกษา 
 
 
5.2  แบบจําลองโครงสรางในการประมาณคาพารามิเตอร 
 
 แบบจําลองโครงสรางที่ใชในกรณีศึกษานี้เปนแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติซึ่งประกอบดวยจํานวน
กลุมของพารามิเตอรทั้งหมด 42 กลุม ดังที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 4  คาสติฟเนส พารามิเตอร ( EA ) และน้ําหนัก
ตอหนวยความยาว (M ) ในแตละกลุมมีคาเทากับ 40,000,000 กิโลกรัมและ 15  กิโลกรัม/เมตร  ตามลําดับ  
คาพารามิเตอรดังกลาวอางอิงจากหนาตัดเหล็กฉากรูปพรรณขนาด 100 x 100 x 10 ตามมาตรฐาน  JIS G 3192  
 

ในการประมาณคาพารามิเตอรสมมติใหทราบคาของน้ําหนักตอความยาวของชิ้นสวนโครงสรางใน    
แตละกลุมกอนการประมาณคา  สิ่งที่ตองการคือคาสติฟเนสพารามิเตอรของโครงสรางซึ่งไมทราบคา  โดย
กําหนดใหคาสติฟเนสพารามิเตอรเริ่มตนของแตละกลุมมีคาเทากับ 39,500,000 กิโลกรัม และทําการคํานวณคา
สติฟเนส พารามิเตอรที่ตองการในแตละกลุมโดยใชวิธีการประมาณคาพารามิเตอรดวยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติก 
โปรแกรมมิงโดยอาศัยขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวใน 10 โหมดแรกของแบบจําลอง
โครงสราง  ซึ่งผลลัพธสุดทายของคาสติฟเนสพารามิเตอรของแตละกลุมจะมีคาเทากับ 40,000,000 กิโลกรัม 

 
รูปที่ 5.1 – 5.10 แสดงรูปแบบการสั่นไหวใน 10 โหมดแรก ของแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติที่ใชใน

กรณีศึกษา 
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รูปที่ 5.1 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 1  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 7.06 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.2 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 2  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 7.46 
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รูปที่ 5.3 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 3  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 10.91 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.4 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 4  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 17.72 
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รูปที่ 5.5 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 5  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 20.05 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.6 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 6  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 22.04 
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รูปที่ 5.7 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 7  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 31.07 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.8 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 8  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 34.04 
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รูปที่ 5.9 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 9  ซึ่งมีคาความถีธ่รรมชาติเทากับ 39.95 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 5.10 รูปแบบการสั่นไหวในโหมดที่ 10  ซึ่งมีคาความถี่ธรรมชาติเทากับ 40.08 
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5.3  กรณีศึกษาการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง 
 
สําหรับกรณีศึกษาเพื่อเปรียบเทียบประสิทธิภาพทางดานเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรของ

โครงสรางในบทที่ 5 นี้ สามารถแบงออกเปน 4 กรณีเชนเดียวกับบทที่ 4  ไดแก กรณี I แบบจําลองโครงสรางวัด
รูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี  กรณี II แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 90% 
ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด  กรณี III แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 50% ของระดับขั้นความ
เสรีทั้งหมด  และกรณี IV แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด  
โดยกําหนดใหสามารถวัดขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 10 โหมดแรกเทานั้น   

 
การเปรียบเทียบประสิทธิภาพการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางในบทที่ 5 นี้ไดกําหนดเกณฑ

ในการตรวจสอบการลูเขาของคาพารามิเตอรคําตอบที่ไดจากการประมาณดวยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติก โปรแกรม
มิง ดังแสดงในตารางที่ 5.1 

 
 

ตารางที่ 5.1  เกณฑในการตรวจสอบการลูเขาของคาํตอบ 
 

เกณฑการลูเขา คาความคลาดเคลื่อนยินยอม 
dη  10-15 
xη  10-15 

 
 
 ในตารางที่ 5.1 คา dη  และ  xη  คือ คาความคลาดเคลื่อนยินยอมของ  kd   และ / k∆x x   
ตามลําดับ  โดยที่ kd  คือนอรมของเวกเตอรปรับทิศทางโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงของรอบการ
คํานวณที่ k  และ / k∆x x  คืออัตราสวนนอรมของคาพารามิเตอรคําตอบที่เพิ่มขึ้นตอนอรมของ
คาพารามิเตอรในรอบการคํานวณที่ k   คาพารามิเตอรที่ไดจากการประมาณดวยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรม
มิงในรอบการคํานวณที่ k  จะพิจารณาไดวาเกิดการลูเขาของคําตอบเมื่อมีคาความคลาดเคลื่อนไมเกินคาความ
คลาดเคลื่อนยินยอมที่กําหนดไวในตารางที่ 5.1 
 
 สําหรับกรณีศึกษาตอไปนี้จะแสดงเวลาที่ใชในการคํานวณ และคาของสมการเปาหมายในแตละรอบ
ของการประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง  โดยเปรียบเทียบประสิทธิภาพกอนและ
หลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาใชในการประมาณคาพารามิเตอร   เวลาที่ใชในการคํานวณแตละรอบของ
วิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงแสดงถึงประสิทธิภาพดานเวลาของแตละวิธีที่พิจารณา ในขณะที่คาของ
สมการเปาหมายในแตละรอบการคํานวณแสดงถึงความละเอียดถูกตองของคาพารามิเตอรสําหรับแตละวิธีที่
พิจารณา 
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 สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟแตละวิธีที่นํามาใชในขั้นตอนการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน     
จะพิจารณาเกณฑในการลูเขาของคําตอบดังที่ไดแสดงในตารางที่ 5.2   
 

ตารางที่ 5.2 เกณฑในการลูเขาของคําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ 
 

วิธีปริภูมิยอยไครโลฟ นอรมของเวกเตอรคงคางสัมพัทธ ( 2

2

i

o

r
r

) 

1. เกรเดียนตสังยุค (CG) 81 10−×  
2. แอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) 81 10−×  
3. เวกเตอรคงคางนอยที่สุด (MINRES) 81 10−×  
4. เวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) 81 10−×  

 
 
5.3.1  กรณี I  แบบจําลองโครงสรางที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดทุกระดับขั้นความเสร ี
 
 กรณีนี้กําหนดใหสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวไดครบทั้ง 504 ระดับขั้นความเสรี สําหรับขอมูล
คาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหว 10 โหมดแรก  ผลการทดลองที่เปรียบเทียบถึงประสิทธิภาพทางดาน
เวลาในการคํานวณกอนและหลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชสามารถแสดงไดในตารางที่     
5.3-5.6 
 
 
ตารางที่ 5.3 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี CG สําหรับกรณี I 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU CG Jacobi 
CG 

ICCG 
( 0.015δ = ) LU CG Jacobi 

CG 
ICCG 

( 0.015δ = ) 
1 .1791E-04 .1791E-04 .1792E-04 .1792E-04 32.06 32.08 31.95 32.06 
2 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 67.34 38.53 36.66 40.33 
3 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 .1635E-08 134.08 76.91 72.62 80.03 
4 .4451E-13 .4452E-13 .4451E-13 .4452E-13 201.28 115.11 109.20 120.14 
5 .5273E-22 .1096E-18 .6906E-19 .2449E-18 267.34 153.12 145.33 159.98 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,083,908 89,847,276 89,851,308 89,889,004     
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ตารางที่ 5.4 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SYMMLQ สําหรับกรณี I 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SYMMLQ Jacobi 
SYMMLQ 

ICSYMMLQ 
( 0.015δ = ) LU SYMMLQ Jacobi 

SYMMLQ 
ICSYMMLQ 
( 0.015δ = ) 

1 .1791E-04 .1792E-04 .1792E-04 .1792E-04 32.06 31.72 31.78 31.75 
2 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 67.34 38.41 36.67 40.05 
3 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 134.08 76.09 72.61 79.52 
4 .4451E-13 .4452E-13 .4451E-13 .4452E-13 201.28 114.12 108.92 119.42 
5 .5273E-22 .1115E-18 .6909E-19 .2449E-18 267.34 151.67 146.05 159.11 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,083,908 89,851,308 89,859,372 89,897,068     

 
 
 
ตารางที่ 5.5 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี MINRES สําหรับกรณี I 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU MINRES Jacobi 
MINRES 

ICMINRES 
( 0.015δ = ) 

LU MINRES Jacobi 
MINRES 

ICMINRES 
( 0.015δ = ) 

1 .1791E-04 .1792E-04 .179/E-04 .1792E-04 32.06 31.76 31.75 31.81 
2 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 67.34 38.48 36.86 40.22 
3 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 134.08 75.98 73.06 79.75 
4 .4451E-13 .4452E-13 .4450E-13 .4452E-13 201.28 113.91 109.77 119.77 
5 .5273E-22 .3466E-18 .3391E-18 .3067E-18 267.34 151.28 146.84 159.55 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,083,908 89,855,340 89,863,404 89,901,100     
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ตารางที่ 5.6 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SQMR สําหรับกรณี I 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SQMR Jacobi 
SQMR 

ICSQMR 
( 0.015δ = ) LU SQMR Jacobi 

SQMR 
ICSQMR 

( 0.015δ = ) 
1 .1791E-04 .1792E-04 .1792E-04 .1792E-04 32.06 32.03 31.76 31.94 
2 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 .3278E-06 67.34 38.89 37.61 40.31 
3 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 .1634E-08 134.08 76.84 74.61 79.95 
4 .4451E-13 .4452E-13 .4451E-13 .4454E-13 201.28 115.16 111.80 120.06 
5 .5273E-22 .2032E-18 .1957E-18 .1509E-17 267.34 153.22 148.58 159.97 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,083,908 89,851,308 89,855,340 89,897,068     

 
จากตารางที่ 5.3-5.6  พบวาตองใชจํานวนรอบการคํานวณของวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง       

5 รอบคาสติฟเนสพารามิเตอรจึงลูเขาหาคําตอบ  โดยวิธีปริภูมิยอยไครโลฟไดแก วิธี CG SYMMLQ MINRES 
และ SQMR ใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรนอยกวาการใชวิธีแยกแบบแอลยู  และเมื่อพิจารณาวิธีปริภูมิ
ยอยไครโลฟแตละวิธีพบวาการใชวิธีการปรับสภาวะแบบจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุด ในขณะที่การ
ปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณกลับใชเวลาในการคํานวณมากกวาการที่ไมใชวิธีการปรับสภาวะ
เริ่มตน สําหรับวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุดสําหรับกรณี I คือวิธี CG รวมกับการปรับสภาวะจาโคบีซึ่งใช
เวลาในการประมาณคาพารามิเตอรทั้งหมดเทากับ 145.33 วินาที 
 
 จากตารางที่ 5.3-5.6 เมื่อพิจารณาคาของสมการเปาหมายพบวาวิธีแยกแบบแอลยูใหคาของสมการ
เปาหมายนอยที่สุดในรอบการคํานวณที่ 5 ซึ่งมีคาเทากับ 220.5273 10−×  นอกจากนั้นวิธี CG และ SYMMLQ โดย
ใชวิธีปรับสภาวะจาโคบีใหคาของสมการเปาหมายรองลงมาซึ่งมีคาเทากับ 190.6909 10−×  และวิธี SQMR โดยใช
วิธีปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณใหคาของสมการเปาหมายมากที่สุดซึ่งมีคาเทากับ 170.1509 10−×

และเมื่อพิจารณาหนวยเก็บขอมูลทั้งหมดที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร พบวาหนวยเก็บขอมูลจากการใชวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟลดลงจากวิธีแยกแบบแอลยูเพียงเล็กนอยเทานั้น 
 
 
5.3.2  กรณี II  แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 90% ของระดับขั้นความเสรีท้ังหมด 
 
 กรณีนี้กําหนดใหสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวได 454 ระดับขั้นความเสรี สําหรับขอมูลคาความถี่
ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหว 10 โหมดแรก  ผลการทดลองที่เปรียบเทียบถึงประสิทธิภาพทางดานเวลาใน
การคํานวณกอนและหลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชสามารถแสดงไดในตารางที่ 5.7-5.10 
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ตารางที่ 5.7 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี CG สําหรับกรณี II 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU CG Jacobi 
CG LU CG Jacobi 

CG 
1 .9133E-03 .9133E-03 .9133E-03 27.59 27.50 27.41 
2 .5221E-04 .5221E-04 .5221E-04 57.76 34.83 32.38 
3 .2207E-04 .2207E-04 .2207E-04 115.94 69.98 65.24 
4 .8639E-05 .8639E-05 .8639E-05 174.31 105.50 98.36 
5 .1395E-05 .1395E-05 .1395E-05 233.17 140.88 131.45 
6 .7111E-08 .7110E-08 .7112E-08 297.14 176.92 164.67 
7 .8026E-11 .8026E-11 .8026E-11 359.81 212.52 197.88 
8 .8895E-19 .5757E-18 .2775E-18 421.83 247.66 230.75 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,092,100 89,847,868 89,851,900    

 
 
 
ตารางที่ 5.8 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SYMMLQ สําหรับกรณี II 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SYMMLQ Jacobi 
SYMMLQ LU SYMMLQ Jacobi 

SYMMLQ 
1 .9133E-03 .9133E-03 .9133E-03 27.59 27.55 27.45 
2 .5221E-04 .5221E-04 .5221E-04 57.76 35.50 32.88 
3 .2207E-04 .2207E-04 .2207E-04 115.94 71.39 66.20 
4 .8639E-05 .8639E-05 .8639E-05 174.31 107.66 99.81 
5 .1395E-05 .1395E-05 .1395E-05 233.17 143.81 133.50 
6 .7111E-08 .7111E-08 .7112E-08 297.14 180.77 167.59 
7 .8026E-11 .8026E-11 .8026E-11 359.81 218.02 201.55 
8 .8895E-19 .3469E-18 .2486E-18 421.83 254.14 235.14 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,092,100 89,851,900 89,859,964    
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ตารางที่ 5.9 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี MINRES สําหรับกรณี II 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU MINRES Jacobi 
MINRES LU MINRES Jacobi 

MINRES 
1 .9133E-03 .9133E-03 .9133E-03 27.59 27.45 27.38 
2 .5221E-04 .5221E-04 .5221E-04 57.76 35.45 33.12 
3 .2207E-04 .2207E-04 .2207E-04 115.94 71.17 66.76 
4 .8639E-05 .8639E-05 .8639E-05 174.31 107.20 100.67 
5 .1395E-05 .1395E-05 .1395E-05 233.17 143.26 134.56 
6 .7111E-08 .7111E-08 .7108E-08 297.14 180.30 168.88 
7 .8026E-11 .8026E-11 .8025E-11 359.81 216.80 203.08 
8 .8895E-19 .1084E-17 .8694E-18 421.83 252.64 237.09 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,092,100 89,855,932 89,863,996    

 
 
ตารางที่ 5.10 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SQMR สําหรับกรณี II 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SQMR Jacobi 
SQMR 

ICSQMR 
( 0.035δ = ) LU SQMR Jacobi 

SQMR 
ICSQMR 

( 0.035δ = ) 
1 .9133E-03 .9133E-03 .9133E-03 .9133E-03 27.59 27.41 27.64 27.67 
2 .5221E-04 .5221E-04 .5221E-04 .5221E-04 57.76 35.45 34.25 32.75 
3 .2207E-04 .2207E-04 .2207E-04 .2207E-04 115.94 71.33 68.88 65.92 
4 .8639E-05 .8639E-05 .8639E-05 .8639E-05 174.31 107.41 103.86 99.33 
5 .1395E-05 .1395E-05 .1395E-05 .1395E-05 233.17 143.42 138.80 132.62 
6 .7111E-08 .7110E-08 .7112E-08 .7110E-08 297.14 180.30 174.17 166.42 
7 .8026E-11 .8026E-11 .8026E-11 .8026E-11 359.81 216.92 209.78 199.91 
8 .8895E-19 .8931E-18 .3822E-18 .1874E-17 421.83 252.80 245.34 232.97 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,092,100 89,851,900 89,855,932 89,890,812     

 
 
 ในกรณี II วิธีปริภูมิยอยไครโลฟมีขอจํากัดในการเลือกใชวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนดังที่ไดกลาว
มาแลวในบทที่ 4 ซึ่งมีแตวิธี SQMR เทานั้นที่สามารถใชการปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ  จากตารางที่ 
5.7-5.10  พบวาจํานวนรอบการคํานวณของวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงเทากับ 8 รอบคาสติฟเนสพารา
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มิเตอรจึงลูเขาหาคําตอบ  ซึ่งพบวาใชจํานวนรอบการคํานวณมากกวาในกรณี I และในขณะเดียวกันก็ใชเวลา     
ในการประมาณคาพารามิเตอรมากกวาในกรณี I  เมื่อพิจารณาจากตารางที่ 5.7-5.10 วิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชเวลา  
ในการประมาณคาพารามิเตอรนอยกวาการใชวิธีแยกแบบแอลยู  และเมื่อพิจารณาวิธี SQMR พบวาการปรับ
สภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณใชเวลารวมในการคํานวณนอยกวาการปรับสภาวะแบบจาโคบี  สําหรับวิธี
ที่ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุดในกรณี II คือวิธี CG รวมกับการปรับสภาวะจาโคบีซึ่งใชเวลาในการประมาณ
คาพารามิเตอรทั้งหมดเทากับ 230.75 วินาที 
 
 จากตารางที่ 5.7-5.10 เมื่อพิจารณาคาของสมการเปาหมายพบวาวิธีแยกแบบแอลยูใหคาของสมการ
เปาหมายนอยที่สุดในรอบการคํานวณที่ 8 ซึ่งมีคาเทากับ 190.8895 10−×  นอกจากนั้นวิธี  SYMMLQ โดยใชวิธี
ปรับสภาวะจาโคบีใหคาของสมการเปาหมายรองลงมาซึ่งมีคาเทากับ 180.2486 10−×  และวิธี SQMR โดยใชวิธี
ปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณใหคาของสมการเปาหมายมากที่สุดซึ่งมีคาเทากับ 170.1874 10−×

และเมื่อพิจารณาหนวยเก็บขอมูลทั้งหมดที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร พบวาหนวยเก็บขอมูลจากการใชวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟลดลงจากวิธีแยกแบบแอลยูเพียงเล็กนอยเทานั้น และหนวยเก็บขอมูลมีขนาดเพิ่มขึ้นจากกรณี I 
เล็กนอย 
 
 
5.3.3  กรณี III  แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 50% ของระดับขั้นความเสรี
ท้ังหมด 
 
 กรณีนี้กําหนดใหสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวได 252 ระดับขั้นความเสรี สําหรับขอมูลคาความถี่
ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวใน 10 โหมดแรก  ผลการทดลองที่เปรียบเทียบถึงประสิทธิภาพทางดานเวลาใน
การคํานวณกอนและหลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชสามารถแสดงไดในตารางที่ 5.11-5.14 
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ตารางที่ 5.11 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี CG สําหรับกรณี III 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU CG Jacobi 
CG LU CG Jacobi 

CG 
1 .6962E-04 .6962E-04 .6962E-04 15.70 15.64 15.80 
2 .1021E-04 .1021E-04 .1021E-04 53.17 24.02 21.36 
3 .1190E-05 .1190E-05 .1190E-05 114.66 48.94 43.20 
4 .3057E-07 .3057E-07 .3056E-07 176.09 74.02 65.06 
5 .5623E-10 .5623E-10 .5622E-10 237.64 99.00 86.91 
6 .2160E-15 .2158E-15 .2164E-15 298.58 123.78 108.89 
7 .6164E-26 .1327E-18 .3837E-19 356.45 147.88 130.28 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,125,524 89,850,316 89,854,348    

 
 
 
ตารางที่ 5.12 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SYMMLQ สําหรับกรณี III 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SYMMLQ Jacobi 
SYMMLQ LU SYMMLQ Jacobi 

SYMMLQ 
1 .6962E-04 .6962E-04 .6962E-04 15.70 15.62 15.98 
2 .1021E-04 .1021E-04 .1021E-04 53.17 24.65 22.05 
3 .1190E-05 .1190E-05 .1190E-05 114.66 50.67 44.59 
4 .3057E-07 .3057E-07 .3057E-07 176.09 76.52 67.08 
5 .5623E-10 .5624E-10 .5624E-10 237.64 102.22 89.66 
6 .2160E-15 .2157E-15 .2160E-15 298.58 127.92 112.11 
7 .6164E-26 .6719E-19 .3798E-19 356.45 152.52 133.92 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,125,524 89,854,348 89,862,412    
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ตารางที่ 5.13 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี MINRES สําหรับกรณี III 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU MINRES Jacobi 
MINRES LU MINRES Jacobi 

MINRES 
1 .6962E-04 .6962E-04 .6962E-04 15.70 15.61 15.78 
2 .1021E-04 .1021E-04 .1021E-04 53.17 24.75 22.23 
3 .1190E-05 .1190E-05 .1190E-05 114.66 50.66 45.12 
4 .3057E-07 .3056E-07 .3057E-07 176.09 76.77 68.12 
5 .5623E-10 .5622E-10 .5624E-10 237.64 102.45 91.23 
6 .2160E-15 .2166E-15 .2167E-15 298.58 128.11 114.05 
7 .6164E-26 .4535E-18 .1807E-18 356.45 153.03 136.36 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,125,524 89,858,380 89,866,444    

 
 
 
ตารางที่ 5.14 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SQMR สําหรับกรณี III 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SQMR Jacobi 
SQMR 

ICSQMR 
( 0.0050δ = ) LU SQMR Jacobi 

SQMR 
ICSQMR 

( 0.0050δ = ) 
1 .6962E-04 .6962E-04 .6962E-04 .6962E-04 15.70 15.74 15.72 15.66 
2 .1021E-04 .1021E-04 .1021E-04 .1021E-04 53.17 25.05 23.00 28.91 
3 .1190E-05 .1190E-05 .1190E-05 .1190E-05 114.66 51.09 46.88 59.36 
4 .3057E-07 .3057E-07 .3057E-07 .3057E-07 176.09 77.27 70.80 89.20 
5 .5623E-10 .5624E-10 .5623E-10 .5623E-10 237.64 103.47 94.56 119.53 
6 .2160E-15 .2185E-15 .2167E-15 .2173E-15 298.58 129.44 118.53 149.41 
7 .6164E-26 .1870E-18 .1667E-18 .1424E-17 356.45 154.61 141.56 178.02 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,125,524 89,854,348 89,858,380 89,944,956     

 
 
 จากตารางที่ 5.11-5.14  พบวาตองใชจํานวนรอบการคํานวณของวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง   
7 รอบจึงเกิดการลูเขาหาคําตอบของคาสติฟเนสพารามิเตอร  ซึ่งพบวาใชจํานวนรอบการคํานวณมากกวาในกรณี I 
แตนอยกวาในกรณีที่ II  และในขณะเดียวกันก็ใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรมากกวาในกรณี I  แตนอย
กวาในกรณีที่ II เมื่อพิจารณาจากตารางที่ 5.11-5.14 วิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอร
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นอยกวาการใชวิธีแยกแบบแอลยู และเมื่อพิจารณาวิธี SQMR พบวาการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไม
สมบูรณใชเวลารวมในการคํานวณมากกวาการปรับสภาวะแบบจาโคบี  สําหรับวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณนอย
ที่สุดในกรณี III คือวิธี CG รวมกับการปรับสภาวะจาโคบีซึ่งใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรทั้งหมดเทากับ 
130.28 วินาที 
 
 จากตารางที่ 5.11-5.14 เมื่อพิจารณาคาของสมการเปาหมายพบวาวิธีแยกแบบแอลยูใหคาของสมการ
เปาหมายนอยที่สุดในรอบการคํานวณที่ 8 ซึ่งมีคาเทากับ 260.6164 10−×  นอกจากนั้นวิธี  SYMMLQ โดยใชวิธี
ปรับสภาวะจาโคบีใหคาของสมการเปาหมายรองลงมาซึ่งมีคาเทากับ 190.3798 10−×  และวิธี SQMR โดยใชวิธี
ปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณใหคาของสมการเปาหมายมากที่สุดซึ่งมีคาเทากับ 170.1424 10−×

และเมื่อพิจารณาหนวยเก็บขอมูลทั้งหมดที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร พบวาหนวยเก็บขอมูลจากการใชวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟลดลงจากวิธีแยกแบบแอลยูเพียงเล็กนอยเทานั้น และหนวยเก็บขอมูลมีขนาดเพิ่มขึ้นจากกรณี I 
และกรณีที่ II เล็กนอย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 107

5.3.4  กรณี IV  แบบจําลองโครงสรางวัดรูปแบบการสั่นไหวได 10% ของระดับขั้นความเสรี
ท้ังหมด 
 
 กรณีนี้กําหนดใหสามารถวัดรูปแบบการสั่นไหวได 50 ระดับขั้นความเสรี สําหรับขอมูลคาความถี่
ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวใน 10 โหมดแรก  ผลการทดลองที่เปรียบเทียบถึงประสิทธิภาพทางดานเวลาใน
การคํานวณกอนและหลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชสามารถแสดงไดในตารางที่ 5.15-5.18 
 
 
ตารางที่ 5.15 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี CG สําหรับกรณี IV 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU CG Jacobi 
CG LU CG Jacobi 

CG 
1 .5512E-03 .5512E-03 .5512E-03 3.39 3.39 3.42 
2 .4065E-03 .4065E-03 .4065E-03 44.66 12.77 9.41 
3 .2445E-03 .2445E-03 .2445E-03 89.55 25.97 18.91 
4 .2239E-04 .2239E-04 .2239E-04 143.80 41.27 29.52 
5 .1545E-04 .1545E-04 .1545E-04 189.53 55.02 39.02 
6 .9050E-05 .9051E-05 .9050E-05 234.36 68.28 48.52 
7 .4040E-05 .4040E-05 .4040E-05 278.39 81.53 58.05 
8 .2752E-05 .2753E-05 .2752E-05 324.05 94.92 67.88 
9 .1195E-05 .1196E-05 .1195E-05 377.39 109.53 78.42 
10 .8493E-06 .8493E-06 .8493E-06 422.19 122.50 87.97 
11 .5317E-06 .5318E-06 .5318E-06 467.00 135.31 97.52 
12 .3285E-06 .3285E-06 .3285E-06 512.77 148.38 107.09 
13 .1435E-06 .1434E-06 .1434E-06 556.78 161.33 116.67 
14 .8495E-08 .8469E-08 .8490E-08 611.09 175.50 127.11 
15 .1278E-10 .1275E-10 .1278E-10 663.62 189.39 137.50 
16 .1467E-15 .1465E-15 .1470E-15 713.61 203.31 147.73 
17 .1506E-21 .4834E-20 .7859E-20 760.31 216.30 157.44 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,145,644 89,851,340 89,855,372    
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ตารางที่ 5.16 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SYMMLQ สําหรับกรณี IV 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SYMMLQ Jacobi 
SYMMLQ LU SYMMLQ Jacobi 

SYMMLQ 
1 .5512E-03 .5512E-03 .5512E-03 3.39 3.39 3.40 
2 .4065E-03 .4065E-03 .4065E-03 44.66 13.51 9.89 
3 .2445E-03 .2445E-03 .2445E-03 89.55 27.39 19.85 
4 .2239E-04 .2239E-04 .2239E-04 143.80 44.06 31.09 
5 .1545E-04 .1544E-04 .1545E-04 189.53 58.34 41.09 
6 .9050E-05 .9050E-05 .9050E-05 234.36 72.20 51.15 
7 .4040E-05 .4040E-05 .4040E-05 278.39 85.73 61.17 
8 .2752E-05 .2752E-05 .2752E-05 324.05 99.45 71.35 
9 .1195E-05 .1195E-05 .1195E-05 377.39 114.65 82.54 
10 .8493E-06 .8493E-06 .8493E-06 422.19 128.26 92.73 
11 .5317E-06 .5318E-06 .5318E-06 467.00 141.70 102.81 
12 .3285E-06 .3285E-06 .3285E-06 512.77 155.34 113.12 
13 .1435E-06 .1434E-06 .1434E-06 556.78 168.56 123.23 
14 .8495E-08 .8484E-08 .8478E-08 611.09 183.76 134.29 
15 .1278E-10 .1277E-10 .1276E-10 663.62 198.73 145.35 
16 .1467E-15 .1466E-15 .1466E-15 713.61 213.51 156.28 
17 .1506E-21 .3227E-20 .1081E-20 760.31 227.51 166.65 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,145,644 89,855,372 89,863,436    
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ตารางที่ 5.17 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี MINRES สําหรับกรณี IV 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU MINRES Jacobi 
MINRES LU MINRES Jacobi 

MINRES 
1 .5512E-03 .5512E-03 .5512E-03 3.39 3.37 3.37 
2 .4065E-03 .4065E-03 .4065E-03 44.66 13.39 10.20 
3 .2445E-03 .2445E-03 .2445E-03 89.55 27.29 20.34 
4 .2239E-04 .2239E-04 .2239E-04 143.80 43.57 31.82 
5 .1545E-04 .1545E-04 .1545E-04 189.53 57.70 42.28 
6 .9050E-05 .9051E-05 .9050E-05 234.36 71.40 52.65 
7 .4040E-05 .4040E-05 .4040E-05 278.39 85.04 62.98 
8 .2752E-05 .2752E-05 .2752E-05 324.05 99.01 73.43 
9 .1195E-05 .1196E-05 .1196E-05 377.39 114.34 84.98 
10 .8493E-06 .8494E-06 .8493E-06 422.19 128.01 95.35 
11 .5317E-06 .5318E-06 .5318E-06 467.00 141.50 105.75 
12 .3285E-06 .3285E-06 .3285E-06 512.77 155.18 116.20 
13 .1435E-06 .1434E-06 .1433E-06 556.78 168.70 126.48 
14 .8495E-08 .8478E-08 .8428E-08 611.09 183.79 137.93 
15 .1278E-10 .1276E-10 .1268E-10 663.62 198.68 149.18 
16 .1467E-15 .1466E-15 .1402E-15 713.61 213.37 161.46 
17 .1506E-21 .9137E-20 .1081E-19 760.31 227.03 172.00 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,145,644 89,859,404 89,867,468    
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ตารางที่ 5.18 การเปรียบเทียบคาของสมการเปาหมายและเวลาการคํานวณสะสมในแตละรอบการคํานวณ รวมถึงจํานวนหนวยเก็บ
ขอมูลที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร ระหวางวิธีแยกแบบแอลยูกับวิธี SQMR สําหรับกรณี IV 
 

คาของสมการเปาหมาย เวลาการคํานวณสะสม (วินาที) 
รอบการคํานวณซ้ํา 

LU SQMR Jacobi 
SQMR 

ICSQMR 
( 0.0025δ = ) LU SQMR Jacobi 

SQMR 
ICSQMR 

( 0.0025δ = ) 
1 .5512E-03 .5512E-03 .5512E-03 .5512E-03 3.39 3.39 3.40 3.43 
2 .4065E-03 .4065E-03 .4065E-03 .4065E-03 44.66 13.70 11.34 23.96 
3 .2445E-03 .2445E-03 .2445E-03 .2445E-03 89.55 28.07 22.60 47.57 
4 .2239E-04 .2239E-04 .2239E-04 .2239E-04 143.80 44.70 35.37 76.28 
5 .1545E-04 .1545E-04 .1545E-04 .1545E-04 189.53 59.21 47.03 100.57 
6 .9050E-05 .9050E-05 .9050E-05 .9050E-05 234.36 73.62 58.54 124.34 
7 .4040E-05 .4040E-05 .4040E-05 .4040E-05 278.39 88.04 70.04 147.31 
8 .2752E-05 .2752E-05 .2752E-05 .2752E-05 324.05 102.39 82.00 171.01 
9 .1195E-05 .1195E-05 .1195E-05 .1195E-05 377.39 117.81 95.09 196.62 

10 .8493E-06 .8494E-06 .8494E-06 .8493E-06 422.19 131.75 106.60 219.87 
11 .5317E-06 .5317E-06 .5317E-06 .5318E-06 467.00 145.51 118.17 243.50 
12 .3285E-06 .3286E-06 .3285E-06 .3285E-06 512.77 159.21 129.89 267.48 
13 .1435E-06 .1436E-06 .1435E-06 .1435E-06 556.78 172.95 141.45 290.64 
14 .8495E-08 .8548E-08 .8522E-08 .8496E-08 611.09 187.90 156.45 316.65 
15 .1278E-10 .1284E-10 .1281E-10 .1278E-10 663.62 203.03 169.23 342.15 
16 .1467E-15 .1476E-15 .1473E-15 .1548E-15 713.61 217.71 181.62 366.79 
17 .1506E-21 .4356E-20 .7284E-20 .4330E-17 760.31 231.79 193.34 389.40 

หนวยเก็บขอมูล 
(ไบต) 90,145,644 89,855,372 89,859,404 89,979,500     

 
 
 จากตารางที่ 5.15-5.18  พบวาตองใชจํานวนรอบการคํานวณของวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง 
17 รอบจึงเกิดการลูเขาหาคําตอบของคาสติฟเนสพารามิเตอร  ซึ่งพบวาในกรณี IV ใชจํานวนรอบการคํานวณมาก
ที่สุดซึ่งสงผลใหเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรมากที่สุด เมื่อพิจารณาจากตารางที่ 5.15-5.18 วิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟยังคงใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรนอยกวาการใชวิธีแยกแบบแอลยู และเมื่อพิจารณาวิธี SQMR 
รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณใชเวลารวมในการคํานวณมากกวาการปรับสภาวะแบบ  
จาโคบี  สําหรับวิธีที่ใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุดในกรณี IV คือวิธี CG รวมกับการปรับสภาวะจาโคบีซึ่งใช
เวลาในการประมาณคาพารามิเตอรทั้งหมดเทากับ 157.44 วินาที 
 
 จากตารางที่ 5.15-5.18 เมื่อพิจารณาคาของสมการเปาหมายพบวาวิธีแยกแบบแอลยูใหคาของสมการ
เปาหมายนอยที่สุดในรอบการคํานวณที่ 17 ซึ่งมีคาเทากับ 210.1506 10−×  นอกจากนั้นวิธี  SYMMLQ โดยใชวิธี
ปรับสภาวะจาโคบีใหคาของสมการเปาหมายรองลงมาซึ่งมีคาเทากับ 200.1081 10−×  และวิธี SQMR โดยใชวิธี
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ปรับสภาวะแบบแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณใหคาของสมการเปาหมายมากที่สุดซึ่งมีคาเทากับ 170.4330 10−×

และเมื่อพิจารณาหนวยเก็บขอมูลทั้งหมดที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร พบวาหนวยเก็บขอมูลจากการใชวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟลดลงจากวิธีแยกแบบแอลยูเพียงเล็กนอยเชนเดียวกับในกรณี I  กรณี II และ กรณี III 
นอกจากนี้หนวยเก็บขอมูลยังมีขนาดมากที่สุดจากทุกกรณีที่ผานมา 
 
 
5.4  บทสรุป 
 
 จากกรณีศึกษาการประมาณคาพารามิเตอรโดยใชขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหว
ในชวง 10 โหมดแรก กรณี I  กรณี II  กรณี III และ กรณี IV พบวาการใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟชวยลดเวลา       
ในการประมาณคาพารามิเตอรโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงเมื่อเปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู    
ในทุกกรณีศึกษา  ดังนั้นจึงสามารถกลาวไดวาการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชในขั้นตอนการ
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจะเปนการเพิ่มประสิทธิภาพทางดานเวลาในการคํานวณ โดยที่วิธี CG 
รวมกับการปรับสภาวะแบบจาโคบีใชเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรนอยที่สุดในทุกกรณีศึกษา   
 
 เมื่อพิจารณาจํานวนหนวยเก็บขอมูลที่ใชจากผลการศึกษาในทุกกรณี พบวาการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ
เขามาใชในขั้นตอนการประมาณคาพารามิเตอรสงผลใหจํานวนหนวยเก็บขอมูลลดลงเพียงเล็กนอยเมื่อ
เปรียบเทียบกับวิธีแยกแบบแอลยู ถึงแมวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟจะมีประสิทธิภาพทางดานหนวยเก็บขอมูลของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์ในระบบสมการเชิงเสนที่ดีกวาวิธีแยกแบบแอลยูจากการศึกษาในบทที่ 4  แตจํานวนหนวย
เก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์ในขั้นตอนของการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน มีคาเพียงเล็กนอยเมื่อ
เทียบกับหนวยเก็บขอมูลทั้งหมดที่ใชในการประมาณคาพารามิเตอร  สงผลใหการประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไคร
โลฟในขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอรไมสามารถเพิ่มประสิทธิภาพทางดานหนวยเก็บขอมูลไดเทาที่ควร  
โดยเฉพาะอยางยิ่งเมื่อนํามาใชกับโครงสรางที่มีขนาดใหญและมีจํานวนกลุมของพารามิเตอรที่ตองการประมาณ
คาเพิ่มมากขึ้น  
 

เมื่อพิจารณาคาของสมการเปาหมายในรอบการคํานวณสุดทายของการประมาณคาพารามิเตอรสําหรับ
ทุกกรณีศึกษา  พบวาวิธีแยกแบบแอลยูใหคาของสมการเปาหมายนอยที่สุด ในทางตรงกันขามวิธี SQMR รวมกับ
การปรับสภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณใหคาของสมการเปาหมายมากที่สุด และวิธีปริภูมิยอยไครโลฟที่ใหคา
ของสมการเปาหมายนอยที่สุดคือวิธี SYMMLQ รวมกับการปรับสภาวะแบบจาโคบี  คาของสมการเปาหมายใน
รอบการคํานวณสุดทายของการประมาณคาพารามิเตอรแสดงถึงความละเอียดถูกตองของคําตอบในขั้นตอนของ
การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน เนื่องจากวิธีแยกแบบแอลยูซึ่งเปนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิง
เสนโดยวิธีตรงใหความละเอียดถูกตองของรูปแบบการสั่นไหวจากการคํานวณมากกวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟซึ่ง
เปนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีคํานวณซ้ํา  สงผลใหคาของสมการเปาหมายที่อยูในรูปกําลัง
สองของนอรมของผลตางระหวางรูปแบบการสั่นไหวจากการวัดขอมูลและรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากการ
คํานวณ โดยวิธีแยกแบบแอลยูมีคานอยกวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  ในกรณีที่ตองการใหมีความละเอียดถูกตองของ
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รูปแบบการสั่นไหวจากการคํานวณเพิ่มมากขึ้น สําหรับวิธีปริภูมิยอยไครโลฟสามารถทําไดโดยการปรับลดเกณฑ
ในการลูเขาของคําตอบจากตารางที่ 5.2  แตสําหรับกรณีศึกษานี้เกณฑในการลูเขาของคําตอบในตารางที่ 5.2 มี
ความเหมาะสมเพียงพอสําหรับการเปรียบเทียบประสิทธิภาพในการประมาณคาพารามิเตอรโดยแตละวิธี 
 



บทที่ 6 
 

สรุปผลการวิจัย 
 
 
 

 การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางสามารถทําไดโดยใชวิธีการกําหนดสมการเปาหมายใหอยูใน
รูปของกําลังสองนอยที่สุดของฟงกชันคาผิดพลาดระหวางขอมูลผลตอบสนองของโครงสรางที่ไดจากการวัดและ
ขอมูลผลตอบสนองของโครงสรางที่ไดจากการคํานวณดวยแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตของโครงสราง  ขอมูล
ผลตอบสนองของโครงสรางสามารถวัดไดในรูปของผลตอบสนองเชิงโหมด ซึ่งไดแกความถี่ธรรมชาติและ
รูปแบบการสั่นไหวของโครงสราง  การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากผลตอบสนองเชิงโหมด
สามารถทําไดโดยการใชวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิง ซึ่งเปนการหาคาพารามิเตอรคําตอบที่ทําใหสมการ
เปาหมายมีคานอยที่สุด   
 
 เมื่อพิจารณาขั้นตอนวิธีการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติก 
โปรแกรมมิง พบวาประสิทธิภาพทางดานเวลาของการประมาณคาพารามิเตอรถูกจํากัดอยูในขั้นตอนของการ
แกปญหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติ ซึ่งเกี่ยวของกับการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในแตละรอบของการ
คํานวณซ้ํา  กลาวคือเวลาที่ใชในการคํานวณขั้นตอนของการแกปญหานอยที่สุดในหนึ่งมิติสวนใหญเปนเวลาที่ใช
ในขั้นตอนของการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนเพื่อคํานวณรูปแบบการสั่นไหวเทียบเทาจากแบบจําลอง 
ไฟไนตเอลิเมนตของโครงสราง  ดังนั้นแนวทางหนึ่งในการปรับปรุงประสิทธิภาพทางดานเวลาในการประมาณ
คาพารามิเตอรของโครงสรางก็คือการพิจารณาใชวิธีทางคณิตศาสตรที่เหมาะสมเพื่อลดระยะเวลาในการหา
คําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการแกปญหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติ  จากการศึกษาพบวาวิธี
ปริภูมิยอยไครโลฟซึ่งเปนวิธีการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีคํานวณซ้ํา มีความเหมาะสมในการ
นํามาประยุกตใชในขั้นตอนการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางเพื่อลดเวลาในการคํานวณ  วิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟที่ไดศึกษาในงานวิจัยนี้ไดแก วิธีเกรเดียนตสังยุค (CG)  วิธีแอลคิวสมมาตร (SYMMLQ) วิธีเวกเตอรคง
คางนอยที่สุด (MINRES) และวิธีเวกเตอรคงคางเสมือนนอยที่สุดสมมาตร (SQMR) โดยวิธีดังกลาวเปนวิธีการ
คํานวณซ้ําที่เหมาะสมสําหรับระบบสมการเชิงเสนที่เมตริกซสัมประสิทธิ์มีคุณสมบัติสมมาตร  นอกจากนี้การ
ปรับสภาวะเบื้องตนใหแกเมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนสงผลในการเพิ่มอัตราการลูเขาของ
คําตอบของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  โดยวิธีปรับสภาวะที่เลือกใชไดแก วิธีการปรับสภาวะจาโคบีและ วิธีการปรับ
สภาวะแบบแยกสวนไมสมบูรณ   
 
 สําหรับกรณีที่สามารถวัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวในแตละโหมดไดครบทุกระดับขั้นความเสรีของ
โครงสราง  เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการหาคานอยที่สุดในหนึ่งมิติจะมี
คุณสมบัติเปนบวกแนนอน  ในทางตรงกันขาม กรณีที่ขอมูลรูปแบบการสั่นไหวในแตละโหมดที่ทําการวัดขอมูล
ไมสามารถวัดไดครบทุกระดับขั้นความเสรี เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนจะขาดคุณสมบัติความ   
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เปนบวกแนนอน ซี่งในกรณีดังกลาวจะสงผลตอวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนที่เลือกใชในวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  
กลาวคือสําหรับวิธี CG SYMMLQ และ MINRES ไมสามารถใชวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนแบบแยกสวน         
ไมสมบูรณได  สามารถใชไดเพียงการปรับสภาวะเบื้องตนแบบจาโคบีเทานั้น  แตสําหรับวิธี SQMR สามารถ
เลือกใชวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนทั้งแบบจาโคบี และวิธีการปรับสภาวะเบื้องตนแบบแยกสวนไมสมบูรณได   
 
 จากผลการทดลองในบทที่ 4 จํานวนระดับขั้นความเสรีของรูปแบบการสั่นไหวที่ทําการวัดขอมูลสงผล
ตอประสิทธิภาพทางดานเวลาและประสิทธิภาพทางดานหนวยเก็บขอมูลของวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  เมื่อระดับขั้น
ความเสรีของรูปแบบการสั่นไหวที่สามารถวัดไดในแตละโหมดมีจํานวนลดลง พบวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟใช
เวลาในการคํานวณมากขึ้น   โดยกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 50% และ 10% ของระดับขั้นความเสรี
ทั้งหมด พบวาวิธี CG SYMMLQ และ MINRES ใชเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดมากกวาวิธีแยกแบบแอลยู 
ในขณะที่วิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มที่เหมาะสม
ใชเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยู  อยางไรก็ตามสําหรับในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่น
ไหวได 50% และ 10% ของระดับขั้นความเสรีทั้งหมด พบวาการพิจารณาเวลาที่ใชในการคํานวณสําหรับ 130 
โหมดแรก (กรณี 50%) และ 70 โหมดแรก (กรณี 10%) ทําใหวิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชเวลาในการคํานวณนอยกวา
วิธีแยกแบบแอลยู  เมื่อพิจารณาในสวนของจํานวนหนวยเก็บขอมูลที่ใช ถึงแมวาวิธีปริภูมิยอยไครโลฟใชจํานวน
หนวยเก็บขอมูลนอยกวาวิธีแยกแบบแอลยูในทุกกรณี  วิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไม
สมบูรณจะตองใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลมากขึ้นในการทําใหเวลาในการคํานวณรวมทุกโหมดมีคานอยกวาวิธี
แยกแบบแอลยู นอกจากนี้ยังพบวาในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวได 50% และ 10% ของระดับขั้นความเสรี
ทั้งหมด วิธี SQMR รวมกับการปรับสภาวะเริ่มตนแบบแยกสวนไมสมบูรณที่มีสัมประสิทธิ์เติมเต็มเทากับ 0.0005 
ใชจํานวนหนวยเก็บขอมูลใกลเคียงกับวิธีแยกแบบแอลยู   
 
 ในการทดสอบโครงสรางจริงนั้นขอมูลผลตอบสนองเชิงโหมดของโครงสรางที่ทําการทดสอบสามารถ
วัดไดเพียงโหมดแรกๆ เทานั้น  เนื่องจากคาความถี่ธรรมชาติของโครงสรางมีคานอยในโหมดแรกและจะมีคา
เพิ่มขึ้นในโหมดถัดไป สงผลใหการวัดขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวในชวงโหมดทายๆ
เปนไปไดยาก  ดังนั้นการศึกษาประสิทธิภาพทางดานเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางโดยการ
ประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟ  จึงพิจารณากรณีที่สามารถวัดขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหว
ของโครงสรางไดเพียง 10 โหมดแรกเทานั้น  นอกจากนี้การใชจํานวนโหมดที่วัดขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและ
รูปแบบการสั่นไหวครบทุกโหมดในการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง   ถึงแมวาจะสงผลใหจํานวนรอบ
การคํานวณซ้ําโดยวิธีรีเคอรซีฟควอดราติกโปรแกรมมิงลดลง  แตไมไดทําใหเวลาทั้งหมดที่ใชในการประมาณ
คาพารามิเตอรลดลงดวย  ซึ่งสามารถพิจารณาไดจากกรณีศึกษาการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางใน   
บทที่ 2   ในขณะที่กรณีศึกษาในบทที่ 5 ซึ่งไดกําหนดใหวัดขอมูลรูปแบบการสั่นไดครบทุกระดับขั้นความเสรี
เชนเดียวกัน แตกําหนดใหวัดคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวไดเพียง 10 โหมดแรก พบวาใชเวลาใน
การประมาณคาพารามิเตอรนอยกวาการใชขอมูลผลตอบสนองครบทุกโหมด โดยที่มีความถูกตองของ
คาพารามิเตอรที่ไดจากการประมาณในระดับเดียวกัน 
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จากผลการทดลองในบทที่ 5 แสดงถึงประสิทธิภาพดานเวลาในการประมาณคาพารามิเตอรของ
โครงสราง กอนและหลังการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาใชในขั้นตอนการประมาณคาพารามิเตอร  โดย
สําหรับกรณีที่ใชขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวใน 10 โหมดแรก โดยใชขอมูลรูปแบบการสั่น
ไหวครบทุกระดับขั้นความเสรี และกรณีที่ใชขอมูลรูปแบบการสั่นไหว 90% 50% และ 10% ของระดับขั้นความ
เสรีทั้งหมดตามลําดับนั้น   การใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟซึ่งไดแก วิธี CG  SYMMLQ MINRES และ SQMR  
สามารถปรับปรุงประสิทธิภาพทางดานเวลาในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในขั้นตอนของการ
ประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง สงผลใหเพิ่มประสิทธิภาพดานเวลาในการประมาณคาพารามิเตอร  โดยที่
การใชวิธี CG รวมกับเมตริกซปรับสภาวะจาโคบีใชเวลาในการคํานวณนอยที่สุดสําหรับทุกกรณีศึกษา ทั้งนี้
การศึกษานี้ยังไมไดพิจารณาถึงความไหวตัวของคาพารามิเตอรคําตอบจากความคลาดเคลื่อนในการวัดขอมูล
ความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวในแตละโหมด รวมถึงปญหาความไมเปนเอกภาพของคาพารามิเตอร
คําตอบ ในกรณีที่วัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดไมครบทุกระดับขั้นความเสรีในแตละโหมด   
 
 งานวิจัยนี้ไดทําการศึกษาเบื้องตนถึงความเหมาะสม ในการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใช
ในขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสราง โดยกําหนดใหขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบ
การสั่นไหวในแตละโหมดของการสั่นแบบอิสระไมมีความคลาดเคลื่อน ทั้งนี้เพื่อหลีกเลี่ยงปญหาความไหวตัว
ของคาสติฟเนสพารามิเตอรตอระดับความคลาดเคลื่อนของขอมูล (Pothisiri และ Vatcharathanyakorn  2002)  
และปญหาความไมเปนเอกภาพของคาสติฟเนสพารามิเตอรคําตอบที่ไดจากการประมาณโดยวิธีรีเคอรซีฟ         
ควอดราติกโปรแกรมมิงในกรณีที่ไมสามารถวัดขอมูลรูปแบบการสั่นไหวไดครบทุกระดับขั้นความเสรี     
อยางไรก็ตามควรมีการศึกษาเพิ่มเติมถึงความเหมาะสมของการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชใน
ขั้นตอนของการประมาณคาพารามิเตอร  ในกรณีดังกลาวเพื่อศึกษาถึงผลกระทบตอคําตอบที่ไดโดยวิธีปริภูมิยอย
ไครโลฟ เนื่องจากปญหาความไหวตัวของคาสติฟเนสพารามิเตอรตอระดับความคลาดเคลื่อนของขอมูล และ 
ปญหาความไมมีเอกภาพของคําตอบตอไป 
  
 นอกจากนี้จากการศึกษาพบวาการใชขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวครบทุกโหมดใน
การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางไมไดเปนการปรับปรุงอัตราการลูเขาของคาพารามิเตอรคําตอบโดยวิธี
รีเคอรซีฟควอดราติก โปรแกรมมิงเสมอไป  ในกรณีที่วัดรูปแบบการสั่นไหวไดไมครบทุกระดับขั้นความเสรี 
พบวาการใชขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการสั่นไหวครบทุกโหมดในการประมาณคาพารามิเตอรกลับ
สงผลใหอัตราการลูเขาของคาพารามิเตอรคําตอบนอยกวาในกรณีที่ใชขอมูลคาความถี่ธรรมชาติและรูปแบบการ
สั่นไหวใน 10 โหมดแรก  ซึ่งจากพฤติกรรมดังกลาวสมควรที่จะเปนประเด็นศึกษาสําหรับในงานวิจัยตอไป 
 
 ในงานวิจัยน้ีไดศึกษาถึงความเหมาะสมในการนําวิธีปริภูมิยอยไครโลฟเขามาประยุกตใชในขั้นตอน
ของการประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางจากแบบจําลองโครงขอหมุน 3 มิติที่มีคาพารามิเตอรคือ           
สติฟเนสตามแนวแกนของโครงขอหมุนเทานั้น  อยางไรก็ตามเพื่อความสมบูรณของงานวิจัย ควรจะมีการศึกษา      
การประมาณคาพารามิเตอรของโครงสรางประเภทอื่นๆ เชน โครงขอแข็ง เปนตน เพื่อประเมินประสิทธิภาพของ
การประยุกตใชวิธีปริภูมิยอยไครโลฟในการประมาณคาพารามิเตอร สําหรับโครงสรางประเภทดังกลาวตอไป 
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ภาคผนวก ก 
รูปแบบการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซ 

 
 

ก.1  รูปแบบการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธ์ิ 
 
 พิจารณาเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่มีขนาดเทากับ 4 4×  วิธีการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซสัมประสิทธิ์          
ในรูปแบบของแถวลําดับหนึ่งมิติ (one-dimension array) แสดงไดจากรูปที่ ก.1.1 
 
 
 
  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ก.1.1 แสดงรูปแบบการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซ 
 
 รูปที่ ก.1.1 (a) จากเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่เก็บขอมูลในรูปของแถวลําดับใน 2 มิติ (two-dimension array) 
ตองเก็บขอมูลสมาชิกทุกตําแหนงในรูปที่ ก.1.1 (b)  แตถาจัดเก็บเมตริกซสัมประสิทธิ์ในรูปแบบของแถวลําดับ
ในหนึ่งมิติ ซึ่งแสดงในรูปที่ ก.1.1 (c) เนื่องจากคุณสมบัติสมมาตรของเมตริกซสัมประสิทธิ์ทําใหสามารถเก็บ
ขอมูลของสมาชิกในตําแหนงสามเหลี่ยมบน (upper triangular) โดยเก็บขอมูลเฉพาะสมาชิกที่มีคาไมเทากับศูนย 
สําหรับในรูปที่ ก.1.1 (d) แสดงตําแหนงของสมาชิกสําหรับการจัดเก็บขอมูลแบบแถวลําดับในหนึ่งมิติ  การ
จัดเก็บขอมูลเปนลักษณะตามแถว (row storage) โดยเริ่มเก็บขอมูลจากแถวที่หนึ่งจากซายไปขวา 
 

(a) (b) 

1 2 3 4
1 2 3

4 5
6 7

8

 
 
 
 
 
 

(c) (d) 
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 เมตริกซสัมประสิทธิ์ที่เก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับ 2 มิติ จากรูปที่ ก.1.1 (a) สามารถพิจารณา
การจัดเก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับหนึ่งมิติไดจากรูปที่ ก.1.1 (d) รวมกับการใชแถวลําดับดรรชนี (index 
array) ในการกําหนดตําแหนงของขอมูล ซึ่งแสดงไดดังนี้ 
 

กําหนดให A  คือแถวลําดับหนึ่งมิติที่เก็บขอมูลของสมาชิกเฉพาะในตําแหนงที่มีคาไมเทากับศูนย  
 
       A  =    ( )8.3 3.2 2.7 13.7 5.6 10.5 2.2 9.2− − − −  
 

กําหนดให AC  คือแถวลําดับดรรชนีในหนึ่งมิติที่ใชจัดเก็บขอมูลสดมภ (column) ของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ 
 
       AC  =    ( )1 2 4 2 3 3 4 4  
 
 กําหนดให ADDRES  คือแถวลําดับดรรชนีในหนึ่งมิติที่ใชจัดเก็บตําแหนงของสมาชิกในแนวเสน
ทแยงมุมหลักของเมตริกซสัมประสิทธิ์ โดยดรรชนีในตําแหนงสุดทายจะเทากับดรรชนีในตําแหนงรองสุดทาย
บวกดวยหน่ึง 
 
       ADDRES  =    ( )1 4 6 8 9  
 
 แถวลําดับในหนึ่งมิติ A ที่เก็บขอมูลสมาชิกในตําแหนงที่มีคาไมเทากับศูนย รวมกับแถวลําดับดรรชนี 
AC และ ADDRES  สามารถอางถึงสมาชิกในเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่เก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับใน 2 
มิติไดอยางครบถวน โดยที่ A และ AC  มีจํานวนสมาชิกเทากับจํานวนขอมูลของสมาชิกในตําแหนงสามเหลี่ยม
บนที่มีคาไมเทากับศูนย ในขณะที่ ADDRES  มีจํานวนสมาชิกเทากับมิติของเมตริกซสัมประสิทธิ์บวกดวยหน่ึง 
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1 2 3 4
5 6 7 8
9 1 0 1 1 1 2

1 3 1 4 1 5 1 6

 
 
 
 
 
 

4.3 2.8 1.7 0
0 8.2 0 6
0 0 5.2 8.6
0 0 0 1.3

− 
 − 
 
 
 

4.3 2.8 1.7
8.2 6.0

5.2 8.6
1.3

− 
 − 
 
 
 

ก.2  รูปแบบการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซท่ีไดจากการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธ์ิ 
 
 พิจารณาเมตริกซสามเหลี่ยมบนที่มีขนาดเทากับ 4 4×  ซึ่งไดจากการแยกสวนโชเลสกีของเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ในหัวขอที่ ก.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ ก.2.1 แสดงรูปแบบการจัดเก็บขอมูลของเมตริกซสามเหลี่ยมบน 

 
 รูปที่ ก.2.1 (a) เมตริกซสามเหลี่ยมบนเก็บขอมูลในรูปของแถวลําดับใน 2 มิติ (two-dimension array) ซึ่ง
จะเก็บขอมูลสมาชิกทุกตําแหนงในรูปที่ ก.1.1 (b)  การจัดเก็บเมตริกซสัมประสิทธิ์ในรูปแบบของแถวลําดับใน
หนึ่งมิติแสดงในรูปที่ ก.1.1 (c) ซึ่งจะเก็บขอมูลเฉพาะสมาชิกที่มีคาไมเทากับศูนย สําหรับในรูปที่ ก.1.1 (d) แสดง
ตําแหนงของสมาชิกสําหรับการจัดเก็บขอมูลแบบแถวลําดับในหนึ่งมิติ  การจัดเก็บขอมูลเปนลักษณะตามแถว 
(row storage) โดยเริ่มเก็บขอมูลจากแถวที่หนึ่งจากซายไปขวา 
 
 เมตริกซสัมประสิทธิ์ที่เก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับ 2 มิติ จากรูปที่ ก.2.1 (a) สามารถพิจารณา
การจัดเก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับหนึ่งมิติไดจากรูปที่ ก.2.1 (d) รวมกับการใชแถวลําดับดรรชนี (index 
array) ในการกําหนดตําแหนงของขอมูล ซึ่งแสดงไดดังนี้ 
 

กําหนดให LT  คือแถวลําดับหนึ่งมิติที่เก็บขอมูลของเมตริกซสามเหลี่ยมบนเฉพาะในตําแหนงที่มีคาไม
เทากับศูนย  
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       LT  =    ( )4.3 2.8 1.7 8.2 6.0 5.2 8.6 1.3− −  
 

กําหนดให LTC  คือแถวลําดับดรรชนีในหนึ่งมิติที่ใชจัดเก็บขอมูลสดมภ (column) ของเมตริกซ
สามเหลี่ยมบน 
 
       LTC  =    ( )1 2 3 2 4 3 4 4  
 
 กําหนดให LTADD  คือแถวลําดับดรรชนีในหนึ่งมิติที่ใชจัดเก็บตําแหนงของสมาชิกในแนวเสนทแยง
มุมหลักของเมตริกซสามเหลี่ยมบน โดยดรรชนีในตําแหนงสุดทายจะเทากับดรรชนีในตําแหนงรองสุดทายบวก
ดวยหน่ึง 
 
       LTADD  =    ( )1 4 6 8 9  
 
 นอกจากนี้ยังกําหนดใหแถวลําดับดรรชนี LTLINK  ซึ่งทําหนาที่เก็บขอมูลตําแหนงของสมาชิกที่อยู
ดานบนในแนวสดมภ 
 
       LTLINK  =    ( )0 0 0 2 0 3 5 7  

 
แถวลําดับดรรชนี LTLINK ทําหนาที่เช่ือมโยงขอมูลที่อยูดานบนของตําแหนงที่พิจารณา ซึ่งสามารถ

คํานวณไดในขั้นตอนของการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์  จากรูปที่ ก.2.1 (d) สมาชิกในตําแหนงที่ 1-3 ของ 
LTLINK มีคาเทากับศูนย เนื่องจากสมาชิกในตําแหนงที่ 1-3 อยูในแถวบนสุดซึ่งไมมีตําแหนงของขอมูลที่อยู
เหนือสมาชิกดังกลาว สําหรับสมาชิกในตําแหนงที่ 4 ของ LTLINK มีคาเทากับ 2 เนื่องจากมีขอมูลในตําแหนงที่ 
2 อยูเหนือสมาชิกในตําแหนงที่ 4  ในทํานองเดียวกันสมาชิกในตําแหนงที่ 5 ไมมีตําแหนงของขอมูลที่อยูเหนือ
ขึ้นไป  และสมาชิกในตําแหนงที่ 6 7 และ 8 มีตําแหนงขอมูลที่ 3 5 และ 7 ที่อยูเหนือขึ้นไปตามลําดับ 

 
 แถวลําดับในหนึ่งมิติ LT ที่เก็บขอมูลสมาชิกในตําแหนงที่มีคาไมเทากับศูนย รวมกับแถวลําดับดรรชนี 
LTC และ LTADD  สามารถอางถึงสมาชิกในเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่เก็บขอมูลในรูปแบบของแถวลําดับใน 2 
มิติไดอยางครบถวน และ LTLINK เปนแถวลําดับดรรชนีที่ตองใชในการระบุตําแหนงสําหรับการแยกสวนของ
เมตริกซสัมประสิทธิ์     
 

LT  LTC  และ LTLINK มีจํานวนสมาชิกเทากับจํานวนขอมูลของสมาชิกในตําแหนงสามเหลี่ยมบน
ที่มีคาไมเทากับศูนย ในขณะที่ LTADD  มีจํานวนสมาชิกเทากับมิติของเมตริกซสัมประสิทธิ์บวกดวยหน่ึง 
 
 



 รูปที่ ข.1.1 ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณ 

ภาคผนวก ข 
การแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณ 

 
 

ข.1  ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธ์ิแบบไมสมบูรณ 
 
 พิจารณาเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ที่มีขนาด n n×  และมีคุณสมบัติสมมาตร 
 

A  = 
11 1
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n

n nn
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a a
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 พิจารณาเมตริกซ TÊ  ซึ่งเปนเมตริกซสามเหลี่ยมบน (upper triangular matrix) ที่ไดจากการแยกสวนไม
สมบูรณ 
 

TÊ  = 
11 1ˆ ˆ
0

ˆ0 0

n

nn

e e
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การแยกสวนแบบไมสมบูรณของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  โดยระดับความไมสมบูรณของการแยกสวน

พิจารณาจากสัมประสิทธิ์เติมเต็ม δ  เมื่อ 0 1δ≤ ≤  ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณ
แสดงไดในรูปที่ ข.1.1 
 
   for  i   =    1, 2, n…   

     îie    =    
1
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ˆ ˆ
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ii kk ki
k
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−
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−∑  

    for  j   =    1, ,i n+ …   
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     if   2
îj ii jje e aδ<  and  0ija ≠  

      îje   =   0 

     else       

      îje   =   
ˆ
ˆ
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e
e

 

     endif       

    endfor  

   endfor  
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 จากขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณจากรูปที่ ข.1.1 เงื่อนไขในการคัดออก
ของสมาชิกในเมตริกซ TE  จะถูกพิจารณาพรอมกับขั้นตอนในการคํานวณสมาชิกแตละตําแหนงของ TE  การคัด
ออกจะทําเฉพาะในตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงของเมตริกซสัมประสิทธิ์เทานั้น  จากการตรวจสอบเงื่อนไขถา
พบวา 2ˆ ˆij ii jje e aδ<  สมาชิกในตําแหนงที่พิจารณาจะถูกกําหนดใหมีคาเทากับศูนย ซึ่งก็คือการคัดออกจาก
เมตริกซ TE  ดังนั้นในกรณีที่ δ = 0  พบวา ˆ 0ije ≥  เสมอ จึงไมมีการคัดออกของสมาชิกในแตละตําแหนงจาก
เมตริกซ TE  ซึ่งก็คือการแยกสวนแบบสมบูรณนั่นเอง  ในทางตรงกันขามกรณีที่ δ = 1 พบวาสําหรับเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ A ที่มีคุณสมบัติเปนบวกแนนอน สงผลให îj ii jje e a> เสมอ (Ajiz และ Jennings 1984) จึงทําให
เกิดการคัดออกของสมาชิกในทุกตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงของเมตริกซสัมประสิทธิ์  ซึ่งการแยกสวนแบบไม
สมบูรณในกรณีที่ δ = 1 เรียกวา การแยกสวนแบบไมเติมเต็มสมบูรณ 
 
 ตัวอยางลักษณะการเก็บขอมูลในรูปแบบแถวลําดับในหนึ่งมิติของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  แสดงได
ดังนี้ 
 

 
A  =  

 
  
 
 
 
 
 ในทํานองเดียวกันสําหรับเมตริกซสามเหลี่ยมบน TÊ ที่ไดจากการแยกสวนไมสมบูรณมีลักษณะการ
เก็บขอมูลดังนี้ 
 

 
TÊ  =   

 
  
 
 
 
 เครื่องหมาย ∗  ในเมตริกซ TÊ  คือตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงในเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ซึ่งจากการ
ตรวจสอบเงื่อนไขการคัดออกพบวา 2ˆ ˆij ii jje e aδ<  ทําใหสมาชิกในตําแหนงดังกลาวไดถูกคัดออกไป สวนที่
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วงกลมในเมตริกซ  TÊ  คือสมาชิกที่เพิ่มขึ้นมาจากการคํานวณแยกสวนไมสมบูรณ ซึ่งไมไดถูกคัดออกในขั้นตอน
การคํานวณแยกสวนไมสมบูรณ 

 
ข.2  ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธ์ิแบบโชเลสกีไมสมบูรณ 
 
 พิจารณาเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ที่มีขนาด n n×  และมีคุณสมบัติสมมาตร และมีคุณสมบัติที่เปนบวก
แนนอน 
 

A  = 
11 1

1

n

n nn

a a

a a

 
 
 
 
 

…
# % #

"
 

 
 พิจารณาเมตริกซ TE�  ซึ่งเปนเมตริกซสามเหลี่ยมบน (upper triangular matrix) ที่ไดจากการแยกสวน
แบบโชเลสกีไมสมบูรณ 
 

TE�  = 
11 1

0
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การแยกสวนแบบโชเลสกีไมสมบูรณของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  โดยระดับความไมสมบูรณของการ

แยกสวนพิจารณาจากสัมประสิทธิ์เติมเต็ม δ  เมื่อ 0 1δ≤ ≤  ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบ
โชเลสกีไมสมบูรณแสดงไดในรูปที่ ข.2.1 
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 รูปที่ ข.2.1 ขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบโชเลสกีไมสมบูรณ 

   for  i   =    1, 2, n…   

    iie�  =   iia      

endfor  

   for  i   =    1, 2, n…   

     iie�    =    
1

2

1
ki

i

ii
k

e e
−

=

−∑� �  

    for  j   =    1, ,i n+ …   

      ije�    =    
1

1

i

ij ki kj
k

a e e
−

=

−∑ � �  

     if   2
ij ii jje e eδ<� � �  and  0ija ≠  

      iid   =   ii jj ije e e×� � �   ,  jjd   =   jj ii ije e e×� � �  

      iie�   =   ii iie d+�   ,  jje�   =   jj jje d+�  

      ije�   =   0 

     endif       

    endfor  

     iie�    =    iie�  

    for  j   =    1, ,i n+ …   

      ije�    =    ij iie e� �  

    endfor  

   endfor  

 
 
  

จากขั้นตอนวิธีการแยกสวนเมตริกซสัมประสิทธิ์แบบไมสมบูรณจากรูปที่ ข.2.1 เริ่มจากการกําหนด
สมาชิกในแนวเสนทแยงมุมของเมตริกซ TE�  ใหเทากับสมาชิกในแนวเสนทแยงมุมของเมตริกซสัมประสิทธิ์  
จากนั้นคํานวณสมาชิกในแตละแถวของ TE�  พรอมกับพิจารณาเงื่อนไขการคัดออก การคัดออกจะทําเฉพาะใน
ตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงของเมตริกซสัมประสิทธิ์เทานั้น  จากการตรวจสอบเงื่อนไขถาพบวา 2

ij ii jje e eδ<� � �  
สมาชิกในตําแหนงที่พิจารณาจะถูกคัดออกจากเมตริกซ TE�  และตองทําการปรับปรุงสมาชิกในแนวทแยงของ
เมตริกซ TE�  เพื่อรักษาคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนในระหวางการคํานวณเมตริกซ TE�  การปรับปรุงสมาชิกใน
แนวทแยงของเมตริกซ สามารถทําไดโดยการเพิ่มคาของสมาชิกในแนวทแยงดวยอัตราสวนที่กําหนด  ในกรณีที่ 
δ = 0  พบวา 0ije ≥�  เสมอ จึงไมมีการคัดออกของสมาชิกในแตละตําแหนงจากเมตริกซ TE  ซึ่งก็คือการแยก
สวนโชเลสกีแบบสมบูรณนั่นเอง  ในทางตรงกันขามกรณีที่ δ = 1 พบวาสําหรับเมตริกซสัมประสิทธิ์ A ที่มี
คุณสมบัติเปนบวกแนนอน สงผลให ij ii jje e e>� � � เสมอ (Ajiz และ Jennings 1984) จึงทําใหเกิดการคัดออกของ
สมาชิกในทุกตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงของเมตริกซสัมประสิทธิ์  ซึ่งการแยกสวนแบบโชเลสกีไมสมบูรณใน
กรณีที่ δ = 1 เรียกวา การแยกสวนแบบโชเลสกีไมเติมเต็มสมบูรณ 
 
 ตัวอยางลักษณะการเก็บขอมูลในรูปแบบแถวลําดับในหนึ่งมิติของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  แสดงได
ดังนี้ 
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A  =  

 
  
 
 
 
 
 ในทํานองเดียวกันสําหรับเมตริกซสามเหลี่ยมบน TE� ที่ไดจากการแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณมี
ลักษณะการเก็บขอมูลดังนี้ 
 

 
TE�  =       

 
  
 
 
 
 เครื่องหมาย ∗  ในเมตริกซ TE�  คือตําแหนงที่ไมตรงกับตําแหนงในเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ซึ่งจากการ
ตรวจสอบเงื่อนไขการคัดออกพบวา 2

ij ii jje e eδ<� � �  ทําใหสมาชิกในตําแหนงดังกลาวไดถูกคัดออกไป ดังนั้น
เพื่อใหเมตริกซ TE�  ยังคงมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนในขั้นตอนการแยกสวนโชเลสกีไมสมบูรณ  คาของ
สมาชิกในตําแหนงที่ถูกคัดออกจะถูกใชเปนคาปรับปรุงสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซ TE�  ลักษณะการ
ปรับปรุงแสดงไดจากวงกลมเสนประ ซึ่งแสดงถึงการปรับปรุงคาของสมาชิกในแนวทแยงของเมตริกซ TE�  จาก
ตําแหนงของสมาชิกที่ถูกคัดออกในแถวที่ 2  สมาชิกในแนวทแยงจะไดรับการปรับปรุงคาทุกครั้งเมื่อสมาชิกใน
ตําแหนง ∗  อยูในเงื่อนไขของการคัดออก สําหรับวงกลมทึบที่แสดงในเมตริกซ  TÊ  คือสมาชิกที่เพิ่มขึ้นมาจาก
การคํานวณแยกสวนไมสมบูรณ ซึ่งไมไดถูกคัดออกในขั้นตอนการคํานวณแยกสวนไมสมบูรณ 
 
 
  
 
 
 
 
 

 



ภาคผนวก ค 
การสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบตัิเชิงสังยุคดวยวิธีแกรมชมิตสังยุค 

 
 
 เวกเตอรทิศทางที่ถูกสรางขึ้นมาโดยวิธีเกรเดียนตสังยุค  จะตองมีคุณสมบัติเชิงสังยุคซึ่งกันและกัน    วิธี
ที่ใชในการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับเวกเตอรทิศทางที่ถูกสรางขึ้นมากอนหนาคือวิธีของ แก
รมชมิตคอนจูเกชัน (Gram-Schmidt conjugation)  ซึ่งกลาววา ในการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิง สังยุค
กับเวกเตอรทิศทางกอนหนา สามารถทําไดจากการใชเวกเตอรใดๆที่มีความเปนอิสระเชิงเสนตอกัน (linearly 
independent vector) ซึ่งสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี ้
 

   ip  =      
1

0

i

i ik k
k
ξ

−

=

+∑u p   ;  i k>   (ค.1) 

 
โดยที่        ip       =      เวกเตอรทิศทางที่ตองการสรางใหมีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับเวกเตอรทิศทางทุก

ตัวกอนหนา 
              iu       =      เวกเตอรใดๆที่มีความเปนอิสระเชิงเสนตอกัน  
              kd       =      เวกเตอรทิศทางที่ถูกสรางขึ้นในครั้งกอนหนา 
             ikξ        =      สัมประสิทธิ์ปรับขนาด ที่ทําหนาที่ปรับขนาดใหเวกเตอรทิศทางที่ตองการ

สรางมีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับเวกเตอรทิศทางกอนหนาทุกตัว 
 
 รูปที่ ค.1 แสดงวิธีการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุค ดวยวิธีแกรมชะมิตคอนจูเกชัน  ซึ่ง
เริ่มจากเวกเตอร 0u  ที่มีความเปนอิสระเชิงเสนกับเวกเตอร 1u  สามารถสรางเวกเตอรทิศทาง 1p  ที่มีคุณสมบัติ
เชิงสังยุคกับเวกเตอร 0u  ไดจากผลรวมแบบเวกเตอรระหวางเวกเตอร  1u  กับเวกเตอร  0 0ˆ ξ=u u   โดยที่
เวกเตอร 0û  เปนเวกเตอรที่อยูในทิศเดียวกับเวกเตอร 0u  แตถูกปรับขนาดดวยคาคงที่ ξ  ซึ่งทําใหผลรวม
ระหวางเวกเตอร  1u  กับเวกเตอร 0û   ไดเปนเวกเตอร  1p  ซึ่งมีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับเวกเตอร 0u  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ ค.1 การสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยคุดวยวิธี แกรมชมิตสังยุค 

0 0u = d

1u

0 0=u d 0 0=u d

1u

0 0ˆ ξ=u u

1d

1d
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เมื่อนํา jAp มาคูณขางหลังสมการที่ (ค.1) 
 

       T
i jp Ap  =       

1
T T

0

i

i j ik k j
k
ξ

−

=

+∑u Ap p Ap  

 
 จากคุณสมบัติเชิงสังยุคของเวกเตอรทิศทางพบวา 
 
                0 =       T T

i j ij j jξ+u Ap p Ap         
 

   ijξ  =       
T

T
i j

j j

−u Ap
p Ap

 ;   i j>   (ค.2)  

  
สมการที่ (ค.2)  ใชสําหรับการหาคาสัมประสิทธิ์  ijξ   ที่จําเปนตองใชในการหาเวกเตอรที่มีคุณสมบัติ

เชิงสังยุคตามสมการที่ (ค.1)  ซึ่งเราพบวาในการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคกับเวกเตอรทิศทาง
ทุกตัวกอนหนา จําเปนจะตองมีการเก็บขอมูลของเวกเตอรตัวกอนหนาทุกตัวไวดวย  
  
 จากการใชเวกเตอรคงคาง r  แทนเวกเตอร u  ทําใหสัมประสิทธิ์ ijξ  จากสมการที่ (ค.2) ถูกเปลี่ยนไป
เปนสมการที่ (ค.3) 
 

   ijξ  =       
T

T
i j

j j

−r Ap
p Ap

 ;   i j>   (ค.3)  

  
 

 จากความสัมพันธของเวกเตอรคงคางในรอบการคํานวณถัดไป  กับคาปรับขนาดและเวกเตอรทิศทาง 
 
   1j+r  =     j j jα−r Ap     (ค.4) 
 
 โดยที่คาปรับขนาด คํานวณไดจาก 
 

   iα  =     
T

T
i i

i i

r r
p Ap

     (ค.5) 

 
 นํา T

ir  คูณขางหนาทั้งสมการที่ (ค.4) 
 
          T

1i j+r r  =     T T
i ij j jα−r r r Ap   

          T
i jr Ap  =     T T

1
1

i j i j
jα + − r r r r   
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      T
i jr Ap        =    

T

T

1

1 ;

1 ; 1

0 ; 1

i i
i

i i
i

i j

i j

i j i j

α

α −
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−
= +


 < ∧ > +



r r

r r   (ค.6) 

   
 จากความสัมพันธตามสมการที่ (ค.6) เมื่อนํา T

i jr Ap  แทนคาลงในสมการที่ (ค.3) 
 

            ijξ        =    

T

T

1 ; 1

0 ; 1

i i

j j j

i j

i j

α


= +



 > +


r r
p Ap

  (ค.7) 

 
 
 แทนคา jα  จากสมการที่ (ค.5) ลงในสมการที่ (ค.7) และกําหนดให 1j i= −   
 

    iξ  =       
T

T
1 1

i i

i i− −

r r
p r

     (ค.8) 

 
 เมื่อใชเวกเตอรคงคาง r แทนเวกเตอรทิศทาง p ในสมการที่ (ค.8) 
 

   iξ  =       
T

T
1 1

i i

i i− −

r r
r r

     (ค.9) 

  
เนื่องจากวิธีเกรเดียนตสังยุคใชเวกเตอรคงคางในการสรางเวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคซึ่งกัน

และกัน ดังนั้นสมการที่ (ค.1) ซึ่งเปนสมการของวิธีแกรมชะมิตสังยุค สามารถเขียนใหมไดเปน 
 
     ip  =      1i i iξ −+r p      (ค.10) 
 
 จากสมการที่ (ค.10) พบวาจากการใชเวกเตอรคงคาง r แทนเวกเตอร u ใดๆในการสรางเวกเตอร
ทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุค สงผลใหใชขอมูลของเวกเตอรทิศทางครั้งกอนหนาเพียง 1 ครั้ง ในการสราง   
เวกเตอรทิศทางที่มีคุณสมบัติเชิงสังยุคซึ่งกันและกัน  
 
 



ภาคผนวก ง 
คุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนของเมตรกิซสัมประสทิธิ ์

 
  

กําหนดใหเมตริกซสัมประสิทธิ์ A  ของระบบสมการเชิงเสนที่มีคุณสมบัติสมมาตร และมีขนาดเทากับ 
n n×  
 

   A  = 
11 1

1

n

n nn

a a

a a

 
 
 
 
 

…
# % #

"
 

 
เมตริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนจะมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนก็ตอเมื่อ มีเวกเตอร x

โดยที่ n∀ ∈x \  ที่ทําให  T 0>x Ax   
 

 พิจารณาดีเทอรมิแนนตไมเนอรมุขสําคัญ (principal minor of determinant) ของเมตริกซ A โดยที่ 
 
   1A  = 11a  

   2A  = 11 12

21 22

a a
a a

 

 

   nA  = 
11 1

1

n

n nn

a a

a a

"
# % #

"
 

 
 เมื่อ 1A  ,  2A  , … , nA  คือดีเทอรมิแนนตไมเนอรมุขสําคัญของเมตริกซสัมประสิทธิ์ A    
 

ในกรณีที่เมตริกซสัมประสิทธิ์ A ซึ่งมีคุณสมบัติสมมาตรจะมีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอนก็ตอเมื่อ     
ดีเทอรมิแนนตไมเนอรมุขสําคัญของ A  ทั้งหมดมีคามากกวาศูนย 

 
พิจารณาแบบจําลองโครงขอหมุน 2 มิติ ที่มีคาสติฟเนสพารามิเตอร ( EA ) ในทุกช้ินสวนเทากับ 

40,000,000 กิโลกรัม ดังแสดงในรูปที่ ง.1 
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รูปที่ ง.1 แบบจําลองโครงขอหมุน 2 มิติ 
 

 เมื่อกําหนดให K  คือสติฟเนสเมตริกซของแบบจําลองในรูปที่ ง.1  
 

   K  = 
400,000 0 400,000 0

0 400,000 0 0
400,000 0 541,400 141,400

0 0 141,400 541,400

− 
 
 
 −
 
 

 

 
  1K  = 400,000     = 400,000  

  2K  = 400,000 0
0 400,000

   = 111.6 10×  

  3K  = 
400,000 0 400,000

0 400,000 0
400,000 0 541,400

−

−
  = 162.2624 10×  

 

  4K  = 
400,000 0 400,000 0

0 400,000 0 0
400,000 0 541,400 141,400

0 0 141,400 541,400

−

−
 = 219.0496 10×  

 
 สติฟเนสเมตริกซ K มีดีเทอรมิแนนตไมเนอรมุขสําคัญที่มีคาเปนบวกทั้งหมด ดังนั้นสติฟเนสเมตริกซ 
K มีคุณสมบัติที่เปนบวกแนนอน 
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ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 
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การศึกษา 2544 และเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต ภาควิชาวิศวกรรมโยธา สาขาวิศวกรรม
โครงสราง คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัยเมื่อปการศึกษา 2545 
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