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ในปจจุบันระบบเลขจํานวนเชิงซอนไดถูกนํามาใชอยางกวางขวาง นักคณิตศาสตรเกาส
(Gausse) ไดนําเสนอวิธีการแสดงจํานวนซ้ําซอน โดยการใชจํานวนจริงสองจํานวนในการแสดง
จํานวนซ้ําซอนเพียงจํานวนเดียว โดยที่จํานวนจริงทั้งสองจํานวนนั้นเปนอิสระตอกัน เมื่อนําระบบ
ของเกาสมากระทํากับตัวดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต(fundamental arithmetic operator) ก็
คือการบวก ลบ คูณ หาร จะพบวาใชเวลาในการคํานวณสูงเมื่อเทียบกับเวลาที่ใชคํานวณบน
ระบบจํานวนจริง คนุท(Knuth) จึงออกแบบระบบเลขฐานของจํานวนเชิงซอนขึ้นมา ซึ่งไดรับการ
พิสูจนในเวลาตอมาวาใชเวลาในการคํานวณลดลง อยางไรก็ตามขนาดของจํานวนในระบบ
จํานวนเชิงซอนของคนุทยังมีขนาดใหญ งานวิจัยชิ้นนี้จึงมุงเนนเพื่อลดขนาดของจํานวนในระบบนี ้
โดยใชแนวคิดของเลขอิงดรรชนี (floating-point format) นอกจากนี้งานวิจัยชิ้นนี้มุงเนน ที่จะ
พัฒนาอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขสําหรับระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีเชื่อมตรง ที่มี
คาความหนวงเชื่อมตรงเทากับสอง และเพื่อนํามาใชกับระบบดังกลาว ระบบจํานวนจําเปนตอง
เปนระบบจํานวนซ้ําซอนเทานั้น 
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 Nowadays a complex number system has been used widely. Gausse 
introduced a system to represent a complex number using two real numbers. The two 
real numbers are maintained independently. Time used for fundamental arithmetic 
operations in this system is longer compared with the real number system. In order to 
reduce calculation time, Knuth proposed a new complex number system. We found that 
the size of the number is large. This thesis proposes a novel system to reduce the size 
of numbers in this system, using the concept of floating-point format. In addition this 
thesis aims to develop an on-line fundamental arithmetic algorithm for the new system 
illustrated by an on-line digit set conversion with an on-line delay 2. This can be realized 
only if the number system is redundant.  
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บทที่ 1 

 

บทนํา 
 
1.1 ที่มาและความสําคัญของปญหา 

จากการศึกษาประวัติศาสตรอันยาวนานของระบบจํานวนที่เกี่ยวของในชีวิตประจาํวนัของ
มนุษยนัน้ พบวามีระบบจํานวนมากมายหลายระบบซึ่งแตละระบบ ถกูออกแบบมาเพื่อความ
เหมาะสมในการทํางานแตละงาน มีทัง้ระบบจํานวนที่ใชในเรื่องของวนัและเวลา เชนระบบเลขฐาน
หกสิบที่คนพบวาถกูนาํมาใชคร้ังแรกโดยชาวบาบิโลน เปนตน สําหรับระบบจํานวนเพื่อใชในการ
ประมวลผลนัน้ ระบบจํานวนแบบเลขฐาน (based number system or radix number system) 
เปนทีน่ิยมใชกนัมาก สิ่งที่ควบคูไปกับระบบจํานวนเพื่อการประมวลผลก็คือ ตัวดําเนนิงาน 
(operator) แบบตางๆ ที่ตองถูกออกแบบมาใชในการประมวลผลดวย โดยตัวดาํเนินการพื้นฐาน
ทางเลขคณิต (fundamental arithmetic operator) ก็คือ การบวก การลบ การคูณ และการหาร 
โดยการออกแบบจะคํานงึถงึความเหมาะสม ในทีน่ี้ความเหมาะสม อาจเปน ความเร็วในการ
คํานวณ ความไมซับซอนของการทํางาน ความถูกตองแมนยํา เปนตน อนึง่ตัวดาํเนินการตางๆ ใน
ระบบจํานวนแบบเลขฐานนัน้ สามารถถูกพิจารณาเสมือนการแปลงชุดตัวเลข (digit set 
conversion) จากเซตหนึง่ไปสูอีกเซตหนึ่งไดภายใตเลขฐานเดยีวกนั ซึ่งจะไดกลาวในรายละเอียด
ตอไป 

สําหรับคอมพวิเตอรนั้น ระบบเลขฐานสอง (binary number system) ไดถูกเลือกมาใช ไม
วาจะเปนจาํนวนเต็ม จาํนวนจริง หรือแมกระทัง่จํานวนเชิงซอน ตัวดาํเนนิการพืน้ฐานบนฐานสอง
ไดถูกออกแบบมาอยางมีประสิทธิภาพ ปจจุบันนีจ้ํานวนเชิงซอนไดเขามามบีทบาทอยางมากใน
การแกปญหาทางการคํานวณ การประมวลผลของปญหาที่มีความซบัซอนหลายปญหาก็สามารถ
แสดงไดโดยใชจํานวนเชิงซอน นักคณิตศาสตร เกาส (Gausse) ไดเสนอวิธกีารจะใชเลขฐานสอง 
สองจํานวนมาสรางความสัมพันธกันเพื่อเปนตัวแทนจํานวนเชงิซอนได แตการคํานวณพื้นฐานทาง
คณิตศาสตรของจํานวนเชงิซอนนัน้ จะใชเวลาสงูเมื่อเทียบกับการคาํนวณบนจาํนวนจริง ทั้งนี้
เพราะระบบจาํนวนถูกออกแบบมาสําหรับจํานวนจริงเปนหลกั ดงันัน้จึงไดมนีักคณิตศาสตรชื่อ 
คนุท (Knuth) ไดออกแบบระบบเลขฐานของจํานวนเชงิซอน [1] ขึ้นมา โดยผลงานการวิจัยของ
นักวจิัยหลายทานตอมาไดแสดงใหเหน็วา ระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุเปนระบบจํานวนที่มี
ประสิทธิภาพในดานความเร็วในการประมวลผล แตทั้งนี้ ขนาดของจํานวนในระบบดังกลาวมี
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ขนาดใหญ สิ้นเปลืองเนื้อที่ในการจัดเกบ็ นอกจากนีย้ังมีระบบจาํนวนเชงิซอนรปูแบบอื่นที่ไดถูก
นําเสนอมา เชนระบบจํานวนเชิงซอนของ เพนน ี(Penney) [2] ซึ่งใชฐานเปน -1 + i และชุดตัวเลข 
{0,1} ระบบจํานวนเชงิซอนอกีระบบนาํเสนอโดยซาเฟอร (Safer) [3] 

  ในงานวจิัยนี ้ จะมุงเนนแกปญหาความสิน้เปลืองของเนื้อที่ในการจัดเก็บจํานวน โดยนํา
แนวคิดของการจัดรูปแบบเลขอิงดรรชนี (floating-point format) [4] ของจํานวนจริงมาใช  โดย
อาศัยขอไดเปรียบ ของระบบจํานวนของคนทุซึ่งสวนจํานวนจรงิ และสวนจนิตภาพของจาํนวน
สามารถถูกบรรยายไดโดยใชจํานวนชุดเดียวกนั เมื่อเปรียบเทียบกับจํานวนเชิงซอนของเพนนีแลว 
จํานวนเชิงซอนของคนทุสวนจริง (real part) และสวนจินตภาพ (imaginary part) มีความเปน
อิสระจากกนัมากกวาระบบจํานวนเชิงซอนของเพนนี นอกจากนี้ในงานวิจัยนี้ยงัสนใจออกแบบตัว
ดําเนนิการพื้นฐานที่จําเปนในระบบดังกลาวดวย โดยพิจารณาตวัดําเนนิการในรปูของการแปลง
ชุดตัวเลข และรูปแบบของการประมวลผลความเร็วสูงทีถู่กเลือกมาใชในงานวิจยันี้ เปนการ
ประมวลผลเชือ่มตรง (on-line computation) ซึ่งถูกเสนอครั้งแรกโดยเออเซโกวัก (Ercegovac) 
และทราเวดิ (Trivedi)  [5,6] ในการประมวลผลแบบนี้เปนลักษณะของการประมวลผลแบบลําดับ
และการประมวลผลทอตรง (pipeline processing) รวมกนั ดังนั้นระบบจาํนวนเชงิซอนที่ใชใน
งานวิจยันี้จงึตองเปนระบบจาํนวนซ้าํซอน (redundant number system)[7] ดวยเชนกนั 

 
1.2 วัตถุประสงค 
 

1. นาํเสนอระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ี

2. นาํเสนออัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขสาํหรับระบบจาํนวนเชงิซอนซ้าํซอนองิดรรชนี
เชื่อมตรง 

 
1.3 ขอบเขตการดําเนินงาน 
 

1. เปรียบเทียบความแตกตางระหวางระบบจํานวนเชิงซอนของคนุททั่วไปกับ ระบบ
จํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี 

 2. ออกแบบอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรง ของระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิง
ดรรชนี ของฐานทั่วไปนั่นคือ ฐาน ri=β  เมื่อ r เปนจํานวนเต็มบวก 
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1.4 การดําเนนิการวิจัย 
 

1.ศึกษาทฤษฎีพื้นฐานตางๆ เชน ระบบจํานวนซ้ําซอน อัลกอริทมึการแปลงชุดตัวเลข
เชื่อมตรง 

2.ศึกษาระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุ รวมถึงอัลกอริทมึในการดําเนนิการตางๆ 

3.พัฒนาระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุในรูปแบบตัวเลขอิงดรรชนี 

4.ออกแบบอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรงบนระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุใน
รูปแบบเลขอิงดรรชนีบนฐาน ri  

5.เสนอทฤษฎ ีเพื่อพิสูจนวาอัลกอริทึมที่ออกแบบนั้นถูกตอง 

6.สรุปและจัดทําเอกสารวทิยานพินธ 

 
1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
 

ไดวิธีการในการจัดเก็บจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี พรอมทั้งเสนออัลกอริทึมในการ
แปลงชุดตัวเลข ที่เปรียบเสมือนฟงกชันของตัวดําเนินการในระบบตัวเลขที่เสนอ 

 

1.6 ผลงานที่ตีพิมพจากวิทยานิพนธ 
 สวนหนึง่ของวทิยานพินธนี้ไดรับการตีพิมพเปนบทความทางวชิาการในหวัขอเร่ือง “On-
line digit set conversion for floating-point redundant complex number” โดย 
พันธรัตน ไชยวรวทิยสกลุ และอรรถสิทธิ ์ สุรฤกษ ในงานประชมุวิชาการ “The 9th Annual 
National Symposium on Computational Science and Engineering (ANSCSE’9)” ณ. คณะ
วิทยาศาสตร มหาวิทยาลยัมหิดล ถนน พระราม6 กรุงเทพมหานคร ในระหวางวนัที ่23-25 มีนาคม 
2548 

 

 



บทที่ 2 

 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 
 

ในบทนี้จะกลาวถงึ ระบบจํานวนเชิงซอน และระบบจํานวนซ้ําซอนที่จะนาํมาใชในการ
ออกแบบระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี นอกจากนีย้ังกลาวถงึแนวคิดของการทํางานเชื่อม
ตรง และการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรงเพือ่นํามาใชในการออกแบบ การแปลงชุดตวัเลขแบบเชื่อม
ตรงของงานวจิัยนี้ดวย 

 
2.1 เลขคณิตเชื่อมตรง (on-line arithmetic) 

 

การดําเนินการพื้นฐานทั่วไปนั้นจะรับคาเขาไปทั้งหมดกอน แลวคอยดําเนนิการและสงผล
ออกมา ถาหากขอมูลนาํเขา (input data) นั้นมีขนาดและความยาวมากกอนดาํเนนิการจะตอง
เสียเวลาในการรับขอมูลเขามาทัง้หมดกอน อีกทั้งเสยีเนื้อที่ในการเกบ็ขอมูลกอนนาํไปคํานวณอีก 
และในกรณีเลวราย (worse case) หากขอมูลนําเขามคีวามยาวไมรูจบ (infinity) ระบบก็จะรับ
ขอมูลไมรูจบและไมสามารถเริ่มคํานวณได ในปค.ศ. 1977 เออเซโกวกั และทราเวดิ ไดนําเสนอ
การทาํงานเชือ่มตรง [5,6] ลักษณะของระบบคือ ระบบจะรับขอมูลนําเขามาทีละตัวมาดําเนนิการ
คํานวณและสงคําตอบออกไปทีละตัว ดังนัน้ถงึแมมีขอมูลนําเขาที่มีความยาวไมรูจบระบบนี้ก็
สามารถคาํนวณได ทิศทางการดําเนินการนัน้สามารถทําไดสองทิศทางคือ จากตําแหนงที่มี
นัยสําคัญนอยไปตําแหนงทีม่ีนัยสาํคัญมาก (least significant digit first : LSDF) เชน การบวก 
การลบ การคูณ และการดําเนินการตําแหนงที่มนีัยสําคญัมากไปตําแหนงทีม่ีนยัสําคัญนอย (most 
significant digit first : MSDF) เชน การหาร  

สิ่งสําคัญที่ตองคํานงึในการดําเนนิการเชือ่มตรงนั่นคือ คาความหนวง (delay: δ ) ซึ่งเมื่อ
รับขอมูลนําเขาและดําเนินการแลวนัน้ ในบางกรณีขอมูลนําเขาที่รับเขาไปแลวนัน้ยังไมพรอมที่จะ
ดําเนนิการตองรับขอมูลนําเขาเพิ่ม ในสวนนี้คือคาความหนวงซึง่ก็คอืจํานวนขอมลูนําเขาที่รับเขา
แลวยังไมสามารถผลิตคําตอบไดนั่นเอง ถาคาความหนวงมีคามากหมายถงึตองรับขอมูลนําเขาไป
หลายตวักอนที่ผลิตคําตอบได คาความหนวงที่ต่าํที่สุดคือ 0 ซึ่งก็คือ รับขอมูลนําเขาเพียงตัวแรก
ตัวเดียวก็สามารถผลิตคําตอบไดทันท ี คาความหนวงในแตคร้ังนั้นจะมากหรือจะนอยข้ึนกับวาทศิ
ทางการดําเนนิการกับประเภทของการดําเนินการ  
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การบวก การลบ และการคูณ ในแบบคลาสสิกนัน้ จะมีทิศทางในการคํานวณจาก
ตําแหนงทีม่ีนยัสําคัญนอยกวาไปตําแหนงที่มีนยัสําคัญมากกวา ซึง่คาความหนวงสาํหรับ การบวก 
การลบ และการคูณ จะมีคาความหนวงเปนศนูย แตการหารนั้นไดรับการพสูิจนแลววามทีิศ
ทางการคํานวณไดเพียงทางเดียวคือ คํานวณจากตาํแหนงที่มนีัยสําคญัมากกวา ไปยังตําแหนงทีม่ี
นัยสําคัญนอยกวาเทานัน้ สาํหรับการทาํงานแบบทอตรงนัน้ ตัวดําเนนิการทุกตัวจะตองมีทิศทาง
ในการคํานวณไปในทิศเดียวกนั ดังนัน้การบวก การลบ และการคูณนัน้จะตองมีทิศทางการ
คํานวณจากตาํแหนงที่มีนยัสําคัญมากไปหาตําแหนงทีม่ีนัยสาํคัญนอย 

 
2.2 ระบบจํานวนซ้ําซอน (redundant number system) 
 

ระบบจํานวนสามารถเขยีนอย ู ในรูปของ ( )D,β  ประกอบดวยเลขฐาน β  ทีส่ามารถ
เปนไดทั้งจํานวนจริงและจํานวนเชงิซอน โดยที่ 1>β  และเซตจํากัดของตัวเลข (finite digit set) 
ที่เปนไดทั้งจาํนวนจริงและจาํนวนเชงิซอน ในระบบจํานวนตามวิธีคลาสสิค  

ถา β  เปนจํานวนเต็มและมีเชตของตัวเลข D อยูในรูปของ { }10| −≤≤∈ βdZd  
เรียกเซตของตวัเลขนี้วา เซตจํากัดของตัวเลขแบบคาโนนิคอล (canonical digit set) แทนดวย C 
ซึ่ง { }1,...,3,2,1,0 −= βC  สําหรับระบบจํานวนที่ประกอบดวยเลขฐาน β  ให X เปนรูปแบบแทน
จํานวนที่มีฐาน β  และมีชุดตวัเลขอยูใน D สามารถเขยีน X ไดดังนี ้

 

( )β........ 32104321 −−−−−−−= xxxxxxxxxX aaaaa  
 

โดยที่ Dxi ∈  และ ai ≤  

คาเชิงตัวเลข (numerical value) ของ X ในฐาน β  เขียนแทนดวยสัญลกัษณ ||X|| นิยาม
ดังนี ้

 

∑−∞

=
=

ai
i

ixX β  
 

ในระบบจํานวน ( )D,β  ถาสามารถแทนตวัเลขทีม่ีเลขฐาน β  ที่มคีวามยาวจาํกดัไดทั้ง 
1X  และ 2X  โดยที ่ 21 XX =  แลว เรียกระบบจํานวนนีว้าระบบจํานวนซ้ําซอน (redundant 

number system) [7] ตัวอยางเชน กําหนดให β  = 2 และ { }1,0,1=D  โดยที ่1 เปนสัญลักษณที่
ใชแทน -1 จะสามารถเขยีนรูปแบบแทนจาํนวนของ 5 ไดมากกวาหนึง่รูปแบบดังนีค้ือ ( )2101  และ 
( )21110  
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2.3 ระบบจํานวนเชงิซอนของคนุท (Knuth complex number system) 
 

ระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุ [1] เปนระบบจํานวนแบบเลขฐานทีถู่กเสนอครั้งแรกในป 
1960 โดยคนทุ ซึง่เสนอใหใชจํานวนเชิงซอนเปนเลขฐาน จาํนวนเชิงซอนที่เปนฐานนัน้จะอยูในรปู
ของ ri=β  โดยที่ 2, ≥∈ rZr  และมีชุดตัวเลข { }10| −≤≤Ζ∈= rddD  พรอมทัง้ได
พิสูจนวา จาํนวนเชงิซอนทกุจํานวนสามารถเขียนใหอยูในระบบดังกลาวไดทุกจํานวน (complete 
system of complex number) และจํานวนเชิงซอนหนึง่จํานวนสามารถเขียนไดจํากดัเพียงรูปแบบ
เดียวเทานั้นดวย (unique representation) เชน ในระบบจํานวนเลขฐาน i2=β  (r มีคาเทากบั 
4) และชุดตัวเลขคือ { }3,2,1,0=D  พิจารณาจํานวนเชงิซอนในแบบของเกาส -5+17i สามารถ
เขียนไดดังนี ้

 

2312201
2
112481632

1012345

iiii −−−

−βββββββ

 

 
 

นั่นคือ ( ) ii 22.102213175 =+−  

 คาเชิงตัวเลขของจํานวนเชงิซอน mkkk xxxxX −−−= ...21  ใดๆ จะแสดงไดดวยสัญลักษณ 
||X|| โดยสามารถคํานวณไดจากสมการตอไปนี้ 
 

( )∑
≤≤

=
mjk

j

j rixX  
 

 สําหรับระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนนัน้มกีารกลาวถงึใน [8] ซึ่งลักษณะของระบบจํานวน
จะใชชุดตัวเลขใหมดังนี ้ { }bdaZdD ≤≤∈= |  โดยที ่ a เปนเลขจํานวนเต็มลบหรือศูนย และ 
b เปนเลขจาํนวนเต็มบวกหรือศูนย แตทั้ง a และ b จะเปนศูนยพรอมกนัไมไดในกรณนีี ้

21 rab >−+  ทาํใหสามารถแสดงจํานวนเดียวกันไดหลายรูปแบบเชน แสดงรูปแบบแทนจาํนวน
ของ -5+17i บนฐาน 2i และชุดตัวเลข { }2,1,0,1,2 ไดเปน ( ) i22.110210  ดังรูป 2.2 
 

2101201
2
112481632

1012345

iiii −−−

−βββββββ

 

รูปที่ 2.1 แสดงคา -5+17i สําหรับฐาน 2i และชุดตัวเลข {0,1,2,3} 

รูปที่ 2.2 แสดงคา -5+17i สําหรับฐาน 2i และชุดตัวเลข { }2,1,0,1,2  
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 2.3.1 อัลกอริทึมการบวกของระบบจํานวนเชิงซอนของคนุทฐาน 2i  

 อัลกอริทึมการบวกมกีลาวไวในในระบบจาํนวนเชงิซอน [1,9] ซึ่งในทีน่ี่จะแสดงใหดูการ
บวกของระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุโดยจะแสดงในฐาน 2i=β และมีชุดตัวเลข { }1,0,1=D   

 ให X และ Y เปนจํานวนหนึง่ในฐาน 2i=β และมีชุดตัวเลข { }1,0,1=D  

  ( )
( ) DyyyyY

DxxxxX

jilmm

jilmm

∈=

∈=

−

−

,...

,...

21

21  

 ให ( ) jjjilmm yxssssS +== − ,... 21 จะได YXS +=  จุดมุงหมายเพื่อจะหาคา 
Z ที ่

  ( ) DzzzzZ jilkmkm ∈= −++ ,... 21  
จนกระทั่งได SZ =  ในการทดของระบบจํานวนเชงิซอนของคนทุจะแตกตางจากระบบอื่น 
สําหรับในทีน่ี้เราใชฐาน 2i=β จะได ตําแหนงใดมีคาเทากับ 2 จะแสดงเปน ( ) 2001 i  ดังนัน้
การทดนั้น จะทด -1 ไปยังตําแหนงที่ 2 ทางดานซาย 

สําหรับงานวิจยัชิ้นนี้นาํตัวอยางอัลกอริทึมการบวกสาํหรับฐาน 2i=β  ดังอัลกอริทึม
ตอไปนี้ 

 
Algorithm: Knuth_Addition 

 input: X,Y; 
 output: Z; 

 begin 

  
;0

;0

1 =
=

+l

l

c
c

 

  for mjl ≤≤   

   ;: jjj yxs +=  

   if 2=js  then ;0:;1:2 =−=+ jj rc endif; 

   if 1=js  

    if 12 −≤−js then ;1:;1:2 −=−=+ jj rc  

    else ;1:;0:2 ==+ jj rc  endif; endif; 

   if 0=js then ;0:;0:2 ==+ jj rc  endif; 
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   if 1−=js  

    if 12 ≥−js  then ;1:;1:2 =−=+ jj rc  

    else ;1;0:2 −==+ jj rc  endif; endif; 

   if 2: −=js  then ;0:;1:2 ==+ jj rc  endif; 

   ;: jjj rcz +=  

   j = j+1; 

  endfor; 

  
;:
;:

22

11

++

++

=
=

mm

mm

cz
cz

 

 end; 

 

2.3.2 อัลกอริทึมการคูณเชื่อมตรงของระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุฐาน ri  

 พิจารณจํานวนบนฐาน 2, ≥= rriβ  เมื่อ r เปนจาํนวนเต็ม ให ( )β..... 21 −−= aaA

และ ( )β..... 21 −−= bbB  เปนตัวตั้งคูณและตัวคูณ ตามลาํดับ และ สมาชิกของ A และ B มีชุด

ตัวเลขเปนดังนี้
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=∈

22
|, rerZeEba jj  และให ( )β..... 321 −−−= xxxX เมื่อ 

Ex j ∈ เชนกนั เปนผลคูณจากอัลกอริทึมการคูณ [10] อัลกอริทึมการคูณดังอลักอริทึมตอไปนี ้
 

Algorithm Knuth_Multiplication 

 input:  ( ) CaaaA j ∈= −− ,.... 21 β  

  ( ) CbbbB j ∈= −− ,.... 21 β  

  ,0....,0.... 2121 ======== −−−−−− δδ bbbaaa  

 output: ( ) εβ ∈= −− jxxxX ,.... 21  

   BAxX
j

j
j ⋅== ∑ −≤ 1
β  

 begin 

  ;1:;0:;0:;0: 000 −==== jxBW  

  while 1−≤j do 

   

( )
( )( ) ( )

;1:

;
2
1ReRe:

;: 111

+=

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ +≤⋅=

++−= +++

jj

WWSignx

aBbAxWW

jjj

jjjjjjj β
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ตารางที่ 2.1 แสดงการคูณระหวาง ( ) i2201001021.  และ ( ) i2001210011.  

  enddo; 

 end; 

  
 

ตัวอยาง 2.1 กําหนดให ( ) iA 2201001021.=  และ ( ) iB 2001210011.= ซึ่งแสดงอยูบนฐาน 2i 
และมีชุดตัวเลข { }22| ≤≤∈= dZdD , ผลคูณของ A และ B แสดงตารางที่ 2.1 
 จาก [10] คํานวณคาความหนวงเชื่อมตรงไดเทากับ 3 ผลของการคณูของ A และ B ดัง
แสดงในตาราง 2.1 

 
 

J jjjj aBbA 1++  Wj xj ( )jj xW −2  

-1 0.0001 0.0001 0 0.001 

-2 0.01012 0.01112 0 0.112 

-3 0.0 0.1112 0 1.112 

-4 11000.0  11112.1  1 1112.1  
-5 21001110.0  21110000.1  1 2110000.1  
-6 2100120.0  210120.1  1 20120.1  
-7 2111100121.0  2111112111.1  1 211111211.1  
-8 0.0 211111211.1  1 21111121.1  
-9 0.0 21111121.1  1 2111112.1  

 

 จากตางราง 2.1 จะไดผลจาการคูณกันเทากับ ( ) i2.....111111.0  
 

2.4 การแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรง 
 

 การแปลงชุดตวัเลขนัน้ไดมีการกลาวถึงใน [11] ซึ่งเปนเสมือนฟงกชนัการทํางานทีน่ิยาม
บนระบบจํานวนระบบหนึง่ไปสูอีกระบบหนึ่งที่มีเลขฐานเดียวกนั 

กําหนดให β  เปนเลขฐาน 1>β  และกําหนดให ชดุตัวเลข { }bdaZdD ≤≤∈= |  
และชุดตัวเลข { }tesZeE ≤≤∈= | โดยที่ 0, ≤sa  และ 0, ≥tb  การแปลงชุดตวัเลขคือการ
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แปลงเลขจํานวนหนึง่ X ที่แสดงอยูในระบบจํานวน ( )D,β  ใหเปนเลข Y ที่อยูในระบบจํานวน 
( )E,β  โดยที่คาเชงิตัวเลขของจํานวนทั้งสองเทากันโดยทําการแปลงทีละตวั เร่ิมตนจากตาํแหนง
ที่มีนยัสําคัญมากที่สุดไปยงัตําแหนงที่มนีัยสําคัญนอยที่สุด เชนการแปลงชุดตัวเลขบนฐาน 2 จาก 

{ }22| ≤≤−∈= dZdD  ไปสู { }11| ≤≤−∈= eZeE  เปรียบไดกับการสรางฟงกชันการบวก
เลขสองจํานวนบนระบบ ( )E,2=β  ถากําหนดให X = 0011 และ Y = 0101 การบวกกนัของ X 
และ Y สามารถแสดงไดดังนี ้

 

 X = 0 0 1 1 + ( )E,β  

 Y = 0 1 0 1  ( )E,β  

 ----------------------------------------------------- 

 X+Y = 0 1 1 2  ( )D,β  

 ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ 
 ผลลัพธ  1 0 0 0  ( )E,β  

 =============================== 

 
 

จะเหน็วา การบวกนี้ตรงกับการแปลงชุดตวัเลขจาก 0112 ในระบบ ( )D,β  ไปสู 1000 ใน
ระบบ ( )E,β  ซึ่งมีคาเชิงตัวเลขเทากัน เปนตน 

ปญหาสาํคัญของการทาํเชือ่มตรงคือ ระบบจํานวนทีใ่ชตองเปนระบบจํานวนซ้ําซอน ซึง่
ในทีน่ี้จะใชระบบจํานวนแบบมีเครื่องหมายของ อวีเซียนิส (Avizienis) [12] อัลกอริทึมการแปลง
ชุดตัวเลขสําหรับระบบจํานวนซ้ําซอนสําหรับจํานวนจรงิใดๆ ไดถูกพิสจนวาเปนไปไดใน [13] 

 
2.5 เลขอิงดรรชนีฐานสอง (floating point for binary number) 
 

 การสรางเลขอิงดรรชนี (floating point number) นั้นมีขอดีในแงประหยัดเนื้อที่ในการเก็บ
ขอมูล ซึ่งไดมีการกาํหนดมาตรฐานตามไวใน [4] โดยที่เลขอิงดรรชนีฐานสองมีไดสองแบบคือ 
แบบซิงเกิล (single format) และ แบบดับเบิ้ล (double format) ดังแสดงในรูปที ่2.4 และ รูปที ่2.5  

 

รูปที่ 2.3 แสดงตัวอยางการแปลงชุดตัวเลข 
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รูปที่ 2.4 รูปแบบซิงเกิล (single format) 

1 บิต 8 บิต 23 บิต 
s e f 

 
 

1 บิต 11 บิต 52 บิต 
s e f 

 
 

โดยกําหนดให 

s เครื่องหมาย (sign) มีคาเปน 0 หมายถงึบวก และ 1 หมายถงึลบ 

e ไบแอสเอ็กโพเนน (bias exponent) มีขนาด 8 บิตสําหรับซงิเกิล และ 11 บิต
สําหรับดับเบิล้ โดยจัดเก็บแบบ ทูคอมพลิเมนต (2’s complement) 

f  แฟรคชัน (fraction) ).......(. 1321 −−−−= pbbbbf   

โดยที่ bi มีคาเปน 0 หรือ 1  

 

 คาเชิงตัวเลขของจํานวนทีเ่กบ็ในรูปแบบเลขอิงดรรชนีสามารถคํานวณไดจาก 

( ) fv es 21−=  
โดยทีท่ั้งสองแบบนั้นจะมีการบรรยายและการคํานวณคา v เหมือนกนั แตตางกนัที ่จํานวนบิตที่ใช
เก็บขอมูลเทานั้นเอง การเก็บคาไวในรูปแบบเลขอิงดรรชนีนัน้จะมีประโยชนในการประหยัดเนื้อที่
ในการเก็บเชนคา ตองการเก็บคา 101000000000 ในฐานสอง สามาถจัดเก็บในรูปแบบเลขอิง
ดรรชนีทั้งแบบซิงเกิลและแบบดับเบิ้ล ไดดังแสดงในตาราง 2.2  

 

 
s e f 

0 00001100 10100000000000000000000 

0 00000001100 1010000000000000000000000000000000000000000000000000 

 

รูปที่ 2.5 รูปแบบดับเบิ้ล (double format) 

ตารางที่ 2.2 แสดงการเก็บคา 101000000000 ในรูปของตัวเลขอิงดรรชนี 



 12

เมื่อนําคาตางๆ ในตางรางมาคํานวณหาคาเชิงตวัเลขดังที่แสดงดานลาง 
 

( ) ( ) 001010000000101.021 11000 =−  
 

ซึ่งจะเห็นไดวาคาที่คํานวณไดนั้นมีคาเชิงตัวเลขเทาเดิม 



รูปที่ 3.1 แสดงคา -48+0.15625i บนฐาน 2i ที่มีชุดตัวเลข{ }2,1,0,1,2  

บทที่ 3 

 

ระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี 

 
ในบทนี้จะกลาวถงึระบบจาํนวนเชงิซอนซ้าํซอนองิดรรชนี ซึง่พัฒนามาจากระบบจํานวน

เชิงซอนซ้ําซอนของคนทุ โดยใชระบบจาํนวนแบบมีเครื่องหมายของอวีเซยีนิส และพัฒนาจาก
หลักการของเลขอิงดรรชนี  

 
3.1 บทนํา 

 

จากการศึกษาระบบแทนจาํนวนเชงิซอนซ้าํซอนของคนทุพบวา ขนาดของรูปแบบแทน
จํานวน มีขนาดที่เปลี่ยนแปลงไปตามความแตกตางของคาเชิงตัวเลขของสวนจํานวนจริง และสวน
จํานวนจนิตภาพ เชน คา -48+0.15625i เมื่อเขียนรูปแบบแทนจํานวนบนฐาน 2i และชุดตัวเลข 
{ }2,1,0,1,2  จะไดดังรูป 3.1 

 

101000000101
32
1

16
1

8
1

4
1

2
10248163264

543210123456

iiiiii −−−−−−

−−−−− ββββββββββββ

 

 

จากรูปที่ 3.1 จะไดเมื่อเขียนรูปแทนจาํนวนไดเปน ( ) i210010.1010000   พบวาเมื่อเขียน
รูปแบบแทนจาํนวนบนฐาน 2i แลวจะมีเลขศูนยจาํนวนมาก ดงันัน้ในหัวขอนีจ้ะนําเสนอระบบ
จํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี ซึง่คาดวารูปแบบแทนจํานวนในระบบใหมนัน้จะไมตองเขียนเลข
ศูนยจํานวนมากเหมือนกับระบบจํานวนเชงิซอนซ้าํซอนของคนทุ และพิสูจนวาสามารถเขยีน
จํานวนเชิงซอนทกุจํานวนในรูปแบบแทนจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีได โดยจะพิสูจนวา
จํานวนเชิงซอนในระบบจาํนวนของเกาส สามารถเขียนใหเปนรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีได 
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3.2 รูปแบบของระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี 
 

ระบบจํานวนใหมทีจ่ะนําเสนอในหัวขอนีพ้ัฒนาขึ้นมาโดยอาศัยหลกัการของเลขอิงดรรชนี
สําหรับเลขฐานสอง ซึง่จะตองพิจารณาและปรับปรุงใหเหมาะสมกับระบบจํานวนเชงิซอนของคนทุ 
โดยจะแยกพิจารณาเปนสวนๆ ดังนี ้

 

3.2.1 สวนของเครื่องหมายบวกและลบ 

พิจารณาระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุมฐีานเปน ri=β  โดยที่ 2, ≥∈ rZr  และชุด
ตัวเลข { }10| −≤≤Ζ∈= rddD  ซึ่งไดรับการพิสูจนแลววาสามารถแสดงจํานวนไดทุกจาํนวน 
แมกระทัง่จํานวนสวนจาํนวนจริง หรือสวนจํานวนจนิตภาพ จะติดลบก็ตาม เชน -4+2i สามารถ
เขียนรูปแบบแทนจาํนวนบนระบบที่มีฐาน 2i และมีชุดตวัเลขเปน {0,1,2,3} ไดดังนี้ 

( ) ii 200.11024 =+−  
นั่นคือสําหรับเลขอิงดรรชนีสําหรับระบบจาํนวนเชงิซอนของคนทุนัน้ สวนของเครื่องหมาย

บวกและลบนัน้ไมจําเปนจะตองม ี
 

3.2.2 สวนแฟรคชัน 

ระบบจํานวนเชิงซอนของคนทุนัน้ไดรวมสวนของจํานวนจริง และสวนของจํานวนจิตภาพ
เขาไวดวยกัน ดังนัน้สวนแฟรคชันของระบบนี้มีเพียงสวนเดียวซึง่แสดงไดทั้งสวนของจํานวนจริง 
และสวนของจาํนวนจนิตภาพ อยางไรก็ตามงานวิจยัชิ้นนีม้ีจุดประสงคเพื่อเพิ่มความเรว็ในการ
คํานวณจงึใชการทาํงานเชือ่มตรง ดังนัน้ชุดตัวเลขในสวนของแฟรคชันจึงตองปรับเปล่ียนให
สอดคลองกับระบบนี้คือ 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=

22
| rdrZdD  (3.1) 

 ซึ่งเมื่อใชชุดตวัเลขนี้แลวสามารถเขียนรูปแบบแทนคาของจํานวนใดๆ ไดมากกวา 1 แบบ
ซึ่งก็คือระบบจํานวนซ้าํซอนนัน่เอง 
 

3.2.3 สวนไบแอสเอกโพเนน 

พิจารณารูปที ่ 3.1 พบวารูปแบบแทนจํานวนของระบบจาํนวนเชงิซอนซ้ําซอนของคนุทบน
ฐาน 2i นั้นมีเลขศูนยเปนจํานวนมากซึ่งเกิดจากที่คาเชิงตัวเลขของสวนจาํนวนจริงและสวนของ
จํานวนจนิตภาพหางกนั ถาสามารถหาคาคงที่ใดๆ นําเขาไปหารเพื่อปรับใหคาเชิงตัวเลขของทัง้ 2 
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รูปที่ 3.2 แสดงคา -0.1875+0.625i บนฐาน 2i ที่มีชุดตัวเลข{ }2,1,0,1,2  

สวนมีคาใกลเคียงกนั เมื่อคาเชิงตัวเลขของทัง้ 2 สวนมีคาใกลเคยีงกนัการเขียนรูปแบบแทน
จํานวนก็นาจะลดจํานวนเลขศูนยลงไปได ดังนัน้จึงตองมี e ถึง 2 ตัว ใหเปน eR และ eI สําหรับสวน
ของจํานวนจริง และสวนของจํานวนจนิตภาพตามลาํดบั เพื่อทําใหคาของทัง้สองสวนใกลเคยีงกนั 
เราเรียก eR และ eI วาไบแอสเอกโพเนนของ สวนจาํนวนจริง และสวนของจํานวนจนิตภาพ
ตามลําดับ 

 หลักในการเลอืกไบแอสเอกโพเนนสาํหรับจํานวนจรงิ ( )Re  นัน้จะตองเลือกคา Reβ  ที่เมื่อ
นํามาหารกับคาเชิงตัวเลขในสวนของจาํนวนจริงแลวมคีาใกลเคียงกบั 2−β  มากที่สุด ในทาํนอง
เดียวกนัในการเลือกคาไบแอสเอกโพเนนสําหรับจํานวนจินตภาพ ( )Ie  จะตองเลือกคา Ieβ  ซึ่ง
เมื่อนํามาหารกับคาเชงิตัวเลขของสวนจนิตภาพแลวมคีาใกลเคียงกบั 1−β  มากที่สุด 
 

ตัวอยาง 3.1 เขียนรูปแบบแทนจํานวนบนระบบของจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี ดวยฐาน 2i 
และชุดตัวเลข { }2,1,0,1,2  ของคา -48+0.15625i    

เลือกไบแอสเอกโพเนนสาํหรับจํานวนจรงิ ( )Re  เปน 8 นัน่คอืหารดวยคาคงที่ 8β เขาไป
ในสวนของจํานวนจริง และเลือกไบแอสเอกโพเนนสาํหรับจํานวนจนิตภาพ ( )Ie  เปน -2 นั่นคือ
หารสวนจาํนวนจินตภาพดวย 2−β  หลงัจากหาร 8β และ 2−β  ทัง้สองตัวเขาไปแลวจะไดคาเปน 
–0.1875–0.625i ซึ่งจะทาํใหคาทั้งสวนจาํนวนจรงิและจํานวนจนิตภาพมีคาเขาใกลศูนยมากที่สุด 
แสดงบนฐาน 2i ไดดังรูปที่ 3.2 
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iiiiii −−−−−−

−−−−− ββββββββββββ

 

 

 
 

 จากรูปที ่3.2 จะได ( )1111.0625.01875.0 =−− i  

 

นิยามที่ 3.1 ให X เปนรูปแบบแทนจํานวนบนระบบจาํนวนเชงิซอนซ้ําซอนองิดรรชนี และฐาน β  
X จะประกอบดวย 3 สวนดงัแสดงในรูป 3.3  
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รูปที่ 3.3 แสดงสวนตาง ๆ ของเลขในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ี

 
nR bits nI bits p-1 bits 

eR eI f 

 
 

eR คือไบแอสเอกโพเนนของสวนจํานวนจริง 

 eI คือไบแอสเอกโพเนนของสวนจํานวนจนิตภาพ 

 f คือสวนของแฟรคชัน โดยที ่ ( )β....0 321 −−−= dddf โดยที ่ Ddi ∈  

  เมื่อ 2,, ≥∈= rZrriβ  และ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=

22
| rdrZdD  

 

จะเขียน X ซึ่งเปนรูปแบบแทนจาํนวนบนระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีไดดังนี ้
feeX IR ,,=  

โดยที่คาเชิงตวัเลขสามารถคํานวณไดโดยสมการดานลาง 

 ( ) ( )Re ImR Ie ev f fβ β= +  (3.2) 

เมื่อ  ∑
−∞

−=

=
2

)Re(
k

k
kdf β  โดยที ่k เปนจํานวนเตม็คูเสมอ 

และ  ∑
−∞

−=

=
1

)Im(
p

p
pdf β โดยที่ p เปนจาํนวนเต็มค่ีเสมอ 

ดังนัน้สมการการคํานวณคาเชิงตวัเลข สามารถเขยีนใหมไดเปน 

 IR e

p

p
p

e

k

k
k ddv ββββ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑∑

−∞

−=

−∞

−= 12
 (3.3) 

 เนื่องจากงานวิจัยนี้ มุงเนนศึกษาถึงอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรงและแสดงให
เห็นวิธกีารคํานวณ มิไดมีจุดประสงคในการออกแบบมาตรฐาน (standard) จึงมิไดกําหนดขนาด
ของสวนตางๆ ของรูปแบบแทนจาํนวนองิดรรชนี นัน่คอื ขนาดของ eR, eI, f มิไดกําหนดขนาด
แนนอน 
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3.3 อัลกอริทึมการแปลงเชื่อมตรงจากระบบจํานวนของเกาสเปนระบบจํานวนเชิงซอน
ซํ้าซอนอิงดรรชนี 
 

 ในหัวขอนี้จะแสดงใหเห็นวา จํานวนเชิงซอนทุกจํานวนสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบแทน
จํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีไดเสมอ ซึ่งโดยทั่วไปจํานวนเชิงซอนมักจะแสดง
อยูในรูปของ yixZ +=  ดังนั้นในการพิสูจนวา จํานวนเชิงซอนทุกจํานวนสามารถเขียนใหอยูใน
ระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีไดนั้น จะเสนออัลกอริทึมการแปลงเชื่อมตรงจากระบบ
จํานวนของเกาสเปนระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีดังในทฤษฏีบทที่ 3.1 

ทฤษฎบีทที ่ 3.1 จํานวนเชิงซอนทุกจาํนวนสามารถเขียนในรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนองิดรรชนีได 
พิสูจน ทั้งนี้เปนทีท่ราบกันดีวา จาํนวนเชิงซอนทั้งหมดสามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของจํานวน
ในระบบจํานวนของเกาสไดเสมอ ดังนั้นจะพิสูจนเพยีงกรณีที่วา จาํนวนเชงิซอนทัง้หมดในรูปแบบ
ของเกาสสามารถเขียนใหเปนจํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีได โดยการเสนอ
อัลกอริทึมการแปลงเชื่อมตรงจากจํานวนเชิงซอนใดๆ ในระบบจาํนวนของเกาสใหเปนจาํนวนใน
ระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนอิงดรรชนี 

กาํหนดให Z เปนรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนของเกาสโดย 

 Z = x+yi เมื่อ x และ y เปนจํานวนจริงใดๆ 

 Re(Z) = x 

 Im(Z) = yi 

 
Algorithm: Gausse_to_Floating 
 Input:  Z = x + yi  where x and y are real numbers 

 Output: feeW IR ,,=  

  f = ( )...... 321 −−− ddd  represented in (β, D) 

     where β = ri ; r is an integer, r ≥ 2, and 

     
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=

22
| rdrZdD . 

begin 
 if ( x = 0 ) then eR = 0 

  else eR = minimum even integer such that 
2

||
Reβx <  
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 end if; 
 if ( y = 0 ) then eI = 0 

  else eI = minimum even integer such that 
2

||
1+

<
Ie

yi β  

 end if; 
 j = -1; 

 while ( )0)Re( ≠Z  or ( )0)Im( ≠Z  do 

  if j is odd then 

   
( )

( )
( ) ( ) ( );ImImIm

;
2
1

Im
Im

je
j

jej

I

I

βdZZ

β
Zd

+

+

−=

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
+=

 

  else 

   
( )

( )
( ) ( ) ( );ReReRe

;
2
1

Re
Re

je
j

jej

R

R

βdZZ

β
Zd

+

+

−=

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
+=

 

  end if; 
 j = j – 1; 

end do; 

end; 

 
 การพิสูจนอัลกอริทึม จะแบงออกเปนสองสวนคือ การพสิูจนวา ผลลัพธของอัลกอริทึมอยู
ในรูปของจํานวนเชงิซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ีและ ผลลัพธถูกตอง 

สวนที่หนึ่ง ผลลัพธของอัลกอริทึมอยูในรูปของจํานวนเชงิซอนซ้าํซอนองิดรรชนี จะพิสูจนวา 
สําหรับทุกคาของ j จะได dj เปนสมาชิกใน D เสมอ 

จากนิยามของ eR จะไดวา 

2
||

Reβx <  

22

RR ee βxβ
<<−  

222 22 −−− <<−
R

R

RR

R

e

e

ee

e

β
β

β
x

β
β  
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22

2

2

2 β
β

xβ
Re <<− −  

22 2
r

β
xr
Re <<− −  

ในกรณีที ่j = -2 และ ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
+= −− 2

1
22 Reβ

xd จะไดวา ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡<<⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡− − 22 2

rdr  

เนื่องจาก dj เปนจํานวนเตม็ที่ใกล 2−Reβ
x ที่สุดดังนัน้  

2
1

22 ≤− −− Reβ
xd  

นั่นคือ ( )
2

Re
2

2
2

−
−

− ≤−
R

R

e
e ββdZ  

จะไดวาในรอบที ่ j เปนจํานวนเต็มคูที ่ j < -2 จะไดวา ( )
2

Re
2++

≤
jeRβZ และจากอลักอริทึม 

( )
( ) ⎥

⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
+= + 2

1
Re

Re
jej Rβ

Zd ทําใหสามารถสรุปไดวา 

( ) ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤

⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢
+=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎥

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎢

+≤ +

++

22
1

22
1

Re
2||

2
2

rβ
β

β

d je

je

j R

R

 

จะเหน็ไดวาเมือ่ j เปนจาํนวนเต็มคูแลว dj จะเปนสมาชกิใน D เสมอ 

ในทาํนองเดียวกันจากนิยามของ eI จะไดวา 

2
||

1+

<
Ie

yi β  

ดังนัน้ 
2)Im(2

2

1

2 β
β

β
<<− −Ie

yi  

ในกรณีที ่j = -1 จะไดวา ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡<<⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡− − 22 1

rdr  

เนื่องจาก dj เปนจํานวนเตม็ที่ใกล 1−Ie

yi
β

ที่สุดดังนัน้  

( ) 2
1

Im 11 ≤− −− Ie

yid
β
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นั่นคือ ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤−

−
−

− 2
ImImIm

1
1

1

I
I

e
e ββdZ  

จะไดวาในรอบที ่ j เปนจํานวนคี่ที ่ j < -1 จะไดวา ( ) ( )
2

ImIm
2++

≤
jeIβZ และจากอัลกอริทึม 

( )
( ) ⎥

⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
+= + 2

1
Im

Im
jej Iβ

Zd ทําใหสามารถสรุปไดวา 

 ( ) ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤

⎥
⎥
⎦

⎥

⎢
⎢
⎣

⎢
+=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎥

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎢

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

≤ +

++

22
1

22
1

Im
2

Im
||

2

2

rβ
β

β

d je

je

j I

I

 

จะเหน็ไดวาเมือ่ j เปนจาํนวนเต็มค่ีแลว dj จะเปนสมาชกิใน D เสมอ 
 

สวนที่สอง ผลลัพธถกูตอง ในสวนนี้จะแสดงใหเห็นวา 

( ) ( )IR ee ffyix ββ )Im()Re( +=+  

โดยที่ ∑
−∞

−=

=
1j

j
jdf β  ซึง่เปนสวนแฟรคชนัของคําตอบจากอัลกอริทึม 

พิสูจนโดยเขียน f ใหมใหอยูในรูปของ 

∑∑
−=−=

+=
end

p

p
p

end

k

k
k ddf

12
ββ  

โดยที่ k เปนจาํนวนเต็มคู และ p เปนจํานวนเต็มค่ีเสมอ 

จากอัลกอริทมึ ( ) ( ) ( )je
j

RβdZZ +−= ReReRe  และ ( ) xZ =Re  ถากาํหนดให คาของ ( )ZRe

ในรอบที่ j แทนดวย xj จะไดวา 
je

jjj
Rdxx +

− −= β2  
ในกรณีที่ j = -2 จะไดวา 

2
224

−
−−− −= Redxx β  

ดังนัน้เมื่อรวมกรณีที่ j เปนจาํนวนเต็มคูทั้งหมดจะไดวา 

( )( )( )( )( )ende
end

eee
end

RRRR βdβdβdβdxx −−
−

−
−

−
− −−−−= ...... 6

6
4

4
2

2  
อัลกอริทึมจะทํางานจนกระทั่งคาของ ( ) 0Re =Z หรือ 0=endx นั่นคือ 

ende
end

eee RRRR βdβdβdβdx −−
−

−
−

−
− +++= ...6

6
4

4
2

2  
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จะไดวา 

RR ee
end

k

k
k fdx βββ )Re(

2
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

−=

 

ทํานองเดยีวกนั จะไดวา 

II ee
end

p

p
p fdyi βββ )Im(

1
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

−=

 

นั่นคือ จาํนวนเชงิซอนทกุจํานวนสามารถเขียนในรูปแบบแทนจาํนวน ในระบบจํานวนเชิงซอน
ซ้ําซอนองิดรรชนีไดเสมอ ■ 

 

ตัวอยาง 3.2 ให แปลงคา -48 + 0.15625i ที่มีการแสดงจํานวนของเกาสใหอยูในระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี บนฐาน 2i และมีชุดตัวเลขเปน { }2,1,0,1,2  
 จากอัลกอริทมึจะสามารถคาํนวณได eR = 8 และ eI = -2 หลังจากนัน้หาคาแฟรคชันดัง
แสดงในตาราง 3.1 

 

 

 

 

 

Step Z jeR +β  jeI +β  dj 

-1 -48 + 0.15625i - 0.125i 1 

-2 -48 + 0.03125i -64 - 1 

-3 16 + 0.03125i - -0.03125i 1 
-4 16 16 - 1 

 

จากตารางที่ 3.1 เราจะไดคําตอบดังนี้ eR = 8, eI = -2 และสวนของแฟรคชันคือ 1111.0=f  
ดังนัน้จะไดคา ( )1111.0,2,8 −=W  

 

 

 

 

ตารางที่ 3.1 แสดงการแปลงเชื่อมตรงจากระบบจํานวนของเกาสเปนระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอน
อิงดรรชนี 
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3.4 อัลกอริทมึการแปลงเชื่อมตรงจากระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนเีปนระบบ
จํานวนของเกาส 
 

ในหวันี้จะนาํเสนออัลกอริทมึการแปลงจาํนวนใดๆ จากการแทนจํานวนในระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ี ใหอยูในรูปแบบแทนจาํนวนของเกาส ซึ่งอัลกอริทึมในหัวขอนี้เปน
อัลกอริทึมผกผันกับอัลกอริทึมในหัวขอ 3.3 นัน่เอง 

ทฤษฎบีทที ่ 3.2 จํานวนเชงิซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีทุกจาํนวนสามารถทําการแปลงเชื่อมตรงไปเปน
จํานวนในระบบจํานวนของเกาสไดเสมอ 
พิสูจน กาํหนดให W เปนจํานวนในรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจาํนวนเชงิซอนซ้าํซอนองิดรรชนี 
โดยกําหนดให feeW IR ,,=  ดังนั้นคาเชงิตัวเลขของ W คือ ( ) ( )Re ImR Ie ev f fβ β= +  

การแปลงเชื่อมตรงสามารถพิสูจนไดโดยการเสนออัลกอริทึมในการแปลงดังตอไปนี ้
 

Algorithm: Floating_to_Gausse 

 Input:  feeW IR ,,=  

   f = ( )...... 321 −−− ddd  represented in (β, D) 

 Output: yixZ +=  

 begin 
  j = -1; 

  while not_end_of_data do 

   if j is odd then 

    je
j

IdZZ ++= β  

   else 

    ;je
j

RβdZZ ++=  

   end if; 
 j = j – 1; 

  end do; 

 end; 
 

การพิสูจนอัลกอริทึม จะพิสูจนวา IR ee βfβfZ )Im()Re( +=  

จากอัลกอริทมึจะไดวา 
 Z ...4

4
3

3
2

2
1

1 ++++= −
−

−
−

−
−

−
−

RIRI eeee βdβdβdβd  
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ตารางที่ 3.2 แสดงการแปลงเชื่อมตรงจากระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีเปนระบบจํานวน
ของเกาส 

 Z  ∑∑
−∞

−=

+
−∞

−=

+ +=
21 k

ke
k

p

pe
p

RI dd ββ  

  RI e

k

k
k

e

p

p
p dd ββββ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑

−∞

−=

−∞

−= 21

 

  IR ee βfβf )Im()Re( +=  
ดังนัน้คําตอบที่ไดจากอัลกอริทึมจะมีคาเทากับคาเชงิตัวเลขของ จํานวนเชงิซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี
จริง ■ 

ตัวอยาง 3.3 แปลงคา W ที่เปนรูปแบบแทนจํานวนบนระบบจาํนวนเชงิซอนซ้ําซอนใหอยูใน
รูปแบบการแทนจาํนวนของเกาส โดยที่ ( )1111.0,2,8 −=W  วิธีแปลง W จะเปนดังตาราง 3.2 
 

 

 

 

Step Input jeR +β  jeI +β  Z 

-1 1 - 0.125i 0.125i 

-2 1 -64 - -64+0.125i 

-3 1 - -0.03125i -64+0.15625i 

-4 1 16 - -48+0.15625i 

 
จากตาราง 3.2 จะไดคําตอบ Z = -48+0.15625i ซึ่งจะเห็นวาเทากับคาจากตวัอยาง 3.2 

 
3.5 อัลกอริทมึการแปลงจากจํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนของคนุทเปนระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ี
 

 ในหวัขอนี้จะพิสูจนวาจาํนวนใดๆ ซึง่มีรูปแบบการแทนจาํนวนในระบบจํานวนเชิงซอน
ของคนุท สามารถแปลงใหอยูในรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจํานวนเชงิซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีได 

ทฤษฎบีทที่ 3.3 การแปลงจํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนของคนทุ ฐาน riβ = เมื่อ r 

เปนจํานวนเตม็ใดๆ ที ่ r ≥ 2 และชุดตัวเลข
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=

22
| rdrZdD  ไปเปนจํานวน

เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีฐาน riβ = ทําไดเสมอ 
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พิสูจน จากทฤษฎีบทที่ 3.1 และจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนของคนุททุกจาํนวนสามารถเขียนใหอยูใน
รูปแบบของจํานวนในระบบจํานวนของเกาสได จึงสรุปไดวา ทฤษฎบีททีน่ี้เปนจริง แตในทีน่ี้การ
พิสูจนจะเสนออัลกอริทึม ในการแปลงจํานวนเชงิซอนซ้ําซอนของคนทุ ไปเปนจํานวนเชงิซอน
ซ้ําซอนองิดรรชนี ดวยดังตอไปนี้ 

กําหนดให .......... 10121 −−−= xxxxxxX hhh  เปนจํานวนในระบบจํานวนของคนทุ ฐาน riβ =

เมื่อ r เปนจาํนวนเต็มใดๆ ที่ r ≥ 2 และชุดตัวเลข
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡≤≤⎥⎥

⎤
⎢⎢
⎡−∈=

22
| rdrZdD โดยที่คาเชิง

ตัวเลขของ X คือ ∑
−∞

=

=
hj

j
jxX β||||  และกําหนดให W เปนรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจํานวนเชิง

ซ้ําซอนองิดรรชนีมีฐานเปน riβ =  และมีชุดตัวเลข D โดยกําหนดให feeW IR ,,=  

 
Algorithm Knuth_to_Floating 

 Input:  .......... 10121 −−−= xxxxxxX hhh   
 Output: feeW IR ,,=  

 begin 
  j = h; 

  i1 = i2 = 0; 

  m = -1; n = -2; 

  while j < h+1 do 

   if j is odd then 

    if 0≠jx  and i1 = 0 do 

     eI = j + 1; 

     i1 = 1; 

    end if; 
    if i1 = 1 do 

     dm = xj ; 

     m = m – 2; 

    end if; 

   else 

    if 0≠jx  and i2 = 0 do 

     eR = j + 2; 

     i2 = 1; 

    end if; 
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    if i2 = 1 do 

     dn = xj ; 

     n = n – 2; 

    end if; 

   end if; 
  j = j – 1; 

  end do; 

 end; 

 

พิสูจนอัลกอริทึมโดยจะแสดงใหเห็นวา IR ee βfβfX )Im()Re(|||| +=  

กําหนดให  { }0|max ≠∧== jxoddjjs  และ 

  { }0|max ≠∧== jxevenjjt  

จาก ∑
−∞

=

=
hj

j
jxX β||||  จะเขยีนใหมไดวา 

∑∑
−∞

=

−∞

=

+=
tk

k
k

sp

p
p xxX ββ โดยที ่p เปนจาํนวนเต็มค่ี และ k เปนจาํนวนเต็มคู 

จาก ∑
−∞

=sj

j
jx β ในอัลกอริทึม เมื่อพิจารณา j ที่เปนจํานวนเตม็ค่ีเทานั้น จะทําการกําหนดคาของ 

dm โดยให m = j – s – 1 ดังนัน้จะไดวา 

jsjm xdd == −− 1  

และ ∑
−∞

=sj

j
jx β  ( ) 11 +

−∞

=

−− ×= ∑ s

sj

sj
jx ββ  

   ( ) 11 +
−∞

=

−− ×= ∑ s

sj

sj
md ββ  จาก jm xd =  

   ( ) 1

1

+
−∞

−=

×= ∑ s

m

m
md ββ  จาก m = j – s – 1 

ทํานองเดยีวกนั จาก ∑
−∞

=tj

j
jx β ในอัลกอริทึม เมื่อพจิารณา j ที่เปนจํานวนเต็มคูเทานัน้ จะทําการ

กําหนดคาของ dn โดยให n = j – t – 2 ดังนั้นจะไดวา 

jtjn xdd == −− 2  

และ ∑
−∞

=tj

j
jx β  ( )∑

−∞

=

+−− ×=
tj

ttj
jx 22 ββ  
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ตารางที่ 3.3 แสดงการแปลงจากจํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนของคนุท เปนระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชน ี

   ( )∑
−∞

=

+−− ×=
tj

ttj
nd 22 ββ  จาก jn xd =  

   ( )∑
−∞

−=

+×=
2

2

n

tn
nd ββ  จาก n = p – t – 2 

และคาของ eI = s + 1และ eR = t + 2 ทําใหไดวา 

 

( ) ( )

( ) ( )
( ) RI
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n

en
n

e

m

m
m

n

tn
n

s

m

m
m

ff

dd

ddX

ββ

ββββ

ββββ

Im)Re(
21

2

21

1

+=

×+×=

×+×=

∑∑

∑∑
∞−

−=

∞−

−=

−∞

−=

++
−∞

−=

 

  ■ 
 

ตัวอยาง 3.4 กําหนดใหฐานเปน 2i และมีชุดตัวเลข { }2,1,0,1,2  พิจารณา ( ) iX 20210.011120=  
ในระบบจํานวนเชิงซอนของคนุท ใหแปลงรูปแบบแทนจาํนวนจาก X เปน W ซึง่เปนรูปแบบแทน
จํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี บนฐานและชุดตัวเลขเดียวกนั สามารถทําไดดัง
ตาราง 3.3 

 
 
step xj (i1,i2) m dm n dn (eR,eI) 

5 2 (1, 0) -1 2 - - (-,6) 

4 0 (1, 0) - - -2 - (-,6) 

3 1 (1, 0) -3 1 - - (-,6) 

2 0 (1, 0) - - -2 - (-,6) 

1 1 (1, 0) -5 1 - - (-,6) 

0 1 (1, 1) - - -2 1 (2,6) 

-1 0 (1, 1) -7 0 - - (2,6) 

-2 1 (1, 1) - - -4 1 (2,6) 

-3 0 (1, 1) -9 0 - - (2,6) 

-4 2 (1, 1) - - -6 2 (2,6) 
 

 จากตาราง 3.3 จะได W ประกอบดวย eR = 2, eI = 6 และ 121121.=f  นั่นก็คือ 
( )121121.0,6,2=W



บทที่ 4 

 

อัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรง 

 
 บทนี้มุงนําเสนออัลกอริทึมที่ใชเปนตัวดําเนินการพื้นฐานทางเลขคณิต โดยจะนํา
อัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลข มาปรับปรุงใหเหมาะสมกับระบบใหมที่ไดนําเสนอไปในบทที่แลว 
รายละเอียดมีดังตอไปนี้ 

 
4.1 คาความหนวงเชื่อมตรง 
 

 การดําเนินการตางๆ ที่ใชระบบการเชื่อมตรงนั้น จะตองคํานึงถึงคาความหนวง งานวิจัย
ชิ้นนี้มุงที่จะออกแบบอัลกอริทึมเพื่อลดเวลาในการคํานวณ ดังนั้นการทํางานเชื่อมตรงจึงถูก
นํามาใชในอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชนกัน ความหนวงจึงตองนํามาพิจารณาดวยเชนกัน 
อยางไรก็ตามเนื่องจากระบบที่พิจารณาในงานวิจัยชิ้นนี้นั้นทําอยูในรูปแบบเลขอิงดรรชนี นั่นคือ
ตําแหนงของของตัวเลขในแตละดิจิตนั้นกําหนดดวยเลขอิงดรรชนี ความหนวงสําหรับการทํางาน
เชื่อมตรง จึงเปนคาความหนวงที่นอยที่สุดสําหรับการทํางานเชื่อมตรงนั่นก็คือ 1 สําหรับระบบท่ัวๆ 
ไป สําหรับระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนของคนุทนั้น จํานวนใดๆ ประกอบดวยจํานวนจาก 2 สวน
คือสวนของจํานวนจริง สวนของจํานวนจินตภาพ ซึ่งเปนอิสระตอกัน และในการคํานวณนั้นจะ
คํานวณสลับกันไปมาระหวางทั้ง 2 สวนไปเรื่อยๆ ดังนั้นสําหรับระบบจํานวนเชิงซอนของคนุท จะมี
คาความหนวงที่นอยที่สุดเปน 2 เสมอ 

 
4.2 อัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขสําหรับระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีเชื่อม
ตรง 
 

ทฤษฎบีทที ่ 4.1 ใหจํานวนใดๆ แสดงดวยฐาน ri=β  เมื่อ 2, ≥∈ rZr กับชุดตัวเลข 
{ }andanZdD ≤≤−∈= |  และชุดตัวเลข { }aeaZeE ≤≤−∈= |  โดยที ่a = ⎡r/2⎤ และ 

n เปนจาํนวนเต็มบวกทีม่ากกวาหนึง่ และกําหนดให α  เปนจํานวนตําแหนงในการทดไปทาง
ตําแหนงทีม่ีนยัสําคัญสูงกวา และ α  เปนจํานวนเตม็คูทีม่ากกวาศนูย ให X เปนรูปแบบแทน
จํานวนในระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีฐาน β  อยูในรูป xxIxR feeX ,, ,,=   เมื่อ 

( )β....0 321 −−−= xxxf x โดยที ่ Dx j ∈  ให yyIyR feeY ,, ,,= เมื่อ ( )β....0 321 −−−= yyyf y โดย
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ที่ Ey j ∈  จะทาํการแปลงจาก X ไปเปน Y นัน่คือเปลี่ยนชุดตวัเลข D ไปเปนชุดตัวเลข E จะทาํ
ไดก็ตอเมื่อเงื่อนไข (4.1) เปนจริง โดยที่ α  เปนจํานวนเต็มบวกที่นอยที่สุด 

 αβ≤nr  (4.1) 

 

พิสูจน เร่ิมตนการพิสูจนดวยการนําเสนออัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขดังรูปที่ 4.1 และแสดงให
เห็นวาผลที่ไดนั้นถูกตองเมื่อ α  เปนไปตามขอเงื่อนไข (4.1) 
 

Algorithm: On-line digit set conversion 

Input: xxIxR feeX ,, ,,=  where  

   ( )β....0 321 −−−= xxxf x  represented in (β, D) 

Output: yyIyR feeY ,, ,,=  where 

   ( )β....0 321 −−−= yyyf y  represented in (β, E) 

begin 

;1

;;
;0

,,,,

1010

−=

+=+=
====

j

eeee
yyWW

xRyRxIyI αα  

while 1≤j  do 

 ( )
αβ

β j
jjj

x
yWW +−= ++

2
22  

;
2
1
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ += jj Wy  

1;j j= −  

end do; 

end; 

 
 

จากกฎการเลอืกคา yj จากอัลกอริทึมดานบนจะไดอสมการ (4.2) 

 
2
1

2
1

22 ≤−≤− ++ jj yW       (4.2) 

คูณอสมการที ่(4.2) ดวย 2β จะไดอสมการที่ (4.3) 
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 ( )
22

2
2

22

2 βββ
≤−≤− ++ jj yW  (4.3) 

จากนิยามของ yi จะไดวา 

 
22

22 ββ
≤≤− jy  (4.4) 

นําอสมการที ่(4.2) + (4.4) จะไดอสมการ (4.5) 

 
2
1

22
1

2

22

+≤≤−−
ββ

jW  (4.5) 

นําอสมการ (4.5) – (4.3) จะได 

 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤+−≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− ++ 22

1
222

1
2

22
2

22

22 βββββ
jjj yWW  (4.6) 

จากอัลกอริทมึดานบน 

 ( ) 2
22 β

β α ++ +−= jjj
j yWW

x  (4.7) 

แทนคา สมการ (4.7) ลงในอสมการ (4.6) จะไดเปน 

 
2
1

2
1

≤≤−
αβ
jx  (4.8) 

เมื่อ xj เปนสมาชิกของชุดตัวเลข D และ ⎥⎥
⎤

⎢⎢
⎡=
2
ra และอสมการ (4.8) จะได 

 

 αβ≤nr  ■ 
 

ตัวอยาง 4.1 ให X เปนรูปแบบแทนจํานวน ในระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีบน
ฐาน i2=β และแสดงดวยชุดตัวเลข { }4,3,2,1,0,1,2,3,4D =  โดยที ่ ( )423102.0,4,6=X  
ทําแปลงรูปแบบแทนจาํนวนจาก X ไปเปน Y ซึ่ง Y เปนรูปแบบแทนจาํนวนในระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนีบนฐาน i2=β และแสดงดวยชุดตัวเลข { }2,1,0,1,2=E  

 จากเงื่อนไข (4.1) จะได 4=α ตอจากนั้น จากนัน้ใชอัลกอริทมึคํานวณหาสวนของแฟรค
ชันจะไดผลดังแสดงในดังตาราง 4.1 
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ตารางที่ 4.1 แสดงผลของการแปลงชุดตัวเลขของตัวอยาง 4.1 
 
 

Step(j) jx  ( ) αβ
β j

jjj
xyWW +−= ++

2
22  jy  j jW y−  

-1 2  -0.125 0 -0.125 

-2 3 0.1875 0 0.1875 

-3 1 0.5625 1 -0.4375 

-4 0 -0.75 1 0.25 

-5 2  1.625 2 -0.375 

-6 4 -0.75 1 0.25 

-7 0 1.5 2 -0.5 

-8 2 -0.875 1 0.125 

-9 0 2 2 0 

-10 0 -0.5 0 -0.5 

-11 0 0 0 0 

-12 0 2 2 0 

 
 จากตาราง 4.1 จะไดคําตอบ ( ) iyf 22002121211.0= , eR = 10 และ eI = 8 ดังนั้นจะได 

( )2002121211.0,8,10=Y เมื่อคํานวณคาเชิงตวัเลขของ X และ Y จากสมการ (3.2) จะพบวา
ทั้ง X และ Y นั้นมีคาเชงิตัวเลขเทากัน 

 
4.3 วิเคราะหการเลื่อนคาไบแอสเอกโพเนน 
 

ในการดําเนนิการพืน้ฐานทางเลขคณิต เชนการบวก และการคูณ หากดําเนนิการแลวคา
เกินในตําแหนงนัน้ๆ จะเกิดการทดไปยงัตําแหนงทางดานซาย ในงานวิจัยชิน้นี้เสนออัลกอริทึมการ
แปลงชุดตัวเลขจาก { }andanZdD ≤≤−∈= |  เปนชดุตัวเลข { }aeaZeE ≤≤−∈= |  
เมื่อ 1, ≥na  หลังจากทําการแปลงชดุตัวเลขจาก D ไป E จะเกดิการทด และทดไปกี่ตําแหนงนั้น
จะตองคํานวณหาคาออกมาซึ่งนั่นคือคา α  เปนตัวบอกวาทดไปทางซายกี่ตําแหนง พิจารณาโดย
หาขอบเขตบนของชุดตัวเลข D ซึ่งก็คอื 2an สําหรับงานวิจัยชิน้นี้ 2/ra =  ดังนั้นจะได 

rnan =2  หลงัจากนัน้นาํมาคาํนวณหาตําแหนงโดยหาคา αβ  ที่นอยที่สุดที่มากกวาคา rn จะ
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เปนตามเงื่อนไข 4.1 และไมสามารถใชคา α  ที่นอยกวาคาที่คํานวณไดเพราะจะทาํใหเกิดการลน 
(overflow)  

ในงานวิจัยชิน้นี้ทาํบนระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี ซึ่งระบบนี้นัน้เมื่อมกีารทด
จะทดไปยัง 2 ตําแหนงถัดไป ดังนัน้คา α  จึงเปนจํานวนเต็มคูเสมอ หากทาํการแปลงจากชุดตัว
เลขที่ใหญกวานั่นหมายความวาคา n ที่เพิม่ข้ึนนัน้จะทําใหคา α  มีคามากตามไปดวยซึ่งก็แปลวา
มีการทดไปทางซายหลายตําแหนง ถาใชคา n ที่นอยทีสุ่ดนั่นคือ n = 1 จะคํานวณคา α  ได
เทากับ 0 ถงึแมวาจะทาํการแปลงชุดตัวเลขจากชุดตัวเลขที่เล็กกวา ไปยังชุดตัวเลขทีใ่หญกวาก็จะ
ได 0=α  ซึ่งคา α  จะไมติดลบแนนอน นั่นหมายความวา α  ทีน่าํมาใชนั้นจะตองเปนจาํนวน
เต็มคูและมีคาตั้งแตศูนยเปนตนไป 



บทที่ 5 

 

สรุปผลการวิจัย 

 
 ลักษณะของรปูแบบการแทนจํานวนของระบบจํานวนเชงิซอนซ้าํซอนของคนทุ คือรวม
สวนจาํนวนจนิตภาพและสวนจาํนวนจริง ใหอยูในเลขจํานวนเดยีวเทานั้น งานวิจยัชิ้นนีม้ี
จุดมุงหมายเพือ่นําเสนอระบบจํานวนเชิงซอนซ้ําซอนอิงดรรชนี โดยที่พัฒนามาจากระบบจํานวน
เชิงซอนซ้ําซอนของคนทุ และอาศัยหลักการของเลขอิงดรรชนีฐานสอง รูปแบบการแทนจาํนวนของ
ระบบจํานวนเชิงซอนซ้าํซอนอิงดรรชนีนัน้จะแยกออกเปน 3 สวนคือ สวนของไบแอสเอกโพเนน 2 
สวน และสวนของแฟรคชนั 1 สวน อนึ่งงานวิจยัชิน้นี้เพยีงแคนาํเสนอระบบใหมเทานัน้จึงยังไมมี
การกําหนดขนาดที่แนนอนใหกับสวนตางๆ ทัง้ 3 สวน ในกรณีที่จาํนวนมีคาเชงิตัวเลขระหวางสวน
จํานวนจรงิและสวนจํานวนจินตภาพมีคาตางกนัมาก พบวาในบางกรณีระบบใหมทีน่ําเสนอนั้น
สามารถเก็บจาํนวนโดยใชเนื้อทีน่อยกวา การเก็บอยูในรูปแบบเดิมเพราะวา ในระบบใหมมีการ
แยกเก็บไวในสวนของไบแอสเอกโพเนน ซึ่งตางจากระบบเกาตรงที่ระบบเกาจะเก็บเปนตัวเลข
อยางเดยีว ทั้งนี้งานวิจัยชิน้นีย้ังไดพัฒนาอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขเชื่อมตรง มาเพื่อใชกบั
ระบบที่ไดนําเสนอไป โดยอัลกอริทึมที่นาํเสนอนี้เปรียบเสมือนการดําเนินการพืน้ฐานเลขคณิต
นั่นเอง และเพื่อเพิ่มความเร็วในการคํานวณจงึนาํการทํางานเชื่อมตรง มาใชในอัลกอริทึมที่
ออกแบบดวย 

 อยางไรก็ตามระบบใหมที่คดิขึ้นนั้นยังมีขอเสียอยู คือ ลักษณะของระบบเลขอิงดรรชนีนัน้
แตละสวนจะมีการกาํหนดขนาดไวแนนอน ดงันัน้ในการทํางานจริงหากขอมูลนําเขาที่ใสเขามานั้น
มีขนาดใหญวาที่กาํหนดไวสวนที่เกนิออกมาระบบจะตดัทิ้ง ซึง่จะเกิดความผิดพลาดจากการตดั
สวนที่ตัดทิ้งไปนั่นเอง ในอัลกอริทึมการแปลงชุดตัวเลขก็เชนกันเมื่อมีการดําเนนิการใดๆ ก็จะ
สามารถคาํนวณจํานวนตาํแหนงทีจ่ําเปนตองเลื่อนไปทางซาย จํานวนตําแหนงที่เลือ่นเพิม่นัน้จะ
สงผลกระทบตอตําแหนงดานขวาสุด เพราะระบบนีม้ีการกาํหนดขนาดไวแนนอน หากมกีารเพิ่ม
ตําแหนงเขาไปที่ดานซายนัน่หมายความวา จะตองมีตัวเลขทางดานขวาถกูตัดทิ้งไปเปนจํานวน
เทากับจํานวนที่เพิม่เขามา ซึง่นัน่ก็คือความผิดพลาดที่หลีกเลี่ยงไมไดเชนกนั  
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