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This thesis presents a finite volume method for prediction of two­
dimensional turbulent jet in crossflow. The purpose is to develop two-dimensional 
air ventilation or substance dissipation models which can be determined by 
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considered parameter is the jet to cross-stream velocity ratios (R) in two specific 
ranges i.e. R < 1 and R > 1 . In addition, the flow characteristics in two-dimensional 
simulation are compared with those at the symmetry plane of three-dimensional 
round jet to investigate similar characteristics between these two flows. 

The results of the computational program indicate that, when the velocity 
ratio, R increases, the scalar dissipation behind the jet exit increases. Furthermore, 
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1 2, ,C C Cμ ε ε   คาสัมประสิทธิ์ของแบบจําลองความปนปวน 
 
D  ความกวางของชองทางออกเจ็ต, ขนาดเสนผานศูนยกลางทอ, ความกวางของ

  ชองทางเขา 

ER  อัตราสวนขนาดขยายของชองทางไหล,  ( ) /D H D+  

 f  ตัวประกอบของการประมาณคาในชวง 

fφ   Diffusive transport ของปริมาณสเกลาร 

1 2, ,f f fμ     Damping function  

F  Convective mass flux 

Fs  แรงเฉือน 

H  ความสูงของข้ันบันได  

k  Turbulent kinetic energy 

kw  Turbulent kinetic energy ที่ผนงั 

l  Turbulent length scale 

lm  Prandtl mixing length 

L  ความยาวของทอ 

p  ความดัน 

p*  Modified pressure 

Pe  Peclet nujmber 
 
R  อัตราสวนความเร็ว, /jv u∞  

 



 

  

      
ต 

คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ (ตอ) 

ReH  Turbulent Reynolds number,  /a au H υ  

Ret  Turbulent Reynolds number,  2 /k υε  

Rey  Turbulent Reynolds number, /k y υ  

Sc  Schmidt number 

Sct  Turbulent Schmidt number 

u∞   ความเร็วของไหลกระแสขวางทีท่างเขา, ความเร็วของไหลอิสระ 

i
u   ความเร็วในทศิทาง i 

u+  ความเร็วไรมิติ 

uτ   Friction velocity, 1/ 2( / )wτ ρ  

uε   Kolmogorov velocity scale, 1/ 4( )υε  

jv   ความเร็วของไหลเจ็ต 

XR  Flow reattachment length 

x  ระยะในแนวแกน  x  ของพกิัดคารทีเซียน 

y  ระยะในแนวแกน  y  ของพิกัดคารทีเซียน 

y+  ระยะไรมิติจากผิวของผนัง, /u yτ υ   

y*  ระยะไรมิติจากผิวของผนัง, /u yε υ  

δ   Boundary layer thickness 

ijδ   Kronecker delta 

ε   Dissipation rate of turbulent kinetic energy 

wε   Dissipation rate of turbulent kinetic energy ที่ผนงั 

 



 

  

      
ถ 

คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ (ตอ) 

κ   Von Karman constant 

ρ   ความหนาแนน 

i ju uρ ′ ′−  Reynolds stresses 

μ   ความหนืดสัมบูรณ 

effμ   Effective viscosity 

tμ   Eddy viscosity 

υ   ความหนืดจลนศาสตร 

,k εσ σ  คาสัมประสิทธิ์ของแบบจําลองความปนปวน 

wτ   คาความเคนเฉือนที่ผนัง 

ijτ   Reynolds stress tensor 

Ω   ปริมาตรควบคุม 

 

ตัวหอย (Subscripts) 

a     ชั้นบรรยากาศ 

cf  กระแสขวาง 

i, j   Cartesian tensor index 

j  เจ็ต 

e, w, n, s ผิวปริมาตรควบคุมที่อยูระหวางจุดตอ E และ P, P และ W, N และ P, 

  P และ S ตามลําดับ 

E, W, N, S จุดตอที่อยูขางเคียงปริมาตรควบคุมจุด P  



 

  

      
ท 

คําอธิบายสัญลักษณและคํายอ (ตอ) 

ตัวยก (Superscripts) 

 '  สวนที่เปนผลของการสั่น, คาแกไข 

  สวนที่เปนคาเฉล่ีย 

 

 



 

 

บทที่  1 

บทนํา 

1.1 ความสาํคัญและที่มาของวิทยานิพนธ 
    
 ในปจจุบนันี้มผีลการศึกษาตางๆ มากมายที่เกีย่วของกับการไหล ทั้งในสวนของการ

วิเคราะหปญหาเชิงทฤษฎีดวยการใชความรูพื้นฐานเก่ียวกับการไหลอยางมีเหตุมีผล และการ

ทดลองเพื่อใหไดมาซึ่งผลลัพธและความสัมพันธของพารามิเตอรตางๆ ที่เกี่ยวของกับพฤติกรรม

การไหลภายใตเงื่อนไขที่กาํหนด เนือ่งจากผลการศึกษาเหลานีส้ามารถนําไปสูการประยุกตใช

ทางดานวิศวกรรม และเปนประโยชนอยางมากตอการพัฒนาสาขาวิชาอ่ืนๆ ที่เกี่ยวของกนั 

โดยทั่วไป เราสามารถแสดงลักษณะการไหลตางๆ อยูในรูปความสมัพนัธทางคณิตศาสตรที่

สอดคลองกับคุณสมบัตินั้นๆ ของของไหล ซึง่สามารถหาผลเฉลยดวยการวิเคราะหปญหาโดย

อาศัยสมมติฐานที่เหมาะสม เพื่อแกปญหาที่ซับซอนนัน้ใหอยูในรูปแบบที่งายข้ึน อยางไรก็ตาม 

สําหรับปญหาการไหลทีม่ีความซับซอน การหาผลเฉลยดวยวิธกีารวิเคราะห (Analytical 

solution) อาจทาํไดไมงายนกั การนําระเบียบวิธเีชิงตัวเลขเขามาใชจึงชวยใหการประมาณคา

ผลลัพธงายข้ึน โดยอาศัยกระบวนการประมาณคาอยางมีเหตุมีผลใหสอดคลองกบัความสัมพนัธ

ของคาตางๆ ในสมการเหลานั้นกับคุณลักษณะของการไหล ซึง่เรียกศาสตรที่ใชระเบียบวธิีเชิง

ตัวเลขในการแกปญหาการไหลนี้วา Computational Fluid Dynamics หรือที่เรียกกันโดยยอวา 

CFD ถึงแมวาในปจจุบนัความกาวหนาทางเทคโนโลยีจะทาํใหมีการพัฒนาและคิดคนโปรแกรมที่

ใชงานในทางวิศวกรรมเปนจํานวนมาก แตการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพือ่ใชคํานวณการ

ไหลข้ึนเฉพาะปญหานั้นๆ ในงานวิจัยก็ยังมีความสําคัญ สงผลใหยงัคงมีงานวิจัยเกี่ยวกบั CFD 

เกิดข้ึนอยางตอเนื่อง 

 การวิเคราะหปญหาการไหลจะแตกตางกนัไปตามคุณลักษณะที่ใหความสนใจ ไมวาจะ

เปนรูปแบบของการไหลตางๆ เชน การไหลในทอ การไหลผานส่ิงกีดขวาง หรือการไหลผาน

ชองทางไหลทีม่ีความซบัซอน เร่ืองเหลานีก้็สามารถนาํไปเปนประเด็นของหัวขอที่เราสนใจได  การ

ไหลเจ็ตซึ่งเปนรูปแบบการไหลชนิดหนึง่กม็ีความนาสนใจเชนกนั โดยเรามักพบเหน็การประยุกตใช

ของการไหลประเภทน้ีอยูเสมอ ไมวาจะเปนการเผาไหมทีเ่กิดจากเคร่ืองยนตไอพน ควันทีพ่น

ออกมาจากปลองไฟ การฉดีพนของเหลวสองชนิดใหผสมกัน การปลอยของเสียลงสูแมน้าํ หรือ

แมกระทัง่ปรากฏการณทางธรรมชาติอยางเชน ควนัจากปลองภูเขาไฟ เปนตน การศึกษาการไหล

ของเจ็ตทําใหทราบถงึตัวแปรและคุณลักษณะการไหลซึง่นําไปสูการประยุกตใชงานไดหลากหลาย 

ซึ่งการพัฒนาโปรแกรมทาง CFD ชวยใหสามารถทาํนายการไหลแบบเจ็ตไดดีข้ึน โดยสามารถ
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จําลองแบบการไหลเพื่อใชวเิคราะหงานบางประเภทที่การทดลองจริงทําไดยาก หรือมีคาใชจายใน

การทดลองสูง ตัวอยางเชน ในหองเผาไหมของ Gas turbine ซึ่งออกแบบใหมกีารฉีดพนน้าํมัน

เชื้อเพลิงที่ลักษณะเหมือนเจ็ตเขาไปในกระแสอากาศจากภายนอก ซึง่ดูดเขามาในทิศที่ต้ังฉากกับ

กระแสเจ็ตเพือ่ผสมกันกอนที่จะมกีารจุดประกายไฟ (Ignition) เพื่อเผาไหมน้ํามนัเช้ือเพลิง การ

ไหลเปนแบบเจ็ตในกระแสขวางเพื่อรักษาระดับกระบวนการเผาไหมบริเวณใกลหวัฉีดใหคงที ่ และ

ชวยลดความรอนที่ปลายหัวฉีดที่เกิดจากการเผาไหม การใช CFD ศึกษาเจ็ตในกระแสขวางมีสวน

ชวยในการทํานายทิศทางของนํ้ามันที่ฉีดพนเขาไปในอากาศ และการกระจายตัวที่เกิดข้ึนระหวาง

น้ํามันกับอากาศ ผลที่ไดนี้ชวยในการปรับความเร็วของเจ็ตน้าํมนัทีท่างเขาและปริมาณอากาศที่

เหมาะสม ทาํใหทิศทางการกระจายตัวของเชื้อเพลิงมีลักษณะทีช่วยใหการเผาไหมมีประสิทธิภาพ

ดีข้ึน นําไปสูการประหยัดน้ํามันเช้ือเพลิงและคาใชจายทีเ่กิดข้ึน รวมถึงการลดมลภาวะจากการเผา

ไหมได  

 การไหลแบบเจ็ตสามารถจําแนกออกเปนประเภทตางๆ ไดดังตอไปนี้ 
 
 1.1.1 การไหลแบบเจ็ตอิสระ 

 เมื่อของไหลถกูฉีดออกจากหัวฉีดหรือปากทางเขา เจต็จะเกิดการผสมกันกับอนุภาคของ

ไหลที่อยูนิ่งโดยรอบ และของไหลที่ผสมกันแลวจะถูกทําใหเคล่ือนทีไ่ปโดยมวลของเจ็ตจะเพิ่มข้ึน

ตามทิศทางการเคล่ือนที ่ ขณะเคล่ือนทีค่วามเร็วของเจ็ตก็จะลดลงตามระยะทาง แตโมเมนตัม

โดยรวมยงัมีคาคงที ่ดังแสดงในรูปที ่1.1 

 

 

 

 

        (ก)                      (ข) 

   รูปที่ 1.1 การไหลแบบเจ็ตอิสระ  

                (ก) เจ็ตอิสระ 

     (ข) ภาพเจ็ตอิสระท่ีไดจากวิธี Laser-induced fluorescence, LIF 
                                           (Zhang and Johari, 1996) 
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    1.1.2 การไหลแบบเจ็ตในกระแสตาม  

     การไหลแบบเจ็ตในกระแสตามเปนการไหลของเจ็ตทีม่ีกระแสรอบขางไหลไปในทศิทาง

เดียวกนัหรือหมายความวาเจ็ตกับกระแสรอบขาง ไมมีมุมปะทะกนัหรือมีมุมปะทะเพียงเล็กนอย 

ลักษณะการไหลแบบนี้เจ็ตจะดึงกระแสรอบขางเขามาผสม ทั้งบริเวณใกลๆ กับหวัฉีดหรือทางออก

ของเจ็ตจนเกดิการเปล่ียนแปลง ซึง่ไดรับอิทธิพลมาจากความแตกตางของความเร็วระหวางเจ็ตกับ

กระแสรอบขาง โดยการพฒันาไปเปนแบบเต็มรูปของเจ็ตจะเกิดข้ึนเร็วกวากรณีของเจ็ตอิสระ นัน่

คือมีระยะการกระจายตัวลดลง ในขณะทีก่ารกระจายตัวจะแตกตางจากเจ็ตอิสระท่ีมีบริเวณรอบๆ 

หยุดนิง่ ดังแสดงในรูปที ่1.2 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.2 การไหลแบบเจ็ตในกระแสตาม 

 เจ็ตแบบ Confined coflow jet  ก็เปนการไหลแบบเจ็ตในกระแสตามแบบหนึ่ง ซึ่ง

สามารถแสดง Profile ของความเร็ว ดังในรูปที่ 1.3 

 
รูปที่ 1.3 Confined coflow jet 

Coflow
Jet edge

Potential core

UH

Uo
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 สําหรับเจ็ตประเภทน้ีผลของพื้นที่ปด จะทําใหเกิดความดันยอนกลับเมื่อการขยายตัวของ

เจ็ตเขาใกลผนังซึง่ปดกัน้การเหนี่ยวนําการผสม (Entrainment) ระหวางเจ็ตกับกระแสตาม จน

เกิดการไหลวนข้ึนบริเวณใกลผนังเปนการผสมกันระหวางเจ็ตและกระแสตาม ซึ่งเมื่อเกิดการผสม

กันโดยสมบูรณของไหลจะมีรูปแบบเปนการไหลแบบเต็มรูป 

 
 1.1.3 การไหลแบบเจ็ตในกระแสทวน 

 การไหลทีก่ระแสรอบขางมีทศิสวนทางกับเจ็ต นัน่คือ มุมปะทะมีคาเพิ่มข้ึนจนใกลเคียง 

คาประมาณ 180 องศา จะทาํใหเจ็ตมีระยะการไหลที่ส้ันลงอยางเห็นไดชัดเจน เปนผลเนื่องมาจาก

การไหลของเจต็ถูกกระแสลมทวนพัดสวนทางกลับไป ดังแสดงในรูปที่ 1.4 ตัวอยางการใชงาน 

อาทิเชน การศึกษาการเผาไหมภายในเคร่ืองยนตแบบลูกสูบซ่ึงมกีารฉีดน้ํามนัเช้ือเพลิงโดยตรงเขา

กระบอกสูบในขณะที่มกีารอัดอากาศจากลูกสูบ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 1.4 การไหลแบบเจ็ตในกระแสลมทวน 

 
 1.1.4 การไหลแบบเจ็ตหมุนควง 

 การไหลแบบหมุนควงเปนการผสมคุณลักษณะของการเคล่ือนที่แบบหมนุ โดยการเคล่ือน 

ที่แบบหมุนซึง่เกิดจากการหมุนควงจะถกูสงผานไปยังเจ็ตที่ออกมาจากหวัฉีดทาํใหเกิดความเร็วใน

แนวสัมผัส การหมุนควงจะสงผลใหเกิด Adverse pressure gradient ในแนวแกนกลางเจ็ต ดังนัน้

ในการหมนุควงที่มีระดับความแรงคอนขางสูงจะทําใหเกดิ Adverse pressure gradient ที่มีความ

Counter flow
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รุนแรงมากจนเกิดกระแสไหลวนจนเปนวงแหวนวอรเทก็ซที่ตรงก่ึงกลางของการขยายตัวของเจ็ต

ตามแนวรัศม ีดังแสดงในรูปที่ 1.5  

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 1.5 Swirling jet 
 
 1.1.5 การไหลแบบเจ็ตในกระแสขวาง 

 เมื่อเจ็ตไหลผานเขาสูกระแสขวางที่ทาํมมุระหวางกัน จะทําใหทิศทางการเคลื่อนที่ของเจ็ต

เบ่ียงเบนจนกระทั่งเคลื่อนทีไ่ปในแนวเดียวกับกระแสขวาง ซึ่งลักษณะการไหลแบบนี้พบเหน็ได

โดยทั่วไปทั้งในงานวิศวกรรม เชน การระบายความรอน หรือ ปรากฎการณธรรมชาติ เชน ควนัที่

ปลองภูเขาไฟ มีผูใหความสนใจศึกษาการไหลแบบนี้ในหลายแงมุม เชน เร่ืองวอรเท็กซที่เกิดจาก

การไหล การเหน่ียวนําการผสมของของไหลทั้งสองชนิด วิถีโคงของเจ็ต เปนตน รูปแบบของการ

ไหลแสดงดังรูปที่ 1.6  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1.6  การไหลแบบเจ็ตในกระแสขวาง  
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 สําหรับงานวิจยันี้จะศึกษาการไหลของเจ็ตในกระแสขวาง ซึง่การไหลแบบนี้มีการประยุกต 

ใชที่หลากหลายในงานทางวิศวกรรม เชน การระบายความรอน (Film cooling) การฉีดพน

ละอองน้าํมนัเช้ือเพลิงในหองเผาไหม เปนตน แมวาพฤติกรรมหลายอยางของการไหลของเจ็ตใน

กระแสขวางจะมีผูศึกษาในแบบ 3 มิติ ทีม่ีความซับซอนและมีผูใหความสนใจอยูมาก แตขณะ 

เดียวกนัสําหรับงานบางประเภทท่ีมีรูปแบบของขอบเขตไมซับซอน และตองการผลลัพธที่รวดเร็ว 

การพิจารณาการไหลใหอยูในรูปแบบของ 2 มิติ หรือทีเ่รียกไดวาเปนการไหลแบบปนปวนของเจ็ต

แบบระนาบในกระแสขวางก็สามารถใหผลลัพธที่ดีซึง่นาเชื่อถือได ตัวอยางเชน การคํานวณของ 

Kulmala et al. (2007) ซึ่งทาํการจําลองแบบเจ็ตที่ใชเปนตัวไลไอเสีย หรือมลพิษจากอางเหล็ก 

หลอขณะที่รอการเยน็ตัวไปยังปลองระบายควัน ดังแสดงในรูปที ่1.7  

 

 

 

 

 

 

 
                                   (ก)           (ข) 

               รูปที่ 1.7 การใชเจ็ตฉีดพนไอระเหยจากบอเหล็กหลอไปยงัชองระบายอากาศ 
                             (Kulmala et al., 2007) 
      (ก) เสนการกระจายตัวของความเขมขนที่ไดจากแบบจําลองการคํานวณ 

                             (ข) ภาพถายจากสถานที่ใชงาน 
 
 การใชแบบจําลองการคํานวณเพื่อหาพารามิเตอรที่เหมาะสมในการใชงาน โดยศึกษา

ความเร็วและตําแหนงของเจ็ตเพื่อทาํนายทิศทางการเคลื่อนที่ของไอเสียจากอางเหล็กหลอ จาก

ตัวอยางของ Kulmala et al. (2007) ทําใหเขาใจถงึพฤติกรรมของการไหลไดดียิ่งข้ึน อีกทัง้ยงั

สามารถปรับเปล่ียนความเร็วของเจ็ตไดอยางอิสระ ทําใหทราบตําแหนงที่ชัดเจนของการระบาย

อากาศกอนทีจ่ะใชงานจริง จากตัวอยางนีช้ี้ใหเหน็วา การทํานายคุณลักษณะของการไหลดวยวิธนีี้

สามารถนําไปใชงานไดจริง และการวิเคราะหหรือคํานวณปญหากส็ามารถทําไดรวดเร็ว ดังนั้น

งานวิจยัที่จะดําเนนิการตอไปนี้ จงึมุงเนนทีก่ารพฒันาแบบจําลองการไหลของเจ็ตแบบระนาบใน

กระแสขวางเพื่อใหการนาํไปประยุกตใชมีประสิทธิภาพมากข้ึน 
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1.2 การศึกษางานวิจัยที่ผานมา 

 
 Girshovich (1966) ไดสรางทฤษฎีในการแกปญหาเจ็ตในกระแสขวาง ดวยการต้ัง 

สมมติฐานดังนี้ 1) แกนเสนโคงของเจ็ตเปนเสนที่มีคา Streamline เทากับศูนย 2) รัศมีความโคง

ของแกนเจ็ตมคีาคงที่ในบริเวณเร่ิมตนของเจ็ต 3) คาคงที่ของความดันรวมของความเร็วตามขวาง

มีคานอยกวาคาตามแนวยาว 4) ในบริเวณที่เกิดการผสมกันดานนอกและดานในนั้น ชวงความ

ยาวที่เกิดการผสมมีความสัมพันธกับความกวางของบริเวณที่เกิดการผสมกัน 5) รูปแบบของ

ความเร็วตลอดระยะทางที่มกีารผสมกนัมคีวามคลายกนัทัง้ดานนอกและดานใน การคํานวณได

พิจารณาถึงอิทธิพลจากการเปล่ียนแปลงความดันของเจ็ตที่มีตอกระแสขวาง และไดทําการ

ทดลองดวยหวัฉีดขนาดกวาง 1.5 มิลลิเมตร ยาว 300 มิลลิเมตร และ ขนาดกวาง 5 มิลลิเมตร 

ยาว 100 มิลลิเมตร โดยเปรียบเทียบในรูปอัตราสวนของขนาดหัวฉีด (ความยาวตอความกวาง) 

ต้ังแต 5 ถึง 200 และอัตราสวนความเร็วของเจ็ตตอความเร็วของกระแสขวางอยูในชวง 2 ถึง 10 

( 2 10R< < ) ผลที่ไดคือ คาตามทฤษฎีมีคาตํ่ากวาคาที่ไดจากการทดลองมากเม่ือเปรียบเทียบใน

รูปวิถีการเคลือ่นที่ของเจ็ต เนื่องจากทฤษฎีที่สรางข้ึนไมไดนําอิทธิพลของการเปล่ียนแปลงความ

ดันระหวางเจ็ตกับกระแสขวางที่ดานหลังทางออกเจ็ตมาคํานวณดวย 

 Carter (1969) ไดศึกษาเจ็ตปนปวนแบบระนาบที่มีความรอนใน Confined crossflow 

ซึ่งไดวัดอุณหภูมิ ณ ตําแหนงตางๆ กนัแลวนาํมาเสนอในรูปแบบของวิถีโคงของอุณหภูมิที่แปรผัน

ตามการเคลื่อนที่ของเจ็ต โดยนิยามเปน Locus of maximum temperature สําหรับคาอัตราสวน

ของความเร็วระหวางความเร็วเจ็ตตอความเร็วกระแสขวาง (Velocity ratio, R) ที่ตางกนั 3 คา 

 Patankar et al. (1977) ไดใชแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  ในการทาํนาย

ผลที่เกิดจาก Round jet ในกระแสขวางทีม่ีคาอัตราสวนความเร็ว 2R ≥  

 McGuirk and Rodi (1978) ไดใชวิธีการคํานวณในการทํานายลักษณะเจ็ตแบบปนปวน

ในกระแสขวาง โดยไดศึกษาดานทางเขาของเจ็ตทีพุ่งเขาไปในทอส่ีเหล่ียมดวยการใชวิธี Depth-

averaged version ของแบบจําลอง k ε−  และไดทํานายวิถโีคงของเจ็ตในรูปแบบของ 

Streamline และขนาดของ Recirculation eddy ซึ่งไดมีการเปรียบเทียบคาที่ไดกบัผลการทดลอง

ของ Mikhail et al. (1975) พบวา วถิีโคงของเจ็ตในรูปของ Streamline มีลักษณะใกลเคียงกบั

ผลการทดลอง แตขนาดของ Recirculation eddy แตกตางกนัมาก 

 Ramaprian and Haniu (1983, 1989) ไดศึกษาพฤติกรรมของ Buoyant jet และ 

Nonbuoyant jet ในกระแสขวางที่มีการไหลแบบคงตัวใน 2 มิติ โดยใหความสนใจทั้งการเปล่ียน 

แปลงความเร็วและอุณหภูม ิโดยใชน้ําเปน Buoyant jet ซึ่งไดทําการศึกษาบริเวณใกลกับทางออก
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ของเจ็ตในระยะไมเกนิ 100 เทาของความกวางที่ทางออก โดยตัวแปรที่พิจารณาคือ คาอัตราสวน

ความเร็ว (ความเร็วเจ็ตตอความเร็วกระแสขวาง) อยูในชวง 1 ถึง 10 คา Richardson number 

ของเจ็ตอยูในชวง 0 ถึง 0.26 คาเรยโนลดนัมเบอร ของเจ็ตอยูในชวง 270 ถึง 1600 และ คาเรย

โนลดนมัเบอรของกระแสขวางอยูในชวง 36.7×10  ถึง 42.7×10  มีชองทางออกเจ็ตขนาดกวาง 5 

มิลลิเมตร และยาว 250 มลิลิเมตร ผลที่ไดคือ รูปแบบของเจ็ตในกระแสขวางมีความคลายคลึงกับ 

Karman vortex street และไดสังเกตวาอัตราการแผกระจายของเจ็ตสูงกวาปกติที่คาดไว อีกทั้ง

ยังสรุปวาการไหลสามารถพจิารณาใหเปนแบบ 2 มิติได 

 Demuren (1986) ใชแบบการจําลองความปนปวน Standard k ε−  และ Reynolds 

stress model (RSM) ในการคํานวณเจ็ตในกระแสขวาง พบวาเมื่อพจิารณาเฉพาะสนามการไหล

โดยเฉล่ียทัว่ๆ ไปนั้น แบบจาํลอง Standard k ε−  สามารถใหผลการคํานวณใกลเคียงกบัผลการ

ทดลอง แตเมือ่พิจารณาถึงการเหนี่ยวนาํการผสมกนัระหวางเจ็ตกับกระแสขวาง ควรเลือกใชแบบ 

จําลองอ่ืน นอกจากนี้ Demuren (1986) ยังไดแสดงใหเห็นอีกวาสนามการไหลของเจ็ตปนปวน

แบบระนาบ ซึ่งปกติมีลักษณะเปนแบบ 3 มิติ สามารถจําลองการคํานวณสนามการไหลใหอยูใน

แบบ 2 มิติได โดยผลลัพธที่ไดคอนขางใกลเคียงกับผลการทดลอง 

  Pelfrey and Liburdy (1986) ไดทําการทดลองวัดคาเฉลี่ยและคาการส่ันของการไหล

แบบปนปวนของเจ็ตในระนาบ เพื่อหาผลกระทบที่มีตอวิถีโคงของเจต็ทั้งดานบนของขอบเจ็ตและ

ดานลาง พบวาขนาดของอัตราความเคนที่เกิดจากวิถโีคงมีคามากกวาอัตราความเคนเฉือนตาม

ความกวางของเจ็ต และความแตกตางของคารากกําลังสองเฉล่ีย (r.m.s) ของคาการส่ันในความ 

เร็วที่เกิดข้ึนตามความยาวของเจ็ต เนื่องจากคุณลักษณะที่ไมมีเสถียรภาพที่ดานบนของเจ็ต มีแนว 

โนมที่จะเพิ่มการส่ันที่ดานใตลมจนทําใหคา r.m.s. เพิ่มข้ึนไปตามตําแหนงของเจ็ตที่มีความเร็ว

มากที่สุด 

 Flacks et al. (1994) ไดทําการทดลองวัดสนามความเร็วในบริเวณที่มกีารผสมกัน

ระหวางเจ็ตกบักระแสขวาง (Mixing region) โดยใช Laser velocimeter และไดศึกษาการไหล

ใน 2 มิติ โดยการฉีดเจ็ตผานชองแคบ (Slot jet) ในทิศต้ังฉากกับกระแสขวาง โดยทําการสังเกตที่

คาอัตราสวนระหวางโมเมนตัมของเจ็ตกับกระแสขวางทีแ่ตกตางกนั 3 คา ไดแก 3.1, 8.1 และ 

16.2 ซึ่งสรุปวา ขนาดของ Mixing region แปรผันตามคาอัตราสวนโมเมนตัม 

 Sarkar and Bose (1995) ไดทํานายคุณลักษณะของการไหลเจ็ตปนปวนแบบระนาบใน

กระแสขวางแบบ 2 มิติ ซึ่งเจ็ตทีม่ีอุณหภูมิตํ่าถูกฉีดพุงเขาไปในกระแสขวางอุณหภูมิสูงที่มีความ

แรงกวา ( 1 0R ≤ . ) โดยไดเปรียบเทียบประสิทธภิาพของแบบจําลองการคํานวณที่ตางกัน 5 แบบ 

ไดแก แบบจําลองชนิด Low-Reynolds number k ε−  model ที่เสนอโดย Lam and 
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Bremhorst (1981) และ Chien (1982) และ Low-Reynolds number k ω−  model ที่เสนอ

โดย Wilcox (1993) แบบจําลองการคํานวณ Algebraic eddy viscosity ของ Baldwin and 

Lomax (1978) และ แบบจําลองที่ปรับปรุงมาจาก Algebraic eddy viscosity ของ Baldwin 

and Lomax (1978) พวกเขาพบวาประสิทธิภาพของแบบจําลอง Lam and Bremhorst ใหความ

สอดคลองกับการไหลมากทีสุ่ดเมื่อเทียบกบัแบบจําลองอ่ืนๆ อยางไรก็ตามไมไดมีการเปรียบเทยีบ

การคํานวณทีไ่ดกับผลจากการทดลอง 

 Jones  and Wille (1996) ไดสรางแบบจําลองการคํานวณเจ็ตแบบระนาบในกระแส

ขวางดวยการใชวิธี Large-eddy-simulation (LES) โดยการกาํหนดเงื่อนไขทางเขาของกระแส

ขวางและเงื่อนไขขอบข้ึนมาใหม แลวนาํผลการคํานวณที่ไดเปรียบเทียบกับผลการคํานวณที่ได

จาก Standard Smagorinsky-Lilly model กับ Dynamic model มีการประยกุตใชกริดแบบไม

สม่ําเสมอ (Non-uniform grid) เพื่อใหผลที่ไดมีความแมนยาํมากข้ึนในช้ัน Viscous sublayer 

และเลือกใช Numerical scheme เปนแบบ Second-order central differences ยกเวนสําหรับ

คา Turbulent kinetic energy, k  ที่เลือกใช Total variation diminishing (TVD) ในการ

ประมาณคาพจนการพา โดยสรุปวา การเปล่ียนมาใชเงื่อนไขขอบที่ผนงัดวยแบบจําลองที่คิดมา

นั้น มีผลตอผลลัพธที่ไดจากการคํานวณนอยมากถึงแมวาผลการคํานวณที่ไดจะมีคา Residual 

scale eddy viscosity ตางกันมากก็ตาม ซึ่งหมายความวา LES ไมมีความสมัพนัธกับ Residual 

scale ในบริเวณที่อยูหางจากผนัง 

 Davidson and Pun (1999) ไดสังเกตวาที่คาอัตราสวนความเร็วตํ่ามากๆ นั้น เจ็ตแบบ

สามมิติ หรือ Round jet ไดแพรเขาไปในกระแสขวางอยางรวดเร็ว และเจ็ตจะเคล่ือนที่ไปใน

ทิศทางนั้นดวยความเร็วเดียวกับกระแสขวาง เนื่องจากกระแสขวางทีม่ีอิทธพิลมากกวากระแสเจ็ต 

ยกเวนบริเวณใกลกับทางออกของเจ็ต นอกจากนี้เจ็ตยงัถูกเหนี่ยวนาํเขาไปผสมในกระแสขวางโดย

อิทธิพลจากโมเมนตัมของกระแสขวางมากกวาแรง ซึง่เกิดจากความแตกตางของความดันระหวาง

ดานหนาและดานหลังทางออกเจ็ต ในทางกลับกนัสําหรับการคํานวณเจ็ตแบบ 2 มิติ ของไหลใน

กระแสขวางจะเกิดการเหนีย่วนาํการผสมข้ึนอยางชาๆ ในกรณีนีก้ารเปล่ียนแปลงความดันดาน 

หนาและหลังเจ็ตจะมีผลกระทบมากกวา 

 Kalita et al. (2002) ไดใชแบบจําลอง Standard k ε−  ในการคํานวณปญหาการไหล

ของเจ็ตแบบระนาบในกระแสขวางที่มีความเร็วตํ่าและปานกลาง โดยทดสอบที่คาอัตราสวนความ 

เร็วตางกัน 3 คา คือ 6, 9 และ 10 โดยเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ Ramaprian and Haniu 

(1983,1989) ซึ่งผลที่ไดมคีาใกลเคียงกบัผลการทดลอง และพบวาเมื่ออัตราสวนความเร็วสูงข้ึน

จะมีการเหนี่ยวนาํการผสมระหวางเจ็ตกับกระแสขวางมากข้ึน ในขณะที่เจ็ตมีความเบ่ียงเบนลดลง 



 

 

10

สวนบริเวณใกลกับจุดกําเนดิเจ็ตจะเกิดความเรงข้ึนเล็กนอยคลายคลึงกับกรณีของ Sarkar and 

Bose (1995) นอกจากนีย้ังไดศึกษาเพิม่เติมในสวนของบริเวณทีเ่กดิการผสมกนัระหวางเจ็ตกับ

กระแสขวางอันเกิดจากอิทธพิลของ Streamline curvature โดยปรับปรุงแบบจําลอง k ε−  

model ที่มีอยูแลว 

 Huang et al. (2005) ศึกษาพฤติกรรมของเจ็ตในกระแสขวางที่มีความเร็วตํ่าใน 2 มิติ 

ดวยวิธี Laser-induced fluorescence (LIF) โดยแบงแยกขนาดกระแสขวางทีม่ีความเร็วตํ่ากับ

ความเร็วสูงดวยคา / wsz Z โดยคา / 1wsz Z < แทนบริเวณที่ขนาดกระแสขวางมีความเร็วตํ่า และ  

/ 1wsz Z >  แทนบริเวณทีข่นาดกระแสขวางมีความเร็วสูง ( z เปนพกิัดตามแนวด่ิง และ  Zws เปน 

Length scale หรืออัตราสวนโมเมนตัมระหวางเจ็ตกับกระแสขวาง) เมื่อพิจารณาคาเฉลี่ยที่ไดจาก

การทดลองซึ่งแสดงถึงการสลายตัวของเจต็ การแผตัวออก และวิถีโคงของเจ็ต  รวมทั้งคุณสมบัติ

ของความปนปวนซ่ึงแสดงดวย r.m.s. และความไมสมํ่าเสมอของคาการส่ันของความเขมขนเจ็ต

ตามทิศทางการเคล่ือนที ่Huang et al. (2005) ไดสรุปโดยรวมวา ในกระแสขวางที่มีความเร็วสูง

จะมีอัตราการสลายตัวของเจ็ตอยางรวดเร็วและแบบจําลองทาํนายผลไดไมดีนัก โดยการกระจาย

ตัวของเจ็ตจะเพิ่มข้ึนตามความเร็วของกระแสขวาง นอกจากน้ี Huang et al. (2005) ยังไดสราง

สมการความสัมพันธแสดงการกระจายตัวของเจ็ต โดยพบวาคาสัมประสิทธิ ์ Spreading rate (k) 

เทากับ 0.155 สามารถใหรูปแบบการกระจายตัวสอดคลองกับผลการทดลอง สําหรับการทํานาย

วิถีโคงของเจ็ตนั้นไดสรุปวา ตองนําผลการเปล่ียนแปลงความดันตลอดหนาตัดทีท่างออกของเจ็ต

มาพิจารณาดวย 

1.3 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
 
 เพื่อศึกษาและวิเคราะหคุณลักษณะของการไหลแบบเจ็ตระนาบในกระแสขวางดวยการใช

แบบจําลองความปนปวนแบบ Two-equation  
 

1.4 ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 
 1.4.1    ทําการศึกษาพฤติกรรมของเจ็ตแบบระนาบในกระแสขวางภายใตสมมติฐาน 

  ตอไปนี ้

 - การไหลเปนแบบคงตัวและอัดตัวไมได (Steady incompressible flow) 

 - การไหลเปนแบบปนปวน 

 - คุณสมบัติของการไหลมีคาคงที่ตลอดขอบเขตที่พิจารณา 
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 - ไมคิดผลกระทบเนื่องจากแรงลอยตัว 

 - เจ็ตและกระแสขวางเปนของไหลประเภทเดียวกัน 

1.4.2    ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรโดยใชระเบียบวธิีไฟไนตวอลุมสําหรับการคํานวณ   

            ปญหาการไหลของเจ็ตแบบระนาบในกระแสขวาง 

1.4.3    ประยุกตใชแบบจําลองความปนปวน เชน แบบจําลอง  Standard k ε−   และ 

             Low-Reynolds number k ε−  ในการคํานวณปญหาการไหล 

1.4.4 วิเคราะหและสรุปผลการคํานวณเปรียบเทยีบกับผลการทดลองหรือผลการ 

คํานวณอ่ืนทีม่อียูแลว 

1.5 ขั้นตอนการดําเนินงาน 
 
1.5.1 ศึกษาทฤษฎีทีเ่กี่ยวของกับการไหลแบบปนปวน โดยเฉพาะการไหลของเจ็ตแบบ

 ระนาบในกระแสขวาง และแบบจําลองความปนปวนแบบ Two-equation 

1.5.2 ศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมสําหรับสมการ Navier-Stokes ของเจ็ตแบบ

 ระนาบในกระแสขวาง 

1.5.3 ประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรซึ่งใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมสําหรับแกปญหาการ

 ไหลแบบเจ็ตในกระแสขวาง 

1.5.4 ตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมดวยปญหาอยางงายและปญหาที่สอดคลอง

 กับการไหลแบบเจ็ตในกระแสขวาง ที่มีผลการทดลองหรือผลเฉลยแมนตรง 

1.5.5 ทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมกับผลการทดลองท่ีใชเงื่อนไขในการ

 ทดสอบเดียวกันและเปรียบเทียบกบัผลการทดลองหรือผลลัพธจากแบบจําลอง

 การคํานวณของผูศึกษาทานอ่ืน 

1.5.6 วิเคราะหและสรุปผลการคํานวณที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอร 

1.5.7 จัดทําวิทยานพินธ 

1.5.8 เสนอผลงานในงานประชุมวชิาการและสอบวิทยานิพนธ 

1.6 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากวิทยานิพนธ 
 

 1.6.1 สามารถนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนไปใชในการวิเคราะหพฤติกรรม

  การไหลของเจต็แบบระนาบในกระแสขวางได 
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 1.6.2 แสดงใหเหน็ถงึประสิทธิภาพของแบบจําลองความปนปวนที่เลือกและเปรียบ 

  เทียบขอดีและขอดอยของแตละชนิดเม่ือนํามาใชวิเคราะหการไหลเพ่ือนําไปสูการ

  คิดคนแกไขใหดียิ่งข้ึน 

 1.6.3 สามารถเปรียบเทียบและเขาใจถึงพฤติกรรมที่ตางกันระหวางการไหลของเจ็ต

  แบบระนาบซึง่พิจารณาเปนสองมิติกับการไหลในสามมติิได 



บทที่  2 
ทฤษฎีที่เก่ียวของ 

2.1 แนวคิดและทฤษฎ ี
  

 พฤติกรรมทีเ่กดิข้ึนของเจ็ตในกระแสขวาง เกิดข้ึนจากเจ็ตที่ทาํมุมกับกระแสขวางเกดิการ

เบ่ียงเบนทิศทางการเคลื่อนที่จนกระทัง่มทีิศทางเดียวกนักับกระแสขวาง กระบวนการที่เกิดข้ึน

กอใหเกิดความสนใจถงึตัวแปรที่มีผลตอทศิทางการเคลือ่นที่ของเจ็ตทีเ่ปนวถิีโคง (Jet trajectory) 

เชน อัตราสวนโมเมนตัมของเจ็ตตอกระแสขวาง หรือ อัตราสวนความเร็วเจ็ตตอกระแสขวาง ขนาด

และรูปรางของปากทางออกเจ็ต รวมไปถงึพฤติกรรมตางๆ ที่เกิดจากปฏิสัมพันธระหวางเจ็ตและ

กระแสขวาง ไดแก การเหนีย่วนาํการผสมของกระแสขวางในเจ็ต การเปลี่ยนแปลงความดันตลอด

ทางออกของเจ็ต การเกิดวอรเท็กซ และระยะการสลายตัวของเจ็ต  

 มีผูใหความสนใจศึกษาดวยการทดลองเพื่อหาความสัมพันธตางๆ จนกระทั่งมีการนิยาม

ความสัมพันธทางคณิตศาสตรที่แสดงถึง วถิีโคงของเจ็ตตามเงือ่นไขซ่ึงพิจารณาอยูในรูปของ

สมการ Power law 

     
by xA

RD RD
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

             (2.1) 

 
เมื่อ x และ y เปนระยะตามพิกัดแนวนอนและแนวด่ิง ตามลําดับ โดย A และ b เปนคาคงทีท่ี่ได

จากการทดลอง สวนผลคูณ RD เปน Length scale ซึ่งแตกตางกันไปตามผูวิจยัแตละทาน สวน

ใหญมักอยูในรูปของอัตราสวนความเร็ว หรืออัตราสวนโมเมนตัมของเจ็ตกับกระแสขวางนั่นเอง 

 สําหรับวทิยานิพนธนี้ไดศึกษาแบบจําลองการคํานวณเพื่อศึกษาพฤติกรรมตางๆ ของเจ็ต

แบบระนาบในกระแสขวาง ตัวอยางเชน การเคลื่อนทีข่องเจ็ตและกระแสขวาง การเปล่ียนแปลง

ความเขมขนโดยมวล และกระบวนการอ่ืนๆ ที่เกี่ยวของ โดยสามารถระบุไดในรูปของสมการเชิง

อนุพนัธซึง่บงบอกถึงพฤติกรรมการไหล รวมถงึไดทําการศึกษาแบบจาํลองความปนปวนตางๆ ทีใ่ช

ทํานายผลลัพธของการไหลแบบปนปวน ซึ่งสมมติฐานที่ใชในการศึกษาคือ 

1) การไหลเปนแบบคงตัวและอัดตัวไมได (Steady incompressible flow) 

2) การไหลเปนแบบปนปวน (Turbulent flow) 

3) คุณสมบัติของการไหลมีคาคงที่ตลอดขอบเขตที่พิจารณา 

4) ไมคิดผลกระทบเนื่องจากแรงลอยตัว 

5) เจ็ตและกระแสขวางเปนของไหลประเภทเดียวกนั 
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2.2 สมการพืน้ฐานของการไหล 
 
 ในหวัขอนี้จะกลาวถงึระบบสมการเชิงอนพุนัธที่สอดคลองกับพฤติกรรมการไหลซ่ึงอธิบาย

ดวยกฎการอนุรักษมวลและกฎการอนุรักษโมเมนตัมภายในปริมาตรควบคุม โดยเขียนอยูในรูป

ของสมการเชิงอนพุันธ คือ สมการความตอเนื่องและสมการอนุรักษโมเมนตัม 

 
สมการความตอเนื่อง (Continuity equation)  

 จากกฎการอนุรักษมวลทีก่ลาววา มวลไมสามารถถูกสรางข้ึนหรือสูญหายไปจากระบบที่

พิจารณาได ดังนัน้อัตราการเปล่ียนแปลงมวลทัง้หมดภายในปริมาตรควบคุมใดๆ เทากับปริมาณ

มวลสุทธิที่ไหลออกและเขาจากผิวของปริมาตรควบคุมนั้นๆ ซึง่สามารถเขียนสมการในรูปแบบเทน

เซอร (Tensor) ไดดังนี ้

     0i

i

u
x
∂

=
∂

              (2.2) 

 
เมื่อ i =1, 2 และ 3 แสดงปริมาณพิกัดในคารทีเซียน เปนแกน x , y  และ z ตามลําดับ 
 
สมการอนุรักษโมเมนตัม (Conservation of momentum equation) 

 สมการอนุรักษโมเมนตัมกลาววา อัตราการเปล่ียนแปลงโมเมนตัมภายในปริมาตรควบคุม

ใดๆ มีคาเทากับแรงลัพธที่กระทํากับปริมาตรและผิวของปริมาตรนั้นๆ ซึ่งสามารถแสดงดวย

สมการเชงิอนพุันธ 

     ( ) 2
3

ji k
i j ij

j i j j i k

uu upu u
x x x x x x

ρ μ μ δ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂

= − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
           (2.3) 

 
โดยที่สัญลักษณ Kronecker delta, ijδ   มีคาเทากับ 1 เมือ่ i j=  และ มีคาเทากับ 0 เมื่อ   i j≠  

จากสมมติฐานที่ใชสําหรับวทิยานพินธนี ้สามารถลดรูปของสมการลงไดเปน 
 

   ( ) ji
i j

j i j j i

uupu u
x x x x x

ρ μ
⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂∂ ∂ ∂

= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
                          (2.4) 

 
2.3 สมการพืน้ฐานของการไหลแบบปนปวน 

 
 การไหลแบบปนปวนนัน้ คาของตัวแปรตางๆ เชน ความเร็ว ความดัน และอุณหภูมิ มีการ

เปล่ียนแปลงไมคงที่ตามเวลาที่เปล่ียนไป ดังนัน้จึงสมมติใหคุณสมบัติที่พิจารณาของการไหลแบบ
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ปนปวนประกอบดวยสองสวน คือ สวนที่เปนคาเฉลี่ยที่ไมข้ึนกับเวลา กับสวนที่สองแทนผลของการ

ส่ันที่สัมพนัธกบัเวลา ตัวอยางเชน ฟงกชนั φ  สามารถเขียนไดเปน 
 
                ( ) ( ) ( ), ,x t x x tφ φ φ′= +                                            (2.5) 
 
คาเฉลี่ยของคุณสมบัติตางๆ ของการไหล เมื่อพิจารณาการไหลในหนึง่มิติระบุไดดวย 
 

    ( ) ( )
0

1lim ,
t

t
x x t dt

t
φ φ

Δ

Δ →∞
=

Δ ∫                                (2.6) 

 
และคาเฉลี่ยผลของการสั่นทีสั่มพันธกับเวลา มีคาเทากบัศูนยดังสมการ 
 

          ( ) ( )
0

1, , 0lim
t

t
x t x t dt

t
φ φ

Δ

Δ →∞
′ ′= ≡

Δ ∫                                    (2.7) 

 
นอกจากนีย้ังมีคา r.m.s. ที่เปนตัวบอกปริมาณเฉลี่ยของการส่ันของความเร็วซ่ึงนิยามโดย 
 

        ( ) ( )
1/ 2

2 2

0

1 t

rms dt
t

φ φ φ
Δ⎡ ⎤

′ ′= = ⎢ ⎥Δ⎣ ⎦
∫                         (2.8) 

 
เมื่อแทนฟงกชนั φ ดวยความเร็ว i i iu u u′= +  และความดัน i i ip p p′= +  ลงในสมการอนุรักษ

มวลและโมเมนตัม สามารถเขียนใหมไดในรูปเทนเซอรดังตอไปนี้ 

สมการอนุรักษมวล 

    0i

i

u
x
∂

=
∂

                                 (2.9) 

สมการอนุรักษโมเมนตัม  

   ( ) j i ji
i j

j i j j i j

u u uupu u
x x x x x x

ρ
ρ μ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ′ ′∂ ∂∂∂ ∂ ∂
= − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

         (2.10) 

 
สมการขางตนเรียกวา สมการ Reynolds-averaged Navier-Stokes (RANS) ซึ่งมีพจนไมทราบ

คาคือ i ju uρ ′ ′−  ที่เรียกวา Reynolds stresses ทําใหจํานวนตัวแปรมีมากกวาจาํนวนสมการเดิมที่

มี ดังนั้นจงึไดมีการคิดคนแบบจําลองความปนปวนข้ึนมาเพื่อชวยในการคํานวณ  

 Two-equation model ถือไดวาเปนพื้นฐานสําหรับแบบจําลองความปนปวนตลอดเวลา

หลายปที่ผานมา โดยมีจุดเร่ิมตนมาจาก Boussinesq approximation และสมการ Turbulent 

kinetic energy โดยมีปริมาณอื่นๆ เขามาเก่ียวของ เชน Turbulence length scale (L), 
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Dissipation rate (ε ) ซึ่งในวิทยานิพนธฉบับนี้ไดเลือกใช Two-equation model แบบจําลอง

ความปนปวน Standard  k ε− และ Low-Reynolds number k ε−  
 
2.4 แบบจําลองความปนปวน Standard -k ε   
 
  สําหรับการไหลซ่ึงการพาและการแพรกระจายมผีลอยางมากตอความแตกตางในการเกิด

และสลายตัวของความปนปวนในการไหล ตัวอยางเชน การไหลแบบหมนุวน หรือการไหลแบบ

แยกตัว การใช Mixing length จะไมมีความเหมาะสมในการคํานวณการไหลประเภทนี้ เพื่อให

การคํานวณมีความถกูตองแมนยําข้ึน แบบจําลองความปนปวนจึงมุงไปที่กลไกที่มีผลกระทบตอ 

Turbulent kinetic energy (k) โดยกาํหนดใหคา Turbulent kinetic energy ของ Turbulent 

fluctuation ตอหนึง่หนวยมวล มีความสัมพันธกับคา Turbulent velocity fluctuation ดังนี ้
 

           ( )2 21 1
2 2i ik u u u v′ ′ ′ ′= = +                        (2.11) 

 
คํานิยามที่งายที่สุดสําหรับความปนปวน สามารถอธิบายไดในรูปของ Velocity scale ( )υ  หรือ 

1/ 2kυ =  และ Length scale (L) ดังนั้นสามารถเขียน Eddy viscosity ในรูปของความหนาแนน 

( ρ ) รวมทั้ง Turbulence length scale (L) และ Turbulent kinetic energy ไดดังนี้ 
 
             1/ 2constantt k Lμ ρ= ⋅                        (2.12) 
 
 การหาคา k  มาแทนในสมการ ทาํไดโดยอาศัยเทอมของ Reynolds stress tensor ดังนี ้
 
              2ii i iu u kτ ρ ρ′ ′= − = −                        (2.13) 
 
เทอมของ Reynolds stress tensor แปรผันตาม Kinetic energy ตอหนึง่หนวยปริมาตรของ 

Turbulent fluctuation ซึ่งปริมาณของ k  ควรอางอิงเปน Specific turbulent kinetic energy 

(ปริมาณตอหนึ่งหนวยมวล) แตบอยคร้ังมกัเรียกวา Turbulent kinetic energy ซึ่งหาคาไดจาก

สมการเชงิอนพุันธของ Reynolds stress tensor ดังแสดงในสมการ 

 

                  ij j iji
k ik jk ij ij ijk

k k k k k

u uu C
x x x x x
τ τ

τ τ ε ν
∂ ∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂

= − − + −Π + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
      (2.14) 

 

เมื่อ  ji
ij

j i

uup
x x

⎛ ⎞′∂′∂′Π = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
              (2.15) 
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  2 ji
ij

k k

uu
x x

ε μ
′∂′∂

=
∂ ∂

              (2.16) 

 
  ijk i j k i jk j ikC u u u p u p uρ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + +             (2.17) 
 
จัดรูปสมการที่สอดคลองกบัคา k  ดวยการแทน iiτ ลงในสมการ (2.14) สังเกตไดวาเทอมของ ijΠ

หายไปเมื่อการไหลเปนแบบไมอัดตัว จากนั้นจงึจัดรูปสมการใหมจะได 

 

 

1
2

        

    

  

 (1)             (2)          (3)              (4)                   (5)             (6)

i
j ij i i j j

j j j j

uk ku u u u p u
x x x x

ρ τ ρε μ ρ
⎡ ⎤∂∂ ∂ ∂ ′ ′ ′ ′ ′= − + − −⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
         (2.18) 

 
เมื่อคาε  เปน Dissipation rate of turbulent kinetic energy ตอหนึง่หนวยมวล และนิยามดวย

ความสัมพันธดังนี ้
 

    i i

k k

u u
x x

ε ν
′ ′∂ ∂

=
∂ ∂

                        (2.19) 

 
พจนตางๆ ทีป่รากฏในสมการ (2.18) แสดงถึงกระบวนการทางกายภาพเม่ือเกิดความปนปวนข้ึน

ในการไหล ซึ่งสามารถอธิบายความหมายของแตละพจนไดดังตอไปนี ้

 พจนที่ 1 เปนพจนการพา (Convection term) แสดงถึงอัตราการเปล่ียนแปลงของ k  

ตามการเคลื่อนที่ของอนุภาคของไหล 

 พจนที่ 2  เปนพจน  Production term แสดงถึงอัตราของ   Kinetic energy     ที่สงผาน

จาก Mean flow ไปยัง Turbulent flow หรือเขียนใหมเปน ij ijSτ   ซึง่เทอมนี้เปรียบเสมือนอัตรา

ของงานทีท่าํไดจาก Mean strain rate ที่มีตอ Turbulent stress 

 พจนที่ 3 คือ Dissipation ที่แสดงอัตราการเปล่ียน Turbulent kinetic energy ไปเปน 

Thermal internal energy ซึ่งเทากับ อัตราเฉล่ียของงานท่ีไดจากสวนการสัน่ของ Strain rate กับ 

การสั่นของ Viscous stresses 

 พจนที ่4 คือ Molecular diffusion ที่แสดง Diffusion ของ Turbulence energy ที่เกิด

จากกระบวนการเคล่ือนทีโ่ดยธรรมชาติของโมเลกลุในของไหล 

      พจนที่ 5 คือ Turbulent transport ซึ่งเปนอัตราที ่Turbulence energy ถูกสงถายไปยัง

ของไหลดวย Turbulent fluctuation 
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   พจนที่ 6 คือ Pressure diffusion แสดงถึงการถายเทความปนปวน ในรูปของความสัม- 

พันธระหวางความดันกับ Velocity fluctuation 

 ผลเฉลยของสมการสามารถหาไดก็ตอเม่ือเราทราบคาของ Reynolds stress tensor, 

Dissipation, Turbulent transport และ Pressure diffusion 
 
 Reynolds stress tensor จะถกูประมาณดวย Boussinesq approximation โดยมี

สมการดังนี ้

                   22
3ij t ij ijs kτ μ ρ δ= −                                   (2.20) 

เมื่อ ijs  คือ Mean strain rate tensor หาไดจากความสัมพันธ 1
2

ji
ij

j i

uus
x x

⎛ ⎞∂∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

      tμ  คือ  Eddy viscosity กําหนดให  
2

t
kCμμ ρ
ε

=   โดย  0.09Cμ =     เปนคาคงที ่และ  

      ijδ  คือ  Kronecker delta function ซึ่งนยิามโดย  
 

                
0     ;     
1     ;     ij

i j
i j

δ
≠⎧

= ⎨ =⎩
            (2.21) 

 
สังเกตวา พจนที่สองทางขวามือในสมการ (2.20) เปนตัวกําหนดคุณลักษณะของ ijτ  เมื่อ 0ijs =

สําหรับการไหลแบบไมอัดตัว ดังนั้นสมการ (2.20) จึงเขียนไดวา 2ii kτ ρ= −  ซึ่งสอดคลองกับ

สมการ (2.13) 

 Turbulent transport และ Pressure diffusion ไดมาจากขอมูลของ Mansour et al. 

(1988) ที่ระบุวา เทอมนี้มีคานอยมากสําหรับการไหลอยางงาย ดังนัน้เราประมาณวา 
 

           1
2

t
i i j j

k j

ku u u p u
x

μρ
σ

∂′ ′ ′ ′ ′+ = −
∂

                                 (2.22) 

เมื่อ kσ  เปนคาคงที่ซึง่มีคาเทากับ 1.0 
 
 Dissipation อยูในรูปของความสัมพนัธระหวาง Turbulent kinetic energy ( k ) และ 

Turbulence length scale ( L ) ซึ่งคุณสมบัติทั้งสองข้ึนอยูกับความปนปวนและคุณสมบัติโดย

ธรรมชาติของของไหลอยางเชน Molecular viscosity โดยแสดงคาไดดังนี ้
 
           3/ 2 /k Lε ≈                                                 (2.23) 
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เมื่อรวมสมการ (2.18) – (2.22) เขาดวยกัน เราสามารถเขียนสมการ Turbulent kinetic energy 

ไดดังนี้ 

        i t
j ij

j j j k j

uk ku
x x x x

μρ τ μ ρε
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

                     (2.24) 

 
 สมการแทจริงของ Dissipation rate of turbulent kinetic energy  (ε ) ประกอบดวย

พจนที่ไมทราบคาและวัดไมไดมากมาย ในแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  การพิสูจน

หาสมการสามารถคํานวณไดโดยใชความคลายคลึงทางมิติที่สอดคลองกันกับสมการ Turbulent 

kinetic energy ดังนัน้จึงกาํหนดให ε  สามารถอธิบายในรูปของ Turbulent kinetic energy 

และ Turbulence length scale ดังนี ้
 

            
3/ 2k
L

ε =                                                            (2.25) 

 
เมื่อ L  มีความสัมพันธกับคา ml  โดย 0.75

mL C lμ
−=  และ ml  คือ Prandtl mixing length ซึ่ง

นิยามจาก [ ]max ,ml yκ λδ=  โดยที่ δ  คือ Boundary layer thickness, κ  คือ Von Karman 

constant ( 0.41κ = ) และ λ  คือ คาคงที่ ( 0.09λ = ) ซึ่งสามารถเขียนสมการ ε  ไดดังนี ้
 

 

2

1 2
t i

j ij
j j j j

uu C C
x x x k x kε ε

ε

με ε ε ερ μ τ ρ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂∂ ∂ ∂
= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

    

   (1)                              (2)                             (3)                    (4)

                      (2.26) 

 
 โดยพจนตางๆ ในสมการ (2.26) มีความหมายทางกายภาพท่ีเกดิจากการไหลแบบปน 

ปวน ดังนี ้

 พจนที่ 1 เปน พจนการพาของ ε  

 พจนที่ 2 เปน พจนการแพรของความปนปวน 

 พจนที่ 3 เปน Production rate ของ ε  

 พจนที่ 4 เปน อัตราการแยกสลายของ ε  
 
และสรุปคาสัมประสิทธิท์ี่ใชในแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  ไดดังนี ้
 0.09Cμ = , 1.0kσ = , 1.3εσ = , 1 1.44Cε = , 2 1.92Cε =  
 
 
 
 
 



   20
 
2.5 แบบจําลองความปนปวน Low-Reynolds number -k ε   
 
 จากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  หรือ High-Reynolds number k ε−  ที่

ไดกลาวมาขางตนจะพบวาการไหลในบริเวณใกลผนงัจะถูกประมาณคาดวย Wall function เพือ่

หลีกเล่ียงผลของความหนืดที่มีตอการเปล่ียนแปลงระหวางผิวของผนงักับการไหลแบบปนปวน จงึ

ไดมีการนําเสนอแบบจําลองความปนปวน Low-Reynolds number  k ε−  หรือเรียกแทนส้ันๆ

วาแบบจําลอง Low-Re k ε−  ข้ึนมาเพื่อคิดผลของความหนืดโดยตรงทีม่ีตอการไหล ลักษณะ

โดยรวมของแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  นั้นมีความคลายกนักับแบบจําลอง 

Standard k ε−  โดยจะแตกตางกนัเฉพาะพจนที่เพิ่มเขามาในสมการ Turbulent kinetic 

energy , สมการ Dissipation rate of turbulent kinetic energy และคา Eddy viscosity ( tμ ) 

ที่เปล่ียนไป ดังแสดงตอไปนี ้
 
สมการ Turbulent kinetic energy 

                                i t
j ij

j j j k j

uk ku D
x x x x

μρ τ μ ρε
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
= + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

                   (2.27) 

 
สมการ Dissipation rate of turbulent kinetic energy 

                
2

1 1 2 2
t i

j ij
j j j j

uu C f C f E
x x x k x kε ε

ε

με ε ε ερ μ τ ρ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂∂ ∂ ∂
= + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

           (2.28) 

 
เมื่อกําหนดให o Dε ε= +  และ Eddy viscosity มีคาดังสมการ 

                                                      
2

t
kC fμ μμ ρ
ε

=                                                   (2.29) 

โดยที ่คา D  และ E  เปนพจนพเิศษสําหรับแบบจําลอง Low-Re k ε−  สวน 1f , 2f และ fμ  

เรียกวา Damping functions ซึ่งจะเปล่ียนแปลงไปตามผูเสนอแบบจําลอง สําหรับงานวิจัยนี้ได

เลือกแบบจําลองที่เสนอโดย Chang  et al. (1995) ซึ่งไดปรับปรุงการหาคา fμ  และ 2f  จากเดิม

มีผูวิจัยกอนหนาไดเสนอใหอยูในรูปของ y+  ( /y u yτ υ+ =  และ /wuτ τ ρ= ) เปนที่ทราบกัน

วา คาแรงเฉือนที่ผนัง wτ  มีคาเขาใกลศูนยทีบ่ริเวณใกลกับตําแหนง Reattachment สําหรับการ

ไหลแบบแยกตัวและบริเวณที่มีการไหลวน เชน การไหลผาน Backward facing step หรือ ทอที่มี

หนาตัดขยายแบบทันทีทนัใด ทําใหคา fμ  และ 2f  กลายเปนศูนยซึ่งไมถูกตอง Chang et al. 

(1995) จึงไดเสนอคา fμ  และ 2f  ใหอยูในรูปความสมัพนัธของ Reynolds number  Rk  และ Rt  

ดังแสดงในสมการ (2.33) และ (2.34) โดยยังคงความสัมพนัธ 1f yμ
−∝  ทาํใหผลการทาํนาย
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บริเวณใกลกับผนังมีความถกูตองเชนเดียวกับวธิีการเดิม หรือกลาวไดวามีคาที่แนนอนที่ผิวของ

ผนัง ซึ่งระบุคาตางๆ ของแบบจําลองดังตอไปนี้ 
 
              0D =                                                             (2.30) 
 
              0E =                                                             (2.31) 
 
             1 1.0f =                                                             (2.32) 
 
         ( ) ( )2

2 1 0.01exp 1 exp 0.0631t kf R R⎡ ⎤= − − × − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦                    (2.33) 

        ( ) 2

5/ 4

31.661 exp 0.0215 1k
t

f R
Rμ

⎡ ⎤
= − − × +⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
                               (2.34) 

และ 

            k
k yR
υ

=                                                          (2.35) 

            
2

t
kR
νε

=                                                            (2.36) 

เมื่อ  y   คือ ระยะหางจากผนงั  

  *y  คือ ระยะหางจากผนังไรมิติ   
 
และสรุปคาสัมประสิทธิท์ี่ใชใน Low-Re k ε− model ไดดังนี ้
 0.09Cμ = , 1.0kσ = , 1.3εσ = , 1 1.44Cε = , 2 1.92Cε =  
 
2.6 สมการ Passive scalar 
 
 Passive scalar เปนการกระจายตัวของส่ิงที่ปะปนอยูในการไหลของของไหลซึง่ไดรับ

ผลกระทบจากการเคล่ือนทีข่องของไหล ซึ่งการเปล่ียนแปลงของ Passive scalar จะไมมีผลตอ

ความเร็วหรือตัวแปรที่เกี่ยวของกับการไหลนั้นๆ โดยสวนใหญจะกําหนดใหปริมาณความเขมขนสูง

เปนตัวแทนสําหรับปริมาณทีเ่ราสนใจ ตัวอยางเชน การไหลอยางชาๆ ของอากาศรอน Passive 

scalar เปรียบเสมือนอากาศเย็นที่แพรจากบริเวณรอบๆ ซึ่งอินทิกรัลของสมการอนรัุกษปริมาณ 

Scalar, φ  สามารถเขียนในรูปสมการไดดังนี ้
 

 d d
S

u n S f
t φρφ ρφ

Ω

∂
Ω+ ⋅ =

∂ ∑∫ ∫                       (2.37) 

 
เมื่อ   Ω  คือ ปริมาตรควบคุมทีพ่ิจารณา 

         S     คือ ผิวขอบของปริมาตรควบคุมที่พิจารณา  
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          n คือ เวกเตอรหนึง่หนวยที่ต้ังฉากกับผิวขอบของปริมาตรควบคุมโดยทศิที่ออกจาก

  ปริมาตรควบคุมเปนบวก 

  u  คือ เวกเตอรความเร็ว  

 fφ   คือ Diffusive transport ของปริมาณ Scalar  
 
เมื่อพิจารณาเปน Mass diffusion ตาม Fick’s law  
 
    grad dd

S
f n Sφ φ= Γ ⋅∫                        (2.38) 

 
เมื่อ Γ  เปน Diffusivity ของปริมาณสเกลารสําหรับการพิจารณาเปน Mass concentration 

กําหนดให 
Sc
μ

Γ =  เมือ่ Sc เปน Schmidt number และแทน φ  ดวยสัญลักษณ  C  เปน Mass 

concentration ซึ่งสามารถเขียนสมการที่เรียบเรียงใหมไดดังนี ้
 

      d d grad d
S S

C Cu n S C n S
t Sc

μρ ρ
Ω

∂
Ω+ ⋅ = ⋅

∂ ∫ ∫ ∫           (2.39) 

 
ในพิกัดคารทีเซียนภายใตรูปแบบเทนเซอร สามารถเขียนในรูปสมการเชิงอนุพนัธสําหรับกฎการ

อนุรักษไดเปน 

              ( ) ( )j

j j j

u CC C
t x x Sc x

ρρ μ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                      (2.40) 

 
ในงานวิทยานพินธนี้สมมติใหการไหลเปนแบบคงตัวและเปนของไหลแบบไมอัดตัว ดังนั้นจึงลดรูป

สมการไดดังนี ้

    
2

2
j

j j

u C C
x Sc x

ρ μ∂ ∂
=

∂ ∂
                                             (2.41) 

 
เนื่องจากการไหลเปนแบบปนปวน จึงเขียนอยูในรูปของคาเฉลี่ยปริมาณสเกลาร ดังนั้นสมการ 

(2.41) จึงเขียนใหมไดเปน 

        ( )
2

2j j
j j

Cu C u C
x Sc x

μρ ρ∂ ∂′ ′+ =
∂ ∂

                      (2.42) 

หรือ   ( ) ( )
2

2j j
j j j

Cu C u C
x Sc x x

μρ ρ∂ ∂ ∂ ′ ′= −
∂ ∂ ∂

                                   (2.43) 

 
จากสมการ (2.43) จะพบวามพีจนที่เพิม่เขามาคือ ju Cρ ′ ′−  ที่เรียกวา Scalar flux ซึ่งสามารถ

เขียนแทนดวยสมการเชิงอนพุันธในรูปของเทนเซอรไดดังนี ้
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    j t
j

Cu C
x

ρ ∂′ ′− = Γ
∂

            (2.44) 

 

เมื่อ t
t

tSc
μ

Γ =  สําหรับ Turbulent diffusivity ของความเขมขนมวล 

 
Pr

t
t

t

μ
Γ =  สําหรับ Turbulent diffusivity ของอุณหภูม ิ

       Prt  คือ Turbulent Prandtl number 

       Sct  คือ Turbulent Schmidt number มีคาเทากับ 0.8        
                   (Tominaga and Stathopoulos, 2007) 
 
 ดังนัน้ในกรณทีี่เราพจิารณาความเขมขนของมวล จะเขียนรูปเต็มของสมการ (2.43) ได

ดังนี ้

   ( )
2 2

2 2
t

j
j j t j

C Cu C
x Sc x Sc x

μμρ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
            (2.45) 

 
สําหรับเงื่อนไขแบบคงตัวและพิจารณาในสองมิติ เมือ่ C  เปนความเขมขนของสเกลาร สําหรับ

วิทยานิพนธนี้ ของไหลเจ็ตมคีา 1.0C = และของไหลกระแสขวาง มีคา 0.0C =  
 
 
2.7 สรุปสมการสาํหรับการไหลแบบปนปวน 
 
 เราสามารถสรุปสมการพืน้ฐานจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  และ 

Low-Reynolds number k ε− เพื่อคํานวณการไหลแบบปนปวนไดดังนี ้
 
สมการพื้นฐานสําหรับการไหลแบบปนปวนรูปแบบเทนเซอรสําหรับแบบจําลองความปนปวน 
Standard k ε−  

Continuity     :  0i

i

u
x
∂

=
∂

 

 

Momentum    : ( )
⎡ ⎤⎛ ⎞ ′ ′∂ ∂∂∂ ∂ ∂

= − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

j i ji
i j

j i j j i j

u u uupu u
x x x x x x

ρ
ρ μ  

 

Turbulent kinetic energy : i t
j ij

j j j k j

uk ku
x x x x

μρ τ ρε μ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
= − + +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
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Dissipation rate   : 
2

1 2
t i

j ij
j j j j

uu C C
x x x k x kε ε

ε

με ε ε ερ μ τ ρ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂∂ ∂ ∂
= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 

Eddy viscosity    :  
2

t
kCμμ ρ
ε

=  

 

Reynolds stress   :  22
3ij t ij ijs kτ μ ρ δ= −  

 

Mean strain-rate tensor  :  1
2

ji
ij

j i

uus
x x

⎛ ⎞∂∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

 
Closure coefficient    : 0.09Cμ = ,   1.0kσ = ,     1.3εσ = ,    1 1.44Cε = ,  2 1.92Cε =  
 
 
 
สมการพืน้ฐานสําหรับการไหลแบบปนปวนรูปแบบเทนเซอรสําหรับแบบจําลองความปนปวน 
Low-Reynolds number k ε−  

Continuity     :  0i

i

u
x
∂

=
∂

 

 

Momentum    : ( )
⎡ ⎤⎛ ⎞ ′ ′∂ ∂∂∂ ∂ ∂

= − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

j i ji
i j

j i j j i j

u u uupu u
x x x x x x

ρ
ρ μ  

 

Turbulent kinetic energy : i t
j ij

j j j k j

uk ku D
x x x x

μρ τ μ ρε
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂
= + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
Dissipation rate   :   

      

 
2

1 1 2 2
t i

j ij
j j j j

uu C f C f E
x x x k x kε ε

ε

με ε ε ερ μ τ ρ
σ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂∂ ∂ ∂
= + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

     

 

Eddy viscosity    :  
2

t
kC fμ μμ ρ
ε

=  

 

Reynolds stress   :  22
3ij t ij ijs kτ μ ρ δ= −  

 

Mean strain-rate tensor  :  1
2

ji
ij

j i

uus
x x

⎛ ⎞∂∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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Damping function    :      1 1.0f =  
     
                      ( ) ( )2

2 1 0.01exp 1 exp 0.0631t kf R R⎡ ⎤= − − × − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦                     

                      ( ) 2

5/ 4

31.661 exp 0.0215 1k
t

f R
Rμ

⎡ ⎤
= − − × +⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
        

 
Closure coefficient    : 0.09Cμ = ,   1.0kσ = ,     1.3εσ = ,    1 1.44Cε = ,  2 1.92Cε =  
 
 
สมการพืน้ฐานสําหรับการคํานวณ Passive scalar ในการไหลแบบปนปวน 

Scalar conservation    :    ( )
2 2

2 2
t

j
j j t j

C Cu C
x Sc x Sc x

μμρ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
 

 
 
  
 



บทที่  3 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม 
 

   การไหลและคุณลักษณะการไหลตางๆ สามารถอธบิายไดดวยระบบสมการเชิงอนุพนัธ

ซึ่งสวนใหญไมสามารถหาผลเฉลยดวยวธิีการวิเคราะหได ยกเวนปญหางายๆ ดังนัน้จึงมีความจํา 

เปนตองใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเขามาชวยในการแกปญหา กระบวนการหาผลเฉลยจะอาศัยวิธ ี

การประมาณเชิงตัวเลข โดยการแบงกระจายพจนที่พิจารณาจากระบบสมการเชิงอนุพนัธเปนกลุม

ของระบบสมการพีชคณิต จากนัน้จงึทําการจําลองการคํานวณนัน้บนคอมพิวเตอร สําหรับงาน

วิทยานิพนธนี ้ จะทําการประยุกตใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมกับปญหาการไหลของเจ็ตในกระแส

ขวาง ซึ่งข้ันตอนและวิธกีารของระเบียบวธิีนี้ประกอบดวยสวนประกอบหลัก คือ 

1) สมการครอบคลุมพื้นฐานและการดิสครีไทซ 

2) การประมาณพจนของการแพรกระจาย และพจนการพา 

3) เงื่อนไขขอบตามลักษณะการใชงานตลอดจนกระบวนการหาผลเฉลยดวยวิธ ี

TDMA รวมกับการใช SIMPLE algorithm 

 
3.1 สมการครอบคลุมพื้นฐาน (Governing equations) 
 
   ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่อาศัยการอินทิเกรตสมการอนุรักษบน

ปริมาตรควบคุมโดยแบงขอบเขตของปญหาที่สนใจออกเปนปริมาตรควบคุมเล็กๆ ซึ่งเราสามารถ

แสดงสมการครอบคลุมพื้นฐานในรูปทั่วไปของตัวแปร φ  ในระบบพกิัดคารทีเซียน ไดดังนี ้
 

                  ( )i

i i i

u
S

x x x φ

ρφ φ∂ ⎛ ⎞∂ ∂
= Γ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

             (3.1) 

 
เมื่อ φ    คือ ตัวแปรตางๆ ของการไหล เชน u , v , T  เปนตน 

   Γ   คือ สัมประสิทธิ์การแพร 
 
สมการสําหรับการไหลแบบปนปวนที่ไดกลาวถงึในบทที ่ 2 สามารถนํามาเขียนในรูปแบบทั่วไป

เพื่อใหเขาใจไดงายข้ึน โดยตัวแปรตางๆที่มีความสอดคลองกันไดแสดงไวในตารางที่ 3.1 เพื่อ

ความสะดวกนับจากนี้เมื่อกลาวถึงตัวแปร u , v , k  และ C  จะเรียกแทนดวย u , v , k  และ C  

ตามลําดับ 
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     ตารางที่ 3.1 ตัวแปรที่สอดคลองตามสมการครอบคลุมพื้นฐานทัว่ไป 
 

Transport 
equation φ φΓ  Sφ  

Continuity 1 0 0 

x-momentum u  tμ μ+  ( ) ( )t t
p u v
x x x y x

μ μ μ μ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

y-momentum v  tμ μ+  ( ) ( )t t
p u v
y x y y y

μ μ μ μ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

Turbulent 
kinetic energy k  

t

k

μμ
σ

+  
2 22

2 2t
u v v u
x y x y

μ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

- ρε  

Dissipation 
rate ε  t

ε

μμ
σ

+  
2 22 2

1 22 2t
u v v uC C
x y x y k kε ε

ε εμ ρ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ + + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

Scalar  C
 

t

tSc Sc
μμ

+  0 

 
 
3.2 การดิสครีไทซสมการความตอเนื่อง 
 
 จากสมการความตอเนื่อง สมการ (2.2) เมื่อเขียนในรูปแบบสองมิติจะไดสมการดังนี ้
 

    ( ) ( ) 0
u v

x y
ρ ρ∂ ∂

+ =
∂ ∂

                                    (3.2) 

 
อินทิเกรตสมการความตอเนือ่งตลอดปริมาตรควบคุมจะได 
       
  ( ) ( ) ( ) ( ) 0

e w n s
uA uA vA vAρ ρ ρ ρ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦                          (3.3) 

 
กําหนดให 1e wA A y= = × Δ เปนพืน้ทีห่นาตัดของปริมาตรควบคุมที่ตําแหนง e และw ตามลําดับ 

                1n sA A x= = × Δ เปนพืน้ทีห่นาตัดของปริมาตรควบคุมที่ตําแหนง n และ s ตามลําดับ 
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3.3 การดิสครีไทซปญหาการพาและการแพรกระจาย 
 
 จากสมการทัว่ไปที่เขียนอยูในรูปตัวแปร φ  ดังแสดงในสมการ (3.1) เมือ่เราใชระเบียบวิธี

ไฟไนตวอลุมเปล่ียนรูปแบบของสมการเชิงอนพุันธใหเปนสมการพีชคณิตดวยการอนิทิเกรตตลอด 

ปริมาตรควบคุม จะได 

  ( ) d d di

i i iCV CV CV

u
V V S V

x x x φ

ρφ φ∂ ⎛ ⎞∂ ∂
= Γ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫ ∫              (3.4) 

 
สมการ (3.4) เปนสมการพืน้ฐานในรูปทั่วไปที่เขียนอยูในรูปอินทิกรัล เมื่อพิจารณาเปนปญหาการ

แพรกระจายและการพาในสองมิติจะได 
 

  ( ) ( )u v
S

x y x x y y φ

ρ φ ρ φ φ φ∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = Γ + Γ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
            (3.5) 

 
เปล่ียนรูปสมการเชิงอนุพนัธดวยการใชระเบียบวธิีไฟไนตวอลุม โดยการอินทิเกรตสมการเร่ิมตน

ตลอดปริมาตรควบคุม 
 

 ( ) ( ) d d
V V

u v
V S V

x y x x y y φ

ρ φ ρ φ φ φ

Δ Δ

⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = Γ + Γ +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫             (3.6) 

 
( ) ( ) d

V V V V V

u v
dxdy dxdy dxdy dxdy S V

x y x x y y φ

ρ φ ρ φ φ φ

Δ Δ Δ Δ Δ

∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = Γ + Γ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

                               (3.7) 
 
แยกพิจารณาอินทิกรัลแตละพจนจะไดผลลัพธดังนี ้

 1) อินทิกรัลพจนการพา 
 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )                                                      
Δ Δ

∂ ∂
⎡ ⎤+ = −⎣ ⎦∂ ∂

⎡ ⎤+ −⎣ ⎦

∫ ∫ e we w
V V

n sn s

u v
dxdy dxdy uA uA

x y

vA vA

ρ φ ρ φ
ρ φ ρ φ

ρ φ ρ φ
 

                                ( ) ( )= − + −e e w w n n s sF F F Fφ φ φ φ                 (3.8) 
 
เมื่อ F uρ=  เปนฟลักซการพาของมวลตอหนึง่หนวยพืน้ที ่ดังนั้นจะได 

ฟลักซการพาของมวลไหลผานปริมาตรควบคุมที่ผิวหนา e  
 
          ( )e e

F uAρ=                                       (3.9ก) 
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ฟลักซการพาของมวลไหลผานปริมาตรควบคุมที่ผิวหนาw  
 
        ( )w w

F uAρ=                  (3.9ข) 
 
ฟลักซการพาของมวลไหลผานปริมาตรควบคุมที่ผิวหนาn  
 
          ( )n n

F vAρ=                             (3.9ค) 
 
ฟลักซการพาของมวลไหลผานปริมาตรควบคุมที่ผิวหนา s  
 
        ( )s s

F vAρ=                  (3.9ง) 
 
 2) อินทิกรัลพจนการแพรกระจาย 

    
                                                               +

e e w w
e wV V

n n s s
n s

dxdy dxdy A A
x x y y x x

A A
y y

φ φ φ φ

φ φ
Δ Δ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ + Γ = Γ − Γ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
Γ − Γ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫
    (3.10) 

 
การแพรกระจายผานผิวของปริมาตรควบคุมที่ผิวหนา e  
 

  
( ) ( )

PEx
                                                             

E P
e e e e e E P

e

A A D
x

φ φφ φ φ
δ

−∂⎛ ⎞Γ = Γ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠                         (3.11ก) 

การแพรกระจายผานผิวของปริมาตรควบคุมที่ผิวหนา w  
 

  
( ) ( )

WPx
                                                             

P W
w w w w w P W

w

A A D
x

φ φφ φ φ
δ

−∂⎛ ⎞Γ = Γ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠         (3.11ข) 

การแพรกระจายผานผิวของปริมาตรควบคุมที่ผิวหนา n  
 

  
( ) ( )

NP

                                                           

N P
n n n n n N P

n

A A D
y y

φ φφ φ φ
δ

−⎛ ⎞∂
Γ = Γ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠          (3.11ค) 

การแพรกระจายผานผิวของปริมาตรควบคุมที่ผิวหนา s  
 

  
( ) ( )

PS

                                                           

P S
s s s s s P S

s

A A D
y y

φ φφ φ φ
δ

−⎛ ⎞∂
Γ = Γ = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠           (3.11ง) 
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กําหนดให D  เปน สัมประสิทธิก์ารแพรกระจายโดย AD
xδ

Γ
=  

 
 3) อินทิกรัล Source term 

 เราสามารถคํานวณคา Source term ดวยการประมาณเปนความสัมพันธเชงิเสน จึงเขียน 

Source term ไดในรูปตอไปน้ี 
 
            u P PS S Sφ φ= +             (3.12) 

กําหนด Sφ   เปน  สวนที่มีคาคงที ่

            PS   เปน  คาสัมประสิทธิ์ของ Pφ  
 
อินทิเกรต Source term จากสมการ (3.12) จะได 
 
               d u P P

V

S V S V S Vφ φ
Δ

= Δ + Δ∫             (3.13) 

 
3.4 การประมาณพจนของการพา 
 
 หัวขอนีจ้ะกลาวถงึการประมาณคาผิวหนา (Cell face) ดานตางๆ ของปริมาตรควบคุมที่

พิจารณา ซึง่วทิยานพินธนี้เลือกใช Upwind differencing scheme (UDS) ในการประมาณคาที่ 

Cell face ดังกลาว 

 Upwind differencing scheme เปน First-order scheme ที่มีความเสถียรและ

สอดคลองกับทิศทางการเคลื่อนที ่ ซึ่งประมาณคา φ  จากทิศทางการไหล โดยคา φ  ที่ผิวหนา

ตางๆจะมีคาเทากับคา φ  ทีโ่หนดของตนกระแสการไหล (Upstream node)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   รูปที่ 3.1 Upwind differencing scheme 
 
 
 

W P Eew

uw ue

Wφ Pφ Eφeφwφ

Wwxδ wPxδ Pexδ eExδ
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 เมื่อการไหลมทีิศทางเปนบวก 0wu > , 0eu > ( 0wF > , 0eF > ) กําหนดคาφ  ไดดังนี ้
 
                    e Pφ φ=                       (3.14ก) 

                    w Wφ φ=   
 
 เมื่อการไหลมทีิศทางเปนลบ 0wu < , 0eu < ( 0wF < , 0eF < ) กําหนดคา φ  ไดดังนี ้
 
                    e Eφ φ=            (3.14ข) 

                    w Pφ φ=   
 
และในทํานองเดียวกนั สําหรับคา nφ และ sφ   

 เมื่อการไหลมทีิศทางเปนบวก 0su > , 0nu > ( 0sF > , 0nF > ) กําหนดคาφ  ไดดังนี ้
 
                    n Pφ φ=            (3.14ค) 

                    s Sφ φ=  
 
 เมื่อการไหลมทีิศทางเปนลบ 0su < , 0nu < ( 0sF < , 0nF < ) กําหนดคา φ  ไดดังนี ้
 
                    n Nφ φ=             (3.14ง) 

                    s Pφ φ=   
 
นําสมการ (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) และ (3.13) แทนลงในสมการที่ (3.7) จะได 
 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )                                                +

                                                                                 

e e w w n n s e E P w P W

n N P s P S u P P

F F F F D D

D D S V S V

φ φ φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ

− + − = − − −⎡ ⎤⎣ ⎦
− − − + Δ + Δ⎡ ⎤⎣ ⎦  

จัดรูปใหมในรูปของสมการพีชคณิต และใช Upwind differencing scheme (สมการ (3.14)) จะ

ไดสมการดิสครีไทซ 
   P P E E W W N N S S ua a a a a S Vφ φ φ φ φ= + + + + Δ           (3.15) 
 
เมื่อ              [ ]max ,0W W w wa D Fφ = +  

             [ ]max ,0E E e ea D Fφ = + −  

             [ ]max ,0S S s sa D Fφ = +  

            [ ]max ,0N N n na D Fφ = + −  

และ                ( )P E W N S e w n s Pa a a a a F F F F S V= + + + + − + − − Δ  
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3.5 การแบงกริดแบบเยื้อง (Staggered grid) 
 
 ในหวัขอที่กลาวมากอนหนานี้ ไดแสดงใหเห็นถึงวิธีการดิสครีไทซสมการเชิงอนุพนัธ

รวมทัง้การประมาณพจนการแพรและการพาไปแลว ในหัวขอนีจ้ะกลาวถงึการกําหนดตําแหนงของ

ตัวแปรตางๆ ในพิกัดขอบเขตของการคํานวณ หากพิจารณาอยางงายๆ การระบุตัวแปรทั้งหมด 

เชน ความเร็ว ความดัน หรือปริมาณสเกลาร ไวที่ตําแหนงเดียวกันยอมเปนวิธีที่สะดวก ซึ่งเรียก 

กริดแบบนี้วา Non-staggered grid แตลักษณะกริดดังกลาวมีปญหาของตัวแปรความดันที่ไม

สอดคลองกับระบบสมการโมเมนตัมหรือเกิดปญหา Checker board ซึ่งเปนพฤติกรรมที่ไมเกิดข้ึน

จริง เชน การส่ันของคาความดันจากการประมาณเชิงเสน ดังนั้นจงึไดมีการระบุตําแหนงของตัว

แปรความเร็ว แยกออกจากตัวแปรความดันและปริมาณสเกลาร ออกเปน u-cell, v-cell และ 

Scalar cell ในรูปแบบของ Staggered grid 

Staggered grid มีลักษณะการวาง u-cell เยื้องมาทางดานซาย มองไดวา ตัวแปร u จะ

เก็บที่ผิวหนาของปริมาตรควบคุมที่พิจารณาหรือ Scalar cell ในขณะที่   v-cell จะเยื้องมาทาง

ดานลาง โดยตัวแปร v จะเก็บที่ผิวลางของ Scalar cell ทีพ่ิจารณาดังแสดงในรูปที ่3.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                 
     รูปที ่3.2 ตําแหนงของ u-cell และ v-cell ในกริดแบบเยื้อง 
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3.6 การแบงกริดแบบไมสม่ําเสมอ (Non-uniform grid) 
 

ขอบเขตการไหลทีพ่ิจารณาสวนใหญมักจะมีบริเวณทีเ่ราสนใจเปนพเิศษ เชน การไหลวน

บริเวณใกลผนงั ดังนัน้การใชกริดแบบไมสม่ําเสมอจะชวยใหเราไดผลเฉลยในบริเวณที่เราสนใจ

มากข้ึน และลดการใชกริดที่ละเอียดเกินไปในบริเวณที่ไกลจากผนังหรือบริเวณที่มีการเปล่ียน 

แปลงนอย ซึง่จะเปนการเพิ่มความถูกตองแมนยาํใหกบัผลลัพธรวมถึงลดหนวยความจาํและเวลา

ที่ใชในการคํานวณ 

ลักษณะของกริดแบบไมสม่ําเสมอมหีลายรูปแบบ ยกตัวอยางใน 1 มิติ ดังแสดงในรูปที่ 

3.3 (ก) แสดงกริดที่มีขนาดเล็กทางดานขวา ซึง่กริดแบบนี้เหมาะสําหรับบริเวณทางเขากอนถงึส่ิง

กีดขวางหรือดานหนาทางออกของเจ็ต (ข) แสดงกริดทีม่ีขนาดเล็กทางดานซาย เลือกใชในบริเวณ

ดานหลังทางออกของเจ็ต และ (ค) แสดงกริดที่มีขนาดเล็กทั้งทางดานซายและขวา 
 

          
                                (ก) กริดที่มีขนาดเล็กทางขวามือ 

         
                                (ข) กริดที่มีขนาดเล็กทางซายมือ 

          
                                (ค) กริดที่มีขนาดเล็กทั้งทางดานซายและขวา 
 
                       รูปที่ 3.3 ลักษณะของกริดแบบไมสม่ําเสมอใน 1 มิติ 
 
สําหรับกริดแบบไมสม่ําเสมอนั้น ผิวหนา e  และ w  ของปริมาตรควบคุมของโหนดทัว่ไป

อาจจะไมอยูกึง่กลางของโหนด P  กับ E  และ P  กับ W  ตามลําดับ ในกรณีนี้คาสัมประสิทธิก์าร

แพรกระจาย ( Γ ) สามารถคํานวณไดดังนี ้
 
   ( ) P1w W W Wf fΓ = − Γ + Γ            (3.17) 
 

เมื่อ Wf  เปน Interpolation factor ซึ่งหาไดจาก 
 

   Ww
W

Ww wP

xf
x x

δ
δ δ

=
+

            (3.18) 

และ    ( ) E1e P P Pf fΓ = − Γ + Γ            (3.19) 
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เมื่อ    Pe
P

Pe eE

xf
x x

δ
δ δ

=
+

            (3.20) 

สวนกริดแบบสมํ่าเสมอจะมคีา 0.5Wf =  และ 0.5Pf =  สําหรับวทิยานิพนธนี้ไดเลือกวธิีการวาง

ตําแหนงหนาของปริมาตรควบคุม โดยกาํหนดใหโหนดของตัวแปรอยูกึ่งกลางของปริมาตรควบคุม 

ดังแสดงในรูปที่ 3.4  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 3.4 ปริมาตรควบคุม 

 
3.7 เงื่อนไขขอบ (Boundary condition) 
 
 สําหรับระเบียบวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขนัน้ การหาผลเฉลยของปญหาจําเปนตองกาํหนด

เงื่อนไขเร่ิมตนและเง่ือนไขขอบของบริเวณที่เราตองการจาํลองปญหานัน้ๆ ซึ่งจะแตกตางกนัไป

ตามลักษณะทางกายภาพและตัวแปรที่เราสนใจ ในหวัขอนี้จะเสนอเงื่อนไขขอบในแบบตางๆ ที่จะ

ใชในวทิยานพินธฉบับนี ้ สําหรับรูปที ่ 3.5 เปนตัวอยางขอบเขตของปญหาและเงือ่นไขขอบที่ใช

สําหรับการคํานวณการไหลแบบเจ็ตในกระแสขวาง 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

          รูปที ่3.5 ขอบเขตของปญหาท่ีจาํลองการคํานวณ 
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 3.7.1  เงื่อนไขขอบที่ทางเขา (Inlet boundary condition) 

 คาตัวแปรในการไหลทุกตัวถกูกําหนดที่ทางเขา ซึ่งไดแก u , v , k  และ ε  โดยคาที่

กําหนดจะเปนไปตามเงื่อนไขของการทดลองท่ีนํามาใชเปรียบเทียบกบัผลการคํานวณ 
 
 
 3.7.2  เงื่อนไขขอบที่ทางออก (Outlet boundary condition) 

          ถาทางออกที่พจิารณาไมมีผลกระทบตอการไหล รูปรางของการไหลจะเปนแบบการไหล

เต็มรูปและจะไมเปล่ียนแปลงไปตามทิศทางการไหล เราสามารถกําหนดใหที่ผิวของทางออกนัน้ 

คาตัวแปรไมมีการเปลี่ยนแปลงคา (Zero gradient) ในทิศการไหล นัน่คือ 

                                    0
outletx

φ∂
=

∂
 

 
 3.7.3 เงื่อนไขขอบแบบอิสระ 

 กําหนดใหคาการเปล่ียนแปลงของตัวแปรตามแนวแกนและแนวต้ังฉาก มีคาเปนศูนย  
 

                               0
y
φ∂

=
∂

  และ  0
x
φ∂

=
∂

 

  
 3.7.4 เงื่อนไขขอบทีผ่นัง 

 เงื่อนไขแบบไมไถล (No-slip condition, 0=u , 0=v ) เปนเงื่อนไขที่สวนของความเร็ว

ที่ขอบมีคาเทากับ 0 ดังนัน้จึงไมจาํเปนตองคํานวณสมการโมเมนตัมที่ขอบผนงัของปริมาตรควบ 

คุมที่ติดกับผนงั โดยกําหนดใหคาสัมประสิทธิ์ 0sa = ในสมการพีชคณิต (3.15)  
 
  กรณีที ่1 เงื่อนไขขอบที่ผนงัสําหรับแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  

 สําหรับการไหลแบบปนปวนที่ Near-wall turbulent boundary layer และ Thin 

viscous sub-layer เราตองใชกริดจํานวนมากในการคํานวณจึงมกีารนํา Wall function เขามา

ประยุกตใช โดยเร่ิมพิจารณาจากคา y+  เพื่อกาํหนดชั้นขอบเขตที่ใกลผนงั ดังในสมการที ่(3.21) 
 

                wPyy τ
ν ρ

+ Δ
=                        (3.21) 

 
เมื่อ PyΔ  เปนระยะของโหนด P ใกลกับผนัง การไหลใกลผนังจะเปนแบบราบเรียบ เมื่อ 

11.63y+ ≤  และเปนการไหลแบบปนปวนเมื่อ 11.63y+ >  สําหรับคา 11.63y+ =  เปนจุด

เปล่ียนการไหลแบบราบเรียบในชั้น Buffer layer ซึ่งมีความสัมพันธแบบเชิงเสนไปเปนความ 

สัมพันธแบบ Log-law ของ Turbulent wall layer ซึ่งนิยามไดจากสมการ 
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               ( )1 lny Ey
κ

+ +=                        (3.22) 

 
เมื่อ κ  เปน คาคงท่ี Von Karman มีคาเทากับ 0.4187 และ E  เปน Integration constant 

ข้ึนอยูกับความขรุขระของผิวของผนงั สําหรับผนงัเรียบ E  มีคาเทากับ 9.793 

 เงื่อนไขขอบทีผ่นังของโดเมนการไหล จะใช Wall function ซึ่งในบริเวณนี้ Near-wall 

flow ไดรับอิทธิพลอยางมากจากความหนืด Sublayer ของช้ันการไหลจะถูกแบงโดยใชคา y+   

โดยคาของ Wall shear stress นิยามไดจาก 
 

            P
w

P

u
y

τ μ Δ
=

Δ
                       (3.23) 

 
เมื่อ Pu  เปนความเร็วที่โหนด ซึง่แปรผันเชิงเสนกับระยะหางจากผนังในการไหลแบบราบเรียบ 
 

               P
s w cell cell

uF A A
y

τ μ= − = −
Δ

                       (3.24) 

 
เมื่อ cellA  เปนพืน้ทีห่นาของปริมาตรควบคุมดานที่ติดกับผนัง จะสามารถเขียน Source term ของ

สมการ u ไดดังนี ้

            P cell
P

S A
y
μ

=
Δ

                                   (3.25) 

 
 สําหรับการไหลแบบปนปวน ถาคา 11.63y+ >  โหนด P จะถูกพิจารณาใหอยูในชวง 

Log-law ของ Turbulent boundary layer ในบริเวณนี้สมการของ Wall function กับ

ความสัมพันธแบบ Log-law จะถูกใชคํานวณแรงเฉือนบริเวณใกลกับผนังผานสมการตอไปนี้ 
 

     ( )1 ln P
Uu Ey
uτ κ

+ += =                                  (3.26) 

 

              
2uk

C
τ

μ

=                        (3.27) 

 

               
3u
y
τε

κ
=                                                (3.28) 

 
ในสมการเหลานี ้คา κ  และ E  เปนคาคงที่  
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 ความเร็ว u  ขนานไปกบัผนัง มีความสัมพันธกับผนังดานทิศใตของปริมาตรควบคุม

กําหนดให  0sa =  และแรงกระทาํที่ผนงั sF  ถูกนําไปรวมกับ Source term ของสมการดิสครีไทซ  

ของสมการ x-momentum 

    
1/ 4 1/ 2

P
P cell

C k
S A

u
μρ

+= −             (3.29) 

 
 สําหรับสมการ Turbulent kinetic energy นั้น ความสัมพันธที่ขอบถูกแทนดวย 0sa =

สวน Source term ของสมการดิสครีไทซ Turbulent kinetic energy แสดงไดดังนี ้
 

    
3/ 4 *1/ 2

P
P

P

C k u
S V

y
μρ +

= − Δ
Δ

                                 (3.30) 

และ     w P
u

P

uS V
y

τ
= Δ

Δ
                                    (3.31) 

 
 สําหรับสมการดิสครีไทซของ Dissipation rate ที่โหนดใกลผนังมี Source term คือ 
 
     3010PS V= − Δ                                    (3.32) 

และ     
3/ 4 3/ 2

3010P
u

P

C k
S V

y
μ

κ
= × Δ

Δ
                                           (3.33) 

 

 กรณีที ่2 เงื่อนไขขอบที่ผนงัสําหรับแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  

 แบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  ไมไดใช Wall function เพื่อทํานายบริเวณที่

ผนังแตจะอาศัยการสรางกริดแถวที่ติดผนังใหมีขนาดที่ละเอียดเพียงพอเพื่อที่ใหคา * 0y →  เมื่อ

สมมติใหความเร็วที่ต้ังฉากกับผนงัมีคาเทากับศูนย ( 0v = ) คาความเคนเฉือนและแรงเฉือนที่ผนัง

มีคาดังสมการ 

                                     P
w

P

u
y

μτ =                                    (3.34) 

                                     P
s cell

P

uF A
y

μ
= −                                               (3.35) 

ทําใหเราไดพจนของ Source ในสมการดิสครีไทซของความเร็ว u ดังสมการตอไปนี ้

                                  P cell
P

S A
y
μ

= −             (3.36) 

 
สําหรับเงื่อนไขขอบที่ผนังของสมการ Turbulent kinetic energy และ Dissipation rate นัน้ 

Chang et al. (1995) ไดนิยามดังนี ้
                                  0wallk =              (3.37) 
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2

2wall
k

y
ε υ

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

               (3.38) 

 
 จากรูปของสมการ wallε  มีความไมเสถียรในการคํานวณเพราะวาสําหรับอนุพนัธอันดับ

สองนัน้ ไมสามารถรับรองไดวาคาที่ไดจะมีคาเปนบวก ดังนัน้ในเงื่อนไขขอบนี้สําหรับ Dissipation 

rate บนผิวของผนงัจึงกําหนดให 

           1
2
1

2wall
k
y

ε υ=              (3.39) 

เมื่อตัวหอย    1   หมายถงึ กริดตําแหนงที่อยูใกลกบัผนังที่สุด  

 ดังนัน้เราสามารถเขียนพจนของ Source สําหรับสมการดิสครีไทซของ Dissipation rate 

of turbulent kinetic energy ของปริมาตรควบคุมที่อยูติดกับผนงัไดดังนี ้
 

                               30 1
2
1

10 2u
kS
y

υ= ×             (3.40) 

        3010pS = −              (3.41) 
 
3.8 กระบวนการหาผลเฉลย  
 จากสมการเชิงอนพุันธที่ถกูเปล่ียนใหอยูในรูปของสมการพีชคณิต เราสามารถหาผลเฉลย

ไดโดยใชวิธี Tri-diagonal matrix algorithm (TDMA) แบบ Line-by-line ซึ่งในการแกระบบ

สมการเพื่อใหสมการความตอเนื่องกับสมการอนุรักษโมเมนตัมมีความสัมพนัธกนั จะใชกระบวน 

การหาคําตอบที่เรียกวา ข้ันตอนวธิี SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked 

Equations) ซึง่ถูกพัฒนาโดย Patankar (1980) 
 
 3.8.1 การหาผลเฉลยของสมการดิสครีไทซดวยวธิี TDMA  

 ภายในขอบเขตการคํานวณจะมีการกําหนดกริดของแตละตําแหนงใดๆ ข้ึนมาเพื่อให

สะดวกในการอางอิงและการระบุปริมาตรควบคุมนัน้ๆ ดังนั้นแตละปญหาจึงมีขอบเขตและกริดที่

แตกตางกนัไป  เพื่อความเขาใจในการคํานวณทีง่ายข้ึนจึงแสดงกริดอยางงายไวในรูปที่ 3.6 และ

แสดงตัวอยางกริดแบบไมสม่ําเสมอที่จะใชในการคํานวณในรูปที่ 3.7 

 เมื่อพิจารณาขอบเขตการคํานวณดังรูปที ่ 3.6 พบวามลัีกษณะเปนเสนๆ ประกอบกันและ

ในแตละเสนถกูหาผลเฉลยโดยใชวิธี TDMA ดวยการสมมติวาทราบคาของจุดตอบริเวณขางเคียง 

จากนั้นใชวิธีการคํานวณซํ้า (Iterative method) จนไดผลลัพธที่ลูเขา   
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                                           รูปที่ 3.6 กริดอยางงายที่ใชในการคํานวณ 

            
             รูปที ่3.7 ตัวอยางกริดแบบไมสม่ําเสมอที่ใชในการคํานวณ 
 
 จากสมการพชีคณิต (3.15) สําหรับจุดหนึง่บนเสนตัวอยางในรูปที่ 3.6 สามารถจัด 

รูปแบบของสมการพชีคณิตในแบบทั่วไปดังนี ้
 
   P P W W E E N N S S ca a a a a Sφ φ φ φ φ= + + + +           (3.42) 
    
กระบวนการแกปญหา TDMA จะเลือกทิศทางการแกปญหาของสมการในโดเมน เชน จาก 

ตะวันตกไปตะวันออก หรือจากเหนือไปใต จากตัวอยางนี้จะเลือกพจิารณาจากตะวันตกไปตะวัน 

ออก ซึ่งสามารถจัดรูปสมการ (3.42) ไดใหมดังนี ้
 
   ( )P P W W E E N N S S ca a a a a Sφ φ φ φ φ= + + + +                       (3.43) 
 

2 

3 

4 

n 

i

j 

Jet exit
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สมมติใหทราบคาของ ( N N S S ca a Sφ φ+ + ) ชั่วคราว ดังนัน้ สามารถจัดสมการใหอยูในรูป  
 
   1 1i i i i i i iD A B Cφ φ φ− += + +                                    (3.44) 
 
เมื่อ i  คือ ตําแหนงบนจุดตอบนกริดในแนวแกน  x  ดังนัน้ 

   i WA a=  

   i EB a=  

    i N N S S cC a a Sφ φ= + +  

   i nb pD a S= −∑  
 
จากกระบวนการทําซํ้าโดยการแทนไปขางหนา แลวจัดรูปจะได 
 
           1i i i iA Cφ φ +′ ′= +                                                (3.45) 
 
ซึ่ง iA′  และ iC′  หาไดจากการแทนไปขางหนา (Forward substitution) 

                    
1

i
i

i i i

AA
D B A −

′ =
′−

             (3.46) 

 

                   1

1

i i i
i

i i i

C C BC
D B A

−

−

′+′ =
′−

             (3.47) 

เนื่องจากทราบเงื่อนไขขอบของโดเมนการคํานวณ คือ ที่จุด 1i = และ 1i n= + ดังนัน้จะไดคาของ 

iA′  และ iC′  ที่จุดเหลานี ้คือ 
 
                     1i = ,  1 0A′ = ,   1 1C φ′ =  
                    i n= ,  0nA′ = ,  1n nC φ +′ =  
 
จากการทราบคาขางตนทาํใหเราสามารถหาคา iA′  และ iC′  สําหรับทุกๆตําแหนง i  ไดหลังจาก

นั้นเราสามารถหาคา iφ  โดยใชวิธีแทนคายอนหลัง (Backward substitution) 
 
 3.8.2 Under-relaxation 
 ในกระบวนการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ อาจเกิดการลูออกของผลลัพธระหวาง

การคํานวณทาํใหไมสามารถหาผลเฉลยได ดังนั้นจึงมกีารใชคา Under-relaxation ควบคุมการลู

เขาของผลลัพธ ซึง่คานีจ้ะชวยใหเกิดเสถียรภาพในการคํานวณมากขึ้น โดยสามารถเขียนสมการ

ประยุกตใชกับตัวแปรทั่วไปไดดังนี ้
    ( )new old1P P Pφ αφ α φ= + −                        (3.48) 
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เมื่อ old
Pφ    คือ คา Pφ ที่ไดจากการคํานวณซ้ํารอบที่แลว 

 new
Pφ   คือ คา Pφ ที่ไดจากการคํานวณโดยตรงของสมการดิสครีไทซ 

 α      คือ คา Under-relaxation มีคาอยูระหวาง 0 ถึง 1 
 
  
 3.8.3 SIMPLE algorithm 
 กระบวนการ SIMPLE เปนกระบวนการที่มีพืน้ฐานจากการแกสมการอนุรักษโมเมนตัม

โดยการเดาคาความดัน *p  และความเรว็ *u  และ *v  จากนัน้แทนคาลงในสมการนาเวียร-สโตกส

และสมการความตอเนื่องเพือ่ใหไดสมการแกไขความดันและความเร็ว โดยคําตอบที่ไดจะถูกนํามา

ปรับเทียบจนกวาคําตอบจะลูเขา 

 สมการดิสครีไทซของสมการอนุรักษโมเมนตัมในปริมาตรควบคุมที่ผิวหนา w และ s 

สามารถเขียนไดดังนี้ 

แกน x    ( )W W nb nb W P u
nb

a u a u p p A S V= + − + Δ∑                      (3.49) 

แกน y    ( )S S nb nb S P v
nb

a v a v p p A S V= + − + Δ∑                       (3.50) 

 หาผลเฉลยเร่ิมตนจากการเดาคา *p , *u  และ *v  แลวแทนคาลงในสมการ (3.49) และ 

(3.50) จะได 

   ( )* * * *
w w nb nb W P w u

nb
a u a u p p A S V= + − + Δ∑                             (3.51) 

   ( )* * * *
s s nb nb S P s v

nb
a v a v p p A S V= + − + Δ∑           (3.52) 

 
 หลังจากแทนคาที่เดาเร่ิมตนแลว เราจึงนิยามคาแกไขความดัน (Pressure correction, 

p′ ) ซึ่งก็คือ ความแตกตางระหวางความดันทีถู่กตองกับความดันที่เดาข้ึนมา 
 
               *p p p′= +             (3.53) 
 
และสําหรับคาแกไขความเร็วก็เขียนไดในทาํนองเดียวกัน 
 
               *u u u′= +             (3.54) 
 
               *v v v′= +             (3.55) 
 
เมื่อ  u , v      คือ  ความเร็วทีถู่กตอง 

 *u , *v    คือ  ความเร็วที่คํานวณมาจากสมการดิสครีไทซโมเมนตัม 

 u′ , v′    คือ  คาแกไขความเร็ว 
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 นําสมการ (3.53) – (3.55) แทนลงในสมการ (3.49) และ (3.50) แลวลบออกดวยสมการ 

(3.51) และ (3.52) จะได 

         ( )w w nb nb W P w
nb

a u a u p p A′ ′ ′ ′= + −∑                       (3.56) 

          ( )s s nb nb S P s
nb

a v a v p p A′ ′ ′ ′= + −∑            (3.57) 

 
เพื่อลดความยุงยากของสมการในการหาคําตอบ จึงกําหนดให  nb nb

nb
a u′∑  และ nb nb

nb
a v′∑  มีคา

เทากับศูนย (Patankar, 1980) เมื่อการไหลมีความสอดคลองกับสมการความตอเนื่อง จะได

สมการของคาแกไขความเร็วของ wu  คือ 
 
        ( )w w W P wa u p p A′ ′ ′= −                         (3.58) 
 
จากสมการ (3.54) และ (3.58) จะได 
 

            ( ) ( )* *w
w w W P w w W P

w

Au u p p u d p p
a

′ ′ ′ ′= + − = + −               (3.59ก) 

เมื่อ  w
w

w

Ad
a

=  

พิจารณาในทํานองเดียวกันสําหรับ eu , sv  และ nv จะได 
 

            ( ) ( )* *e
e e E P e e E P

e

Au u p p u d p p
a

′ ′ ′ ′= + − = + −         (3.59ข) 

            ( ) ( )* *s
s s S P s s S P

s

Av v p p v d p p
a

′ ′ ′ ′= + − = + −               (3.59ค) 

            ( ) ( )* *n
n n N P n n N P

n

Av v p p v d p p
a

′ ′ ′ ′= + − = + −         (3.59ง) 

เมื่อ  e
e

e

Ad
a

= , s
s

s

Ad
a

=  และ n
n

n

Ad
a

=  

 
แทนคาสมการ (3.59) ลงในสมการดิสครีไทซของสมการความตอเนือ่ง (3.3) จะไดสมการของ

ความดันแกไขดังนี ้
       P P W W E E N N S Sa p a p a p a p a p b′ ′ ′ ′ ′= + + + +            (3.60) 
 
เมื่อ W w w wa d Aρ=  

 E e e ea d Aρ=  

 N n n na d Aρ=  
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 S s s sa d Aρ=  

 P E W N S Pa a a a a S= + + + −  

 ( ) ( ) ( ) ( )* * * *

e w n s
b u A u A v A v Aρ ρ ρ ρ= − + −  

 
ในการปรับคาของความดันและความเร็วนั้น บางคร้ังจะมีการใสคา Under-relaxation เพื่อใหการ

คํานวณซํ้ามีเสถียรภาพ ดังนี ้

                               *
Pp p pα ′= +           (3.61ก) 

 
                               *

u
u u uα ′= +           (3.61ข) 

 
                               *

vv v vα ′= +           (3.61ค) 
 
เมื่อ  Pα  คือ คา Under-relaxation สําหรับความดัน p   

 
u

α  คือ คา Under-relaxation สําหรับความเร็ว u  

 vα  คือ คา Under-relaxation สําหรับความเร็ว v  
 
 จากวธิีการที่กลาวมาในหัวขอขางตนนี้ สามารถสรุปเปนข้ันตอนของกระบวนการหาผล

เฉลยดวย SIMPLE algorithm ไดดังนี ้

1) เร่ิมตนคํานวณโดยการเดาคา *p , *u และ *v  

2) คํานวณคา *u  และ *v  จากสมการ (3.51) และ (3.52) 

3) หาคา p′  จากสมการ (3.60) 

4) คํานวณคา p  จากสมการ (3.61) แลวแทนคา p  ที่คํานวณไดมาเปน *p คาใหม 

5) คํานวณคา u  และ v  จากสมการ (3.59) และ  โดยใชคา p′  ที่ไดจากข้ันตอนที่ 3) 

จากนั้นจงึกาํหนดคา u  และ v  ที่คํานวณไดใหเปน *u  และ *v  เปนคาเร่ิมตนใหม 

6) ดําเนนิการข้ันตอนที่ 2) ถึง 5) ซ้ําอีกคร้ังจนกวาคา *p , *u  และ *v  จะลูเขาสูคาที่

ถูกตองโดยตรวจสอบการลูเขาใกลศูนยของพจน b (Mass source term) ในสมการ 

(3.60) ซึ่งแสดงวาคา *p , *u  และ *v  ที่คํานวณไดสอดคลองกับสมการความ

ตอเนื่อง 

 



บทที่  4 

การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุม 

 
 กอนหนานี้ในบทที ่ 3 ไดกลาวถงึวธิีการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อแกปญหาการ

ไหลโดยอาศัยความรูจากทฤษฎีในบทที่ 2 สําหรับบทนีจ้ะกลาวถงึการตรวจสอบความถูกตองของ

โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนเปรียบเทียบกับผลการทดลองหรือผลเฉลยแมนตรงทีม่ีอยู เพื่อ

แสดงใหเหน็วาโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนมานัน้มีความนาเชือ่ถือและสามารถนาํไปแกไข

ปญหาการไหลได โดยมีกรณีที่ใชตรวจสอบดังตอไปนี้ 

 1) การไหลแบบปนปวนในทอตรง 

 2) การไหลแบบปนปวนผาน Backward facing step 

 3) การไหลแบบปนปวนของเจ็ตในกระแสตาม 

 
4.1 การไหลแบบปนปวนในทอตรง 
 
 การไหลแบบปนปวนในทอตรงจะเกิดข้ึนเม่ือของไหลมคีาเรยโนลดนมัเบอร 2,300Re >  

ซึ่งการไหลจะพัฒนาเปนการไหลแบบเต็มรูป ณ ตําแหนง L โดยประมาณเทากบั 25 ถึง 40 เทา

ของขนาดเสนผานศูนยกลางของทอ (D) ซึ่งคา L นี ้ จะถูกใชในการกําหนดขอบเขตการคํานวณ

ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอที่พจิารณา 

 สําหรับปญหาการไหลแบบปนปวนในทอนั้น จะตรวจสอบความถกูตองของโปรแกรมคอม 

พิวเตอรไฟไนตวอลุมโดยเปรียบเทียบกับผลการทดลองและผลการคํานวณที่มีอยูแลวดังตอไปนี ้

1) การเปรียบเทยีบกับผลการทดลองของ Laufer (1954) 

2) การเปรียบเทยีบกับผลการคํานวณของ Lam and Bremhorst (1981) และ Nagano 
and Tagawa (1990) 

 
 4.1.1 การเปรียบเทียบกบัผลการทดลองของ Laufer (1954) 
 
 สําหรับการแกปญหาการไหลแบบปนปวนในทอดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนัน้จะใชแบบ 

จําลองความปนปวน 2 แบบจําลอง ไดแก แบบจําลอง Standard k ε−  และ แบบจําลอง Low-

Re k ε−  โดยใช Upwind และ Central differencing  scheme ในการประมาณพจนของการ

พาและการแพรกระจาย   ตามลําดับ จากนั้นนําผลการคํานวณที่ไดเปรียบเทียบกบัผลการทดลอง

ของ Laufer (1954) ที่คาเรยโนลดนัมเบอรเทากับ 40,000 สําหรับทอขนาดเสนผานศูนยกลาง

เทากับ 0.24688 เมตร การคํานวณจะใชกริดแบบไมสม่ําเสมอ โดยจะมีกริดขนาดเล็กหรือละเอียด
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บริเวณใกลผนงัเพื่อใหสอดคลองกับเงื่อนไขของแบบจําลอง  Low-Re k ε−  ขอบเขตการคํานวณ

กําหนดใหทอยาวเทากับ 30D และมีเงื่อนไขขอบดังแสดงในรูปที ่4.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.1 ลักษณะกริดและเงือ่นไขขอบของการคํานวณการไหลแบบปนปวนในทอตรง  
 
 กําหนดใหเงื่อนไขทางเขาของขอบเขตการคํานวณเปนดังนี ้
 
     20.001in ink u=               (4.1) 

     
3/ 4 3/ 2

0.03in

C k
r

με =               (4.2) 

เมื่อ r   เปน รัศมีของทอ 
  
 สําหรับรูปที ่ 4.1 ที่แสดงดานบนนี ้ ในสวนของเงื่อนไขขอบสําหรับแบบจําลองความ

ปนปวน Standard k ε−  จะกําหนดให 0wε =  และ ใช Wall function กําหนดเงื่อนไขขอบท่ี

ผนัง สวนแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  กําหนดให 
2

2w
k

y
ε υ

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 เมื่อ y ในทีน่ี้คือ 

พิกัดในแนวรัศมีที่ต้ังฉากกบัผนัง และไมไดใช Wall function สําหรับเงื่อนไขขอบที่ผนงั 

 สําหรับการทดสอบความเปน Grid independency ของแบบจําลองความปนปวน จะทํา

การทดสอบทีก่ริดขนาดแตกตางกนัสามขนาด ไดแก 60 50× , 80 60×  และ 80 90×  เพือ่หา

ขนาด กริดที่เหมาะสมสําหรับแตละแบบจําลองความปนปวน โดยพิจารณาจากตําแหนงที่เกิดการ

ไหลแบบพัฒนาเต็มรูป หรือที่ทางออกของทอตรง ดังแสดงในรูปที ่ 4.2 และ 4.3 สําหรับ

แบบจําลอง Standard  k ε−  และแบบจําลอง Low-Re k ε−  ตามลําดับ ซึ่งแสดงใหเหน็วา

ผลลัพธที่ไดจากขนาดของกริดทั้งสามมีความใกลเคียงกัน 
 

in

in

inu u
v
k k
ε ε

=
=
=
=

0

,  ,  ,  wu v k ε ε= = = =0 0 0

x
φ∂ =

∂
0

,  ,  ,  wu v k ε ε= = = =0 0 0
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รูปที่ 4.2  การทดสอบ Grid independency ที่ทางออกทอตรงดวย u/uc จากแบบจาํลองความ

   ปนปวน Standard  k ε−  สําหรับ Re = 40,000 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.3  การทดสอบ Grid independency ที่ทางออกทอตรงดวย u/uc จากแบบจาํลองความ  

   ปนปวน Low-Re  k ε−  สําหรับ Re = 40,000 
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 Standard k-ε 

 Low-Re  k-ε 

 จากรูปที ่ 4.2 และ 4.3  ทําใหตัดสินใจเลือกกริดขนาด 80 60×  ไปคํานวณเพื่อเปรียบ 

เทียบประสิทธภิาพของโปรแกรมท่ีประดิษฐข้ึนกับผลการทดลองของ Laufer (1954) เนื่องจาก 

กริดขนาด  80 60×  และ 80 90×  ใหรูปแบบการไหลที่เกอืบจะซอนทับเปนเสนเดียวกันจงึสรุปวา

การเพิม่ขนาดกริดมากกวา 80 60×  ก็ใหผลลัพธที่ใกลเคียงกนั แสดงวาขนาดกริดทีเ่พิม่ข้ึนไมมี

ผลกระทบตอการคํานวณ สําหรับผลการเปรียบเทียบกบัการทดลองสามารถดูไดจากรูปที่ 4.4 ซึ่ง

แสดงความเร็วเฉลี่ย u/uc ตามแนวแกนของการไหลแบบเต็มรูป 

 รูปที่ 4.4   ชี้ใหเหน็ถงึความสามารถของโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึนจากการใชแบบจําลองที่

เสนอโดย Chang et al. (1995) ซึ่งสามารถใหผลการคํานวณการไหลในทอตรงดีมากเม่ือเทียบกบั

ผลการทดลองของ Laufer (1954) ในหัวขอตอไปจะแสดงการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากการ

คํานวณในหวัขอ 4.1.1 กับแบบจําลองความปนปวนอ่ืนๆ เพื่อแสดงใหเห็นถึงความสามารถของ

แบบจําลองและโปรแกรมทีเ่ลือกใชไดชัดเจนยิง่ข้ึน  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
                รูปที่ 4.4 การเปรียบเทียบผลการคํานวณกับผลการทดลองของสวนความเร็วเฉลี่ย u/uc 

                             ของการไหลเต็มรูปในทอตรง สําหรับ Re = 40,000 
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4.1.2 การเปรียบเทียบกบัผลการคํานวณของ Lam and Bremhorst (1981) และ 
          Nagano and Tagawa (1990) 
 
 จากที่ไดกลาวมาแลวกอนหนานี้วา แบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  นั้น มีผู

เสนอแบบจําลองมากมายตลอดชวงเวลาที่ผานมา โดยสวนที่แตกตางกนัมักจะเปนสวนของ 

Damping function และพจนพิเศษที่เพิ่มเขามาในสมการ Turbulent kinetic energy และ 

Dissipation rate of turbulent kinetic energy รวมทัง้การประมาณคา Dissipation rate ที่ผนัง 

( wallε )  สําหรับหัวขอนีจ้ะแสดงการเปรียบเทียบกับแบบจาํลองความปนปวนของ Lam and 

Bremhorst (1981), Nagano-Tagawa (1990) และ Standard k ε−  ซึ่งนับจากนี้จะแทนคํา

เรียกแบบจําลองของ Lam and Bremhorst และ Nagano-Tagawa ดวย LB และ NT 

ตามลําดับ โดยสรุปความแตกตางของแตละแบบจําลองดังแสดงในตารางท่ี 4.1 และ 4.2  

 ตารางที่ 4.1 และ 4.2 แสดงใหเหน็ความแตกตางที่ชัดเจนในแตละพจนสําหรับแบบ 

จําลอง Low-Re k ε−  ยกตัวอยางเชน แบบจาํลอง LB เสนอเงื่อนไขขอบ wallε  ดวย 0
y
ε∂

=
∂

 

ซึ่งลดความซับซอนจากการคํานวณดวยสมการเชิงอนพุนัธ ในขณะทีแ่บบจําลอง NT และ Low-

Re k ε−  ที่ใชในงานวิจยันี้ ถูกกาํหนดดวย 
2

2wall
k

y
ε υ

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 ซึ่งอาจจะมวีิธีการคํานวณและเขียน

ในรูปของโปรแกรมคอมพิวเตอรแตกตางกนัไป นอกจากนี ้ NT กย็ังแตกตางจาก LB และ 

แบบจําลอง Low-Re k ε−  ที่ใชอยูในเร่ืองของ การใช y+  ใน Damping function ซึ่งมีหลาย

งานวิจยัลงความเหน็วา ไมเหมาะกับการทํานายการไหลแบบที่มีการแยกตัว  

 การเปรียบเทยีบประสิทธิภาพของโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึนกับโปรแกรมอ่ืนนัน้ จะใชขอมูล

จากการทดลองการไหลในทอตรงของ Laufer (1954) ที่ Re = 40,000 และจากผลการคํานวณ 

ในหวัขอที่ 4.1.1 ไดเลือกกริดขนาด 80 60×  ในการคํานวณ โดยรูปที่ 4.5 และ 4.6 เปรียบเทียบ

ผลการคํานวณในสวนของ u/uc และ Turbulent kinetic energy กับแบบจําลองความปนปวน 

LB และ NT   

 จากผลการเปรียบเทียบที่ไดจะเหน็ไดวา แบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  ที่ใช

สามารถทํานายผลไดใกลเคียงกับผลการทดลองมากกวาแบบจําลอง LB และ NT ทั้งการเปรียบ 

เทียบดวย u/uc และ Turbulent kinetic energy ดังนัน้เม่ือมองในแงของการทํานายการไหล

บริเวณใกลผนงั หรือผลกระทบจากผนังที่มีตอการไหลนั้น แบบจําลองความปนปวน Low-Re 

k ε−  ที่เลือกใชจงึมีความเหมาะสมมาก รวมทั้งการทาํนายผลที่ระยะหางจากผนังหรือในกระแส

อิสระก็ไดผลที่ดีเชนเดียวกัน 
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f2 

1.0 

1.0-0.3exp(-Rt
2) 

{1.0-0.3exp[-(Rt/6.5)2]}[1.0-exp(-y+/6)]2 

[1.0-0.01exp(-Rt
2)][1.0-exp(-0.0631Rk)] 
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ตารางที่ 4.1 สรุปคา Damping  function ของแบบจําลองที่ใชในการเปรียบเทียบ 

ตารางที่ 4.2 สรุปคาพจนพเิศษและสัมประสิทธิ์ในสมการครอบคลุมของแบบจําลองความปนปวน 

nkam
Typewritten Text
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 รูปที่ 4.5 การเปรียบเทียบผลการคํานวณกับแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−   

               แบบอ่ืน ดวยความเร็วเฉลี่ย u/uc ของการไหลเต็มรูปในทอตรงที่ Re = 40,000 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  รูปที ่4.6 การเปรียบเทียบผลการคํานวณกับแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  แบบ                  

                อ่ืน ดวย Turbulent kinetic energy ของการไหลเต็มรูปในทอตรงที่ Re = 40,000 
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4.2 การไหลแบบปนปวนผาน Backward facing step 
 
 จากที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 2 แบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  ที่ปรับปรุงโดย

นักวจิัยหลายทานซ่ึงมีพจนพิเศษและ Damping function ที่ตางกนั มีวัตถปุระสงคเพื่อให

สามารถทํานายผลของการไหลแบบแยกตัวและ Reattaching flow ไดดีข้ึน จากตัวอยางของ

แบบจําลอง Low-Re k ε−  ในหัวขอที่ 4.1.2 หรือแบบจําลองของผูวิจยัทานอ่ืน อาทิเชน Chien 

(1982), Myong and Kasagi (1990) ไดเสนอ Damping function โดยมีความสัมพันธกับคา 

y+  ซึ่งมีงานวิจัยที่ผานมาระบุวา แบบจาํลองเหลานี้ไมเหมาะสมกับการนํามาใชในการไหลที่มกีาร

แยกตัวและ Reattachment flow สําหรับงานวิจัยนีจ้ึงเลือกแบบจําลองของ Chang et al. 

(1995) ที่ระบุคา Damping function ในรูปของ /kR k y υ=  และ 2 /tR k υε=  แทนการใช  

y+  ดวยเหตุผลที่วาสามารถทํานายผลการไหลที่มกีารแยกตัวไดดีกวา ในหัวขอนี้จะทําการ

ทดสอบความถูกตองของโปรแกรมดวยการไหลแบบ Backward facing step ที่เปนปญหา

เบ้ืองตนของการทดสอบการไหลแบบแยกตัวและ Reattachment flow ซึ่งสอดคลองกับปญหา

การไหลทีจ่ะกลาวในบทถัดไป โดยเปรียบเทียบกบัผลการทดลองของ Kasagi and Matsunaga 

(1993) ซึ่งในการทดลองพจิารณาเปนการไหลในชองแบบระนาบผาน Backward facing step 

ความสูงข้ันบันได (H) เทากับ 41 มิลลิเมตร และมีอัตราสวนชองขยาย ( ( ) /u uER D H D= + ) 

เทากับ 1.504  โดยมีคาอัตราสวนความสูงของข้ันบันไดตอความกวางชองการไหลเทากับ 1:20 ซึ่ง

มีคามากเพยีงพอที่จะสมมติใหเปนการไหลในสองมิติ ทางเขามีคาเรยโนลดนัมเบอร ReH อางอิง

จากความเร็วที่เสนกึ่งกลางของชองการไหลกับความสูงของข้ันบันไดเทากับ 5,540 หรือความเร็วที่

กึ่งกลางชองมคีาเทากับ 129.7 mm/s โดยเปนการไหลแบบพัฒนาเต็มที่ ดังแสดงในรูปที่ 4.7  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      รูปที่ 4.7 ภาพแสดงลักษณะการไหลใน Backward facing step 

Du

H

Uc

y

x

Xr



 
 

52

  สําหรับการทดสอบโปรแกรมในทีน่ี้ จะเลือกใชกริดแบบไมสม่ําเสมอทัง้ในแนวแกน x และ 

y การพิจารณาปริมาตรควบคุมที่ใกลผนังตองกําหนดใหมีพิกัดในระยะต้ังฉากกับผนังที่สามารถ

คํานวณออกมาแลวมีคา 1y+ <  ลักษณะกริดและเงื่อนไขขอบแสดงดังรูปที่ 4.8 กําหนด ให

รูปแบบความเร็วที่ทางเขาเปนการไหลแบบเต็มรูป ซึง่ไดจากการคํานวณการไหลในชองคูขนาน มี

ความเร็วที่กึง่กลาง (Uc) เทากับ 129.7 mm/s ขอบเขตของการคํานวณตามแนวแกน y เทากบั

ขนาดชองทางไหลในการทดลอง สวนความยาวตามแนวแกน x มีคาเทากับ 50H และกําหนดให

ทางออกของชองทางไหลเปนการไหลแบบเต็มรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
               รูปที ่4.8 ลักษณะกริดและเงื่อนไขขอบของ Backward facing step 
 
 หัวขอนีจ้ะแสดงผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  และ 

Low-Re k ε−  โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและประมาณพจนการพาและพจนการกระจาย

ดวย Upwind differencing scheme  และ Central differencing scheme ตามลําดับ 

แกปญหาของระบบสมการดวยวิธี TDMA และใช SIMPLE algorithm ในการทาํใหผลลัพธของ

ความเร็วที่ไดสอดคลองกับคาในสมการความตอเนื่อง สําหรับการทดสอบ Grid independency 

ของผลลัพธ ขนาดกริดทีพ่จิารณาในแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  คือ 120 60× , 

150 110×  และ 180 140×  โดยพิจารณารูปรางการกระจายตัวของความเร็วตามแนวแกนเทียบ

กับความเร็วสูงสุดอางอิงทีเ่สนกึ่งกลางชองทางเขา Upstream ( / cu U )  ที่ระยะ / 8x H =  และ 

ที่ระยะ / 30x H =  ดังแสดงในรูปที ่4.9 สวนรูปที ่4.10 แสดงการทดสอบ Grid independency 

สําหรับแบบจาํลองความปนปวน Low-Re k ε−  ซึ่งมขีนาดกริดทีท่ดสอบ คือ 120 90× , 

150 110×  และ 180 140×  โดยพจิารณารูปรางการกระจายตัวของ / cu U  ที่ระยะเดียวกนักับใน

กรณีที่ใชแบบจําลอง Standard k ε−  
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 รูปที่ 4.9 การทดสอบ Grid independency ของแบบจําลอง Standard k ε−  สําหรับการไหล

    ผาน Backward facing step ที่ ReH = 5,540 ตําแหนง / 8x H =  และ / 30x H =  

          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      
รูปที่ 4.10 การทดสอบ Grid independency ของแบบจําลอง Low-Re k ε−  สําหรับการไหล

     ผาน Backward facing step ที่ ReH = 5,540 ตําแหนง / 8x H =  และ / 30x H =
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 จากรูปที ่ 4.9 การเปล่ียนแปลงขนาดกริดนั้นมีผลนอยโดยเฉพาะบริเวณใกลผนงัดานลาง 

หรือ / 0.5y H <  เมื่อเทยีบระหวางกริดขนาด  120 60×  และ 150 110×  โดยเฉพาะที่

ระยะ / 8x H =  ในขณะที่กริดขนาด 150 110×  และ 180 140×  จะมีรูปรางที่ใกลเคียงกนัมาก

หรือไมมีความเปล่ียนแปลง ดังนัน้จึงเลือกกริดขนาด 150 110×  ซึง่มีความละเอียดเพียงพอทีจ่ะใช

ในการคํานวณ สวนรูปที่ 4.10 นัน้ก็พบการเปล่ียนแปลงในลักษณะเดียวกับรูปที่ 4.9 ขนาดกริดที่ 

120 90×  แตกตางกับผลที่ไดจากกริดขนาด 150 110×  เล็กนอยบริเวณใกลผนังดานลางที่ระยะ 

/ 8x H =  แตผลที่ไดจากกริดขนาด 150 110×  จะมีรูปรางที่เหมือนกันกับทีก่ริดขนาด 180 140×  

ซึ่งรูปรางของความเร็วตามแนวแกน u/Uc ไมเปล่ียนแปลงทัง้ที่ระยะ  / 8x H =  กับ / 30x H =  

หากสังเกตใหดีจะพบความแตกตางของรูปที่ 4.9 และ 4.10 ที่ตําแหนงระยะ / 30x H =  ซึ่งพบวา 

รูปแบบการไหลที่ไดจากแบบจําลองความปนปวนทัง้สองมีความแตกตางกนัพอสมควร อยางไรก็

ตามสามารถสรุปไดวา ทัง้การคํานวณดวยแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  และ Low-

Re k ε−  นัน้จะเลือกใชกริดขนาด 150 110×   

 รูปที่ 4.11 แสดงการพฒันารูปแบบการกระจายตัวของความเร็วที่ระยะ / 0x H =  ถงึ 10 

เพื่อดูการเปล่ียนแปลงรูปรางของความเร็ว u/Uc และการทํานายผลที่บริเวณใกลผนัง จากรูปจะ

พบวา เมื่อของไหลเคลื่อนที่หางจากชองทางเขาของข้ันบันไดมากขึน้ แบบจําลองความปนปวน 

Low-Re k ε−  จะสามารถทํานายผลบริเวณใกลผนงัและการพัฒนารูปแบบความเร็วตาม

ระยะทางที่เคล่ือนที่ไดใกลเคียงกับผลการทดลองมากกวาแบบจําลอง Standard k ε−   ที่อาศัย 

Wall function ในการทํานายรูปแบบความเร็วที่ผนังและกําหนดให 0wε =  แตในบริเวณที่มีการ

ไหลวนตรงมุมข้ันบันได การทํานายดวยแบบจําลอง Standard k ε−  จะใหผลที่ดีกวา เนื่องจาก

แบบจําลอง Low-Re k ε−  จะคํานวณในช้ัน Sub-layer ดวย ดังนั้นความเร็วที่ใกลผนังจงึ

คํานวณไดมากกวาแบบจําลอง Standard k ε−  ซึ่งแสดงใหเห็นการไหลวนท่ีมากกวาบริเวณใกล

กับผนงั ในขณะที่การไหลวนในบริเวณมมุข้ันบันไดนัน้ไมสามารถวัดไดจากการทดลอง 

 รูปที่ 4.12 และ 4.13 แสดงเวกเตอรความเร็วและ Streamline ของการไหลผาน 

Backward facing step ที่ไดจากการทาํนายดวยแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  ซึ่ง

สามารถสังเกตเห็นการหมุนวนบริเวณใกลๆ  กับผนงัดานลางและชองทางไหลไดชัดเจน ดังแสดง

ในภาพขยายรูปที่ 4.14 และ 4.15 จะเห็นการหมุนวนเล็กๆ เกิดข้ึนอีกตําแหนงตรงมมุของข้ันบันได

ซึ่งแสดงดวยเวกเตอรความเร็วและ Streamline โดยทั้งสองรูปไดจากแบบจําลองความปนปวน 
Low-Re k ε−  
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           รูปที่ 4.11 ความเร็ว u/Uc จากแบบจําลองการไหลผาน Backward facing step 

               เปรียบเทียบกับผลการทดลอง สําหรับ ReH = 5,540 ที่ระยะ x/H ตางๆ กัน 
                (  o   Experiment,   - - - - -  Standard k ε− ,               Low-Re k ε− ) 
               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    รูปที่ 4.12 เวกเตอรความเร็วของการไหลผาน Backward facing step สําหรับ ReH = 5,540 
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        รูปที ่4.13 Streamline ของการไหลผาน Backward facing step สําหรับ ReH = 5,540 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          รูปที ่4.14 ภาพขยายเวกเตอรความเร็วของการไหลผาน Backward facing step 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 4.15 ภาพขยาย Streamline ของการไหลผาน Backward facing step 
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4.3 การไหลแบบปนปวนของเจ็ตในกระแสตาม 
  
 สําหรับหัวขอที่ 4.1 และ 4.2 ที่กลาวมากอนหนานี้นัน้ เปนการแสดงใหเห็นถึงความถูก 

ตองของการสรางโปรแกรมคอมพิวเตอรจากแบบจําลองความปนปวนที่เสนอโดย Chang et al. 

(1995) ซึ่งเปนการทดสอบวา งานวิจยันี้ไดประยุกตแบบจําลองจนไดผลลัพธทีม่ีความถูกตอง

แมนยําในกรณีของการไหลในทอหรือชองทางไหล สวนหัวขอนีจ้ะแสดงใหเหน็ถงึความสามารถ

ของโปรแกรมที่นาํไปแกปญหาที่มีลักษณะคลายกนักับวัตถุประสงคหลักของงานวิจยันีน้ั่นคือ การ

ไหลแบบเจ็ต สําหรับภาพการกระจายตัวของความเร็วสําหรับการไหลแบบเจ็ตในกระแสตามซ่ึงจะ

ใชในการเปรียบเทียบผลลัพธในทีน่ี้ไดแสดงไวแลวในรูปที่ 1.2  

 สําหรับปญหาการไหลแบบปนปวนของเจ็ตในกระแสตามนั้น ตลอดระยะเวลาที่ผานมามี

ผูใหความสนใจมาโดยตลอด โดยอาศัยการปรับเปล่ียนพารามเิตอรบางอยาง หรืออาศัยเคร่ืองมอื

วัดที่ทนัสมยัข้ึนเพื่อพัฒนาผลการวิจยัที่ผานๆมา ผลการทดลองท่ีงานวิจัยนี้ยกมาเปรียบเทียบนัน้

เปนงานวิจัยของ Mi et al. (2001) และ Xu and Antonia (2002) ซึ่งทัง้สองงานวิจยันัน้มีการ

ทดลองและตรวจวัดการไหลแบบปนปวนของเจ็ตในกระแสตาม ที่เกดิจากน้าํที่ไหลผานทอตรงที่มี

ขนาดเสนผานศูนยกลาง (D) เทากับ  9.45 มิลลิเมตร มีคาเรยโนลดนัมเบอรทีพ่จิารณาจากเสน

ผานศูนยกลางทอเทากับ 28,200 และกระแสตามภายนอกทอนัน้เปนน้าํทีม่ีความเร็วตํ่า  รูปที ่

4.16 แสดงขอบเขตการคํานวณของเจ็ตในกระแสตาม เนื่องจากลักษณะของปญหาสามารถ

พิจารณาเปนรูปสมมาตรได จึงทาํการคํานวณในขอบเขตเพียงคร่ึงเดียวจากขอบเขตทั้งหมด ซึง่ทาํ

ใหลดขอบเขตการคํานวณลง สําหรับขนาดขอบเขตที่คํานวณ กําหนดใหระยะตามแนวแกน x 

เทากับ 110D และระยะตามแนวแกน y เทากับ 40D โดยมีขนาดชองทางออกของเจ็ตเทากับ D/2  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

รูปที่ 4.16 ขอบเขตการคํานวณของการไหลแบบเจ็ตในกระแสตาม (Not to scale) 
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รูปที่ 4.17 ลักษณะกริดแบบสมมาตรและเงื่อนไขขอบสําหรับการคํานวณ (Not to scale) 
 
พารามเิตอรที่เกี่ยวของคือ 

 U =  ความเร็วตามแนวแกน x 

 Ub =  ความเร็วรวมของเจ็ตที่ทางออก (Bulk jet exit velocity, b
ReU
D

μ
ρ
⋅

= ) 

 Ua  =  ความเร็วของกระแสอิสระ 

 Ucl =  ความเร็วตามแนวแกน x ที่ 0r =  

 Uco =  ความเร็วตามแนวแกน x ที่ ระยะ 0x = และ 0r =  

 C =  ปริมาณความเขมขนสเกลาร (Scalar concentration) 

 Ccl =  ปริมาณความเขมขนสเกลารที่ 0r =  
 de =  Effective diameter 
 
 ในการคํานวณนั้น กาํหนดใหของไหลเปนชนิดเดียวกันคือ น้ํา ดังนัน้ความหนาแนนของ

ของไหลเจ็ต ( jρ ) เทากับความหนาแนนของของไหลกระแสตาม ( aρ ) แตกําหนดใหอัตราสวน

ความเร็ว /a bU U  เทากับ 0.02 ในขณะที่กาํหนดใหปริมาณความเขมขนสเกลารของเจ็ต (Cj) 

เทากับ 1 และปริมาณความเขมขนสเกลารของกระแสตาม (Ca) เทากับ 0 สวนคา Effective 

diameter (de) เทากับ 0.99D จากการทดลองของ Mi et al. (2001) พบวา รูปรางของความเร็ว

ตามแนวแกนที่ทางออกของเจ็ตสอดคลองกับความเร็วทีเ่สนผานศูนยกลางและระยะตามแนวรัศมี

ดังสมการที่ (4.3) 

    
1/ 6.62
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 รูปที่ 4.17 แสดงลักษณะกริดและเงื่อนไขขอบสําหรับการคํานวณ เลือกใชกริดที่มีขนาดไม

สม่ําเสมอ ซึ่งมีความละเอียดมากบริเวณปากทางออกของเจ็ต โดยเลือกใชแบบจําลองความ

ปนปวน Standard k ε− ในการเปรียบเทียบ เนื่องจากรูปแบบการไหลไมไดถูกจํากัดดวยผนงัที่

ดานบนและลาง อีกทั้งการทํานายผลของ Standard k ε−  กับ Low Re k ε−  จะใหผลที่

ใกลเคียงกนัสําหรับการไหลในกระแสอิสระ พจนการพาถูกประมาณคาดวย Upwind 

differencing scheme  และพจนการกระจายดวย Central differencing scheme และแกปญหา

ของระบบสมการดวย SIMPLE algorithm  

 การทดสอบ Grid independency สําหรับการคํานวณการไหลแบบเจ็ตในกระแสตามนั้น

จะทดสอบดวยกริดขนาด 120 90× , 140 110×  และ 150 120×  ดวยการเปรียบเทียบการ

เปล่ียนแปลงความเร็ว  u/Ucl  กับระยะตามแนวรัศม ี y/r  ที่ระยะ / 10x r =  ดังแสดงในรูปที่ 4.18 

จะพบวาการเปล่ียนแปลงความเร็วอยูในชวง / 0y r =  ถึง 4 กอนที่จะมีคาคงที่เทากับกระแสตาม

ดานนอกซ่ึงกริดทุกขนาดใหคาที่ใกลเคียงกัน ในขณะที ่กริดขนาด 140 110×  และ 150 120×  มี 

คาที่ใกลเคียงกันจนเกือบจะเปนเสนเดียวกันในชวง / 0y r =  ถงึ 4 ดังนั้นในการคํานวณของไหล

เจ็ตแบบกระแสตามจึงเลือกใชกริดขนาด 140 110×  ซึ่งการทดสอบแสดงใหเหน็วาขนาดกริดที่

ละเอียดกวานีจ้ะไมมีอิทธพิลตอการคํานวณ 
    
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
  รูปที่ 4.18 การทดสอบ Grid independency ของไหลเจ็ตในกระแสตาม  

      สําหรับ Re = 28,200 ที่ระยะ / 10x r =  
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 รูปที่ 4.19 ความเร็ว ( ) ( )/cl a co aU U U U− − ของของไหลเจ็ตในกระแสตาม สําหรับ  

        Re = 28,200 ที่ระยะ /x de ใดๆ 
 
 วัตถุประสงคหลักของหวัขอนี้คือ การทดสอบความสามารถของโปรแกรมในการประยุกต 

ใชกับการไหลแบบเจ็ต และการทดสอบความถกูตองในการคํานวณปริมาณสเกลารซึ่งในทีน่ี้เปน

ตัวแทนความเขมขนของมวล ดังนัน้จะแบงการเปรียบเทียบออกเปนสองชุดขอมูล ชุดแรกเปนการ

เปรียบเทียบความเร็ว ( ) ( )/cl a co aU U U U− −  ที่ตําแหนง / 0y r =  และระยะ /x de  ใดๆ หรือ

ตามแนวเสนผานศูนยกลางหัวฉีด เทยีบกบัผลการทดลองของ Xu and Antonia (2002) ดังแสดง

ในรูปที่ 4.19 ซึ่งจะพบวาผลการคํานวณที่ไดมีการเปล่ียนแปลงทีส่อดคลองและใกลเคียงกับผล

การทดลองเปนอยางดี 

 ผลการคํานวณที่ไดยังถกูนาํมาเปรียบเทยีบกับขอมูลชุดที่สอง ซึง่เปนผลการทดลองเจ็ต

ในกระแสตามของ Mi et al. (2001) จากที่ไดกลาวแลวในเบ้ืองตนวา Mi et al. (2001) ไดใชชุด

การทดลองเดียวกนั แตเพิ่มการวัดคาปริมาณสเกลารเขามา ดังแสดงในรูปที ่4.20 ซึ่งเปรียบเทียบ

การเปล่ียนแปลงปริมาณสเกลาร (Ccl) ทีตํ่าแหนง / 0y r =  กับระยะ /x de  ใดๆ (ตามแนวเสน

ผานศูนยกลางหวัฉีด) กับผลการทดลอง 
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 จากรูปที ่ 4.20 จะเหน็วาแนวโนมของปริมาณสเกลารที่คํานวณไดมคีวามใกลเคียงกับผล

การทดลอง เมื่อระยะ /x de  เพิม่ข้ึนปริมาณสเกลารก็จะลดลงตามระยะท่ีหางจากปากทางออก

ของเจ็ต และสังเกตวาความแตกตางของผลการคํานวณและผลการทดลองท่ีบริเวณใกลปาก

ทางออกของเจ็ตในชวง / 0x de =  ถึง 10 มีคาที่แตกตางมากกวาบริเวณชวงที่ / 10x de >   

สาเหตุนาจะเกิดจากบริเวณใกลปากทางออกเจ็ตมีคาความเร็วที่สูง และปริมาณสเกลารก็แปรผัน

ตามความเร็วเชนกนั ทําใหผลการคํานวณบริเวณปากทางออกเจ็ตมคีวามคลาดเคล่ือนที่มากกวา 

อยางไรก็ตาม ผลการคํานวณที่ไดโดยรวมก็ถือวาใหผลที่นาเชื่อถือไดตามวัตถุประสงคของหวัขอนี้

ในการทดสอบความสามารถของโปรแกรมในการคํานวณปริมาณสเกลาร 
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 รูปที่ 4.20 ปริมาณสเกลารของของไหลเจ็ตในกระแสตาม สําหรับ Re = 28,200   

                 ที่ระยะ /x de ใดๆ  
4.4 สรุป 
 
          ดังที่ไดแสดงการเปรียบเทียบระหวางโปรแกรมคอมพิวเตอรทีป่ระดิษฐข้ึนกับผลการทดลอง

ในหวัขอที่ 4.1 ถึง 4.3 เพื่อตรวจสอบความถกูตองของโปรแกรมนั้น พบวาแบบจําลองความ

ปนปวน Low-Re k ε−  สามารถทํานายผลการไหลบริเวณใกลผนังและรูปแบบการไหลแบบเต็ม

รูปไดผลที่ดีกวาแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  แตขณะเดียวกนัสําหรับการไหลวนใน

บางบริเวณ ผลลัพธที่ไดอาจจะดอยกวาบางเลก็นอย ซึง่เมื่อมองภาพรวมแลวก็ไมไดแตกตางกัน
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มากนัก สําหรับความสามารถของโปรแกรมในการทํานายปริมาณสเกลารนัน้ก็ใหผลที่นาพงึพอใจ 

ดังนัน้จึงมั่นใจไดวา โปรแกรมที่พฒันาข้ึนมามีประสิทธภิาพเพยีงพอในการทํานายผล ในบทตอไป

จะนําแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  ที่มีความงายตอการใชคํานวณและแบบจําลอง 

Low-Re k ε−  ที่สามารถทํานายผลบริเวณใกลผนังไดดี ไปใชคํานวณการไหลแบบเจ็ตในกระแส

ขวาง 



บทที่  5 

การวิเคราะหคุณลักษณะการไหลแบบเจ็ตปนปวนในกระแสขวาง 

 
 ผลการตรวจสอบความถกูตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนดังแสดงไวในบทที่ 

4 นั้น แสดงใหเห็นวาโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึนมีความถูกตองของพืน้ฐานการคํานวณ ในบทนีจ้ะ

กลาวถึงการประยุกตใชโปรแกรมกับการไหลแบบเจ็ตในกระแสขวางเพื่อวิเคราะหคุณลักษณะที่ได

ซึ่งเปนหวัขอหลักของงานวิจยันี ้โดยแบงกรณีศึกษาออกเปน 3 กรณี ดังตอไปนี ้

1) การเปรียบเทยีบการไหลแบบเจ็ตปนปวนในกระแสขวางที่คา R < 1   

2) การเปรียบเทยีบการไหลแบบเจ็ตปนปวนในกระแสขวางที่คา R > 1    

3) การเปรียบเทยีบการไหลแบบเจ็ตปนปวนในกระแสขวางของการไหลในสองมิติกับ

สามมิติ 
 
5.1 ลักษณะของปญหา  
  
 สําหรับการศึกษาคุณลักษณะของการไหลแบบเจ็ตในกระแสขวางนั้น จะพิจารณาการไหล

เปนแบบสองมิติ โดยมีสมมติฐานข้ันตนดังตอไปนี ้

1) การไหลเปนแบบคงตัวและอัดตัวไมได (Steady incompressible flow) 

2) การไหลเปนแบบปนปวน (Turbulent flow) 

3) คุณสมบัติของการไหลมีคาคงที่ตลอดขอบเขตที่พิจารณา 

4) ไมคิดผลกระทบเนื่องจากแรงลอยตัว 

5) เจ็ตและกระแสขวางเปนของไหลประเภทเดียวกนั 

 การไหลประเภทนี้เปนการไหลที่มีความซบัซอน โดยมีคุณลักษณะที่เราสนใจหลายอยาง 

อาทิเชน วถิีการเคลื่อนทีข่องเจ็ตซึ่งบอกตําแหนงความเร็วสูงสุดในการเคล่ือนที ่ การหมุนวนที่

เกิดข้ึนดานหนาและดานหลังทางออกของเจ็ต รวมทัง้การเหนีย่วนาํการผสมระหวางกระแสขวาง

กับเจ็ตที่มีอิทธิพลตอการถายเทความรอนและมวล ตลอดจนความเปล่ียนแปลงของความเขมขน

โดยมวลดวยปริมาณสเกลาร โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนมานั้นจงึมุงหวังเพื่อทาํนาย

คุณลักษณะตางๆ ของการไหลโดยเปรียบเทียบกบัผลการทดลองที่มอียู เพื่อทดสอบความถกูตอง

และความนาเชื่อถือจนสามารถนําไปประยุกตใชกับกรณีอ่ืนได คุณลักษณะทีส่นใจของเจ็ตใน

กระแสขวางทีศึ่กษาในวทิยานพินธ มีดังตอไปนี้ 
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1) การศึกษาวิถกีารเคล่ือนที่ของเจ็ต 

วิถีการเคล่ือนที่ของเจ็ตเปนหนึง่ในหลายๆ คุณลักษณะของการไหลแบบเจ็ตปนปวนใน

กระแสขวางทีม่ีความนาสนใจ ความรูที่ไดทําใหสามารถประมาณตําแหนงการเคล่ือนที่ของเจ็ตได

ดีข้ึน  โดยเจ็ตจะมีการเปล่ียนทิศทางการเคล่ือนที่เมื่อไดรับอิทธิพลจากทิศการไหลของกระแสขวาง 

จนมทีิศทางเดียวกับกระแสขวาง ดังนั้นจะมีชวงหนึ่งของเจ็ตที่เราสามารถสังเกตทิศทางการ

เคล่ือนที่ในแบบวิถีโคงได มีหลายการทดลองที่สามารถสรางความสมัพันธของการเคล่ือนที่ในรูป

วิถีโคงออกมาเปนสมการยกกําลัง (Power law) โดยมีตัวแปรทีใ่หความสนใจคือ อัตราสวน

ความเร็วของเจ็ตตอกระแสขวาง และขนาดทางออกของเจ็ต (D) ดังแสดงในสมการ (2.1) 
 

           
by xA

RD RD
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

              (2.1) 

 

 โดยคา A และ b เปนคาสัมประสิทธิห์รือคาคงทีท่ี่ไดจากการทดลอง นั่นหมายความวาคา 

A และ b จะเปล่ียนแปลงตามเงื่อนไขในแตละการทดลองนัน้ๆ สําหรับงานวิจัยนี้ก็จะใชผลการ

คํานวณที่ไดในการสรางวถิกีารเคลื่อนที่ของเจ็ต โดยกําหนดใหวิถกีารเคลื่อนที่ของเจ็ตหรือ Jet 

trajectory นั้น เปนตําแหนงที่ม ี Total velocity มากที่สุดในแตละระนาบของการเคลื่อนที่แลว

นํามาแสดงผลลัพธในรูปของพิกัดแกน x y−   สําหรับงานวิจยันี้จะพิจารณาคา  R  เปนอัตราสวน

ความเร็วของเจ็ตตอกระแสขวาง โดยอางอิงและเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ O’Malley 

(1984) สําหรับ R < 1  และ Ramaprian and Haniu (1983) สําหรับ R > 1 
 

2) การเหนี่ยวนาํการผสมของของไหล (Jet entrainment) 

เมื่อของไหลสองชนิดมาปะทะกันคุณลักษณะที่เราจะเห็นไดชัดเจนกคื็อ เกิดการเหนี่ยวนาํ

การผสมกนัหรือมีปฏิสัมพันธกันระหวางของไหลทัง้สองชนิด ยกตัวอยางเชน การไหลแบบเจ็ต

อิสระ และการไหลแบบเจ็ตในกระแสตาม เปนตน ดังนัน้การไหลแบบเจ็ตในกระแสขวางก็

เชนเดียวกนัจะเกิดการเหนีย่วนาํการผสมของกระแสขวางไปยังของไหลเจ็ตทางดานหนา หรือดาน 

Upstream โดยปกติการทดลองดวยวิธ ีถายภาพ เชน LIF ก็สามารถแสดงคุณลักษณะนี้ไดชัดเจน 

ดังนัน้คุณลักษณะนี้จงึเปนอีกหัวขอหนึง่ที่ใชตรวจสอบความสามารถของโปรแกรมคอมพิวเตอรใน

การทาํนายผล หรือแสดงการเปล่ียนแปลงที่เกิดข้ึน 
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3) การหมนุวนของการไหล 

ในการไหลแบบปนปวนการเกิดกระแสไหลวนเปนเร่ืองปกติที่พบเหน็ โดยเฉพาะอยางยิ่ง

การไหลแบบเจ็ตในกระแสขวางซ่ึงผลคนควาสวนใหญใหความสําคัญกับเร่ืองนี ้ เพราะการเขาใจ

กระแสไหลวนดังกลาวทาํใหเราสามารถพฒันาการไหลใหดีข้ึนได หรือสามารถควบคุมใหการไหล 

วนเกิดในบริเวณที่จํากัดได โดยเฉพาะการถายเทความรอนที่เหน็ไดชัดเจนในการระบายความรอน

แบบ Film cooling สําหรับปญหาในขอนีคื้อ เราสามารถวิเคราะหความแตกตางของการไหลวนที่

เกิดข้ึนจากการเปล่ียนพารามิเตอรบางตัว พรอมทัง้สามารถอธิบายผลกระทบที่มตีอการไหลโดย 

รวมได เนือ่งดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนมามีพืน้ฐานสําหรับพจิารณาการไหลแบบ

สองมิติ ดังนั้นการไหลวนที่เกิดข้ึนและอิทธิพลที่ไดรับจากการไหลวนยอมแตกตางกับการไหลใน

สามมิติ อยางไรก็ตาม ความสําคัญสวนใหญจะอยูที่ความสามารถในการแสดงการไหลวนที่

เกิดข้ึนมากกวาการเปรียบเทยีบกับการจําลองแบบสามมิติ รวมถึงความสามารถในการนําไป

ประยุกตใชจริงได หวัขอนี้เปนอีกเหตุผลหน่ึงทีท่ําใหมกีารเลือกใชแบบจําลองความปนปวน Low-

Re k ε−  ในการทํานายผลกระทบจากบริเวณใกลผนังที่มตีอการไหลและขนาดการไหลวนของ

เจ็ตในกระแสขวาง พรอมทั้งเปรียบเทียบความสามารถที่ไดกับผลลัพธจากแบบจําลองความ

ปนปวน Standard k ε−  ซึ่งเปนแบบจําลองทีง่ายกวาในการใชงาน 
 
4) ปริมาณความเขมขนสเกลาร 

ปริมาณความเขมขนสเกลารเปนตัวแทนความเขมขนของมวล ซึ่งเปนตัวแปรที่เพิ่มเขามา

ในโปรแกรมคอมพิวเตอร เพื่อศึกษาผลกระทบจากการไหลที่มีตอปริมาณความเขมขนของของไหล 

การใชโปรแกรมคอมพิวเตอรสามารถชวยในการทํานายทิศทางหรือบริเวณที่มีความเขมขนในจุดที่

เราสนใจไดโดยพิจารณาในความหมายเดียวกับ Jet trajectory จุดประสงคหลักของขอนีคื้อ 

ความสามารถในการนําไปประยุกตใชงานจริง เชน บริเวณใดที่มีความเขมขนมากเม่ืออัตราสวน

ความเร็วเพิ่มข้ึน หรือลักษณะการกระจายตัวแบบใดที่เหมาะสมในการใชงานแตละประเภท 
 

5.2  การเปรียบเทียบการไหลแบบเจ็ตปนปวนในกระแสขวางที่คา R < 1   
 

งานวิจยัของ O’Malley (1984) เปนการศึกษาการถายเทความรอนแบบ Film cooling 

โดยใหกระแสเจ็ตมีอุณหภูมตํ่ิากวากระแสขวาง และทางออกเจ็ตทาํมุมกับทิศของกระแสขวางท่ี

องศาแตกตางกัน โดยเลือกพิจารณาในชวง 0.1 0.8R = −  ซึ่งแสดงถึงความเร็วของกระแสขวางที่

มีอิทธพิลมากกวากระแสเจ็ตที่พุงจากชองทางออก สําหรับวทิยานิพนธนี้ไดเลือกเปรียบเทยีบกับ

ผลการทดลองที่คา 0.1R =  และ 0.8 โดยทางออกของกระแสเจ็ตทํามมุ 90 องศากับทิศทางการ

ไหลของกระแสขวาง  
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สําหรับรูปแบบของการทดลอง ไดกําหนดใหกระแสขวางเปนอากาศท่ีไหลผานชองทาง

ไหลซ่ึงมีขนาดจํากัดทางดานบนและดานลาง แตมีความสูงเพยีงพอทีไ่มกระทบตอกระแสเจ็ตที่พุง

ออกมา กระแสขวางมีความเร็วคงที ่ 23cfu =  เมตรตอวินาท ีและกระแสเจ็ตมีความเร็ว 2.3jv =  

และ 18.4 เมตรตอวินาท ีหรือเลือกพิจารณาท่ี 0.1R =  และ 0.8 ตามลําดับ ทางออกเจ็ตมีชอง

กวาง (D) เทากับ 0.04 เมตร สําหรับวทิยานพินธนี้ไดกําหนดขนาดขอบเขตสําหรับการคํานวณ

ดังนี้  

- ระยะกอนถึงทางออกเจ็ต (Upstream, L1)   =   2D 

- ความสูงของชองทางเขาของกระแสขวาง (H)   =   6D 

- ระยะดานหลังทางออกเจ็ต (Downstream, L2) = 72D 

สําหรับพกิัดเร่ิมตน (0,0) ถูกกําหนดใหอยูที่ขอบตําแหนงปากทางออกของเจ็ต โดยลักษณะขอบ 

เขตการคํานวณไดแสดงในรูปที่ 5.1 และลักษณะกริดแสดงไวในรูปที ่5.2   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 รูปที่ 5.1 ขอบเขตการคํานวณที่ใชเปรียบเทียบกับการทดลองของ O’Malley (1984) 
   (Not to scale) 
 
 ลักษณะกริดทีเ่ลือกใชเปนแบบขนาดไมสม่ําเสมอ ซึง่มีขนาดเล็กบริเวณใกลผนงัดานบน

และดานลาง รวมทัง้บริเวณทางออกของเจ็ต ขนาดเล็กสุดของกริดมีคาเทากับ 0.000025D โดยมี

คานอยกวา 1y+ =  ซึ่งขนาดกริดที่ใชจะพิจารณาแยกตามแตละชนดิของแบบจําลองความ

ปนปวนและคา R ที่พิจารณา  
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   รูปที่  5.2   ลักษณะกริดและเงื่อนไขขอบที่ใชคํานวณเปรียบเทียบกบัการทดลอง          

      ของ  O’Malley (1984) (Not to scale) 
   
 สําหรับเงื่อนไขขอบที่ใชในแบบจําลอง กาํหนดใหความเร็วทางเขาของกระแสขวาง (ucf) 

และของไหลเจ็ต (vj) เปนการไหลแบบคงตัว โดยมีคา Turbulent kinetic energy ของกระแส

ขวาง (kcf) และเจ็ต (kj) รวมทัง้ Dissipation rate ของกระแสขวาง (εcf) กับเจ็ต (εj) แสดงไวดัง

สมการตอไปนี ้  
     20.0020( )j jk v=                                        (5.1) 

 
                          20.0001( )cf cfk u=          (5.2) 

                           
3/ 2

0.5
cf

j

k
D

ε =           (5.3) 

               
3/ 2

0.2
cf

cf

k
H

ε =           (5.4) 

 
สําหรับเงื่อนไขขอบที่ทางออก กาํหนดใหเปนการไหลแบบเต็มรูปและมีระยะหางจากทางออกของ

เจ็ตพอสมควรจนไมมีผลกระทบตอการไหล เงื่อนไขขอบดานบนและดานลางเปนผนงั กาํหนดให

ใช Wall function สําหรับแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  ในขณะที่แบบจําลองความ

ปนปวน Low-Re k ε−  เลือกใช Damping function ในการพิจารณาตลอดความยาวของผนงั 

ยกเวนทางออกของเจ็ต  
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 5.2.1 การเปรียบเทียบทีค่าอัตราสวนความเร็ว R = 0.1 
 
 ขนาดกริดที่เลือกใชในการทดสอบ Grid independency สําหรับแบบจําลองความ

ปนปวน Standard k ε−  ประกอบดวยกริดขนาด 160 90× , 195 120×  และ 210 150×  

ทดสอบโดยการเปรียบเทยีบการเปล่ียนแปลงของความเร็วเฉลี่ย / cfu u  ตามระยะ /y D   ที่

ตําแหนง / 5x D =  และ 50 ดังแสดงในรูปที ่5.3 ผลการทดสอบปรากฏวากริดขนาด 195 120×  

และ 210 150×  ใหคาที่ใกลเคียงกันมาก ซึ่งแสดงใหเห็นวากริด 195 120×  มคีวามละเอียดเพียง

พอที่จะทาํใหผลลัพธไมข้ึนอยูกับขนาดของกริดที่ใช  จงึเลือกกริดขนาด 195 120×  ในการคํานวณ

และนําผลคํานวณที่ไดเปรียบเทียบกับการทดลองตอไป 

 สําหรับแบบจาํลองความปนปวน Low-Re k ε− นั้น ขนาดกริดที่เลือกใชในการทดสอบ 

Grid independency ไดแก 160 120× , 210 150×  และ 280 240×  ทดสอบโดยการเปรียบ 

เทียบการเปล่ียนแปลงความเร็วเฉลี่ย / cfu u  ตามระยะ /y D   ที่ตําแหนง / 5x D =  และ 

/ 50x D =  ดังแสดงในรูปที่  5.4    ผลการทดสอบปรากฏวากริด 210 150×  และ 265 200×  ให

ผลลัพธที่ใกลเคียงกนั เพื่อประหยัดเวลาในการคํานวณโดยขนาดกริดไมมีผลกระทบตอการ

คํานวณ จึงเลือกใชกริดขนาด 210 150×  

 จากการทดสอบ Grid independency ของทัง้สองแบบจําลองความปนปวน จะเหน็ไดวา

ที่ระยะ / 50x D =  ซึ่งเปนตําแหนงทีพ่จิารณาแสดงวาเปนการไหลแบบเต็มรูปแลว เราพบวาแบบ 

จําลองทั้งสองมีลักษณะของรูปแบบที่คลายกัน แตจากการทดสอบความถกูตองของโปรแกรมใน

บทที ่ 4 ไดแสดงใหเหน็วาแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  จะทาํนายผลลัพธได

ใกลเคียงกวาสําหรับการไหลในทอโดยเฉพาะบริเวณใกลผนัง ดังนัน้เราจงึเหน็ความแตกตางของ

ทั้งสองแบบจาํลองเมื่อคา /y D  เขาใกลคาที่ผนงั ( / 0y D = หรือ 6)  

 จากการใชขนาดกริดที่เลือกคือ 195 120×  สําหรับแบบจําลองความปนปวน Standard 

k ε−  เมื่อนํามาแสดงความสมัพนัธของความเร็วเฉลี่ย / cfu u  ตามระยะ /y D   ทีตํ่าแหนง 

/ 1.3x D = , 1.9 และ 3 เปรียบเทียบกบัผลการทดลองของ O’Malley (1984) ดังแสดงในรูปที่ 

5.5 จะเหน็วาการเปล่ียนแปลงบริเวณดานหลังซึง่ใกลกับทางออกของเจ็ตที ่ / 1.3x D =  นั้น 

แบบจําลองความปนปวนทัง้สองแบบจาํลองไมสามารถทํานายผลลัพธไดดีนัก ผลการทดลองจะ

ปรากฎการไหลวนข้ึนที่ตําแหนงนี ้ ในขณะที่ผลลัพธจากแบบจําลองความปนปวนไมสามารถ

ทํานายคุณลักษณะดังกลาวได เนื่องจากที่คา 0.1R =  นั้นกระแสขวางมีอิทธิพลมากกวากระแส

เจ็ตเปนอยางมากทําใหบริเวณดังกลาวอาจเกิดกระแสการไหลวนที่มขีนาดเล็ก รวมทัง้ลักษณะ

ของปากทางออกของเจ็ตที่เปนขอบหรือมมุ อาจทําใหมีผลตอการเปล่ียนแปลงรูปแบบความเร็ว

ทางดานหลังเจ็ตไดเชนกัน    เมื่อพิจารณาท่ีระยะหางจากปากทางออกของเจ็ตไปดานหลังมากข้ึน  
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 รูปที่ 5.3   การทดสอบ Grid independency ของความเร็วเฉลี่ย / cfu u กับระยะ /y D  

                ของแบบจําลอง Standard k ε−  ที่ตําแหนง / 5x D =  และ / 50x D =   

      สําหรับ 0.1R =    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 รูปที่  5.4  การทดสอบ Grid independency ของความเร็วเฉลี่ย / cfu u กับระยะ /y D  

                ของแบบจําลอง Low-Re k ε−  ที่ตําแหนง / 5x D =  และ / 50x D =   

                สําหรับ 0.1R =  

x/D = 50

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

6.0

0.0 0.5 1.0 1.5

u/u cf

y/
D

160x120

210x150

280x240

x/D = 5

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

6.0

0.0 0.5 1.0 1.5

u/u cf

y/
D

160x120

210x150

280x240

x/D = 50

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

6.0

0.0 0.5 1.0 1.5

u/u cf
y/

D

160x90

195x120

210x150

x/D=5

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

6.0

0.0 0.5 1.0 1.5

u/u cf

y/
D

160x90

195x120

210x150



 
 

70

คือ / 1.9x D =  และ 3 รูปแบบการไหลเร่ิมมีการพฒันาของรูปรางความเร็ว เห็นไดวาผลลพัธจาก

แบบจําลองสามารถทํานายไดใกลเคียงกบัผลการทดลองมากข้ึนที่บริเวณใกลผนงั  

 สําหรับผลลัพธจากแบบจาํลองความปนปวน Standard k ε−  และ  Low-Re k ε−  ที่

คา 0.1R =  นัน้ เห็นไดชัดเจนวา ทัง้สองแบบจาํลองใหผลลัพธที่ใกลเคียงกนัเมื่อพิจารณาบริเวณ

ใกลกับผนงั โดยเฉพาะที่ระยะ / 1.3x D =  และ 1.9    ดังแสดงในรูปที่ 5.5    ในขณะที่เร่ิมมีความ

แตกตางเพยีงเล็กนอยที่ระยะ / 3x D =  จึงเปนทีน่าสนใจวา เมื่อระยะ /x D  เพิ่มข้ึนหรือการไหล

เร่ิมพัฒนาไปเปนแบบเต็มรูปมากข้ึน  ความแตกตางของผลลัพธที่ไดจากแบบจําลองก็แตกตางกัน

ดังแสดงในรูปที่ 5.3 และ 5.4 
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 รูปที่ 5.5  การเปล่ียนแปลงความเร็วเฉล่ีย / cfu u กับระยะ /y D  ที่ตําแหนง / 1.3x D = , 

    1.9 และ 3 สําหรับ 0.1R =  
    (                                                                                                       ) 
 
 
 
 

 O’Malley,                 Standard          ,                Low-Re k ε− k ε−
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 รูปที่ 5.6  การเปล่ียนแปลงความเร็วเฉล่ีย / cfu u กับระยะ /y D  ที่ระยะ /x D  ใดๆ 

                สําหรับ 0.1R =  
                            (                                                                                  ) 
 
 สําหรับความเร็วเฉลี่ย / cfu u ที่ระยะ /x D  อ่ืนๆ  ไดแสดงไวในรูปที ่5.6 ซึ่งแสดงถึงการ

พัฒนาความเร็วของการไหลทั้งกอนและหลังทางออกของเจ็ต จะเห็นไดวาทัง้สองแบบจําลองความ

ปนปวนสามารถทํานายไดใกลเคียงกัน เนื่องจากมีอัตราสวนความเร็วที่ตํ่า แตกตางกนัเพยีง

เล็กนอยเม่ือการไหลพัฒนาเปนแบบเต็มรูปแลว ซึ่งแบบจําลอง Low-Re k ε−  ทํานายการ

เปล่ียนแปลงใกลผนังไดดีกวา 

 เมื่อนําผลการคํานวณที่ไดจากทัง้สองแบบจําลองความปนปวนมาแสดงภาพของ Stream 

line ดังในรูปที่ 5.7 และ 5.8 พบวาภาพที่ไดจากแบบจําลองความปนปวนทัง้สองมีความใกลเคียง

กัน และสามารถแสดงทศิทางการเคลือ่นที่ของกระแสเจ็ตที่ถูกกระทบจากกระแสขวางจนทิศทาง 

การไหลมีการเบ่ียงเบนไดชัดเจน นอกจากนีย้ังพบวามีการไหลวนขนาดเล็กใกลกบัผนังลางดาน 

หลังทางออกของเจ็ต การไหลวนขนาดเล็กนี้มีความยาวอยูในชวง / 1x D =  ถงึ 2  

 เมื่อนําผลการคํานวณที่ไดมาพล็อตในรูปของเวกเตอรความเร็วดังแสดงในรูปที ่ 5.9 และ 

5.10 รูปเวกเตอรความเร็วสามารถแสดงการไหลโดยรวมไดชัดเจนทัง้บริเวณกอนถึงทางออกเจ็ตที่

กระแสขวางมีการเปล่ียนแปลงทิศทางเล็กนอยกอนปะทะกับกระแสเจ็ต จนกระทัง่เคล่ือนที่มาถึง

บริเวณที่เจ็ตพุงออกมาทาํใหเห็นการเบ่ียงเบนของทิศทางกระแสเจ็ตทีช่ัดเจนข้ึน หลังจากนั้นเจ็ต

และกระแสขวางจะเคล่ือนทีไ่ปในทิศทางเดียวกนัทางดานหลังทางออกเจ็ต เมื่อดูรูปขยายในรูปที่ 

5.11 จะพบการไหลวนขนาดเล็กที่เกิดข้ึนทางดานหลังทางออกของเจ็ตและการเหนี่ยวนาํการผสม 

ทางดานหนาของเจ็ตดวยเชนกนั   
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  รูปที่ 5.7 Streamline ของแบบจําลอง Standard k ε− สําหรับ 0.1R =  (Not to scale) 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
 รูปที่ 5.8 Streamline ของแบบจําลอง Low-Re k ε− สําหรับ 0.1R = (Not to scale) 
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      รูปที่ 5.9 เวกเตอรความเร็ว ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−   

           สําหรับ 0.1R =  (Not to scale) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       
 รูปที่ 5.10 เวกเตอรความเร็ว ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−   

                 สําหรับ 0.1R = (Not to scale) 
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  รูปที่ 5.11 ภาพขยายของเวกเตอรความเร็ว บริเวณใกลทางออกกระแสเจ็ต สําหรับ 0.1R =  
                  (Not to scale) 
 
 จากผลการคํานวณสําหรับแบบจําลองความปนปวน Standard  k ε−  สามารถประมาณ

คา Reattachment length ไดที่ / 2.05x D =  และสําหรับแบบจําลองความปนปวน Low-Re 

k ε−  ไดคา / 1.83x D =  สวนคา Reattachment length ที่ไดจากผลการทดลองคือ ที ่

/ 1.68x D =  ซึ่งแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  สามารถทํานายคานี้ไดใกลเคียงกับ

ผลการทดลองมากกวาแบบจําลอง Standard k ε−  

 สําหรับปริมาณสเกลารซึ่งในทีน่ี้ใชเปนตัวแทนของปริมาณความเขมขนของมวล ซึ่งแสดง

การกระจายตัวของความเขมขนของมวลในขอบเขตที่พจิารณา ผลการคํานวณปริมาณสเกลารที่

ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  และ Low-Re k ε−  สําหรับ 0.1R =  ถูก

แสดงในรูปที่ 5.12 และ 5.13 ตามลําดับ จากรูปเม่ือเราพิจารณาใหปริมาณสเกลารสําหรับกระแส

เจ็ตมีคามากทีสุ่ดเทากับ 1 และสําหรับกระแสขวางมีคาเทากับ 0 จะเห็นไดวา ปริมาณสเกลารทีม่ี

คามากยังคงอยูใกลๆ กับปากทางออกของเจ็ตและมีคาลดลงตามทิศทางการไหล ในขณะเดียวกนั

ปริมาณสเกลารมีคาลดลงตามระยะหางจากผนงัที่เพิม่ข้ึนเนื่องจากกระแสเจ็ตไดรวมเขากับกระแส 

ขวางที่มีปริมาณสเกลารตํ่า อิทธิพลของกระแสขวางก็มีสวนสําคัญตอการกระจายตัวของปริมาณ 

สเกลารดวยเชนกนั ซึง่สังเกตไดจากการเปลี่ยนแปลงปริมาณสเกลารโดยสวนใหญเกิดข้ึนบริเวณ

ใกลกับผนงัคอนขางมาก สอดคลองกับทิศทางการไหลของกระแสเจ็ตที่ไมอาจเคลื่อนที่ไดสูงมาก

นัก สงผลใหการกระจายทางดานหลังของเจ็ตจึงมีมากกวา ในทางกลับกนัเม่ือเราแทนปริมาณ 
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สเกลารดวยอุณหภูมิก็จะพบวาอุณหภูมสูิงๆ ยังคงกระจายตัวรอบๆ ทางออกของกระแสเจ็ต และมี

การเปล่ียนแปลงตามทิศทางการไหลซ่ึงสอดคลองกับความเปนจริงทางกายภาพ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
     รูปที ่5.12  ปริมาณสเกลารที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−   

                      สําหรับ 0.1R =  (Not to scale)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   รูปที ่5.13 ปริมาณสเกลารที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−    

       สําหรับ 0.1R =  (Not to scale) 
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 5.2.2 การเปรียบเทียบทีค่าอัตราสวนความเร็ว R = 0.8 
 
 หัวขอที่ 5.2.1 ไดแสดงการพิจารณาที่คา 0.1R =  ซึ่งเกิดการไหลวนขนาดเล็กมากๆ ใกล

กับดานหลังทางออกของกระแสเจ็ต สําหรับหวัขอนี้ไดเลือกพิจารณาที่คา 0.8R =  เพือ่ศึกษา

ผลกระทบจากการเปล่ียนแปลงพารามิเตอรซึ่งเปนความเร็ว หรืออัตราสวนความเร็วที่มีตอการไหล

แบบเจ็ตในกระแสขวาง  

 ขนาดกริดอาจจะสงผลตอผลลัพธที่คํานวณจากแบบจําลองได ดังนั้นจึงไดทําการทดสอบ 

Grid independency เชนเดียวกับหัวขอที่ 5.2.1 โดยใชการเปล่ียนแปลงความเร็วเฉลี่ย / cfu u  

กับระยะ /y D   ที่ตําแหนง / 5x D =  และ / 50x D =  ผลการทดสอบจากกริดหลายๆ ขนาด  

ทําใหตัดสินใจเลือกใชกริดขนาด 160 90×  สําหรับแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  

และกริดขนาด 210 150×  สําหรับแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  โดยกริดทั้งสอง

ขนาดไดทดสอบแลววาสามารถใหผลลัพธที่ไมข้ึนกับขนาดที่เพิ่มข้ึน 
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 รูปที่ 5.14  การเปล่ียนแปลงความเร็วเฉล่ีย / cfu u กับระยะ /y D  ที่ตําแหนง / 2x D =  

      และ 5 สําหรับ 0.8R =  
      (                                                                                                       ) 
       

 O’Malley,                 Standard          ,                Low-Re k ε− k ε−
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 รูปที่ 5.15  การเปล่ียนแปลงความเร็วเฉล่ีย / cfu u กับระยะ /y D  ที่ตําแหนง / 7x D =  

      และ 9 สําหรับ 0.8R =  
                 (                                                                                                       )
     
 จากผลการคํานวณดวยกริดขนาด 160 90×  และ 210 150×  ของแบบจําลองความปน 

ปวน Standard k ε−  และ Low-Re k ε−  ตามลําดับ เมื่อนํามาแสดงความสัมพันธดวย

ความเร็วเฉล่ีย / cfu u กับระยะ /y D   ที่ระยะ / 2x D = , 5, 7 และ 9 สําหรับ 0.8R =  เปรียบ 

เทียบกบัผลการทดลองของ O’Malley (1984) ดังแสดงในรูปที่ 5.14 และ 5.15 แสดงใหเหน็วา

ต้ังแตระยะ / 2x D =  ถึง 9 นัน้ยงัคงมีการไหลวนดานหลังทางออกของเจ็ตอยู สวนแบบจําลอง

ความปนปวนก็สามารถทาํนายผลลพัธไดใกลเคียงกับผลการทดลองแมวาจะยังไมคอยแมนยาํนกั  

 ที่ระยะ / 9x D =  จะเห็นวาผลลพัธที่ไดจากแบบจําลอง Standard k ε−  นัน้ คา

ความเร็วเฉล่ียเร่ิมเปนบวกหรือมีทิศทางไปดานหนาที่บริเวณใกลผนงัดานลาง ในขณะที่ผลลัพธ

จากแบบจําลอง Low-Re k ε−  มีการพัฒนารูปแบบการไหลที่ชากวาหรือใกลเคียงกับผลทดลอง

มากกวาที่ตําแหนง / 9x D =  และท่ีตําแหนงนีจ้ากผลการทดลองแสดงใหเห็นวายังเปนระยะที่

เกิดการไหลวน หรือบอกไดวาขนาดของการไหลวนขยายตัวเพิม่ข้ึนมากกวาที่ 0.1R =  นอกจากนี้

 O’Malley,                 Standard          ,                Low-Re k ε− k ε−
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แบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−  ยังสามารถทํานายรูปแบบการไหลไดสอดคลองกับผล

การทดลองมากกวาแบบจําลอง Standard k ε−  เล็กนอยที่ระยะหางจากผนังเพิ่มมากข้ึน และรูป

ที่ 5.16 แสดงการเปล่ียนแปลงความเร็ว เฉลี่ย / cfu u กับระยะ /y D  ที่ระยะ /x D  ใดๆ ซึ่งจะเห็น

ไดชัดเจนวาที ่ 0.8R =  นั้น จะมีชวงการไหลวนที่ยาวกวาทางดานหลังเจต็เม่ือเทียบกับกรณีที่ 

0.1R =  จึงเปนเหตุใหการพัฒนาเปนการไหลแบบเต็มรูปชากวาที่คา 0.1R =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
  
 
 
 
  
 รูปที่ 5.16  การเปล่ียนแปลงความเร็วเฉล่ีย / cfu u กับระยะ /y D  ที่ระยะ /x D  ใดๆ 

                 สําหรับ 0.8R =  
                            (                                                                                 ) 
 
 
 รูปของเสน Streamline ที่แสดงในรูปที่ 5.17 และ 5.18 จากทั้งสองแบบจําลองมีลักษณะ

ที่คลายกันและสามารถแสดงการไหลวนทีเ่กิดข้ึนในชวง / 1x D =   ถงึ  9 ไดชัดเจน ทิศทางการ

ไหลของกระแสเจ็ตยังคงไดรับอิทธิพลจากกระแสขวางจนเบ่ียงเบนทิศทางการไหล เมื่อเปรียบ 

เทียบรูปของ Streamline ที ่ 0.1R =  และ 0.8R =  จะพบวาการเพิม่ข้ึนของคา R สงผลตอขนาด

การไหลวนบริเวณผนงัดานลางทางดานหลังของเจ็ต แตความสูงของขนาดการไหลวนยงัคงอยูใน

ระดับที่ใกลเคียงกับผนังดานลาง เนื่องจากความเร็วของกระแสขวางมีอิทธพิลเปนอยางมากตอ

การเคลื่อนที่ของความเร็ว v ในแนวต้ังฉากกับผนงั  

 คาที่วัดไดจากการทดลองอีกคาหนึง่ก็คือ ระยะ Reattachment ทางดานหลังของเจ็ต จาก

การทดลองสําหรับ 0.8R =  ระยะ Reattachment เทากับ 10.3D ในขณะที่ผลลัพธซึ่งไดจาก

                 Standard          ,                Low-Re k ε− k ε−
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แบบจําลอง Standard k ε−  และแบบจําลอง Low-Re k ε−  เทากับ 8.28D และ 9.4D 

ตามลําดับ จากประเด็นนีก้็ชี้ใหเห็นวาแบบจําลอง Low-Re k ε−  ไดถูกพัฒนาใหสามารถ

ทํานายการไหลแบบแยกตัวไดดีข้ึน และทํานายผลการไหลที่บริเวณใกลผนังไดดีกวาแบบจําลอง 
Standard k ε−   
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.17 Streamline ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−       

                สําหรับ 0.8R =  (Not to scale) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 รูปที่ 5.18 Streamline ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−       

         สําหรับ 0.8R =  (Not to scale) 
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 เราสามารถมองเหน็การไหลไดชัดเจนข้ึนดวยภาพเวกเตอรความเร็วดังแสดงในรูปที่ 5.19 

และ 5.20 ทีค่า 0.8R =  ของทัง้สองแบบจําลองความปนปวน ภาพที่ไดแสดงใหเห็นชัดเจนวา

กระแสขวางเมื่อเคลื่อนที่เขาใกลทางออกของกระแสเจ็ตนั้น ทิศทางการไหลจะเบ่ียงเบนไปตามทิศ

ที่พุงออกมาของกระแสเจ็ต หรือเกดิการเหนี่ยวนาํการผสมกันของกระแสการไหลทั้งสองชนิด 

จนกระทั่งเคลือ่นที่ผานระยะทางออกของเจ็ต กระแสการไหลทัง้หมดก็จะเปล่ียนทิศทางกลับมา

ไหลตามทิศกระแสขวางเชนเดิม พรอมกันกับการเกิดการไหลวนที่ดานหลังทางออกของเจ็ต  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.19 เวกเตอรความเร็ว ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−   

        สําหรับ 0.8R =  (Not to scale) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.20 เวกเตอรความเร็ว ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−   

        สําหรับ 0.8R =  (Not to scale) 
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            รูปที่ 5.21 ภาพขยายเวกเตอรความเร็ว บริเวณใกลปากทางออกเจ็ต 

       สําหรับ 0.8R =  (Not to scale) 
 
 ภาพขยายของเวกเตอรความเร็วสําหรับ 0.8R =  ไดแสดงไวในรูปที ่ 5.21 ทําใหเรา

สังเกตเห็นการไหลวนขนาดใหญทางดานหลังของทางออกเจ็ตที่สอดคลองกับเสน Streamline 

และการไหลวนขนาดเล็กที่เพิ่มข้ึนมาซึง่ไมพบเห็นจากอัตราสวนความเร็ว 0.1R =  การไหลวนที่

เกิดข้ึนนีน้าจะเกิดจากการแพรของกระแสขวางบางสวนเขาไปยังกระแสเจ็ต และกระแสเจ็ตบาง 

สวนที่แพรออกไปยังกระแสขวาง เนื่องจากกระแสเจ็ตเร่ิมมีอิทธพิลตอกระแสขวางมากข้ึนจากคา 

R ที่เพิ่มข้ึน รวมทัง้ความเร็วของกระแสขวางที่บริเวณใกลกับผนงัมคีาลดลงเนื่องจากแรงเฉือน ที่

เพิ่มข้ึนในบริเวณนี้ แมวาคุณลักษณะนี้ไมไดแสดงใหเห็นวามกีารพบหรือกลาวถงึในผลการทดลอง 

 สําหรับรูปที ่ 5.22 และ 5.23 ไดแสดงการกระจายตัวของปริมาณสเกลารจากแบบจําลอง 

ความปนปวนสําหรับ 0.8R =  จะเห็นไดวาการกระจายตัวของปริมาณสเกลารแตกตางกับคาที่ได

จาก 0.1R =  อยางเห็นไดชัดเจน การเพิ่มความเร็วของกระแสเจ็ตทําใหปริมาณสเกลารที่มีคา

มากๆ ซึง่จากเดิมที่อยูใกลกับปากทางออกเจ็ตก็สามารถกระจายตัวไปไดไกลกวาเดิมตามทิศทาง

ดานหลังเจ็ต ยกตัวอยางเชน จากรูปที ่5.22 และ 5.23 ปริมาณสเกลาร 0.9C =  สามารถเคล่ือนที่

หางจากปากทางออกเจ็ตได / 3x D =  และ 5 สําหรับแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  

และ  Low-Re k ε−  ตามลําดับ  ในขณะที่รูปที ่ 5.12 และ 5.13 นัน้ ปริมาณสเกลาร 0.9C =  

สามารถเคล่ือนที่ไดเพยีงในชวง / 1x D =  ถึง 2 เปนตน นอกจากน้ีการกระจายตัวของปริมาณ 

สเกลารยงัเคลือ่นที่ออกหางจากผนังดานลางไปมากกวาในกรณทีี่คา 0.1R =   เมื่อเราใหปริมาณ 

สเกลารเปนตัวแทนของความเขมขนมวลในความหมายทางกายภาพก็จะเปรียบไดวาความเขมขน

ของมวลที่มีคามากก็สามารถเคล่ือนที่ไดไกลข้ึน และกระจายตัวไดมากข้ึนตามคา  R  ที่เพิ่มข้ึน     

หรือเปรียบปริมาณสเกลารเปนอุณหภูมิกห็มายความวาอุณหภูมิสูงๆ ก็จะถูกพัดพาใหไกลออกไป
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จากปากทางออกของเจ็ตมากข้ึน เหมือนที่มีการประยุกตใชคุณลักษณะนี้ในการระบายความรอน

แบบ Film cooling  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
   รูปที่ 5.22 ปริมาณสเกลารที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−   

      สําหรับ 0.8R =  (Not to scale) 
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 รูปที่ 5.23 ปริมาณสเกลารที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−   

     สําหรับ 0.8R =  (Not to scale) 
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 5.2.3 สรุปผลการคํานวณเม่ือพิจารณาท่ี R < 1 
 
 การเปล่ียนแปลงอัตราสวนความเร็ว R มีผลตอการเปล่ียนแปลงคุณลักษณะการไหล

อยางชัดเจน สําหรับกรณีที ่ 1R <  การไหลของกระแสขวางมีอิทธพิลตอกระแสเจ็ตเปนอยางมาก

และเปนผลใหคุณลักษณะการไหลสวนใหญที่เกิดข้ึนเปล่ียนแปลงตามทิศทางของกระแสขวางและ

มีขอบเขตที่จํากัด กลาวคือ ไมสามารถแสดงการกระจายตัวหรือเคล่ือนทีห่างจากผนงัดานลาง

ไดมากนกั ขณะเดียวกนัการเพิ่มข้ึนของคา R ในชวงนี้ก็มีผลใหปริมาณสเกลารที่มีคาสูงเคลื่อนที่

ไปไกลจากทางออกเจ็ตมากข้ึน เชนเดียวกับขนาดการไหลวนทางดานหลังของเจ็ตที่มีมากข้ึนดวย

เชนกนั เมื่อนาํแบบจําลองความปนปวนมาใชในการทาํนายผลการไหล ผลที่ไดกม็ีความนาพอใจ 

เชน แบบจาํลองสามารถแสดงใหเห็นการไหลวนทางดานหลังซึ่งเกิดข้ึนกับเจ็ตในกระแสขวางแบบ

สองมิติ หรือการเหนี่ยวนาํการผสมกันระหวางกระแสขวางและกระแสเจ็ตทางดานหนาทางออก

ของเจ็ต ถึงแมวาการทํานายบริเวณใกลปากทางออกของเจ็ตยังไมไดผลดีนักโดยเฉพาะที่คา 

0.1R =  อันเนื่องมาจากในการทดลอง ลักษณะปากทางออกของเจ็ตเปนเหล่ียมมุม และกระแส

เจ็ตที่เคล่ือนทีช่าทาํใหรูปแบบการไหลมีทศิทางที่ไมแนนอน ในขณะที่แบบจําลองการคํานวณได

กําหนดใหตําแหนงทางออกของเจ็ตเปนเพยีงเงื่อนไขขอบซ่ึงมีรูปแบบความเร็วคงที ่ สําหรับความ

แตกตางของแบบจําลองความปนปวนที่เลือกใชนัน้ สรุปไดวาความสามารถในการทํานายการไหล

โดยรวมของแบบจําลอง Standard k ε−  และ Low-Re k ε−  มีความใกลเคียงกันมาก แตกตาง

กันเพียงบริเวณใกลผนังและระยะ Reattachment ที่แบบจําลอง Low-Re k ε−  สามารถทํานาย

ไดใกลเคียงกบัผลการทดลองมากกวา 
 
5.3 การเปรยีบเทียบการไหลแบบเจ็ตปนปวนในกระแสขวางทีค่า R > 1   
         

ในหวัขอที่ 5.2 ไดแสดงอิทธิพลของการเปลี่ยนแปลงอัตราสวนความเร็วในชวงที่ 1R <  

ซึ่งอัตราสวนความเร็วในชวงนี้มีการนาํไปใชงานจริง เชน ในกระบวนการ Film cooling  ของ 

Turbine blade เปนตน ในขณะที่อัตราสวนความเร็วในชวง 1R >  ก็มีการใชงานจริงในหลาย

ดานดวยเชนกนั เชน การฉดีพนของเชื้อเพลิงในหองเผาไหม ดังนั้นวิทยานิพนธฉบับนี้จึงไดเลือก

การเปรียบเทยีบทัง้สองชวงเพื่อใหครอบคลุมกับการใชงาน และมีผลการทดลองมาเปรียบเทียบ

เพื่อช้ีใหเหน็ความถูกตองและแมนยาํของโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึนมา 

 การศึกษาหวัขอนี้ไดเปรียบเทียบผลที่คํานวณไดกับผลการทดลองของ Ramaprian and 

Haniu (1983) ซึ่งไดสรางชุดทดลองขนาดเล็กที่สามารถควบคุมอัตราการไหลของเจ็ตและกระแส

ขวางไดโดยอิสระ โดยทําการทดลองเพื่อหาการเปล่ียนแปลงการไหลที่ไดรับผลกระทบจากการ

เปล่ียนคา R โดยมีสมมติฐานใหพิจารณารูปแบบการไหลเปนสองมิติ ตัวอยางรูปชุดการทดลองได
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แสดงในรูปที ่ 5.24 ในการคํานวณกาํหนดใหของไหลเจ็ตและกระแสขวางเปนน้ําซ่ึงพิจารณาที่

อุณหภูมิคงที่เทากับ 26 oC โดยไมมีความแตกตางของอุณหภูมิระหวางของไหลทัง้สอง ของไหล

เจ็ตที่ทางออกมีความเร็วคงที่ 30 cm/s ที่ทางออกเปนการไหลแบบเต็มรูป ผานชองกวางขนาด 

5D =  มิลลิเมตร ของไหลกระแสขวางมีความเร็วที่พิจารณาเทากับ 3 cm/s และ 5 cm/s หรือมี

อัตราสวนความเร็ว R เทากับ 10 และ 6 ตามลําดับ รวมทัง้กําหนดใหของไหลเจ็ตมีคาความ

เขมขนของมวล 1jC =  และ 0cfC =  สําหรับของไหลเจ็ตและกระแสขวางตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

              รูปที ่5.24 ชุดการทดลองของ Jet assembly (Ramaprian and Haniu, 1983) 
 
สําหรับเงื่อนไขขอบไดกําหนดใหดานลางเปนผนงัทั้งหมดยกเวนทีท่างออกของเจ็ต ใน 

ขณะที่เงื่อนไขขอบดานบนเปนกระแสอิสระท่ีมีระยะความสูงของโดเมนเพยีงพอที่ไมกระทบกับการ

ไหลของเจ็ต สวนความเร็วที่ทางเขาของกระแสขวางมีความสม่าํเสมอ และทางออกกําหนดใหมี

ระยะหางจากทางออกของเจ็ตเพียงพอทีจ่ะทําใหเกิดการพัฒนาการไหลจนเปนแบบเต็มรูป 
 
5.3.1 การเปรียบเทียบทีค่าอัตราสวนความเร็ว R = 6 
 
ขนาดขอบเขตที่ใชในการคํานวณจะแตกตางกนัตามคา R เนื่องจากคา 1R >  หมายถึง

ความเร็วหรือโมเมนตัมของเจ็ตมีคามากกวากระแสขวาง     โดยกรณีนี้ดานหนาทางออกของเจ็ต

จะมีความปนปวนมากกวากรณีที่ 1R <  การกาํหนดเงื่อนไขขอบที่ทางเขาซึ่งเปนคาคงทีใ่หมีระยะ 

ใกลกับปากทางออกเจ็ตมากเกินไปจะมีผลกระทบตอกระแสเจ็ต จึงเพิ่มระยะ Upstream (L1) ให

มากข้ึน ขณะเดียวกนัขอบบนซึ่งกําหนดใหเปนกระแสอิสระน้ันก็มีระยะ (H) ทีเ่พิ่มข้ึนเพื่อลด

ผลกระทบจากกระแสเจ็ตซึง่พุงออกมา สวนระยะดานหลังทางออกของเจ็ตก็มีระยะหางพอสมควร
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จนทางออกของเจ็ตไมมีผลกระทบตอรูปแบบการไหล ดังนัน้สําหรับคา 6R =  จึงกาํหนดขอบเขต

การคํานวณดังนี ้

- ระยะกอนถึงทางออกเจ็ต (Upstream, L1)   =   80D 

- ความสูงของชองทางเขาของกระแสขวาง (H)   = 240D 

- ระยะดานหลังทางออกเจ็ต (Downstream, L2) = 340D 

สําหรับพกิัดเร่ิมตน (0,0) ถูกกําหนดใหอยูที่กึง่กลางปากทางออกของเจ็ต     ดังแสดงในรูปที ่5.25 

และลักษณะกริดที่ใชคํานวณในหัวขอที่ 5.3 ไดแสดงไวในรูปที ่5.26 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 รูปที่ 5.25 ขอบเขตการคํานวณที่ใชเปรียบเทียบกับการทดลองของ Ramaprian and  
     Haniu (1983)  (Not to scale) 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   รูปที่  5.26   ลักษณะกริดและเงื่อนไขขอบที่ใชคํานวณเปรียบเทียบกับการทดลอง          

        ของ  Ramaprian and Haniu (1983) (Not to scale) 
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 การทดสอบความเปน Grid independency จะแยกพิจารณาตามแตละชนิดของแบบ   

จําลองความปนปวน โดยทั้งแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−  และ  Low-Re k ε−  ได

เลือกพิจารณาจากรูปแบบการกระจายตัวของความเร็ว / ju v  กับระยะหางจากผนัง /y D  ที่

ระยะ / 2x D =  ซึ่งเปนตําแหนงใกลทางออกของเจ็ตและที่ระยะ / 300x D =    เมื่อการไหล

พัฒนาเปนแบบเต็มรูปแลว จากผลการทดสอบ Grid independency จะเลือกใชกริดขนาด 

246 110×  สําหรับแบบจําลอง Standard k ε−  และเลือกกริดขนาด 220 120×  สําหรับ

แบบจําลอง Low-Re k ε−  

 รูปที่ 5.27 แสดงการเปรียบเทียบผลการคํานวณจากแบบจําลองกับผลการทดลอง โดย

เปรียบเทียบจากการเปล่ียนแปลงของความเร็วเฉลี่ย / ju v  ที่ระยะ / 5y D =  สําหรับ 6R =

ลักษณะผลลัพธที่ไดคลายกันกับผลการทดลอง โดยทั้งสองแบบจําลองสามารถทํานายผลได

ใกลเคียงกนัและมีความใกลเคียงกับผลการทดลองเปนอยางดี จากรูปจะเหน็ไดชัดเจนวาตําแหนง

ที่มีความเร็ว / ju v  สูงสุดจะเคลือ่นที่เลยตําแหนงจุดกึง่กลางทางออกเจ็ต / 0x D =  สอดคลอง

กับพฤติกรรมของเจ็ตในกระแสขวางที่กระแสเจ็ตถูกทาํใหมีการเบ่ียงเบนทิศทางการไหล เมื่อ

พิจารณาชวง / 2x D = −  ถึง 0  จากผลการทดลองบงชี้วาคา / ju v  ทีน่อยกวาศูนยนั้น แสดงให

เห็นถึงการไหลวนทางดานหนาของทางออกเจ็ตโดยแบบจําลอง Low-Re k ε−  สามารถแสดงให

เห็นการไหลวนไดชัดเจนกวาแบบจําลอง Standard k ε−  ในขณะที่การไหลวนทางดานหลังของ

เจ็ตนั้น แบบจาํลองทั้งสองไมสามารถทาํนายการไหลวนที่ระยะ / 5y D =  ไดชัดเจนนกั 
  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 รูปที่ 5.27  การเปรียบเทยีบกับผลการทดลองดวยการกระจายตัวของความเร็วเฉลีย่ / ju v     

      กับระยะ /x D  ใดๆ ที ่ / 5y D =  สําหรับ  R = 6 
     (                                                                                                                     )  Ramaprian and Haniu,             Standard          ,            Low-Re k ε− k ε−
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 รูปที่ 5.28  การเปล่ียนแปลงความเร็วเฉล่ีย / ju v กับระยะ /y D  ที่ระยะ /x D  ใดๆ 

                 สําหรับ 6R =  
                            (                                                                                  ) 
 
 
 การเปล่ียนแปลงความเร็วเฉล่ีย / ju v  กับระยะ /y D  ที่ระยะ /x D  ใดๆ นั้น ไดแสดงใน

รูปที่ 5.28 จากรูปแสดงใหเห็นวาความเร็วเฉลี่ย / ju v  มีระยะในการพัฒนาเปนการไหลแบบเต็ม

รูปคอนขางมาก สําหรับขนาดการไหลวนทางดานหลังก็เพิ่มข้ึนเชนเดียวกนัทัง้ในทิศทางการไหล

ของกระแสขวางและในระยะ /y D  ซึ่งหางจากผนังมากข้ึน เมื่อเทียบกับการไหลในกรณีที่ 1R <  

 นอกจากนีเ้มื่อนําผลลพัธซึง่ไดจากแบบจําลองความปนปวนมาแสดงผลดวยภาพเวกเตอร

ความเร็ว ดังแสดงในรูปที ่ 5.29 และ 5.30 จะพบวาขนาดของเวกเตอรในระยะ Upstream และ

ชวงทางออกเจ็ตแตกตางกนัอยางเห็นไดชัด เนื่องจากความเร็วของเจ็ตที่มีคามากกวา ทาํใหกระแส

เจ็ตสามารถเคล่ือนที่ออกจากผนงัดานลางไดมากข้ึนพรอมๆ กับขนาดการไหลวนทางดานหลังเจต็

ที่ขยายตัวตามระยะที่เจ็ตเคล่ือนออกไปไดกอนทีก่ระแสเจ็ตจะถูกอิทธิพลจากกระแสขวางจนเบ่ียง 

เบนทิศทางไปตามกระแสขวาง เมื่อเปรียบเทียบกับภาพเวกเตอรที่ไดกับกรณีที่คา 1R <  ในรูปที่ 

5.9, 5.10, 5.19 และ 5.20 จะเห็นไดชัดวา รูปรางของการไหลวนทางดานหลังเจ็ตจะแตกตางกนั 

เมื่อ 1R <  การไหลวนจะเกิดข้ึนบริเวณใกลๆ กับผนงัดานลางและขยายออกไปตามทิศทางการ

ไหล เนื่องจากอิทธพิลของกระแสขวาง ในขณะที่เมื่อ 1R >  ขนาดการไหลวนสามารถขยายตัว

ออกหางจากผนังมากข้ึนดวยอิทธพิลของกระแสเจ็ตที่มากข้ึน สําหรับระยะ Reattachment ที่ได

                 Standard          ,                Low-Re k ε− k ε−
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จากแบบจําลอง Standard k ε−  และ Low-Re k ε−  เทากับ 196.34D  และ 181.9D  

ตามลําดับ  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         
 รูปที่ 5.29 เวกเตอรความเร็ว ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−   

      สําหรับ 6R =  (Not to scale) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 รูปที่ 5.30 เวกเตอรความเร็ว ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−    

      สําหรับ 6R =  (Not to scale) 
 
  
 
 
 

x/D

y/
D

100

320
0

50

-40 0 40 80 120 160 200 240 280

x/D

y/
D

320

100

0 40 80 120 160 200 240 280-40
0

50



 
 

89

 ภาพขยายของเวกเตอรความเร็วสําหรับแบบจําลอง  Low-Re k ε−    แสดงในรูปที ่5.31 

จากภาพแสดงใหเห็นถึงการไหลวนที่เกิดข้ึนดานหนาของทางออกเจต็ไดอยางชัดเจน ซึ่งสอดคลอง

กับรูปที่ 5.27 ที่แสดงถงึความสามารถของโปรแกรมที่แสดงการไหลวนที่ระยะ / 5y D =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 รูปที่ 5.31 ภาพขยายเวกเตอรความเร็ว ทีไ่ดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re  

     k ε−  สําหรับ 6R =  (Not to scale) 
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  
  
 รูปที่ 5.32 ปริมาณสเกลาร ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−     

                 สําหรับ 6R =  (Not to scale) 
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 รูปที่ 5.33 ปริมาณสเกลาร ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−    

                  สําหรับ 6R =  (Not to scale) 
 
 ปริมาณสเกลารที่ไดจากโปรแกรมในรูปที ่5.32 และ 5.33 นั้น แสดงใหเหน็ไดชัดเจนยิ่งข้ึน

วาปริมาณสเกลารก็แปรผันตามคา R เชนเดียวกนั การกระจายตัวไดขยายในบริเวณกวาง

เนื่องจากกระแสเจ็ตที่มากข้ึน แตปริมาณสเกลารที่มคีาสูงยงัคงอยูใกลๆ กับทางออกของกระแส

เจ็ตเชนเดิม นั่นหมายถึงเมือ่ 1R <  ปริมาณสเกลารทีม่ีคาสูงสามารถเคล่ือนที่ไปไดไกลกวาแต

ระดับความสูงยังคงอยูใกลกบัผนังดานลาง ซึ่งตรงกันขามกับกรณีที่ 1R >  ซึ่งการกระจายจะเปน

บริเวณกวาง โดยปริมาณสเกลารสามารถกระจายตัวหางจากผนงัไดมากข้ึน อยางไรก็ตาม

ปริมาณสเกลารที่มีคาสูงยงัคงอยูใกลๆ กบัปากทางออกของเจ็ต  
 

5.3.2 การเปรียบเทียบทีค่าอัตราสวนความเร็ว R = 10 
 
ขนาดขอบเขตที่ใชในการคํานวณที่คา 10R =  มีขนาดที่ใหญกวา 6R =  สําหรับ

วิทยานิพนธนีไ้ดทําการศึกษาและทดสอบพบวาขนาดขอบเขตที่ใชในการคํานวณ สามารถกําหนด

ไดดังตอไปนี้  

- ระยะกอนถึงทางออกเจ็ต (Upstream, L1)   = 100D 

- ความสูงของชองทางเขาของกระแสขวาง (H)   = 400D 

- ระยะดานหลังทางออกเจ็ต (Downstream, L2) = 600D 

 ในเบ้ืองตนการทดสอบความเปน Grid independency ของแบบจําลองความปนปวน 

Standard k ε−  และ Low-Re k ε−  ไดทดสอบโดยเลือกพิจารณาจากรูปแบบการกระจายตัว

ของความเร็ว / ju v  กับระยะหางจากผนัง /y D  โดยตําแหนงที่พจิารณาคือ ระยะ / 2x D =  ซึ่ง

เปนตําแหนงใกลทางออกเจต็ และ / 500x D =  ซึ่งเปนตําแหนงทีม่ีการไหลแบบเต็มรูป ผลการ
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ทดสอบ Grid independency แสดงใหเหน็วากริดขนาด 180 90×  และ 220 120×  มีความ

เหมาะสมสําหรับแบบจําลอง Standard k ε−  และ Low-Re k ε−  ตามลําดับ 

     ดังที่ไดแสดงการเปรียบเทยีบผลการคํานวณที่ไดจากโปรแกรมกับผลการทดลองไปแลว 

สําหรับ 6R =  ซึ่งมคีวามใกลเคียงกับผลการทดลองเปนอยางดีทั้งแบบจําลอง Standard k ε−

และ Low-Re k ε−  ในลําดับตอไปจึงนําผลการคํานวณที่ไดจากทัง้สองแบบจําลองมาแสดงเสน

วิถีการเคล่ือนที่ของเจ็ตทั้งกรณีที่ 6R =  และ 10 โดยการเคล่ือนที่ของเจ็ตนัน้นยิามใหเปน

ตําแหนงทีม่ีขนาดความเร็วสูงสุดในแตละแนวพิกัดที่เคล่ือนที ่ ในการพิจารณาจะคงที่คาตาม

แนวแกน x ในแตละพิกัด และพิจารณาความเร็วลัพธที่มีขนาดมากที่สุดในพิกัดตามแนวแกน y  

การเปรียบเทยีบจะแบงออกเปนสองชุด คือ สําหรับ 6R =  และ 10 ซึ่งเปรียบเทียบกบัผลการ

ทดลองของ Ramaprian and Haniu (1983) ในพกิัด x y−  ดังแสดงในรูป 5.34  

 จากรูปที ่ 5.34 จะพบวาวถิีการเคลื่อนทีซ่ึ่งไดจากการใชแบบจําลอง Standard k ε−  

และ Low-Re k ε−  นั้น สามารถทํานายไดผลใกลเคียงกับการทดลอง การพิจารณาโดยกําหนด

ขอบเขตการคํานวณใหมีระยะหางจากทางออกเจ็ตชวยลดผลกระทบจากกระแสเจ็ตซึ่งมีความเร็ว

มากกวากระแสขวางสําหรับ 1R >  ในขณะเดียวกันเมื่อ 1R <  สามารถลดขอบเขตการคํานวณ

ใหใกลกับทางออกของเจ็ตได สําหรับรัศมีความโคงก็เพิ่มข้ึนตามคา R ที่เพิม่ข้ึน แตไมไดเพิ่มข้ึน

ดวยอัตราสวนที่แนนอน ในหลายการทดลองมักกําหนดเปนชวงของตัวแปรที่สอดคลองกับการ

ทดลองที่ได 

รูปที่ 5.35 และ 5.36  แสดงการกระจายตัวของเวกเตอรความเร็วที่ไดจากแบบจําลอง

ความปนปวน Standard k ε−  และ Low-Re k ε−  ภาพของเวกเตอรความเร็วไดแสดงใหเห็น

การไหลวนของการไหลที่แตกตางกนัตามอัตราสวน ในกรณีที่ 10R =  แสดงใหเห็นวาการไหลวน

จะเกิดข้ึนในบริเวณดานหลังทางออกของเจ็ตที่มีบริเวณกวางกวา 6R =  ทศิทางการเคลือ่นที่ของ

กลุมเวกเตอรความเร็วที่มีคามากจะมีความสอดคลองกบัวิถีการเคล่ือนที่ของเจ็ต ดังแสดงในรูปที่ 

5.34 โดยมีรัศมีความโคงแปรผันตามอัตราสวนความเร็วและการไหลวนเกิดข้ึนดานลางของเสนวถิี

การเคลื่อนที่ สําหรับระยะ Reattachment ที่ไดจากแบบจําลอง Standard  k ε−  มคีาเทากับ 

373.6D และ Low-Re k ε−  มีคาเทากับ 398.4D   
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  รูปที่ 5.34  วถิีการเคลื่อนทีข่องเจ็ตจากแบบจําลอง Standard k ε− และ Low-Re          

       k ε−  เทยีบกับผลการทดลองของ Ramaprian and Haniu (1983)       

       สําหรับ R = 6 และ 10 
      ( 
                                                                                                                         )         
                                  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 รูปที่ 5.35 เวกเตอรความเร็ว ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−   

     สําหรับ 10R =  (Not to scale) 
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 รูปที่ 5.36 เวกเตอรความเร็ว ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−   

     สําหรับ 10R =  (Not to scale) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.37 ภาพขยายเวกเตอรความเร็ว ทีไ่ดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re  

     k ε−  สําหรับ 10R =  (Not to scale) 
 

ภาพขยายของเวกเตอรความเร็วในรูปที ่ 5.37 แสดงทิศทางของเวกเตอรความเร็วของ

กระแสการไหลรอบๆ บริเวณทางออกของเจ็ตทีม่ีทิศพุงเขาหากระแสเจ็ต จากภาพทีไ่ดส่ือใหเห็นวา

เกิดการเหนีย่วนาํการผสมของของไหลโดยรอบเจ็ตเขาสูของไหลเจ็ต แลวเคลื่อนที่ไปพรอมกับเจ็ต 

เชนเดียวกับคุณลักษณะของเจ็ตในกระแสอิสระ หรือในกระแสตามที่ของไหลโดยรอบเจ็ตจะเกิด

การเหนี่ยวนาํการผสมเขาไปในเจ็ต นอกจากนี้การไหลวนที่เกิดข้ึนทัง้ดานหนาและดานหลังของ

เจ็ตก็มีขนาดเพิ่มข้ึนตามอัตราสวนความเร็วดวยเชนกนั 
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 รูปที่ 5.38 ปริมาณสเกลาร ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Standard k ε−    

     สําหรับ 10R =  (Not to scale) 
 
 
 
 
 
  
 
 
  
 
 
 
 
 
  
 รูปที่ 5.39 ปริมาณสเกลาร ที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน Low-Re k ε−   

       สําหรับ 10R =  (Not to scale) 
 

ปริมาณสเกลารที่คํานวณไดจากทัง้สองแบบจําลองความปนปวน ดังแสดงในรูปที ่ 5.38 

และ 5.39 แตกตางกนัเล็กนอย โดยแบบจําลอง Low-Re k ε−  สามารถทาํนายระยะการ

เคล่ือนที่ของปริมาณสเกลารไดไกลกวาเมือ่พิจารณาจากปริมาณสเกลารเดียวกนั เชน ปริมาณ 

สเกลาร 0.3C =  จากแบบจําลอง Standard k ε−  สามารถทาํนายไดในชวง / 0x D =  ถึง 50 

ในขณะที่แบบจําลอง Low-Re k ε−  ทํานายไดในชวง / 0x D =  ถึง 100 นอกจากนั้นยังทํานาย

ปริมาณสเกลารตํ่าๆ บริเวณใกลผนังไดแตกตางกนัเล็กนอยซึง่สังเกตไดจากเสน Contour โดย

สาเหตุของความแตกตางนาจะมาจากการใชเงื่อนไขขอบที่ผนงัดานลางแตกตางกนั 
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สําหรับการกระจายตัวของปริมาณสเกลารโดยรวมของทัง้สองแบบจาํลอง มีลักษณะเปน

วงกวางและเคลื่อนที่ไปไดไกล แสดงใหถงึการแปรผันตามคา R เชนเดียวกัน เมือ่เปรียบเทียบ

ปริมาณสเกลารระหวางคา 1R <  และ 1R >  นั้น รูปรางมีลักษณะที่แตกตางกนัคอนขางชัดเจน 

โดยเฉพาะที่ปริมาณสเกลารสูงๆ สําหรับ 1R <  ปริมาณสเกลารสูงๆ สามารถเคล่ือนที่ไปไดไกลข้ึน

ตามแนวแกน x ดวยอิทธพิลของกระแสขวาง เมื่อ R เพิ่มข้ึนแตไมมากกวา 1 ในทางกลับกัน 

สําหรับ 1R >  นั้น ปริมาณสเกลารสูงๆ สามารถเคลื่อนที่ไปในแนวแกน y ไดดี แตไมสามารถ

เคล่ือนที่ออกหางจากปากทางออกเจ็ตไปทางดานหลังไดมากนักเนือ่งจากอิทธพิลของกระแสเจ็ต 
 
5.3.3 สรุปผลการคํานวณเม่ือพิจารณาท่ี R > 1 
 
การเปล่ียนแปลงของคา R มีผลกระทบอยางยิ่งตอการไหลแบบเจ็ตในกระแสขวาง เมื่อ

พิจารณาในชวง 1R >  จะเหน็ถึงอิทธิพลของความเร็วเจ็ตซึ่งมากกวากระแสขวางที่มีผลกระทบ

ตอการไหล สงผลตอขอบเขตการคํานวณที่ใหญข้ึนเพือ่ลดผลกระทบที่มีตอผลลัพธที่ได สําหรับ

การไหลวนและการกระจายของปริมาณสเกลารเปนวงกวาง แตปริมาณสเกลารทีม่ีคาสูงยงัคงอยู

ใกลๆ กับปากทางออกของเจ็ต ในขณะที ่ 1R <   ปริมาณสเกลารที่มีคามากสามารถเคล่ือนที่ไปได

ไกลกวาแตมีความสูงไมหางจากผนังลางมากนกั เมื่อเราเปรียบเทยีบปริมาณสเกลารดวยความ

เขมขนมวลจึงหมายความวา ความเขมขนมวลสูงๆ ยงัคงกระจายอยูใกลๆ กับปากทางออกของ

เจ็ตและมีเพียงความเขมขนมวลที่ตํ่าซ่ึงถกูพัดไปตามกระแสขวาง หรืออีกนยัหนึ่งเมื่อเราเปรียบ 

เทียบปริมาณสเกลารเปนอุณหภูมิ นัน่หมายถงึมีบริเวณที่อุณหภูมิสูงๆ จะอยูตรงปากทางออกของ

เจ็ตเทานัน้เอง  สําหรับการไหลวนท่ีเกดิข้ึนนั้นจากโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึนสามารถทํานายไดผล

สอดคลองกับการทดลองเปนอยางดี มีการไหลวนขนาดเล็กทางดานหนา และขนาดใหญทางดาน

หลัง สวนการทาํนายวิถกีารเคลื่อนที่ของเจ็ตนัน้โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนก็สามารถ

แสดงวิถีการเคล่ือนที่ของเจ็ตไดดี การเพิ่มอัตราสวนความเร็วทําใหรัศมีการเคล่ือนที่เพิ่มสูงข้ึน 

แมวาความแตกตางที่เกิดจากการเลือกใชแบบจําลองความปนปวนทั้งสองแบบจะไมเดนชัดก็ตาม 
 

5.4 การเปรียบเทียบการไหลแบบเจ็ตปนปวนในกระแสขวางกบัการไหลในสามมิติ 
 
 ในหวัขอกอนหนานี้ไดแสดงใหเหน็ผลการคํานวณของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึน

แลวเปรียบเทยีบกับผลการทดลอง โดยลักษณะของปญหาเปนการไหลในสองมิติหรือเปนเจ็ตแบบ

ระนาบที่ไหลปะทะกับกระแสขวาง ผลการเปรียบเทียบที่ไดก็ใหผลที่นาพอใจเมื่อมองในลกัษณะ

การไหลโดยรวม ไมวาจะเปนการทํานายการไหลวน ระยะ Reattachment วิถีการเคล่ือนที่ของเจ็ต 

รวมทัง้จุดเดนและจุดดอยของแบบจําลองความปนปวนที่เลือกใชซึง่ผลลัพธที่ไดจากการคํานวณก็
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สามารถแสดงการไหลใหเหน็ไดอยางชัดเจน ในขณะเดียวกนัเม่ือเรามองการไหลของเจ็ตในกระแส

ขวางแบบสามมิติโดยยึดถือตําแหนงแกนสมมาตรของทางออกเจ็ตดังแสดงในรูปที ่ 5.40 เพื่อ

พิจารณาเปรียบเทียบกับการไหลในสองมิติ ก็เปนประเด็นทีน่าสนใจ ดวยเหตุที่วาความซับซอน

ของการไหลแบบสามมิตินั้น ยอมมีมากกวาทัง้เร่ืองการไหลวน การเหนี่ยวนาํการผสม  เปนตน แต

ถามองในอีกแงหนึ่ง การเปรียบเทียบในหวัขอนีท้ําใหเราสามารถหาคุณลักษณะที่นาสนใจบาง

ประการที่จะไดจากการเปรียบเทียบ เพือ่แสดงใหเหน็วาเราสามารถหาคุณลักษณะนั้นไดจากการ

คํานวณดวยแบบจําลองในสองมิติแทนการใชการคํานวณในสามมิติซึ่งมีความซับซอน และใช

เวลาในการคํานวณมากกวากันหลายเทา 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  รูปที่ 5.40  การไหลแบบเจ็ตในกระแสขวางในสามมิติ 
 
 
 5.4.1 การเปรียบเทียบกบัการทดลองของ Andreopoulos and Rodi (1984) 
  

การทดลองของ Andreopoulos and Rodi (1984) นั้น เปนการทดลองเจ็ตในกระแส

ขวางที่มีคา 0.5R =  เจ็ตที่ทางออกเปนทอกลมขนาดเสนผานศูนยกลาง 50D =  มิลลิเมตร ดวย

ความเร็ว 6.95jv =  เมตรตอวินาท ี มีคาเรยโนลดนัมเบอร 20,500DRe =  และกระแสขวางมี

ความเร็ว 13.9cfu =  เมตรตอวินาท ี สําหรับการพิจารณาในแบบจําลอง ไดกําหนดใหของไหลทั้ง

สองชนิดเปนอากาศที่มีคุณสมบัติเหมือนกนั สําหรับวิทยานพินธนี้ไดกําหนดขนาดขอบเขตสําหรับ

การคํานวณดังนี ้ 
 

y

x

z

D

ucf

vj
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- ระยะกอนถึงทางออกเจ็ต (Upstream, L1)   =   2D 

- ความสูงของชองทางเขาของกระแสขวาง (H)   =   8D 

- ระยะดานหลังทางออกเจ็ต (Downstream, L2) = 37D 

 สําหรับเงื่อนไขขอบไดกําหนดแบบเดียวกับการคํานวณเปรียบเทียบกับผลการทดลองของ 

Ramaprian and Haniu (1984) กําหนดใหเงื่อนไขคาขอบดานลางเปนผนงัยกเวนทางออกของ

เจ็ต ในขณะที่เงื่อนไขขอบดานบนเปนกระแสอิสระที่มรีะยะความสูงเพียงพอที่จะไมกระทบกับการ

ไหล ความเร็วของกระแสขวางที่ทางเขาถูกกําหนดใหมีคาสม่ําเสมอ สวนทางออกกําหนดใหมี

ระยะหางจากทางออกเจ็ตพอสมควร ซึ่งคาตัวแปรทีท่างออกไมเปล่ียนแปลงตามทิศทางการไหล 

 ผลจากการทดสอบ Grid independency เพื่อลดปญหาขนาดกริดที่มีผลตอการคํานวณ 

สําหรับแบบจาํลองความปนปวน Standard k ε−  เลือกใชกริดขนาด 175 90×  และแบบจําลอง

ความปนปวน Low-Re k ε−  ใชกริดขนาด 230 170×  ซึ่งทดสอบจากการเปรียบเทียบการ

เปล่ียนแปลงของความเร็วเฉล่ีย / cfu u  กับระยะ /y D   ที่ตําแหนง / 4x D =  และ 30 

 ดังนัน้ขนาดกริดที่เลือกใชในการคํานวณไดแก กริดขนาด 175 90×  สําหรับแบบจําลอง

ความปนปวน Standard k ε−  และ 230 170×  สําหรับแบบจําลองความปนปวน Low-Re 

k ε−  การเปรียบเทยีบผลการคํานวณดวยแบบจําลองความปนปวนในสองมิติกับผลการทดลองที่

มีลักษณะเปนสามมิตินัน้ ไดเลือกพิจารณาเฉพาะที่ระนาบสมมาตรหรือ 0z =  โดยเลือกพิจารณา

จากการเปล่ียนแปลงของความเร็วเฉลีย่ / cfu u  และ Turbulent kinetic energy กับ ระยะ /y D  

ที่ระยะ /x D  ตางๆ กัน ดังแสดงในรูปที่ 5.41 และ 5.42 ตามลําดับ 

 จากรูปที ่5.41 และ 5.42 ทาํใหเห็นความแตกตางของความเร็วและ Turbulent kinectic 

energy ที่เกิดข้ึนสําหรับการไหลแบบสองและสามมิติ ความเร็วเฉล่ีย  / cfu u บริเวณใกลกับปาก

ทางออกของเจ็ต /x D = 0.25−  ถึง 0.25 ยังคงมคีวามใกลเคียงกัน เนื่องจากเปนการไหลที่มี

ความเร็วกระแสขวางที่สงอิทธิพลมากกวาทําใหมีการเปลี่ยนแปลงความเร็วเฉลีย่ / cfu u  ทีน่อย

กวา เมื่อระยะ /x D  เพิ่มมากข้ึน เห็นไดชัดวา กรณีการไหลแบบสองมิตินัน้ มีการไหลวนคอนขาง

ชัดเจนดังในกรณีหัวขอ 5.2 ในขณะที่ความเร็วเฉลีย่ / cfu u ณ ตําแหนงระนาบสมมาตรของเจ็ต

แบบสามมิตินัน้ยังคงเคลื่อนไปดานหนาแตมีคาลดลงเลก็นอยที่ระยะ /y D  เพิ่มข้ึน สวนคา 

Turbulent kinetic energy ทั้งในสองมติิและสามมิติจะเพิ่มข้ึนตามทิศทางการเคล่ือนที่ของเจ็ต

และระยะ  /y D  สําหรับความแตกตางที่ชัดเจนในชวง /x D = 0.25−  ถึง 1 นาจะเกิดจากการ

กําหนดเงื่อนไขขอบทั้งทางออกกระแสเจ็ตและทางเขาของกระแสขวางเปนคาคงที่ เมื่อพิจารณาที่

ระยะดานหลังทางออกเจ็ต จึงพบวา ลักษณะของ Turbulent kinetic energy เร่ิมเปลี่ยนแปลง

ลักษณะการกระจายตัวตามทิศทางการไหล โดยทัง้สองแบบจําลองซ่ึงคํานวณในสองมิติจะมีคา 
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Turbulent kinetic energy ที่มากที่สุดในระดับความสูง /y D  ที่ตํ่ากวาการไหลในสามมิติ ซึง่

สาเหตุนาจะมาจากการไหลวนท่ีเกิดข้ึนกบัการไหลในสองมิติ 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
  
 
 
 รูปที่ 5.41  ความเร็วเฉลีย่ / cfu u กับระยะ /y D  ของแบบจําลอง Standard k ε−   

             และ  Low-Re k ε− ที่ระยะ /x D  ใดๆ เปรียบเทียบกับการทดลอง  

      สําหรับ 0.5R =  
      (                                                                                                         ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 รูปที่ 5.42  คา Turbulent kinetic energy กับระยะ /y D  ของแบบจําลอง Standard 

      k ε−  และ  Low-Re k ε− ที่ระยะ /x D  ใดๆ เปรียบเทียบกับการทดลอง 

      สําหรับ 0.5R =  
                            (                                                                                                         ) 

Standard ,k ε− Low-Re k ε−Andreopoulos and Rodi, 
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 จากการใชแบบจําลองในสองมิติเปรียบเทยีบกับแบบจําลองในสามมิติจะพบวา ในกรณี

ของ Round jet เกิดการไหลวนที่ผนังดานลางและรอบๆ ปากทางออกของเจ็ต ตามทิศทางการ

ไหลหรือระนาบอ่ืนที่ไมใช 0z =  ในขณะที่แบบสองมิตินัน้การไหลวนจะเกิดที่ดานหนาและดาน 

หลังทางออกเจ็ตตลอดความยาวชองทางออกเจ็ตเทานัน้ ดังนัน้การเปรียบเทียบจากระนาบ

สมมาตรของปากทางออกเจ็ตจึงใหผลลัพธที่แตกตางกัน ในความเปนจริง ผลที่ไดจากระนาบสอง

มิติถือวาใกลเคียงกับ Round jet ซึ่งเปนสามมิติเฉพาะในชวงแรก แตหลังจากเจ็ตพุงออกมาก็จะมี

ความแตกตางชัดเจนข้ึนในระยะทีห่างออกไป ซึ่งอาจเปนผลมาจากการไหลวนที่ปรากฎในสองมิติ  
 
 5.4.2 การเปรียบเทียบกบัการทดลองของ Su and Mungal (2004) 
 
  Su and Mungal (2004) ไดทดลองหาลักษณะการไหลของเจ็ตในกระแสขวางกับ

ปริมาณสเกลารดวยการถายภาพและวิธี Planar laser-induced fluorescence (PLIF) ของเจ็ต

ในกระแสขวางที่มีอัตราสวนความเร็ว 5.7R =  โดยทางออกของเจ็ตมีเสนผานศูนยกลาง 4.53 

มิลลิเมตร มคีาเรยโนลดนมัเบอรโดยประมาณเทากบั 5,000 ในขณะที่กระแสขวางมีความเร็ว 

2.95 เมตรตอวินาท ี

  สําหรับการจาํลองแบบการคํานวณนี้ไดพจิารณาใหของไหลทั้งสองชนดิเปนของไหลชนิด

เดียวกนัซึ่งไดเลือกเปนอากาศ กระแสขวางไหลเขามาแบบสมํ่าเสมอ สวนของไหลเจ็ตนั้นพิจารณา

เฉพาะกรณีที่เจ็ตพุงออกมาจากผิวของผนงัและมีการไหลแบบเต็มรูป โดยกาํหนดขอบเขตการ

คํานวณดังตอไปนี้ 

- ระยะกอนถึงทางออกเจ็ต (Upstream, L1)   = 100D 

- ความสูงของชองทางเขาของกระแสขวาง (H)   = 110D 

- ระยะดานหลังทางออกเจ็ต (Downstream, L2) = 600D 
 
 ขอบเขตและเงื่อนไขขอบใชวิธีการเดียวกบัหัวขอ 5.3 คือ กําหนดใหดานบนและดานลาง 

ยกเวนทางออกของเจ็ตเปนผนัง และทางออกของขอบเขตกําหนดเปนการไหลที่ไมเปล่ียนแปลง

ตามทิศทางการไหล รวมทั้งใชเงื่อนไขในการกาํหนดคา Turbulent kinetic energy กับ 

Dissipation rate ที่เหมือนกัน  

 การทดสอบ Grid independency ของแบบจําลองความปนปวนนั้น ทดสอบดวยการ

เปรียบเทียบการเปล่ียนแปลงของความเร็วเฉล่ีย / ju v  กับระยะ /y D   ที่ระยะ / 2x D =  และ 

300 จากการทดสอบไดพิจารณาเลือกกริดขนาด 260 130×  เพื่อใชในการคํานวณในแบบจําลอง 

Standard k ε−  และ กริดขนาด 270 160× สําหรับ แบบจาํลอง Low-Re k ε−  
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 สําหรับหัวขอนี้ไดเลือกเปรียบเทียบลักษณะที่สนใจคือ วถิีการเคลื่อนที่ของความเร็วเจ็ต

และปริมาณสเกลาร โดย Su and Mungal (2004) ไดเสนอการสรางวิถกีารเคลื่อนที่ของเจ็ตดวย 

RD scale หรือ การเคลื่อนที่แปรผันตามคาอัตราสวนความเร็วและขนาดเสนผานศูนยกลางของ

เจ็ต โดยกาํหนดในรูปของสมการ Power law ดังสมการที่ (2.1) 

 สําหรับการสรางเสนศูนยกลางของปริมาณสเกลารนัน้ก็ใชหลักการเดียวกนักับเสนวิถกีาร

เคล่ือนที่ของความเร็วเจ็ต คือ นิยามใหเปนตําแหนงทีม่ีปริมาณสเกลารมากที่สุดในแตละระนาบ

หรือพิกัดที่พิจารณา การพจิารณาก็เร่ิมจากการคงที่คาในพิกัด x เพื่อดูคาที่มากที่สุดในแนวแกน y 

ดังแสดงในรูปที่ 5.43      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 5.43 วิถกีารเคลื่อนที่และเสนผานศูนยกลางปริมาณสเกลารของเจ็ตในกระแสขวาง 

     แบบสามมติิ และ แบบจาํลองในสองมติิ 
                ( 
                                                                                                                                         ) 
 
  
 
 ในรูปที่ 5.43 เปนการพล็อตวิถีการเคลือ่นที่ของเจ็ตและเสนศูนยกลางการเคลื่อนที่ของ

ปริมาณสเกลารที่ไดจากการการทดลอง และผลลัพธการคํานวณจากแบบจําลองความปนปวน

ของโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึน เหน็ไดวาวิถกีารเคลื่อนที่ของเจ็ตจะสูงกวาเสนศูนยกลางการเคล่ือนที่
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ของปริมาณสเกลารพอสมควร และผลการคํานวณในสองมิติก็ไดแนวโนมของเสนทัง้สองไปใน

ทิศทางเดียวกนั ซึ่งการไหลในสองมิติใหวิถโีคงที่สูงกวา สาเหตุที่เปนเชนนีน้าจะเกิดจากการ

ไหลวนบริเวณดานหลังทางออกของเจ็ตในสองมิติที่มีขนาดใหญกวาเจต็สามมิติดังเหน็ไดจากการ

เปรียบเทียบในหวัขอ 5.4.1 กระแสไหลวนที่ยอนกลับมาจะถูกเหนีย่วนาํเขามาผสมกับกระแสเจ็ต

ทําใหทิศทางของเจ็ตสามารถเคล่ือนที่ไดสูงข้ึน 

 Su and Mungal (2004) ไดคํานวณความสัมพนัธของเสนศูนยกลางการเคล่ือนที่ของ

ปริมาณสเกลารในรูปของสมการที ่(2.1) ปรากฏวาสามารถเขียนไดดังสมการที่ (5.5) 

    
0.302

1.95y x
RD RD

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

             (5.5) 

 
และวิถีการเคล่ือนที่ของเจ็ตดังสมการตอไปนี ้

    
0.342

1.92y x
RD RD

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

             (5.6) 

 
สําหรับวทิยานิพนธนี้สามารถเขียนสมการการเคล่ือนทีดั่งสมการที่ (2.1) ไดดังนี ้  

สมการเสนศูนยกลางการเคลื่อนที่ของปริมาณสเกลาร สําหรับ 5.7R =  

    
0.45

2.993y x
RD RD

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

             (5.7) 

 
สมการวถิีการเคลื่อนที่ของเจ็ต สําหรับ 5.7R =  

    
0.49

3.3y x
RD RD

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

               (5.8) 

 
จะเหน็ไดวาคาสัมประสิทธิ์ในสมการ (5.7) และ (5.8) สําหรับผลการคํานวณของการไหลแบบสอง

มิติที่ไดมีคามากกวาสมการสําหรับการไหลแบบสามมิติ ดังนี ้คาสัมประสิทธิ์ A เพิม่ข้ึน 53% และ 

72% ในขณะที่คาสัมประสิทธิ์ b เพิ่มข้ึน 49% และ 43% สําหรับเสนศูนยกลางการเคลื่อนของ

ปริมาณสเกลารและวิถีการเคล่ือนที่ของเจ็ต ตามลําดับ ความแตกตางของคาสัมประสิทธิท์ี่ไดชี้ให 

เห็นแนวทางประมาณเสนวิถกีารเคลื่อนที่ และเสนศูนยกลางการเคลื่อนที่ของปริมาณสเกลารของ

การไหลในสามมิติซึ่งมีความซับซอนดวยการคํานวณในสองมิติแทน รวมทั้งตองจํากัดชวงของคา 

R และ D  ที่ใชพิจารณาดวยเชนกัน รูปที่ 5.44 ไดแสดงใหเหน็ความสัมพนัธในสมการที ่ (5.7)  

และ (5.8) ซึ่งไดจากผลการคํานวณในสองมิติ  
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 รูปที่ 5.44 ภาพวิถกีารเคลื่อนที่ของเจ็ตและปริมาณสเกลารที่ไดจากผลการคํานวณ 

      และจากสมการ Power law ของการไหลในสองมิติ 
                          ( 
                                                                                                                       ) 
 
 
 นอกจากนีโ้ปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนก็สามารถแสดงใหเหน็ถงึการเหนีย่วนาํการ

ผสมรอบๆ ทางออกเจ็ตซึ่งไดผลลัพธคลายคลึงกนักับผลของ Su and Mungal (2004) ซึ่งใช

แบบจําลอง DNS ในการคํานวณ ดังแสดงในรูปที ่5.45 ซึ่งแสดงดวยเสน Streamline โดยทิศทาง

ของไหลจะมทีศิพุงเขาหาของไหลเจ็ตทั้งดานหนาซ่ึงเกิดจากกระแสขวาง และของไหลทีว่นยอน 

กลับมาทางดานหลังเจ็ต นอกจากนี ้ ยังสามารถเหน็ความแตกตางของการทาํนายการไหลแบบ

สองมิติและสามมิติไดอีกประการหนึ่งคือ การคงรูปภาคหนาตัดของกระแสเจ็ตตลอดเสนทางการ

เคล่ือนที่ จากรูปที่ 5.45 นั้น ในการคํานวณแบบสองมติิภาคหนาตัดของเจ็ตยังมีลักษณะใกลเคียง

กับปากทางออกของเจ็ตและมีแนวโนมทีจ่ะขยายตัวออกทางดานหนาและดานหลังเจ็ต ในขณะที่

การคํานวณในสามมิตินัน้ ภาคหนาตัดของเจ็ตมีขนาดเล็กลงอันเกิดจากการขยายตัวทางดานขาง

มากกวาดานหนาหรือหลังเจ็ต อันเกิดจากความแตกตางของลักษณะทางออกเจ็ตในสองมิติที่เปน

ชองกวางหนาตัดคงที่ ในขณะที่เจ็ตสามมิตินั้นชองทางออกมีลักษณะเปนวงกลม 
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         (ก)              (ข)   

       รูปที่ 5.45 เสน Streamline รอบทางออกเจ็ต 

            (ก)   แบบจําลอง Standard k ε−  จากโปรแกรมคอมพิวเตอร 

           (ข)   แบบจําลอง DNS ของ Su and Mungal (2004) 
 
  5.4.3 สรุปผลการเปรียบเทียบกับการไหลในสามมิติ 
 
  โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนสําหรับวิเคราะหการไหลแบบเจ็ตในกระแสขวางแบบ

สองมิตินัน้ใหผลลัพธที่ดีเม่ือเปรียบเทียบกับผลการทดลองท่ีสามารถพิจารณาเปนสองมิติได ใน

ขณะเดียวกนั การเปรียบเทียบกบัระนาบสมมาตรของเจ็ตแบบสามมิติซึ่งมีลักษณะของปญหาท่ี

ตางกันโดยในสองมิตินัน้ ทางออกเจ็ตมลัีกษณะเปนชองกวางยาวเทากนัตลอด ในขณะที่เจต็ใน

สามมิตินัน้เปน Round jet ทําใหผลที่คํานวณไดแตกตางกนัพอสมควร เนื่องจากการไหลวนในมิติ

ที่สามซึ่งไมสามารถทาํนายไดดวยแบบจําลองสองมิติ สงผลใหตัวแปรที่คํานวณไดมคีวามแตกตาง

คอนขางชัดเจน แตขณะเดียวกนับางคุณลักษณะที่สนใจก็ใหผลที่ดี เชน แนวโนมของเสนวถิีการ

เคล่ือนของเจต็และเสนศูนยกลางการเคลื่อนที่ของปริมาณสเกลารที่มีความคลายคลึงกนั แตกตาง

กันเพียงรัศมีความโคงที่ไดจากเจ็ตในสองมิติซึ่งมีคามากกวา แตการระบุถงึคาความแตกตางที่

ชัดเจนนัน้ข้ึนอยูกับตัวแปรที่สําคัญในสมการแสดงเสนวิถีการเคล่ือนที่ ไดแก คาอัตราสวนความ 

เร็วและขนาดทางออกของเจ็ต นอกจากน้ีแบบจําลองในสองมิติก็ยังสามารถพบเหน็การเหนี่ยวนาํ

การผสมทีท่างออกของเจ็ตไดเชนเดียวกับในแบบจําลองสามมิติ จากที่กลาวมา ถามีการทดสอบ

การคํานวณในสองมิติดวยอัตราสวนความเร็ว และขนาดทางออกเจ็ตของการทดลองในสามมิติที่

x/d

y/
d

2

3

-1

0 1

0

-1

1

2

0

-2



 
 

104

หลากหลายกวานี้ อาจสามารถสรุปความแตกตางของสมการวิถีการเคล่ือนที่ในสามมิติกับการ

คํานวณในสองมิติไดดีข้ึน 



 

 

บทที่  6 

บทสรุปและขอเสนอแนะ 

6.1 บทสรุป 
    
   งานวิทยานพินธนี้แสดงการวิเคราะหปญหาการไหลของเจ็ตในกระแสขวางแบบสองมิติ 

โดยใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมและแบบจําลองความปนปวน ผลการวิเคราะหปญหาการไหลใน

แบบสองมิติทีไ่ดมีความสอดคลองกับผลการทดลองเปนอยางดี ในขณะเดียวกนัการเปรียบเทยีบ

กับการไหลในสามมิติก็แสดงใหเห็นคุณลักษณะบางอยางที่คลายกัน เชน การเหนี่ยวนาํการผสม

ของกระแสขวางและเจ็ต และวิถีการเคล่ือนที่ ถึงแมวาลักษณะการไหลแบบสองมิติของเจ็ตแบบ

ระนาบและแบบสามมิติของ Round jet จะมีความแตกตางกนั แตผลการเปรียบเทียบที่ได

สามารถบงบอกวาความแตกตางในสองมิติและสามมิตินัน้ ยงัมีกระบวนการที่มีความคลายกนั ซึง่

หากมีการพัฒนาตอไปก็จะสามารถทํานายผลไดดียิ่งข้ึน 

  รูปแบบการไหลของเจ็ตในกระแสขวางเปนการไหลแบบปนปวนที่ไดรับความสนใจปญหา

หนึง่เนื่องจากมีการประยกุตใชที่พบเหน็ไดทั่วไป ลักษณะการจําลองปญหาทางกายภาพจะมี

รูปแบบที่ไมยากนกั แตการประยุกตใชความรูทางดานระเบียบวธิีไฟไนตวอลุมมีความยุงยาก

พอสมควร เนือ่งจากการไหลที่มีลักษณะซับซอน นอกจากตองศึกษากระบวนการดิสครีไทซสมการ

ครอบคลุมซึ่งไดแก สมการความตอเนื่องและสมการอนุรักษโมเมนตัมแลว การเลือกใชแบบจําลอง

ความปนปวนที่เหมาะสมก็มีความสาํคัญเชนเดียวกนั ในวิทยานพินธนี้ไดเลือกใชทั้งแบบจําลอง

ความปนปวน Standard k ε−  และ Low-Re number k ε−  ในการวิเคราะหปญหา และ

เปรียบเทียบความสามารถของทัง้สองแบบจําลองความปนปวนที่ใชในการวิเคราะหคุณลักษณะที่

สนใจ สําหรับแบบจําลอง Low-Re number k ε−  ที่เลือกใชนัน้ ไดเลอืกจากคุณสมบัติที่ถูก

พัฒนาใหสามารถทาํนายการไหลแบบแยกตัวไดดี (แสดงรายละเอียดในบทที ่3) เพื่อใหสอดคลอง

กับปญหาที่ศึกษานี ้

  ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมที่ใชเปนกระบวนการหน่ึงในหลายวิธีสําหรับแกปญหาการไหล ซึ่ง

ในทางกายภาพเปนการแบงขอบเขตรูปรางของปญหาใหเปนปริมาตรควบคุมยอยๆ และสอด 

คลองกับสมการครอบคลุมอันไดแก สมการความตอเนือ่งและสมการอนุรักษโมเมนตัม ซึ่งอยูในรูป

สมการเชงิอนพุันธ จากนัน้เร่ิมตนดวยการดิสครีไทซสมการครอบคลุมใหอยูในรูปสมการพชีคณิต

รวมกันกับการใช Numerical scheme ในการประมาณคาสัมประสิทธิ์ตางๆ ที่เกดิข้ึนตรงรอยตอ

ระหวางปริมาตรที่แบงไวและปริมาตรที่อยูใกลเคียง จากนัน้จึงจัดสมการใหอยูในรูปแบบของ

สมการพชีคณิตเพื่อความสะดวกในการแกระบบสมการ ในทีน่ี้เลือกใชวิธี Tri-diagonal Matrix 
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Algorithm (TDMA) เพือ่หาผลเฉลย แลวเขาสูกระบวนการคํานวณซํ้าจนไดผลลัพธที่ลูเขาของ

ระบบสมการที่ไดมารวมกันกับการใชกระบวนการแกปญหา SIMPLE algorithm เพื่อใหคา

ความเร็วและความดันมีความสอดคลองกันตามสมการความตอเนื่อง 

 วิธีการขางตนนํามาสูกระบวนการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อใชแกปญหาการไหล

ของเจ็ตในกระแสขวาง ซึ่งทาํการทดสอบความถกูตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรกับปญหาอยาง

งายที่มีผลลัพธที่แนนอนและใกลเคียงกับปญหาที่สนใจ การทดสอบความถกูตองนี้ชวยใหมัน่ใจได

วาโปรแกรมทีป่ระดิษฐข้ึนสามารถใชแกปญหาไดจริงกอนที่จะประยุกตใชตอไป วิทยานิพนธนีไ้ด

เลือกปรับเทียบความถูกตองของโปรแกรมกับปญหาการไหลแบบปนปวนในทอตรง การไหลผาน 

Backward facing step และ การไหลแบบเจ็ตในกระแสตาม ซึ่งไดผลลัพธที่สอดคลองกับผลการ

ทดลองเปนอยางดี โดยแบบจําลอง Low-Re k ε−  สามารถทํานายผลบริเวณใกลผนงักับการ

ไหลแบบแยกตัวไดใกลเคียงกับการทดลอง ในขณะที่การทํานายผลการไหลที่ระยะหางจากผนงันัน้ 

แบบจําลองทัง้สองใหผลลัพธที่ใกลเคียงกนั 

 บทที ่ 5 ไดแสดงการนําโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนไปวิเคราะหการแกปญหาเจ็ต

ในกระแสขวางแบบสองมิติ โดยมพีารามิเตอรที่ใหความสนใจคือ คาอัตราสวนความเร็ว ซึง่ได

วิเคราะหจากคาอัตราสวนความเร็วในชวง 1R <  และ 1R >    ซึ่งสามารถสรุปผลไดดังตอไปนี้  

1. คาอัตราสวนความเร็ว 1R <  แสดงใหเห็นถึงอิทธิพลของกระแสขวางที่มีตอของไหล

เจ็ต การไหลวนที่เกิดข้ึนทางดานหลังของเจ็ตจะเกิดข้ึนใกลๆ กับผนงัดานลาง ความ

ยาวหรือขนาดการไหลวนจะเพิ่มข้ึนตามคา R ที่มากข้ึน โดยปริมาณสเกลาร (ในทีน่ี้

คือ ความเขมขนโดยมวล) ที่มีคาสูงจะสามารถเคล่ือนที่ไปไดไกลข้ึนตามคา R ที่

เพิ่มข้ึนนี้ดวย  

2. คาอัตราสวนความเร็ว 1R >  แสดงใหเห็นถึงอิทธิพลของเจ็ตทีม่ีตอกระแสขวาง เพื่อ

ลดอิทธิพลของเงื่อนไขขอบที่มีตอกระแสเจ็ต จึงตองกําหนดระยะขอบเขตการไหล

กอนถงึทางออกของเจ็ตใหมขีนาดมากกวากรณี 1R <  เพราะเจ็ตที่พุงออกมาจะ

รบกวนเงื่อนไขทางเขาของกระแสขวางแลวสงผลตอผลลัพธที่ได สวนการไหลวนทาง 

ดานหลังเจ็ตมบีริเวณกวางข้ึนอยางเห็นไดชัดทั้งระยะและความสูง ซึ่งขนาดการ

ไหลวนแปรผันตามคา R  ที่เพิ่มข้ึน โดยมีรัศมีของวิถีการเคล่ือนที่เพิ่มข้ึนตามคา R ที่

เพิ่มข้ึนนี้ดวย ในทางตรงกันขามปริมาณสเกลารจะมีการกระจายเปนวงกวางตาม

ลักษณะการไหล แตปริมาณสเกลารที่มคีาสูงยงัคงอยูใกลๆ กับปากทางออกของเจ็ต

เทานั้น 
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3. เมื่อเปรียบเทยีบการไหลของเจ็ตในกระแสขวางแบบสองมิติกับเจ็ตในสามมิติ หรือ 

Round jet ทีร่ะนาบสมมาตรของทางออกเจ็ตนัน้ แมจะทราบวาการไหลทั้งสองแบบ

เปนคนละปญหากัน กไ็มไดหมายความวาคุณลักษณะทุกประการจะตางกนัโดย

ส้ินเชิง บางคุณลักษณะก็มคีวามคลายกนัอยางเชน วถิีการเคลื่อนทีข่องเจ็ตและเสน

ศูนยกลางการเคล่ือนที่ของปริมาณสเกลาร โดยเจ็ตแบบสองมิติจะใหรัศมีของเสนวิถี

การเคลื่อนที่สูงกวา โดยมเีสนศูนยกลางการเคลื่อนที่ของปริมาณสเกลารที่มีรัศมตํ่ีา

กวาวิถีการเคลื่อนที่เล็กนอย อยางไรก็ดีทิศทางและแนวโนมของวิถกีารเคลื่อนที่

คอนขางเหมือนกนัทัง้ในสองและสามมิติ อีกทั้งการเหนีย่วนาํการผสม เขาหาเจ็ตซึง่

เกิดข้ึนทัง้ดานหนาและดานหลังทางออกเจ็ตก็แสดงใหเห็นไดในสองมิติ ในขณะที่การ

เปรียบเทียบยงัแสดงใหเห็นอิทธิพลอ่ืนที่มผีลตอความแตกตาง ซึ่งเปนประโยชนอยาง

มากในการวิเคราะหการไหลวน โดยเจต็ในสองมิติจะเกิดการไหลวนบริเวณดานหลัง 

เจ็ตเพียงอยางเดียวตลอดความยาวของชองทางออก ในขณะที่เจ็ตสามมิติจะเกิดการ

ไหลวนรอบๆ ขอบทางออกของเจ็ตแตไมพบการไหลวนที่ดานหลังทางออกของเจ็ต 

4. สําหรับความสามารถของแบบจําลองความปนปวนที่ใชนั้น ถึงแมวาในการวิเคราะห

การไหลแบบเจ็ตในกระแสขวางจะใหผลลัพธที่ใกลเคียงกัน แตแบบจําลอง Low-Re 

k ε−  จะสามารถทํานายผลในบริเวณใกลผนังไดดีกวาแบบจําลองความปนปวน 

Standard k ε−  ดังจะเหน็ไดจากผลการทาํนายระยะ Reattachment ที่ใกลเคียงกับ

ผลการทดลองมากกวา อยางไรก็ตาม การเลือกใชแบบจําลองจะข้ึนอยูกับเร่ืองที่

สนใจ เชน หากสนใจวิถีการเคล่ือนที่ของเจ็ตหรือปริมาณสเกลาร การเลือกใช

แบบจําลอง Standard k ε−  ซึ่งงายตอการใชกจ็ะมีความสะดวกกวา ในอีกดานหนึง่ 

หากสนใจการเปล่ียนแปลงบริเวณใกลกับผนังรอบๆ ทางออกของเจ็ต หรือระยะ 

Reattachment รวมทั้งขนาดการไหลวน การเลือกใชแบบจําลอง Low-Re  k ε−  ก็

เปนตัวเลือกทีน่าสนใจกวา 
 

6.2 ขอเสนอแนะสําหรบังานวจิัยในอนาคต 
 
 โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ประดิษฐข้ึนมาสามารถวิเคราะหปญหาการไหลของเจ็ตในกระแส

ขวางแบบสองมิติไดผลดีเปนที่นาพอใจ อยางไรก็ตามการพัฒนาเพื่อใหโปรแกรมคอมพิวเตอร

สามารถใชงานไดหลากหลายข้ึนก็มีความนาสนใจเชนกัน โดยอาจจะพัฒนาโปรแกรมตอไปไดดังนี ้

1. ทดลองใชแบบจําลองความปนปวนวิเคราะหปญหาในพกิัดอ่ืนๆ นอกจากพิกัดคารที

เซียน เชน พกิัด n-s ที่เคล่ือนที่ไปตามเสนทางการไหลของเจ็ต ทําใหชวยในการหา
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พารามเิตอรตางๆ ไดสอดคลองกับเจ็ตมากกวาเดิม ซึ่งมีหลายการทดลองที่ไดวัดคา

ตางๆ ในพิกัดนี ้

2. เลือกใชแบบจําลองความปนปวนอ่ืนๆ หรือสมการที่เกี่ยวกบั Quasi-2D เพื่อให

สามารถนําผลจากการไหลในสามมิติมาเปนพารามิเตอรหนึ่งสําหรับวเิคราะหในสอง

มิติ ซึ่งจะชวยลดปริมาณการคํานวณและยังคงทํานายอิทธิพลจากการไหลในสามมิติ

โดยไดผลลัพธที่มีความถกูตองแมนยาํยิง่ข้ึน 
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