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บทที่ 1 

บทนํา 

1.1  ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

ปจจุบันการใชงานทางดานคอมพิวเตอรมีความตองการใหอุปกรณตางๆ เชน ตัว
ประมวลผล สามารถตอบสนองการทํางานไดอยางรวดเร็ว ดังนั้นจึงมีการวิจัยเกี่ยวกับวงจรการ
คํานวณเลขคณิต ประกอบดวยการคํานวณทางดิจิทัล (digital) และแอนะล็อก (analog)   

การคํานวณเลขคณิตของตัวประมวลผลในระบบดิจิทัลคอมพิวเตอรในปจจุบันอยูบน
ลักษณะของวงจรที่เปน ศูนย กับ หนึ่ง ขอดีคืองายและมีความรวดเร็ว  การสงสัญญาณจะมี
ลักษณะของสายที่เปนเสนเดียว โดยจะมีคา ศูนย กับ หนึ่ง สงไปตามสาย แตการบวกกันของคา
ตางๆ ในวงจรดิจิทัล จําเปนตองมีตัวทดทําใหเกิดความลาชาในการทํางานในกรณีที่ขอมูลมี
ปริมาณมาก (คามาก) มีงานวิจัยบางงานที่นําเสนอรูปแบบของระบบจํานวนที่ลดขนาดของการทด
ลงได เชน ในป ค.ศ. 1961 ระบบจํานวนของ อวีเซียนิส (Avizienis) ใน [1] ไดถูกเสนอขึ้น โดยใช
เครื่องหมายมาชวยในการออกแบบ เปนตน แตอยางไรก็ตามเวลาในการคํานวณก็ยังคงใชเวลา
มากเมื่อเทียบกับการทํางานดวยระบบแอนะล็อก 

วงจรแอนะล็อกนั้นในการสงขอมูลสามารถวัดสัญญาณไดดวยคาตัวแปรทางไฟฟา 
เชน คาความตางศักย หรือกระแส  ซึ่งคาที่วัดไดเปนจํานวนจริง  ขอดีคือมีความรวดเร็ว  ในการ
ทํางานโดยไมข้ึนกับคาของขอมูล เชน การบวกเลข อาจทําไดโดยการรวมกันของสัญญาณ           
แอนะล็อกสองสัญญาณ คาที่วัดไดจะมีคามากหรือนอย ไมไดข้ึนอยูกับจํานวนหลักของตัวเลข 
และเปนการคํานวณที่ปราศจากตัวทด [2] ขอเสียของการคํานวณเลขคณิตของวงจรแอนะล็อกคือ 
สัญญาณรบกวน (noise)  ซึ่งไมสามารถกําจัดสัญญาณรบกวนไดทั้งหมด แตสามารถออกแบบ
การคํานวณใหมีความถูกตองใหไดมากที่สุด รวมถึงลดความผิดพลาดของการคํานวณ ซึ่งมีผลมา
จากสัญญาณรบกวน ทั้งนี้ เนื่องจากการไมทราบคาที่แทจริงของสัญญาณรบกวน สี่งที่สําคัญใน
การคํานวณในระบบแอนะล็อกคือ การออกแบบระบบแทนจํานวนที่มีประสิทธิภาพ ท่ีทนตอ
สัญญาณรบกวน และสิ่งสําคัญอีกประการคือ การออกแบบวงจร การบวก การลบ การคูณ และ
การหาร ที่ทนตอสัญญาณรบกวนเชนเดียวกัน  ดังนั้นจึงมีการวิจัยที่นําเสนอระบบจํานวนคา
ตอเนื่อง [3] ซึ่งเปนระบบจํานวนที่มีความสามารถในการลดคาความผิดพลาดที่เกิดจากสัญญาณ
รบกวนลงได โดยคาความผิดพลาดนั้นจะตองไมเกินไปกวาชวงของคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อน
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ที่ยินยอม (error tolerance) พรอมกันนั้นไดมีการเสนออัลกอริทึมการคํานวณเลขคณิตพื้นฐาน คือ 
การบวก ลบ คูณ แตยังไมมีการออกแบบอัลกอริทึมสําหรับการหาร 

งานวิจัยนี้จึงไดนําเสนออัลกอริทึมการหาร ของระบบจํานวนคาตอเนื่องนี้ โดยการหาร
นี้ตองมีคุณสมบัติคงทนตอคาความผิดพลาดที่อยูในชวงของคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่
ยอมรับได นอกจากนี้ คําตอบที่ไดจากการคํานวณจําเปนตองสอดคลองกับคุณสมบัติของจํานวน
ในระบบจํานวนคาตอเนื่องดวยเชนกัน ในงานวิจัยนี้ยังศึกษาถึงรูปแบบของคาความผิดพลาดที่
เกิดขึ้นในระบบจํานวนดวย พรอมทั้งศึกษาถึงความสัมพันธของขนาดของความผิดพลาดเทียบกับ
ขนาดของรูปแบบแทนจํานวน (number representation) ดวย 

1.2 วัตถุประสงคของการวจิัย 

นําเสนออัลกอริทึมสําหรับแสดงการคํานวณของตัวดําเนินการเลขคณิตพื้นฐาน คือ 
การหาร ของระบบจํานวนคาตอเนื่อง เนื่องจากงานวิจัยระบบจํานวนคาตอเนื่อง ยังไมไดมีการ
นําเสนอ โดยผลลัพธที่ไดจากการคํานวณยังคงสามารถที่จะกูคาความผิดพลาดใหไดคาท่ียอมรับ
ได และผลลัพธที่ไดตองคงคุณสมบัติความเปนดิจิตคาตอเนื่องดวยเชนกัน 

1.3. ขอบเขตของการวิจัย 

1. ในการวิจยันี้เปนการนําเสนออัลกอริทมึการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง 
2. ศึกษาความสัมพนัธของผลการหารเทยีบกับขนาดของคาความผิดพลาดทีเ่กิดจาก

สัญญาณรบกวน 

1.4 ขั้นตอนการวิจัย 

1. ศึกษาแนวคิดรวมถึงทฤษฎีงานวิจยัระบบจํานวนคาตอเนื่อง 
2. ออกแบบอัลกอริทึมการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง 
3. พิสูจนอัลกอริทึมการหารที่ไดออกแบบวามีความถูกตอง 
4. เขียนวทิยานิพนธ และดําเนินการสอบวทิยานพินธ 

1.5 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

1. ไดอัลกอริทึมการหารที่ระบบจํานวนคาตอเนื่อง 
2. ทฤษฎีความสัมพนัธของผลการหารเทยีบกับขนาดของคาความผิดพลาดทีเ่กิดจาก

สัญญาณรบกวน 



บทที่ 2 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

2.1 บทนํา 

ในบทนี้จะนําเสนอ ความรูพื้นฐานที่จาํเปนตอการทําความเขาใจในงานวิจยันี้  โดย
เร่ิมตนจากความเปนมาของงานวิจยัระบบแอนะล็อกและงานวจิัยที่เกีย่วของ โดยเฉพาะอยางยิง่ 
ระบบจํานวนคาตอเนื่อง [2, 3, 4] พรอมทั้งอัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาด รวมไปถึง อัลกอริทึม
การคํานวณเลขคณิตพื้นฐาน คือ การบวก การลบ และการคูณ  

2.2 งานวิจัยที่เกี่ยวของ 

เนื่องจากในปจจุบัน งานวิจัยสวนใหญมีเปาหมายในการปรับปรุงระบบจํานวนแบบ  
ดิจิทัลเปนอยางมาก แตสําหรับระบบจํานวนแบบแอนะล็อก การคํานวณทางคณิตศาสตรเปนการ
คํานวณที่ปราศจากตัวทด ซึ่งบนระบบจํานวนแบบดิจิทัลจะมกีารแพรกระจายตัวทด (carry 
propagation)  ในป 1997 เดือนสิงหาคม  Saed Ahmadi Jullien และ Miller ไดนําเสนองานวิจัย
เร่ือง “Overlap Resolution: Continuous Valued Digits for Hybrid Architectures” [2] ซึ่งเปน
งานวิจยัที่เกี่ยวกับระบบจาํนวนแบบแอนะล็อก โดยมีชือ่วาระบบจาํนวนมีคาซอนทบักัน (overlap 
resolution number system) ระบบจํานวนนี้อาศัยหลักการในการเพิ่มสัญญาณเขาไปในระบบ
จํานวนซึง่สัญญาณดังกลาวจะถูกเรียกวาเปนดิจิต และดิจิตแตละดิจิตนี้มีคาเปนแบบตอเนื่อง โดย
ดิจิตที่เพิ่มเขาไปนั้นจะถูกเรยีกวาดิจิตซ้ําซอน (redundancy digit) โดยที่ดิจิตแรกเทานัน้ทีม่ีหนาที่
ในการบอกคาแอนะล็อกทีเ่ราตองการที่จะแสดงทั้งหมด สวนในดิจิตอ่ืนๆ จะบอกคาในสวนของ
รายละเอียดทีล่ดลงไปเรื่อยๆ  ซึง่กห็มายความวาถาดจิิตแรกนั้นสามารถทีจ่ะแสดงคาทีถู่กตองได
แบบไมมีความผิดพลาด กไ็มมีความจาํเปนที่จะตองมดีิจิตอื่นๆ ที่เหลือ โดยดิจิตซ้าํซอนที่เพิม่เขา
มานัน้มหีนาทีใ่นการปรับปรุงคาของดิจิตทีม่ีความผิดพลาดเกิดขึ้น โดยวิธีลดคาความผิดพลาดนั้น
จะเริ่มจากดิจิตที่มีลําดับนอยที่สุด ทาํการปรับปรุงคาของดิจิตที่อยูติดกันไปเรื่อยๆ จนถึงการ
ปรับปรุงคาของดิจิตที่มีลําดับสูงสุด ซึง่ดิจิตลําดับสูงสุดเปนดิจิตเพยีงดิจิตเดียวทีม่ีหนาที่ในการ
แทนคาจาํนวนที่ตองการแสดงเอาไว ทาํใหคาความซบัซอน (complexity) ของการลดคาความ
ผิดพลาดนัน้เปนแบบเชิงเสนตรงตามจาํนวนของดิจิตซ้าํซอน  

โดยสรุปคืองานวิจยั [2] ไดเสนอระบบจํานวนทีม่ีคาซอนทับกันที่สามารถทาํใหเทคนิค
ในกระบวนการของระบบจํานวนแบบแอนะล็อก ถูกประยุกตขึ้นมาในลกัษณะของดิจิตที่มีคา
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ตอเนื่อง เพื่อทําใหการสงคาสัญญาณมีลกัษณะขนานกนัไปหลายๆ คาในเวลาเดียวกัน ทาํใหเกิด
ความรวดเร็ว และทําใหไดคาที่ถกูตองเชนเดียวกับเทคนคิของระบบจํานวนแบบดิจิทลั 

ในเดือนพฤศจกิายน ป 1997 Saed Ahmadi Jullien และ Miller ไดนําเสนองานวจิัย
ที่มีชื่อวา “Overlap Resolution: Arithmetic with Continuous Valued Digits in Hybrid 
Architectures” [4] โดยแสดงถึงระบบจํานวนคาซอนทับกัน (overlap resolution number 
system) เชนเดียวกับงานวิจยั [2] แตงานวิจยันี้ไดแสดงถึงตัวดําเนนิการทางเลขคณิตพื้นฐานสอง
ตัว คือ การบวก และการคูณ เพื่อแสดงวาระบบจาํนวนคาตอเนื่องนัน้ สามารถคํานวณไดบนตัว
ดําเนนิการพื้นฐาน และเมื่อเกิดสัญญาณรบกวนขึ้นในระบบ โดยที่สัญญาณรบกวนนั้นตองมีคาไม
เกินคาความผดิพลาดคลาดเคลื่อนที่ยนิยอม 

ในป 1999 Saed Ahmadi Jullien และ  Miller  ไดนําเสนองานวิจัยเรื่อง “Arithmetic 
with Signed Analog Digits” [5] เพื่อนําเสนอ การคํานวณเลขคณิตพื้นฐานบนระบบจํานวนแบบ
คาซอนทับกัน โดยการใชโครงสรางการคํานวณที่ปราศจากตัวทดดวยความสามารถของวงจร    
แอนะล็อกเอง  ทําใหความเร็วที่ไดจากการคํานวณของวงจรแอนะล็อกนั้นไมตางจากการคํานวณ
ในวงจรดิจิทัลดวยระบบจํานวนดิจิตมีเครื่องหมาย  (signed digit number system)  ที่สามารถจะ
ทําการจํากัดการแพรกระจายของตัวทดได แนวคิดในการออกแบบระบบจํานวนคือการสรางดิจิต
หลายๆ ดิจิตที่กําหนดรูปแบบความสัมพันธไดแนนอน และจากความสัมพันธดังกลาวนําไปสู
ความสามารถในการลดคาความผิดพลาดได 

ในป  2002  ดังปรากฎในงานวิจัยเรื่อง “A Number System with Continuous 
Valued Digits and Modulo Arithmetic” [3] ไดมีการเปลี่ยนชื่อจากระบบจํานวนคาซอนทับกัน
เปนระบบจํานวนคาตอเนื่อง (continuous valued number system) ซึ่งมีการนําเสนอระบบ
จํานวนคาตอเนื่อง เพื่อลดความผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบจํานวนแบบแอนะล็อก ที่เกิดจาก
สัญญาณรบกวน โดยทราบชวงของความผิดพลาดที่เกิดจากสัญญาณรบกวนวาไมมากไปกวาคา
ความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม ซึ่งเมื่อเกิดสัญญาณรบกวนขึ้นในแตละดิจิตคาตอเนื่อง 
งานวิจัยนี้ไดนําเสนออัลกอริทึมสําหรับกูคาความผิดพลาดใหไดคาใกลเคียงคาเดิม และยังได
นําเสนออัลกอริทึมการคํานวณพื้นฐาน คือ การบวก การลบ และการคูณ 

2.3 ระบบจํานวนคาตอเนื่อง (continuous valued number system) 

การใชระบบจํานวนคาตอเนื่อง ซึ่งมีการใชสัญญาณหลายคาสัญญาณในการแทนคา
จํานวนจริงแตละจํานวน โดยแตละสัญญาณจะเรียกวาดิจิต เมื่อนําไปเทียบกบัวงจรดิจิทัล โดยจะ
มีเพียงดิจิตเดียวที่จะทําการแทนคาจํานวนจริงนั้นทั้งจํานวน โดยที่ดิจิตอื่นๆ ที่เพิ่มข้ึนมานั้นจะถูก
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เรียกวา ดิจิตซ้ําซอน (redundancy digit) ซึ่งมีหนาที่ในการปรับปรุงคาใหถูกตองมากขึ้น ในกรณีที่
มีความผิดพลาดเกิดขึ้นในระบบ ซึ่งสมมุติคา X เปน คาระยะสูงสุดแบบพลวัต (maximum 
dynamic range)  ซึ่ง  |x| < X และคาจํานวนจริง  x นั้นจะประกอบไปดวย ดิจิตคาตอเนื่อง 
(continuous valued digit)   xn หลายดิจิตซึ่ง  K ≤ n ≤ L โดยที่  K และ  L เปนจํานวนเต็มที่  K < 0 
และ 0 ≤ L  สามารถคํานวณหาคา L ไดจากอสมการที่ 2.1 
 1+≤ LX β  (2.1) 

การแสดงคาของ x มีรูปแบบดังนี้ 
(xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK) 

การแยกสวนที่ เปนจํานวนเต็มทางดานซายออกจากสวนที่ เปนทศนิยมทางดานขวาจะใช
เครื่องหมาย | การสรางดิจิตคาตอเนื่องในแตละดิจิต จะแสดงคาเริ่มตนตั้งแต xL… xK  จากมากไป
นอย คาดิจิตเริ่มตนสามารถคํานวณไดจากสมการที่ 2.2 
 

X
xxL ×= β     (2.2) 

คาดิจิตอื่นที่เหลือสามารถคํานวณไดจากสมการที่ 2.3 
 ⎣ ⎦ β)( 11 ++ −= nnn xxx   (2.3) 

จากสมการที ่2.3 จะเห็นวา คาของ xn สามารถคํานวณไดจาก xn+1 และจากสมการที่ 2.2 และ 2.3 
สามารถสรุปไดวา | xn | < β และ ⎣ ⎦ 1−≤ βnx  

การคํานวณคา L จะเลือก L ที่นอยที่สุดที่สอดคลองกบัสมการที่ 2.1 ตัวอยางเชน กาํหนดใหคา
ระยะสูงสุดแบบพลวัต X = 100 และ ฐาน β = 10 คา L ทีน่อยที่สุดที่สอดคลองคือ 2 ในกรณีทีม่ี
การเลือกคา L ที่มากกวา 2 ดิจิตที่เลขลาํดับที่มากกวา L ที่คาํนวณไดจะถูกเรียกวาเปน ดิจิตทีถู่ก
สรางเกนิ (excessively evolved digits, EEDs) ซึ่งใชสําหรับการคํานวณที่ซึ่งคําตอบของการ
ดําเนนิการนัน้ตองการดิจิตทีเ่พิ่มข้ึน หรืออีกนัยหนึ่งเปนการเพิม่คาระยะสูงสุดแบบพลวัต 

เนื่องจากดิจิตคาตอเนื่องสามารถแสดงคาไดอยางตอเนื่อง บางครั้งดิจิตเหลานี้อาจ
ถูกเรียกวา แอนะล็อกดิจิต ในทางปฏิบัติ ดิจิตแตละดิจิตจะหมายถึงสัญญาณที่เกิดขึ้นในระบบ ซึ่ง
อาจหมายถึงตัวแปรทางไฟฟา เชน คากระแส หรือแรงดันนับเปนจํานวนโวลต เปนตน ถาตัวแปร
ทางไฟฟามีลักษณะเปนแบบเชิงเสนมีคาระหวาง 0 ถึง ±Q หนวย การแทนคาของแตละดิจิตดวย
คาทางไฟฟานั้นสามารถคํานวณไดจาก 

qn = xn ( Q / β ) 

โดยที่ qn เปนคาทางไฟฟา เพื่อความสะดวกและความเขาใจในการทาํงาน ในงานวจิัยนี้จะใช คา 
ดิจิตคาตอเนื่อง xn แทนคา qn  
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ตัวอยางที่ 2.1  ถา  x = 22.4525 ซึ่งมีคาระยะสูงสุดแบบพลวัต  X = 100 ตองการที่จะทําการ
แสดงคาใหอยูในรูปของดิจิตคาตอเนื่องในชวง 0 µA ถึง 50 µA บนฐาน β  = 2 

คํานวณคา  L ที่เหมาะสมตามสมการที่ 2.1  ได  L = 6 สําหรับฐาน 2  ซึ่งผลการคํานวณแสดงไดดัง
ตารางที่  2.1 ในตัวอยางนี้ จํานวนดิจิตที่ใชมีทั้งหมด 11 ดิจิต (K = -4) 

ตารางที่ 2.1 แสดงคาดิจิตที่มีคาตอเนื่อง และคาตัวแปรทางไฟฟา 
 ฐานสอง 
n xn qn (µA) 
6 0.44905 11.22625 
5 0.8981 22.4525 
4 1.7962 44.905 
3 1.5924 39.81 
2 1.1848 29.62 
1 0.3696 9.24 
0 0.7392 18.48 
-1 1.4784 36.96 
-2 0.9568 23.92 
-3 1.9136 47.84 
-4 1.8272 45.68 

นั่นคือ รูปแบบแทนจํานวนของ 22.4525 ในระบบจํานวนคาตอเนื่อง คือ (0.44905, 0.8981, 
1.7962, 1.5924, 1.1848, 0.3696 | 1.4784, 0.9568, 1.9136, 1.8272)  

จากตัวอยางที่ 2.1 ในกรณีที่ตองการคํานวณคาที่ถูกแสดงในรูปแบบแทนจํานวนใน
ระบบจํานวนคาตอเนื่องที่กําหนดมาใหนั้น สามารถคํานวณไดจากสมการตอไปนี้ 

x = xL ( X / β ) 

จากตัวอยางที ่2.1 L = 6 นําคา x6   ซึ่งมีคาเทากับ 0.44905 นํามาแทนในสมการจะได 
x = 0.44905 × ( 100 / 2 )  

จะไดคาดั้งเดมิคือ x = 22.4525 

แตสําหรับวงจรแอนะล็อกแลว สัญญาณรบกวนสามารถหลกีเลี่ยงไดยาก ซึ่งจากที่
กลาวมาแลววา สัญญาณรบกวนเหลานีจ้ะทาํใหเกิดคาความผิดพลาดในการคํานวณได ดังนัน้
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คาที่ตรวจวัดไดจึงมีความคลาดเคลื่อนไปจากคาที่ตองการแสดงที่แทจริง จะเห็นวาระบบจาํนวน
คาตอเนื่องมีการใชดิจิตมากกวาหนึ่งดิจิต ความสัมพนัธของดิจิตที่เพิม่ข้ึนมานี ้ จะมีประโยชนใน
การนาํไปคํานวณลดคาความผิดพลาดได ในหวัขอถัดไปจะกลาวถึงวิธกีารในการลดคาความ
ผิดพลาดในระบบการคํานวณ 

2.4 การกูคาความผิดพลาด  

จากงานวิจัยระบบจํานวนคาตอเนื่อง ไดมีการพิจารณาถึงรูปแบบของคาความ
ผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบ โดยสามารถแสดงคาความผิดพลาดอยูในรูปของสมการ 

x'n = xn + εn 

ซึ่ง x'n หมายถึงคาของ xn ที่เกิดสัญญาณรบกวนทําใหเกิดความผิดพลาด และ εn คือ
คาความผิดพลาดในแตละดิจิต สําหรับวิธีการกูคาความผิดพลาดของดิจิตลําดับที่ n ของระบบ
จํานวนคาตอเนื่องนั้น สามารถทาํไดโดยสมมุติใหดิจติที่มีลําดับตํ่ากวาที่ติดกนัเปนคาที่ถูกตอง 
หรือไมมีคาความผิดพลาด x'n-1 = xn-1 และดวยเงื่อนไขเพิ่มเติมอีกหนึง่เงื่อนไขคือ 

 ⎣ ⎦ ⎣ ⎦nn xx =′  (2.4) 

ทําใหสามารถทําการกูคืนคาของ x′n ออกมาเปน x″n ที่มคีาเทากับ xn ดังสมการ 

 ⎣ ⎦ ( )
⎩
⎨
⎧

=′
>′+′

=′′ −

Knx
Knxx

x
K

nn
n

β/1  (2.5) 

วิธีการกูคืนขอมูลเรียกวา ขบวนการววิัฒนาการยอนกลับ (reverse evolution process) ซึ่ง
ขบวนการนี้จะสามารถกูคืนไดอยางถกูตองก็ตอเมื่อการคาํนวณฟงกชนัพื้น (floor function) ตาม
สมการที ่2.4 เปนจริง ดงันัน้เทคนิคการกูคาความผิดพลาดนี้จะผิดพลาดในกรณีที ่

⎣ ⎦ ⎣ ⎦nnn xx >+ ε  หรือ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦nnn xx <+ ε  

ดังนัน้จึงไดปรับปรุงการกูคาความผิดพลาด โดยเปลีย่นฟงกชันพื้นใหเปนฟงกชนัการถูกปดเศษ 
(rounded function) แทน ⎣ ⎦nx′  ไดดังนี้  

⎣ ⎦ ( )[ ]RoundednnRn xxx β/1−′−′=′    
ดวยเงื่อนไขทีว่า  

 ( ) 2/1/1nn <− − βεε  (2.6) 
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และเมื่อนําสมการที ่2.6 ไปแทนในสมการที่ 2.5 จะไดสมการในการกูคาความผิดพลาดดังนี ้

[ ]
⎣ ⎦

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′

>′′+′

=′′
−

Knx

Knxx
x

K

nRn

R

)/( 1 β
 

โดยที่ ⎣ ⎦ [ ]RoundednnRn xxx )/( 1 β−′′−′=′   ซึ่งเทคนิคที่ใชในการกูคาความผิดพลาดนั้นจะทําการ
ปรับปรุงคาความแมนยําของดิจิตที่มีลําดับสูงกวาที่อยูติดกันทีละดิจิต 

ตัวอยางที ่2.2 กําหนดใหเกิดคาความผดิพลาดขึ้นในวงจรเทากับ  0.0025 ในฐาน β = 2 ดวย X 
= 100 ทําการเลือกคา L = 6 และ K = -4 การแทนคาของ x = 22.4525 

คาของ x ที่ถกูใสคาความผดิพลาดแทนดวย x′n ในระบบจํานวนคาตอเนื่อง พรอมทั้ง คาของ x 
หลังจากกูคาความผิดพลาดแลวแทนดวย x″n ไดถูกแสดงไวดังตารางที่  2.2  

ตารางที่  2.2 แสดงคาของ x = 22.4525 ในระบบที่มีคาความผิดพลาดเทากับ 0.0025 

n xn x'n [x'']R 

6 0.44905 0.45155 0.44905244 
5 0.8981 0.9006 0.89810488 
4 1.7962 1.7987 1.79620975 
3 1.5924 1.5949 1.5924195 
2 1.1848 1.1873 1.184839 
1 0.3696 0.3721 0.369678 
0 0.7392 0.7417 0.739356 
-1 1.4784 1.4809 1.4787125 
-2 0.9568 0.9593 0.957425 
-3 1.9136 1.9161 1.91485 
-4 1.8272 1.8297 1.8297 

คาที่คํานวณไดจากการกูคาความผิดพลาด คือ 0.44905244 เมื่อนําไปแทนในสมการ
ที่ 2.2 กรณีที่ L=6 จะได 
 x = 0.44905244 × ( 100 / 2 ) = 22.452622  
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สังเกตไดวาคาที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดมีคาเทากับ 22.452622 เมื่อเทียบกับ
คาดั้งเดิมคือ 22.4525 แลวไมไดคาที่ถูกตอง และจากตัวอยางที่ 2.2  คาที่ทําการกูคากลับคืน
หลังจากเกิดสัญญาณรบกวนมีคาเทากับ (0.44905244, 0.89810488, 1.79620975, 
1.5924195, 1.184839, 0.369678, 0.739356 | 1.4787125, 0.957425, 1.91485, 1.8297) เมื่อ
เทียบกับคาดั้งเดิม (0.44905,   0.8981, 1.7962, 1.5924,  1.1848, 0.3696, 0.7392 | 1.4784, 
0.9568, 1.9136, 1.8272)  ก็จะเห็นวาคาที่กูมายังไมเทากับคาเดิม เนื่องจากยังมีความผิดพลาด 
ซึ่งจะทําใหกระทบกับทุกๆ  ดิจิตที่จะทําการกูคาความผิดพลาด  ทําใหคําตอบที่ไดไมตรงกับคาที่
แทจริง การเกิดคาความผิดพลาดจากดจิติทีม่ลีาํดบันอยทีส่ดุกระจายไปยงัทกุๆ ดจิตินัน้จะเรยีกวา 
การแพรกระจายของความผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด  (least significant 
digit error propagation) ซึ่งคาความผิดพลาดนี้เกิดจากการที่ไมสามารถจะทําการปรับปรุงคา
ของดิจิต xK ไดตามสมการการกูคาความผิดพลาดในกรณีที่ n = K  

สมการที่  2.6 ไดกําหนดขอบเขตของคาความผิดพลาดของดิจิตที่อยูติดกัน ที่จะทําให
ฟงกชันการปดเศษ  คํานวณคาไดถูกตองตามสมมุติฐานที่กําหนดไว  ในกรณีที่คาความผิดพลาดนี้
อยูนอกขอบเขตจะทําใหการกูคาความผิดพลาดนั้นไมสามารถทําใหคําตอบที่ถูกตองได  จาก
ขอจํากัดดังกลาวทําใหเกิดชวงของคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม  (error tolerance) ดัง
สมการที่ 2.7 

 
β

ϑ
2
1

=  (2.7) 

จะเห็นไดวา คาฐานที่แตกตางกันมีคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมไมเทากัน  ยกตัวอยาง
เชนฐานสอง จะมีคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมเทากับ  0.25  ซึ่งหมายความวาในระบบ
จํานวนคาตอเนื่องของฐานสอง  นั้นสามารถที่จะมีคาผิดพลาดที่เกิดขึ้นในระบบไดนอยกวา 25% 
ของแตละดิจิต  ถาเกิดมีคาความผิดพลาดเกินจากคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมจะทํา
ใหคําตอบที่ไดจากการกูคาความผิดพลาดนั้นไมถูกตอง 

2.5 การคํานวณเลขคณิตของระบบจาํนวนคาตอเนือ่ง 

นอกจากงานวิจัยระบบจํานวนคาตอเนื่องที่ไดนําเสนอในสวนของการคํานวณดิจิตคา
ตอเนื่อง กรณีดิจิตแตละดิจิตมีคาตอเนื่องเกิดความผิดพลาดที่เกิดจากสัญญาณรบกวน รวมถึง
การกูคาความผิดพลาดไปแลว  ยังไดนําเสนอทฤษฎีการคํานวณเลขคณิตพื้นฐาน (fundamental 
arithmetic) ของระบบจํานวนคาตอเนื่อง โดยนําเสนออัลกอริทึมในสวนของ  การบวก  การลบ  และ
การคูณ จะนําเสนอตามลําดับดังนี้ 
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2.5.1 การบวกของระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

ทฤษฎีบทที่  2.1 กําหนดให x และ y เปนจํานวนในระบบจํานวนคาตอเนื่องฐาน β ผลบวก
ของ x และ y คือ z = x + y สามารถคํานวณไดจากสมการที่ 2.8 

 zn = (xn + yn) mod β    (2.8) 

จากทฤษฎีบทที่ 2.1 จะไดวาการบวกสามารถทําไดโดยการบวกของแตละดิจิตที่
ตรงกัน และนอกจากนี้ เมื่อเกิดคาความผิดพลาดขึ้นในระบบการบวก การกูคาความผิดพลาดก็
สามารถกูคากลับมาไดใกลเคียง  

ตัวอยางที่ 2.3 การบวก x = 12.24 และ y = 23.45 ดวยคา X = 100 สําหรับฐาน β = 2 ดวย
คาความผิดพลาดหลังการทาํการบวกเทากับ  0.0842 

ในกรณีที่เลือกคา L = 6 และ K = -2 ผลลัพธของการคํานวณถูกแสดงไดดังตารางที่ 2.3 

ตารางที่ 2.3 แสดงการบวก x = 12.24 และ y = 23.45 ซึ่งมีคาความผิดพลาดเทากบั 0.0842 
n xn yn zn=(xn + yn) z′n z″n 

6 0.2448 0.469 0.7138 0.798 0.71412891 
5 0.4896 0.938 1.4276 1.5118 1.42825782 
4 0.9792 1.876 0.8552 0.9394 0.85651563 
3 1.9584 1.752 1.714 1.7982 1.71303125 
2 1.9168 1.504 1.4208 1.505 1.4260625 
1 1.8336 1.008 0.8416 0.9258 0.852125 
0 1.6672 0.016 1.6832 1.7674 1.70425 
-1 1.3344 0.032 1.3664 1.4506 1.4085 
-2 0.6688 0.064 0.7328 0.817 0.817 

ผลบวกที่ไดจากการคํานวณในกรณีที่ไมมีคาความผิดพลาดคือ 35.69 คาที่คํานวณ
ไดจากการกูคาความผิดพลาด คือ 0.71412891 เมื่อนําไปแทนในสมการที่ 2.2 กรณี L=6 จะได 
 x = 0.71412891 × ( 100 / 2 )  
 x = 35.7064455  
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2.5.2 การลบของระบบจาํนวนคาตอเนือ่ง 

การลบสองจํานวนในระบบจํานวนแบบมีคาตอเนื่องนั้น  สามารถทําไดดวยการบวก
จํานวนที่ติดลบ โดยใชทฤษฎีบทที่ 2.1 เพื่อกําหนดการลบระหวางดิจิตแบบมีคาตอเนื่อง ดังนี้ 

ทฤษฎีบทที่  2.2 กําหนดให x และ y เปนจํานวนในระบบจํานวนคาตอเนื่องฐาน β ผลบวก
ของ x และ y คือ z = x + (- y) สามารถคํานวณไดจากสมการที่ 2.9 

 zn = (xn + (-yn)) mod β = (xn – yn) mod β   (2.9) 

แตเนื่องจากเครื่องหมายของจํานวนหลังจากทําการลบนั้นจะมีเพียงดิจิตที่มีคาลําดับสูงสุดดิจิต
เดียวเทานั้นที่จะสามารถรับรองไดวามีเครื่องหมายของคําตอบที่ถูกตอง  เนื่องจากดิจิตที่เหลือไม
จําเปนที่จะตองมีเครื่องหมายถูกตองตามตัวแรกเสมอไป   จึงจําเปนที่จะตองใชเครื่องหมายของ
ดิจิตที่มีลําดับสูงสุดเพื่อทําการแปลงเครื่องหมายของดิจิตที่เหลือของคําตอบใหถูกตอง  เพื่อที่จะ
ทําใหเครื่องหมายเหลานั้นถูกตอง  จึงไดมีการทําปรับปรุงวิธีการคํานวณการบวกในสมการที่ 2.8 
ซึ่งสามารถที่จะทําใหคาเครื่องหมายนั้นถูกตองไดดวยตัวดําเนินการ mod 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<++

≥++
=

−

+

0)(mod)(

0)(mod)(

LLnn

LLnn
n yxyx

yxyx
z

β

β  

โดยทีฟ่งกชัน mod+ และ mod- ไดถูกนิยามไวดังตอไปนี ้

(a) mod+ β = a + Iβ ในกรณีที ่ 0 ≤ (a)mod+β < β 

(a) mod- β = a + Iβ ในกรณีที ่ -β < (a)mod-β ≤ 0 

และ I เปนจาํนวนเต็ม  

ตัวอยางที ่2.4 การลบ x = 12.24 และ y = 23.45 ดวยคา X = 100 สําหรับฐาน β = 2 ดวยคา
ความผิดพลาดหลังการทาํการคํานวณทางคณิตศาสตรเทากับ  0.0842 

ทําการเลือกคา L = 6 และ K = -2 ผลลัพธของการคํานวณถูกแสดงไดดังตารางที ่ 2.4 
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ตารางที ่2.4  แสดงการลบ x = 12.24 และ y = 23.45  ซึ่งมีคาความผิดพลาดเทากบั 0.0842 
n xn yn zn=(xn - yn) zn=(xn - yn)mod-β z′n z″n 

6 0.2448 0.469 -0.2242 -0.2242 -0.3084 -0.22452894 
5 0.4896 0.938 -0.4484 -0.4484 -0.5326 -0.44905788 
4 0.9792 1.876 -0.8968 -0.8968 -0.981 -0.89811575 
3 1.9584 1.752 0.2064 -1.7936 -1.8778 -1.7962315 
2 1.9168 1.504 0.4128 -1.5872 -1.6714 -1.592463 
1 1.8336 1.008 0.8256 -1.1744 -1.2586 -1.184925 
0 1.6672 0.016 1.6512 -0.3488 -0.433 -0.36985 
-1 1.3344 0.032 1.3024 -0.6976 -0.7818 -0.7397 
-2 0.6688 0.064 0.6048 -1.3952 -1.4794 -1.4794 

ดังนั้น ผลลบที่ไดจากการคํานวณในกรณีที่ไมมีคาความผิดพลาดคือ -11.21 คาที่
คํานวณไดจากการกูคาความผิดพลาด คือ -0.22452894 เมื่อนําไปแทนในสมการที่ 2.2 กรณ ีL=6 
จะได 
 x = -0.22452894 × ( 100 / 2 )  
 x = -11.226447  

2.5.3 การคูณของระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

การคูณในระบบจํานวนคาตอเนื่อง  [4] ไมสามารถที่จะคํานวณแตละดิจิตแยกออก
จากกันไดเหมือนกับการบวกและการลบ ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงไดทําการเสนออัลกอริทึมการคูณโดย
การรวมของผลคูณยอย (partial product) ซึ่งสามารถที่จะเปนไปไดเนื่องจากทฤษฎีดังตอไปนี้ 

ทฤษฎบีทที่ 2.3 กําหนดให x เปนจํานวนในระบบจํานวนคาตอเนื่อง ฐานβ  ดิจิตคาตอเนื่อง
ของ λ.x ซึ่ง λ เปนจาํนวนเต็มสามารถคาํนวณไดจากสมการที ่2.10 

 (λx)n = (λ.xn)mod β  (2.10) 

กําหนดให ∑
=

=
m

nk

k
ky βλ แทนแตละดิจิตของรูปแบบการแทนคา             

yn yn-1…y0.y-1…ym โดยที่คา λ มีคาเปนจํานวนเตม็ ดังนัน้วธิีการคณูคา x 
และ y ในระบบจํานวนคาตอเนื่องสามารถที่จะทาํไดดังทฤษฎีบทดังตอไปนี้ 
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ทฤษฎบีทที่  2.4 กําหนดให x และ y เปนจาํนวนในระบบจํานวนคาตอเนื่องฐาน β ดิจิตคา
ตอเนื่องของผลลัพธการคูณ z = x . y สามารถคํานวณไดจากสมการ ที่ 2.11 

 ( ) βλβλ modmod ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅=⋅ ∑∑

=∀
−

m

ni
ni

k
knkn xxxy

r   (2.11) 

 โดยที่สัญลักษณ iλ
r หมายถงึทาํการเลื่อนคา xn ไปทางซาย i ตําแหนงในกรณี

ที่ i เปนบวก หรือทําการเลือ่นคา xn ไปทางขวา i ตําแหนงในกรณทีี่ i เปน
ลบ 

ตัวอยางที ่2.5  การคูณ x = 12.4 และ y = 5.5 ดวยคา X = 100 สําหรับฐาน β = 2 ดวยคา
ความผิดพลาดหลังการทาํการคํานวณทางคณิตศาสตรเทากับ  0.0842 

ทําการเลือกคา L = 6 และ K = -2  ผลลัพธของการคํานวณถกูแสดงไดดังตารางที ่ 2.5 

ตารางที่ 2.5  แสดงการคูณ x = 12.4 และ y = 5.5 ซึ่งมีคาความผิดพลาดเทากบั 0.0842 
n xn ).( 2 nxλ

r
 ).( 1 nxλ

r
).( 0 nxλ

r
).( 1 nx−λ

r zn z'n z″n 

6 0.248 0.992 0 0.248 0.124 1.364 1.4482 1.364328907 
5 0.496 1.984 0 0.496 0.248 0.728 0.8122 0.728657813 
4 0.992 1.968 0 0.992 0.496 1.456 1.5402 1.457315625 
3 1.984 1.936 0 1.984 0.992 0.912 0.9962 0.91463125 
2 1.968 1.872 0 1.968 1.984 1.824 1.9082 1.8292625 
1 1.936 1.744 0 1.936 1,968 1.648 1.7322 1.658525 
0 1.872 1.488 0 1.872 1.936 1.296 1.3802 1.31705 
-1 1.744 0.976 0 1.744 1.872 0.592 0.6762 0.6341 
-2 1.488 1.952 0 1.488 1.744 1.184 1.2682 1.2682 

ดังนั้น ผลคูณที่ไดจากการคํานวณในกรณีที่ไมมีคาความผิดพลาด คือ 68.2 คาที่
คํานวณไดจากการกูคาความผิดพลาด คือ 1.364328907 เมื่อนําไปแทนในสมการที่ 2.2 กรณี 
L=6 จะได 
 x = 1.364328907 × ( 100 / 2 )  
 x = 68.21644535  

 



บทที่ 3 

อัลกอริทึมการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

งานวิจัยระบบจํานวนคาตอเนื่อง Saed Ahmadi Jullien และ Miller ไดออกแบบ 
อัลกอริทึมการคํานวณเลขคณิตพื้นฐานคือ การบวก การลบ และการคูณ เมื่อเกิดคาความ
คลาดเคลื่อนจากสัญญาณรบกวนในทุก ๆ ดิจิตคาตอเนื่อง สามารถกูคาความผิดพลาดกลับมาได
ใกลเคียงคาเดิม ซึ่งไดอธิบายในบทที่ 2 ไปแลวนั้น งานวิจัยดังกลาวยังไมไดมีการนําเสนอ
อัลกอริทึมการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง ซึ่งถือวาเปนตัวดําเนินการเลขคณิตพื้นฐานอีกหนึ่ง
ตัวที่มีความสําคัญ 

ในบทนี้ไดทําการออกแบบอัลกอริทึมการหารเพื่อแสดงใหเห็นวา การหารสามารถทํา
ไดบนระบบจํานวนคาตอเน่ือง โดยผลลัพธที่ไดยังคงคุณสมบัติของดิจิตคาตอเนื่อง และสามารถ
คํานวณไดบนฐานใด ๆ ก็ตาม พรอมทั้งบทพิสูจนอัลกอริทึมดังกลาว  

3.1 อัลกอริทึมการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

แนวคิดการคํานวณของตัวดําเนินการทางเลขคณิตพื้นฐานของการหาร เกิดขึ้นจาก
การวิเคราะหการหารตัวเลข ระหวาง x กับ y ยกตัวอยาง เชน กําหนดให x  มีคาเทากับ 735 และ 
y มีคาเทากับ 25  โดย β มีคาเทากับ 10 การหารตัวเลขเกิดจากนําคาของตัวเลขในแตละหลัก
ของตัวตั้งใสฟงกชันพื้น กําหนดให nx   แทนคาของหลัก โดย n แทนจํานวนหลัก คูณดวย nβ   
หารดวย y จะไดคาในแตละหลักดังนี้  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×
25
105

25
103

25
107 012

 

มีคาเทากับ 

25
5

25
30

25
700

++  

ผลลัพธที่ไดของการหารคือ การนาํผลรวมของการหารในแตละหลักมารวมเขาดวยกัน 
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ทฤษฎีบทที่  3.1 กําหนดให x และ y เปนจํานวนจริงบนระบบจํานวนคาตอเนื่องบนฐาน β 
โดยที่รูปแบบการแทนคาของ x = ( xL xL-1 xL-2 … | … xK ) และรูปแบบการ
แทนคาของ  y = ( yL yL-1 yL-2 … | … yK ) กําหนดใหรูปแบบการแทนคา
ของ z = ( zL zL-1 zL-2 … | … zK ) โดย z เปนผลลัพธที่ไดจากการหาร x 
ดวย y ซึ่งจํานวนในระบบจํานวนคาตอเนือ่งฐาน β ผลหารของ x ดวย y คอื 
z = x / y สามารถคํานวณไดจากสมการที่ 3.1 

 
Ln

Ln

Q
T

Q

z
n

L

ni
n
i

n

n

<

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=
∑

+= :

:

modmod
1

ββ
β

   (3.1) 

 โดยกําหนดให Tn  เปนคาผลหารในหลักที่ n โดย K ≤ n ≤ L  ดังสมการที่ 
3.2 

 ⎣ ⎦
y

x
T

n
n

n
β×

=  (3.2) 

 และกําหนดให Qn เปนตัวแปรสําหรับเก็บความสัมพันธของการหาร xn ดวย
ตัวหาร yn  ดังสมการที ่3.3 

 βmod⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xQ n

n  (3.3) 

พิสูจน 

จากสมการที ่2.2 สําหรับการหาคาดิจิตแรก คือ  xL  ซึ่งแสดงดวยสมการที ่3.4  และ
จากสมการที่ 2.3 สําหรับการหาคาดิจิตอื่นที่เหลือ ซึง่แสดงดวยสมการที่ 3.5  สําหรับการพิสูจน
ทฤษฎีบทที ่3.1  

 xL = β × (x / X) (3.4)  

 xn = ( xn+1 –  ⎣xn+1⎦ ) × β (3.5)  

จากสมการที ่ 3.4 และ 3.5 สามารถเขียนเปนสมการสําหรับการคํานวณดิจิตคาตอเนื่องใหม ใน
รูปแบบทั่วไป โดยสามารถคาํนวณหาคาดจิิตที่ n ใดๆ ดังสมการที่ 3.6 

 1 modL n
n

xx
X
β β− +⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.6)  
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จากสมการที ่3.6 นาํมาหาคา xn โดย xm ดังสมการที่ 3.7 

 ( ) ββ modnL
nm xx −×=  (3.7)  

จากการทีก่ําหนด z = x/y และสมการที่ 3.1 ในกรณีที ่n = L 

βmod⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xz L

L  

ทําการแทนคา xL จากสมการที่ 3.4 จะไดสมการที ่3.8 

 ββ mod⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

Xy
xzL  (3.8)  

สําหรับกรณี n < L ทําการแทนคา xn คาในสมการที่ 3.7 จะไดสมการที่ 3.9 

 βββ mod⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
××⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −nL

n Xy
xz  (3.9)  

จากหลักการของระบบจํานวนคาตอเนื่อง คาดิจิตในแตละหลักใสฟงกชันพื้น คูณดวย nβ จะไดคา
ของแตละหลกั ดังสมการที่ 3.10 

 ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ n
n

L
L

L
L

L
L xxxx ββββ +++= −

− ...1
1  (3.10)  

 
นําสมการที่ 3.4 คูณดวย β n  หลังจากนัน้นาํคาจากสมการที่ 3.10 แทนในสมการที่ 3.4 ดังสมการ
ที่ 3.11 

 ⎣ ⎦ ⎣ ⎦( )
L

n
n

L
L

L
L Xxxx

x
ββ

βββ
×

×+++
=

−
− ...1
1  (3.11)  

 
นําคา x จากสมการที ่3.11 แทนที่ในสมการที่ 3.9 ดังสมการที ่3.12 

 

⎣ ⎦

βββ
β

β

modmodmod
1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= ∑
+= y

xy
x

z n
L

ni
n

i
i

n  (3.12)  
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จากที่ไดกําหนดตัวแปรสองตัวคือ  Tn และ Qn ในสมการที่ 3.2 และสมการที่ 3.3 ตามลําดับ
สามารถนําตัวแปรทั้งสองไปแทนในสมการที่ 3.12 ทําใหสามารถสรุปสมการสุดทายสําหรับทุก
กรณีของ n < L ดังสมการขางลางนี้ 
 

 ββ
β

modmod
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

+=
n

L

ni
n
i

n Q
T

z   

 
เปนการสิ้นสุดการพิสูจนทฤษฎีบทที ่3.1  ■ 

ทฤษฎีบทถัดไป จะแสดงใหเห็นวา คาํตอบที่ไดจากการหารในทฤษฎีบทที ่ 3.1 นั้นจะ
ยังคงคุณสมบัติของจํานวนในระบบจํานวนคาตอเนื่องดวย 

ทฤษฎีบทที่  3.2 ผลลัพธการหารจากทฤษฎีบทที่ 3.1 มีคุณสมบัติของรูปแบบแทนจํานวนใน
ระบบจํานวนคาตอเนื่องฐาน β 

พิสูจน 

กําหนดให  z = ( zL zL-1 zL-2 … | … zK ) เปนผลลัพธที่ไดจากการหาร x ดวย y ใน
ระบบจํานวนคาตอเนื่อง ฐาน β จะตองพสิูจนวา 

⎣ ⎦ β)( 11 ++ −= nnn zzz  

สําหรับทุกกรณีของ K ≤ n < L การพิสจูนแบงออกเปน 2 กรณีคือ 

กรณีที ่n = L-1  

จากอัลกอริทมึของการหาร zn สามารถคาํนวณไดจาก 

ββ
β

modmod 111 ⎟
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⎠
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⎣ ⎦( ) ( ) ⎣ ⎦( )
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( ) ββ mod1 ×=− LL zz  

( ) β
β
βzβzz L

LL ×⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢ ×
−×=−1  

( ) ⎣ ⎦( )ββ ×−×=− LLL zzz 1  

⎣ ⎦( )βLLL zzz −=−1  

กรณีที ่n < L-1 
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( ) ββ mod1 ×= +nn zz  

( ) β
β
βzβzz L

LL ×⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢ ×
−×=−1  

⎣ ⎦( )β11 ++ −= nnn zzz  

เปนการสิ้นสุดการพิสูจนทฤษฎีบทที ่3.2 ■ 

3.2 ตัวอยางการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

เพื่อการทําความเขาใจอัลกอริทึมการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่องใหเขาใจมากขึ้น 
ซึ่งจะมีตัวอยางโดยจะแสดงบนฐานสิบ และฐานสอง เพื่อแสดงใหเห็นวาอัลกอริทึมที่ไดนําเสนอ 
สามารถคํานวณไดทั้งหมดบนฐานใดๆ โดยตัวอยางที่ยกมานี้ ยังมิไดมีการคํานึงถึงคาความ
คลาดเคลื่อนจากสัญญาณรบกวน รวมถึงการกูคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้น ซึ่งจะแสดงในบทที่ 4 
ตอไป เพียงแตแสดงใหเห็นวา การหารสามารถคํานวณไดจริงตามอัลกอริทึมการหารบนระบบ
จํานวนคาตอเนื่องที่ไดออกแบบไว 

ตัวอยางที ่3.1 การหาร x = 735.2 และ y = 25 ดวยคา X = 1000 สําหรับฐาน β = 10 ดวย 
เลือกคา L = 2 และ K = -1 

ผลลัพธของการคํานวณถูกแสดงไดดังตารางที ่ 3.1 

ตารางที่  3.1 แสดงการหาร x = 735.2 และ y = 25 สําหรับฐาน β = 10 
n 2 1 0 -1 
xn 7.352 3.52 5.2 2 
yn 0.25 2.5 5 0 

nT  28 1.2 0.2 0.008 
nQ  0.29408 0.1408 0.208 0.08 
nz  0.29408 2.9408 9.408 4.08 

คําตอบที่ไดจากการคํานวณนี้ คือ (0.29408, 2.9408, 9.408 | 4.08) ถาพิจารณา
คําตอบที่ถูกตองของ 735.2 หารดวย 25 จะไดคาเทากับ 29.408 โดยที่ 29.408 ในระบบจํานวน
คาตอเนื่อง X = 1000 และฐาน   β = 10 นั้น คาของ 29.408 เปนคาของผลลัพธของการหารที่
แทจริง 
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นําคาดิจิตที่ตอเนื่องหลักที่ n = 2 มาคํานวณในสมการที่ 3.4 โดยนําคา zn มาแทนคา
ในสมการดังกลาวจะไดผลลัพธดังนี้ 

408.29
)10/1000(29498.0

)/(

=
=
=

n

n

Ln

z
z

Xzz β
     

สําหรับดิจิตถดัไปคํานวณในสมการที่ 3.14 จะไดดิจิตคาแบบตอเนื่องดังนี ้
⎣ ⎦ 9408.22)29408.029408.0(1 =−=z  
⎣ ⎦ 408.92)9408.29408.2(0 =−=z  
⎣ ⎦ 08.42)408.9408.9(1 =−=−z  

สังเกตเห็นวาคําตอบที่ไดตรงกับคําตอบที่แทจริง คือ 29.408 และเปนการยืนยันวา   
อัลกอริทึมที่ไดออกแบบไว มีคุณสมบัติของดิจิตที่มีคาตอเนื่อง ตอไปจะนําเสนอตัวอยางบนฐาน 2 
ดังตัวอยางที่ 3.2  

ตัวอยางที ่3.2 การหาร x = 73.52 และ y = 25 ดวยคา X = 100 สาํหรบัฐาน β = 2  เลอืกคา L 

= 6 และ K = -2 

วิธีทาํ 

คํานวณหาคาดิจิตคาตอเนื่องของ xn และ yn  บนฐาน 2 หาคา Tn ,  Qn และ zn  เพือ่ได
ผลหารทีเ่ปนดจิิตคาตอเนื่อง บนฐาน 2 

วิธีคํานวณ 

จากสมการ
X
xxL ×= β สามารถคํานวณหาคาดิจิตเริ่มตน xL  สําหรับดิจิตตอไปหา

ไดจากสมการ ⎣ ⎦ β)( 11 ++ −= nnn xxx  ดังนี ้

4704.1
100

52.7326 =×=x  

สําหรับดิจิตตอไปคํานวณไดดังแสดงในตารางที่ 3.2 

จากวธิีการเดียวกนักับการหาดิจิตตอเนื่อง xn สามารถคํานวณหาดิจติ yn ไดดังนี ้

5.0
100
2526 =×=y  

สําหรับดิจิตตอไปคํานวณไดดังแสดงในตารางที่ 3.3 
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ตารางที่ 3.2 แสดงการคํานวณคา xn 

n ⎣ ⎦ β)( 11 ++ − nn xx  xn 

5 ⎣ ⎦ 2)4704.14704.1( ×−  0.9408 

4 ⎣ ⎦ 2)9408.09408.0( ×−  1.8816 

3 ⎣ ⎦ 2)8816.18816.1( ×−  1.7632 

2 ⎣ ⎦ 2)7632.17632.1( ×−  1.5264 

1 ⎣ ⎦ 2)5264.15264.1( ×−  1.0528 

0 ⎣ ⎦ 2)0528.10528.1( ×−  0.1056 

-1 ⎣ ⎦ 2)1056.01056.0( ×−  0.2112 

-2 ⎣ ⎦ 2)2112.02112.0( ×−  0.4224 

ตารางที่ 3.3  แสดงการคํานวณคา yn 

n ⎣ ⎦ β)( 11 ++ − nn yy  yn 

5 ⎣ ⎦ 2)5.05.0( ×−  1 

4 ⎣ ⎦ 2)11( ×−  0 

3 ⎣ ⎦ 2)00( ×−  0 

2 ⎣ ⎦ 2)00( ×−  0 

1 ⎣ ⎦ 2)00( ×−  0 

0 ⎣ ⎦ 2)00( ×−  0 

-1 ⎣ ⎦ 2)00( ×−  0 

-2 ⎣ ⎦ 2)00( ×−  0 

หลังจากไดดิจติคาแบบตอเนื่อง xn และ yn แลวทาํการคํานวณหาคา Tn จากสมการ 
⎣ ⎦

Y
x

T
n

n
n

β×
=   แสดงวิธีการคํานวณดงัตารางที ่3.4 
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ตารางที่ 3.4 แสดงการคํานวณ Tn 

n ⎣ ⎦
Y
βx n

n ×
 

Tn 

6 ⎣ ⎦
25

24704.1 6×  
2.56 

5 ⎣ ⎦
25

29408.0 5×  
0 

4 ⎣ ⎦
25

28816.1 4×  
0.64 

3 ⎣ ⎦
25

27632.1 3×  
0.32 

2 ⎣ ⎦
25

25264.1 2×  
0.16 

1 ⎣ ⎦
25

20528.1 1×  
0.08 

0 ⎣ ⎦
25

21056.0 0×  
0 

-1 ⎣ ⎦
25

22112.0 1−×  
0 

-2 ⎣ ⎦
25

24224.0 2−×  
0 

หาคา Qn จากสมการ βmod⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xQ n

n แสดงการคํานวณดังตารางที่ 3.5 
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ตารางที่ 3.5 แสดงการคํานวณคา Qn 

n 
β

y
xn mod⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Qn 

6 
2mod

25
4704.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.058816 

5 
2mod

25
9408.0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.037632 

4 
2mod

25
8816.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.075264 

3 
2mod

25
7632.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.070528 

2 
2mod

25
5264.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.061056 

1 
2mod

25
0528.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.042112 

0 
2mod

25
1056.0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.004224 

-1 
2mod

25
2112.0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.008448 

-2 
2mod

25
4224.0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.016896 

เมื่อไดตัวแปรทั้งหมดแลวสามารถหาคา zn จากสมการ ที่ 3.1 

Ln

Ln

Q
T

Q

z
n

L

ni
n
i

n

n

<

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=
∑

+= :

:

modmod
1

ββ
β

 

สามารถคาํนวณไดดังตารางที่ 3.6 
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ตารางที่ 3.6 แสดงการคํานวณคา zn 

n 
βQβ

β
T

n

L

ni
n
i modmod

1
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

+=

 
zn 

6 2Q  0.058816 

5 
2mod037632.02mod

2

6

15
5 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

+=i

iT  
0.117632 

4 
2mod075264.02mod

2

6

14
4 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

+=i

iT  
0.235264 

3 
2mod070528.02mod

2

6

13
3 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

+=i

iT  
0.470528 

2 
2mod061056.02mod

2

6

12
2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

+=i

iT
 

0.941056 

1 
2mod042112.02mod

2

6

11
1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

+=i

iT
 

1.882112 

0 
2mod004224.02mod

2

6

10
0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

+=i

iT  
1.764224 

-1 
2mod008448.02mod

2

6

11
1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

+−=
−

i

iT 1.528448 

-2 
2mod016896.02mod

2

6

12
2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

+−=
−

i

iT 1.056896 

นําคาที่คํานวณไดทั้งหมดแสดงในตารางที่ 3.7 
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ตารางที่ 3.7 แสดงการหาร x = 73.52 และ y = 25 สําหรับฐาน β = 2 
n xn yn nT  nQ  nz  

6 1.4704 0.5 2.56 0.058816 0.058816 
5 0.9408 1 0 0.037632 0.117632 
4 1.8816 0 0.64 0.075264 0.235264 
3 1.7632 0 0.32 0.070528 0.470528 
2 1.5264 0 0.16 0.061056 0.941056 
1 1.0528 0 0.08 0.042112 1.882112 
0 0.1056 0 0 0.004224 1.764224 
-1 0.2112 0 0 0.008448 1.528448 
-2 0.4224 0 0 0.016896 1.056896 

คําตอบที่ไดจากการคํานวณนี้ คือ (0.058816, 0.117632, 0.235264, 0.470528, 
0.941056, 1.882112, 1.764224 | 1.528448, 1.056896) ถาพิจารณาคําตอบที่ถูกตองของ 
73.52 หารดวย 25 จะไดคาเทากับ 2.9408 โดยที่ 2.9408 ในระบบ X = 100 และฐาน   β = 2 นั้น 
คาของ 2.9408 เปนคาของผลลัพธของการหารที่แทจริง  

เชนเดียวกันกับตัวอยางที่แลว นําคาดิจิตคาตอเนื่องหลักที่ n=6 มาคํานวณดวย
สมการที่ 3.4 โดยนําคา zn มาแทนคาในสมการดังกลาวจะไดผลลัพธดังนี้ 

9408.2
)2/100(058816.0

)/(

=
=
=

n

n

Ln

z
z

Xzz β
     

สําหรับดิจิตถดัไปคํานวณในสมการ 3.14 จะไดดิจิตที่มคีาแบบตอเนือ่งดังนี ้
⎣ ⎦ 9408.02)4704.14704.1(5 =−=z  
⎣ ⎦ 8816.12)9408.09408.0(4 =−=z  
⎣ ⎦ 7632.12)8816.18816.1(3 =−=z  
⎣ ⎦ 5264.12)7632.17632.1(2 =−=z  
⎣ ⎦ 0528.12)5264.15264.1(1 =−=z  
⎣ ⎦ 1056.02)0528.10528.1(0 =−=z  
⎣ ⎦ 2112.02)1056.01056.0(1 =−=−z  
⎣ ⎦ 4224.02)2112.02112.0(2 =−=−z  
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คําตอบที่ไดสังเกตเห็นวาตรงกับผลหารทีแ่ทจริง ซึง่การคํานวณบนฐานใดๆ สามารถ
แสดงผลลัพธออกมาไดถูกตอง และยงัคงคุณสมบัติของดิจิตคาตอเนือ่งอีกดวย  

ในบทตอไปจะกลาวถงึการคํานวณของการหารกรณีเกดิสัญญาณรบกวนขึน้ในระบบ 
รวมถึงการกูคาความผิดพลาด โดยจะแสดงวิธกีารคํานวณอยางละเอยีด  



บทที่ 4 

การคํานวณกรณีเกิดคาความผิดพลาดและการกูคาความผิดพลาด 

จากบทที่ 3 ไดแสดงอัลกอริทึมการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง ซึ่งแสดงใหเหน็วา 
การหารสามารถคํานวณไดบนฐานใดๆ และมีคุณสมบัติเปนดิจิตคาตอเนื่อง  ในบทนี้จะแสดงการ
คํานวณจากอลักอริทึมการหารที่ไดนําเสนอไปแลวในบทที่ 3 ซึ่งมีสญัญาณรบกวนเกิดขึ้นในทกุๆ 
ดิจิตคาตอเนื่อง โดยคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นจากสญัญาณรบกวน จะตองไมเกินคาความ
ผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยนิยอม เมื่อเกิดความผิดพลาดเกิดขึ้นในแตละดิจิตแลว สามารถทําการกู
คาความผิดพลาดโดยใชอัลกอริทึมในการกูคาความผิดพลาด ที่ไดแสดงในบทที่ 2  เพื่อแสดงให
เห็นวาอัลกอริทึมการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง สามารถกูคาความผดิพลาดไดผลลัพธ
ใกลเคียงคาเดิม  

4.1 การคํานวณกรณีเกิดความผิดพลาดและการกูคาความผิดพลาด 

จากบทที่ 2 ไดกลาวถงึการแสดงการคํานวณดิจิตคาตอเนื่อง เมื่อเกิดคาความ
ผิดพลาดขึ้นในแตละดิจิต คาความผิดพลาดที่เกิดขึน้จะถูกนํามารวมเขากับดิจิตแตละดิจิตของ zn 
มีรูปแบบ z'n = zn × ε  โดย z'n  คือคาของ zn ที่เกิดสัญญาณรบกวนทาํใหเกิดความผิดพลาดขึ้น 
และ ε  คือคาความผิดพลาดในแตละดิจิต 

ในบทนี้ จะพิจารณาถงึรูปแบบของความผิดพลาดอีกแบบหนึง่ นั่นคอื ความผิดพลาด
ที่อยูในรูปของ z'n = zn + ε  ดังแสดงในทฤษฎีบทตอไป 

ทฤษฎีบทที่  4.1 กําหนดให x = ( xL xL-1 xL-2 … | … xK ) เปนรูปแบบแทนจํานวนในระบบ
จํานวนคาตอเนื่องฐาน β ในกรณีที่ระบบมีคาความผิดพลาดในแตละดิจิตคา
ตอเนื่องเปน  

x′n = xn + ε 

 โดย ε เปนคาความผิดพลาดในชวงคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม 
คาของ x″n จากการกูคาความผิดพลาด จะไดผลลัพธที่ตางจาก x เปน 

 KLxx −≤−′′
β2

1   (4.1) 
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พิสูจน 
สมมุติให  x′ = ( x′L x′L-1 x′L-2 … | … x′K ) เปนรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนคาตอเนื่อง 
ฐาน β  ที่มีคาความผิดพลาด ε  โดยที ่

x′n = xn + ε 

และ β
β

ε
2
1

<  

จากอัลกอริทมึกูคาความผดิพลาดในตําแหนงที ่K 

x″K = x′K = xK + ε 

คาความผิดพลาด (εK) ในตาํแหนงที่ K คือ 

εxxε KKn =−= ''  

ในการกูคาความผิดพลาด 

⎣ ⎦ )/( 1 β−′′+′=′′ nnn xxx  

พิจารณาตาํแหนงที ่n ในกรณีที่มีคา εn เกดิขึ้นจากการกูคาความผิดพลาดตําแหนงที่ n-1 

⎣ ⎦
( )

β
εxxx nn

Rnn
11 −− +

+′=′′  

⎣ ⎦ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′=′′ −−

β
ε

β
xxx nn

Rnn
11  

จากเงื่อนไขของการกูคาความผิดพลาดตามสมการที ่2.4 ที่วา ⎣ ⎦ ⎣ ⎦nRn xx =′  จะไดวา 

⎣ ⎦ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=′′ −−

β
ε

β
11 nn

nn
x

xx  

⎣ ⎦ ⎣ ⎦( )
β
ε

β
β 1−+

−
+=′′ nnn

nn
xx

xx  

β
ε 1−+=′′ n

nn xx  

เพราะฉะนัน้  
β
εxx n

nn +=′′  ; k < n ≤ L 
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โดย  KKK εxx +=′′  และ 
2
1

≤Kε  

ดังนัน้  KLKL
K

L ββ
εx −− ≤=′′

2
1  ■ 

4.2 ตัวอยางการคํานวณ 

ตัวอยาง 4.1 แสดงการกูคาความผิดพลาด เมื่อกําหนดคาความผิดพลาด εn  = 0.0106875 เทียบ
กับคาความผดิพลาด εn = 6% สําหรับ x = 34.2 y = 12 บนฐาน β  = 2 และ X = 32 ผลลัพธของ
การหาร z = 2.85  

แสดงการกูคาความผิดพลาดทั้งสองกรณีในตารางที ่4.1 

ตารางที่  4.1  แสดงการกูคาความผิดพลาดจากการบวกและคูณคาความผิดพลาด 
n 4 3 2 1 0 -1 
zn 0.178125 0.35625 0.7125 1.425 0.85 1.7 

z′n = zn + εn 0.1888125 0.3669375 0.7231875 1.4356875 0.8606875 1.7106875 
z″n 0.17845899 0.35691798 0.71383595 1.4276719 0.8553438 1.7106875 

z′n = zn × εn 0.1888125 0.377625 0.75525 1.5105 0.901 1.802 
Z″n 0.1813125 0.362625 0.72525 1.4505 0.901 1.802 

จากตารางที่ 4.1 แสดงใหเห็นวา อัลกอริทึมการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง เมื่อ
เกิดคาความผดิพลาด การกูคาความผิดพลาดสามารถทําไดทั้งสองกรณี โดยการเกิดคาความ
ผิดพลาดกรณคีาความผิดพลาดรวมเขาไปในแตละดิจิต ทําใหการกูคาความผิดพลาดกลับมาได
คาใกลเคียงกวากรณทีี่คาความผิดพลาดคูณเขาไปในแตละดิจิต   

ตัวอยาง 4.2 การหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง โดยกาํหนดให x = 645.2 และ y = 42 ดวยคา 
X=1000 สําหรับฐาน β = 10 คาความผิดพลาดทีเ่กิดขึ้นในระบบเทากับ 3% จากสมการ 

1+
=

L
X β คํานวณไดคา L = 2 และกําหนดให K = -1  

วิธีทาํ 

คํานวณหาคาดิจิตคาตอเนื่องของ xn และ yn  บนฐาน 10 หาคา Tn ,  Qn และ zn  เพือ่
ไดผลหารที่เปนดิจิตคาตอเนื่อง บนฐาน 10 หลังจากนั้นใสคาความผิดพลาดที่ zn ในแตละดิจิต 
แลวทําการกูคาความผิดพลาด 
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วิธีคํานวณ 

จากสมการ
X
xxL ×= β สามารถคํานวณหาคาดิจิตเริ่มตน xL  สําหรับดิจิตตอไปหา

ไดจากสมการ ⎣ ⎦ β)( 11 ++ −= nnn xxx  ดังนี ้

452.6
1000

2.645102 =×=x  

สําหรับดิจิตตอไปคํานวณไดดังแสดงในตารางที่ 4.2 

จากวธิีการเดียวกนักับการหาดิจิตตอเนื่อง xn สามารถคํานวณหาดิจติ yn ไดดังนี ้

42.0
1000

42102 =×=y  

สําหรับดิจิตตอไปคํานวณไดดังแสดงในตารางที่ 4.3 

ตารางที่ 4.2 แสดงการคํานวณคา xn 

n ⎣ ⎦ β)( 11 ++ − nn xx  xn 

1 ⎣ ⎦ 10)452.6452.6( ×−  4.52 

0 ⎣ ⎦ 10)52.452.4( ×−  5.2 

-1 ⎣ ⎦ 10)2.52.5( ×−  2 

ตารางที่ 4.3  แสดงการคํานวณคา yn 

n ⎣ ⎦ β)( 11 ++ − nn yy  yn 

1 ⎣ ⎦ 10)42.042.0( ×−  4.2 

0 ⎣ ⎦ 10)2.42.4( ×−  2 

-1 ⎣ ⎦ 10)22( ×−  0 

หลังจากไดดิจติคาตอเนื่อง xn และ yn แลวทาํการคํานวณหาคา Tn จากสมการที่ 4.2  แสดงวิธีการ
คํานวณดงัตารางที ่4.4 
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ตารางที่ 4.4 แสดงการคํานวณ Tn 

n ⎣ ⎦
Y
βx n

n ×
 

Tn 

2 ⎣ ⎦
42

10452.6 2×  
14.2857143 

1 ⎣ ⎦
42

1052.4 1×  
0.952380952 

0 ⎣ ⎦
42

102.5 0×  
0.119047619 

-1 ⎣ ⎦
42

102 1−×  
0.0047619047 

หาคา Qn จากสมการ βmod⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xQ n

n แสดงการคํานวณดังตารางที่ 4.5 

ตารางที่ 4.5 แสดงการคํานวณคา Qn 

n 
β

y
xn mod⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Qn 

2 
10mod

42
452.6

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

153619048.0  

1 
10mod

42
52.4

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

107619048.0  

0 
10mod

42
2.5
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

123809524.0  

-1 
10mod

42
2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0476190476.0  
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เมื่อไดตัวแปรทั้งหมดแลวสามารถหาคา zn จากสมการ ที่ 3.1 

Ln

Ln

Q
T

Q

z
n

L

ni
n
i

n

n

<

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=
∑

+= :

:

modmod
1

ββ
β

 

สามารถคาํนวณไดดังตารางที่ 4.6 

ตารางที่ 4.6 แสดงการคํานวณคา zn 

N 
βQβ

β
T

n

L

ni
n
i modmod

1
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

+=

 
zn 

2 2Q  153619048.0  

1 
10mod107619048.010mod

10

2

11
1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

+=i

iT 53619048.1  

0 
10mod123809524.010mod

10

2

10
0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

+=i

iT 3619048.5  

-1 
10mod047619047.010mod

10

2

0
0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

=i

iT  
619048.3  

นําคา zn ที่ไดจากการคํานวณใสคาความผิดพลาดเทากบั 3% ทุกๆ ดิจิต ดังนี ้

2z′  = 0.153619048 × 1.03 = 0.158227619 

1z′  = 1.53619048 × 1.03  = 1.582276194 

0z′  = 5.3619048 × 1.03 = 5.522761944 

1−′z = 3.619048 × 1.03 = 3.72761944 

เมื่อเกิดคาความผิดพลาดขึ้นในระบบสามารถกูคาความผิดพลาดจากสมการที ่ 4.5 แสดงการ
คํานวณดงันี ้

3.727619441 =′′−z  

⎣ ⎦ 372761944.5)10/72761944.3(15.50 =+=′′ Rz  
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⎣ ⎦ 53276194.1)10/372761944.5(045.11 =+=′′ Rz  

⎣ ⎦ 153276194.0)10/53276194.1(004951425.02 =+=′′ Rz  

นําคาที่คํานวณไดทั้งหมดแสดงในตารางที่ 4.7 

ตารางที่  4.7 แสดงการหาร x = 645.2 และ y = 42 ซึ่งมีคาความผิดพลาดเทากบั 3% 
n 2 1 0 -1 
xn 6.452 4.52 5.2 2 
yn 0.42 4.2 2 0 

nT  14.2857143 0.952380952 0.119047619 0.00476190476 
nQ  0.153619048 0.107619048 0.123809524 0.0476190476 
nz  0.153619048 1.53619048 5.3619048 3.619048 
nz′  0.158227619 1.582276194 5.522761944 3.72761944 
nz ′′  0.153276194 1.53276194 5.372761944 3.72761944 

คําตอบที่ไดจากการคํานวณนี้กอนที่จะเกิดคาความผิดพลาด คือ (0.153619048, 
1.53619048, 5.3619048 | 3.619048) เมื่อเกิดคาความผิดพลาดในแตละดิจิตมีขนาด 0.562 ทํา
การกูคาความผิดพลาดไดคําตอบคือ (0.153276194,1.53276194,5.372761944 | 3.72761944)  
เห็นวาคาที่กูมายังไมเทากับคาเดิม เนื่องจากยังมีความผิดพลาด ซึ่งจะทําใหกระทบกับทุกๆ ดิจิตที่
จะทําการกูคาความผิดพลาด ทําใหคาคําตอบที่ไดไมตรงกับคาที่แทจริง การเกิดคาความผิดพลาด
จากดิจิตที่มีลําดับนอยที่สุดกระจายไปยังทุกๆ  ดิจิตนั้นจะเรียกวา  การแพรกระจายของความ
ผิดพลาดที่เกิดจากดิจิตที่มีคาความสําคัญนอยที่สุด  (Least significant digit error propagation) 
ซึ่งคาความผิดพลาดนี้เกิดจากการที่ไมสามารถจะทําการปรับปรุงคาของดิจิต  zk ไดตามสมการ
การกูคาความผิดพลาดในกรณีที่  n = K แตสังเกตเห็นวาดิจิตแตละดิจิตที่ทําการที่กูคาความ
ผิดพลาดไดคําตอบที่มีคายอมรับได   

นอกจากการแสดงการคํานวณบนฐาน 10 แลว ตัวอยางตอไปจะแสดงวิธีการคํานวณ  
ดิจิตคาตอเนื่อง เกิดคาความผิดพลาดขึ้นแตละดิจิต พรอมทั้งการกูคาความผิดพลาด บนฐาน 2 
อยางละเอียด  
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ตัวอยางที ่4.3 การหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง โดยกําหนดให x= 92.2 และ y=32 ดวยคา X 

= 100 สําหรับฐาน β = 2 คาความผิดพลาดที่เกิดขึน้ในระบบ 0.0842 จากสมการ 
1+

=
L

X β

คํานวณไดคา L = 6  และกําหนดให K = -2 

วิธีทาํ 

คํานวณหาคาดิจิตคาตอเนื่องของ xn และ yn บนฐาน 2 หาคา Tn ,  Qn และ zn  เพือ่ได
ผลหารทีเ่ปนดจิิตคาตอเนื่อง บนฐาน 2 หลงัจากนัน้ใสคาความผิดพลาดที่ zn ในแตละดิจิต แลวทํา
การกูคาความผิดพลาด 

วิธีคํานวณ 

จากสมการ
X
xxL ×= β สามารถคํานวณหาคาดิจิตเริ่มตน xL  สําหรับดิจิตตอไปหา

ไดจากสมการ ⎣ ⎦ β)( 11 ++ −= nnn xxx  ดังนี ้

844.1
100

2.9226 =×=x  

สําหรับดิจิตตอไปคํานวณไดดังแสดงในตารางที่ 4.8 

จากวธิีการเดียวกนักับการหาดิจิตตอเนื่อง xn สามารถคํานวณหาดิจติ yn ไดดังนี ้

64.0
100
3226 =×=y  

สําหรับดิจิตตอไปคํานวณไดดังแสดงในตารางที่ 4.9 
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ตารางที่ 4.8 แสดงการคํานวณคา xn 

n ⎣ ⎦ β)( 11 ++ − nn xx  xn 

5 ⎣ ⎦ 2)844.1844.1( ×−  1.688 

4 ⎣ ⎦ 2)688.1688.1( ×−  376.1  

3 ⎣ ⎦ 2)376.1376.1( ×−  752.0  

2 ⎣ ⎦ 2)752.0752.0( ×−  1.504 

1 ⎣ ⎦ 2)504.1504.1( ×−  1.008 

0 ⎣ ⎦ 2)008.1008.1( ×−  0.016 

-1 ⎣ ⎦ 2)016.0016.0( ×−  0.032 

-2 ⎣ ⎦ 2)032.0032.0( ×−  0.064 

ตารางที่ 4.9  แสดงการคํานวณคา yn 

n ⎣ ⎦ β)( 11 ++ − nn yy  yn 

5 ⎣ ⎦ 2)64.064.0( ×−  1.28 

4 ⎣ ⎦ 2)28.128.1( ×−  0.56 

3 ⎣ ⎦ 2)56.056.0( ×−  1.12 

2 ⎣ ⎦ 2)12.112.1( ×−  0.24 

1 ⎣ ⎦ 2)24.024.0( ×−  0.48 

0 ⎣ ⎦ 2)48.048.0( ×−  0.96 

-1 ⎣ ⎦ 2)96.096.0( ×−  1.92 

-2 ⎣ ⎦ 2)92.192.1( ×−  1.84 

หลังจากไดดิจติคาแบบตอเนื่อง xn และ yn แลวทาํการคํานวณหาคา Tn จากสมการ 
⎣ ⎦

Y
x

T
n

n
n

β×
=   แสดงวิธีการคํานวณดงัตารางที ่4.10 
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ตารางที่ 4.10 แสดงการคาํนวณ Tn 

n ⎣ ⎦
Y
βx n

n ×
 

Tn 

6 ⎣ ⎦
32

2844.1 6×  
2 

5 ⎣ ⎦
32

2688.1 5×  
1 

4 ⎣ ⎦
32

2376.1 4×  
0.5 

3 ⎣ ⎦
32

2752.0 3×  
0 

2 ⎣ ⎦
32

2504.1 2×  
0.125 

1 ⎣ ⎦
32

2008.1 1×  
0.0625 

0 ⎣ ⎦
32

2016.0 0×  
0 

-1 ⎣ ⎦
32

2032.0 1−×  
0 

-2 ⎣ ⎦
32

2064.0 2−×  
0 

หาคา Qn จากสมการ βmod⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
xQ n

n แสดงการคํานวณดังตารางที่ 4.11 
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ตารางที่ 4.11 แสดงการคาํนวณคา Qn 

n 
β

y
xn mod⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Qn 

6 
2mod

32
844.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.057625 

5 
2mod

32
688.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.05275 

4 
2mod

32
376.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.043 

3 
2mod

32
752.0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.0235 

2 
2mod

32
504.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.047 

1 
2mod

32
008.1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.0315 

0 
2mod

32
016.0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.0005 

-1 
2mod

32
032.0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0.001 

-2 
2mod

32
064.0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

0 

เมื่อไดตัวแปรทั้งหมดแลวสามารถหาคา zn จากสมการ ที่ 3.1 
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สามารถคาํนวณไดดังตารางที่ 4.12 
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ตารางที่ 4.12 แสดงการคาํนวณคา zn 

n 
βQβ

β
T

n

L

ni
n
i modmod

1
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

+=

 
zn 

6 2Q  0.057625 

5 
2mod05275.02mod

2

6

15
5 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

+=i

iT 11525.0  

4 
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นําคา zn ที่ไดจากการคํานวณใสคาความผิดพลาดเทากบั 0.0842 ทุกๆดิจิต ดังนี ้

6z′  = 0.057682 + 0.0842 = 0.14825 

5z′ = 0.11525 + 0.0842  = 0.19945 

4z′ = 0.2305 + 0.0842  = 0.3147 

3z′ = 0.461 + 0.0842  = 0.5452 
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2z′  = 0.922 + 0.0842  = 1.0062 

1z′  = 1.844 + 0.0842  = 1.9282 

0z′ = 1.688 + 0.0842  = 1.7722 

1−′z  = 1.376 + 0.0842  = 1.4602 

2−′z  = 0.752 + 0.0842  = 0.8362 

เมื่อเกิดคาความผิดพลาดขึ้นในระบบสามารถกูคาความผิดพลาดจากสมการที่ 4.6 แสดงการ
คํานวณดงันี ้
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นําคาที่คํานวณไดทั้งหมดแสดงในตารางที่ 4.13 
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ตารางที่  4.13 แสดงการหาร x = 92.2 และ y = 32  ซึ่งมีคาความผดิพลาดเทากบั 0.0842 
n xn yn nT  nQ  nz  nz′  nz ′′  

6 1.844 0.64 2 0.057625 0.057625 0.14825 0.05795391 
5 1.688 1.28 1 0.05275 0.11525 0.19945 0.11590782 
4 1.376 0.56 0.5 0.043 0.2305 0.3147 0.23181563 
3 0.752 1.12 0 0.0235 0.461 0.5452 0.46363125 
2 1.504 0.24 0.125 0.047 0.922 1.0062 0.9272625 
1 1.008 0.48 0.0625 0.0315 1.844 1.9282 1.854525 
0 0.016 0.96 0 0.0005 1.688 1.7722 1.70905 
-1 0.032 1.92 0 0.001 1.376 1.4602 1.4181 
-2 0.064 1.84 0 0.002 0.752 0.8362 0.8362 

คําตอบที่ไดจากการคํานวณนี้กอนที่จะเกิดคาความผิดพลาด คือ (0.057625, 
0.11525, 0.2305, 0.461, 0.922, 1.844, 1.688 | 1.376, 0.752) เมื่อเกิดคาความผิดพลาดในแต
ละดิจิตมีขนาด 0.0842 ทําการกูคาความผิดพลาดไดคําตอบคือ(0.05795391, 0.11590782, 
0.23181563, 0.46363125, 0.9272625, 1.854525, 1.70905 | 1.4181, 0.8362)  เห็นวาคาที่กู
มายังไมเทากับคาเดิม แตดิจิตแตละดิจิตท่ีทําการที่กูคาความผิดพลาดไดคําตอบมีคาที่ใกลเคียง
คาเดิม เชนเดียวกับการคํานวณบนฐานสิบ ซึ่งเปนการแสดงใหเห็นวาอัลกอริทึมการหารบนระบบ
จํานวนคาตอเนื่อง สามารถคํานวณไดบนฐานใดๆ   

สําหรับการคํานวณบนฐานสอง สิ่งที่เปนขอสังเกตคือ การกําหนดคา K โดยปกติจะ
กําหนดใหคา K ตามตําแหนงของทศนิยม จากที่ไดกลาวแลววาการกําหนดคา K ยิ่งมีจํานวนของ 
K มากๆ จะทําใหการกูคาความผิดพลาดกลับมาใกลเคียงคาเดิมมากยิ่งขึ้น ตัวอยางตอไปจะใช
ตัวเลขเดียวกันกับตัวอยางที่ 4.2 แตจะกําหนดคา K ใหมีจํานวนมากขึ้น ซึ่งหมายความวา
กําหนดคา K ยิ่งต่ําลงมากๆ เวลาที่ใชคํานวณก็จะมากขึ้นดวยเชนกัน 

ตัวอยาง 4.4 จากตัวอยางที่ 4.3 กําหนดคา K = -2  สําหรับตัวอยางนี้ จะกําหนดคา K = -4 

 ผลลัพธการกูคาความผิดพลาดแสดงในตารางที่ 4.14 
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ตารางที่ 4.14 แสดงผลลัพธหลังจากกูคาความผิดพลาดกรณีกําหนดคา K มากขึ้น 
n nz  nz′  nz ′′  

6 0.057625 0.14825 0.05770724 
5 0.11525 0.19945 0.11541448 
4 0.2305 0.3147 0.23082895 
3 0.461 0.5452 0.4616579 
2 0.922 1.0062 0.9233158 
1 1.844 1.9282 1.8466315 
0 1.688 1.7722 1.693263 
-1 1.376 1.4602 1.386525 
-2 0.752 0.8362 0.77305 
-3 1.504 1.5882 1.5461 
-4 1.008 1.0922 1.0922 

จากผลลพัธของตัวอยางนี ้ สังเกตเหน็วาคาทีกู่คาความผิดพลาดกลบัมา เมื่อเทยีบ   
ดิจิตตอดิจิต พบวาการกําหนดคา K ยิ่งต่าํลง จากตวัอยางนี้ K = -4 ทําใหการกูคาความผิดพลาด
ไดใกลเคียงกวาการทีก่ําหนดคา K = -2 แตจะใชเวลาการคํานวณมากขึ้น เนื่องจากตองคํานวณ   
ดิจิตเพิ่มข้ึนอกี 2 หลัก  

4.3 บทสรปุ 

ในบทนี้ไดแสดงใหเห็นถึงการคํานวณอยางละเอยีด เมื่อดิจิตคาตอเนื่องเกดิความ
ผิดพลาดขึ้นในทกุๆ ดิจิต สามารถกูคาความผิดพลาดกลับมาไดคาที่ยอมรับได โดยคาความ
ผิดพลาดจะตองนอยกวาคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนทีย่ินยอม และยังไดแสดงใหเหน็ถงึการ
คํานวณโดยกาํหนดจํานวนดิจิต ถาคาํนวณดวยการกาํหนดจํานวนดิจิตมากๆ จะทําใหการกูคา
ความผิดพลาดใกลเคียงกวาการกาํหนดดจิิตที่นอยกวา 

 



บทที่ 5 

การวิเคราะหการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

จากบทที ่ 4 ไดกลาวถึงการคํานวณกรณีเกิดคาความผิดพลาด และการกูคาความ
ผิดพลาด โดยการกาํหนดจํานวนดิจิตยิง่มาก จะทําใหการกูคาความผิดพลาดกลบัมาไดใกลเคียง
มากกวาการกาํหนดดิจิตที่นอยกวา ซึง่ในบทนี้จะแสดงกราฟแสดงความสัมพันธระหวางจาํนวน
ดิจิตกับคาความผิดพลาดทีเ่กิดขึ้น นอกจากนี้จะแสดงการวเิคราะหอัลกอริทึมการหารบนระบบ
จํานวนคาตอเนื่อง โดยคํานึงถึงผลลพัธที่ไดจากขั้นตอนของการกูคาความผิดพลาดที่แตกตางกัน 
คือกรณีที่หนึ่ง ตัวถกูดําเนินการจะถกูกูคาความผิดพลาดกอนที่จะดําเนินการหาร และกรณีที่สอง 
จะดําเนนิการหารของตัวถูกดําเนนิการกอนที่จะทาํการกูคาความผิดพลาด 

5.1 ความสัมพันธระหวางจํานวนดิจิตเทียบกับคาความผิดพลาด 

การแสดงความสัมพนัธระหวางจํานวนดิจติเทียบกับคาความผิดพลาด เพื่อแสดงให
เห็นถึงการกาํหนดจาํนวนดจิิตในการคํานวณบนระบบจาํนวนคาตอเนือ่ง กรณีเกิดคาความ
ผิดพลาดขึ้นในแตละดิจิตคาตอเนื่อง  

จากสมการที ่ 4.1 แสดงความสัมพันธระหวางจาํนวนดจิิตเทียบกบัคาความผิดพลาด
ดังรูปที่ 5.1 สําหรับ β = 10  และรูปที่ 5.2 สําหรับ β = 2  โดยแกน x แทนคาความผดิพลาดสงูสดุ 
และแกน y แทนจาํนวนดจิิต ซึ่งสรุปไดวาจาํนวนดิจติยิ่งมากขึ้นคาความผิดพลาดสูงสุดจะลดลง
เขาใกลคา 0 
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รูปที่ 5.1 กราฟแสดงความสัมพันธระหวางจาํนวนดิจิตกับคาความผดิพลาดสําหรบั β = 10 
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รูปที่ 5.2 กราฟแสดงความสัมพันธระหวางจาํนวนดิจิตกับคาความผดิพลาดสําหรบั β = 2 

ในสวนนี้สรุปไดวาในกรณีที่ใชจํานวนดิจิตเทากัน ระบบจํานวนที่ใชคาฐานทีสู่งกวาจะ
มีผลกระทบของคาความผิดพลาดหลังจากการกูคาความผิดพลาดนอยกวาระบบจํานวนบนฐานที่
มีคานอยกวา เนื่องจากคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้นกับจํานวนในระบบนั้นจะแปรผกผันกับคาของ
ฐานที่ใชและจํานวนของดิจิต ดังนั้นบนฐานที่มีคาเทากันแตใชจํานวนของดิจิตที่มากกวาก็จะมีคา
ความผิดพลาดที่เกิดขึ้นนอยกวาเชนกัน นอกจากนี้เร่ืองของฐานที่ใชในระบบจํานวนยังสงผล
กระทบตอจํานวนดิจิตที่จะตองใชในการแสดงรูปแบบการแทนคาของจํานวนใดๆ ที่มีคาระยะ
สูงสุดแบบพลวัตที่เทากัน ซึ่งระบบจํานวนบนฐานที่มีคามากกวาจะใชจํานวนดิจิตที่นอยกวาระบบ
จํานวนบนคาฐานที่ต่ํากวา และยังคงสงผลกระทบตอคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม 
โดยฐานที่มีคาสูงกวาจะมีคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอมต่ํากวาระบบที่ใชคาฐานที่สูง 
กวา 

5.2 การวิเคราะหอัลกอรทิมึการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

ในสวนนี้จะทาํการวิเคราะหการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง ซึง่แบงออกเปนสอง
กรณีคือ  

กรณีที่ 1 คือกรณีที่ดําเนินการหารกับตัวถูกดําเนินการ x′ และ y′  ซึ่งเปนจํานวนที่
เกิดคาความผดิพลาดขึ้น จะไดผลลัพธเปนคา z′ ซึ่งเปนผลลัพธที่เกิดความผิดพลาดขึ้นเชนกนั 
หลังจากนั้นจงึทําการกูคาความผิดพลาดทีเ่กิดขึ้น แสดงไดดังรูปที่ 5.3 ในสถาปตยกรรมแบบนี้ ตัว
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ถูกดําเนินการทั้งสองอาจมีคาคลาดเคลื่อน และทาํใหไมมีคุณสมบัติของการเปนรูปแบบแทน
จํานวนในระบบจํานวนคาตอเนื่อง ดงันัน้ผลของการหาร และคาความคลาดเคลื่อนในขั้นตอนการ
หารอาจมีผลตอคําตอบที่ไดมาก นั่นคือ ชวงของคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยนิยอมของการ
หารจะลดลงขึ้นกับคาความผิดพลาดที่เกดิขึ้นกับของตวัดําเนินการกอนการหาร นอกจากนี ้ ใน
กรณีที่ตัวถกูดําเนนิการทัง้สองมีคาคลาดเคลื่อนที่ตางกนัจะสงผลถึงการคํานวณดวย 

 
รูปที่ 5.3 แผนภาพแสดงการหารกรณีการหารที่ดิจิตมีคาความผิดพลาด 

กรณีที ่ 2 การหารกรณทีีแ่ตละดิจิตผานการกูคาความผิดพลาดมากอนแลว เมือ่ได
ผลลัพธการหารแลวเกิดคาความผิดพลาด หลังจากนัน้ทาํการกูคาความผิดพลาด แสดงดัง
แผนภาพที่ 5.4 จะเหน็ไดวา ในสถาปตยกรรมแบบนี้ ตวัถูกดาํเนินการทั้งสองจํานวน อาจมี
ความคลาดเคลื่อนที่ไมเทากนัได ซึ่งจะไมมีผลตอคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนทีย่ินยอมของการ
หาร ทั้งนี้เพราะตัวดําเนนิการทั้งสองผานกระบวนการกูคาความผิดพลาดมากอน ทําใหจํานวนทั้ง
สองมีคุณสมบัติของการเปนรูปแบบแทนจํานวนในระบบจํานวนคาตอเนื่อง 

 
รูปที่ 5.4 แผนภาพแสดงการหารกรณีการหารที่ดิจิตยงัไมมีคาความผิดพลาด 

ตัวอยางที ่5.2 การหาร x = 14.4 ดวย y = 4.2 คาระยะสูงสุดแบบพลวัตเทากบั 16 สําหรับฐาน 
β = 2 กําหนดให L = 3 และ K = -1 โดยคาความผดิพลาดที่ x เทากบั 5% และ y เทากับ 2% 
ซึ่งจะแสดงการหารทัง้สองกรณี  
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ตารางที่ 5.1 แสดงการหารตามสถาปตยกรรมรูปที่ 5.3 และสําหรับรูปที่ 5.4 การหารแสดงไดดัง
ตารางที่ 5.2  

ตารางที่ 5.1 แสดงการหารกรณีการหารที่ดิจิตมีคาความผิดพลาด 

n 3 2 1 0 -1 

x′n 1.89 1.68 1.26 0.42 0.84 

y′n 0.5355 1.0815 0.103 0.206 0.412 

nz  0.462378638 0.924757275 1.84951455 1.6990291 1.3980582 

nz′  0.485497569 0.970995139 1.941990278 1.783980555 1.46796111 

nz ′′  0.46674757 0.933495139 1.866990278 1.555882353 1.46796111 

ตารางที่ 5.2 แสดงการหารกรณีการหารที่ดิจิตยังไมมคีาความผิดพลาด 

n 3 2 1 0 -1 

x″n 1.8025 1.605 1.21 0.42 0.84 

y″n 0.52575 1.0515 0.103 0.206 0.412 

nz  0.428554446 0.857108892 1.714217784 1.428435568 0.856871136 

nz′  0.449982168 0.899964337 1.799928673 1.499857346 0.899714693 

nz ′′  0.431232169 0.862464337 1.724928674 1.449857347 0.899714693 

ผลลัพธของการหาร x = 14.4 ดวย y = 4.2 มีคาเทากับ 3.42857143 ซึ่งถานําไป
คํานวณหาคา zL จะมีคาเทากับ 0.428571429 จะสังเกตไดวา คา z″n ของกรณีที่ 2 มีคาใกลเคียง
มากกวากรณีที่ 1 ซึ่งกรณีที่ 1 จะทําการหารดิจิตทั้งๆ ที่มีคาความผิดพลาดเกิดขึ้น แตกตางจาก
กรณีที่ 2 ที่ทําการกูคาความผิดพลาดกอน หลังจากนั้นถึงทําการหาร กระบวนการทํางานจะเพิ่ม
ขั้นตอนมากกวากรณีที่ 1 แตผลลัพธที่ไดคอนขางที่แนนอนกวา สามารถคํานวณไดเสมอและได
คําตอบที่สามารถยอมรับได   
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ตัวอยางที ่5.3 การหาร x = 4.21 ดวย y = 4.18 คาระยะสงูสดุแบบพลวตัเทากบั 16 สาํหรบัฐาน 
β  = 2 กําหนดให L = 3 และ K = -1 โดยคาความผดิพลาดที ่x เทากบั 1% และ y เทากับ 5% 
ซึ่งจะแสดงการหารทัง้สองกรณี 

การหารตามสถาปตยกรรมรปูที่ 5.3 สามารถแสดงไดดังตารางที ่ 5.3 และการหารตาม
สถาปตยกรรมรูปที่ 5.4 แสดงดังตารางที ่5.4  

ตารางที่ 5.3 แสดงการหารกรณีการหารที่ดิจิตมีคาความผิดพลาด 

n 3 2 1 0 -1 

x′n 0.5315125 1.063025 0.10605 0.2121 0.4242 

y′n 0.548625 1.09725 0.0945 0.189 0.378 

nz  0.121101048 0.242202096 0.484404192 0.968808384 1.937616768 

nz′  0.124734079 0.249468159 0.498936318 0.997872636 1.995745271 

nz ′′  0.12473408 0.249468159 0.498936318 0.997872636 1.995745271 

ตารางที่ 5.4 แสดงการหารกรณีการหารที่ดิจิตยังไมมคีาความผิดพลาด 

n 3 2 1 0 -1 

x′n 0.5265125 1.053025 0.10605 0.2121 0.4242 

y′n 0.523625 1.04725 0.0945 0.189 0.378 

nz  0.125689305 0.25137861 0.50275722 1.00551444 0.01102888 

nz′  0.129459984 0.258919968 0.517839937 1.035679873 0.011359746 

nz ′′  0.125709985 0.25419969 0.502839937 1.005679873 0.011359746 

ผลลัพธการหาร x = 4.21 ดวย y = 4.18 มีคาเทากับ 1.00717703 สําหรับกรณีที่ 1 
การเกิดคาความผิดพลาดที่ดิจิตของตัวหารสามารถทําใหมีคามากกวาตัวตั้งได ซึ่งจะทําใหผลลัพธ
การหารที่ได มีคาเทากับ 0.99787264 ทําใหคาผิดไปจากความเปนจริง แตสําหรับกรณีที่ 2 จะทํา
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การกูคาความผิดพลาดกลับมากอน จะทําใหคาของตัวตั้งและตัวหารใกลเคียงคาเดิม ทําให
ผลลัพธของการหารที่ได มีคาเทากับ 1.00567984 เปนคาที่ยอมรับได ทําใหสรุปไดวาการหารกรณี
ที่ 2 สามารถทําการหารไดครอบคลุมกวากรณีที่ 1 และผลลัพธที่ไดมีคุณสมบัติของดิจิตคา
ตอเนื่องอีกดวย  

5.4 บทสรปุ 

ในบทนี้ไดทําการวิเคราะหอัลกอริทึมการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง โดยแสดงให
เห็นถึงความสมัพันธระหวางจํานวนดิจิตกบัคาความผิดพลาดบนฐานสิบ และฐานสอง นอกจากนี้
ไดแสดงความสัมพันธระหวางดิจิตกับคาความผิดพลาดที่เกิดขึ้น ซึง่แสดงใหเห็นวาอัลกอริทึมการ
หารที่ไดนําเสนอ สามารถคํานวณการหารได ไมวาจะเปนกรณีที่ทาํการหารกอนแลวเกิดคาความ
ผิดพลาด หรือกรณีเกิดคาความผิดพลาดกอนแลวทําการหาร และคุณสมบัติของแตละดิจิตเปน   
ดิจิตคาตอเนื่องอีกดวย 



บทที่ 6 

สรุปผลการวิจัย 
 

6.1 สรุปผลการวิจยั 

จากงานวิจัยระบบจํานวนคาตอเนื่องไดเสนอใหมีการนําเสนอดิจิตคาตอเนื่องมาใช
ทํางานบนระบบสัญญาณแอนะล็อก และยังไดเสนอการคํานวณทางเลขคณิตพื้นฐาน โดยเสนอ   
อัลกอริทึมการบวก การลบ และการคูณ ซึ่งไดแสดงใหเห็นวาการคํานวณเลขคณิตพื้นฐานนั้น
สามารถคํานวณไดบนดิจิตคาตอเนื่อง แตระบบสัญญาณแอนะล็อกนั้นมีขอเสียคือ สัญญาณ
รบกวน ซึ่งจะเกิดขึ้นระหวางการสงสัญญาณ งานวิจัยระบบจํานวนคาตอเนื่องยังไดเสนอ 
อัลกอริทึมการกูคาความผิดพลาด เมื่อเกิดสัญญาณรบกวนขึ้นในแตละดิจิตที่มีคาตอเนื่อง โดยคา
ความผิดพลาดนั้นจะตองไมเกินคาความผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยินยอม จึงจะสามารถกูคาความ
ผิดพลาดในแตละดิจิตกลับมาไดใกลเคียงคาเดิม 

สําหรับงานวิจยันี้ ไดนาํเสนออัลกอริทึมการหารบนระบบจํานวนคาตอเนื่อง ซึง่เปนตัว
ดําเนนิการทางเลขคณิตพื้นฐานที่ยงัไมไดนําเสนอในงานวิจยัระบบจาํนวนคาตอเนือ่ง โดยงานวิจยั
นี้ไดออกแบบอัลกอริทึมการหาร และทาํการพิสูจนอัลกอริทึมที่ไดนําเสนอวาสามารถคํานวณบน  
ดิจิตคาตอเนื่อง เมื่อแตละดิจิตเกิดความผดิพลาดขึ้น โดยคาความผิดพลาดจะตองไมเกินคาความ
ผิดพลาดคลาดเคลื่อนที่ยนิยอม การคํานวณสามารถทําการกูคาความผิดพลาดไดคากลับมาเปน
คาที่ยอมรับได และยังสามารถคาํนวณไดบนฐานใดๆ โดยยังคงคุณสมบัติความเปนดิจิตคา
ตอเนื่องอีกดวย 
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Abstract 

Analog circuit concerns about both of power reduction and system noise. 
Since system noise can make an error, continuous valued number system (CVNS) has 
been introduced in order to recover the precision from the error. CVNS is built for 
low noise arithmetic using analog representations and operations. It provides 
redundancy digits in order to increase the precision, by reducing errors. The correct 
result is obtained only in the case that the error does not exceed the error tolerance. 
CVNS also provide some fundamental arithmetic operations which are addition, 
subtraction and multiplication. In this paper, we prove that division can be performed 
in the system by presenting a division algorithm for continuous valued number 
system. Division is performed sequentially started by the least significant digit, digit 
by digit. We also show that the result is satisfied the properties of the continuous 
valued number system. 
 
1. Introduction 

Computer today needs hi-speed processors which response to speed of work. 
Most researches on computer arithmetic are aim to improve a digital system. In 1977, 
Saed et al. [2] have first introduced an overlap resolution number system (ORNS) 
which is an analog number system. The system concerns about both of power 
reduction and system noise. ORNS is built for low noise arithmetic using analog 
representations and operations. The principle characteristic of ORNS is to recover the 
precision from the error which is created from system noise. ORNS provides 
redundancy digits in order to increase the precision, by reducing errors. The 
redundancy digits are used to increase the precision from the error by refining the 
high order digits. The time used for refining increases up to the number of redundancy 
digits. The concept to parallel analog computations for addition and multiplication 
were placed in [3]. ORNS is replaced by a continuous valued number system (CVNS) 
in [3, 4]. The arithmetic operations for this number system are processed by using 
carry free arithmetic structure with circuit level redundancy [4] as same as the signed 
digit number system [1]. A Modified CVNS is also studied in [6]. Another analog 
number system called redundant analog number system (RANS) is also first 
introduced in [7]. 

Fundamental arithmetic operators such as addition, subtraction and 
multiplication for CVNS are already proposed in [5]. The division is still an important 
problem. Although division can be performed using a sequence of multiplications and 
subtractions, but this is not convenient. In this paper, we investigate an efficient 
division algorithm for CVNS. Two constraints must be focused. First, the time 
complexity should not be exploded. Second, the result obtained from the algorithm 
must be preserved the CVNS property. We also propose a linear-time division 
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algorithm with respect to such constraints. Time complexity depends on the number 
of digits of the operands. 

This paper is organized as follows. Section 2 recalls CVNS, analog 
implementation and error recovery method. A division algorithm is introduced in 
Section 3. Finally, Section 4 is the conclusion. 
 
2. Preliminaries 

In this section, we recall a definition of continuous valued number system and 
its fundamental arithmetic operators such as addition, subtraction and multiplication. 
An error recovery method is also presented in this section. 
2.1 Continuous valued number system 

A continuous valued number system [5] is characterized by a triple <β, L, K> 
where β is the radix of the system, L and K are integers which K ≤ L. A real number x 
represented in the system is composed of several continuous valued digits (CVDs), xn, 
with K ≤ n ≤ L. It is usually used K and L are integers such that K < 0 and 0 ≤ L. That 
is the representation of x is as follows: 

 
 (xL, xL-1, …, x0 | x-1, …, xK+1, xK), 

 
where bar (|) is used to distinguish the left part, called integer part from the right part, 
called fractional part. The maximum range of x is bounded with X such that |x| < X. 
That is 

 
X = βL+1, 

 
where β can be any real number. We select the minimum value of L such that βL+1 ≥ 
|X|. K is used to increase the recovering precision. 

The cascaded technique is applied to generate each digit of CVDs in [5]. The 
digit generation starts from the most significant digit (MSD) to the least significant 
digit (LSD). The first digit, xL, can be generated as 

 
 xL = β × (x / X). (1) 
 

The other CVDs are generated by using the cascade rule as follow: 
 

 xn = (xn+1 –  ⎣xn+1⎦) × β. (2) 
 
Because of the analog circuit, all digits are represented as electronic variable, 

for instance a current or voltage, in range 0 to ±Q units. Then each CVD of x can be 
matched to the analog variable qn by  

 
 qn = xn × (Q / β). (3) 

 
Example 1 
Given <2, 4, -2> be the CVNS. That is β = 2, L = 4 and K = -2. Given a real number x 
= 12.456. Since x is less than X = 25 = 32, x can be represented in this system. The 
CVDs of x are illustrated by Table 1. The conversion from x into analog values in the 
range of 0 µA to 50 µA is computed using Equation (3) and shown in Table 1. 
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Table 1. CVDs and analog values for x = 12.456 
 β = 2 
n xn ⎣xn⎦ qn (µA) 
4 0.7785 0 19.4625 
3 1.557 1 38.925 
2 1.114 1 27.85 
1 0.228 0 5.7 
0 0.456 0 11.4 
-1 0.912 0 22.8 
-2 1.842 1 46.05 

 
It means that 12.456 is represented as (0.7785 1.557 1.114 0.228 0.456 | 0.912 

1.842) and the analog values are (19.4625µA 38.925µA 27.85µA 5.7µA 11.4µA | 
22.8µA, 46.05µA). 
 
2.2 Error recovery process 

Errors are appeared in the system because of the inaccuracies in the hardware 
represented the analog digits. Let εn be an error applied to digit xn. For any digit xn, let 
x'n denote the digit included the error, x'n = xn + εn. The objective of the error recovery 
process is to recover x'n as close as the original value xn with unknown εn. The value 
after recovery is denoted by x''n. The value of x''n is computed using the following 
equations: 
 
 ⎣ x'n ⎦R = [x'n – (x''n-1 / β ) ]Rounded (4) 
 
and 
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The error recovery process starts from the LSD or x'K by assuming this value is 
correct. This is that the process uses the lower order digit (xn-1) to increase the 
precision of the higher order digit (xn). Equation (4) is correct in the case that the 
following condition is satisfied: 

 
 |εn – (εn-1/β) | < 1/2. (6) 
 

The inequality (6) provides an error bound on the adjacent digits. This bound 
is the error that CVNS can tolerate. We assume that all errors of each CVD have 
substantially equal error probability density function (EPDF) [5]. This is reasonable 
when the analog operations are implemented with similar circuit over the same analog 
range. 
Example 2 
Suppose that the error in the circuit is 4%. Given <2, 4, -2> be the CVNS. The 
representation of x = 12.456 and x'n, including errors, are illustrated by Table 2. The 
error recovering process is also demonstrated by Table 2. 
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Table 2. The error recovery for x = 12.456 with 4% of the error 

 <2, 4, -2> 
n xn x'n [x'']R 
4 0.7785 0.80964 0.7799325
3 1.557 1.61928 1.559865 
2 1.114 1.15856 1.11973 
1 0.228 0.23712 0.23946 
0 0.456 0.47424 0.47892 

-1 0.912 0.94848 0.95784 
-2 1.842 1.91568 1.91568 

 
The result of the error recovery process is ( 0.7799325 1.559865 1.11973 

0.23946 0.47892 |  0.95784 1.91568 ) comparing with the original value ( 0.7785 
1.557 1.114 0.228 0.456 | 0.912 1.842 ). The error in the result is called a least 
significant digit error propagation [5] along the CVDs. 

Remark that the error propagation depends on the value of K. (i.e., the error 
can be decreased if K is small). In this example it is clearly to see that the complexity 
for error recovery process is O(n) where n is the number of CVDs. Since the error 
recovery process refines only one digit, and digit-by-digit, the time needed increases 
up to the number of redundancy digits. 

 
2.2 CVNS Arithmetic 

Some fundamental arithmetic operators have been introduced in [5]. We recall 
now algorithms for addition, subtraction and multiplication. To simplify the 
algorithm, number in the system will be represented using analog digits (xn) instead of 
using analog values (qn). 
2.2.1 Addition 
 Let x and y be two numbers represented in <β, L, K> number system, where 

x = ( xL xL-1 xL-2 … | … xK ) and 
y = ( yL yL-1 yL-2 … | … yK ). 

Addition of x and y can be computed as follow: 
 

zn = ( xn + yn ) mod β, for all K ≤ n ≤ L, (7) 
 
where z is the result, z = x + y. It is clear that all digits can be computed in the same 
time. Then the time used function for addition is constant. 
2.2.2 Subtraction 
 Subtraction can be performed using an addition of a number and one negative 
number. Let x and y be two numbers represented in <β, L, K> number system, where 

x = ( xL xL-1 xL-2 … | … xK ) and 
y = ( yL yL-1 yL-2 … | … yK ). 

Subtraction of y from x is performed by addition as follows: 
 

 
( ) mod ( ) 0

( ) mod ( ) 0

n n L L

n

n n L L

x y x y
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x y x y
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where a mod– b = b – (a mod b). 
2.2.3 Multiplication 
 Multiplication cannot be directly performed independently digit-wise. 
Multiplication is performed by a summation of the partial product. The theoretical 
result in [5] shows that the CVD of a product λ.x (λ is an integer) is 
( ) ( . ) modn nx xλ λ β= , then the product of x and y can be computed by 
 

( . ) ( . ) mod ( . ) modn k n k i n
k k

y x x xλ β λ β−
∀ ∀

= =∑ ∑
ur

, 

 
where λi = ⎣ yi ⎦ for all K ≤ i ≤ L.  
 
3. Division algorithm 

In this section, we focus on a division algorithm for CVNS. Division can be 
performed by summation of division result in each digit. The division of x by y can be 
computed by the following theorem. 
 
Theorem 1: 
Let x and y be two numbers represented in <β, L, K> number system, where x = ( xL 
xL-1 xL-2 … | … xK ) and y = ( yL yL-1 yL-2 … | … yK ). A number z = ( zL zL-1 zL-2 … | … 
zK ), the quotient of a dividend x with the divisor y, can be computed by the following 
equation: 
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where Tn  ( for all K ≤ n ≤ L ) is defined as 
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and Qn is the ratio of xn and yn: 
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Proof: From Equation (1) and (2), the CVNS digit generation rule can be obtained as 
follow: 

 1 modL n
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X
β β− +⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (12) 

We can also use Equation (12) to generalize digit generation to find xn given xm as 
follows: 
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Since z = x/y, and Equation (13), it is obtained that 
y
x

Z n
n =  in the case where n = L.  

Now, substitute xn  in Equation (1), we obtain 
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In the case where n < L, the following equation can be obtained from Equation (13). 
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From the generation rule of CVD, it is true that 
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Multiply (1) by β n combining with Equation (16), then Equation (17) is obtained. 
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The following equation is derived from (15) and (17), 
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Finally, from the definitions of Tn and Qn in Equation (10) and (11), and (18), we can 
conclude in the case n < L that  
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and the proof is completed. □ 

In order to understand the algorithm, the following example can be used to 
demonstrate the algorithm. 

Example 3: Consider the division of x = 92.2 by y = 32, using a decimal radix of β = 
2 with a range of X= 100. Suppose that an error in the system is fixed by ε = 0.0842 
applied to each of the CVNS representations of x and y. Given L = 6 and K = -2, the 
representation of z = x/y can be computed as shown in Table 3.  
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Table 3. The division of x = 92.2 by y = 32 
n xn yn nT  nQ  nZ  nZ '  nZ"  
6 1.844 0.64 2 0.057625 0.057625 0.14825 0.05795391
5 1.688 1.28 1 0.05275 0.11525 0.19945 0.11590782
4 1.376 0.56 0.5 0.043 0.2305 0.3147 0.23181563
3 0.752 1.12 0 0.0235 0.461 0.5452 0.46363125
2 1.504 0.24 0.125 0.047 0.922 1.0062 0.9272625 
1 1.008 0.48 0.0625 0.0315 1.844 1.9282 1.854525 
0 0.016 0.96 0 0.0005 1.688 1.7722 1.70905 
-1 0.032 1.92 0 0.001 1.376 1.4602 1.4181 
-2 0.064 1.84 0 0.002 0.752 0.8362 0.8362 

 

The result of calculation is z = (0.057625 0.11525 0.2305 0.461 0.922 1.844 
1.688 | 1.376 0.752). We consider the result of division of 92.2 by 32 which the 
correct answer is 2.88125. 

In the case that an error ε = 0.0842 is applied to the system, the results after a 
recovery process are (0.05795391 0.11590782 0.23181563 0.46363125 0.9272625 
1.854525 1.70905 | 1.4181, 0.8362). It can be seen that the results are satisfied the 
properties of the continuous valued number system. 
 
4. Conclusions 
 Formal foundation for addition subtraction and multiplication for continuous 
valued number system have been presented in [5]. In this work, we propose a division 
algorithm for continuous valued number system. An algorithm sequentially performs 
starting from the most significant digit, digit by digit. The result from the algorithm is 
still satisfied the CVNS properties. We show that the least significant digit error 
propagation can also be recovered if the error does not exceed the error tolerance. 
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