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บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

 
1.1  ความสําคัญและที่มา 

ปจจุบันน้ี ไดเริ่มมีแนวคิดในการพัฒนาเครื่องมือที่จะมาชวยมนุษยทํางานไดสะดวกมาก
ขึ้น เชนการพัฒนาหุนยนตมาทํางานแทนคน ทํางานในที่ที่สภาพแวดลอมไมเหมาะสมกับ
คน และทํางานที่เหมือนกันหรือซ้ํากัน เปนตน แตปจจุบันน้ีเร่ิมมีแนวคิดที่วาคนมีความยืดหยุน
มากที่สุดสวนหุนยนตทํางานไดแมนยํากวาคน จึงเริ่มมีการพัฒนาระบบที่นําหุนยนตมาทํางาน
รวมกับคน เพ่ือชวยใหคนทํางานไดสะดวกขึ้นหรือทํางานซึ่งเม่ือกอนใชคนทํางานอยางเดียว
ไมได และใชหุนยนตอยางเดียวกับไมเหมาะสมเพราะไมใชงานซ้ําๆกัน ตองการผสมผสาน
ความสามารถในการตัดสินใจของคนรวมกับความสามารถในการทํางานที่แมนยําของหุนยนต 
ในที่นี้ จ ะ เ รียกว า  Human-Robot cooperative task[1-2] จากแนวคิดข างตน จึง มีการนํ า
ความสามารถของเครื่องจักรหรือหุนยนตมาชวยในการทํางาน เพ่ือเพิ่มประสิทธิภาพ ผลผลิต
และคุณภาพของงาน ดังนั้นในปจจุบันไดมีการนําเครื่องจักรหรือหุนยนต และระบบอัตโนมัติเขา
มาประยุกตใชในชีวิตของมนุษยอยางมากมาย ยกตัวอยางเชน เครื่องใชภายในบาน เครื่องมือ
การเกษตร และเครื่องมือทางการแพทย ฯลฯ ซึ่งถาหากทําการรวมเอาความสามารถของ
เครื่องจักรที่เหนือกวามนุษยดานกําลัง ความอดทน ความแมนยําในการทํางานเขากับความ
ฉลาดเชนที่มีในมนุษย ควรจะทําใหหุนยนตสามารถทํางานรวมกับมนุษยไดดีขึ้น แตเดิม
หุนยนตจะเพียงทํางานที่ซ้ําซากที่ไดรับการสอนมา เชน งานยกและวางของ ภายหลัง
ความสามารถในการโปรแกรมไดทําใหหุนยนตมีความยืดหยุนในการทํางานไดดีมากยิ่งขึ้น 

 
ในปจจุบันไดมีการนําหุนยนตหลากหลายประเภทเขามาใชในชีวิตและมีความใกลชิดกับ

มนุษย และมีการทํางานรวมกันกับมนุษย ดังน้ันเราจึงตองการระบบควบคุม เพ่ือใหหุนยนตนั้น
มีโครงสรางในการทํางานเชนเดียวกับลักษณะทาทางของมนุษยและไมทําอันตรายกับ
มนุษย เชน เม่ือนําหุนยนตและมนุษยมาทํางานรวมกันโดยการใหยกของ[3] หุนยนตจะตองมี
การเคลื่อนที่ตามการเคลื่อนที่ของมนุษย 

 
ในการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนตนั้น สวนใหญจะเปนการควบคุมแรงซึ่ง

อยูในรูปของความตานทานการเคลื่อนที่ (impedance)[4-5] ของแขนหุนยนต เพ่ือใหมีความ
ตอเนื่องและราบเรียบในการทํางาน เชน ถาเราตองการจะยกวัตถุใหอยูในตําแหนงที่ตองการ
แขนของหุนยนตจะตองมีความตานทานการเคลื่อนที่ที่สูงเพ่ือใหตําแหนงของแขนหุนยนตมี
ความแมนยํา แตในการที่จะนําหุนยนตและมนุษยมาทํางานรวมกัน จะมีปญหาในเร่ืองของ
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เสถียรภาพเชิงสัมผัสของการควบคุมความหนวงของการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตที่นํามาใชใน
การทํางาน และการควบคุมความหนวงของการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตจะมีอยูสองชนิด คือ 
พ้ืนฐานทางดานการควบคุมตําแหนง และพ้ืนฐานทางดานการควบคุมแรงบิดของหุนยนต[6] 

 
ในการควบคุมแบบอิมพิแดนซของหุนยนตสําหรับทํางานรวมกับมนุษยสามารถแสดงได

ดังรูปที่ 1.1 ดังนี้ 
 

 
รูปที่ 1.1 การทํางานรวมกนัระหวางมนษุยและหุนยนต 

(Human-Robot cooperative task) 
 
จากรูปที่ 1.1 เปนการแสดงลักษณะการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนตในการ

รวมกันยกสิ่งของ โดยที่จะใชลักษณะการเคลื่อนที่ของมนุษยในการสรางเสนทางเดิน 
(trajectory) ใหกับตัวควบคุมการเคลื่อนที่ของหุนยนต โดยลักษณะการเคลื่อนที่ของมนุษยจะถูก
สรางขึ้นโดยการไดรับสัญญาณของแรงและทิศทางของการเคลื่อนที่จากตัวตรวจรูแรง (force 
sensor) ที่ถูกติดตั้งอยูที่ปลายของแขนกล (manipulator’s end-effector) และนําสัญญาณที่ได
ไปทําการคํานวณหาคาตัวแปรตางๆ ที่ใชในการควบคุมการเคลื่อนที่ของหุนยนตตอไป 

 
แนวความคิดของการควบคุมการทํางานของหุนยนตแบบอิมพิแดนซสามารถแสดงดัง

รูปที่ 1.2 จะเห็นไดวาในสวนของปลายแขนของหุนยนตมีลักษณะของระบบมวล สปริง และตัว
หนวง (mass-spring-damper system) ติดอยูที่สวนปลายของแขนกล  เพ่ือใชสําหรับการ

Human 

Carrying 

Robot 

Force sensor 



 

 

3 

ควบคุมแรงซึ่งอยูในรูปของความตานทานการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนต และชวยรองรับแรง
ตางๆ ที่จะถูกสงผานจากแขนหุนยนตไปสูมนุษย 

 

 
 

รูปที่ 1.2 แผนภาพแนวความคิดของการควบคุมหุนยนตแบบอิมพิแดนซ 
(Conceptual diagram of Impedance Control) 

 
จากรูปที่ 1.2 แสดงแผนภาพแนวความคิดของการควบคุมหุนยนตแบบอิมพิแดนซ โดย

ที่ 1 2, ,i i iθ θ θ+ +  แทนมุมหมุนของจุดตอตางๆ และสวนปลายจะเปนสวนของอิมพิแดนซซึ่งจะมี
ลักษณะของระบบมวล-สปริง-ตัวหนวง โดยที่ 1 2 3, ,b b b  แทนคาสัมประสิทธิ์ความหนวง
ใน 3 มิติ 1 2 3, ,k k k  แทนคาสัมประสิทธิ์ของสปริงใน 3 มิติ และ m  แทนมวลของปลายแขน
กล และสามารถแสดงอยูในรูปสมการแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบมวล-สปริง-ตัวหนวง
ดังสมการที่ (2.1) โดยที่ คา b  และ k  แทนคาสัมประสิทธิ์ความหนวงสมมูลย และคา
สัมประสิทธิ์ของสปริงสมมูลย ตามลําดับ  และแบบจําลองทางพลวัตของการควบคุมแบบอิมพิ-
แดนซของหุนยนต   สําหรับใช ในการควบคุมการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและ
หุนยนต (Impedance Control of Human-Robot Cooperative task)[1] สามารถแสดงไดดังรูป
ที่ 1.3  ซึ่งจะเห็นวาในการควบคุมแบบอิมพิแดนซของหุนยนตสําหรับการทํางานรวมกันระหวาง
มนุษยและหุนยนตจะประกอบดวยสามสวนหลักๆ ดังนี้ คือ สวนแรกจะเปนสวนของแบบจําลอง
อิมพิแดนซ (impedance model) ซึ่งจะเปนสวนของการควบคุมแรงซึ่งอยูในรูปของความ
ตานทานการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนต โดยจะมีลักษณะคลายคลึงกับระบบมวล สปริง และตัว
หนวง และจะมีประโยชนในการชวยรองรับแรงตางๆ ที่จะถูกสงผานไปสูมนุษยที่เปนผูทํางาน
รวมกับแขนหุนยนตในการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนต สวนที่สองจะเปนสวนของแบบจําลองความ
ยืดหยุนของหุนยนต (compliance model of robot)[7] เน่ืองจากน้ําหนักของตัวหุนยนตเองกับ
น้ําหนักที่เกิดขึ้นในการยกสิ่งของและจากความเสียดทานที่เกิดขึ้นในจุดหมุนตางๆ ของตัว
หุนยนต และสวนที่สามจะเปนสวนของแบบจําลองของมนุษยและสิ่งแวดลอม (human and 
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environment model) ซึ่งจะเปรียบเทียบไดกับคาความกระดาง (stiffness) ที่ปลายของแขน
หุนยนตตองไปสัมผัส 

 

 
 

รูปที่ 1.3 แบบจําลองทางพลวตัของการควบคุมแบบอิมพิแดนซของหุนยนต 
สําหรับการทาํงานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนต  

(Impedance Control of Human-Robot cooperative task) 
 

วิทยานิพนธฉบับนี้จะทําการศึกษาถึงการหาคาความตานทานการเคลื่อนที่หรือตัว
ควบคุมแรงแบบอิมพิแดนซ (impedance control) และวิธีการควบคุมการเคลื่อนที่ของแขน
หุนยนต โดยจะใชแขนหุนยนตอุตสาหกรรม ในการที่จะนําแขนหุนยนตมาตรฐานอุตสาหกรรม 
เขามาทํางานรวมกันกับมนุษยโดยการยกสิ่งของตางๆ 
 
1.2 วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 

ศึกษาการออกแบบตัวควบคุมแรงซึ่งเปนคาความตานทานการเคลื่อนที่ และวิธีการ
ควบคุมการเคลื่อนที่แบบอิมพิแดนซ  (impedance control) ของแขนหุนยนตมาตรฐาน
อุตสาหกรรม เพ่ือศึกษาแนวทางในการนําแขนหุนยนตอุตสาหกรรมเขามาทํางานรวมกันกับ
มนุษย 

 
1.3 วิธีดําเนินงาน 
การดําเนินงานวิจัยแบงออกเปน 7 ขั้นตอนหลักคือ 

1. ศึกษาการทํางานและลักษณะเฉพาะตางๆ ของแขนหุนยนตอุตสาหกรรมโดยจะใช
แขนหุนยนต Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน PA10-7C[8] 

2. ศึกษาทฤษฎีเกี่ยวกับการควบคุมแรงและการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนต 
3. หาสมการการเคลื่อนที่และสมการ kinematics ที่จําเปนในการควบคุมแรงและการ

เคลื่อนที่ของแขนหุนยนต โดยเฉพาะสําหรับ Human-Robot cooperative task 
4. จําลองระบบที่จะใชในการควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนต Mitsubishi Heavy 

Industries Ltd. รุน PA10-7C โดยใชโปรแกรม Matlab/Simulink 
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5. ออกแบบและสรางชุดทดสอบ เพ่ือใชในการทดสอบการทํางานรวมกันระหวางแขน
กล Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน PA10-7C กับมนุษยในการยกของจากจุดหนึ่งไปยัง
อีกจุดหนึ่ง 

6. ทดสอบการทํางานรวมกันระหวางแขนกล Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน 
PA10-7C กับมนุษยในการยกของจากจุดหนึ่งไปยังอีกจุดหนึ่ง 

7. สรุปผลการวิจัยและพิมพวิทยานิพนธฉบับสมบูรณ 
 

1.4  ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 1. หาสมการทางคณิตศาสตรตางๆ ท่ีจําเปนสําหรับการควบคุมแรงและการควบคุมการ
เคลื่อนที่ของแขนหุนยนต เพ่ือใชในการควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตมาตรฐาน
อุตสาหกรรม ในการนําหุนยนตเขามาทํางานรวมกับมนุษย 
 2. จําลองระบบที่จะใชในการควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตมาตรฐาน
อุตสาหกรรม โดยใชโปรแกรม Matlab/Simulink 
 3. ออกแบบและสรางชุดทดสอบ เพ่ือใชในการทดสอบการทํางานรวมกันระหวางแขน
หุนยนตมาตรฐานอุตสาหกรรมกับมนษุย 
 4. ทดสอบการทํางานรวมกันระหวางแขนหุนยนตมาตรฐานอุตสาหกรรมกับมนุษย 
 5. สรุปผลการวิจัย 
 
1.5  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 

1. สรางองคความรูในการพัฒนาระบบควบคุมสําหรับงาน Human-Robot cooperative 
task 

2. ไดแนวคิดในการออกแบบระบบควบคุมแรงและการเคลื่อนที่เหมาะสมในการนําแขน
หุนยนตมาตรฐานอุตสาหกรรมเขามาทํางานรวมกับมนุษย 

3. ผูวิจัยในอนาคตสามารถนําหลักการที่ใชในงานวิจัยนี้ไปประยุกตหรือพัฒนาตอได 
4. สามารถนําไปประยุกตใชในงานจริงไดหลายอยาง เชน ใชในการยกของที่มีน้ําหนัก

มากๆ 
 



 

บทที่ 2 
 

ความรูพื้นฐานดานแขนหุนยนตและทฤษฎีการควบคุม 
 
 
 ในบทนี้เปนการอธิบายถึง ความรูที่จําเปนในดานแขนหุนยนตอุตสาหกรรม สําหรับใช
ในการศึกษาพฤติกรรมตางๆ ที่จําเปนในการออกแบบระบบควบคุมการทํางานของแขนหุนยนต 
ซึ่งเกี่ยวของกับการแปลงพิกัดตางๆ จลนศาสตรของการเคลื่อนที่ และการหาสมการพลวัต 
(Dynamic equation) ที่ใชในการควบคุมการทํางานของแขนหุนยนตอุตสาหกรรม 
 

พฤติกรรมทางพลวัต (dynamic behavior) ของระบบทางวิศวกรรมที่มีความสัมพันธกับ
การสรางรูปแบบทางคณิตศาสตรซึ่งใชแทนระบบทางวิศวกรรมเหลานั้น ซึ่งในขั้นตอนนี้จะ
เรียกวาการสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตร (mathematical modeling) ซึ่งเปนสวนที่สําคัญ
มากในการออกแบบและการวิเคราะหแบบทางวิศวกรรม ขั้นตอนการตัดสินใจในขบวนการ
ออกแบบระบบควบคุมจะทําไดก็ตอเม่ือเราเขาใจพฤติกรรมของระบบที่จะทําการควบคุม ดังน้ัน 
การออกแบบจะทําตอเน่ืองจากการแกปญหาของแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบน้ันๆ 
หรือจะกลาวอีกแบบหนึ่งก็คือ จําเปนตองหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบที่กําลังจะ
ควบคุม ซึ่งสวนมากแบบจําลองดังกลาวจะอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ (differential 
equation) จากน้ันก็จะทําการแกสมการเชิงอนุพันธ ซึ่งอาจจะเปนการแกปญหาดวยการแก
สมการเพื่อใหไดคําตอบหรือผลลัพธในรูปแบบที่ปด (close form solution) หรืออาจจะเปนการ
แกปญหาโดยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข (numerical method) จากผลลัพธนี้จะชวยใหสามารถ
ตัดสินใจถึงระบบควบคุมที่ตองการจะใชในการควบคุมระบบดังกลาว[9]. 

 
ระบบมวล -สปริง -และตัวหนวง  (mass-spring-damper) ในรูป  2.1 เปนตัวอยาง

แผนภาพของระบบ (system diagram) โดยที่ในรูปที่ 2.1 ไดแสดงใหเห็นวาสามารถแสดง
ลักษณะการเคลื่อนที่ของระบบมวล-สปริง-และตัวหนวง ไดดวยสมการเชิงอนุพันธอันดับที่สอง 
สมการเชิงอนุพันธนี้เปนแบบจําลองทางคณิตศาสตร ซึ่งแสดงความสัมพันธระหวางแรง (force, 
F ) ที่กระทํากับมวล (mass, m ) และลักษณะการเคลื่อนที่ของมวลโดยที่ลักษณะการเคลื่อนที่
ของมวลจะรวมไปถึงตําแหนง ความเร็ว และความเรงของมวลที่กําลังสนใจ จากสมการเชิง
อนุพันธสามารถนํามาประกอบเปนแผนภาพบล็อก (block diagram) ของระบบมวล-สปริง-และ
ตัวหนวงในรูปที่ 2.2 
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รูปที่ 2.1 ระบบมวล-สปริง-และตัวหนวง 
 

สมการแบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบมวล-สปริง-และตัวหนวงสามารถเขียนได
ดังนี้ 

 
                                               ( )mx bx kx F t+ + =                                      (2.1) 
 
 

 
 

รูปที่ 2.2 แผนภาพบล็อกของระบบมวล-สปริง-และตวัหนวง 
 
 ในการควบคุมแขนหุนยนตสามารถนําแบบจําลองทางคณิตศาสตรมาใชอธิบายรูปแบบ
โครงสรางและการเคลื่อนไหวลักษณะตางๆ เพ่ือนําสูการหาตําแหนงของปลายแขนกลใน
รูปแบบของฟอรเวิรสคิเนแมติกส (Forward Kinematics) การหาตําแหนงมุมของจุดตอ (Joint) 
จากอินเวิรสคิเนแมติกส (Inverse Kinematics) หรือหาความเร็วและแรงกระทําที่จุดตอหรือ 
ปลายแขนกลไดจากจาโคเบียน (Jacobian), จาโคเบียนแรง (Force Jacobian) เพ่ือใชเปนปจจัย
ประกอบการควบคุมแขนหุนยนต 
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2.1    ความรูพื้นฐานดานแขนหุนยนต [10-11,13] 
แขนหุนยนตที่ใชในวิทยานิพนธนี้เปนแบบทอนแขนเรียงลําดับกลาวคือ มีลักษณะของ

แขน (link) เปนทอนๆ เชื่อมตอระหวางแตละทอนดวยจุดตอ ซึ่งจุดตอมีอยู 2 ชนิดคือ เปนแบบ
จุดตอหมุน (revolute joint) และแบบจุดตอเลื่อน (prismatic joint)  ในสวนของคิเนแมติกสเปน
การหาความสัมพันธระหวางตัวแปรใน Join space, q  ซึ่งเปนมุม θ  หรือ ระยะทาง d  สําหรับ
จุดตอหมุน หรือจุดตอเลื่อนตามลําดับ กับ Cartesian space เชน ตําแหนงในพิกัดแกน XYZ ใน
สวนของสมการพลวัต (Dynamics equation) เปนการหาความสัมพันธระหวาง , ,q q q  กับ
แรงบิด (torque) ของแตละจุดตอ  กอนจะกลาวถึงรายละเอียดในหัวขอทั้งสองจะนําเสนอถึงการ
เปลี่ยนพิกัดของเวกเตอรระหวางแกนอางอิง 2 ชุด ซึ่งเปนพื้นฐานสําหรับการหาความสัมพันธ
ในสวนของคิเนแมติกส 
 
2.1.1 การเปลี่ยนพกัิดของเวกเตอร 

• เมทริกซการหมุน (Rotation Matrix) เม่ือพิจารณาแกนอางอิง 2 ชุดที่มีจุดกําเนิดรวมกัน 
ดังรูปที่ 2.3 โดยใหจุด p  เปนจุดใดๆ ในปริภูมิ และใหเวกเตอร 0 1,p p  เปนพิกัดของ
จุด p  ในปริภูมิ 0 และ 1 โดย 

                                

                                   

0 1

0 0 1 1

0 1

,
x x

y y

z z

p p
p p
p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

p p                                    (2.2) 

จะไดวา 
                                    0 1 0 1 0 1 0

1 1 1x y zp x p y p z= + +p        
                                        0 0 0 1

1 1 1x y z⎡ ⎤= ⎣ ⎦p       

                                     0 1
1= R p                                                   (2.3) 

 

 
 

รูปที่ 2.3 เวกเตอร p  ในแกนอางอิง 2 ชุดที่มีจุดกําเนิดรวมกัน 
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เม่ือเมทริกซ 0
1R  เปนเมทริกซการหมุน จากแกนพิกัดชุดที่ 1 ไปยัง 0 

• เมทริกซการแปลง (Transformation Matrix) ในกรณีที่จุดกําเนิดของแกนทั้งสองอยูคน
ละจุด ดังรูปที่ 2.4 โดยมีเวกเตอร 0

1o  แทนเวกเตอรของจุดกําเนิดของแกนพิกัด 1 บน
พิกัดของแกนพิกัด 0 ความสัมพันธของเวกเตอร p  ในแกนพิกัดทั้งสองเปน 

0 1

1 0 1 1T

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 0
1 1p R o p  

 

                                                  0 1= 0
1p A p                                            (2.4) 

 

 
 

รูปที่ 2.4 เวกเตอร p  ในแนวแกนอางอิง 2 ชุดที่มีจุดกําเนิดแยกกัน 
 

โดยเรียกเมทริกซ 0
1A  วาเมทริกซการแปลงจากแกนพิกัด 1 ไปยัง 0 ในกรณีที่มีแกน

อางอิงหลายชุดตอเนื่องกัน จากชุด 0, 1, ..., n  จะไดเมทริกซการแปลงจากแกนชุดที่ 
n  ไปยัง 0  เปน 
 

0 0 1 1
1 2...

n n
n
−=p A A A p  

                                             0 n
n= A p                                             (2.5) 

 

2.1.2   คิเนแมติกส (Kinematics) 
2.1.2.1 ฟอรเวิรสคิเนแมตกิส (Forward Kinematics)   

เปนการโอนยายความสัมพันธของตําแหนงของแขนกล จากการอางอิงเชิงมุม
ของแตละจุดตอใน Joint Space มาเปนการอางอิงเชิงเสนใน 3 มิติ คือแกน X, Y, และ 
Z ใน Cartesian Space หรือใน Operation Space เพ่ือบอกตําแหนงปลายของแขนกล
เทียบกับเฟรมอางอิงเริ่มตน (Base Frame) โดยวิธี D-H parameter หรือที่เรียกวา 
Denavit-Hartenberg Convention จะชวยในการหาฟอรเวิรสคิเนแมติกส โดยจะตั้ง
เฟรมอางอิงที่แตละจุดตอดังแสดงในรูปที่ 2.5 แลวหาคาความสัมพันธระหวางแขน และ
จุดตอ ดังนี้ 
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รูปที่ 2.5 การตั้งเฟรมอางอิงโดยวิธีของ Denavit-Hartenberg 
 

• Link Twist ( iα ) คือ มุมระหวางแกน i-1z  และ iz  รอบแกน ix  และจะเปนบวก
เม่ือหมุนทวนเข็มนาฬิกา 

• Link Length ( ia ) คือ ระยะระหวาง iO  และ 'iO  
• Link offset ( id )  คือ ระยะระหวาง 1iO −  และ 'iO  โดยวัดตามแนวแกน i-1z  
• Joint Angle ( iθ ) คือ มุมระหวางแกน i-1x  และ ix  รอบแกน i-1z  และจะเปน

บวกเม่ือหมุนทวนเข็มนาฬิกา 
โดยที่ iα  และ ia  เปนคาคงที่ 

id  และ iθ  เปนตัวแปรตามขึ้นอยูกับการเคลื่อนที่วาเปนแบบจุดตอเลื่อน หรือ 
จุดตอหมุน  

รูปแบบโดยทั่วไปของ Homogeneous Transformation Matrix โดยวิธีของ 
Denavit-Hartenberg Convention สามารถแสดงไดดังนี้ 

 

                  ( )1

cos sin cos sin sin cos
sin cos cos cos sin sin

0 sin cos
0 0 0 1

i i i i i i i

i i i i i i ii
i i

i i i

a
a

q
d

θ θ α θ α θ
θ θ α θ α θ

α α
−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A            (2.6) 

 
และจะไดฟอรเวิรสคเินแมตกิส จากสมการ 
 

( ) ( ) ( )0 0 1
1 1 ... n

n nq q q−=T A A  
 

                                           
0 0 0 0

0 0 0 1
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

n s a p                            (2.7) 

iθ  
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โดยที่ 0 0 0, ,n s a  แทนทิศทางของปลายแขน (ทิศทางของแกนพิกัดที่ n  เม่ือ
เทียบกับแกนอางอิง และ 0p  แทนตําแหนงของปลายแขน ตําแหนงจุดกําเนิดของแกน
พิกัดที่ n ) 

 
2.1.2.2 อินเวริสคิเนแมติกส (Inverse Kinematics) 

เปนการโอนยายความสัมพันธยอนกลับของตําแหนงแขนกล จากการอางอิง
เชิงมุมของแตละจุดตอใน Joint Space มาเปนการอางอิงเชิงเสน 3 มิติในแกน X, Y, 
และ Z ใน Cartesian Space เพ่ือบอกตําแหนงปลายแขนกลเทียบกับเฟรมอางอิง
เร่ิมตน โดยการหาคามุมของแตละจุดตอ (Joint variable) ใหสอดคลองกับตําแหนงและ
ทิศทางของปลายแขนกลซึ่งถูกกําหนดไวใน Cartesian Space หรือใน Operational 
Space นั่นเอง  ซึ่งจะพบวาสามารถหาผลเฉลยไดหลายคําตอบขึ้นอยูกับเง่ือนไขในการ
ทํางานของแขนกล เชน สิ่งกีดขวาง[11] แสดงไดดังรูปที่ 2.6 

 
 

 
 
 

 
 

 
รูปที่ 2.6 ลักษณะของการทํางานที่ตองมีความยืดหยุน 

 
2.1.2.3 ความสัมพันธเชิงความเร็ว 

เปนการหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรใน Joint space เชน อัตราการ
หมุนของจุดตอ ไปยังอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรใน Cartesian space เชน 
ความเร็วเชิงเสน/มุม ของปลายแขนในพิกัด XYZ ซึ่งความสัมพันธเชิงความเร็วหาได
จากอนุพันธของเวกเตอรตําแหนงที่หามาไดจากฟอรเวิรสคิเนแมติกส โดยมีสมการเปน 

 

                                         ( )q⎡ ⎤
= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

p
v J q

ω
                                   (2.8) 

 
โดยที่ เมทริกซ ( )qJ  เรียกวา เมทริกซจาโคเบียน (Jacobian matrix) , p  เปน

ความเร็วเชิงเสน และ ω  เปนความเร็วเชิงมุม ซึ่งเมทริกซ ( )qJ  คํานวณจากสมการ 
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                          [ ]1 ... n=J J J                                              (2.9) 
 

 โดยที่                                                      

               
( )

1

1 1

1

0
i

i

i

P
i

O i i

i

−

− −

−

⎧ ⎡ ⎤
⎪ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎣ ⎦⎪= =⎢ ⎥ ⎨
⎡ × − ⎤⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦
⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

z
J

J
J z p p

z

                                         (2.10) 

 
โดยที่ 1i−z  เปนคอลัมนที่ 3 ของเมทริกซการหมุน 0

1i−R  ซึ่งสามารถหาไดจาก 
 

0 2
1 1 1 1 1 0( ) ( )i

i i iq q−
− − −=z R R z…  และ [ ]0 0 0 1 T=z  

 
        p  เปนสมาชิก 3 ตัวแรกของ คอลัมนที่ 4 ของเมทริกซการแปลง 0

nA  ซึ่ง
สามารถหาไดจาก 

0 1
1 1 0( ) ( )n

n nq q−=p A A p…  และ [ ]0 0 0 0 1 T=p  
 
        1i−p  เปนสมาชิก 3 ตัวแรกของ คอลัมนที่ 4 ของเมทริกซการแปลง 0

1n−A ซึ่ง
สามารถหาไดจาก 

0 2
1 1 1 1 1 0( ) ( )n

i n iq q−
− − −=p A A p…  

การคํานวณเมทริกซจาโคเบียนดวย Geometric technique จะเปนการเทียบความเร็ว
ของปลายแขนกับแกนอางอิง {0} ในรูปแบบฟงกชันของเวกเตอรซึ่งเม่ือจะนําไปใชจริงน้ัน คาที่
จะกําหนดใหในการเคลื่อนที่โดยปกติจะใชลักษณะการกําหนดทิศทางของมุมหมุนของปลาย
แขนดวย Euler angle โดยในวิทยานิพนธฉบับนี้จะใชการหมุนแบบ ZYZ Euler angles ดงัรูปที่ 
2.7 ซึ่งจะไดความสัมพันธของการหมุนตามลําดับการหมุน ดังนี้ 

 

รูปที่ 2.7 รูปแบบการหมุนแกนแบบ ZYZ Euler angles 

สําหรับจุดตอหมุน 

สําหรับจุดตอเลี่อน 
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 โดยลักษณะการหมุนของแกนแบบ ZYZ Euler angles สามารถแสดงไดดังรูปที่ 2.8 คือ 

 

รูปที่ 2.8 ลําดับของการหมุนแบบ ZYZ Euler angles 

จากรูปที่ 2.8 เริ่มจากการหมุนรอบแกน z  ดวยความเร็ว ϕ  จะไดความสัมพันธ ดังนี้  

[ ]0 0 1
T T

x y zω ω ω ϕ⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

จากนั้นหมุนรอบแกน y′  ดวยความเรว็ ϑ  จะไดความสัมพันธ ดังนี้  

0
T T

x y z s cϕ ϕω ω ω ϑ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦⎣ ⎦  

และสุดทายหมุนรอบแกน z′′  ดวยความเร็ว ψ  จะไดความสัมพันธ ดังนี้  

T T

x y z c s s s cϕ ϑ ϕ ϑ ϑω ω ω ψ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎣ ⎦  

ดังนั้น จะไดความสัมพันธในรูปของ Euler angle คือ 

                                      
0
0 ( )
1 0

s c s
c s s

c

ϕ ϕ ϑ

ϕ ϕ ϑ

ϑ

φ φ φ
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ω T                              (2.11) 

โดยที่ความสัมพันธระหวาง จาโคเบียนทางดานรูปราง (Geometric Jacobian) และจา-
โคเบียนวิเคราะห (Analytical Jacobian) สามารถแสดงไดดังนี้ 

                                                 ( )A Aφ=J T J                                         (2.12) 

ซึ่งเมทริกซการแปลง ( )AT φ สามารถหาไดจากสมการที่ (2.13) คือ 

                                        ( ) ( )A

I O
O

φ
φ

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

v x T x
T

                              (2.13)                  
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2.1.3   สมการพลวตัของแขนหุนยนต (Dynamic equation) 
 พลศาสตรของแขนกล เปนความสัมพันธของแรงบิด (Torque) ที่กระทําที่จุดตอ กับการ
เคลื่อนที่ของแขนกลใน Cartesian Space ซึ่งจะแสดงในรูปแบบของสมการการเคลื่อนที่ของ
ระบบ (Equation of Motion) เพ่ือความสะดวกจะแสดงความสัมพันธของการเคลื่อนที่ของแขน
กลตางๆ ใหอยูในสมการเดียว และสามารถเขียนสมการของการเคลื่อนที่ของแขนกลไดใน
รูปแบบของสมการปริภูมิสเตต (State space equation) ไดดังนี้ 
 
                                      ( ) ( ) ( )τ = B q q + C q,q q + G q                              (2.14) 

 
เม่ือ ( )B q   คือเมทริกซของมวลของแขนกลนัน้ซ่ึงมีขนาด n n×  
    ( )C q,q  คือเวกเตอรของแรงที่หันเหเขาสูศูนยกลาง (centripetal) และอิทธิพลของแรงโคริ-
                 ออริส (Coriolis force) ซึ่งมีขนาด 1n×  
      ( )G q   คือเวกเตอรของแรงโนมถวงของโลก (gravitational) ซึ่งมีขนาด 1n×  
 
 ซึ่งสวนของเมทริกซ ( )B q  และ ( )G q  เปนฟงกชันที่ขึ้นอยูกับตําแหนง (position, q ) 
ของแตละจุดตอของแขนกล และในสวนของเมทริกซ ( )C q,q  จะเปนฟงกชันที่ซับซอน 
(complex function) โดยขึ้นอยูกับตําแหนง q  และความเร็ว (velocity, q ) ของแตละจุดตอของ
แขนกล 
 

ในการหาสมการพลวัตสามารถทําได 2 รูปแบบ คือ รูปของรากรองจ (Lagrange) กับ
นิวตันออยเลอร (Newton-Euler)  โดยวิธีลากรองจจะมีขอดีตรงที่ใหภาพรวมของแรงตางๆ ที่มา
กระทํา สามารถหาพจนตางๆของเมทริกซออกมาได แตใชเวลาในการคํานวณมากไมเหมาะสม
สําหรับการทําการจําลองระบบ  สวนวิธีของนิวตันออยเลอร จะพิจารณาแขนเปนทอนๆ ที่มีแรง
และโมเมนตกระทําระหวางกัน แลวใชหลักการสมดุลของแรงที่มากระทํา ดังรูปที่ 2.9 โดยที่ตัว
แขนทอนที่ i  และมอเตอรตัวที่ 1i +  จะกําหนดใหอยูบนแขนนั้นจะมองรวมกันเปน ทอนแขน
แตงเติม (augmented link) ทอนที่  i  โดยมีจุดศูนยกลางของมวลอยูที่  iC  ซึ่ งพจนของ 

i T
i i i i=I R I R  โดยเมทริกซ i

iI  เปนเทนเซอรความเฉื่อย เม่ือหาเทียบกับแกนพิกัดที่ i  ซึ่งจะ
เปนคาคงที่ สวน iR  เปนเมทริกซการหมุนจากแกนพิกัดที่ i  ไปยังแกนอางอิง ขั้นตอนในการ
หาสมการประกอบดวย 2 สวน คือ การเวียนเกิดไปขางหนา (forward recursion) และการเวียน
เกิดไปขางหลัง (backward recursion) แสดงดังรูปที่ 2.10 แสดงขั้นตอนการหาสมการ 

1. การหาสมการพลวตัโดยวธีินิวตันออยเลอร (Newton-Euler Formulation) 
• การเวียนเกิดไปขางหนา โดยใชคาของ 0 0

0 0,ω ω  และ 0 0
0 0−p g  เปนคาเริ่มตน แลวใชคา 

, ,i i iq q q  มาใชคํานวณหาคาตางๆ ใน สมการที่ (2.15), (2.16), (2.17), (2.18), และ 
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(2.19) สําหรับการหาคาตางๆ ตามสมการของแขนที่ 1,...,i n=  ในการคํานวณหาคา
ของ 1, , , ,

i

i i i i
i i m ipω ω ω −  และ 

i

i
Cp  ตามรูปที่ 2.10 

 
 
รูปที่ 2.9 ลักษณะของแขนทอนที่ i  สําหรับการหาแบบจําลองพลวตัโดยวิธีนวิตันออยเลอร 

 
โดยที่  

im     เปนมวลของทอนแขนแตงเติมที่ i  
 iI     เปนเมทรกิซเทนเซอรความเฉื่อย (Inertia Tensor) ของทอนแขนแตงเติมที่ i  
 

imI    เปนโมเมนตความเฉื่อยของสวนโรเตอรของมอเตอรที่ i  

1, ii C−r  เปนเวกเตอรที่ชี้จากจุดกําเนิดของแกนพิกัดที่ 1i −  ไปยังจุดศูนยกลางมวล iC  
 1,i i−r   เปนเวกเตอรที่ชี้จากจุดกําเนิดของแกนพิกัดที่ 1i −  ไปยังจุดกําเนิดของแกนพิกัดที่ i  
  

iCp   เปนความเร็วเชิงเสนของจุดศูนยกลางมวลของแขนที่ i  
   ip   เปนความเร็วเชิงเสนของจุดกําเนิดของแกนพิกัดที่ i  
   iω    เปนความเร็วเชิงมุมของทอนแขนที่ i  
   

imω  เปนความเร็วเชิงมุมของโรเตอรที่ i  
   

iCp  เปนความเรงเชิงเสนของจุดศูนยกลางมวลของทอนแขนที่  
   ip   เปนความเรงเชิงเสนของจุดกําเนิดของแกนพิกัดที่ i  
   iω   เปนความเรงเชิงมุมของทอนแขนที่ i  
   

imω เปนความเรงเชิงมุมของโรเตอรที่ i  
    0g  เปนความเรงเนื่องจากแรงโนมถวง 
   if   เปนแรงซึง่กระทําจากทอนแขนที่ 1i −  บนทอนแขนที่ i  

1if +−  เปนแรงซึ่งกระทําจากทอนแขนที่ 1i +  บนทอนแขนที่ i  
  iμ    เปนโมเมนตซึ่งกระทําจากแขนที่ 1i −  บนแขนที่ i  เทียบกับจุดกําเนดิของแกนที่ i  

1iμ +−  เปนโมเมนตซึ่งกระทําจากแขนที่ 1i +  บนแขนที่ i  เทียบกบัจุดกําเนิดของแกนที่ i  
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รูปที่ 2.10 ขั้นตอนการหาแบบจําลองพลวัตโดยวิธีนวิตันออยเลอร 
 

โดยที่สมการที่ (2.15), (2.16), (2.17), (2.18), และ (2.19) สามารถหาไดดังนี้ 
 

                   ( )
1 1

1

1 1
1 0

i T i
i ii

i i T i
i i i

ω
ω

ω θ

− −
−

− −
−

⎧⎪= ⎨
+⎪⎩

R

R z
                                               (2.15)   

 

           ( )
1 1

1

1 1 1
1 0 1 0

i T i
i ii

i i T i i
i i i i i

ω
ω

ω θ θ ω

− −
−

− − −
− −

⎧⎪= ⎨
+ + ×⎪⎩

R

R z z
                                      (2.16)   

 

      

( )
( )

( )

1 1 1
1 0 0

1, 1,

1 1 1
1 1 1,

1,

2i T i i i T
i i i i i i

i i i i i
i i i i i i ii

i i T i i i
i i i i i

i i i
i i i i

d d Rω

ω ω ω

ω

ω ω

− − −
−

− −

− − −
− − −

−

⎧ + + ×
⎪
⎪ + × + × ×⎪= ⎨

+ ×⎪
⎪
+ × ×⎪⎩

R p z z

r r
p

R p r

r

                                      (2.17) 

 

สําหรับจุดตอเลี่อน 
สําหรับจุดตอหมุน 

สําหรับจุดตอเลี่อน 

สําหรับจุดตอหมุน 

สําหรับจุดตอเลี่อน 
สําหรับจุดตอหมุน 
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                     ( ), ,i i i

i i i i i i i
C i i i C i i i Cω ω ω= + × + × ×p p r r                               (2.18) 

 
                      1 1 1 1 1

1 1i i i

i i i i i
m i ri i m ri i i mk q k qω ω ω− − − − −

− −= + + ×z z                             (2.19) 
 
โดยที่ [ ]0 0 0 1 ,T=z  และ  1

i

i
m
−z  เปนคาคงที ่

• การเวียนเกิดไปขางหลัง จะใชคาของ 1
1

n
nf
+
+  และ 1

1
n
nμ
+
+  ซึ่งเปนแรงและโมเมนตภายนอก

ที่กระทําตอปลายแขนเปนคาเริ่มตน  และใชผลจากการทําการเวียนเกิดไปขางหนาใน
สมการที่ (2.20) และ (2.21) สําหรับหาคาของ i

if  และ i
iμ  โดยคํานวณจาก ,...,1i n=

แล ว ใชสมการที่  (2.22) ในการคํ านวณหาค า  iτ   โดยคํ านวณจาก  ,...,1i n=

เชนเดียวกัน 

                                    1
1 1 i

i i i i
i i i i Cf f m+

+ += +R p                                   (2.20) 
 

           
( )
( )

1 1 1 1

1 1
1, , 1 1 1 1 ,

, 1 1 , 1 1

i i

i i i i

i i i i i i i i i i i
i i i i i C i i i i i C i i

i i i i i i
i i i r i i m m r i i m i m

f f

k q k q

μ μ ω

ω ω ω
+ + + +

+ +
− + + + +

+ + + +

= − × + + + × +

+ × + + ×

r r R R r I

I I z I z
          (2.21) 

 

                
( )

( )

1 1 1
0

1 1 1
0

sgn

sgn

i i i

i i i

iT i T i T i
i i ri m m m

vi i si i

i iT i T i T i
i i ri m m m

vi i si i

f k

d d

k

ω

μ ω

θ θ

− − −

− − −

⎧ +
⎪
⎪ + +⎪= ⎨

+⎪
⎪
+ +⎪⎩

R z I z

F F
τ

R z I z

F F

                                       (2.22) 

 
 

2. การหาสมการพลวตัโดยรากรองจ (Lagrange Formulation) [10-11, 13] 
เปนวิธีที่แสดงถึงพลศาสตรของระบบที่อยูในรูปของงาน (work) และพลังงาน (energy) 

และใช Generalized Coordinates ซึ่งสมการพลวัตที่ไดนั้นจะอยูในรูป Close-Form ที่แสดง
ความสัมพันธของ Joint Torque และ Joint Displacement และสามารถแสดงอยูในรูปของ
สมการรากรองจ ดังนี้ 

                            , 1,...,6i
i i

d L L i
dt q q

τ∂ ∂
− = =

∂ ∂
                               (2.23) 

 
เม่ือ L T V= −  และ T  และ V  คือพลังงานจลน (kinetic energy) และพลังงานศักย 

(potential energy) ตามลําดับ โดยที่พลังงานจลนและพลังงานศักยสามารถหาไดจากสมการที่ 
(2.24) และ (2.25) ซึ่งจะแสดงใหอยูในรูป Quadratic form ดังนี้คือ 

สําหรับจุดตอเลี่อน 

สําหรับจุดตอหมุน 
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                                   ( ) ( )
1 1

1 1
2 2

n n
T

ij i j
i j

T b q q
= =

= =∑∑ q q B q q                          (2.24) 

 

โดยที่ ( ) ( )
1

i i i i

n
T T i T

i P P O i i i O
i

m
=

= +∑B q J J J R I R J  คือเมทริกซของมวลของแขนกลซึ่งมี

ขนาด n n×  และเปน Symmetric positive definite matrix 
 

                              ( )( )0
1

i

n
T

i l
i

V m q
=

= ∑ g p                                       (2.25) 

 
แทนคาจากสมการที่ (2.24) และ (2.25) แทนลงในสมการที่ (2.23) จะได 

 

                    ( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n

ij j ijk k j i i
j j k

b q h q q g τ
= = =

+ + =∑ ∑∑q q q                     (2.26) 

โดยที่  
1
2

ij jk
ijk

k i

b b
h

q q
∂ ∂

= −
∂ ∂

 

และ 

( ) ( )( )0
1

i

n
T

i i P
ji

Vg m q
q =

∂
= = −
∂ ∑q g J  

 
จากสมการที่ (2.26) สามารถเขียนใหมเปน 
 

( ) ( ) ( )τ = B q q + C q,q q + G q  
 

ซึ่งเปนสมการเดียวกันกับสมการที่ (2.14) โดยที่เทอมของเมทริกซ ( ),C q q  คือ 
 

1 1 1

n n n

ij j ijk k j
j j k

c q h q q
= = =

=∑ ∑∑                

               
ขั้นตอนการหาสมการพลวัตขางตนเปนการหาคา τ  จากตัวแปร q, q, q  ซึ่งมี

ประโยชนในการหาสัญญาณควบคุม แตสําหรับการทําการจําลองระบบจะตองหาคาของตัวแปร 
q, q, q  จากคา τ  ที่ใสเขาไป โดยที่ q  หาไดจากสมการที่ (2.27) 

 
                     ( ) ( ) ( )( )-1q = B q τ -C q,q q -G q  
                          ( )( )′-1= B q τ - τ                                        (2.27) 
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เม่ือพิจารณาสมการที่ (2.27) คาของ ′τ  สามารถหาไดจากการกําหนดใหเฉพาะเทอม 
q  มีคาเปนศูนยสําหรับทุกจุดตอสวนพจนอ่ืนคงเดิมแลวทําการหา τ  ตามสมการที่ (2.15) – 
(2.22) ซึ่งคาที่ไดจะเปนคาของ ′τ  

 
สําหรับเมทริกซ ( )B q  หาไดโดยการกําหนดให 0=q  และความเรงจากแรงโนมถวง

เปนศูนย แลวทําการหาทีละคอลัมน ซึ่งคอลัมนที่ i  ไดจากการหาคา τ  ตามสมการที่ (2.15) – 
(2.22) โดยกําหนดให 1iq =  และ 0jq =  เม่ือ i j≠  ซึ่งเมทริกซ ( )B q  ที่ไดมีคุณสมบัติที่
สามารถหาคาผกผัน (inverse) ไดเสมอไมวา q  จะอยูที่คาใดก็ตาม หลังจากไดคา q  แลวนํามา
ทําการอินทิเกรตเพื่อหา q  และ q  ตอไป 
 
2.2   ทฤษฎีการควบคุมการเคลื่อนที[่10, 12]  
2.2.1 Inverse Dynamics Control in Joint Space 

การควบคุมวิธีนี้ จะเปนการควบคุมเสนทางเดินของขอตอโดยการ Tracking joint 
space trajectory โดยอาศัยหลักการปอนกลับสวนไมเปนเชิงเสน (nonlinear) เพ่ือหักลางทําให
ระบบรวมที่ไดนั้นกลายเปนระบบใหมที่เปนระบบเชิงเสน (linear) และสามารใชทฤษฎเีชงิเสนใน
การออกแบบระบบใหมนี้ได จากสมการที่ (2.14) สามารถเขียนอยูในรูป 

 
                               ( ) ( )B q q + n q,q = u                                        (2.28)   

โดยที่ 
                                       ( ) ( ) ( )n q,q = C q,q q + G q                                 (2.29) 
เม่ือสัญญาณควบคุมเปน 
                                           ( ) ( )u = B q α + n q,q                                      (2.30) 

 
จากสมการที่ (2.28) และสมการที่ (2.30) ดังนั้นจะได 
 
                                                   q = α                                                  (2.31)      
โดยที่  
                                          d D Pα = q + K q + K q                                       (2.32) 

 
โดยที่สัญญาณควบคุม u  เปนแรงบิดที่ใหกับแขนหุนยนต และ dq = q -q  ซึ่งทําใหได

สมการพลวัตของระบบใหมที่เปนเชิงเสน คือ 
 

                                            d D Pq + K q + K q = 0                                      (2.33) 
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จากสมการที่ (2.33) จะเห็นไดวาคาผิดพลาดของระบบจะลูเขาสูคาศูนย โดยที่คาเกน 

DK  และ PK  จะมีผลทําใหระบบมีความเร็วและเสถียรภาพในการเขาใกลศูนยไดเร็วขึ้น และ
เราสามารถปรับคา DK  และ PK  เพ่ือใหไดผลของคาผิดพลาดใหนอยที่สุดหรือตามความ
เหมาะสม และรูปแสดงแผนผัง Inverse Dynamics Control in Joint Space สามารถแสดงไดดัง
รูปที่ 2.11  

 

 
 

รูปที่ 2.11 แผนผัง Inverse Dynamics Control in Joint Space 
 
2.2.2 Inverse Dynamics Control in Cartesian Space 

การควบคุมวิธีนี้ จะเปนการควบคุมการเคลื่อนที่ของตําแหนงที่ปลายของแขนกล (end-
effector) ใหมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดิน (trajectory) ที่ถูกกําหนดไวแลวใน Cartesian 
space โดยการ  Tracking Cartesian space trajectory และสามารถใชสมการเดียวกันกับ
สมการที่ (2.28) คือ 

( ) ( )B q q + n q,q = u  
โดยที่ 

( ) ( ) ( )n q,q = C q,q q + G q  
เม่ือสัญญาณควบคุมเปน 
                                           ( ) ( )u = B q α + n q,q                                       
โดยที่ 

q = α  
 

เม่ืออินพุตของการควบคุม α  ใหมนี้เปนการออกแบบใหปลายของแขนกลสามารถเดิน
ตามเสนทางที่ไดกําหนดไวกอนหนานี้คือ ( )tdp  ซึ่งจะเปนฟงกชันของเวลาในการเคลื่อนที่ โดย

ที่  [ ]Td d d d d dx y z roll pitch yaw=dp  ซึ่ ง ค า ข อ ง  , ,x y  แ ล ะ  z  คื อ ค า ข อ ง
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ตําแหนงของปลายแขนกล และคาของ , ,roll pitch  และ yaw  คือคาของการหมุนรอบแกน 
, ,x y  และ z  ตามลําดับ  และจากสมการที่ (2.8) สามารถเขียนใหมไดดังน้ี ( )A q=p J q  และ

ทําการ differentiate จะได 
                              ( ) ( ),A Aq q q= +p J q J q                                 (2.34) 
 

ดังนั้นอินพุตของการควบคมุ α  สามารถเขยีนไดดังสมการที่ (2.35) คือ 
 
                            ( ) ( )( )1 ,A Aq q q−= −d D Pα J p + K p + K p J q                  (2.35) 

 
โดยที่คาเกน PK  และ DK  เปนเมทริกซทะแยงมุมและจะมีคาเปนบวกเสมอ (positive 

definite diagonal matrices) และ dp = p -p  ซึ่งทําใหไดสมการพลวัตของระบบใหมที่เปนเชิง
เสน คือ 
                                          D Pp + K p + K p = 0                                    (2.36) 
 

จากสมการที่ (2.36) จะเห็นไดวาคาผิดพลาดของระบบจะลูเขาสูคาศูนย โดยที่คาเกน 

DK  และ PK  จะมีผลทําใหระบบมีความเร็วและเสถียรภาพในการเขาใกลศูนยไดเร็วขึ้น และ
เราสามารปรับคา DK  และ PK  เพ่ือใหไดผลของคาผิดพลาดใหนอยที่สุดหรือตามความ
เหมาะสม  และรูปแสดงแผนผัง Inverse Dynamics Control in Cartesian Space สามารถ
แสดงไดดังรูปที่ 2.12  
 

 
 

รูปที่ 2.12 แผนผัง Inverse Dynamics Control in Cartesian Space 
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2.2.3 การควบคุมแบบอิมพิแดนซ (Impedance Control) 
 ในการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนตนั้นสวนใหญจะเปนการควบคุมแรงซึ่ง
อยูในรูปของความตานทานการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตเพ่ือใหมีความตอเน่ืองและราบเรียบใน
การทํางาน  ซึ่งแนวความคิดของการควบคุมการทํางานของหุนยนตแบบอิมพิแดนซสามารถ
แสดงดังรูปที่ 1.2 ซึ่งจะเปนลักษณะของการควบคุมความหนวงที่สวนปลายของแขนกลโดยใช
ลักษณะของระบบมวล-สปริง-และตัวหนวงมาจําลองการควบคุม และสามารถเขียนแบบจําลอง
ของการควบคุมแบบอิมพิแดนซในรูปของสมการพลวัตเชนเดียวกับสมการที่ (2.1)  ในการ
วิเคราะหการมีปฏิกิริยาซึ่งเกิดแกกันและกันของแขนกล (manipulator) กับสิ่งแวดลอม 
(Environment) ภายใตปฏิกิริยาของ Inverse Dynamics Control in Cartesian Space ซึ่งจะ
อางอิงถึงรูปแบบทางพลวัตของแขนกลดังนี้คือ 
 
                                  ( ) ( ) ( ) ( )T q−B q q + C q,q q + g q = u J h                     (2.37)   
 
เม่ือ ( )qJ  คือ เมทริกซจาโคเบียน 
      h       คือ เวกเตอรของการออกแรงสัมผัสที่กระทําโดยปลายของแขนกลบนสิ่งแวดลอม 
      u        คือ  กฏการควบคุม (control law) ซึ่งสามารถแสดงไดดังนี้คือ 
 
                                            ( ) ( )u = B q α + n q,q                                     (2.38) 
 

สมการที่ (2.38) คือ การจัดรูปแบบของตัวควบคุม u  ใหอยูในรูปแบบสเตตของแขนกล 
โดยที่ 
                                          ( ) ( ) ( )n q,q = C q,q q + g q                               (2.39) 
และ 
                                                        q = α                                             (2.40) 
   
เม่ือ α  คือ อินพุตเวกเตอรที่ถูกตั้งขึ้นมาใหม 

การควบคุมแขนกลในขณะที่มีแรงกระทําที่ปลายของแขนกลนั้น สามารถแสดงไดโดย 
 
                                              ( ) ( )T q-1q = α - B q J h                                (2.41) 
 

จากสมการที่ (2.41) นั้น จะเปนเทอมที่ไมเปนเชิงเสนเน่ืองจากเทอมของแรงสัมผัส 
สําหรับแขนกลแบบ nonredundant และสามารถเลือกอินพุตของการควบคุมไดดังนี้ คือ 

 

                     ( ) ( )( )1 1 ,A Aq q q− − ′ ′ −d d d D P dα = J M M p + K p + K p M J q            (2.42) 
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เม่ือ ( )A qJ  คือ  จาโคเบียนวิเคราะห 
      dM      คือ เมทริกซของมวล (mass matrix) 

      ′
DK      คือ เมทริกซของตัวหนวง (damping matrix) 

      ′
PK       คือ เมทริกซของความแข็งแกรง (stiffness matrix) 

 
 โดยที่ dM  เปนเมทริกซทะแยงมุมที่มีคาเปนบวก แทนคาสมการ (2.42) ลงในสมการ
ที่ (2.41) จะได 
 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 , T
A Aq q q q− − ′ ′+ + − − -1

d d d D P dq = J M M p K p K p M J q B q J h    (2.43) 

     
และจากสมการที่  (2.8)  สามารถเขียนใหม ไดดั ง น้ี  ( )A q=p J q  และทํ าการ 

differentiate จะได 
                                         ( ) ( ),A Aq q q= +p J q J q                                (2.44) 

 
ในสมการที่ (2.41) จาโคเบียนที่ปรากฎอยูนั้นจะเปนจาโคเบียนรูปราง ( )qJ  แตจาโค-

เบียนในสมการที่ (2.42) นั้นจะเปนจาโคเบียนวิเคราะห ( )A qJ  ดังนั้นเราจะสรางความสัมพันธ
ใหมขึ้นมา คือ 
                                               ( )T

A x = AT h h                                           (2.45) 
   

เม่ือ AT  คือ เมทริกซการแปลงระหวางสองจาโคเบียนแทนคาสมการที่ (2.42) ลงใน
สมการที่ (2.41) จะได 

                                ( )1−′ ′+ + =d D P d A AM p K p K p M B q h                           (2.46) 
เม่ือ 
                                   ( ) ( ) ( ) ( )1T

A Aq q− −=AB q J B q J                              (2.47)      
 

เม่ือ ( )AB q  คือ เมทริกซความเฉื่อยของแขนกลใน Cartesian space ซึ่งเมทริกซนี้จะ

ถูกนิยามใหมีคาเปนบวก และคาจาโคเบียนวิเคราะหจะตองเปนแรงคเต็ม (full rank) 
 
สมการที่ (2.42) จะเปนความสัมพันธที่ถูกกําหนดขึ้นโดยทั่วไปในรูปแบบของอิมพิ

แดนซทางกล (mechanical impedance) ระหวางเวกเตอรของแรงลัพธ ( )1−
d A AM B q h  และ

เวกเตอรของระยะขจัด (displacement, p ) ใน Cartesian space ซึ่งอิมพิแดนซนี้สามารถแสดง
อยูในรูปของคุณสมบัติในระบบทางกล ของระบบมวล-สปริง-ตัวหนวง ซึ่งสามารถระบุพฤติกรรม
ทางพลวัตไดโดยตรง 
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การปรากฎของคา ( )1−
AB q  นั้นทําใหระบบน้ันถูกผูกเขาดวยกัน (couple) และถา

ตองการทําใหเปนเชิงเสน (linearity) และแยกออกจากกัน (decoupling) ระหวางการปฏิสัมพันธ
กับสิ่งแวดลอมน้ันจําเปนที่จะตองทําการวัดคาแรงสัมผัส (contact force)  โดยใชตัวตรวจรูแรง
(force sensor) ที่เหมาะสมซึ่งจะถูกติดตั้งบนขอมือของแขนกล (manipulator wrist) ดังนั้นจะได 

 
                         ( ) ( ) ( )T qu = B q α + n q,q + J h                                       (2.48)  

และ 

              ( ) ( )( )1 1 ,A Aq q q− − ′ ′+ + − −d d d D P d Aα = J M M p K p K p M J q h              (2.49)  

 
จากสมมุติฐานของความคลาดเคลื่อนแบบอิสระในการวัดแรง ดังน้ันสมการของการ

ควบคุมแขนกลแบบอิมพิแดนซที่ตองการสามารถจะเขียนไดใหมดังนี้ 
 
                             d D P AM p + K p + K p = h                                            (2.50) 

 
โดยที่ dM  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของมวลที่ตองการ 
        DK  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของตัวหนวงที่ตองการ 
        PK  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของความแข็งแกรงที่ตองการ 
        Ah   คือ แรงสัมผัสที่กระทําที่สวนปลายของแขนกลจากสิ่งแวดลอมภายนอก 
 

ในสมการที่ (2.48) เทอมของ ( )T qJ h  จะเปนการชดเชยอยางแมนยําของแรงสัมผัส 
(contact force) และทําใหแขนกลมีความแข็งแกรงขึ้นเปนอนันตเม่ือเทียบ กับความเคน
ภายนอกที่มากระทํากับแขนกล ผลลัพธของแผนภาพบล็อกของแขนกลในการสัมผัสกับ
สิ่งแวดลอมที่ มีความยืดหยุน (elastic environment) ภายใตการควบคุมแบบอิมพิแดนซ 
(impedance control) และสามารถที่จะแสดงแผนผังไดดังรูปที่ 2.13 

 
รูปที่ 2.13 แผนภาพบล็อกของแขนกลในการสัมผัสกับสิ่งแวดลอม 

ที่มีความยืดหยุนภายใตการควบคุมแบบอิมพิแดนซ 



 

บทที่ 3 
 

ขอมูลของแขนกล 
 
 
3.1 รูปรางและการตั้งแกน 

ในหุนยนตอุตสาหกรรม Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน PA10-7C มีลักษณะ
โครงสรางแบบปลายเปด (Open Kinematic Chain) ที่มี 7 จุดตอซ่ึงเปนจุดตอหมุน (Revolute 
joint) ทั้งหมด แตในวิทยานิพนธฉบับนี้จะนําหุนยนตอุตสาหกรรม Mitsubishi Heavy Industries 
Ltd. รุน PA10-7C มาใชโดยการตัดคาของจุดตอที่ 3 ซึ่งจะทําใหเหลอื 6 องศาอิสระ เพ่ือที่จะให
การออกแบบระบบควบคุมการทํางานนั้นงายขึ้น เน่ืองจากในสมการควบคุมจะมีเทอมของการ
นําสมการมาทําการผกผัน (Inverse matrix) ซึ่งถาไมไดเปนเมทริกซจตุรัสนั้นจะทําการผกผัน
ยาก  ลักษณะโครงสรางของแขนกลแสดงไดดังรูปที่ 3.1 [8]. 
 

 
 

รูปที่ 3.1 ลักษณะรูปรางและการตั้งแกนของหุนยนตอุตสาหกรรม  

Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน PA10-7C 



 

 

26

3.2 คิเนแมติกส (Kinematics)  
 ในการควบคุมแขนกลใหเคลื่อนที่จําเปนตองทราบตําแหนงและทิศทางที่ปลายแขนของ
แขนกล  โดยที่คิเนแมติกส ประกอบไปดวย 

• ฟอรเวิรสคิเนแมติกส เปนสมการที่ใชหาตําแหนงและทิศทางของปลายแขนเมื่อ
กําหนดตําแหนงของจุดตอภายในแขนกล 

• อินเวิรสคิเนแมติกส เปนสมการที่ใชหาตําแหนงจุดตอของแขนกลเมื่อกําหนด
ตําแหนงและทิศทางที่ปลายแขน 

• ความสัมพันธเชิงความเร็ว หรือสมการการหาอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรใน
Joint space เชน อัตราการหมุนของจุดตอ ไปยังอัตราการเปลี่ยนแปลงของตัวแปร
ใน Cartesian space เชน ความเร็วเชิงเสน/มุม ของปลายแขนในพิกัด XYZ ซึ่ง
ความสัมพันธเชิงความเร็วหาไดจากอนุพันธของตําแหนงที่ไดจากสมการฟอร
เวิรสคิเนแมติกส 

 
3.2.1   ฟอรเวิรสคิเนแมตกิส 

การตั้งแกนของแขนกลที่ใชในวิทยานิพนธฉบับน้ี แสดงไดดังรูปที่ 3.2[10]. โดยที่
ตําแหนงและทิศทางของปลายแขนกลที่สัมพันธกับคามุมตางๆ ที่จุดตอ และสามารถเขียนอยูใน
รูปเมทริกซการแปลงของปลายแขนที่ {6} เทียบกับเฟรม {0} ไดดังสมการที่ (3.1) และคา
ของ D-H parameter หรือที่ เรียกวา Denavit-Hartenberg Convention สามารถแสดงไดดัง
ตารางที่ 3.1 

 

 

 
รูปที่ 3.2 ลักษณะการตั้งแกนของแขนกลที่มี 6 องศาอิสระ  
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ตารางที ่3.1 คาของ Denavit-Hartenberg Convention 
 

Link ia  iα  id  iθ  
1 0 / 2π  0 1θ  
2 2a  0 0 2θ  
3 0 / 2π  0 3θ  
4 0 / 2π−  4d  4θ  
5 0 / 2π  0 5θ  
6 0 0 6d  6θ  

 
 

                                         

0 0 1 2 3 4 5
6 1 2 3 4 5 6A = A A A A A A                                       (3.1) 

เม่ือ 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0 1

r r r Px
r r r Py
r r r Pz

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
6A

       

โดยที่ 

 

( ) ( )11 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r c c c c c s s s s c s s c c c s= − − + +⎡ ⎤⎣ ⎦  

 ( ) ( )21 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r s c c c c s s s s c c s c c c s= − − − +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( )31 23 4 5 6 4 6 23 5 6r s c c c s s c s c= − +  

( ) ( )12 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r c c c c s s c s s s s s c s c c= − + + + − +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( )22 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r s c c c s s c s s s c s c s c c= − + + − − +⎡ ⎤⎣ ⎦  

( )32 23 4 5 6 4 6 23 5 6r s c c s s c c s s= − + −  
( )13 1 23 4 5 23 5 1 4 5r c c c s s c s s s= + +  
( )23 1 23 4 5 23 5 1 4 5r s c c s s c c s s= + −  

33 23 4 5 23 5r s c s c c= −  
 

( )( )2 1 2 4 1 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5Px a c c d c s d c c c s s c s s s= + + + +  
( )( )2 1 2 4 1 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5Py a s c d s s d s c c s s c c s s= + + + −  

( )2 2 4 23 6 23 4 5 23 5Pz a s d c d s c s c c= − + −  
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เ ม่ือ ,Px  ,Py  และ Pz  แทนตําแหนงของปลายแขนที่อยูหางจากเฟรม {0} ใน
แนวแกน ,x  ,y  และ z  ตามลําดับ 

และ 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

r r r
r r r
r r r

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 เปนเมทริกซการหมุน (Rotation matrix) ของเฟรมที่ปลายแขน {6} เทียบ

กับเฟรม {0} 
 

หมายเหต ุ สัญลักษณ  is  แทน  ( )sin iθ  
                 ic  แทน  ( )cos iθ  
          และ  ijs  แทน  ( )sin i jθ θ+  

        ijc  แทน  ( )cos i jθ θ+  
 

โดยที่ขั้นตอนการหาสมการฟอรเวิรสคิเนแมติกสอยางละเอียดสามารถดูไดจากภาคผนวก ก. 
 
3.2.2   อินเวิรสคิเนแมติกซ 

เม่ือตองการใหปลายแขนกลเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงและทิศทางที่กําหนด จําเปนจะตอง
ทราบมุมของแตละจุดตอ เม่ือกลาวในเชิงตัวแปร ก็คือการทราบคา ,Px  ,Py  และ Pz

(ตําแหนง) และ 11 12 33, ,...,r r r  (ทิศทาง)  อยูกอนแลวคํานวณหาคามุม θ  ตางๆ ที่สัมพันธกับ
ตําแหนงและทิศทางนั้นๆ คามุม θ  ตางๆ ที่สัมพันธกับตําแหนงและทิศทางของแขนกล PA10
เปนไปตามสมการที่ (3.2) ถึง (3.7) 

 
                                      ( )1 Atan 2 ,y xPw Pwθ =                                         (3.2) 

 
เม่ือ 2 1 2xPw a c c=  

2 1 2yPw a s c=  
 
                                ( )3 3 3Atan 2 ,s cθ =                                            (3.3) 

เม่ือ 

 
( ) ( ) ( )2 2 2

2 2
2 4

3
2 42

x y zPw Pw Pw a d
s

a d

′ ′ ′+ + − −
=  

 

 2
3 31c s= ± −  

 
                               ( )2 2 2Atan 2 ,s cθ =                                            (3.4) 
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เม่ือ 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 4 3 4 3

2 2 2 2

z x y

x y z

a d s Pw d c Pw Pw
s

Pw Pw Pw

′ ′ ′+ − +
=

′ ′ ′+ +
 

 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 4 3 4 3

2 2 2 2

x y z

x y z

a d s Pw Pw d c Pw
c

Pw Pw Pw

′ ′ ′+ + +
=

′ ′ ′+ +
 

และ 

 2 1 2 4 1 23xPw a c c d c s′ = +  

 2 1 2 4 1 23yPw a s c d s s′ = +  

 2 2 4 23zPw a s d c′ = −  
 
                                        ( )3 3

4 23 13Atan 2 ,r rθ =                                          (3.5) 

เม่ือ  
3

13 4 5r c s=  
 3

23 4 5r s s=  

                                ( ) ( )2 23 3 3
5 13 23 33Atan 2 ,r r rθ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
                              (3.6) 

เม่ือ  
3

33 5r c=  
                                      ( )( )3 3

6 32 31Atan 2 ,r rθ = −                                       (3.7) 

เม่ือ  
3

31 5 6r s c= −  
 3

32 5 6r s s=  
 
โดยที่ขั้นตอนการหาสมการอินเวิรสคิเนแมติกสอยางละเอียดสามารถดูไดจากภาคผนวก ก. 
 
3.2.3   ความสัมพันธเชงิความเรว็ 
 คือความสัมพันธระหวางความเร็วของจุดตอ (joint velocity) กับความเร็วของปลายแขน
ทั้งในความเร็วเชิงเสน และความเร็วเชิงมุม  โดยความสัมพันธดังกลาวสามารถแสดงอยูในรูป
เมทริกซขนาด 6 6×   และเรียกวาเมทริกซจาโคเบียน โดยที่เมทริกซจาโคเบียนของแขนกล
สามารถแสดงไดดังสมการที่ (3.8) โดยที่ขั้นตอนวิธีการหาเมทริกซจาโคเบียนอยางละเอียด
สามารถดูไดจากภาคผนวก ก. 
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11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

p

o

J
J

J
                         (3.8) 

โดยที่   
( ) ( )( )11 1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5J S a C d S d S C C S S C C S S= − + − + −  
( ) ( )( )21 1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5J C a C d S d C C C S S C S S S= + + + +  

31 41 51 0J J J= = =  

61 1J =  
( )( )12 1 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J C a S d C d S C S C C= − − + −  
( )( )22 1 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J S a S d C d S C S C C= − − + −  

( )32 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J a C d S d C C S S C= + + +  

42 1J S=  

52 1J C= −  

62 0J =  
( )( )13 1 4 23 6 23 4 5 23 5J C d C d S C S C C= − − + −  
( )( )23 1 4 23 6 23 4 5 23 5J S d C d S C S C C= − − + −  

( )33 4 23 6 23 4 5 23 5J d S d C C S S C= + +  

43 1J S=  

53 1J C= −  

63 0J =  
( )14 6 5 1 23 4 1 4J d S C C S S C= − +  
( )24 6 5 1 23 4 1 4J d S S C S C C= − +  

34 6 23 4 5J d S S S= −  

44 1 23J C S=  

54 1 23J S S=  

64 23J C= −  
( ) ( )( )

( )( )
15 1 23 4 1 4 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J S C S C C a S d C d S C S C C a C d S

S S d S C C S S C C S S

= − − − + − − +

+ + −
 

( ) ( )( )
( )( )

25 1 23 4 1 4 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J C C S S C a S d C d S C S C C a C d S

S S d C C C S S C S S S

= − − + − + − − +

− + +
 

( )35 6 23 4 5 23 5J d S C C C S= +  

45 1 23 4 1 4J C C S S C= − +  
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55 1 23 4 1 4J S C S C C= − −  

65 23 4J S S= −  
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
16 1 23 4 5 23 5 1 4 5 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 5 23 5 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J S C C S S C C S S a S d C d S C S C C a C d S

S C S C C d S C C S S C C S S

= + − − + − − +

− − + −

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

26 1 23 4 5 23 5 1 4 5 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 5 23 5 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J C C C S S C S S S a S d C d S C S C C a C d S

S C S C C d C C C S S C S S S

= − + + − + − − +

+ − + +

36 0J =  
( )46 1 23 4 1 4 5 1 23 5J C C C S S S C S C= + +  
( )56 1 23 4 1 4 5 1 23 5J S C C C S S S S C= + +  

66 23 4 5 23 5J S C S C C= −  
 

รูปแบบสมการที่ใชหาความสัมพันธระหวางความเร็วที่ปลายแขนกลกับความเร็วเชิงมุม
ของแขนตางๆ สามารถแสดงไดดังสมการที่ (3.9) 

 

                                             ( )

1

2

3

4

5

6

x

y

z

x

y

z

θν
θν
θν

θ
θω
θω
θω

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

= ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

J                                          (3.9) 

 
เม่ือ iθ    คือ ความเร็วเชิงมุมของแขนตางๆ 

    ,i iν ω  คือ ความเร็วเชิงเสนและความเร็วเชิงมุมของแขนกลที่ตําแหนงปลายแขนกล 

รูปแบบสมการที่ใชหาความสัมพันธระหวางความแรงที่มากระทําที่ปลายแขนกลกับ
แรงบิดที่จุดตอแตละจุดตอ สามารถแสดงไดดังสมการที่ (3.10) 

 

                                             ( )

1

2

3

4

5

6

x

y

T z

x

y

z

f
f
f

τ
τ
τ

θ
τ μ
τ μ
τ μ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

J                                       (3.10) 

 
เม่ือ  iτ   คือ แรงบิดที่จุดตอของแขนตางๆ 
   ,i if μ  คือ แรงและโมเมนตภายนอกที่มากระทําที่ปลายแขนของแขนกลที่ตําแหนงปลายแขน 
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3.3   สมการพลวตัของแขนหุนยนต (Dynamics equation) 
 พลศาสตรของแขนกล เปนความสัมพันธของแรงบิดที่กระทําที่จุดตอ กับการเคลื่อนที่
ของแขนกลใน Cartesian Space ซึ่งจะแสดงในรูปแบบของสมการการเคลื่อนที่ของระบบ เพ่ือ
ความสะดวกจะแสดงความสัมพันธของการเคลื่อนที่ของแขนกลตางๆ ใหอยูในสมการเดียว และ
สามารถเขียนสมการของการเคลื่อนที่ของแขนกลไดในรูปแบบของสมการปริภูมิสเตตไดดังนี้ 
 
                                    ( ) ( ) ( )τ = B q q + C q,q q + G q                                (3.11) 

 
เม่ือ ( )B q    คือเมตริกซของมวลของแขนกลนั้นซ่ึงมีขนาด 6 6×  
    ( )C q,q   คือเวกเตอรของแรงที่หันเหเขาสูศูนยกลางและอิทธิพลของแรงโคริออริสซึ่ง 

            มีขนาด 6 1×  
      ( )G q    คือเวกเตอรของแรงโนมถวงของโลกซึ่งมีขนาด 6 1×  
 

ซึ่งวิธีการสมการพลวัตของแขนหุนยนต และคาตางๆ ของเมทริกซ ( )B q ,  ( )C q,q ,

และ ( )G q  สามารถดูไดจากภาคผนวก ก. และสามารถตรวจสอบความถูกตองของสมการ
พลวัตไดโดยการวิเคราะหความเปน Skew-Symmetry ซึ่งสามารถวิเคราะหไดจากเมทริกซ 

( , )N q q  ซึ่งจะมีความสัมพันธดังนี้ 

                                            N(q,q) = B(q) - 2C(q,q)                               (3.12) 

ซึ่งเม่ือเทียบพจนกับสมการที่ (2.23) จะสามารถหาเมทริกซ N(q,q)  ไดจาก 

1

2
n

jk ik
ij ij ij k

k i j

b bn b c q
q q−

⎛ ⎞∂ ∂
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑                          (3.12) 

โดยสมการที่ (3.12) สามารถหาคาของเมทริกซ N(q,q)  ไดจากนั้นทดสอบความเปน
Skew-Symmetry จาก 

                                  ij jin n= −                                           (3.13) 

จากการวิเคราะหตามสมการดังกลาวขางตนไดผลคือ สมการการเคลื่อนที่ที่ไดจาก
สมการที่ (2.23) เปนเมทริกซที่มีคุณสมบัติความเปน Skew-Symmetry ทําใหทราบวาสมการ
การเคลื่อนที่มีโครงสรางที่ถูกตอง 

การทดสอบความถูกตองของสมการพลวัตของแขนกลสามารถพิจารณาไดหลายสวน
เชน ความผิดผลาดจากคาพารามิเตอรของตัวแขน เชน ความยาวแขน จุดตอตางๆ หรือคา
ความแมนยําของเทอมตางๆ ที่ประกอบอยูในสมการพลวัตของแขนกลที่หามาได  คาความผิด-
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ผลาดหรือไมแนนอนนี้เรียกวา parametric uncertainties นอกจากคาความผิดพลาดนี้แลวก็
อาจจะมีคาความผิดพลาดอันเน่ืองมาจากตัวระบบ  ซึ่งหมายถึงระดับหรือ order ของระบบหรือ
เรียกวา unstructured uncertainties หรือ unmodeled dynamics ซึ่งคาความผิดนี้สามารถลด
ไดโดยใชตัวควบคุมแบบ robust control หรือแบบ adaptive control แตการควบคุมทั้งสองแบบ
นี้จําเปนจะตองมีคุณสมบัติหนึ่งที่ใชสําหรับการประกันความเสถียรภาพของตัวควบคุมน่ันคือ 
Skew Symmetric matrix ของความสัมพันธของเมทริกซ N(q,q)  ซึ่งจะมีความสัมพันธดังนี้ 

                                           N(q,q) = B(q) - 2C(q,q)                                 (3.14) 

ความสัมพันธนี้จะมีประโยชนมากในการออกแบบตัวควบคุมแบบ Robust และตัว
ควบคุมแบบ Adaptive และเนื่องจากวาไมสามารถหาสมการพลวัตของระบบไดแมนยําถูกตอง
รอยเปอรเซนต ดังน้ัน จึงจําเปนตองหาแบบจําลองที่มีโครงสรางถูกตองและสามารถใชในระบบ
ควบคุมขั้นสูงตอไป จึงตองแนใจวาโครงสรางของสมการพลวัตที่หามาไดนั้นมีเมทริกซ N(q,q)

ที่มีลักษณะเปน skew symmetric 

 
 
 



 

บทที่ 4 
 

การควบคุมการทํางาน 
 
 

ในบทนี้จะกลาวถึงการออกแบบระบบควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนกลใหสามารถ
เคลื่อนที่ไปตามเสนทางเดิน (Trajectory) ของแขนกลที่กําหนดไว ในการออกแบบระบบที่ใชใน
การควบคุมการเคลื่อนที่นั้นโดยทั่วไปแลวสามารถแบงออกไดเปน 2 กลุมใหญๆ คือแบบ
Decentralize โดยพิจารณาทีละจุดตอ และแบบ Centralize โดยพิจารณาทุกจุดตอพรอมๆกัน
ซึ่งการควบคุมแบบ Centralize จะใหผลของการตอบสนองที่ดีกวา เพราะรวดเร็วและแมนยํา ซึ่ง
ในวิทยานิพนธฉบับน้ีจะกลาวถึงการควบคุมแบบ Centralize เทานั้น 
 
4.1   Inverse Dynamics Control in Joint Space  
 ในการศึกษาการควบคุมการเคลื่อนที่โดยอาศัยวิธีการ Tracking joint space trajectory
จะกระทําในระบบที่ไมเปนเชิงเสนของหลายตัวแปร และสามารถแสดงแผนภาพบล็อกของ
Inverse Dynamics Control in Joint Space ดังรูปที่ 4.1 
 

 
 

รูปที่ 4.1 แผนภาพบล็อกของ Inverse Dynamics Control in Joint space 
 

จากสมการพลวัตของแขนกลในสมการที่ (2.14) สามารถนํามาเขียนเปนสมการใหมได
ดังนี้ 

                                     ( ) ( )B θ θ+ n θ,θ = u                                    (4.1) 

โดยที่ 
                                         ( ) ( ) ( )n θ,θ = C θ,θ θ+ G θ                                 (4.2) 
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ซึ่งในวิธีการ  Inverse Dynamics Control in Joint Space จะตั้ งอยูบนพ้ืนฐานที่วา
ตองการหาค าของ  Control vector, u  ซึ่ งสามารถนํ ามาพิจารณาความสัมพันธแบบ
Input/Output แบบเชิงเสนได ซึ่งการหาระบบควบคุมในรูปแบบที่เปนเชิงเสนจะกระทําไดจาก
รูปแบบเฉพาะของสมการพลวัตของระบบที่ในเมทริกซของมวล ( )B θ  ที่ไดจะตองมีคุณสมบัติที่
สามารถหาคาผกผัน (inverse) ไดเสมอไมวา θ  จะอยูที่คาใดก็ตาม  ในที่นี้จะเลือกใหกฏการ
ควบคุม คือ 

         u = B(θ)α + n(θ,θ)                                      (4.3)
       

ซึ่งจะเปนผลให θ = α  โดยที่ α  จะเปนคาอินพุตใหม  และเปนความสัมพันธแบบเชิง
เสน และถาเลือกคาอินพุตใหมนี้เปน 
 
                     P d D d dα = -K (θ -θ ) - K (θ -θ ) +θ                     (4.4)
  

เม่ือใหคาผิดพลาดของจุดตอคือ ,dθ = θ -θ  โดยที่ 
1 2 3 4 5 6

T

d d d d d dθ θ θ θ θ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦dθ

และ [ ]1 2 3 4 5 6
Tθ θ θ θ θ θ=θ  ซึ่งจะไดความสัมพันธของสมการอนุพันธเชิงเสนที่

สามารถควบคุมผลการตอบสนองจาก Positive definite matrices ,D PK K  ได คือ 
 

                  D Pθ+ K θ+ K θ = 0                               (4.5) 
 

จากสมการที่ (4.5) จะเห็นไดวาคาผิดพลาดของระบบจะลูเขาสูคาศูนย โดยที่คา
เกน DK  และ PK  จะมีผลทําใหระบบมีความเร็วและเสถียรภาพในการเขาใกลศูนยไดเร็วขึ้น
และเราสามารถปรับคา DK  และ PK  เพ่ือใหไดผลของคาผิดพลาดใหนอยที่สุดหรือตามความ
เหมาะสม 
 
4.1.1   การ Simulation ของ Inverse Dynamics Control in Joint Space  

โดยในการ Simulation ของ Inverse Dynamics Control in Joint Space จะกําหนดคา
ของตําแหนงของจุดตอ  โดยกําหนดใหกราฟของตําแหนงของแตละจุดตอเปนรูปโคงตัวเอส (S-
curve) ที่เทากันทุกๆ จุดตอ ความเร็วของจุดตอ และความเรงของจุดตอสามารถหาไดจากการ
หาอนุพันธอันดับที่ 1 และที่ 2 ของสมการตําแหนงของจุดตอตามลําดับ และคาของความเร็ว
และความเรง ของทั้ง 6 จุดตอจะกําหนดใหมีคาเทากันทุกๆ จุดตอเชนเดียวกัน โดยใชเวลาใน
การ Simulation คือเริ่มตนจาก 0 ถึง 5 วินาที และใชคาเวลาสุม (sampling time) ในการ
Simulation เทากับ 0.001 วินาที  ซึ่งสามารถแสดงรูปกราฟตําแหนง ความเร็ว และความเรง ที่
ใช ในการอ า งอิ งการ เคลื่ อนที่ ได ดั ง รูปที่  4 .2  - 4 .4   ซึ่ งผลจากการตอบสนองของ
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วิธี Inverse Dynamics control in Joint Space ไดผลดังแสดงในรูปที่ 4.5 - 4.12 โดยในการ
Simulation จะใชคาเกน PK  และ DK  ที่คาตางกันเพื่อวิเคราหการตอบสนองของระบบ 

 

 
รูปที่ 4.2 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ  

 

 
รูปที่ 4.3 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆ  

 

 
รูปที่ 4.4 ความเรงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ  
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รูปที่ 4.5 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 20=PK  และ 5=DK   

 
 จากกราฟรูปที่ 4.5 จะเห็นไดวาเสนกราฟที่ไดของมุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะ
ใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิงที่ใชในการเคลื่อนที่ของแขน
กลซึ่งจะเห็นไดวากราฟที่ไดมีคาใกลเคียงกันมาก  คือตําแหนงของจุดตอที่ไดจากการ 
Simulation สามารถ Track ตามเสนทางเดินที่ใชในการอางอิง ซึ่งผลของคาผิดพลาดสามารถ
ปรับแกไดโดยการปรับคาเกน PK  และ DK  ใหมีคามากขึ้น 
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รูปที่ 4.6 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 20=PK  และ 5=DK    

 
 จากกราฟรูปที่ 4.6 จะเห็นไดวาเสนกราฟของความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะ
ใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิงที่ใชในการเคลื่อนที่ของแขน
กลซึ่งจะเห็นไดวากราฟที่ไดนั้นมีคาใกลเคียงกันมาก แตยังมีจุดที่เปนคาผิดพลาดเล็กนอยที่
เกิดขึ้น และสามารถเห็นไดในกราฟของความเร็วของขอตอที่ 3 และ 5 โดยที่ในกราฟของ
ความเร็วของขอตอที่ 3 ( 3θ ) ระหวางชวงเวลาที่ประมาณวินาทีที่ 1.25 ถึงวินาทีที่ 1.8 และใน
กราฟความเร็วของขอตอที่ 5 ( 5θ ) ระหวางชวงเวลาประมาณวินาทีที่ 1 ถึงวินาทีที่ 2 และใน
วินาทีที่ 2.5 ถึงวินาทีที่ 3.25 ซึ่งผลของคาผิดพลาดสามารถปรับแกไดโดยการปรับคา
เกน PK  และ DK  ใหมีคามากขึ้น 
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รูปที่ 4.7 คาผดิพลาดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 20=PK  และ 5=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.7 จะเห็นไดวาเสนกราฟของคาคาผิดพลาดของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ มีคา
อยูในชวง 45 10−− × เรเดียน ถึง 410 10−× เรเดียน โดยใชคาเกน 20=PK  และ 5=DK  
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รูปที่ 4.8 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 20=PK  และ 5=DK    

 
จากรูปที่ 4.8 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 

ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอ ที่กําหนดใหดังรูปที่ 4.2-4.4 โดยใช
คาเกน 20=PK  และ 5=DK  
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รูปที่ 4.9 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.9 จะเห็นไดวาเสนกราฟที่ไดของมุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะ
ใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิงที่ใชในการเคลื่อนที่ของจุด
ตอแตละอัน ซึ่งจะเห็นไดวากราฟที่ไดมีคาใกลเคียงกันมาก  คือตําแหนงของจุดตอที่ไดจากการ 
Simulation สามารถ Track ตามเสนทางเดินที่ใชในการอางอิง ซึ่งผลของคาผิดพลาดสามารถ
ปรับแกไดโดยการปรับคาเกน PK  และ DK  ใหมีคามากขึ้น 
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รูปที่ 4.10 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.10 จะเห็นไดวาเสนกราฟของความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  
จะใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิงที่ใชในการเคลื่อนที่ของ
แขนกลซึ่งจะเห็นไดวากราฟที่ไดมีคาใกลเคียงกันมาก แตยังมีจุดที่เปนคาผิดพลาดเล็กนอยที่
เกิดขึ้น และสามารถเห็นไดในกราฟของความเร็วของขอตอที่ 5 โดยที่ในกราฟความเร็วของจุด
ตอที่ 5 ( 5θ ) ระหวางชวงเวลาประมาณวินาทีที่ 1.75 ถึงวินาทีที่ 2 และในวินาทีที่ 2.6 ถึงวินาที
ที่ 2.8 ซึ่งผลของคาผิดพลาดสามารถปรับแกไดโดยการปรับคาเกน PK  และ DK  ใหมีคามาก
ขึ้น 
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รูปที่ 4.11 คาผิดพลาดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทัง้ 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.11 จะเห็นไดวาเสนกราฟของคาผิดพลาดของ 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  
และ 6θ  มีคาอยูในชวง 41 10−− ×  เรเดียน ถึง 42 10−×  เรเดียน โดยใชคาเกน 100=PK  และ 

20=DK   จากผลของการ Simulation ของ Inverse Dynamics Control in Joint Space ที่ได
นี้จะเห็นไดวาคาผิดพลาดของระบบมีคาที่ลดลงเมื่อเลือกใชคาเกน PK  และ DK ที่มีคามากขึ้น 
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รูปที่ 4.12 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
จากรูปที่ 4.12 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 

ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอ ที่กําหนดใหดังรูปที่ 4.2 - 4.4 โดย
ใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
ซึ่งในการ Simulation ทั้งหมดนี้โดยการใชคาเกน PK  และ DK  ที่คาตางกัน จะเห็นได

วาเมื่อใชคาเกน PK  และ DK  ที่มีคามากขึ้นจะทําใหระบบมีคาผิดพลาดที่ลดลง   ทั้งนี้จําเปนที่
จะตองเลือกคาเกน PK  และ DK  ที่เหมาะสมในการควบคุมการทํางานของแขนกล 
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4.2   Inverse Dynamics Control in Cartesian Space  
ในการศึกษาการควบคุมการเคลื่อนที่โดยอาศัยวิธีการ Tracking Cartesian space 

trajectory จะกระทําในระบบที่ไมเปนเชิงเสนของหลายตัวแปร และสามารถแสดงแผนภาพ
บล็อกของ Inverse Dynamics Control in Cartesian Space ดังรูปที่ 4.13 

 

 
 

รูปที่ 4.13 แผนผังของ Inverse Dynamics Control in Cartesian Space 
 

การควบคุมวิธีนี้ จะเปนการควบคุมการเคลื่อนที่ของปลายของแขนกล (end-effector) 
ใหมีการเคลื่อนที่ตาม เสนทางเดิน (trajectory) ที่ถูกกําหนดไวแลวใน Cartesian space และ
สามารถใชสมการเดียวกันกับสมการที่ (2.28) คือ 

 
                                            ( ) ( )B q q + n q,q = u                                       (4.6) 
โดยที่ 
 
                                        ( ) ( ) ( )n q,q = C q,q q + G q                                  (4.7) 

 
เม่ือสัญญาณควบคุมเปน 
                                            ( ) ( )u = B q α + n q,q                                       (4.8)       
                    
โดยที่ 
                                                     q = α                                                 (4.9) 
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เม่ืออินพุตของการควบคุม α  ใหมนี้เปนการออกแบบใหปลายของแขนกลสามารถเดิน
ตามเสนทางที่ไดกําหนดไวกอนหนานี้คือ ( )tdp  ซึ่งจะเปนฟงกชันของเวลาในการเคลื่อนที่ โดย

ที่  [ ]Td d d d d dx y z roll pitch yaw=dp  ซึ่ ง ค า ข อ ง  , ,x y  แ ล ะ  z  คื อ ค า ข อ ง
ตําแหนงของปลายแขนกล และคาของ , ,roll pitch  และ yaw  คือคาของการหมุนรอบแกน 

, ,x y  และ z  ตามลําดับ และเม่ือทําการ Differentiate สมการที่ (2.8) จะได 

 
                             ( ) ( ),A Aq q q+p = J q J q                                    (4.10) 
 

ดังนั้นอินพุตของการควบคุม α  สามารถเขียนไดดังสมการที่ (4.11) คือ 
 
                              ( ) ( )( )1 ,A Aq q q−

d D Pα = J p + K p + K p - J q                      (4.11) 

 
โดยที่คาเกน PK  และ DK  เปนเมทริกซทะแยงมุมและจะมีคาเปนบวกเสมอ และ 

dp = p -p  ซึ่งทําใหไดสมการพลวัตของระบบใหมที่เปนเชิงเสน คือ 
 
                                             D Pp + K p + K p = 0                                      (4.12) 
 

จากสมการที่ (4.12) จะเห็นไดวาคาผิดพลาดของระบบจะลูเขาสูคาศูนย โดยที่คาเกน 

DK  และ PK  จะมีผลทําใหระบบมีความเร็วและเสถียรภาพในการเขาใกลศูนยไดเร็วขึ้น และ
สามารถปรับคา DK  และ PK  เพ่ือใหไดผลของคาผิดพลาดใหนอยที่สุดหรือตามความ
เหมาะสม 
 
4.2.1   การ Simulation ของ Inverse Dynamics Control in Cartesian Space 

ในการทดลองการควบคุมการทํางานของแขนกลแบบ Inverse Dynamics Control in 
Cartesian space จะกําหนดคาของ ตําแหนงของปลายแขนกล โดยในการทดลองนี้จะ
กําหนดใหมีการเคลื่อนที่เปนเสนตรงในระนาบ YZ ซึ่งจะกําหนดใหแกน X และแกน Y มีคาคงที่
ซึ่งมีคาเทากับ 0.7276 เมตร และ 0 เมตร ตามลําดับ และการเคลื่อนท่ีในแนวแกน Z จะเร่ิมจาก 
ตําแหนงที่ X มีคาเทากับ 0.7276 เมตร, Y มีคาเทากับ 0 เมตร, และ Z มีคาเทากับ -0.0212 
เมตร ไปจนถึงตําแหนงที่ X มีคาเทากับ 0.7276 เมตร, Y มีคาเทากับ 0 เมตร, และ Z มีคา
เทากับ 0.4788 เมตร ในเวลา 5 วินาที ดังแสดงในรูปที่ 4.14-4.15 โดยที่ความเร็ว และความเรง
ของปลายแขนกล สามารถหาไดจากการหาอนุพันธอันดับที่ 1 และที่ 2 ของสมการตําแหนงของ
ปลายแขนกลตามลําดับ โดยใชเวลาในการ Simulation คือเริ่มตนจาก 0 ถึง 5 วินาที และใชคา

เวลาสุมในการ Simulation เทากับ 0.001 วินาที ซึ่งสามารถแสดงรูปกราฟตําแหนง ความเร็ว 
และความเรง ที่ใชในการอางอิงการเคลื่อนที่ไดดังรูปที่ 4.16-4.18 ซึ่งผลจากการตอบสนองของ



 

 

47

วิธีการควบคุมแบบ Inverse Dynamics Control in Cartesian space ไดผลดังแสดงในรูปที่ 

4.19-4.24 โดยใชคาเกน PK  และ DK  ในการ Simulation ที่คาตางกัน เพ่ือวิเคราะหผลการ
ตอบสนองของระบบ 

 

 
 

รูปที่ 4.14 เสนทางเดินของปลายแขนกลในระนาบ XZ  
 

 
 

รูปที่ 4.15 เสนทางเดินของปลายแขนกลในระนาบ YZ  
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รูปที่ 4.16 กราฟแสดงตําแหนง ความเรว็ ความเรงของปลายแขนกล 
ในแนวแกน X ที่ใชในการอางอิงการเคลื่อนที่ ณ เวลาตางๆ 
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รูปที่ 4.17 กราฟแสดงตําแหนง ความเรว็ ความเรงของปลายแขนกล 
ในแนวแกน Y ที่ใชในการอางอิงการเคลื่อนที่ ณ เวลาตางๆ 
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รูปที่ 4.18 กราฟแสดงตําแหนง ความเรว็ ความเรงของปลายแขนกล 
ในแนวแกน Z ที่ใชในการอางอิงการเคลื่อนที่ ณ เวลาตางๆ 
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รูปที่ 4.19 กราฟแสดงตําแหนงและคาผดิพลาดของตาํแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z 

เม่ือใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  
 

จากรูปที่ 4.19 เปนกราฟแสดงตําแหนง และคาผิดพลาดของตําแหนง ของปลายแขน
กลที่เกิดขึ้น โดยที่ผลการ Simulation จะเห็นไดวาเสนทางเดินที่ไดจากการ Simulation มีการ 
Track ตามเสนทางเดินที่ไดออกแบบไว แตจะมีคาผิดพลาดเกินขึ้นในชวงแรกที่มีคาผิดพลาด
คอนขางสูง และจะมีคาผิดพลาดลดลง โดยที่คาผิดพลาดสูงสุดในแนวแกน X, Y, และ Z เทากับ 

52.5 10x −= − ×  เมตร หรือ -25 ไมโครเมตร 162.5 10y −= − ×  เมตร 33.5 10z −= ×  เมตร หรือ 
3.5 มิลลิเมตร โดยในรูปกราฟของตําแหนงในแนวแกน Y จะเห็นไดวาในชวงวินาทีที่ 4 เปนตน
ไปจะมีคาผิดพลาดที่กระโดดเปนผลเนื่องจากการนําคาของตําแหนงในแตละจุดตอที่คํานวณได
จากสมการเชิงอนุพันธมาใชในการคํานวณหาคาของตําแหนงของปลายแขนกล 
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รูปที่ 4.20 กราฟแสดงความเร็วและคาผดิพลาดของความเร็วในแนวแกน X, Y, และ Z 
เม่ือใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
 จากรูปที่ 4.20 เปนกราฟแสดงความเร็ว และคาผิดพลาดความเร็ว ของปลายแขนกลที่
เกิดขึ้น ในขณะที่ปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  โดยคาความเร็ว
สามารถหาไดจากการหาอนุ พันธของตํ าแหน ง ในแนวแกน  X, Y, และ  Z เ ม่ือใชค า
เกน 100PK =  และ 20DK =  
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รูปที่ 4.21 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆของทั้ง 6 จุดตอ 

โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  
 

 จากกราฟรูปที่ 4.21 แสดงตําแหนงของจุดตอที่เกิดขึ้นในขณะปลายแขนเคลื่อนที่ตาม
เสนทางเดินที่กําหนดไว ซึ่งจะเห็นไดวาเสนกราฟที่ไดของมุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะ
ใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิงที่คํานวณมาจากสมการอิน-
เวิรสคิเนแมติกส จากรูปกราฟของตําแหนงในจุดตอที่ 1, 4, และ 6 นั้นจะมีคาผิดพลาดที่
กระโดดในชวงวินาทีที่ 4 เปนตนไป เปนผลเนื่องจาก Stiff problem โดยที่ความหมายของคํา
วา Stiff problem นี้คือปรากฏการณหน่ึงในการหาคําตอบโดยวิธีระเบียบวิธีเชิงตัวเลข โดยจะมี
ลักษณะคือจะมีบางเทอมของสมการเชิงอนุพันธที่ทําใหคําตอบที่ไดนั้นมีคาเพิ่มขึ้นและลดลง
อยางรวดเร็ว ซึ่งในการหาคาตําแหนงของจุดตอตางๆ จะหามาจากสมการเชิงอนุพันธ และใน
การหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามารถหาคําตอบไดจากหลายวิธีแตในการหาผลเฉลยที่
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แมนยํานั้นทําไดยากมาก และแนวทางที่ใชโดยทั่วไปจะใชวิธีการหาคําตอบโดยใชระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขในการหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธ  แตคาของการผิดพลาดนั้นมีคานอยมากซึ่ง
สามารถถือไดวาเปน noise ของระบบ โดยที่ตําแหนงของแตละจุดตอยังคงเปนไปตามแนวโนม

ของการควบคุมที่จะใหแขนกลเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงที่ตองการ 

 

 

 

 
 

รูปที่ 4.22 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.22 แสดงความเร็วที่เกินขึ้นของทุกๆจุดตอในขณะที่ปลายแขนกลมี
การเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กํ าหนดไว   ซึ่ งจากกราฟจะเห็นไดวา เสนกราฟของ
ความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปน
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กราฟอางอิงที่คํานวณมาจากสมการจาโคเบียนผกผัน  จากรูปกราฟของตําแหนงในจุดตอ
ที่  1 ,  4 ,  และ  6  นั้ นจะ มีค าผิดพลาดที่ กระโดดในชวงวินาทีที่  4  เปนตนไป  เปนผล
เน่ืองจาก Stiff problem ที่เกิดขึ้นจากการคํานวณ และมีคาที่นอยมาก 
 

 

 

 
 

รูปที่ 4.23 คาผิดพลาดของจุดตอ ณ เวลาตางๆของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
จากรูปที่ 4.23 แสดงคาผิดพลาดที่เกิดขึ้นของทั้ง 6 จุดตอในขณะที่ปลายแขนกลมีการ

เคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  ซึ่งจากกราฟที่แสดงจะเห็นไดวาคาผิดพลาด
ของ 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  มีคาอยูในชวง 35.5 10−− ×  เรเดียน ถึง 35.7 10−×  เรเดียน 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  
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รูปที่ 4.24 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  

 
จากรูปที่ 4.24 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 

ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอที่ไดจากการคํานวณ โดยใชคาเกน 
100=PK  และ 20=DK  โดยที่จากรูปในแรงบิดของขอตอที่ 4 และ 6 จะมีคาผิดพลาดที่ชวง

วินาทีที่ 4-4.5 ที่เปนคากระโดดเปนผลเนื่องจาก Stiff problem ของการคํานวณสมการเชิง
อนุพันธของตําแหนงจุดตอ ความเร็วจุดตอ  โดยที่แรงบิดของแตละจุดตอหาไดจากการนําคา
ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ มาคํานวณหาคาแรงบิดในแตละจุดตอ และในตําแหนง
ของจุดตอ และความเร็วของจุดตอที่หามาไดจะมีคาผิดพลาดมาอยูแลวจึงทําใหแรงบิดของจุดตอ
มีคาผิดพลาดเกิดขึ้นดวยเชนเดียวกัน 
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รูปที่ 4.25 กราฟแสดงตําแหนงและคาผดิพลาดของตาํแหนง 
ในแนวแกน X, Y, และ Z เม่ือใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  

 
จากรูปที่ 4.25 เปนกราฟแสดงตําแหนง และคาผิดพลาดของตําแหนง ของปลายแขน

กลที่เกิดขึ้น โดยที่ผลการ Simulation จะเห็นไดวาเสนทางเดินที่ไดจากการ Simulation มีการ 
Track ตามเสนทางเดินที่ไดออกแบบไว แตจะมีคาผิดพลาดเกินขึ้นในชวงแรกที่มีคาผิดพลาด
คอนขางสูง และจะมีคาผิดพลาดลดลง โดยที่คาผิดพลาดสูงสุดในแนวแกน X, Y, และ Z เทากับ 

612 10x −= − ×  เมตร หรือ -12 ไมโครเมตร 1710 10y −= − ×  เมตร 416 10z −= ×  เมตร หรือ 
1.6 มิลลิเมตร  
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รูปที ่4.26 กราฟแสดงความเร็วและคาผดิพลาดของความเร็วในแนวแกน X, Y, และ Z 
เม่ือใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  

 
จากรูปที่ 4.26 เปนกราฟแสดง ความเร็ว และคาผิดพลาดของความเร็วของปลายแขน

กลที่เกิดขึ้น โดยการหาอนุพันธของตําแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z เม่ือใชคาเกน 200PK =  
และ 50DK =  
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รูปที่ 4.27 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 

โดยใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  
 

 จากกราฟรูปที่ 4.27 แสดงตําแหนงของจุดที่ทั้ง 6 จุดตอที่เกิดขึ้นในขณะที่ปลายแขนกล
มีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  ซึ่งจากกราฟจะเห็นไดวาเสนกราฟที่ไดของ
มุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟ
อางอิงที่คํานวณมาจากสมการอิน-เวิรสคิเนแมติกส จากรูปกราฟของตําแหนงในจุดตอ
ที่  1 ,  4 ,  และ  6  นั้ นจะ มีค าผิดพลาดที่ กระโดดในชวงวินาทีที่  4  เปนตนไป  เปนผล
เนื่องจาก  Stiff problem แตคาของการผิดพลาดนั้นมีคานอยมากซึ่ งสามารถถือไดว า
เปน noise ของระบบและในตําแหนงของแตละจุดตอยังคงเปนไปตามแนวโนมของการควบคุม

การเคลื่อนที่ของปลายแขนกล 
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รูปที่ 4.28 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆของทั้ง 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.28 แสดงความเร็วที่เกินขึ้นของทั้ง 6 จุดตอในขณะที่ปลายแขนกลมี
การเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กํ าหนดไว   ซึ่ งจากกราฟจะเห็นไดวา เสนกราฟของ
ความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะใกลเคียงกับ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปน
กราฟอางอิงที่คํานวณมาจากสมการจาโคเบียนผกผัน  จากรูปกราฟของตําแหนงในจุดตอ
ที่  1 ,  4 ,  และ  6  นั้ นจะ มีค าผิดพลาดที่ กระโดดในชวงวินาทีที่  4  เปนตนไป  เปนผล
เน่ืองจาก Stiff problem ที่เกิดขึ้นจากการคํานวณ และมีคาที่นอยมาก 
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รูปที่ 4.29 คาผิดพลาดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทัง้ 6 จุดตอ 
โดยใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.29 แสดงคาผิดพลาดของตําแหนงในทุกๆจุดตอในขณะที่ปลายแขน
กลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  จะเห็นไดวาเสนกราฟของคาผิดพลาด
ของ 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  มีคาอยูในชวง 32.5 10−− ×  เรเดียน ถึง 32.5 10−×  เรเดียน 
โดยใชคาเกน 200PK =  และ 50DK =  
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รูปที่ 4.30 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 

โดยใชคาเกน 200=PK  และ 50=DK  
 

จากรูปที่ 4.30 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 
ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอที่ไดจากการคํานวณ โดยใชคาเกน 

200=PK  และ 50=DK   โดยที่จากรูปในแรงบิดของขอตอที่ 4 และ 6 จะมีคาผิดพลาดที่ชวง
วินาทีที่ 4-4.5 ที่เปนคากระโดดเปนผลเนื่องจาก Stiff problem ของการคํานวณสมการเชิง
อนุพันธของตําแหนงจุดตอ ความเร็วจุดตอ  โดยที่แรงบิดของแตละจุดตอหาไดจากการนําคา
ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ มาคํานวณหาคาแรงบิดในแตละจุดตอ และในตําแหนง
ของจุดตอ และความเร็วของจุดตอที่หามาไดจะมีคาผิดพลาดมาอยูแลวจึงทําใหแรงบิดของจุดตอ
มีคาผิดพลาดเกิดขึ้นดวยเชนเดียวกัน 
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ซึ่งในการ Simulation โดยการใชคาเกน PK  และ DK  ที่คาตางกันจะเห็นไดวาเม่ือใช
คาเกน PK  และ DK  ที่มีคามากขึ้นจะทําใหระบบมีคาผิดพลาดที่ลดลงและสามารถเขาสูสถานะ
คงตัวไดเร็วขึ้น ทั้งนี้จําเปนที่จะตองเลือกคาเกน PK  และ DK  ที่เหมาะสมในการควบคุมการ
ทํางานของแขนกล 
 
4.3  การควบคุมแบบอิมพิแดนซ (Impedance Control) 
 ในการทํางานรวมกันระหวางมนุษยและหุนยนตนั้นสวนใหญจะเปนการควบคุมแรงซึ่ง
อยูในรูปของความตานทานการเคลื่อนที่ของแขนหุนยนตเพ่ือใหมีความตอเน่ืองและราบเรียบใน
การทํางาน ซึ่งแนวความคิดของการควบคุมการทํางานของหุนยนตแบบอิมพิแดนซสามารถ
แสดงดังรูปที่ 1.2 จะเห็นไดวาในสวนของปลายแขนของหุนยนตมีลักษณะของระบบมวล-สปริง-
และตัวหนวง และสามารถจําลองการควบคุมแบบอิมพิแดนซในรูปของสมการพลวัตเชนเดียวกับ
สมการที่ (2.1) ในการวิเคราะหการมีปฏิกิริยาซึ่งเกิดแกกันและกันของแขนกล (manipulator) 
กับสิ่งแวดลอม (environment) ภายใตปฏิกิริยาของ inverse dynamics control in Cartesian 
space ซึ่งจะอางอิงถึงรูปแบบทางพลวัตของแขนกลดังนี้คือ 
 
                                  ( ) ( ) ( ) ( )T q−B q q + C q,q q + g q = u J h                     (4.13)   
 
เม่ือ ( )qJ  คือ เมทริกซจาโคเบียน 
      h       คือ เวกเตอรของการออกแรงสัมผัสทีก่ระทําโดยปลายของแขนกลบนสิ่งแวดลอม 
      u        คือ กฏการควบคมุ ซึ่งสามารถแสดงไดดังนี้คือ 
 
                                            ( ) ( )u = B q α + n q,q                                    (4.14) 
 

สมการที่ (4.14) คือ การจัดรูปแบบของตัวควบคุม u  ใหอยูในรูปแบบสเตตของแขนกล 
โดยที่ 
                                          ( ) ( ) ( )n q,q = C q,q q + g q                               (4.15)     
และ 
                                                        q = α                                               
   
เม่ือ α  คือ อินพุตเวกเตอรที่ถูกตั้งขึ้นมาใหม 

การควบคุมแขนกลในขณะที่มีแรงกระทําที่ปลายของแขนกลนั้น สามารถแสดงไดโดย 
 
                                              ( ) ( )T q-1q = α - B q J h                                (4.16)      
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จากสมการที่ (4.16) นั้นจะเปนเทอมที่ไมเปนเชิงเสน เน่ืองจากเทอมของแรงสัมผัส 
สําหรับแขนกลแบบ nonredundant และสามารถอินพุตดังนี้ คือ 

 

                     ( ) ( )( )1 1 ,A Aq q q− − ′ ′ −d d d D P dα = J M M p + K p + K p M J q            (4.17)    

   
เม่ือ ( )A qJ  คือ จาโคเบียนวิเคราะห 
        dM    คือ เมทริกซของมวล 

        ′
DK    คือ เมทริกซของตวัหนวง 

        ′
PK     คือ เมทริกซของความแข็งแกรง 

 
 โดยที่ dM  เปนเมทริกซทะแยงมุมที่มีคาเปนบวก  แทนคาสมการ (4.17) ลงในสมการ
ที่ (4.16) จะได 
 

     ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 , T
A Aq q q q− − ′ ′+ + − − -1

d d d D P dq = J M M p K p K p M J q B q J h     (4.18) 

     
และจากสมการอนุพันธอันดับที่สองของคิเนแมติกสที่อยูในรูปแบบ 
 
                                        ( ) ( ),A Aq q q= +p J q J q                                   (4.19) 

 
ในสมการที่ (4.16) นั้นจาโคเบียนที่ปรากฎอยูนั้นจะเปน จาโคเบียนรูปราง แตจาโค-

เบียนในสมการที่ (4.17) จะเปนจาโคเบียนวิเคราะห ดังน้ันเราจะสรางความสัมพันธใหมขึ้นมา 
คือ 

( )T
A x = AT h h  

   
เม่ือ AT  คือ เมทริกซการแปลงระหวางสองจาโคเบียน แทนคาสมการที่ (4.17) ลงใน

สมการที่ (4.16) จะได 

                               ( )1−′ ′+ + =d D P d A AM p K p K p M B q h                            (4.20) 
เม่ือ 
                                   ( ) ( ) ( ) ( )1T

A Aq q− −=AB q J B q J                              (4.21) 
 

เม่ือ ( )AB q  คือ เมทริกซความเฉื่อยของแขนกลใน Cartesian space ซึ่งเมทริกซนี้จะ
ถูกนิยามใหมีคาเปนบวก และคาจาโคเบียนวิเคราะหจะตองเปนแรงคเต็ม (full rank) 
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สมการที่ (4.17) จะเปนความสัมพันธที่ถูกกําหนดขึ้นโดยทั่วไปในรูปแบบของอิมพิ-
แดนซทางกล (mechanical impedance) ระหวางเวกเตอรของแรงลัพธ ( )1−

d A AM B q h  และ
เวกเตอรของระยะขจัด ( p ) ใน Cartesian space ซึ่งอิมพิแดนซนี้สามารถแสดงอยูในรูปของ
คุณสมบัติในระบบทางกล ของระบบมวล-สปริง-ตัวหนวง ซึ่งสามารถระบุพฤติกรรมทางพลวัต
ไดโดยตรง 

การปรากฎของคา ( )1−
AB q  นั้นทําใหระบบนั้นถูกผูกเขาดวยกัน และถาตองการทําให

เปนเชิงเสน และแยกออกจากกันระหวางการปฏิสัมพันธกับสิ่งแวดลอมน้ันจําเปนที่จะตองทํา
การวัดคาแรงสัมผัส โดยใชตัวตรวจรูแรงที่เหมาะสมซึ่งจะถูกติดตั้งบนขอมือของแขนกล ดังน้ัน
จะได 

                         ( ) ( ) ( )T qu = B q α + n q,q + J h                                       (4.22)  
และ 

               ( ) ( )( )1 1 ,A Aq q q− − ′ ′+ + − −d d d D P d Aα = J M M p K p K p M J q h              (4.23)  

 
จากสมมุติฐานของความคลาดเคลื่อนแบบอิสระในการวัดแรง ดังน้ันสมการของการ

ควบคุมแขนกลแบบอิมพิแดนซที่ตองการสามารถจะเขียนไดใหมดังนี้ 
 
                               d D P AM p + K p + K p = h                                           (4.24) 

 
โดยที่ dM  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของมวลที่ตองการ 
        DK  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของตัวหนวงที่ตองการ 
        PK  คือ เมทริกซสัมประสิทธิ์ของความแข็งแกรงที่ตองการ 
        Ah   คือ แรงสัมผัสที่กระทําที่สวนปลายของแขนกลจากสิ่งแวดลอมภายนอก 
 

ในสมการที่ (4.22) เทอมของ ( )T qJ h  จะเปนการชดเชยอยางแมนยําของแรงสัมผัส 
และทําใหแขนกลมีความแข็งแกรงขึ้นเปนอนันตเม่ือเทียบ กับความเคนภายนอกที่มากระทํากับ
แขนกล และแผนภาพบล็อกของแขนกลในการสัมผัสกับสิ่งแวดลอม สําหรับการควบคุม
แบบอิมพิแดนซสามารถแสดงไดดังรูปที่ 4.31 

 
รูปที่ 4.31 แผนภาพบล็อกสาํหรับการควบคุมแบบอิมพิแดนซ 
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4.3.1   การ Simulation ของการควบคมุแบบอิมพิแดนซ  
ในการ Simulation ของการควบคุมการทํางานของแขนกลแบบอิมพิแดนซจะกําหนดคา

ของ  ตําแหนงของปลายแขนกลในขณะที่ ไม มีแรงสัมผัสภายนอกมากระทํา  โดยใน
การ Simulation จะกําหนดใหมีการเคลื่อนที่เปนเสนตรงในระนาบ YZ ซึ่งจะกําหนดใหแกน X 
และแกน Y มีคาคงที่ซึ่งมีคาเทากับ 0.7276 เมตร และ 0 เมตร ตามลําดับ และการเคลื่อนที่ใน
แนวแกน Z จะเร่ิมจากตําแหนงที่ X มีคาเทากับ 0.7276 เมตร, Y มีคาเทากับ 0 เมตร, และ Z มี

คาเทากับ -0.0212 เมตร ไปจนถึงตําแหนงที่ X มีคาเทากับ 0.7276 เมตร, Y มีคาเทากับ 0 
เมตร, และ Z มีคาเทากับ 0.4788 เมตร ในเวลา 5 วินาที ดังแสดงในรูปที่ 4.14-4.15 โดยที่
ความเร็ว และความเรง ของปลายแขนกล สามารถหาไดจากการหาอนุพันธอันดับที่ 1 และที่ 2 
ของสมการตําแหนงของปลายแขนกลตามลําดับ โดยใชเวลาในการ Simulation คือเริ่มตนจาก 0 
ถึง 5 วินาที และใชคาเวลาสุมในการ Simulation เทากับ 0.001 วินาที ซึ่งสามารถแสดง
รูปกราฟตําแหนง ความเร็ว และความเรงที่ใชในการอางอิงการเคลื่อนที่ไดดังรูปที่ 4.16-4.18
และในการทดลองนี้จะใสคาของแรงสัมผัสที่กระทําที่ปลายของแขนกลในแนวแกน X ในคาตางๆ 
ซึ่งจะมีคาสัมผัสเริ่มตนจากศูนยที่ตําแหนงเริ่มตนของการเคลื่อนที่ไปจนถึง 1 วินาที จากนั้นจะ
เร่ิมใหแรงสัมผัสนี้มีคาเพิ่มขึ้นอยางตอเน่ืองจนถึงคาที่กําหนดซึ่งจะเริ่มตนจากศูนยในวินาทีที่ 1 
จนสิ้นสุดลงตามคาที่กําหนดในวินาทีที่ 5 โดยรูปกราฟของแรงสัมผัสนี้สามารถแสดงไดดังรูปที่ 
4.32 ซึ่งผลจากการตอบสนองของวิธีการควบคุมแบบอิมพิแดนซ สามารถแสดงผลดังรูปที่ 
4.33-4.44 โดยใชคาเกน PK  และ DK  ในการ Simulation ที่คาเดียวกัน 
 

 
 

รูปที่ 4.32 กราฟแสดงแรงสัมผัสขนาด 2 และ 5 นิวตันที่กระทํากบัปลายแขนกล 
สําหรับการควบคุมแบบอิมพิแดนซ 

 
 โดยที่แรงสัมผัสในแนวแกน Y และ Z จะกําหนดใหเทากับศูนย และแรงบิดในแนวแกน
X, Y, และ Z จะถูกกําหนดใหมีคาเทากับศูนยเชนเดียวกัน 
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รูปที่ 4.33 กราฟแสดงตําแหนงและคาเบีย่งเบนของตําแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  

 
จากรูปที่ 4.33 เปนกราฟแสดงตําแหนง และเบี่ยนเบนของตําแหนง ของปลายแขนกลที่

เกิดขึ้น ในขณะที่ปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  โดยที่ผลการทดลอง
จะเห็นไดวาเสนทางเดินที่ไดจากการ Simulation มีเสนทางเดินตามแรงสัมผัสที่กระทําที่สวน
ปลายของแขนกลตามที่ไดออกแบบไว แตจะมีคาผิดพลาดเกินขึ้นในชวงแรกที่มีคาผิดพลาด
เล็กนอย และจะมีคาผิดพลาดลดลง จนถึงชวงทายจะมีคาผิดพลาดสูงเน่ืองจาก Stiff problem
ของการคํานวณสมการเชิงอนุพันธ 
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รูปที่ 4.34 กราฟแสดงความเร็วและคาเบี่ยงเบนของความเรว็ในแนวแกน X, Y, และ Z 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  

 
จากรูปที่ 4.34 เปนกราฟแสดงความเร็ว และคาผิดพลาดของความเร็วของปลายแขนกล

ที่เกิดขึ้น ในขณะที่ปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินที่กําหนดไว  โดยการหาอนุพันธ
ของตําแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z เม่ือใชคาเกน 100PK =  และ 20DK =  และมีแรงสัมผัส
ในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน 
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รูปที่ 4.35 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 

ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  
 

 จากกราฟรูปที่ 4.35 แสดงตําแหนงของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมีการ
เคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะเห็น
ไดวาเสนกราฟที่ไดของมุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะมีการเบี่ยงเบนกับคาของมุมที่
กําหนดให 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิง ที่คํานวณมาจากสมการอิน
เวิรสคิเนแมติกส  เน่ืองจากมีแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทําที่ปลายของแขนกล จึงทําใหการ
เคลื่อนที่ของตําแหนงของปลายแขนกลมีการเปลี่ยนแปลงไปจึงเปนผลใหคาของมุมตางๆ ของ
แตละจุดตอมีการเปลี่ยนแปลงไปดวยเชนกัน ซึ่งก็เปนไปตามแรงสัมผัสที่ไดออกแบบไว จาก
รูปกราฟของตําแหนงในจุดตอที่ 1, 4, และ 6 นั้นจะมีคาผิดพลาดที่กระโดดในชวงวินาที
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ที่ 4 เปนตนไป เปนผลเนื่องจาก Stiff problem แตคาของการผิดพลาดนั้นมีคานอยมากซึ่ง
สามารถถือไดวาเปน noise ของระบบ 

 

 

 

 
 

รูปที่ 4.36 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.36 แสดงความเร็วของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมีการ
เคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะเห็น
ไดวาเสนกราฟของความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะมีการเบี่ยงเบนกับความเร็วของขอ
ตอ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิง ที่คํานวณมาจากสมการจาโคเบียน
ผกผัน  เน่ืองจากมีแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทําที่ปลายของแขนกล จึงทําใหการเคลื่อนที่ของ
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ตําแหนงของปลายแขนกลมีการเปลี่ยนแปลงไปจึงเปนผลใหคาของมุมตางๆ ของแตละจุดตอมี
การเปลี่ยนแปลงไปดวยเชนกัน ซึ่งก็เปนไปตามแรงสัมผัสที่ไดออกแบบไว 
 

 

 

 
 

รูปที่ 4.37 คาเบี่ยงเบนของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทัง้ 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.37 แสดงคาเบี่ยงเบนของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมี
การเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะ
เห็นไดวาเสนกราฟของคาเบี่ยงเบนของ 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  ในขณะที่มีแรงสัมผัส
ภายนอกมากระทํากับสวนปลายของแขนกล โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  และมี
แรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน 
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รูปที่ 4.38 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 2 นิวตัน  

 
จากรูปที่ 4.38 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 

ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอเพ่ือที่จะใหปลายของแขนกลนั้นไป
ตามตําแหนงที่ตองการ โดยที่จากรูปในแรงบิดของขอตอที่ 4 และ 6 จะมีคาผิดพลาดที่ชวง
วินาทีที่ 4 เปนตนไป จะเปนคากระโดดเปนผลเนื่องจาก Stiff problem ของการคํานวณสมการ
เชิงอนุพันธของตําแหนงจุดตอ ความเร็วจุดตอ  โดยที่แรงบิดของแตละจุดตอหาไดจากการนํา
คาตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ มาคํานวณหาคาแรงบิดในแตละจุดตอ และใน
ตําแหนงของจุดตอ และความเร็วของจุดตอที่หามาไดจะมีคาผิดพลาดมาอยูแลวจึงทําใหแรงบิด
ของจุดตอมีคาผิดพลาดเกิดขึ้นดวยเชนเดียวกัน 
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รูปที่ 4.39 กราฟแสดงตําแหนงและคาเบีย่งเบนของตําแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน 

 
จากรูปที่ 4.39 เปนกราฟแสดงตําแหนง และการเบี่ยนเบนของตําแหนง ของปลายแขน

กลที่เกิดขึ้น ในขณะที่ปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอก
กระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  โดยที่ผลการ Simulation จะเห็นไดวาเสนทางเดินที่ไดจาก
การ Simulation มีเสนทางเดินตามแรงสัมผัสที่กระทําที่สวนปลายของแขนกลตามที่ไดออกแบบ
ไว แตจะมีคาผิดพลาดเกินขึ้นในชวงแรกที่ มีคาผิดพลาดเล็กนอย และจะมีคาผิดพลาด
ลดลง จนถึงชวงทายจะมีคาผิดพลาดสูงเนื่องจาก Stiff problem ของการคํานวณสมการเชิง
อนุพันธที่นํามาใชในการคํานวณหาคาตําแหนง 
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รูปที่ 4.40 กราฟแสดงความเร็วและคาเบี่ยงเบนของความเรว็ในแนวแกน X, Y, และ Z 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน 

 
จากรูปที่ 4.34 เปนกราฟแสดง ความเร็ว และคาเบี่ยงเบนของความเร็วของปลายแขน

กลที่เกิดขึ้น ในขณะที่ปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอก
กระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  โดยความเร็วของปลายแขนสามารถหาไดจากการหา
อนุพันธของตําแหนงในแนวแกน X, Y, และ Z เม่ือใชคาเกน 100PK =  และ 20DK =  และมี
แรงสัมผัสในแนวแกนX เทากับ 5 นิวตัน 
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รูปที่ 4.41 ตําแหนงของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 

ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน  
 

 จากกราฟรูปที่ 4.41 แสดงตําแหนงของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมีการ
เคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะเห็น
ไดวาเสนกราฟที่ไดของมุม 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะมีการเบี่ยงเบนกับคาของมุมที่
กําหนดให 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิง ที่คํานวณมาจากสมการอิน
เวิรสคิเนแมติกส เน่ืองจากมีแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทําที่ปลายของแขนกล จึงทําใหการ
เคลื่อนที่ของตําแหนงของปลายแขนกลมีการเปลี่ยนแปลงไปจึงเปนผลใหคาของมุมตางๆ ของ
แตละ จุดตอ มีการเปลี่ ยนแปลงไปดวยเชนกัน  จากรูปกราฟของตํ าแหนง ในจุดตอ
ที่  1 ,  4 ,  และ  6  นั้ นจะ มีค าผิดพลาดที่ กระโดดในชวงวินาทีที่  2  เปนตนไป  เปนผล
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เนื่องจาก  Stiff problem แตคาของการผิดพลาดนั้นมีคานอยมากซึ่ งสามารถถือไดว า
เปน noise ของระบบ 

 

 

 

 
 

รูปที่ 4.42 ความเร็วของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.42 แสดงความเร็วของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมีการ
เคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะเห็น
ไดวาเสนกราฟของความเร็ว 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  จะมีการเบี่ยงเบนกับความเร็วของขอ
ตอ 

1 2 3 4 5
, , , , ,d d d d dθ θ θ θ θ  และ 

6dθ  ซึ่งเปนกราฟอางอิง ที่คํานวณมาจากสมการจาโคเบียน
ผกผัน เนื่องจากมีแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทําที่ปลายของแขนกล จึงทําใหการเคลื่อนที่ของ
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ตําแหนงของปลายแขนกลมีการเปลี่ยนแปลงไปจึงเปนผลใหคาของมุมตางๆ ของแตละจุดตอมี
การเปลี่ยนแปลงไปดวยเชนกัน 
 

 

 

 
 

รูปที่ 4.43 คาเบี่ยงเบนของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทัง้ 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน  

 
 จากกราฟรูปที่ 4.43 แสดงคาเบี่ยงเบนของจุดตอทั้ง 6 จุดตอ ในขณะที่ปลายแขนกลมี
การเคลื่อนที่ตามเสนทางเดินและมีแรงสัมผัสภายนอกกระทําที่ปลายแขนกลที่กําหนดไว  ซึ่งจะ
เห็นไดวาเสนกราฟของคาเบี่ยงเบนของ 1 2 3 4 5, , , , ,θ θ θ θ θ  และ 6θ  ในขณะที่มีแรงสัมผัส
ภายนอกมากระทํากับสวนปลายของแขนกล โดยใชคาเกน 100=PK  และ 20=DK  และมี
แรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน 
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รูปที่ 4.44 แรงบิดของจุดตอ ณ เวลาตางๆ ของทั้ง 6 จุดตอ 
ในขณะที่มีแรงสัมผัสในแนวแกน X เทากับ 5 นิวตัน  

 
จากรูปที่ 4.44 แสดงถึงแรงบิดที่เกิดขึ้นในแตละจุดตอสําหรับการเคลื่อนที่ตามคาของ 

ตําแหนงของจุดตอ ความเร็วของจุดตอ ความเรงของจุดตอเพ่ือที่จะใหปลายของแขนกลนั้นไป
ตามตําแหนงที่ตองการ โดยที่จากรูปในแรงบิดของขอตอที่ 1, 4 และ 6 จะมีคาผิดพลาดที่ชวง
วินาทีที่ 4-4.5 ที่เปนคากระโดดเปนผลเนื่องจาก Stiff problem ของการคํานวณสมการเชิง
อนุพันธของตําแหนงจุดตอ ความเร็วจุดตอ  และมีคานอยมากจนถือไดวาเปน Noise ของระบบ 

โดยจะเห็นไดวาผลการ Simulation โดยการใสแรงสัมผัสภายนอกที่คา 2 และ 5 นิว
ตัน ที่สวนปลายของแขนกล ทําใหตําแหนงที่สวนปลายของแขนกลจะมีลักษณะการเคลื่อนที่ที่
เหมือนกัน แตจะแตกตางที่ขนาดของคาเบี่ยงเบนในแนวแกน X ที่มีคามากขึ้นเม่ือมีแรงมากขึ้น 



 

บทที่ 5 
 

บทสรุปและขอเสนอแนะ 
 

5.1  บทสรุป 

วิทยานิพนธฉบับนี้เปนงานวิจัยในการออกแบบระบบควบคุมการทํางานของหุนยนต
สําหรับการนําหุนยนตอุตสาหกรรมมาใชในการทํางานรวมกับมนุษย  โดยใชการควบคุม
แบบอิมพิแดนซ  ในการทดลองการควบคุมการทํางานของหุนยนตจะเปนการ Simulation การ
ควบคุมการทํางานของหุนยนตแบบตางๆคือ Inverse Dynamics Control in Joint Space, 
Inverse Dynamics Control in Cartesian Space และการควบคุมแบบอิมพิแดนซ  ซึ่งในการ
ควบคุมการทํางานจะทําโดยการสรางเสนทางการเคลื่อนที่ใน Joint Space และเสนทางการ
เคลื่อนที่ใน Cartesian Space และสรางแรงสัมผัสที่กระทํากับสวนปลายของแขนกล โดยผลของ
การ Simulation ที่ไดมีคาที่ดีมากสามารถ Tracking trajectory ไดดี  และพบวาคาของความ
ผิ ดพลาดตํ าแหน ง ใน  Joint Space และค าความผิ ดพลาดของตํ าแหน งปลายแขน
ใน Cartesian Space สามารถทําใหมีคานอยลงไดเม่ือมีการปรับคาเกน DK  และ PK  ใหมีคา
มากขึ้น  แตจะมีผลตอการตอบสนองของแรงบิดของจุดตอและขอจํากัดมอเตอรในการสราง
แรงบิดใหมีการตอบสนองตามความตองการของการเคลื่อนที่ของแขนกล  สําหรับการควบคุม
แบบอิมพิแดนซจะขึ้นอยูกับแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทํากับสวนปลายของแขนกล  ซึ่งในผล
ของการ Simulation การควบคุมการทํางานแบบอิมพิแดนซของแขนกลจะเห็นไดวาเปนไปตาม
แนวโนมของสมการและแรงสัมผัสภายนอกที่มากระทํากับสวนปลายของแขนกล  แตจะมีคา
ผิดพลาดซึ่งไมเปนไปตามความตองการในการเคลื่อนที่ในชวงปลายของการควบคุม ซึ่งเปนผล
มาจาก Stiff problem ของสมการการเคลื่อนที่  เน่ืองจากในการคํานวณสมการตางๆ จะวิธีการ
ของ Runge-Kutta อันดับ 4 และ 5 มาใชในการคํานวณ โดยที่คาเกน DK  จะเพิ่มความหนวง
ทําใหมีผลตอเสถียรภาพของระบบที่ดีขึ้น และคาเกน PK  จะเพ่ิมความเร็วในการลูเขาสูคา
สถ าน ะค งตั ว ข อ ง ร ะบบ   ดั ง น้ั น จึ ง จํ า เ ป นที่ จ ะ ต อ งทํ า ก า รป รั บค า เ กนทั้ ง ส อ งนี้
คือ DK  และ PK  ใหเหมาะสมกับการทํางาน 

 

5.2 ขอเสนอแนะ 

ขอจํากัดของงานวิจัยนี้มีหลายประการ เชน ในการวิเคราะหการเคลื่อนที่ผานสมการ
ตางๆ ที่หามาไดของหุนยนต มีความยาวและซับซอนมาก โดยเฉพาะสวนของสมการพลวัตที่
จําเปนจะตองนําไปใชในการควบคุมการทํางานของหุนยนต เม่ือพิจารณาจากสมการที่คํานวณ
ไดน้ันจะเปนเมทริกซที่มีขนาดใหญ ดังนั้นสําหรับการนําไปใชในการควบคุมในลักษณะ real-
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time จะเปนปญหา  ดังนั้นจึงมีความจําเปนตองใชคอมพิวเตอรที่มีหนวยประมวลผลกลางที่มี
ความเร็วสูงเพ่ือคํานวณการเคลื่อนที่ใหทันแตละเวลาสุม (Sampling time) และคาผิดพลาดจาก
การคํานวณของสมการตางๆ ซึ่งคาที่ไดควรนําไปผานการกรองสัญญาณกอนการนําไปใชใน
ขั้นตอนการคํานวณในสมการอื่นๆ ตอไป  หรือใชวิธีการในการคํานวณที่ดีขึ้น เชน ระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขแบบ Adaptive step หรือแบบ Multi-step ซึ่งเหมาะสมสําหรับการแกปญหาประเภท
ที่มีคา stiffness สูง 
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ภาคผนวก 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ภาคผนวก ก. 
 

แบบจําลองทางคณิตศาสตรของหุนยนต  
 
ก.1 นําเร่ือง 
 ในการควบคุมการทํางานของหุนยนตอุตสาหกรรม สามารถนําแบบจําลองทาง
คณิตศาสตร มาใชอธิบายรูปแบบโครงสรางและการเคลื่อนไหว และลักษณะตางๆ เพ่ือนําสูการ
หาตําแหนงของปลายแขนกลในรูปแบบของฟอรเวิรสคิเนแมติกส การหาตําแหนงของจุดตอ
จากอินเวิรสคิเนแมติกส หรือการหาความเร็วและแรงกระทําที่จุดตอ หรือปลายแขนกลไดจาก 
จาโคเบียนความเร็ว จาโคเบียนแรง และหาสมการ Forward Dynamics และสมการ Inverse 
Dynamics เพ่ือใชเปนขอมูลประกอบการควบคุมการทํางานของหุนยนตอุตสาหกรรม 
 
ก.2 ฟอรเวิรสคเินแมติกส 

การตั้งแกนของแขนกลที่ใชในวิทยานิพนธฉบับน้ี แสดงไดดังรูปที่ ก.1 โดยที่ตําแหนง
และทิศทางของปลายแขนกลที่สัมพันธกับคามุมตางๆ ที่จุดตอสามารถเขียนอยูในรูปเมทริกซ
การแปลงของปลายแขนที่ {6} เทียบกับเฟรม {0} ไดดังสมการที่ (ก.1) และคาของ D-H 
parameter หรือที่เรียกวา Denavit-Hartenberg Convention สามารถแสดงไดดังตารางที่ ก.1 

 

 

 
รูปที่ ก.1 ลักษณะการตั้งแกนของแขนกลที่มี 6 องศาอิสระ  
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ตารางที่ ก.1 คาของ Denavit-Hartenberg Convention 
 

Link ia  iα  id  iθ  
1. 0 / 2π  0 1θ  
2. 2a  0 0 2θ  
3. 0 / 2π  0 3θ  
4. 0 / 2π−  4d  4θ  
5. 0 / 2π  0 5θ  
6. 0 0 6d  6θ  

 

           ( )1

cos sin cos sin sin cos
sin cos cos cos sin sin

0 sin cos
0 0 0 1

i i i i i i i

i i i i i i ii
i i

i i i

a
a

q
d

θ θ α θ α θ
θ θ α θ α θ

α α
−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A                   (ก.1) 

 

การหาฟอรเวิรสคิเนแมติกส ของแขนกล PA10 เร่ิมจากการเขียนเมทริกซการแปลง 
ของเฟรม (Frame) ที่อยูติดกันดังนี้ 

 

                                

1 1

1 1

0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

c s
s c
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
1A                                      (ก.2) 

 

                              

2 2 2 2

2 2 2 2

0
0

0 0 1 0
0 0 0 1

c s a c
s c a s

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1
2A                                   (ก.3) 

 

                                 

3 3

3 3

0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

c s
s c
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2
3A                                    (ก.4) 

 

                               

4 4

4 4

4

0 0
0 0

0 1 0
0 0 0 1

c s
s c

d

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3
4A                                  (ก.5) 
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5 5

5 5

0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 0 1

c s
s c
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

4
5A                                       (ก.6) 

 

                              

6 6

6 6

6

0 0
0 0

0 0 1
0 0 0 1

c s
s c

d

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

5
6A                                      (ก.7) 

 
จากนั้นนําเมทริกซการแปลง ทั้งหมดมาคูณกันไดเปนเมทริกซการแปลงของปลายแขน 

{6} เทียบกับเฟรมนิ่ง {0} ดังสมการ 
 

                                           

0 0 1 2 3 4 5
6 1 2 3 4 5 6A = A A A A A A                                     (ก.8) 

เม่ือ 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0 1

r r r Px
r r r Py
r r r Pz

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
6A

       

โดยที่     

 

( )( ) ( )11 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r c c c c c s s s s c s s c c c s= − − + +  
 ( )( ) ( )21 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r s c c c c s s s s c c s c c c s= − − − +  

( )31 23 4 5 6 4 6 23 5 6r s c c c s s c s c= − +  
( )( ) ( )12 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r c c c c s s c s s s s s c s c c= − + + + − +  
( )( ) ( )22 1 23 4 5 6 4 6 23 5 6 1 4 5 6 4 6r s c c c s s c s s s c s c s c c= − + + − − +  

( )32 23 4 5 6 4 6 23 5 6r s c c s s c c s s= − + −  
( )13 1 23 4 5 23 5 1 4 5r c c c s s c s s s= + +  
( )23 1 23 4 5 23 5 1 4 5r s c c s s c c s s= + −  

33 23 4 5 23 5r s c s c c= −  
 

( )( )2 1 2 4 1 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5Px a c c d c s d c c c s s c s s s= + + + +  
( )( )2 1 2 4 1 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5Py a s c d s s d s c c s s c c s s= + + + −  

( )2 2 4 23 6 23 4 5 23 5Pz a s d c d s c s c c= − + −  
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เ ม่ือ ,Px  ,Py  และ Pz  แทนตําแหนงของปลายแขนที่อยูหางจากเฟรม {0} ใน
แนวแกน ,x  ,y  และ z  ตามลําดับ 

และ 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

r r r
r r r
r r r

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 เปนเมทริกซการหมุนของเฟรมที่ปลายแขน {6} เทียบกับเฟรม {0} 

 
หมายเหตุ  สัญลักษณ  is  แทน  ( )sin iθ  
           ic  แทน  ( )cos iθ  
    และ  ijs  แทน  ( )sin i jθ θ+  

                    ijc  แทน  ( )cos i jθ θ+  
 
ก.3 การหาอินเวิรสคิเนแมตกิส 
 เม่ือตองการใหปลายแขนกลเคลื่อนที่ไปยังตําแหนงและทิศทางที่กําหนด จําเปนจะตอง
ทราบมุมของแตละจุดตอ เม่ือกลาวในเชิงตัวแปร ก็คือการทราบคา ,Px  ,Py  และ Pz  
(ตําแหนง) และ 11 12 33, ,...,r r r  (ทิศทาง) อยูกอนแลวคํานวณหาคามุม θ  ตางๆ ที่สัมพันธกับ
ตําแหนงและทิศทางนั้นๆ คามุม θ  ตางๆ ที่สัมพันธกับตําแหนงและทิศทางของแขนกล 
สามารถหาไดดังนี้ 
 
                                                   0 0 1 2

3 1 2 3A = A A A                                         (ก.9) 
 

0 0 0
11 12 13

0 0 0
21 22 23

0 0 0
31 32 33

0 0 0 1

x

y

z

r r r Pw
r r r Pw
r r r Pw

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
3A  

 
เม่ือ 
 2 1 2xPw a c c=  

2 1 2yPw a s c=  
 

ดังนั้น 
                                             ( )1 Atan 2 ,y xPw Pwθ =                                 (ก.10) 

 
จากนั้นหาคาของ 2θ  และ 3θ จากเมทริกซการแปลงของเฟรม {4} เทียบกับเฟรมน่ิง {0} 

ดังนี้ 
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                                               0 0 1 2 3
3 1 2 3 4A = A A A A                                       (ก.11) 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0 1

x

y

z

r r r Pw

r r r Pw

r r r Pw

⎡ ⎤′ ′ ′ ′
⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′ ′

= ⎢ ⎥
′ ′ ′ ′⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎣ ⎦

0
4A  

 
โดยที่ 

 2 1 2 4 1 23xPw a c c d c s′ = +  

 2 1 2 4 1 23yPw a s c d s s′ = +  

 2 2 4 23zPw a s d c′ = −  
 

เม่ือนํา ( ) ( ) ( )2 2 2

x y zPw Pw Pw′ ′ ′+ +  จะได 

 

                          ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2

2 4 2 4 32x y zPw Pw Pw a d a d s′ ′ ′+ + = + +                  (ก.12) 

จะได 

( ) ( ) ( )2 2 2
2 2

2 4

3
2 42

x y zPw Pw Pw a d
s

a d

′ ′ ′+ + − −
=  

 
2

3 31c s= ± −  
 
ดังนั้น 
                                              ( )3 3 3Atan 2 ,s cθ =                                      (ก.13) 
 
และ 

                                    ( )2 2 2Atan 2 ,s cθ =                                      (ก.14) 
เม่ือ 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 4 3 4 3

2 2 2 2

z x y

x y z

a d s Pw d c Pw Pw
s

Pw Pw Pw

′ ′ ′+ − +
=

′ ′ ′+ +
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 4 3 4 3

2 2 2 2

x y z

x y z

a d s Pw Pw d c Pw
c

Pw Pw Pw

′ ′ ′+ + +
=

′ ′ ′+ +
 

 
ตอมาหาคาของ 4 ,θ  5 ,θ  และ 6θ จากเมทริกซการแปลงของเฟรม {3} เทียบกับเฟรมที่

ปลายแขนกล {6} ดังนี้ 
 
                                   3 3 4 5

6 4 5 6A = A A A                                            (ก.15) 
 

                        

3 3 3
11 12 13

3 3 3
21 22 23

3 3 3
31 32 33

0 0 0 1

x

y

z

r r r a
r r r a
r r r a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3
6A  

ดังนั้น 
                                           ( )3 3

4 23 13Atan 2 ,r rθ =                                     (ก.16) 

เม่ือ 
 3

13 4 5r c s=  
 3

23 4 5r s s=  
 

                                  ( ) ( )2 23 3 3
5 13 23 33Atan 2 ,r r rθ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
                          (ก.17) 

 
เม่ือ 
 3

33 5r c=  
                                         ( )( )3 3

6 32 31Atan 2 ,r rθ = −                                  (ก.18) 

เม่ือ 
 3

31 5 6r s c= −  
 3

32 5 6r s s=  
 
ก.4   สมการความสัมพันธเชิงความเรว็  
 คือความสัมพันธระหวางความเร็วของจุดตอ กับความเร็วของปลายแขนทั้งในความเร็ว
เชิงเสน และความเร็วเชิงมุม โดยความสัมพันธดังกลาวสามารถแสดงอยูในรูปเมทริกซขนาด 
6 6×  และเรียกวาเมทริกซจาโคเบียน โดยที่เมทริกซจาโคเบียนของแขนกลสามารถหาไดดังนี้ 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

0 1 2 3 4 5

z × p -p z × p -p z × p -p z × p -p z × p -p z × p -p
J

z z z z z z
 

 
โดยที่ เวกเตอรของตําแหนงของแตละแขนสามารถแสดงไดดังนี้ 
 

( )
( )

2 1 2 1 2 2 4 23

2 1 2 1 2 2 4 23

2 2 2 2 4 23

0
0 , ,
0

a C C C a C d S
a S C S a C d S
a S a C d S

+⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 1 2 3 4 5p = p p = p p = p  

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )

1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

2 2 4 23 6 23 4 5 23 5

C a C d S d C C C S S C S S S

S a C d S d S C C S S C C S S

a S d C d S C S C C

⎡ ⎤+ + + +
⎢ ⎥

= + + + −⎢ ⎥
⎢ ⎥− + −⎢ ⎥⎣ ⎦

p  

 
และยูนติเวกเตอร (unit vectors) ของแตละจุดตอคือ 
 

1 1 23 1 23 4 1 4

1 1 23 1 23 4 1 4

23 23 4

0
0 , , ,
1 0

S C S C C S S C
C S S S C S C C

C S S

− +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − = = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 1 2 3 4z z = z z z  

 
( )
( )

1 23 4 1 4 5 1 23 5

1 23 4 1 4 5 1 23 5

23 4 5 23 5

C C C S S S C S C
S C C C S S S S C

S C S C C

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥= + +⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

5z  

ดังนั้นเมทริกซจาโคเบียน คือ 
 

                        

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J
J J J J J J

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

p

o

J
J

J
                        (ก.19) 

เม่ือ 
( ) ( )( )11 1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5J S a C d S d S C C S S C C S S= − + − + −  
( ) ( )( )21 1 2 2 4 23 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5J C a C d S d C C C S S C S S S= + + + +  

31 41 51 0J J J= = =  

61 1J =  
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( )( )12 1 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J C a S d C d S C S C C= − − + −  
( )( )22 1 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J S a S d C d S C S C C= − − + −  

( )32 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5J a C d S d C C S S C= + + +  

42 1J S=  

52 1J C= −  

62 0J =  
( )( )13 1 4 23 6 23 4 5 23 5J C d C d S C S C C= − − + −  
( )( )23 1 4 23 6 23 4 5 23 5J S d C d S C S C C= − − + −  

( )33 4 23 6 23 4 5 23 5J d S d C C S S C= + +  

43 1J S=  

53 1J C= −  

63 0J =  
( )14 6 5 1 23 4 1 4J d S C C S S C= − +  
( )24 6 5 1 23 4 1 4J d S S C S C C= − +  

34 6 23 4 5J d S S S= −  

44 1 23J C S=  

54 1 23J S S=  

64 23J C= −  
( ) ( )( )

( )( )
15 1 23 4 1 4 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J S C S C C a S d C d S C S C C a C d S

S S d S C C S S C C S S

= − − − + − − +

+ + −
 

( ) ( )( )
( )( )

25 1 23 4 1 4 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J C C S S C a S d C d S C S C C a C d S

S S d C C C S S C S S S

= − − + − + − − +

− + +
 

( )35 6 23 4 5 23 5J d S C C C S= +  

45 1 23 4 1 4J C C S S C= − +  

55 1 23 4 1 4J S C S C C= − −  

65 23 4J S S= −  
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
16 1 23 4 5 23 5 1 4 5 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 5 23 5 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J S C C S S C C S S a S d C d S C S C C a C d S

S C S C C d S C C S S C C S S

= + − − + − − +

− − + −

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

26 1 23 4 5 23 5 1 4 5 2 2 4 23 6 23 4 5 23 5 2 2 4 23

23 4 5 23 5 6 1 23 4 5 23 5 1 4 5

J C C C S S C S S S a S d C d S C S C C a C d S

S C S C C d C C C S S C S S S

= − + + − + − − +

+ − + +

36 0J =  
( )46 1 23 4 1 4 5 1 23 5J C C C S S S C S C= + +  
( )56 1 23 4 1 4 5 1 23 5J S C C C S S S S C= + +  

66 23 4 5 23 5J S C S C C= −  
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ก.5 สมการพลวตัของแขนกล (Dynamics equation) 
 พลศาสตรของแขนกล เปนความสัมพันธของแรงบิดที่กระทําที่จุดตอ กับการเคลื่อนที่
ของแขนกลใน Cartesian Space ซึ่งจะแสดงในรูปแบบของสมการการเคลื่อนที่ของระบบ เพ่ือ
ความสะดวกจะแสดงความสัมพันธของการเคลื่อนที่ของแขนกลตางๆ ใหอยูในสมการเดียว และ
สามารถเขียนสมการของการเคลื่อนที่ของแขนกลไดในรูปแบบของสมการปริภูมิสเตตไดดังนี้ 
 
                                          ( ) ( ) ( )τ = B q q + C q,q q + G q                          (ก.20) 
 
เม่ือ ( )B q   คือเมทริกซของมวลของแขนกลนั้นซ่ึงมีขนาด 6 6×  
  ( )C q,q  คือเวกเตอรของแรงที่หันเหเขาสูศูนยกลาง และอิทธิพลของแรงโคริออริสซึ่งมี

ขนาด 6 1×                                    
      ( )G q   คือเวกเตอรของแรงโนมถวงของโลก ซึ่งมีขนาด 6 1×  
 

ซึ่งวิธีการสมการพลวัตของแขนหุนยนต และคาตางๆ ของเมตริกซ ( )B q ,  ( )C q,q ,  
และ ( )G q  สามารถหาไดดังนี้  

วิธีการหาเมทริกซของมวล ( )B q  จาก 
 

                     ( ) ( )
1

i i i i

n
T T i T

i P P O i i i O
i

m
=

= +∑B q J J J R I R J                         (ก.21) 

 
เม่ือแทนคาตางๆ ลงในสมการที่ (ก.21) จะไดเมทริกซของมวลดังนี้ 
 

( )

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

b b b b b b
b b b b b b
b b b b b b
b b b b b b
b b b b b b
b b b b b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B q  

 
วิธีการหาเมทริกซของแรงโคริออริสและแรงเหวี่ยงเขาสูศูนยกลาง ( )C q,q  จาก 
 

                              
1 1 1

n n n

ij j ijk k j
j j k

c q h q q
= = =

=∑ ∑∑                                      (ก.22) 
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 เม่ือแทนคาตางๆ ลงในสมการที่ (ก.22) จะไดเมทริกซของแรงโคริออริสและแรงเหวี่ยง
เขาสูศูนยกลางดังนี้ 
 

( )

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C q, q  

 
วิธีการหาเมทริกซของแรงดึงดูดของโลก ( )G q  จาก 
 

                         ( ) ( )( )0
1

i

n
T

i i P
ji

Vg m q
q =

∂
= = −
∂ ∑q g J                            (ก.23) 

 
เม่ือแทนคาตางๆ ลงในสมการที่ (ก.23) จะไดเมทริกซของแรงดึงดูดของโลกดังนี้ 
 
                                  ( ) [ ]1 2 3 4 5 6

Tg g g g g g=G q  
 



 

ภาคผนวก ข. 
 

อุปกรณที่ใชในวิทยานิพนธ 
 

ข.1 อุปกรณที่ใชประกอบดวยอุปกรณหลักๆ ดังตอไปน้ี 

1. แขนกลของบริษัท Mitsubishi heavy industrial Ltd. รุน PA10-7C ซึ่งเปนแขน
กล 7 แกน 

 

รูปที่ ข.1 แขนกลของบรษิทั Mitsubishi heavy industrial Ltd. รุน PA10-7C 
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2. ชุดควบคุม (robot control unit) ของแขนกล PA10-7C รุน PA10-7C-CNT 
ของบริษัท Mitsubishi heavy industrial Ltd. พรอมสายสันญาณ 1 ชุด 

 

 
รูปที่ ข.2 ชุดควบคุม (robot control unit) ของแขนกล PA10-7C รุน PA10-7C-CNT 

 
3. ARCNET Interface cards communication board รุน PCI20U-4000  
 

 

 
รูปที่ ข.3 ARCNET Interface cards communication board รุน PCI20U-4000 
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4. Force Sensor JR3 รุน IFS-90M31A50-I50 

 

รูปที่ ข.4 Force Sensor JR3 รุน IFS-90M31A50-I50 

5. Interface cards for Force Sensor JR3 

 

รูปที่ ข.5 Interface cards for Force Sensor JR3 
 



 

ภาคผนวก ค. 
 

พารามิเตอรตางๆ ที่สําคญัของแขนกล PA10-7C 

 

 
รูปที่ ค.1 ลักษณะรูปรางและการตั้งแกนของหุนยนตอุตสาหกรรม  

Mitsubishi Heavy Industries Ltd. รุน PA10-7C 
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1. จุดศูนยถวงของแขนกลแตละแกน (Center of Gravity) และมวลของแขนกลแต
ละแกนสามารถแสดงไดดังตารางที่ ค.1 ดังนี้ 

 

ระยะตามแกน X (m.) Y (m.) Z (m.) Mass (kg.) 

จุดตอที่ 1 0 0 -0.010 9.22 

จุดตอที่ 2 0 -0.200 0 4.51 

จุดตอที่ 3 0 0 -0.035 5.64 

จุดตอที่ 4 0 -0.115 0 2.04 

จุดตอที่ 5 0 0 -0.084 2.61 

จุดตอที่ 6 0 -0.042 0 2.07 

จุดตอที่ 7 0 0 0.022 1.05 

ตารางที่ ค.1 จุดศูนยถวงของแขนกลแตละแกน (Center of Gravity) 

2. โมเมนตความเฉื่อยของแขนกลแตละแกน (Moment of Inertia) 

0.122706 0 0
0 0.122706 0
0 0 0.550564

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1I  

0.055035 0 0
0 0.055035 0
0 0 0.018144

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2I  

0.008124 0 0
0 0.008124 0
0 0 0.00572413

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

3I  

0.008124 0 0
0 0.008124 0
0 0 0.00572413

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

4I  

0.002546007 0 0
0 0.002546007 0
0 0 0.002747347

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

5I  
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0.002977 0 0
0 0.002977 0
0 0 0.001141

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

6I  

0.0005294 0 0
0 0.0005294 0
0 0 0.0004

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

7I  

โดยคาโมเมนตความเฉื่อยมีหนวยเปน กิโลกรัม.เมตร2 ( 2kg m⋅ ) 

3. เมทริกซความยืดหยุนของจุดตอ (Joint Compliance Matrix) โดยคาเมทริกซ
ความยืดหยุนของจุดตอ มีหนวยเปน เรเดียน/นิวตัน-เมตร (rad/(N-m)) โดยคาของเมทริกซ
ความยืดหยุนของจุดตอไดมาจาก T. Tsumugiwa el al. [2003]. 

0.000037 0 0 0 0 0 0
0 0.000037 0 0 0 0 0
0 0 0.000058 0 0 0 0
0 0 0 0.0000909 0 0 0
0 0 0 0 0.000227 0 0
0 0 0 0 0 0.0005 0
0 0 0 0 0 0 0.000556

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
 

4. ขีดจํากัดของมุมในการหมุนของแตละจุดตอ (Joint Limits) โดยแสดงอยูในหนวย
ของ องศา (degrees) สามารถแสดงไดดังตารางที่ ค.2 

 
ทิศทางตามเขม็

นาฬิกา 
ทิศทางทวนเข็ม

นาฬิกา 
จุดตอที่ (Joint) 

-180 180 1. 
-97 97 2. 
-180 180 3. 
-143 143 4. 
-270 270 5. 
-180 180 6. 
-270 270 7. 

 
ตารางที่ ค.2 คาขีดจํากัดของมุมในการหมุนของแตละจุดตอ (Joint Limits) 
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5. ขีดจํากัดของแรงบิดของแตละจุดตอ (Joint Torque Limits) โดยแสดงอยูในหนวย
ของ นิวตัน-เมตร (N-m) สามารถแสดงไดดังตารางที่ ค.3 

 
แรงบิด ขอตอที่ (Joint) 
158 1. 
158 2. 
68 3. 
68 4. 
17 5. 
17 6. 
17 7. 

 
ตารางที่ ค.3 คาขีดจํากัดของแรงบิดของแตละจุดตอ (Joint Torque Limits) 

 
6. ขีดจํากัดของความเร็วของแตละจุดตอ (Joint Speed Limits) โดยแสดงอยูใน

หนวยของ องศา/วินาที (degrees/second) สามารถแสดงไดดังตารางที่ ค.4 
 

ความเรว็ ขอตอที่ (Joint) 

57 1. 

57 2. 

114 3. 

114 4. 

360 5. 

360 6. 

360 7. 

 
ตารางที่ ค.4 คาขีดจํากัดของความเร็วของแตละจุดตอ (Joint Speed Limits) 
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7. ระยะของแขนกล 

 

รูปที่ ค.2 ระยะขนาดของหุนยนตแขนกล PA10-7C 
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ประวัติผูเขียนวิทยานพินธ 

นายประสิทธิพร พงศวศิน เกิดเมื่อวันที่ 23 เมษายน พ.ศ.2524 ที่จ. ชลบุรี  ศึกษา

ระดับอนุบาลและประถมศึกษาที่โรงเรียนอัสสัมชัญระยอง เมื่อจบการศึกษาชั้นประถมศึกษาปที่ 6 

และไดเขาศึกษาตอในระดับมัธยมศึกษาตอนตนที่โรงเรียนระยองวิทยาคม เมื่อจบการศึกษาชั้น

มัธยมศึกษาปที่ 3 ไดเขาศึกษาตอในระดับประกาศนียบัตรวิชาชีพ (ปวช.) สาขาวิชาชางยนต ที่

วิทยาลัยเทคนิคระยอง จากนั้นไดเขาศึกษาตอในระดับประกาศนียบัตรวิชาชีพช้ันสูง (ปวส.) สาขาวิชา

ชางยนต  ที่ โรงเรียนเทคโนโลยีสยาม  กรุงเทพมหานคร  และเมื่อสําเร็จการศึกษาในระดับ

ประกาศนียบัตรวิชาชีพชั้นสูง (ปวส.) ไดสอบเขาศึกษาตอในระดับปริญญาบัณฑิต โดยสําเร็จ

การศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิต  สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร 

มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลาธนบุรี ในปการศึกษา 2546 และไดสอบเขาศึกษาตอในระดับ

ปริญญามหาบัณฑิต สาขาวิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ในปการศึกษา 2547 
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