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For this thesis, we treat the numerical simulation by using the particle r.lodel 

with the finite difference interpolation and the Runge-Kutta method which is 

considered the different being of position and time respectively with the continuous 

boundary. From study, we found that the simulation by particles model made a lot of 

error so we changed the particles to the fluid model which gave the lower error. . 

However, the results of those are resembled. In the part of the frequency of oscillation 

which is different from the theory in a level but the density is to agree with 

Boltzmann's relation. The difference will exist because there is not accuracy of the 

interpolation including the mistakes which exist from the calculating technique. 

Therefore, the particles and the fluid model although enable to simulate in a level. But 

the plasma simulation which is detailed and complicated by calculation, we have to use 

the other technique which it has more accurate calculating for using in the practice. 
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รายการตัวยอและสัญลักษณ 

)(uf  คือ ฟงกชันการกระจายความเร็วของแมกซเวลลใน 1 มติ ิ

( KT
mnA π2= )  คือ คาคงที่ในฟงกชันการกระจายความเรว็ สําหรับอุณหภมูิ T ที่กําหนด )(uf

2
2
1 mu คือ พลังงานจลนของอนุภาค 

K
JK 1038.1 ×= 23−

n

คือ Boltmann’s Constant 

avE  คือ คาเฉลี่ยของพลังงานจลนของอนุภาคการกระจาย 

en  คือ ความหนาแนนของอิเล็กตรอนในพลาสมา 

in  คือ ความหนาแนนของไอออนในพลาสมา 

∞  คือ ความหนาแนนเฉลี่ยของอนุภาคในพลาสมา 

Dλ ( Debye Length) คือ ระยะที่อนุภาคสามารถรับรูศักยไฟฟาที่กระทําตอพลาสมาได 

DN คือ จํานวนอนภุาคที่ถูกกักไวในบริเวณปดบริเวณหนึ่งอนัเนื่องมาจากปรากฏการณ Debye 
Shielding 

ε  (electrical permittivity)   คือ สภาพใหสนามไฟฟาผานไดของตวักลาง 

µ (magnetic permeability) คือ สภาพใหสนามแมเหล็กผานไดของตัวกลาง 

q  คือ ประจุไฟฟา 

σ  คือ ความหนาแนนประจุไฟฟา 

j
v  คือ กระแสไฟฟา 

ωc (cyclotron frequency) คือ ความถี่ไซโคลตรอน  

⊥v  คือ อัตราเร็วในทิศตั้งฉากกบัสนามแมเหล็ก 
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i     คือ 1−   

c
Lr ω

⊥≡
v  คือ รัศมีลาเมอร (Lamor Radius) อันเนื่องจากการเคลื่อนที่แบบหมุน 

Euv  คือ ความเร็วเล่ือนตําแหนง ( BE ×  drift velocity) อันเนื่องจากสนามไฟฟาตั้งฉากกับ
สนามแมเหล็ก 

vv

Duv คือ ความเร็วเล่ือนตําแหนงอันเนื่องจากสนามแมเหล็ก (diamagnetic drift velocity) 

0n  คือ ความหนาแนนอนุภาคเมื่อไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก 

1n   คือ ความหนาแนนอนุภาคที่เปล่ียนแปลงไปเมื่อถูกรบกวนจากสนามภายนอก 

0vv  คือ ความเร็วของอนุภาคเมื่อไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก 

1vv   คือ ความความเร็วของอนุภาคที่เปล่ียนแปลงไปเมื่อถูกรบกวนจากสนามภายนอก 

0E
v

v

 คือ สนามไฟฟาเมื่อไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก 

1E   คือ สนามไฟฟาที่เปล่ียนแปลงไปเมื่อถูกรบกวนจากสนามภายนอก 

0

0

ε
ω

m
en

p =
2

คือ ความถี่พลาสมา (plasma frequency) 

eN   คือ จํานวนอิเล็กตรอนทั้งหมดในพลาสมา 

iN   คือ จํานวนไอออนทั้งหมดในพลาสมา 

ln     คือ ความยาวดานที่จําลอง 

ngrid คือ จํานวนกริดที่จําลองตอดาน 

npar  คือ จํานวนอนุภาคจําลองทั้งหมด 

rat     คือ อัตราสวนจํานวนอนุภาคจริงตอ 1 อนุภาคจําลอง 
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di      คือ จํานวนขอมูลตอ 1 รอบการสั่นพลาสมาเพื่อใชกําหนดเวลาของรอบการคํานวณสําหรับ
การ จําลอง 

ntime  คือ จํานวนครั้งของรอบเวลาการคํานวณสําหรับกําหนดเวลาที่จะทําการจําลอง 

err_criteria คือ ความคลาดเคลื่อนที่ยอมรับสําหรับการคํานวณศักยไฟฟา  

IterMax      คือ จํานวนรอบสูงสุดที่ยอมรับใหหยุดวนรอบคํานวณหาคาศักยไฟฟากรณีที่ความ
แตกตางระหวางคาเกากับคาใหมไมอยูในเงื่อนไขของ err_criteria 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

บทที่ 1 
บทนํา 

1.1   ปญหาและความเปนมา 

ดวยเหตุที่สภาวะพลาสมาเปนสภาวะที่สามารถทําใหเกิดปฏิกิริยาฟวชันได การพัฒนา
เทคโนโลยีทางนิวเคลียรฟวชันจึงขึ้นอยูกับการพัฒนาเทคโนโลยีทางพลาสมาดวย ซ่ึงการสรางและ
ควบคุมพลาสมาเปนกระบวนการสําคัญที่จะตองทําการศึกษาโดยนับวาเปนความทาทายหนึ่งตอ
ความสามารถของมนุษยในการเรียนรูและประยุกตใชธรรมชาติของพลาสมา ทฤษฎีจํานวนมากได
ถูกนํามาใชในการสรางแบบจําลองเพื่อศึกษาปรากฏการณทางพลาสมาที่ เกิดขึ้นนับตั้งแต
แบบจําลองอนุภาค แบบจําลองของไหลไปจนถึงแบบจําลองไฮบริด (hybrid model) อยางไรก็
ตามแบบจําลองเหลานี้มีขอบเขตและเงื่อนไขที่จํากัดซึ่งสามารถใหการอธิบายเพียงบางสวนของ
ปรากฏการณทั้งหมดที่เกิดขึ้นเทานั้น 

ลักษณะสําคัญของพลาสมาที่ถูกนํามาใชในทางนิวเคลียรฟวชัน คือ ความสามารถในการ
กักเก็บและควบคุมพลาสมาโดยใชสนามแมเหล็กไฟฟา ทั้งนี้เนื่องมาจากพลาสมาประกอบขึ้นจาก
ไอออนและอิเล็กตรอนนั่นเอง ดวยการปรับแตงสนามแมเหล็กไฟฟานี้จะสามารถสรางเงื่อนไข
วิกฤตทางนิวเคลียรฟวชันใหเกิดขึ้นได โดยการควบคุมใหอนุภาคในพลาสมามีอัตราการชนกันสูง
มากพอจะเกิดฟวชัน ซ่ึงเปนเปาหมายหนึ่งในการพัฒนาพลาสมาในงานนิวเคลียรฟวชัน  

ถึงแมวาแบบจําลองพลาสมาโดยการคํานวณเชิงตัวเลขจะอธิบายธรรมชาติของพลาสมาได
เพียงบางสวน แตความเขาใจในเพียงบางสวนดังกลาวก็นับวาเปนพื้นฐานที่ดีสําหรับการศึกษา
พลาสมาที่มีความซับซอนในธรรมชาติ ดวยเหตุนี้การจําลองพลาสมาโดยการคํานวณเชิงตัวเลขจึง
ยังมีความสําคัญและมีความจําเปนอยทั้งตองานทางทฤษฎีและงานทางการทดลองอันเปนเสมือน
ตัวกลางเชื่อมระหวางทฤษฎีกับการทดลอง สําหรับงานทางการทดลองนั้นจําเปนตองอาศัย
แบบจําลองเพื่ออธิบายปรากฏการณที่เกิดขึ้นรวมถึงการใชและการควบคุมพลาสมาในทางปฏิบัต ิ

ู

1.2       การจําลองพลาสมา 

การจําลองพลาสมาในเชิงตัวเลขหรือทางคอมพิวเตอรนั้นนับวามีบทบาทสําคัญตอทฤษฎี
พลาสมามาก เนื่องจากเปนการหาผลการทํานายเหตุการณในพลาสมา ซ่ึงในปจจุบันนี้พบวามี
หลากหลายแบบจําลองที่ใชในการจําลองพลาสมา แตโดยหลักๆแลวมีแนวคิดของแบบจําลองอยู 2 
แบบ คือ แบบจําลองอนุภาคและแบบจําลองของไหล 
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1.2.1.     แบบจําลองอนุภาค  

แบบจําลองนี้ใชแนวคิดเรื่องการเคลื่อนที่ของอนุภาคที่มีประจุในสนามแมเหล็กไฟฟา โดย
พิจารณาจากการเคลื่อนที่ของอนุภาคพลาสมาแตละตัวหรือกลุมอนุภาคจําลองภายใตสนามแมเหล็ก
ไฟฟาที่เกิดขึ้นจากประจุที่เปนองคประกอบภายในพลาสมา การจําลองพลาสมาโดยใชแบบจําลอง
นี้มีขอจํากัดมากในเรื่องของจํานวนของอนุภาคและเวลาที่พิจารณาซึ่งตองมีขนาดไมมากนัก  

1.2.2 แบบจําลองของไหล 

        แบบจําลองนี้นําชุดสมการของของไหลมาใชในการอธิบายพลาสมาโดยพิจารณาวา
พลาสมาเปนของไหล ซ่ึงแนวคิดนี้มีความสมเหตุสมผลอยูมากเนื่องจากในความเปนจริงพลาสมา
มักจะแสดงพฤติกรรมวาเปนของไหลอันเปนพฤติกรรมรวมของอนุภาคพลาสมาแตละตัว และเมื่อ
ประมาณพลาสมาวาประกอบไปดวยของไหลมากกวา 1 ชนิดซึ่งของไหลนั้นจะถูกสนามแมเหล็ก
กักเก็บไว แนวคิดนี้จึงทําใหแบบจําลองของไหลมีความสามารถคํานวณคาในระบบขนาดใหญได 

 อยางไรก็ตามสําหรับบางกรณีพลาสมาก็ไมสามารถใชแบบจําลองของไหลหรือแบบจําลอง
อนุภาคในการอธิบายพฤติกรรมของพลาสมาไดเลย  ดังนั้นจึงมีการพัฒนาแบบจําลองไฮบริดขึ้นมา
ซ่ึงมีลักษณะเปนการผสมผสานระหวาง 2 แนวคิดของแบบจําลองทั้งสองที่ไดกลาวไปแลวใน
ขางตนเขาดวยกัน โดยพิจารณาวาอิเล็กตรอนเปนของไหลตามแบบจําลองของไหลและพิจารณาวา
ไอออนเปนอนุภาคขนาดใหญตามแบบจําลองอนุภาค 

1.3        การจําลองพลาสมา 2 มิต ิ

 สําหรับงานวิทยานิพนธนี้จะดําเนินการจําลองพลาสมา 2 มิติในสนามแมเหล็กไฟฟาโดย
อาศัยแบบจําลองอนุภาคและแบบจําลองของไหลพิจารณารวมกับสมการแมกซเวลลที่จะนําไปใช
ในการพิจาณาสนามแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นและใชสมการการเคลื่อนที่ของอนุภาคและของไหลใน
การพิจารณาพฤติกรรมการเคลื่อนที่ของอนุภาคและของไหลในสนามแมเหล็กไฟฟา  

1.4        วัตถุประสงค 

เพื่อสรางระบบจําลองเชิงตัวเลขพลาสมา 2 มิติจากแบบจาํลองอนุภาคสําหรับศึกษาการสั่น
ของพลาสมา 2 มิติ ในสนามแมเหล็กไฟฟาความถี่ตางๆ 
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1.5 ขอบเขตการวจัิย 

1. พัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อจําลองพลาสมา 2 มิติ ในสนามแมเหล็กไฟฟาโดยใช
แบบจําลองอนุภาคและแบบจําลองของไหล 

2. คํานวณและจําลองลักษณะการเปลี่ยนแปลงความตางศักย ความหนาแนน และการสั่น
ของพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาที่มีความถี่ตางๆ         

1.6        ขั้นตอนและการดําเนินงานวิจัย 

1.    คนควาและศึกษาทฤษฎี และขอมูลที่เกีย่วของ 

2.    ออกแบบแบบจําลองพลาสมาและพิจารณาวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขที่จะนํามาใชใน 
การคํานวณ 

3.    พัฒนาโปรแกรมจําลองพลาสมา 2 มิต ิ

4.    เปรียบเทยีบผลการคํานวณของโปรแกรมที่พัฒนาขึน้กับคาทางทฤษฎ ี

5.    รวบรวม วิเคราะหและสรุปผลการศึกษา 

6.    จัดทําวิทยานิพนธ  

1.7        ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

ไดโปรแกรมคอมพิวเตอรเพือ่จําลองพลาสมา 2 มิติจากแบบจําลองอนุภาคสําหรับศกึษา
การสั่นของพลาสมา 2 มิติในสนามแมเหล็กไฟฟาความถี่ตางๆ    

1.8        งานวิจัยท่ีเก่ียวของ 

1.       Charles K. Birdsall และ A. Bruce Langdon ในป ค.ศ. 1985ไดพัฒนาการ
จําลองพลาสมาจากแบบจําลองอนุภาคโดยใชวิธี Fast Fourier Transform 
(FFT) ในการคํานวณเชิงตัวเลขดวยภาษาฟอรทราน ซ่ึงตอมาการจําลองนี้ไดถูก
พัฒนาไปใชในการจําลองพลาสมา 1 มิติสําหรับการศึกษาพลาสมาในมหาวิทยาลัย
แคลิฟอรเนีย ผลที่ไดจากการทดลองสามารถอธิบายพฤติกรรมพื้นฐานของ
พลาสมาได แตอยางไรก็ตามการจําลองนี้มีความเหมาะสมสําหรับพลาสมาที่
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ประกอบดวยจํานวนอนุภาคไมมากนักซึ่งถามีจํานวนมากแลว ผลจากการจําลอง
จะมีความคลาดเคลื่อนสูงมาก 

2. Kevin Bower แหงมหาวิทยาลัยแคลิฟอรเนียไดจําลองพลาสมา 2 มิติดวยวิธีการ
คํานวณเชิงตัวเลขมอนติ-คารโร ในป ค.ศ. 1996 เพื่อศึกษาคุณสมบัติทางฟสิกส
ของพลาสมา การจําลองนี้มีขอจํากัดในเรื่องของจํานวนอนุภาคในพลาสมาและ
เวลาที่พิจารณาโดยจะตองมีคาไมสูงมากนักเพราะถามีคาสูงมากการจําลองที่ไดก็
จะมีความคลาดเคลื่อนสูง 

3. Dr. Chin S. Lin แหงสถาบันวิทยาศาสตรออโรรา ไดพัฒนา code ที่ใชเขียน
โปรแกรมการคํานวณมาเปน PIC (Particle In Cell) code สําหรับใชงานกับ 
parallel computer ในป ค.ศ. 1998 เพื่อศึกษาจลนศาตรของพลาสมา เชน การ
กระเจิง การชน การเขียนโปรแกรมดวยวิธีนี้ทําใหสามารถจําลองพลาสมาที่
ประกอบดวยอนุภาคที่มีจํานวนมากไดแตจะมีความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นมากกวา
การเขียนโดยการจําลองอนุภาคแตละตัวทําใหมีขอจํากัดเรื่องของเวลาในรอบการ
คํานวณมากกวาการเขียนโดยการจําลองอนุภาคแตละตัว        

4. นายชวิศนัช อิงชาติเจริญไดจําลองการเคลื่อนไหวเชิงตัวเลขของพลาสมา 1 มิติใน
สนามแมเหล็กไฟฟา โดยใชสมการแมกซเวลลและสมการการเคลื่อนที่ของ
อนุภาคเดี่ยวที่มีประจุในสนามแมเหล็กไฟฟาดวยภาษาจาวาในป พ.ศ. 2543 ผล
การจําลองที่ไดสามารถอธิบายการเคลื่อนไหวของพลาสมาและลักษณะ
สนามไฟฟา ณ เวลาตางๆไดเมื่อจํานวนอนุภาคมีจํานวนไมมากนักและเวลาในแต
ละรอบการคํานวณมีคาไมมากนัก แตถาอนุภาคในพลาสมามีจํานวนมากหรือเวลา
สําหรับรอบการคํานวณมีคามาก ความคลาดเคลื่อนของการคํานวณจะมีคาสูงมาก
จนไมเหมาะสมที่จะนํามาใชงาน   

 

 

 

 

 



 

บทที่ 2 
ทฤษฎีเบื้องตนของพลาสมา 

2.1           บทนํา 

พลาสมา  คือ  สถานะที่ ส่ีของสสาร  โดยมี ลักษณะเสมือนเปนกลางทางไฟฟ า 
(quasineutral) โดยประกอบดวยไอออนและอิเล็กตรอนที่มีความหนาแนนเฉลี่ยเดียวกัน แมวา
พลาสมาในระดับมหภาคจะมีประจุไฟฟาสุทธิเปนศูนยหรือเขาใกลศูนย พลาสมายังคงแสดง
พฤติกรรมโดยรวม (collective behavior) ออกมา โดยจะเคลื่อนที่ดวยอิทธิพลของสนามแมเหล็ก
ไฟฟาในบริเวณพลาสมาที่เกิดขึ้นทั้งจากการกระจายของอนุภาคพลาสมาเองและจากสนามภายนอก  

ภาวะที่เกิดขึ้นในพลาสมาเปนภาวะที่มีความสลับซับซอน สนามแมเหล็กไฟฟาไมไดเปน
เหตุตอพฤติกรรมของอนุภาคในพลาสมาเทานั้นแตยังถูกกําหนดขึ้นโดยตําแหนงและการเคลื่อนที่
ของอนุภาคในพลาสมาเองดวย ดังนั้นจึงจําเปนตองพิจารณาสนามแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นจาก
องคประกอบภายในของพลาสมาเองโดยการหาเซตการเคลื่อนที่ของอนุภาคและรูปแบบของสนาม
ที่เกิดขึ้นเมื่ออนุภาคเคลื่อนที่ผาน ซ่ึงสนามดังกลาวจะเปนเหตุใหอนุภาคเคลื่อนที่ในวงโคจรที่
แนนอนในเวลาตอมา ทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงการเคลื่อนที่ตามเวลาขึ้น และแนนอนวาสนามเอง
ก็มีการเปลี่ยนแปลงตามเวลาดวยเชนเดียวกัน 

 หากพิจารณาวาความหนาแนนของพลาสมามีขนาดประมาณ 1012 คู ion-electron ตอ cm3 
หรือ 1018 คู ion-electron ตอ m3 ถาแตละอนุภาคเหลานี้มีการเคลื่อนที่ที่สลับซับซอนและการ
เคลื่อนที่ของแตละอนุภาคนั้นมีความจําเปนสําหรับการอธิบายพฤติกรรมของพลาสมา นั่นก็ทําใหมี
ความลําบากมากที่จะอธิบายผลที่เกิดขึ้น แตในความเปนจริงพบวาเกือบ 80% ของปรากฏการณ
พลาสมาที่เกิดขึ้นสามารถอธิบายไดจากแบบจําลองอยางหยาบ (rather crude model) ซ่ึง
แบบจําลองนี้ใชกลศาสตรของไหลในการพิจารณาทําใหไมระบุการเคลื่อนที่ของอนุภาคแตละตัว 
ซ่ึงจะพิจารณาการเคลื่อนที่ของ fluid element แทน ในกรณีของพลาสมาซึ่งประกอบไปดวย
อนุภาคที่มีประจุอยางอิเล็กตรอนและไอออนนั้น การที่สามารถใชแบบจําลองของไหลมาอธิบาย
การเคลื่อนที่ไดเนื่องจากความถี่ในการชนกันของอนุภาคในของไหลซึ่งเปนปจจัยหนึ่งที่ทําใหของ
ไหลเคลื่อนที่ ดังนั้นถึงแมวาในกรณีของพลาสมานั้นการชนกันระหวางอนุภาคอาจจะไมไดเกิดขึ้น
แตการกระเจิงของอนุภาคอันเนื่องมาจากแรงคูลอมบก็แสดงลักษณะที่สอดคลองกันกับการชนกัน
ของอนุภาคที่ไมมีประจ ุ
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2.2          หลักการเกี่ยวกับอุณหภูมิ  

        กาซในสมดุลความรอน (Thermal Equilibrium) จะประกอบดวยอนุภาคที่มีอัตราเร็ว
ตางๆกัน ซ่ึงอัตราเร็วของอนุภาคจะมีการกระจายเปนไปตามการกระจายของแมกซเวลล ถาเรา
พิจารณากาซซึ่งอนุภาคมีการเคลื่อนที่ใน 1 มิติ ฟงกชันการกระจายของแมกซเวลล 1 มิติ  
สามารถอธิบายไดวา 

)(uf

⎟
⎠

⎜
⎝

= KTAuf 2exp)( ⎞⎛ − mu21                    (2.1) 

เมื่อ ( )m
KTnA π2=  เปนคาคงที่สําหรับ T ที่กําหนด 

21
2 mu คือ พลังงานจลนของอนุภาค 

K
JK 1038.1 ×= 23− คือ Boltmann’s Constant                                                    
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f(u)

u

 
         รูปท่ี 2.1    การกระจายความเร็วของแมกซเวลล 

ความหนาแนน n สามารถอธิบายไดวา 

∫
∞−

= duufn )(
∞

                  (2.2) 
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การกระจายของอนุภาคจะมากหรือนอยข้ึนอยูกับอุณหภูมิในหนวยเคลวิน (K) สําหรับ
อุณหภูมิ T คาหนึ่งๆซึ่งเราสามารถคํานวณหาคาเฉลี่ยของพลังงานจลนของอนุภาคการกระจายนี้ได 

∫

∫
∞

∞−

∞−=
duuf

duufmu
Eav

)(

)(2
2
1

∞

 

       KT
2

=
1                                    (2.3) 

ณ เวลา t ใดๆ พลาสมาสามารถมีอุณหภูมิมากกวา 1 คา ตัวอยางเชน อุณหภูมิของไอออน 
Ti และอุณหภูมิของอิเล็กตรอน Te ซ่ึงกระจายอุณหภูมิของทั้งไอออนและอิเล็กตรอนลวนสามารถ
อธิบายไดดวยการกระจายของแมกซเวลล ดวยเหตุที่อัตราการชนระหวางไอออนหรือระหวาง
อิเล็กตรอนดวยกันเองมีมากกวาอัตราการชนระหวางไอออนกับอิเล็กตรอน ทําใหทั้งไอออนและ
อิเล็กตรอนอยูในสมดุลความรอนของตัวมันเอง  

2.3       เดอบาย ชิลดงิ (Debye Shielding) 

 
 
 
 
 

 
                                                

plasma 

รูปท่ี 2.2 Debye Shielding 

เนื่องจากพลาสมาประกอบขึ้นจากไอออนและอิเล็กตรอนซึ่งเปนอนุภาคที่มีประจุ พลาสมา
จึงมีความสามารถที่จะหักลางสนามไฟฟาจากประจุภายนอก  เกิดการกักเก็บประจุไฟฟา 
ปรากฏการณนี้เรียกวา Debye Shielding จากรูปที่ 2.2 แสดง Debye Shielding เมื่อใส
สนามไฟฟาลงไปในพลาสมาดวยข้ัวลูกบอลที่มีขั้วตรงกันขามกันตามรูป ลูกบอลจะเหนี่ยวนํา
อนุภาคที่มีประจุตรงกันขามกับมันเขาหาตัวมัน ทําใหเกิดกลุมประจุลบหรืออิเล็กตรอนและกลุม
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ประจุบวกหรือไอออนขึ้น ถาพลาสมามีอุณหภูมิต่ํา อนุภาคในพลาสมาจะมีความสามารถในการ
เคลื่อนที่เนื่องจากการชนกันเองต่ํา การกักเก็บประจุในพลาสมาก็จะมีความสมบูรณมาก แตถา
พลาสมามีอุณหภูมิสูงกระทั่งการเคลื่อนที่อันเนื่องมาจากความรอนมีนัยสําคัญขึ้น อนุภาคของ
พลาสมาจะขยายขนาดการกระจายออกไปทําใหมรัีศมีกวางไกลขึ้น  

 เมื่อพิจารณาขนาดระยะที่กักเก็บอนุภาคในพลาสมา โดยผลจาก Debye Shielding โดย
พิจารณาวา ศักยไฟฟามีคาเปน 0φ  ณ ตําแหนง x = 0 โดยที่อัตราสวนของมวลไอออนตอมวล
อิเล็กตรอน มีคามากๆกระทั่งเปนผลใหดูเหมือนวาไอออนไมเคลื่อนที่เมื่อเทียบกับอิเล็กตรอน  

 
    
 
 
 

φ  

รูปท่ี 2.3 การกระจา

จากสมการ Poisson ใน 1 มิติ ซ่ึงเขียนไววา

∇ 2
0 φε

ถา  คือ ความหนาแนนเฉลีย่ขอ
มากกวามวลของอิเล็กตรอนมากๆ จะประม

∞n

  

 

0φ  
 
 
 

 

0 
x 

ยศกัยไฟฟาใกลกริดในพลาสมา 

 

( )ie nne
dx

−== 20ε
d 2φ                  (2.4) 

งอนุภาคในพลาสมา การพิจารณาวามวลของไอออน
าณความหนาแนนของไอออนไดวา 

∞= nni  
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ขณะที่การกระจายอเิล็กตรอนสามารถเขียนไดดวยฟงกชันการกระจายของแมกซเวลลจากสมการ 
2.1 

         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

eKT
mu

Auf
2

2
1

exp)(  

สามารถหาความหนาแนนของอิเล็กตรอนได โดยแทนคาสมการ 2.1 ในสมการ 2.2 แลว
อินทิเกรต ซ่ึงจะทําใหไดวา 

             ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

=
e

e KT
n

⎞⎛ eφexpn                  (2.5) 

แทนสมการ (2.5) ในสมการ (2.4) จะได 

    ⎥
⎦

⎢
⎣

−⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

= 1exp20
eKT

een
dx
d φφε

⎤⎡ ⎞⎛2

                       (2.6) 

ถา 1<<
eKT

eφ  แลวจะสามารถกระจายฟงกชันเอ็กโพเนนเชียลดวยอนุกรมเทยเลอร ทําให

สามารถประมาณไดวา 

φε
TKdx e

20
∞=

φ end 22

 

ในที่นีก้ําหนดให 

       2
0

ne
e

Dλ =
KTε                      (2.7) 

เรียก Dλ  วา Debye Length เปนระยะที่อนุภาคจะสามารถรับรูศักยไฟฟาที่กระทําตอ
พลาสมาและอนุภาคที่อยูนอกระยะนี้จะเสมือนวาไมไดรับผลกระทบจากศักยดังกลาว เรียก
ปรากฏการณนี้วา Debye Shielding อาศัยปรากฏการณ Debye Shielding จากตําแหนงที่ปรากฏ
ศักย φ  ภายนอก จะคํานวณ ศักยไฟฟา ณ ตําแหนง x ใดๆ ไดเปน 

⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

=
D

x
λ

φφ exp)( 0
⎞⎛ − x ||                        (2.8) 
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หนึ่งในเงื่อนไขวิกฤตของพลาสมา คือ มีความหนาแนนพลาสมามากพอจนกระทั่ง Dλ  มี
ขนาดนอยกวาขนาดของระบบ L มากๆ 

ในระบบทรงกลม Debye Sphere คือ ปริมาตรทรงกลมรัศมี Debye Length Dλ  และ 
คือ จํานวนอนุภาคที่ถูกกักไวในทรงกลมอันเนื่องมาจากปรากฏการณ Debye Shielding ของ

พลาสมาแลวจะคํานวณไดวา 
DN

n
TnN DD

63 1038.1
3
4

×== λπ
3

L

 

เนื่องจากการเคลื่อนที่ของอนุภาคมีการกระจายแบบแมกซเวลล ดังนั้น จํานวนอนุภาค 
อันเปนจํานวนอนุภาคที่แสดงพฤติกรรมจาก Debye Shielding จึงตองมีจํานวนมากกวา 1 มากๆ 
เพื่อใหมีความหมายในเชิงสถิติ 

DN

ดังนั้น เงื่อนไขของการเปนพลาสมานอกจากจะตองมี D แลว ยังตองมี  ดวย    1D >>N<<λ

2.4       ความสัมพันธระหวางภาวะพลาสมากับสนามแมเหล็กไฟฟา 

สมการของแมกซเวลล 

ในตัวกลางใดๆ      ในสุญญากาศ 

     

D
dt
djH

B

B
dt
dE

D

vvvv

vv

vvv

vv

+=×∇

=⋅∇

−=×∇

=⋅∇

0

σ

                     

)(

0

00

0

E
dt
djB

B

B
dt
dE

E

vvvv

vv

vvv

vv

εµ

ε
σ

+=×∇

=⋅∇

−=×∇

=⋅∇

               

(2.9) 
โดยที่    ED

vv
ε=

และ       HB
vv

µ= uj vv
σ=  

โพลาไรเซชันและแมกเนไทเซชันของตัวกลางทําใหเกิดการกักเก็บประจุและทําใหความ
หนาแนนของกระแสในตัวกลางเพิ่มขึ้น สําหรับตัวกลางใดๆผลของโพลาไรเซชั่นและแมกเนไทเซ
ชันจะถูกกําหนดเขาไปในปริมาณ  และD  ในเทอมของ ε  และ µ  ในกรณีของพลาสมาซึ่ง
ประกอบไปดวยไอออนและอิเล็กตรอนที่มีจํานวนเกือบเทากันนั้นทําใหเกิดการกักเก็บอนุภาคและ

v
H
v
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เกิดกระแสไฟฟาในพลาสมาขึ้น เมื่ออนุภาคที่มีประจุเหลานี้มีการเคลื่อนที่ที่ซับซอน ความพยายาม
ที่จะรวบรวมผลของโพลาไรเซชันและแมกเนไทเซชันที่เกิดขึ้นในตัวกลางเขาไปในคาคงที่ ε  
และ µ   นั้นมีความยุงยากมาก แตสําหรับในตัวกลางที่เปนสุญญากาศแลวผลของการกักเก็บประจุ
และกระแส (σ และ j

v ) ทั้งหมดซึ่งรวมผลทั้งจากภายนอกและภายในนั้นสามารถรวบรวมเขาไป
ยัง 0ε และ 0µ ไดซ่ึงปริมาณนี้มีความสัมพันธกับปริมาณ E

r  และ B
v ตามลําดับ  

2.5       สมการการเคลื่อนท่ีของอนุภาคเดี่ยว  

พลาสมาที่มีความหนาแนนต่ําจะประพฤติตัวเหมือนอนุภาคเดี่ยวอิสระที่มาอยูรวมกัน 
เนื่องจากความหนาแนนที่ต่ําทําใหมีโอกาสนอยที่อนุภาคจะกระเจิงหรือชนกับอนุภาคตัวอ่ืนหรือ
รับรูแรงกระทําจากอนุภาคที่มีประจุตัวอ่ืนๆโดยตรง แตสามารถรับรูอิทธิพลของอนุภาคตัวอ่ืนๆ
โดยรอบไดจากสนามไฟฟาภายในสุทธ ิ

กรณีสนามไฟฟา และสนามแมเหล็ก 0E  สม่ําเสมอ =
v

B
v

สมการการเคลื่อนที่ของอนุภาคในสนามแมเหล็กซึ่งอยูในทิศ z 

Bvq
dt

m ×=  vd vv
v

จะได                                        xyx v
m
qBv

m
qBv  

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== &&&

 yxy v
m
qBv

m
qBv ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= &&&

2

 

จะเห็นวา อนุภาคมีการเคลื่อนที่เปนวงปดเสมือนการสั่นแบบฮารโมนิคดวยความถี่ ωc ที่
เรียกวา ความถี่ไซโคลตรอน (cyclotron frequency) 

mc =ω
Bq

ˆ

 

ความเร็วในการเคลื่อนที่ในทิศ และ  x ŷ

( )tivv cx ωexp⊥=  

  ( )tiivv  cy ωexp⊥=
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การกระจัดของอนุภาคในทิศ และ  x̂ ŷ

                                                  ( )tiixx cωexp0
⊥−=−

v                                               (2.10) 

 

cω

                                                   ( tivyy c
c

ω
ω

exp0
⊥=− )                                                   (2.11)
ถากําหนดให  

Bq
r

c
L

⊥⊥ =≡
ω

mvv  

เรียก rL วา Lamor Radius 

พิจารณาสวนจริงของสมการ (2.10) และ (2.11) ซ่ึงจะไดวา 

  ( )trxx cL ωsin0 =−  

  ( )tryy cL ωcos0 =−  

จะเห็นวา อนุภาคมีการเคลื่อนที่เปนวงกลมรอบแกนสมมติที่เรียกวา guiding center 
(x0,y0) ทั้งนี้อนุภาคจะสรางสนามแมเหล็กที่มีทิศตรงกันขามกับทิศของสนามแมเหล็กภายนอก
เสมอ ดังนั้น ความแรงของสนามแมเหล็กที่รูสึกไดของพลาสมาจะมีขนาดลดลงและทําใหพลาสมา
มีลักษณะเปน diamagnetic   

การเคลื่อนที่ในแนวแกน z ไมไดรับอิทธิพลจากสนามแมเหล็ก B
v หาก มีคาไมเปนศูนย 

อนุภาคจะมีการเคลื่อนที่หมุนวนเปนเกลียว (helix) ขึ้นหรือลงตามแกน z ทั้งนี้ขึ้นอยูกับทิศทาง
ของ v      

zv

z

2.6       สมการการเคลื่อนท่ีของของไหล  

การอธิบายปรากฏการณทางพลาสมานั้นตองพิจารณาถึงสิ่งซึ่งเกี่ยวของกับองคประกอบ
ภายในของพลาสมา จากสมการแมกซเวลลซ่ึงไดอธิบายถึงสนามไฟฟา Ev  และสนามแมเหล็ก B

v วา
ทําใหเกิดพลาสมาขึ้นดังนั้นในการประมาณของไหลพลาสมาจึงตองมีสมการที่แสดงถึงผลของ
สนามไฟฟา E

v  และสนามแมเหล็ก B
v  สําหรับกรณีอยางงาย เราจะพิจารณาพลาสมาที่ประกอบไป
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ดวยอนุภาค 2 ชนิด คือ อิเล็กตรอน และ ไอออน ทําใหมีสมการการเคลื่อนที่ 2 สมการสําหรับแตละ
ชนิด สําหรับกรณีกาซที่ถูกไอออนไนซจะตองพิจารณาสมการสําหรับของไหลสําหรับอะตอมที่
เปนกลาง โดยของไหลที่เปนกลางจะรับรูการกระทําของไอออนและอิเล็กตรอนผานทางการชน
เทานั้น แตสําหรับของไหลไอออนและอิเล็กตรอนนั้นจะสามารถรับรูการกระทําของของไหลอีก
ชนิดหนึ่งจากสนาม Ev  และ B

v โดยไมจําเปนตองชนกัน 

2.6.1 สมการการไหลแบบพาบังคับ  

สมการของไหลสามารถบรรยายไดวา 

                                                     ( )BuEqnu
dt

mn ×+=                                             (2.12) d vvvw

จะเห็นวา สมการดังกลาวไมสะดวกที่จะนํามาใชพิจารณาการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นตอเวลา 
(time derivative) เพราะ fluid element มีการเปลี่ยนแปลงใน space ในขณะที่มีเปลี่ยนแปลงตอ
เวลาดวย 

ดังนั้นเพื่อจะทําการแปลงตัวแปรในกรอบที่ fixed ไว เราจะพิจารณาG  วามีการ
เปลี่ยนแปลงของ x กับเวลา t ในกรอบการเคลื่อนที่ของของไหล 

),( tx

G
t

uG
tdt

G
t

G
t

txG
dt x ∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=),(  dxd ∂

                                            ( )GuG
t

∇⋅+
∂
∂

=  vv

จากการพิจารณา u(x,t) ในทํานองเดียวกันกับ G(x,t) จะทําใหสมการการเคลื่อนที่ของของ
ไหล สามารถเขียนไดวา  

        ( ) ( BuEqnuuu
t

)vvvvwvw ×+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇⋅+
∂
∂mn                                (2.13) 

2.6.2 สมการความตอเนื่อง  

โดยทั่วไปสสารจะอนุรักษจํานวนอนุภาคทั้งหมด (N) ที่เปนองคประกอบอยูในปริมาตร V 
ไว ซ่ึงจะยอมใหมีการเปลี่ยนแปลงจํานวนอนุภาคไดก็ตอเมื่อการเปลี่ยนแปลงนั้นเปนการ
เปล่ียนแปลงสุทธิที่เกิดขึ้นขามพื้นผิว S ที่ปดลอมปริมาตรนั้น 
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∫ ∫∫ ⋅∇−=⋅−==
∂ VV

dVunsdundVn
dt

N
t

 ∂ d vvvv

ซ่ึงจะไดวา 

                                                        0)( =⋅∇+
∂
∂ un

t
                                              (2.14) n vv

เรียกสมการดังกลาววาสมการความตอเนื่อง (equation of continuity) สําหรับแตละชนิด
ของของไหล ถามี sources หรือ sinks ที่กอใหเกิดการเปลี่ยนแปลงของอนุภาคขึ้น เทอมดังกลาว
จะถูกเพิ่มเขามาทางขวามือของสมการ  

2.6.3 สมการการไหลของพลาสมา  

กรณีอยางงาย เราจะพิจารณาวาพลาสมาประกอบไปดวยของไหล 2 ชนิด คือ ไอออนและ
อิเล็กตรอน  

ประจุและความหนาแนนของกระแสที่เกิดขึ้นในพลาสมาเปนผลรวมของประจุและกระแส
ของไอออนและอิเล็กตรอน 

                                                      eeii qnqn +=σ  

eeeiii vqnvqnj +=  

สมการตางๆที่เกี่ยวของกับการพิจารณาของไหลพลาสมาประกอบไปดวย 

สมการแมกซเวลล 

                                            eeii qnqnE +=⋅∇0ε  vv

                                          B
t

E
∂
∂

−=×∇  vvv

                                           0=⋅∇ B  vv

                                 E
t

uqnuqnB eeeiii ∂
∂

++=×∇ 0
0

)( ε
µ
1  vvvvv
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สมการการเคลื่อนที่ของของไหล 

           ( )BuEnquuu
t

nm jjjjjjjj ×+=⎟
⎠

⎜
⎝

∇⋅+
∂

)(
vvvvvvv ⎞⎛ ∂  

สมการความตอเนื่อง 

                         0)( =⋅∇+
∂ jj

j un
t

v∂n v

eiei

 

จะเห็นวา ปริมาณที่เราไมทราบคา คือ  n Euun และ Bv  vvv ,,,,

2.7       การเลื่อนตําแหนงในแนวตั้งฉากกับสนามแมเหล็ก  

ถา fluid element ประกอบดวยอนุภาคเดี่ยวจํานวนมาก ส่ิงที่เราคาดหวังก็คือของไหลมี
การเคลื่อนที่ตั้งฉากกับสนามแมเหล็กB

v  โดยมี guiding center ของอนุภาคแตละตัวเล่ือนตําแหนง
ออกไปจากเดิม สําหรับ fluid element แตละชนิดจะมีสมการการเคลื่อนที่ซ่ึงเขียนไดวา 

( BuEqnuuu
t

mn ×+=⎟
⎠

⎜
⎝

∇⋅+
∂

)( )vvvvvvv ⎞⎛ ∂                                     (2.15) 

ในกรณีที่มีการ เลื่ อนตํ าแหนงช ามากเมื่ อ เทียบกับการหมุนวนอัน เนื่ องมาจาก
สนามแมเหล็ก )( c เราสามารถกําจัดเทอมแรกทางซายของสมการทิ้งได และในกรณีที่
สนาม Ev  และ B

v
uมีลักษณะ uniform แตปริมาณ n มี gradient เทอม u )( ∇⋅  จะหายไป 

ωω <<
vvv

โดยการ take B
v

× ทั้ง 2 ขางของสมการ  

( )BBuBEqnBuu
t

mn ××+×=×⎟
⎠

⎜
⎝

∇⋅+
∂

)()(u vvvvvvvvv
v

⎞⎛ ∂  

                                                          BuBEqn ×+×= ⊥ )(0  ( )B
vvvvv

×

             )()( ⊥⊥ ⋅+−+×= uBBBuBEqn  ( )2 vvvvv

             BuBEqn ⊥−×=  ( )2vv
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fluid element เคลื่อนที่ตั้งฉากกับสนามทั้ง 2           

                                                   2B
BEu =⊥                                                                 (2.16) 
vv

v ×

เรียก   2B
BE
vv

v ×uE =            วา  BE ×  drift velocity vv

การเลื่อนตําแหนงดวยความเร็ว uE
v  เปนการเลื่อนตําแหนงเดียวกับการเลื่อนตําแหนงของ 

guiding center ถาพลาสมามีการเคลื่อนที่ดวยความรอนจะมีเทอม Duv เพิ่มเขามา  

2qnB
uD
v −=

×∇                                                                (2.17) Bp
vv

ซ่ึงเรียกวา diamagnetic drift  

2.8      การประมาณพลาสมา  

ลักษณะที่สําคัญของพลาสมาที่ประยุกตไปใชอยางกวางขวางซึ่งเราไดเคยใชเพื่อพิจารณา
สนามไฟฟา E

v  จากสมการ Poisson ไปแลวโดยการกําหนด charge density σ  เขาไปใน
พลาสมา ในทางกลับกันถาพิจารณา E

v  จากสมการการเคลื่อนที่และสมการ Poisson แลวนําไป
พิจารณาหา σ  ก็สามารถทําได ทั้งนี้เพราะพลาสมามีความพยายามที่จะรักษาความเปนกลางทาง
ไฟฟา โดยถาไอออนเคลื่อนที่ อิเล็กตรอนก็จะเคลื่อนที่ตามไปดวย สนามไฟฟา E

v  ก็ปรับคา ดังนั้น
อิเล็กตรอนและไอออนจึงเคลื่อนที่ในวงโคจรที่จะรักษาสภาพความเปนกลางทางไฟฟาเอาไว ซ่ึงσ
ก็จะตองปรับคาตามไปดวย ดังนั้นสมการ Poisson จึงสามารถนํามาใชพิจารณาไดสําหรับการ
เคลื่อนที่ดวยความถี่ต่ําซึ่งความเฉื่อยของอิเล็กตรอนไมสงผลตอการเคลื่อนที ่

ในกรณีของพลาสมามีความเปนไปไดที่จะสมมติวา ei nn =  และ∇ ที่ เวลา 
เดียวกัน เราเรียกวาการประมาณพลาสมา (plasma approximation) สําหรับ fluid equation เรา
จะกําหนดให  

0≠⋅ E
vv

== nnn ei

 การประมาณพลาสมาเกือบจะเหมือนกับเงื่อนไขของ quasineutrality ในกรณีของ
พลาสมาเองก็มีความพยายามที่จะทําใหตัวเองเปนกลางในสถานะผอนคลาย (rest state) การ
ประมาณพลาสมาวา  แทนลงในสมการ Poisson สามารถทําไดในกรณีที่พลาสมานั้น
ประกอบไปดวยองคประกอบที่มีมวลแตกตางกันมาก เมื่อของไหลชนิดหนึ่งเคลื่อนที่ ของไหลชนิด

ei nn =
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อ่ืนจะไมสามารถเคลื่อนที่ตามไปได อยางเชน กรณีของไหลอิเล็กตรอนที่มีความถี่สูง ของไหล
ไอออนเสมือนไมเคลื่อนที่ตามไป ทําใหการประมาณพลาสมามีความสมเหตุสมผลและสามารถ
พิจารณาสนามไฟฟา E จากสมการแมกซเวลลได 

2.9      การสั่นของพลาสมา 

ถาอิเล็กตรอนในพลาสมามีการเปลี่ยนแปลงไปจากลักษณะที่ uniform กับไอออนแลว 
สนามไฟฟาจะถูกสรางขึ้นเพื่อทําใหพลาสมาเปนกลางโดยการดึงอิเล็กตรอนใหกลับเขาไปที่
ตําแหนงศูนยกลาง แตเนื่องจากความเฉื่อยของอิเล็กตรอนจึงทําใหเกิด overshoot ขึ้น ทําให
อิเล็กตรอนสั่นรอบตําแหนงสมดุลดวยความถี่พลาสมา การสั่นนี้เร็วมากซึ่งไอออนที่มีมวลมากกวา
จะไมตอบสนองตอการสั่นนี้ในเวลาเดียวกันได ซ่ึงอาจพิจารณาวาไอออนถูกตรึงอยูกับที่ จากรูป 
2.4 แสดงกลไกการสั่นในพลาสมา โดยรูปสี่เหล่ียมสีขาวแทน element ของของไหลไอออนและสี
ดําแทนของไหลอิเล็กตรอน ประจุลัพธที่เกิดขึ้นทําใหเกิดสนามไฟฟา E

v  ที่เคลื่อนที่เปนคาบใน 
space ซ่ึงนําไปสูการทําใหอิเล็กตรอนเคลื่อนที่กลับไปกลับมารอบตําแหนงที่ทําใหพลาสมาเปน
กลางทางไฟฟา  

 

E
v

 

 
           
 
 
 

สําหรับกรณีอ
ดังตอไปนี้    

1. ไ
2. K
3. ไ
4. พ
5. อ

 

รูปท่ี 2.4  แสดงกลไกการสั่นในพลาสมา 

ยางงายซึ่งเราจะพิจารณาพลาสมาวามีการสั่นดวยความถี่พลาสมา ซ่ึงมีเงื่อนไข 

มมี B 
T= 0 (ไมมี thermal motion) 
อออนถูก fixedใน space ดวยการกระจายอยาง uniform 
ลาสมาขยายไดอยางไมจํากัด 
ิเล็กตรอนเคลื่อนที่ใน x-directionโดย φ∇−==×∇=

∂
∂

=∇
vvvvvv

EExEEx
x

;0;ˆ;ˆ  
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ดังนั้น การสั่นที่เกิดขึ้นจะเปนการสั่นดวยไฟฟาสถิต (Electrostatic oscillation) ไมมี
สนามแมเหล็ก   B

v

สมการการเคลื่อนที่และสมการความตอเนื่อง เขียนไดวา 

Eenvv
t

mn eee
e

e −=⎟
⎠

⎜
⎝

∇⋅+
∂

)( ⎞⎛ ∂  v vvv
v

  0)( =⋅∇+
∂
∂

ee
e vn
t

n vv  

เราจะใชสมการแมกซเวลลที่จําเปนซึ่งไมเกี่ยวของกับสนามแมเหล็ก B
v  ในการพิจาณา

ปญหา สําหรับกรณีนี้เปนกรณียกเวนในเงื่อนไขที่วา Poisson equation ไมสามารถใชหา E
v  ที่ส่ัน

ดวยความถี่สูงได เนื่องจากความเฉื่อยของอิเล็กตรอนมีผลตอการเคลื่อนที่และความเบี่ยงเบนไปจาก
การเปนกลางทางไฟฟา โดยเราสามารถเขียนสมการ Poisson ในหนึ่งมิติไดวา  

                                          )(00 ei nne
x
EE −=
∂
∂

=⋅∇ εε                                        (2.18) vv

จากสมการ 2.18 แทนตัวแปรตางๆ ในสมการดวยวิธีการประมาณเชิงเสน (linearization) ดังนี้ 

                               ,     v10 nnne += 10 vv        และ     10 EEE +=                         (2.19) e +=

ในกรณีที่ไมมีการสั่นปริมาณตางๆจะอยูในลักษณะสมดุลซ่ึงแสดงถึงสถานะของพลาสมา
ที่เปนกลางและ uniform โดยเราจะสมมติวาพลาสมามีลักษณะดังกลาวที่สถานะพักของมันกอนที่
อิเล็กตรอนจะเคลื่อนที่ ซ่ึงเราจะได 

000 Evn ==∇
v  

ttt ∂
=

∂
=

∂
000 Evn ∂∂∂  

ซ่ึงจะไดวา                                 1eEv ⎞⎛ ∂ vvv
11

1 )( vv
t

m −=⎟
⎠

⎜
⎝

∇⋅+
∂

v
                                      (2.20) 

ถา 1vv มีคานอย ดังนั้นเทอม 11 )( vv ∇⋅  ซ่ึงเปนเทอม v  ยกกําลัง 2 จะมีขนาดนอยมากเมื่อ
เทียบกับเทอมอื่นๆ จึงสามารถตัดทิ้งได  

vvv
1
v
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0)( 1110
1 =+⋅∇+

∂
vnvn

t
∂n v  

                                           00110
1 =∇+⋅∇+

∂
nvvn

t
∂n vv                                  (2.21) 

จากสมการ Poisson จะสังเกตุเห็นวา 00 ei nn =  และ 01 =in  คือเราสามารถตรึงตําแหนง
ของไอออนได ดังนั้น    

                                                          110 enE                                                     (2.22) −=⋅∇
vv

ε

ปริมาณการสั่นสามารถสมมติวาเปน sinusoidal ได 

xevv tkxi ˆ)(
11

ω−=  

                                                          xenn                                                  (2.23) tkxi ˆ)(
11

ω−=

xeEE tkxi ˆ)(
11

ω−=  

ทําใหได                                              11  eEvim −=ω

                                                             i 111               (2.24) ikvnn −=ω

110 enEik −=ε  

แทน n  และ   จากสมการ 2.23 ลงในสมการ 2.24 จะได 1 1E

                      
ωεωε

ω
0

1010

0
1 iik

eevim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

−=−
2veinikvn −−⎞⎛ −                                               (2.25) 

ซ่ึงจะไดวา                                         
0

2

ε
en02ω

m
=                 (2.26) 

ความถี่พลาสมา (plasma frequency) 

sec
0

2
0 rad

m
en

p ε
ω =                                              (2.27)  

 



 

บทที่ 3 
วิธีการเชิงตัวเลข 

3.1  บทนํา   

การวิเคราะหเชิงตัวเลขมีจุดมุงหมายเพื่อเตรียมวิธีการที่มีความเหมาะสมสําหรับการ
แกปญหาทางคณิตศาสตรและสามารถนําเอาขอมูลที่เปนประโยชนจากวิธีการแกปญหาที่ไดไปใช
ตอไป ซ่ึงปญหาอาจจะถูกกําหนดอยูในเทอมหรือสมการทางคณิตศาสตรที่ยากเกินความเขาใจ เชน 
สมการอนุพันธสามัญ, สมการอินทิกรัล หรืออยูในรูปของระบบสมการดังกลาว ในการแกปญหา
อาจตองพิจารณาสมมติฐาน เงื่อนไขที่เกี่ยวของ และเปนปจจัยเฉพาะของปญหา แตบอยครั้งพบวา
ไมไดเปนเชนนั้น เมื่อไดแกปญหาดวยการวิเคราะหแลวคําตอบที่ไดจะมีความถูกตองอยูในตัวของ
มันเองโดยไมตองอาศัยเหตุการณที่เกี่ยวของกับปญหานั้นเลย แตคําตอบที่ไดอาจจะอยูในรูปแบบที่
ไมคุนเคยเนื่องจากในความเปนจริงปญหาที่เกิดขึ้นไมไดเปนไปตามกฎเกณฑที่แสดงออกมาอยูใน
เทอมตัวเลขโดยตรง ในการวิเคราะหเชิงตัวเลขนั้นจะพยายามหาวิธีที่จะนําไปสูผลที่ปรากฏขึ้นดวย
วิธีการที่เปนที่ยอมรับหรืออยูในรูปแบบพื้นฐานของการวิเคราะหเชิงตัวเลขแทนรูปแบบทั่วๆไป 

บอยครั้งที่ปญหาที่เกิดขึ้นนั้นอาจจะไมสามารถหาวิธีการแกปญหาที่มีรูปแบบที่แนนอน
หรือมีความสะดวกในการแกปญหานั้นได สําหรับกรณีดังกลาวจึงมีความจําเปนที่จะตองประมาณ
ปญหานั้นออกมาโดยการวิเคราะหดวยกฎเกณฑที่แนนอน ทั้งนี้ก็เพื่อที่จะหาวิธีการแกปญหาที่ถูก
ประมาณนั่นโดยการวิเคราะหเชิงตัวเลขซึ่งสามารถนําไปสูวิธีการแกปญหาที่ใกลเคียงกับสิ่งที่
เกิดขึ้นจริงได 

ในบางกรณี ดวยตัวของปญหาเองก็อาจจะไมสามารถกําหนดใหอยูในรูปแบบที่ชัดเจนได 
จึงทําใหตองวิเคราะหปญหานั้นโดยการแยกพิจารณาปญหาออกเปนสวนๆ ซ่ึงในบางกรณีก็อาจจะ
ใชขอมูลที่ไดจากการประมาณกอนหนาที่เปนที่ยอมรับซึ่งอาจจะอยูในรูปของอินทิกรัลฟงกชันที่ไม
สามารถแสดงใหอยูในเทอมของตัวเลขที่มีคาจํากัดได ทั้งนี้วัตถุประสงคก็เพื่อจะนําเอาขอมูลที่เปน
ประโยชนที่เกี่ยวของกับฟงกชันนั้นไปใช 

โดยทั่วๆ ไปแลวการวิเคราะหเชิงตัวเลขจะพยายามหาวิธีการแกปญหาที่จะทําใหการ
ประมาณมีความแตกตางจากความจริงนอยกวาคาที่เรียกวา special tolerance เมื่อขอมูลที่เราไดรับ
ทําใหเราไดวิธีการแกปญหาที่คลาดเคลื่อนไป ส่ิงที่เราสามารถทําได ก็คือ เราจะตองทําการวัดใหได
คาที่เชื่อถือไดแลวนําคาที่ไดไปใชในการประมาณซึ่งจะตองเปนการประมาณที่เขาไดกับการวัดนั้น 
ทั้งนี้ก็เพื่อใหความคลาดเคลื่อนอยูในคาที่ยอมรับได 
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โดยทั่วๆไปแลวมักนิยมแกปญหาดวยวิธีการที่มีความสามารถนําไปสูคําตอบที่มีความ
ตอเนื่องอยางแมนยํา ในสถานการณตางๆนั้น ถึงแมวาขอมูลจะมีความนาเชื่อถือและสามารถทําการ
คํานวณไดก็ตาม แตก็ยังคงมีการศึกษาเพื่อหาวิธีการทางเลือกอื่นๆที่อาจจะเปนประโยชนตอการ
วิเคราะหปญหา อยางไรก็ตาม ทางการวิเคราะหเชิงตัวเลขลวนแตมีความมุงหมายที่จะดําเนินไปเพื่อ
เตรียมวิธีการที่เหมาะสมสําหรับใชแกปญหา การพัฒนาวิธีการแกปญหาในปจุบันนั้นไดรับความ
สนับสนุนจากความสามารถทางการคํานวณของเครื่องคํานวณและเครื่องคอมพิวเตอรเปนอยางมาก
จึงทําใหวิธีการที่แนนอนที่รูจักกันมาเปนเวลานานซึ่งมีขอดีทางทฤษฎีแตไมมีความสะดวกใน
ทางการคํานวณ อยางเชน ปญหาที่เกี่ยวกับแนวคิดของแรงซึ่งเปนปญหาที่เกี่ยวของกับเวลา ซ่ึงถา
ตองคํานวณดวยมือหรือดวยการคํานวณโดยวิธีพื้นฐานจากการใชตารางแลว ก็คงทําใหเราไม
สามารถพิจารณาปญหาในขนาดที่ใหญซ่ึงเราตองการทราบไดเลย แตดวยวิธีการที่เหมาะสมรวมกับ
ความสามารถทางการคํานวณของเครื่องมือในปจจุบันทําใหเราสามารถคํานวณคาที่เราตองการ
ทราบได 

3.1.1   เทคนิคการประมาณ     

ในหลายๆปญหาซึ่งเกิดขึ้นในการวิเคราะหทางตัวเลข เราจะใหขอมูลที่แนนอนของฟงกชัน 
f(x) และเราตองการที่จะทราบขอมูลเพิ่มขึ้นหรือตองการที่จะแกไขขอมูลนั้นใหอยูในรูปทางตัวเลข
ที่เขาใจไดงาย ซ่ึงโดยปกติแลว f(x) เปนสิ่งที่ทราบหรือตองการที่จะดําเนินการคํานวณหาคาตอไป
ในชวง x ที่สนใจ  

เทคนิคที่ใชกันบอยในกรณีดังกลาวสามารถอธิบายในเทอมทั่วๆไป โดยใหมีเซตของ
ฟงกชันจํานวน  n+1 คา คือ phi0(x), phi1(x), …, phin(x) จากนั้นทําใหฟงกชันดังกลาวมี
คุณสมบัติที่จะนํามาซึ่งขอมูลที่เราตองการดวยวิธีการที่งายและใหขอมูลที่มีความแมนยํา ถา f(x) 
เปนสมาชิกของเซต Sn ซ่ึงเปนเซตของฟงกชันทั้งหมดโดยการรวมเชิงเสนของคอออดิเนตฟงกชันที่
มีความถูกตอง  เราจะประมาณปญหาดวยกระบวนการที่จะนําไปสูการเลือกฟงกชันที่เรียกวา yn(x) 
ทั้งหมดใน Sn ซ่ึง yn(x) มีคุณสมบัติเปนเสนตรง ถา f(x) อยูใน Sn แลวคุณสมบัติที่ตองการของ 
f(x) ก็คือ คุณสมบัติที่ประมาณดวยคุณสมบัติที่เกี่ยวของกับ yn(x) ได ดวยวิธีการดังกลาวจะมี
ฟงกชันที่มีคุณสมบัติของคา f(x) ซ่ึงเปนคุณสมบัติที่ไมทํางานในวิธีการที่เลือกดังนั้นจึงทําใหเกิด
ความคลาดเคลื่อนในการประมาณนี้ขึ้น         

อันดับแรกสุดของวิธีการแกปญหาใดๆก็ตาม ก็คือ เลือกคอออดิเนตฟงกชันที่มีความ
สะดวกตอการคํานวณฟงกชันนั้นจํานวน n+1 ฟงกชันซึ่งอยูในรูปของ 1, x, x2, …, xn โดยจะ
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กอใหเกิดสมการทางคณิตศาสตรในรูปของโพลีโนเมียลกําลัง n หรือ นอยกวา n เมื่อหาคาตางๆ
ของสัมประสิทธิ์ของฟงกชันโพลีโนเมียลไดแลว ผลการอินทิเกรตและอนุพันธของฟงกชันโพลีโน
เมียลที่ไดก็จะมีลักษณะเปนโพลีโนเมียลดวยเชนกัน 

กระบวนการเลือก Sn ที่เหมาะสมตองเลือกให Sn เกี่ยวของกับขอมูลซ่ึงบรรยายไดดวย
ฟงกชัน f(x) ทั้งนี้ f(x) ตองสามารถคํานวณคาอยางนอยที่สุด n+1 จํานวนของ x นั่นคือ x0, x1, …, 
xn ในกรณีอยางงาย วิธีการซึ่งไดรับความนิยมใชกันมาก ก็คือ การเลือกสมาชิก Sn ใหเปนฟงกชัน 
yn(x) ลงบนคา f(x) สําหรับแตละคาของ x ในที่นี้การเลือกให Sn เปนฟงกชันโพลีโนเมียล จะมี
ความสะดวกในการพิจารณาปญหา  อยางไรก็ตามในบางกรณีอาจจะไมมีฟงกชัน yn(x) ใน Sn หรือ
อาจจะมี yn(x) ไดหลายคาซึ่งเปนเหตุการณที่เกิดขึ้นเนื่องจาก Sn นั้นประกอบไปดวยฟงกชัน 
polynomial ที่มีมากกวา 1 ตัวที่มีกําลังเดียวกันกระทําอยูบนจุดของ n+1 จุด   

ปญหาของวิธีการเชิงตัวเลขตอมา ก็คือ การหาวิธีการที่เหมาะสมในการประมาณความ
คลาดเคลื่อนใหมีความถูกตอง การประมาณความคลาดเคลื่อนดังกลาวนั้นขึ้นอยูกับปริมาณของ
ขอมูลที่มีความสัมพันธกับ f(x) และรูปแบบของขอมูลที่สนับสนุน f(x) นั้น ถาขอมูลทั้งหมดมี
ความจําเปนตอการเลือกฟงกชันจะทําใหการประมาณความคลาดเคลื่อนมีความยุงยากมาก             

3.1.2 ความคลาดเคลื่อน

การคํานวณทางคณิตศาสตรเกือบทั้งหมดมีความคลาดเคลื่อนอยู ทั้งนี้อาจเพราะความ
คลาดเคลื่อนของขอมูลที่ไดรับซึ่งการคํานวณตองอาศัยขอมูลนั้นหรือเปนเพราะความไมถูกตองจาก
การวิเคราะหขอมูลเหลานั้นในภายหลัง ความคลาดเคลื่อนที่เดนชัด (gross error) มีสาเหตุมาจาก
ความผิดพลาดที่ไมไดเกี่ยวของกับการคํานวณหากแตเกิดขึ้นจากคนและเครื่องมือที่ใชในการวัด  
round off error คือ ความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นจากการใชตัวเลขที่มีคานัยสําคัญจํากัด สําหรับใน
กรณีที่มีความแนนอนสูง ความคลาดเคลื่อนจะแสดงออกมาอยูในขอมูลที่ไดรับซึ่งเรียกกรณีนี้วา 
inherent error เนื่องจากในความเปนจริงขอมูลเหลานั้นเปนเอมพิริคอล (empirical) และอุปกรณ
ก็มีความสามารถจํากัดที่จะแสดงผลอยางครบถวน  

มีความสะดวกที่จะนิยาม truncation error ขึ้นซึ่งเปนความคลาดเคลื่อนที่ไมเปนทั้ง gross 
error และ round-off error โดย truncation error เปนความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นเมื่อสถานการณ
สมมติในสิ่งที่ซ่ึงไมมีความผิดพลาดโดยขอมูลที่ไดรับทั้งหมดมีความถูกตองและไมจํากัดคาทศนยิม
สําหรับใชเก็บคาในทางการคํานวณ ซ่ึงสวนมาก truncation error จะเกี่ยวของกับความจริงที่วาใน
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ขณะที่ผลมีความถูกตองแตวิธีการดําเนินการจะมีความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้นอันเนื่องจากขั้นตอนการ
ปฏิบัติการที่ทําไดเพียงจํากัด  

โดยเราจะนิยามความคลาดเคลื่อนใหสัมพันธกับคาที่ประมาณซึ่งเปนผลของการลบ
คาประมาณออกจากคาจริง 

คาจริง = คาประมาณ + คาความคลาดเคลื่อน 

การนิยามกอนหนานี้สามารถแสดงไดดังตัวอยางเชน การคํานวณอนุกรมกําลัง ถาอนุพันธ
อันดับที่ n ของ f(x) มีความตอเนื่องที่ทุกตําแหนงบนชวง (a,x) เราสามารถประมาณ f(x) ดวย
อนุกรมเทยเลอรที่มีคาจํากัด ไดวา 

( ) ( ) ( ) ( )nn ax
n

ax
n

axaxfxf −+−
−

++−+−+= −

!)!1(
...

!2!1
)()( 12ε

nn ffff ′′′ − )()()()( 1 εεεε  

                                                                  (3.1) 

เมื่อ ε  เปนจํานวนที่อยูระหวาง a และ x ซ่ึงถา f(x) ใชไดภายใตเงื่อนไขดังกลาว f(x) จะสามารถ
ถูกแทนดวยอนุกรมเทยเลอรที่ไมจํากัดคา ไดวา 

               ( ) ( ) ( ) ...
!

...
!2!1

)()( 2 +−++−+−+= nax
n

axaxafxf )()()( ′′′ n afafaf         (3.2) 

เมื่อ ax −   เปนคาทีม่ีขนาดนอยๆ ซ่ึงทําให ε  ซ่ึงอยูระหวาง a และ x สามารถเขียนไดดวย a  

 ถา f(x) ถูกประมาณดวยผลรวมของอนุพันธจํานวน n เทอมแรกของสมการ (3.2)  จะเกดิ
ความคลาดเคลื่อนซึ่งประกอบดวยเทอมสุดทายของสมการ (3.1) ดังตวัอยางเชน ถา f(x) = e-x และ 
a = 0 เราสามารถระบุไดวา 

                                        )(1 62 xExxxe T+−+−= 3121x−                                                   (3.3)                                   

โดยที่ truncation error จะอยูในรูป 

41 ε−
24 xeET =                             (3.4) 
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และε  มีคาอยูระหวาง 0 กับ x                             

ถา x เปนคาบวก ε  จะมีคาเปนบวก โดยการประมาณวา มีคานอยกวา 1 มาก สามารถ
ประมาณไดวา  

ε−e

                                         3121x −+−≈−
621 xxxe                                                                  (3.5) 

ถาให 3=x 1 จะเห็นวา จะได  

                                         1621621831 =−+−≈ 116111− xe                                                               (3.6) 

และมีความคลาดเคลื่อนประมาณ e324  หรือประมาณ ε−1 e1944  โดยเหตุที่ε  เปนบวก 
ยอมมีคาไมเกิน 1 ดังนั้น ความคลาดเคลื่อนสูงสุดจึงมีคาไมเกิน ε−e 1944

1  ดวยความคลาดเคลื่อน
ระหวาง 0 ถึง 1944

1  เมื่อ 00051.01944 ≈
1  ดังนั้น truncation error จึงมีขนาดเล็กกวา 5.2 x 10-4 

ถา 162
116  ถูกคํานวณคาดวยทศนิยม 4 ตําแหนง จะได 7160.0≈e 3

1−

x−

ซ่ึงมีความคลาดเคลื่อนจาก 
round-off เพิ่มเขามาประมาณไดวามีคาเทากับ 0.5 x 10-4 และจะรับรูไดวาความคลาดเคลื่อนอัน
เนื่องจากการประมาณคาโดยใช 4 อันดับแรกของอนุกรมเทยเลอรมีขนาดไมเกิน 0.00051 แตถาแต
ละเทอมใน (3.6) ถูก คํานวณตัวเลขดวยทศนิยมสี่ตําแหนง ความคลาดเคลื่อนรวมของ round-off 
จะมีขนาดใหญกวา 1.5 x 10-4 ซ่ึงเปนสิ่งที่เกิดขึ้นได  ในที่สุดแลว ถา exponent 1/3 ถูกแทนดวย
วิธีการประมาณคาของ x ซ่ึงเปนคาที่ไมทราบคาอยางแนนอนระหวาง 0.333 และ 0.334  
ความคลาดเคลื่อนมากที่สุดจากการประมาณเนื่องจากความไมแนนอนของปริมาณอันเปน 
exponent นี้หาจะไดจากการสังเกตการเปลี่ยนแปลงของ  ที่เกี่ยวของกับการเปลี่ยนแปลง

นอยๆ 

eδ

xδ ซ่ึงประมาณ xex
dx

xδδ −−=
de x−

 ดังนั้นถาจํานวน 1/3 มีความคลาดเคลื่อนระหวาง -3 x 10-4 

และ 7 x 10-4 ขนาดสูงสุดของความคลาดเคลื่อนที่เกี่ยวของในการคํานวณจะอยูที่ประมาณ 5 x 10-4  

( ) ε−411

3.2     การประมาณคาระหวางชวงโดยวิธีผลตางสืบเนื่อง  

             วิธีการประมาณคาระหวางชวงเปนวิธีการพื้นฐานสําหรับประมาณคาฟงกชันโดยอาศัยคาที่
ทราบอยูกอนและจัดเรียงแลวของฟงกชัน โดยเปนคาของตําแหนงที่อยูระหวางตําแหนงที่เราทราบ
คาของฟงกชันอยางแนนอน 2 จุด การใชวิธีการนี้มีความจําเปนที่จะตองใชขอมูลของฟงกชันเพื่อ
สนับสนุนในปริมาณที่มากพอเนื่องจากคาฟงกชันมีความตอเนื่อง ขอมูลที่มีเขามาสนับสนุนเพิ่มขึ้น
จะทําใหสามารถจํากัดความคลาดเคลื่อนใหนอยลง  
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ในกรณีทั่วๆไป วิธีการประมาณคาระหวางชวงจะพิจารณาผลตางสืบเนื่อง (divided 
differences) เพื่อกําหนดความแตกตางของฟงกชันบนจุดตางๆและหาคุณสมบัติที่แนนอนของ
ความแตกตางนั้นๆ 

3.2.1      การประมาณคาระหวางชวงโดยฟงชันเสนตรง  

ประมาณฟงกชัน f(x) วาเปนเสนตรงในชวงที่แนนอนโดยมีอัตราสวน 

01

01

xx −
)()( xfxf −                (3.7) 

อัตราสวนขางตนเปนการประมาณที่เกิดขึ้นบนชวง x0  และ x1 อัตราสวนนี้เรียกวาผลตาง
สืบเนื่องอันดับหนึ่ง (first divided difference) ของ f(x) ที่มีความสัมพันธกับ x0 และ x1 และ
อาจจะเขียนแทนดวยสัญลักษณ f[x0,x1] 

                                                   
01

01
10 ],[

xx
xxf

−
≡

)()( xfxf −                (3.8) 

ซ่ึงจะเหน็ไดวา                               ],[],[ 1001 xxfxxf =                                                 (3.9) 

ซ่ึงจะนําไปสูรูปแบบการประมาณคาระหวางชวงที่เขียนไดวา 

  ],[)()()( 1000 xxfxxxfxf −+≈                                        (3.10) 

หรือ                                   [ ])()()()( 01
01

0
0 xfxf

xx
xfxf −

−
+≈  xx −

หรือ                                [ ])()()()()( 1001
01

xfxxxfxx
xx

xf −−−
−

≈
1  

ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปดีเทอรมิแนนทได 

xxxfxx
xf

−−
≈

11

00

01 )(
)(

xxxf −)(1              (3.11) 



26 

จะสังเกตวา สมการ (3.10) นําไปสูออรดิเนตอีก 1 ออรดิเนตและสมการผลตางสืบเนื่อง ตอมา
ก็นําไปสูออรดิเนตใหมอีก รูปแบบสุดทายสมการ (3.11) มีความเหมาะกับสําหรับการคํานวณดวย
คอมพิวเตอรเพื่อทําการคํานวณคาอยางตอเนื่อง 

 ถาใหฟงกชันเสนตรงสามารถกําหนดไดดวยเทอมทางขวาของสมการ (3.10) ซ่ึงเขียนแทน
ดวย y0,1(x) โดยตวัอักษรทีย่กลงนั้นแสดงถึงออรดิเนตที่เกี่ยวของ ถาฟงกชันที่พจิารณามีคุณสมบตัิ
สมมาตรจะสามารถเขียนไดวา 

  )(][)( 000 xfxfxy                  (3.12) ≡≡

โดยที่ f[x0] มีนิยามวาเปนผลตางสืบเนื่อง (divided difference) อันดับที่ 0 ซ่ึงมี
ความสัมพันธกับ x0 กลาวคือมีคาเทากับคาของ f(x) ที่ x = x0 และ y0(x) ที่ประมาณดวยโพลีโน
เมียลลําดับที่ศูนย ดังนั้นจะเขียนไดวา  

                                       ],[)(][)()( 10001,0 xxfxxxfxyxf              (3.13) −+≡≈

และทําใหไดวา   
xxxyxx

xy
−−

=
11

00

01
1,0 )(

1)(
xxxy −)(                                (3.14) 

สังเกตวา )()( 1,0 xyxf ≈  ทุกคา x ถา f(x) เปนฟงกชันเสนตรงจริงซึ่งทําใหสามารถเขียนวา 
 และการประมาณนี้จะใหคาที่แนนอนที่จุด x = xxAAxf 10)( += 0 และ x1 สําหรับฟงกชัน f(x) 

ใดๆ 

 นอกจาก f(x) จะเปนเสนตรงแลว คาความชันของ f[x0,x1] จะขึ้นกับคา x0 และ x1 ดวย 
อยางไรก็ตาม ถา f(x) เปนฟงกชันโพลีโนเมียลกําลัง 2 แลวความชันของ f[x1,x] จะเปนฟงกชัน
เสนตรงของ x  โดยเปนอัตราสวน 

                                                      
02

1021

xx −
],[],[ xxfxxf −                                            (3.15) 

 จากสมการ (3.15) จะใหคาที่ขึ้นกับ x0, x1 และ x2 เรียกอัตราสวนนี้วาผลตางสืบเนื่อง
อันดับที่สอง (second divided difference) โดยเขียนไดวา 

02

1021
210 ],,[

xx
xxxf

−
≡  ],[],[ xxfxxf −
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ดังนั้น การประมาณในสมการ (3.10) จะสามารถเขียนใหมไดวา 

                             ],,[))((],[)()()( 1010100 xxxfxxxxxxfxxxfxf        (3.16) −−+−+=

ความคลาดเคลื่อนที่ไดจากการแทน f(x) ดวย y0,1(x) คือ 

                             ],,[))(()()()( 10101,0 xxxfxxxxxyxfxE              (3.17) −−=−≡

ขณะนี้เรารูคา f[x0,x1,x] และรูปแบบความคลาดเคลื่อนในสมการ (3.17)ที่สามารถนําใชในการ
ประมาณความคลาดเคลื่อนในทางการคํานวณจริงได โดยถา f(x) เปนฟงกชันเสนตรงจริงแลวจะทาํ
ใหเทอมของความคลาดเคลื่อนนั้นหายไป 

3.2.2     ผลตางสืบเนื่อง  

 ผลตางสืบเนื่องของลําดับที่ 0, 1, 2,... , k เปนการนิยามใหมีความสัมพันธกันอยางซ้ําๆ กัน
ไป 

)(][ 00 xfxf = ,  
01

01
10 ],[

xx
xxf

−
=

][][ xfxf − ,  …,  

0

101
0 ],...,[

xx
xxf

k

kk
k −
= −                                       (3.18) ],....,[],...,[ xxfxxf −

สังเกตวา อารกิวเมนต k-1 ในเทอมแรกเปนตัวเดียวกันกับอารกิวเมนต k-1 ของเทอมที่ 2 
แตตัวหารมีความแตกตางกันระหวางอารกิวเมนตตางๆเหลานั้น กําหนดให f[x0,…, xk] เปน
ผลรวมเชิงเสนของออรดิเนต k+1 f(x0), …, f(xk)  

ถา  มีความสมมาตรจะสามารถเขียนไดวา )(xf

)()()()()()(
],...,[

11101

1

010

0
0

−−−
++

−−
+

−−
=

kkk

k

kk
k xxxxxxxxxxxx

xxf
L
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LL

)()()( xfxfxf

(3.19) 

 จากสมการ (3.19) ทําใหลําดับของอารกิวเมนตเล่ือนออกไป ดงันั้นจึงสามารถเขียน
f[x0,…,xk]  วาเปนความแตกตางระหวางผลตางสืบเนื่องทั้ง 2 ของลําดับ k-1 ซ่ึงมี k-1 และ k ได 
เชน  
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03

210321
321 ],,[

xx
xxxf

−
=

],,[],,[ xxxfxxxf −                          (3.20) 

ในกรณีที่มีสองอารกิวเมนตหรือมากกวาสองอารกิวเมนตในผลตางสืบเนื่องมีคาเทากัน จึง
ตองมีกระบวนการจํากัดคาใหมีความเหมาะสม โดยกําหนดให xx1  ทําใหไดวา ε+=

ε
εε ],[],[ 1 xxfxxf =+≡                    (3.21) )()( xfxf −+

สําหรับ 0 จะได  →ε

)(],[ xfxxf ′=                                              (3.22) 

ถา f(x) สามารถหาอนุพันธได จะสามารถแสดงไดวา 

],,,,,[],,,[ 00 xxxxfxxxf
dx kk KK =
d  

ถา x0,…, xk เปนคาคงที่ และ u1, u2, …, uk เปนฟงกชันอนุพันธของ x โดยสามารถเขียน
ไดวา 

                              
dx

uuxxfuuxxf
dx

v

v
nknk ∑

=

=
1

1010 ],,,,,[],,,,,[ KKKK
dud n

=

           (3.23) 

โดยการให xuu nL1 เราอาจจะพจิารณาไดวา ==

                                                          n times                           n+1 times 
],,,,,[],,,,,[ 00 xxxxnfxxxxf

dx
d

kk KKKK =  

ในที่สุด เราจะสามารถประมาณไดวา 

r+1 times 
],,,,,[!],,,[ 00 xxxxfrxxxf

dx
d

kkr

r

KKK =               (3.24) 

เราอาจจะพิจารณาวาผลลัพธที่ไดมีผลตางสืบเนื่องจํานวน r+1 อารกิวเมนตที่มีขนาดเขา
ใกลกันดวยคาจํากัดคาหนึ่ง โดยถาอนุพันธอันดับ r ของ f(x) มีคาจํากัดที่จุดวกกลับ (confluence)     
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3.3    การประมาณคาระหวางชวงโดยวิธีผลตางสืบเนื่อง 

การประมาณคาระหวางชวงโดยวิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite Difference Interpolation) เปน
การพิจารณาดวยรูปแบบที่แสดงในเทอมของฟงกชันอนุพันธ สําหรับ uniformly spaced 
abscissas ที่มีระยะหาง h วิธีการการประมาณคาระหวางชวงโดยวิธีผลตางสืบเนื่องจะดําเนินการ
ไปในความสัมพันธที่อยูในเทอมของความแตกตาง สําหรับการคํานวณที่ใกลจุดทาบิวลาร (tabular 
point) x0 ที่จุดกําเนิดของชวงทาบิวเลทจะนิยามความแตกตางไปขางหนา )( 0xf∆ ดังนี้          

                                              )()()( 000 xfhxfxf −+=∆                                        (3.25) 

ในทํานองเดียวกัน จะนิยามความแตกตางอันดับสองที่เกี่ยวเนื่องกับ x0 ไปขางหนา (the 
second forward difference) ซ่ึงนิยามไววา 

)()()( 000
2 xfhxfxf ∆−+∆=∆  

                                   )()(2)2( 000 xfhxfhxf ++−+=  

ซ่ึงโดยทั่วๆไป จะกําหนดไววา 

                                                             (3.26) )()()( xfhxfxf −+=∆ 1 rrr+

โดย  แสดงความแตกตางที่เกิดขึ้นดวยระยะ h  ∆

เมื่อใชความแตกตางอันดับสองที่เกี่ยวเนื่องกับ x0 ไปขางหนาจะใสตัวเลข abscissas 
กํากับ เชน  ทําใหการเพิ่มของลําดับของพีชคณิตสามารถทําไดวา   ,..., 10 xx

      hxx kk +=+1                  (3.27) 

จะสามารถเขียนสมการไดใหมวา 

                                                       )()()( 1 kkk xfxfxf −=∆  +

                                                                     ),()( 11 ++ −= kkkk xxfxx ),( 1+= kk xxhf  
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ในทํานองเดียวกัน เราสามารถเขียนสมการอันดับ 2 ไดวา 

                   ),(),()( 121 +++ −=∆ kkkkk xxhfxxhfxf2

                                   ),,()( 212 +++ −= kkkkk xxxfxxh ),,(2 21 ++= kkk xxxfh 2

r−

r

 

ในกรณีทั่วไปจะแสดงวา 

),...,()!1(),...,()!1()( 1
1

1
1

−+
−

++
− −−−=∆ rkk

r
rkk

r
k

r xxfhrxxfhrxf  

                                 ),...,()()!1( 1
rkkkrk xxfxxhr ++ −−=

                                                                                      (3.28) ),...,(! rkk xxfhr +=

3.4   การคํานวณโดยวิธีรุงเง-คุตตา (Runge-Kutta method) 

เทคนิครุงเง-คุตตาขั้นสูง (Runge-Kutta Method of Higher Order) 

เมื่อ k0, k1 และ k2 เปนคาที่เกิดขึ้นจากสมการที่ผานมาและมีความเกี่ยวของกับ p = 2 โดย
การกระจายเทอมของสมาชิกทางขวาใหมีความถูกตองมากขึ้นผานเทอม h3 ที่กําหนดเขาไปดวย
เงื่อนไข 6 เงื่อนไขบนพารามิเตอร 8 ตัวที่เกี่ยวของ ซ่ึงเซตของคาที่ไมจํากัดของสมการดังกลาวกับ
ออรเดอรที่ 3 ของ  h จะทําใหการแกปญหามีความแมนยํามากขึ้น หนึ่งในรูปแบบที่นํามาพิจารณา 
คือ รูปแบบของ Kutta ซ่ึงเขียนไดวา  

)()4(
6

4
2101 hOkkkyy nn ++++=+

1              (3.29) 

เมื่อ                                   ),(0 nn yxhFk = ),( 0221 kyhxhFk nn
11 ++=  

)2,( 012 kkyhxhFk nn −++=         O = ฟงกชันที่ขึ้นอยูกับ  4h

และอันดับที่ 2 ดวยรูปแบบของ Heun ซ่ึงเขียนไดวา 

)()3(
4

4
201 hOkkyy nn +++=+

1

=

                             (3.30) 

เมื่อ          ),(0 nn yxhFk ),( 0331 kyhxhFk nn      ),( 1332 kyhxhFk nn  11 ++= 22 ++=
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ทั้ง 2 รูปแบบมีความแมนยําที่เทากัน ทําใหการคํานวณทางคอมพิวเตอรไดคาที่มีความ
แนนอน โดยจะสังเกตุวา รูปแบบของ Kutta นั้นเปนรูปแบบที่คลายกับรูปแบบของ Simpson ที่
สามารถลดรูป F ใหไมขึ้นกับ y ได 

เราสามารถเขียนในรูปแบบที่คลายคลึงกันในอันดับ 4 โดยการเก็บ k เพิ่มเขาไปในสมการ 
(3.30) ซ่ึงจะอยูในรูป  

                                   )()22( 321061 hOkkkkyy nn +++++=+
51                          (3.31) 

เมื่อ                                   ),(0 nn yxhFk = ),( 0221 kyhxhFk nn
11 ++=  

),( 1222 kyhxhFk nn ++= 11
nn            k ),( 23 kyhxhF  ++=

         รูปแบบดังกลาวสามารถหาคาไดดวยการคํานวณจากสมการตอเนื่อง (simultaneous 
equation) ซ่ึงอยูในรูป 

),( yxF
dx

=
dy                (3.32) 

3.5    ปญหาคาขอบเขต (Boundary-Value Problem)  

    การแกปญหาของสมการอนุพันธ ของออรเดอร 2 หรือสูงกวานั้นมีความจําเปนที่จะตอง
ระบุเงื่อนไขที่เหมาะสมซึ่งเปนคาที่จําเพาะ ณ จุดปลายทั้ง 2 ของชวงที่กําลังพิจารณาซึ่งปญหาใน
ลักษณะนี้เปนที่รูจักวาเปนปญหาคาขอบเขต (Boundary-Value Problem) โดยวิธีที่มี
ประสิทธิภาพที่สามารถแกปญหานี้ไดนั้นเปนวิธีที่จะตองสามารถแปลงรูปแบบของสมการได 
อยางเชน ปญหาสมการอินทิกรัลหรือปญหาในแคลคูลัส สําหรับปญหาเชิงเสนอยางสมการ (3.33) 
ที่เปนสมการอนุพันธอันดับสอง  

)()()( xFyxQyxPy        )( bxa                (3.33) =+′+′′ <<

และมีเงื่อนไขวา  

,)( Aay =  Bby =)(                        (3.34) 
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เมื่อ A และ B เปนคาที่กําหนด (prescribed) ในการวิเคราะหปญหาสามารถวิเคราะหอยู
บนหลักการ superposition ได ดังนั้นถา u(x) เปนคําตอบใดๆ ของปญหา 

   FQuuPu =+′+                  (3.35) ′′

เงื่อนไขที่มีความเหมาะสม คอื  
Aau =)(  

และ v(x) เปนคําตอบของปญหา  
  FQvPvv =++′′                                           (3.36) 

ซ่ึง เหมาะสมกับเงื่อนไข  
0)( =av  

และฟงกชัน y(x) มีคา 
)()()( xcvxuxy −=                 (3.37) 

ซ่ึงเหมาะสมกับสมการ (3.33) และเงื่อนไข Aay =)(  สําหรับคาคงที่ c ใดๆ  ถา P, Q 
และ F มีความตอเนื่องบนชวง  (a,b) ดังนั้นคําตอบของปญหาในกรณีที่ c สามารถกําหนดคาได จะ
มีคา  

Bbcvbu =+ )()(                (3.38) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

บทที่ 4 
การดําเนินการจําลอง 

การจําลองพลาสมาดวยแบบจําลองอนุภาคโดยพิจารณาวาพลาสมานั้นประกอบไปดวย 
อนุภาคอิเล็กตรอนและอนุภาคโปรตอนจํานวนเทากัน (Ne = Ni) อยูในระบบซึ่งมีความยาวดานละ L 
เมตรภายใตสมดุลความรอน ณ อุณหภูมิคาหนึ่งและถูกรบกวนดวยสนามแมเหล็กไฟฟาคาหนึ่ง
ตลอดเวลา โดยเมื่อเวลาเริ่มตน t = 0 อนุภาคอิเล็กตรอนและไอออนซึ่งเปนองคประกอบของ
พลาสมามีการกระจายตัวแบบปกติ (Normal Distribution) และหยุดนิ่งอยูในระบบ การกระจายตัว
ของอนุภาคทั้ง 2 ชนิดทําใหเกิดสนามแมเหล็กไฟฟาภายในขึ้น และจากอิทธิพลของสนามแมเหล็ก
ไฟฟาที่เกิดขึ้นนี้ไดทําใหอนุภาคพลาสมาเคลื่อนที่ สําหรับการจําลองเชิงตัวเลขนั้นไดดําเนินการ
คํานวณในขั้นตอนตางๆ ดังตอไปนี้ 

        1.  กําหนดความหนาแนนของพลาสมาที่เวลาเริ่มตน t = 0 

                    2.   คํานวณศักยไฟฟาและสนามไฟฟาเนื่องจากการกระจายอนุภาคพลาสมา 

                    3. คํานวณสนามแมเหล็ก 

                    4.  คํานวณความหนาแนนและความเร็วของของไหลอันเนื่องมาจากสนามไฟฟาและ
สนามแมเหล็กภายในที่เกิดขึ้น  

 เทคนิคทั่วไปที่ใชคํานวณและจําลองพลาสมานั้นมีอยู 2 ลักษณะ ลักษณะแรกคือการจําลอง
ดวยระบบอนุภาค และลักษณะที่สองคือการจําลองดวยระบบของไหล ในงานวิจัยนี้จะทดลอง
จําลองทั้งสองลักษณะแลวนําผลการจําลองจากทั้ง 2 ลักษณะมาเปรียบเทียบกัน 

4.1    ระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ 

4.1.1  ความหนาแนนของของไหลที่เวลาเริ่มตน t = 0

โดยการพิจารณาพลาสมาวาประกอบไปดวยอนุภาคอิเล็กตรอนและอนุภาคโปรตอนซึ่งเมื่อ
เวลาเริ่มตน t = 0 อนุภาคทั้ง 2 ชนิดมีการกระจายตัวแบบปกติโดยสามารถเขียนสมการการกระจาย
ตัวของอนุภาค ไดดังนี้ ),( yxf p

                              )2(
2
1 2

),(
yx

pp eNyxf
+−

=                                               (4.1) 

และโปรตอน   
ิด 
เมื่อ    p   คือ ชนิดของอนุภาคซึ่งไดแก อิเล็กตรอน
         Np คือ จํานวนอนุภาคทั้งหมดของแตละชน
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สําหรับการคํานวณเชิงตัวเลขนั้นสามารถหาคาตําแหนงของอนุภาคแตละชนิดเมื่อเวลา
เร่ิมตน t = 0 ดวยวิธี Monte-Carlo ซ่ึงไดกลาววา ถาสามารถระบุรูปแบบการกระจายตัวโดยเขียน
เปนสมการทางคณิตศาสตรที่เปนฟงกชันการกระจาย ได เมื่อทําการอินทิเกรตชัน
ฟงกชันการกระจายดังกลาวซึ่งในที่นี้หมายถึงโอกาสที่จะพบอนุภาคในบริเวณที่กําลังพิจารณา คาที่
ไดจะมีคาเทากับการอินทิเกรตฟงกชัน G ที่ทราบคาหรือสามารถหาคานั้นได 

),,( zyxF

=

),,( zyx

                                                    dxdydzzyxfzyxF ∫∫∫ ),,(),,(

                                       ),,( zyxG=                                             (4.2) 

ในทางปฏิบัตนิั้นเราจะใชการสุมคาจากฟงกชันการสุมคาจากโปรแกรม C++ ซ่ึงจะทําให
เราทราบตําแหนงเริ่มตนของอนุภาคและสามารถหาคาความหนาแนนของอนุภาคในพื้นที่ตางๆ 
ของระบบได 

 
 

 
 

x∆  G 1 0 1 1 i 

L 

                                   รูปท่ี 4.1   แสดงข

ความหนาแนนของของไหลในบริเวณ i
2

x −∆
∆

 
 
 
 
 
 
 
 

∆

1 

2
xxi ∆

−∆  

   รูปท่ี 4.2   แสดงการแบงกริดสําหรับหาความห
i-
 

นาดของระบบใ

ถึง i
2

x +∆
x x∆

x  

 

2
xi ∆
+∆

นาแนนของอน
i+
น 1 มิติ 

 สําหรับกริดตัวที่ i ใดๆ

1 

x  

ุภาคพลาสมาในพืน้ที่ใด
N -
 
 

i
i-
 i+
ๆ ในระบบ 
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4.1.2      ศักยไฟฟาและสนามไฟฟา

ในบริเวณพื้นที่ใดๆของระบบซึ่งมีความแตกตางของความหนาแนนประจุเกิดขึ้นจะทําให
เกิดสนามไฟฟาภายในบริเวณดังกลาวขึ้นมา ซ่ึงสามารถบรรยายไดดวยสมการ Poison ดังนี้  

                                        )(
0

iie nqenE −−=⋅
1
ε

∇                                                           (4.3) vv

เมื่อ  e = ประจุไฟฟาของอิเล็กตรอนซึ่งมีคา -1.6 x 10-19 C 

       ne = ความหนาแนนตอพื้นที่ของอนุภาคอิเล็กตรอน  

       ni = ความหนาแนนตอพื้นที่ของอนุภาคไอออน  

เนื่องจากสนามไฟฟาเปนผลของการเปลี่ยนแปลงของศักยไฟฟาตามแนวการเคลื่อนที่ของ
สนามที่เกิดขึ้น ซ่ึงสามารถเขียนไดวา 

φ∇−=E                    (4.4) rv

เมื่อนําศักยไฟฟาไปพิจารณาแทนสนามไฟฟาในสมการ Poison จะไดวา 

     )(
0

2
iie nqen −=∇

ε
φ 1                                                 (4.5) 

สําหรับการคํานวณเชิงตัวเลขเพื่อหาคาศักยไฟฟาดวยวิธีการประมาณคาระหวางชวงโดย
วิธีผลตางสืบเนื่องโดยอาศัยสมการ (4.5) จะไดสมการ (4.6) ที่ใชในการคํานวณหาคาศักยไฟฟา 
ดังนี้  

                                          
0

1
2

11
2 εxdx

iii =
∆

≅ −+
2 2 φφφφ qd +−

−=

                                                       (4.6) 

เมื่อ  คือ ความหนาแนนประจุสุทธิ iie nqenq1
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i i-1 i+1 0 NG-1 
x∆  

φ  1+iφ  1−iφ  

NG-1 0 

 
                                                                  รูปท่ี 4.3    ศักยไฟฟาบริเวณกริดตางๆ                                                                 

กําหนดใหอนุภาคพลาสมามีการเคลื่อนที่อยางตอเนื่องในระบบ ซ่ึงภายใตการกําหนด
ดังกลาวสามารถระบุเงื่อนไขที่ขอบไดวา  

  1. 
Lxx ==

= φ
0

φ  

2.  
Lxx

v
==

=
0

v  ) 

3.  
Lxx

EE
==0

=

o

on φφ ≈

 

สําหรับการคํานวณศักยไฟฟาในพื้นทีใ่ดๆ ณ เวลา t โดยใชวิธี Fixed Point ซ่ึงจะเริม่ตน
คํานวณโดยการกําหนดคาศกัยไฟฟาในแตละพื้นที่ (φ ) เพื่อนําไปใชในการคํานวณคา
ศักยไฟฟาในพื้นที่ขางเคียง จากนัน้จะทําการคํานวณซ้ําไปจนกวาคาศักยไฟฟาคาเกาที่ไดจากการ
กําหนดในตอนเริ่มตนหรือคาที่ไดจากการคํานวณรอบที่ผานมากับคาใหมที่เพิ่งคํานวณไดในรอบ
การคํานวณลาสุดมีคาเขาใกลกัน( ) 

0),( =yx

),(),( yxyx

( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∆
+

∆
∆++

∆−
∆

+∆++∆−
∆

+=

22

22
0

22/))],(

),((),(),([),(

yx
yyx

yyx
y

yxxyxx
x

yx

o

ooon

φ

φφφ
ε

φ

 

11),( yxρ

เมื่อ         φn =  คาศักยไฟฟาใหม 

              φo =  คาศักยไฟฟาเกา 
 (4.7
) 
(4.8
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เมื่อทราบศักยไฟฟาในแตละพื้นที่แลว ตอมาจะทําการคํานวณคาสนามไฟฟาในแตละพื้นที่
โดยอาศัยความสัมพันธจากสมการ (4.4) และการคํานวณเชิงตัวเลขดวยวิธีการประมาณคาระหวาง
ชวงโดยวิธีผลตางสืบเนื่อง ซ่ึงทําใหไดวา 

)],(),([
2

)],(),([
2

),( yyxyyx
y

yxxyxx
x

yxE ∆+−∆−
∆

+∆+−∆−
∆

= φφφφ
  
      

(4.9)
                

                                                              

11v

4.1.3  การเคล่ือนท่ีของอนุภาคพลาสมา 

อนุภาคพลาสมาเมื่ออยูภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาจะรับรูถึงแรงแมเหล็กไฟฟาที่เขามา
กระทํา ซ่ึงแรงแมเหล็กไฟฟาดังกลาวจะทําใหอนุภาคพลาสมาเคลื่อนที่ โดยการเคลื่อนที่ซ่ึงเกิดขึ้น
ดังกลาวจะอยูภายใตกฏขอที่ 2 ของนิวตัน ที่วา 

                                         pi
pi

pp F
dt

m
vd v

n                                                               (4.10) 
v

=

เมื่อ   p   คือ ชนิดของอนุภาคซึ่งไดแก อิเล็กตรอน และ ไอออน  

        i = 0, 1, 2, …, Np-1  ใชระบุอนุภาคตัวที่ i ใดๆ 

        vpi คือ ความเร็วของอนุภาคชนิด p ตัวที่ i 

        np  คือ ความหนาแนนของอนุภาคแตละชนิด 

        mp คือ มวลของอนุภาคแตละชนิด 

        Fpi  คือ แรงที่อนุภาคชนิดที่ p ตัวที่ i รับรู  

                                         )( BvEqnF pipppi ×+=                                                             (4.11) vvvv

โดยการแทน Fpi จากสมการ (4.10) ดวยสมการ (4.11) จะไดวา 

                            )( BvEqn
dt

mn pipp
pi

pp ×+=                                                        (4.12) vd vvv
v
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พิจารณาปญหาการเปลี่ยนแปลงตอเวลาดวยวิธีรุงเง-คุตตา (Runge-Kutta method) ที่วา 

               ttnvKk pi ∆= ),,( 1
ppi1                                tvh pi ∆= pi1  vvv vv

               ttnvKk ppi
pi ∆+= ),,

2
( 21

2                      tk pi

∆vh pi
pi +=

2
1

2  k pi
v

vvv
v

vv

(4.13) 

               ttnvKk ppi
pi ∆+= ),,

2
( 32

3                       tk pi

∆vh pi
pi +=

2
2

3  k pi
v

vvv
v

vv

ttnkvKk pipi ∆+= ),,( 4               ppi 34                        tkvh pipi ∆+= pi 34  vvvv vvv

โดย     ( )),()(),(1),,( tnBtvtnEq
m

tnvK l
ppi

l
pp

p
ppi

vvvvv
×+=  

              l = 1, 2, 3, 4 คือ อันดับที่ l ของอนุพันธจากวิธีการรุงเง-คุตตา    
             คือ ความหนาแนนตอพื้นที่ของอนุภาคชนิด p ที่เกิดจากอนุพันธอันดับที่ l  l

pn

ดังนั้น ความเร็วของอนุภาคชนิด p ตัวที่ i ณ เวลา t + ∆t มีคา (4.14) 

          pipi kkkktvttv  ( )pipipipi
4321 22

6
1)()(

vvvvvv ++++=∆+

และตําแหนงของอนุภาคชนิด p ตัวที่ i ณ เวลา t + ∆t มีคา 
(4.15) 

          pipi hhhhtrttr   ( )pipipipi
4321 22

6
1)()(

vvvvvv ++++=∆+

ซ่ึงเมื่อเวลาเริ่มตน 0=t  อนุภาคพลาสมาทุกตัวหยุดนิ่งหรือ 0)0( ==tvv  

t∆  ที่ใชในการคํานวณควรมีขนาดที่เหมาะสมกับปญหา ซ่ึงในที่นี้ไดกําหนด จากคาบ
การสั่นของพลาสมา (Plasma Oscillation) โดย 

t∆

di
Tt =∆  

เมื่อ di คือ จํานวนขอมูลที่จะนํามาใชสําหรับการพิจารณาเหตุการณที่เกิดขึ้นในชวงเวลา 1 รอบการ
ส่ันพลาสมา ซ่ึงคาบการสั่นของพลาสมา T มีคา           

       
p

T  
ω
π2

=

โดย  
0

2
0

ε
ω

m
qn

p = คือ ความถี่ของการสั่นพลาสมา 

n0 คือ ความหนาแนนเฉลี่ยของอนุภาคพลาสมา 
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เร่ิม 

 

 

 

 

 

 

 

 

กําหนดพารามิเตอร 
- จํานวนอนภุาค 
- จํานวนกริด 
- ขนาดของระบบ 
- เวลาของรอบการคํานวณ 
- จํานวนครั้งของรอบเวลาการคํานวณ 
- ความคลาดเคลื่อนที่ยอมรับในการคํานวณศักยไฟฟา 

 
สุมคาเพื่อหาความหนาแนนเริ่มตน 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

คํานวณศักยไฟฟา 

คํานวณสนามแมเหล็กไฟฟา 

คํานวณการเคลื่อนท่ีและความหนาแนน 

ไม 
รอบการทํางานมากกวาคาท่ีกําหนด 

ใช 
 จบ 

รูปท่ี 4.4   แผนภาพการจําลองระบบอนุภาคพลาสมา 
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4.2           ระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ 

 การจําลองระบบพลาสมาดวยแบบจําลองของไหลมีขั้นตอนการคํานวณหลักๆเหมือนกัน
กับการจําลองดวยแบบจําลองอนุภาค แตในขั้นตอนของการคํานวณที่เกี่ยวของกับการเคลื่อนที่นั้น
การจําลองดวยแบบจําลองนี้จะมีความแตกตางออกไป เพราะจะพิจารณาพลาสมาวาเปนของไหล
หรือกลุมอนุภาคภายในพื้นที่แทนการพิจารณาอนุภาคแตละอนุภาค ดังนี้  

ความหนาแนนและความเร็วของของไหล 

การเคลื่อนที่ของของไหลภายใตอิทธิพลของสนามแมเหล็กไฟฟามีลักษณะเปนไปตามสมการ 
(4.16) 

                            )( BuEqn
dt

mn ppp
p

pp ×+=                                                         (4.16) ud vvv
v

เมื่อ   p   คือ ประเภทของของไหลซึ่งไดแก อิเล็กตรอน และ ไอออน  

         np  คือ ความหนาแนนของของไหลแตละชนิด 

         mp คือ มวลของของไหลแตละชนิด 

         up  คือ ความเร็วเฉลี่ยของของไหลแตละชนิด 

พิจารณาปญหาการเปลี่ยนแปลงตอเวลาดวยวิธีรุงเง-คุตตา 

        k ttnuK                          tgk pp

∆tnuKk pp
p ++= ),

2
,

2
( 11

2

v
vvv  pp

p ∆= ),,(1
vvv

(4.17) 
        ttnuK gk p

p

p

p
p ∆++= ),

2
,

2
( 22

3k       ttgnkuKk p
p

pp ∆++= ),,( 334

vv  
v

vvv vv

โดย     ( )),()(),(),,( tnBtutnEq
m

tnuK pppp
p

pp ×+=  1 vvvvv

ดังนั้น ความเร็วของของไหลในพื้นที่ตางๆ ที่เวลา t + ∆t จะมีคา 
          ( )pppp

xpp kkkktuttu  4321 22
6
1)()(

vvvvvv ++++=∆+ (4.18) 

เมื่อเวลาเริ่มตน t  ของไหลหยุดนิ่งหรือ 0= 0)0( ==tuv   
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เมื่อของไหลเคลื่อนที่ดวยความเร็ว u )(tv จะทําใหความหนาแนนเกิดการเปลี่ยนแปลง โดย
การเปลี่ยนแปลงตอเวลาที่เกิดขึ้นนั้นเปนผลจากการเคลื่อนที่เขาและออกของของไหลในพื้นที่
ดังกลาว ซ่ึงสามารถอธิบายลักษณะการเปลี่ยนแปลงไดจากสมการความตอเนื่อง (Continuity 
Equation) ดังนี้ 

                                                      0)( =⋅∇+
∂

un
t

                                                       (4.19) ∂n vv

สมการความตอเนื่องของไหลแตละชนิดเขียนไดวา 

                                     0=⋅∇+∇⋅+
∂

unnu
t pp
p∂n vvvv                                                       (4.20) 

จากสมการ (4.20) โดยอาศัยการคํานวณดวยวิธีรุงเง-คุตตาจะสามารถคํานวณคาความ
หนาแนนของของไหล ณ เวลา t ใดๆ ไดดังนี้  

        ttnuGg pp
p ∆= ),,(1

v                           tgk pp

∆tnuGg pp
p ++= ),

2
,

2
( 11

2  
v

v

(4.21) 
        ttnuGg pp

p ∆++= ),
2

,
2

( 22
3        ttgnkuGg p

p
p

p
p ∆++= ),,( 334  gk pp

v
v vv

โดย  pppp unnutnuG ⋅∇+∇⋅−=),,(  ( )vvvvv

ดังนั้น ความหนาแนนของของไหล ณ เวลา t ตางๆ มีคา 

                                     ( )pppp
pp ggggtnttn 4321 22

6
)()( ++++=∆+

1                     (4.22) 

4.3           ระบบพลาสมา 3 มิติ 

 สําหรับการพิจารณาระบบพลาสมา 3 มิติจะทําใหสามารถพิจารณาการหมุนวนของสนาม
ชนิดหนึ่งซึ่งจะไปเหนี่ยวนําใหเกิดสนามอีกชนิดหนึ่งได โดยขั้นตอนการคํานวณหลักๆ ยังคง
เหมือนกันกับการจําลองระบบ 2 มิติแตจะมีการพิจารณาเพิ่มเติมในสวนของผลของการหมุนวน
ของสนามไฟฟาที่เหนี่ยวนําใหเกิดสนามแมเหล็กภายในระบบขึ้นมา  
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ศักยไฟฟาและสนามไฟฟา 

สมการ (4.23) ใชสําหรับการคํานวณหาคาศักยไฟฟาของระบบพลาสมา 3 มิติ  
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φ 11e

        

(4.23) 

เมื่อ      φn = คาศักยไฟฟาใหม 

              φo = คาศักยไฟฟาเกา 

ภายใตขอสมมติที่วาของไหลมีการเคลื่อนที่อยางตอเนื่องในระบบ ดังนั้น จึงสามารถระบุ
เงื่อนไขที่ขอบไดดังนี้ 

  1. 
Lxx
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(4.24) 3.  
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5.  
Lxx

BB
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และสามารถคํานวณคาสนามไฟฟาในแตละปริมาตรไดจากสมการ (4.25) วา 
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11v

                      
)],,(),,([

2
zzyxzzyx

z
∆+−∆−

∆
+ φφ1                                                      (4.25) 

สนามแมเหล็ก 

การเปลี่ยนแปลงของสนามไฟฟาจะเหนี่ยวนําทําใหเกิดสนามแมเหล็กขึ้นในเวลาตอมาซึ่ง
เปนไปตามสมการของแมกซเวลลที่วา 
                                                               E −=×∇  
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(4.26) 
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ถาสามารถทําการแยกแตละองคประกอบตามแนวแกน x, y และ z ได  
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การหาคาของสนามแมเหล็กในแตละองคประกอบตามแนวแกน x, y และ z ที่เวลา t + ∆t 
จากสมการ (4.27) โดยใชวิธีการประมาณคาระหวางชวงโดยวิธีผลตางสืบเนื่องรวมกับการพิจารณา
การเปลี่ยนแปลงตอเวลาดวยวิธีรุงเง-คุตตา ทําใหไดวา 

                  ttnHh ∆= ),(1

vv                        t∆tgnHh += ),
2

( 1
2

vv  
(4.28) 

                  ttgnHh ∆+= ),
2

( 2
3

vv               h t∆+= ),( 34 tgnH  vv

โดย  ),(),( tnEtnH
vvv

×∇=  
และ  gi = 1, 2, 3, 4 คือ คาการเปลี่ยนแปลงความหนาแนนของของไหลออรเดอรที่ i ของรุงเง-คุตตา  

สนามแมเหล็กในปริมาตรหนึ่งๆ ณ เวลา t ตางๆมีคา 
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)()( xxxxxx hhhhtBttB ++++=∆+
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บทที่ 5 
การวิเคราะหและผล 

การจําลองระบบอนุภาคพลาสมา 

 ในการจําลองอนุภาคพลาสมานั้นไดจําลองวาพลาสมาประกอบไปดวยอนุภาค 2 ชนิด คือ 
อนุภาคอิเล็กตรอนและอนุภาคโปรตอน โดยอาศัยการประมาณพลาสมา (Plasma Approximation) 
วา นั่นคือ จํานวนอิเล็กตรอนทั้งหมดในระบบเทากับจํานวนโปรตอนทั้งหมดในระบบ 
โดยระบบที่ทําการจําลองมีความยาวดานแตละดานเทากันและตั้งอยูในที่วาง (space) ภายใตสมดุล
ความรอน (Thermal Equilibrium) คงที่คาหนึ่งซึ่งเปนความรอนที่ถูกใสเขาไปในระบบและมีการ
กระจายความรอนเปนแบบ Isothermal ประมาณวาความรอนดังกลาวมีความสําคัญตอการ
เปลี่ยนแปลงในระบบมากกวาความรอนที่เกิดจากการสั่นของอนุภาคพลาสมามากจนทําใหความ
รอนจากการสั่นของอนุภาคไมมีความสําคัญตอการเปลี่ยนแปลงในระบบ นอกจากนี้ยังไดพิจารณา
วาการเคลื่อนที่ของอนุภาคพลาสมาไมกอใหเกิดการแลกเปลี่ยนโมเมนตัมระหวางอนุภาคดวยกัน 
สําหรับบริเวณขอบของระบบไดพิจารณาวาระบบมีความตอเนื่องที่บริเวณขอบ นั่นคือ จุดปลายของ
ระบบจะตอกับจุดเริ่มตนของระบบ ทําใหเมื่อพิจารณาอนุภาคพลาสมาที่เคลื่อนที่ไปอยู ณ ตําแหนง
ขอบที่เปนจุดปลายของระบบนั่นแสดงวาอนุภาคเคลื่อนที่มาอยู ณ ตําแหนงเริ่มตนของระบบและ
กําลังจะเคลื่อนที่จากตําแหนงเริ่มตนนี้ตอไปภายใตสภาวะแวดลอมของระบบที่เรากําลังพิจารณาอยู 
ในการพิจารณาเชนนี้จะทําใหระบบมีการอนุรักษจํานวนอนุภาคเพราะระบบจะไมสูญเสียอนุภาค
ออกไปภายนอก  

ie NN =

 อยางไรก็ตาม ดวยเหตุที่การพิจารณาระบบ 2 มิติไมสามารถพิจารณาการเหนี่ยวนําของ
สนามไฟฟาที่ทําใหเกิดสนามแมเหล็กได ดังนั้นจึงไดทําการจําลองระบบ 3 มิติเพิ่มขึ้น เพื่อศึกษาถึง
เหตุการณดังกลาวที่เกิดขึ้น ในการวิเคราะหตอไปนี้เพื่อใหสะดวกตอการอธิบายใหพิจารณาวา
อนุภาคหมายถึงอิเล็กตรอนเปนหลักทั้งนี้ยกเวนแตจะระบุไวโดยชัดเจนเปนอยางอื่น ซ่ึงการจําลอง
ระบบอนุภาคพลาสมาไดผลการจําลองดังตอไปนี้  

5.1       ระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ 

การจําลองระบบพลาสมา 2 มิติไดกําหนดคาพารามิเตอรตางๆ ดังแสดงไวในตารางที่ 5.1 
และไดทําการจําลองภายใตสภาวะแวดลอมตางๆ ซ่ึงไดแก กรณีไมถูกรบกวนจากสนามแมเหล็ก
ไฟฟาภายนอก  กรณีถูกรบกวนจากสนามไฟฟาภายนอกอยางเดียว  กรณีถูกรบกวนจาก
สนามแมเหล็กอยางเดียว กรณีถูกรบกวนจากสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก และกรณีอยูภายใตความ
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รอน 10,000 K เพื่อศึกษาปรากฏการณตางๆที่เกิดขึ้นโดยอาศัยแบบจําลองอนุภาคและสมการแมกซ
เวลล ซ่ึงไดผลการจําลองอนุภาคพลาสมา 2 มิติ ดังตอไปนี้ 

ตารางที่  5.1 พารามิเตอรในการจําลองระบบพลาสมา 2 มิติ 

พารามิเตอร (ตัวแปร) ขนาด 
ความยาวดาน (ln) 1 เมตร 
จํานวนกริด (ngrid) ตอดาน 40 กริด  
จํานวนอนุภาคจําลอง (npar) 160,000 อนุภาค 
จํานวนอนุภาคจริงตอ 1 อนุภาคจําลอง (rat)  1.0 x 106 อนุภาคจริง/อนุภาคจําลอง 
จํานวนขอมูลตอ 1 รอบการสั่นพลาสมา (di) 
(ใชกําหนดเวลาของรอบการคํานวณ 

di
T

dt p= ซ่ึง Tp 

คือ คาบการสั่นพลาสมา)  

   
100 ขอมูล/การสั่น 1 รอบ 

จํานวนครั้งของรอบเวลาการคํานวณ (ntime) 1,000 คร้ัง 
ความคลาดเคลื่อนที่ยอมรับในการคํานวณศักยไฟฟา 
(err_criteria) 

1.0 x 10-5 V 

จํานวนรอบที่มากที่สุดของการคํานวณศักยไฟฟา 
(IterMax) 

1,000 รอบ 

5.1.1     พลาสมาไมถูกรบกวนจากสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก 

กรณีระบบไมเกี่ยวของกับสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก สนามไฟฟาภายในที่เกิดขึ้นจาก
องคประกอบของระบบซึ่งก็คืออนุภาคพลาสมาที่มีประจุจะมีอิทธิพลสําคัญตอพฤติกรรมของ
พลาสมาทั้งรูปแบบของสนามและการเคลื่อนที่ของพลาสมา ซ่ึงในที่นี้จะกําหนดใหระบบพลาสมา
เสมือนไมมีความรอนหรือเสมือนอยูภายใตสมดุลความรอน T = 0 K 

กรณีที่ระบบไมมีความรอน T = 0 K และถาสมมติวาองคประกอบในพลาสมามีการ
กระจายตัวแบบปกติเมื่อเร่ิมตนซึ่งไดทําใหพลาสมามีความสามารถที่จะสรางสนามภายในขึ้นมา
จากความหนาแนนประจุสุทธิที่เกิดจากความไมเทากันของความหนาแนนประจุลบของอนุภาค
อิเล็กตรอนกับประจุบวกของอนุภาคโปรตอน ณ บริเวณหนึ่งๆ ทําใหเกิดศักยไฟฟา ณ จุดดังกลาว 
ถาศักยไฟฟาที่เกิดขึ้นนี้มีความแตกตางจากบริเวณขางเคียงจะเปนเหตุใหเกิดสนามไฟฟา ณ บริเวณ
ดังกลาว ซ่ึงสนามที่เกิดขึ้นนี้จะมีอิทธิพลตอการเคลื่อนที่ของอนุภาคพลาสมาซึ่งเปนองคประกอบ
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ของระบบทําใหระบบพลาสมาเกิดการเปลี่ยนแปลง สําหรับการจําลองเหตุการณที่เกิดขึ้นจาก
องคประกอบภายในของระบบแตเพียงอยางเดียวนั้นไดทําการจําลองอนุภาคอิเล็กตรอนชนิดเดียว
โดยพิจารณาวาอนุภาคโปรตอนในระบบเคลื่อนที่ชามากจนเสมือนวาหยุดนิ่งอยูในระบบตลอดการ
จําลอง และจําลองอนุภาคทั้ง 2 ชนิดพรอมกัน  

อนึ่ง ในการพิจารณาผลการจําลองนั้นเพื่อใหส่ือสารไดชัดเจนการบรรยายและรูปประกอบ
จะยกเฉพาะการเปลี่ยนแปลงในแนวแกนใดแกนหนึ่ง ตําแหนงใดตําแหนงหนึ่ง หรือการเคลื่อนที่
ของอนุภาคจําลองอนุภาคใดอนุภาคหนึ่งมาวิเคราะหเปนหลัก อยางไรก็ตามความเปลี่ยนแปลงใน
แนวแกนอื่น ตําแหนงอื่นและอนุภาคอื่นก็สามารถวิเคราะหไดในลักษณะเดียวกัน จากการจําลอง
ไดผลการจําลอง ดังนี้  

5.1.1 (ก)     กรณีจําลองเพียงอนุภาคอิเล็กตรอน 

     การจําลองระบบพลาสมาจากการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นจากอนุภาคอิเล็กตรอนเพียงชนิด
เดียว เมื่อเวลาเริ่มตน (t = 0 วินาที) มีการกระจายอนุภาคภายในพื้นที่ซ่ึงแทนไดดวยกริด [i][j] = 
[0][0] ดังแสดงในรูปที่ 5.1 (1) ลักษณะการกระจายของอนุภาคอิเล็กตรอนเปนการกระจายแบบสุม
โดยมีการกระจายแบบสม่ําเสมอของอนุภาคโปรตอนอยูเปนพื้นหลัง พึงสังเกตวาหนึ่งจุดที่เห็นนั้น
ในรูปที่ 5.1(1) นั้นเปนอนุภาคจําลองซึ่งแทนอิเล็กตรอนจํานวน 106 อนุภาค  การกระจายของ
อนุภาคที่เกิดขึ้นสามารถพิจารณาเปนความหนาแนนของอนุภาคภายในพื้นที่ตางๆทั้งตามแนวแกน 
x และ y ไดดังแสดงในรูปที่ 5.1 (2) อิทธิพลของประจุภายในพื้นที่จะทําใหเกิดสนามไฟฟาภายใน
พื้นที่นั้นขึ้นมา  
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รูปท่ี 5.1       อนุภาคอิเล็กตรอน ณ เวลาเริ่มตน (t = 0 วนิาที) กรณีพลาสมาไมถูกรบกวนจากภายนอก
และไมมีความรอนในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ  

                 (1)  การกระจายตาํแหนงในพืน้ที่ [0][0] 
                 (2)  ความหนาแนนในพืน้ที่ตามแนวแกน x เมื่อ y = 0 และตามแนวแกน y เมื่อ x = 0 
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 ผลของประจุภายในพื้นที่ทําใหเกิดศักยไฟฟาและสนามไฟฟาในพื้นที่ดังกลาวขึ้น ซ่ึง ณ 
เวลาหนึ่งๆ อนุภาค ณ บริเวณนั้นจะรับรูเพียงคาศักยและสนามไฟฟาในบริเวณของตนเอง และจะ
เคลื่อนที่ตามสนามไฟฟาที่อนุภาครับรูได  
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รูปท่ี 5.2  การเปลี่ยนแปลงตามแนวแกน ณ เวลาเริ่มตน (t = 0 วินาที) กรณีพลาสมาไมถูกรบกวน
จากภายนอกและไมมีความรอนในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิต ิ

                (1) ศักยไฟฟา   (2) สนามไฟฟา  

 จากรูปที่ 5.2 ไดแสดงศักยไฟฟาและสนามไฟฟาที่เกิดขึ้นจากการกระจายของอนุภาค
อิเล็กตรอนเมื่อเวลาเริ่มตน เนื่องจากการกระจายของอนุภาคที่มีลักษณะสุมจึงทําใหเกิดสนามไฟฟา
ที่มีลักษณะการเคลื่อนที่ออกไปตามแนวแกนในลักษณะสั่นขึ้น-ลง สนามไฟฟาในลักษณะดังกลาว
มีศักยไฟฟาที่มีลักษณะการเปลี่ยนแปลงตามแนวแกนเชนเดียวกันแตมีเฟสตางกันอยู 
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(1)                                                                                   (2) 

รูปท่ี 5.3   ตัวอยางการเคลื่อนที่ของอนุภาคอิเล็กตรอนเฉพาะที่สุมเลือก กรณีพลาสมาไมถูกรบกวน
จากภายนอกและไมมีความรอนในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ 

                    (1)  ความเร็ว    (2) ตําแหนง 
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 แตละอนุภาคซึ่งมีประจุจะไดรับผลจากสนามเกิดเปนแรงซึ่งจะไปเรงใหอนุภาคมีความ
เปล่ียนแปลงในการเคลื่อนที่ ทั้งนี้ความเฉื่อยเนื่องจากมวลของอนุภาคจะพยายามรักษาการเคลื่อนที่
ปจจุบันเอาไวกรณีของอนุภาคโปรตอนแสดงใหเห็นถึงผลในเรื่องนี้อยางชัดเจนเมื่อเทียบกับ
อิเล็กตรอนกระทั่งสามารถประมาณไดวาอนุภาคโปรตอนนั้นหยุดนิ่งตลอดการจําลอง ในขณะที่
อิเล็กตรอนซึ่งมีมวลนอยกวามากผลดังกลาวจึงเคลื่อนที่ไปตามแรงไฟฟาที่มากระทําดังแสดงในรูป
ที่ 5.3 (1) จะเห็นวา เมื่อเวลาผานไป ความเร็วเพิ่มสูงขึ้นโดยเฉพาะในแนวแกน x แตยังคงการ
เคลื่อนที่แบบสั่นอยู  
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(1)                                                                                   (2) 

รูปท่ี 5.4  การเปลี่ยนแปลงตามเวลาของ ในพื้นที่ [0][0] กรณีพลาสมาไมถูกรบกวนจากภายนอก
และไมมีความรอนในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิต ิ

   (1) ศักยไฟฟา             (2) สนามไฟฟา 

ถาพิจารณาจากรูปที่ 5.4 จะเห็นวา เมื่อศักยและสนามไฟฟาเคลื่อนที่ไปไดหนึ่งรอบการ
เคลื่อนที่มีการเปลี่ยนแปลงของศักยและสนามไฟฟาไปจากเมื่อเวลากอนหนาซึ่งมีความเปนไปไดวา
ขอมูลการจําลองกอนหนาที่จะเขามาคํานวณศักยนําไปสูคาซึ่งไกลจากคําตอบจึงทําใหผลการจําลอง
ในชวงเวลาดังกลาวมีความผิดพลาดไป  อยางไรก็ตามจากการประมาณความรอนที่เกิดขึ้นจากการ
ส่ันวามีอิทธิพลตอระบบนอยมากนั้นก็ยังอาจจะสงผลตอการจําลองซึ่งจะไปปรากฏผลวาอนุภาค
เคลื่อนที่ดวยความเร็วที่เพิ่มขึ้นอยางรวดเร็วโดยเฉพาะเมื่อจําลองระบบในชวงเวลาที่ยาวนานขึ้น ผล
จากการที่อนุภาคอิเล็กตรอนตางๆเคลื่อนที่ซ่ึงจะทําใหตําแหนงของอิเล็กตรอนเหลานั้นดังที่แสดง
ในรูปที่ 5.3 (2) มีการเปลี่ยนแปลงไปดวยและทําใหความหนาแนนประจุ (รูปที่ 5.4) มีการ
เปลี่ยนแปลง จากผลการเปลี่ยนแปลงประจุที่เกิดขึ้นนี้เองจะทําใหศักยไฟฟาและสนามไฟฟาเกิด
การเปลี่ยนแปลงไปในขณะเดียวกัน   

สําหรับชวงเปลี่ยนแปลงของเวลา ∆t = 2.79 x 10-9 หรือ 
100

pT  วินาทีจะไดผลการจําลอง

ศักยไฟฟาและสนามไฟฟาในพื้นที่ [0][0] ออกมาดังแสดงในรูปที่ 5.4 พบวา ศักยไฟฟาและ
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สนามไฟฟามีการเปลี่ยนแปลงแบบคาบ โดยอิทธิพลของสนามไฟฟาที่เกิดการเปลี่ยนแปลงไปนั้น
จะทําใหการเคลื่อนที่ของอนุภาคเกิดการเปลี่ยนแปลงในเวลาตอไปเปนผลใหอนุภาคมีการเคลื่อนที่
แบบสั่นภายใตการเปลี่ยนแปลงดังกลาว  
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          รูปท่ี 5.5   ความหนาแนนของอิเล็กตรอนในพืน้ที่ [0][0] ที่เวลาตางๆ กรณีพลาสมาไมถูก
รบกวนจากภายนอกและไมมีความรอนในระบบอนภุาคพลาสมา 2 มิต ิ

จากรูปที่ 5.6 (2) จะเห็นวา สนามไฟฟามีการสั่นใน 2 มิติซ่ึงอาจทําใหเกิดการเคลื่อนที่รอบ
แกนอางอิงที่ตั้งฉากกับระนาบที่พิจารณาได อยางไรก็ตามเนื่องจากสมมติฐานของพลาสมา 2 มิติจึง
ไมอาจระบุการเกิดขึ้นของสนามแมเหล็กเหนี่ยวนําอันเนื่องจากการเคลื่อนที่ดังกลาวได 
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 (1)                                                                                   (2) 

รูปท่ี 5.6  การเปลี่ยนแปลงตามแนวแกนของ ที่เวลา 1.76 x 10-6 วินาท ีกรณีพลาสมาไมถูกรบกวน
จากภายนอกและไมมีความรอนในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ  

                 (1) ศักยไฟฟา                                         (2) สนามไฟฟา             
 

 



50 

5.1.1 (ข) กรณีจําลองอิเล็กตรอนและโปรตรอน 
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รูปท่ี 5.7       อนุภาคอิเล็กตรอนและโปรตอน ณ เวลาเริ่มตน (t = 0 วนิาที) กรณีพลาสมาไมถูกรบกวน
จากภายนอกและไมมีความรอนในระบบพลาสมา 2 มิติ  

                 (1)  การกระจายตาํแหนงในพืน้ที่ [0][0] 
                 (2)  ความหนาแนนในพืน้ที่ตามแนวแกน  

ในการจําลองนี้กําหนดการกระจายของอนุภาคของพลาสมาดังแสดงโดยรูปที่ 5.7(1) ดวย
เหตุที่วาเมื่อเร่ิมตนอนุภาคพลาสมาซึ่งประกอบไปดวย อนุภาคอิเล็กตรอน และ อนุภาคโปรตอน
กระจายตัวอยูในระบบอยางสุมนั้น จะทําใหภายในพื้นที่ตางๆของระบบเกิดศักยไฟฟาและ
สนามไฟฟาขึ้นซึ่งจะไปมีผลทําใหอนุภาคภายในพื้นที่ดังกลาวเคลื่อนที่ แตเนื่องดวยคุณสมบัติของ
มวลที่แตกตางกันของอนุภาคทั้ง 2 ชนิดจึงทําใหอนุภาคทั้ง 2 ชนิดตอบสนองตออิทธิพลของ
สนามไฟฟาแตกตางกันอยางมาก ดังจะเห็นไดจากรูปที่ 5.8 ซ่ึงอนุภาคอิเล็กตรอนเคลื่อนที่เร็วกวา
อนุภาคโปรตอน 1,000 เทา ซงเมื่อไดพิจารณาถึงความคลาดเคลื่อนของพลังงานรวมที่เกิดขึ้น พบวา 
การจําลอง 2 อนุภาคสามารถทําใหการจําลองมีความแมนยํามากขึ้นโดยลดความคลาดเคลื่อนจาก
การจําลองอนุภาคอิเล็กตรอนอยางเดียวซ่ึงคลาดเคลื่อนถึง 50.26% เหลือ 43.79% และความเร็วของ
อนุภาคอิเล็กตรอนไมเพิ่มขึ้นอยางรวดเร็วเหมือนกรณีจําลองอิเล็กตรอนอยางเดียว แตอยางไรก็ตาม 
เมื่อเวลาผานไปนานขึ้นการจําลองยังคงใหผลวาอนุภาคอิเล็กตรอนสั่นดวยความเร็วมากขึ้น อยางไร
ก็ตาม การพิจารณาการเคลื่อนที่ของโปรตอนมีผลตอระบบคือทําใหพลังงานรวมของระบบมี
เสถียรภาพสูงขึ้นทั้งนี้อธิบายไดวา เมื่อจําลองอนุภาคทั้ง 2 ชนิดการเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนจะถูก
หนวงดวยการเคลื่อนที่ของโปรตอนจึงทําใหการจําลองระบบมีความแมนยํามากขึ้น           

ึ่
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(1)                                                                                   (2) 

รูปท่ี 5.8   ความเร็วอนุภาคพลาสมาในพื้นที่ [0][0] ในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ  
                  (1)  อนุภาคอิเล็กตรอน                 (2)  อนภุาคโปรตอน  

เมื่อพิจารณาการเปลี่ยนแปลงตําแหนง จากรูปที่ 5.9 จะเห็นวา เนื่องจากอนุภาคโปรตอนซึ่ง
ยกเปนตัวอยางนี้เคลื่อนที่ชามากในชวงเวลาที่พิจารณา ทั้งนี้อนุภาคโปรตรอนที่จําลองทุกอนุภาค
ลวนมีลักษณะการเคลื่อนที่แบบเดียวกัน ดังนั้นจึงสรุปไดวาความหนาแนนอนุภาคโปรตรอน
ภายในพื้นที่ใดๆ มีคาคงที่ตลอดเวลาที่ไดทําการจําลอง  
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                                       (2)                                                                             (3) 
รูปท่ี 5.9  ตําแหนงอนภุาคพลาสมาที่เวลาตางๆในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ 
                (1)  ตําแหนงอนุภาคพลาสมา 
                (2) ตําแหนงอนุภาคโปรตอนตามแกน x     
           (3) ตําแหนงอนุภาคโปรตอนตามแกน y  
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ผลจากการการเปลี่ยนแปลงความหนาแนนประจุในพื้นที่ใดๆที่เวลาตางๆทําใหศักยไฟฟา
และสนามไฟฟาเกิดการเปลี่ยนแปลงในเวลาตางๆ ตามอิทธิพลของการเปลี่ยนแปลงของประจุที่
เกิดขึ้นดังแสดงในรูปที่ 5.10  
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(1)                                                                                   (2) 

รูปท่ี 5.10   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาของศกัยและสนามไฟฟาในพื้นที่ [0][0] กรณีจําลอง 2 
อนุภาคในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ 

                    (1) ศักยไฟฟา               (2) สนามไฟฟา 

5.1.2      สนามไฟฟาความถี่ตางๆ 

กรณีระบบถูกรบกวนดวยสนามไฟฟาจากภายนอกจะสมมติสนามไฟฟาภายนอกซึ่ง
บรรยายได คือ x̂ω= tE cos5

v  V/m ทั้งนี้จะพิจารณาวาสนามดังกลาวมีปรากฏที่ตําแหนง (0,0) 
อยางไรก็ตามจะกําหนดวาดวยอิทธิพลของกําแพงศักยภายในระบบอนุภาคที่อยูนอกเหนือพื้นที่ 
(0,0) ไมสามารถรับรูถึงสนามไฟฟาภายนอกที่ปรากฏนอกพื้นที่ของตนเองได 

สําหรับการจําลองพลาสมาในกรณีนี้ไดดําเนินการจําลองระบบซึ่งถูกรบกวนดวย
สนามไฟฟาจากภายนอกที่มีความถี่ตางๆ ดังตอไปนี้ 

5.1.2 (ก)  เม่ือ p  ωω =

สนามไฟฟาที่เขามารบกวนระบบจะทําใหสนามไฟฟาภายในพื้นที่ซ่ึงสามารถรับรูถึงสนาม
ภายนอกไดนั้นสั่นดวยความถี่เดียวกับความถี่ของสนาม จากรูปที่ 5.11 (2) จะเห็นวา สนามไฟฟาใน
พื้นที่ [0][0] ที่เคลื่อนที่ในแนวแกน x นั้นสั่นดวยความถี่เดียวกับสนามไฟฟาภายนอก (ωp = 2.79 
x 106 วินาที-1) และมีขนาดสนามสูงขึ้นกวากรณี 5.1.1(ก) ซ่ึงเปนผลมาจากการรวมกันของสนาม
ภายนอกที่เขามารบกวนกับสนามภายในที่เกิดจากประจุ สําหรับผลของสนามภายนอกตอสนาม
ภายในทิศตั้งฉากนั้นแมวาสนามภายนอกจะไมไดสรางผลกระทบตอสนามภายในในทิศตั้งฉาก
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โดยตรง แตเนื่องจากอิทธิพลของสนามมีผลตอการเคลื่อนที่ของอนุภาคซึ่งทําใหความหนาแนนของ
ประจุมีการเปลี่ยนแปลงลักษณะนี้สงผลกระทบถึงสนามไฟฟาภายในในทิศซึ่งตั้งฉากกับสนาม
ภายนอกทําใหสนามสั่นดวยความไมเปนระเบียบมากขึ้น ถาพิจารณาจากรูปที่ 5.11 (2) จะเห็นวา 
สนามไฟฟาในทิศ y มีการเปลี่ยนแปลงตอเวลาซึ่งเกิดจากการไดรับอิทธิพลของสนามไฟฟา
ภายนอก แตอยางไรก็ตามเนื่องจากอิทธิพลดังกลาวไมไดสงผลโดยตรงจึงทําใหสนามในทิศตั้งฉาก
กับสนามภายนอกยังคงสั่นภายใตอิทธิพลจากภายในเปนสําคัญคลายกับกรณี 5.1.1 (ก)  
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                        (1)                                                                           (2) 

รูปท่ี 5.11  การเปลี่ยนแปลงตอเวลาในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ ภายใต xtE p ˆcos5 ω=
v V/m 

                   (1)  ศักยไฟฟา           (2)  สนามไฟฟา 

 สนามไฟฟาภายนอกที่เขามารบกวนระบบจะพยายามบังคับใหอนุภาคสั่นดวยความถี่
เดียวกันกับสนาม แตเนื่องจากระบบเองก็สรางสนามภายในขึ้นมาดวยดังนั้นอิทธิพลของสนาม
ภายนอกที่กระทําตออนุภาคจึงไมไดสงผลตอพฤติกรรมทั้งหมดของอนุภาค ทั้งนี้จะขึ้นอยูกับผล
สุทธิที่เกิดขึ้นจากสนามทั้งสอง จากรูปที่ 5.12 ซ่ึงแสดงความเร็วของอนุภาคตัวที่ 26,500 ที่สุมเลือก
ขึ้นเปนตัวแทนของระบบและเปนอนุภาคตัวหนึ่งที่อยูในพื้นที่ [0][0] ซ่ึงสามารถรับรูถึงอิทธิพล
ของสนามภายนอกที่เขามากระทําได จะเห็นวา ในชวงเวลา 0 – 1.0 x 10-6 วินาที ลักษณะความเรว็ที่
เกิดขึ้นไมแตกตางไปจากในกรณี 5.1.1 (ก) ซ่ึงแสดงวาในชวงเวลาตนๆ อิทธิพลของสนามภายนอก
ไมสงผลตออนุภาคตัวนี้มากนัก ทั้งนี้ถาพิจารณาจากสนามไฟฟาที่เกิดขึ้นในพื้นที่ดังกลาวก็จะเห็น
วาเปนเพราะลักษณะของสนามไฟฟาสุทธิที่เกิดขึ้นไมไดมีความแตกตางไปจากกรณีที่ระบบไมได
ถูกรบกวนจากสนามภายนอกมาก ดังนั้นการเคลื่อนที่ในชวงตนๆ จึงแสดงออกมาไมแตกตางไป
จากกรณีไมถูกรบกวนดวยสนามภายนอก แตเมื่อเวลาผานไปจนมาถึงในขณะเวลาหนึ่งที่สนามทัง้ 2 
เกิดการเสริมกันในชวงที่มีคาสูง ผลของสนาม ณ เวลานี้จะทําใหการเคลื่อนที่ของอนุภาคเกิดการ
เปล่ียนแปลงไปจากกรณีไมถูกรบกวนจากสนามภายนอกมากและสนามภายในจะถูกเหนี่ยวนําให
เคลื่อนที่ไปเกือบพรอมๆกับสนามภายนอกซึ่งเห็นจากรูปที่ 5.12 ในชวงเวลา 1.0 x 10-6- 2.0 x 10-6 
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วินาที อนุภาคสั่นดวยความถี่ที่ใกลเคียงกับสนามภายนอกมากซึ่งมีความเปนไปไดวาในชวงเวลา
ดังกลาวการสั่นของพลาสมาไดถูกควบคุมดวยสนามภายนอกแลว  
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รูปท่ี 5.12  ความเร็วอนภุาคอิเล็กตรอนในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ ภายใต xtE p ˆcos5 ω=
v V/m 

สําหรับลักษณะของสนามไฟฟาตามแนวแกน ณ เวลาใดเวลาหนึ่ง จากรูปที่ 5.13 จะเห็นวา 
สนามไฟฟาภายในพื้นที่ตามแนวแกนมีการส่ันทั้งในทิศ x และ y ซ่ึงนาจะเปนผลจากความ
เปลี่ยนแปลงของศักยไฟฟาโดยเฉพาะอยางยิ่งจากสนามภายนอกในพื้นที่ (0,0) ถึงแมวาภายใน
ระบบจะมีกําแพงศักยหรือปรากฏการณ Debye Shielding คอยปดกั้นการรับรูสนามไฟฟาที่อยู
หางไกลออกไปจากขอบเขตที่เรียกวา Debye Length ก็ตาม แตสนามไฟฟาภายนอกยังสามารถ
สงผลกระทบผานการเคลื่อนที่ของอนุภาคภายในพื้นที่ [0][0] ซ่ึงรับรูและตอบสนองตอแรงจาก
สนามดังกลาวออกไปยังอนุภาคอื่นๆที่อยูนอกเหนือพื้นที่นี้ โดยธรรมชาติแลวสนามไฟฟาภายในที่
เกิดขึ้นนี้จะมีบทบาทลดทอนการรบกวนจากสนามไฟฟาภายนอก แตในบางขณะสนามไฟฟา
ภายในก็อาจสงเสริมการรบกวนจากสนามภายนอกดวย ซ่ึงในกรณีดังกลาวนี้อาจทําใหอนุภาคมี
ความเร็วสูงมากจนสามารถหนีหายไปจากระบบหรือเปนผลใหผลิตความรอนขึ้นมาในระบบอยาง
มาก แตอยางไรก็ตามสําหรับการจําลองนี้จะปรากฏเปนผลวาทําใหการคํานวณลูออก 
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                                         (3)                       (4) 
รูปท่ี 5.13   ศักยไฟฟาและสนามไฟฟาในพื้นที่ตามแนวแกนที่เวลา 1.76 x 10-6 วินาที ในระบบ

อนุภาคพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามไฟฟาภายนอกความถี่ pωω =  
                   (1)  ศักยไฟฟาตามแกน x              (2)  สนามไฟฟาตามแกน x            
                   (3)  ศักยไฟฟาตามแกน y       (4)  สนามไฟฟาตามแกน y 

5.1.2 (ข)  เม่ือ pωω >  

กรณี pωω 2=  

 สนามในพื้นที่ [0][0] ซ่ึงรับรูถึงสนามภายนอกที่เขามารบกวนจะถูกบังคับใหส่ันดวย
ความถี่เดียวกับสนามภายนอกนั้น สําหรับสนามในทิศซึ่งตั้งฉากกับสนามภายนอกซึ่งไมไดรับ
อิทธิพลจากสนามโดยตรง สนามในทิศทางนี้จะสั่นดวยปจจัยจากภายในเปนหลักเนื่องจากการ
เปลี่ยนแปลงในแนวสนามภายนอกไมสงผลตอสนามในทิศทางนี้มากนัก   
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                         (1)                                                                            (2) 
รูปท่ี 5.14   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาในพืน้ที่ [0][0] ในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ ภายใต

สนามไฟฟาภายนอกความถี่ pωω 2=  
                   (1)  ศักยไฟฟา                        (2)  สนามไฟฟา 

เนื่องจากสนามไฟฟาภายนอกที่เขามารบกวนจะบังคับใหอนุภาคที่อยูภายใตอิทธิพลของ
สนามดังกลาวสั่นตามการเคลื่อนที่ของสนามนั้น แตอยางไรก็ตามอิทธิพลดังกลาวก็ไมอาจจะบังคับ
ใหอนุภาคสั่นตามไดโดยตลอดทั้งนี้เปนเพราะมีสนามอันเนื่องจากประจุเขามากระทํากับอนุภาค
พรอมๆกันกับสนามภายนอกนั้นตลอดเวลาซึ่งในบางขณะเวลาก็เกิดการเสริมกันและในบางขณะ
เวลาก็หักลางกัน จากการจําลอง พบวา เมื่อสนามภายนอกที่เขามารบกวนมีความถี่สูงๆ อนุภาคจะ
ส่ันโดยมีความเร็วสูงขึ้น แตยังคงสั่นดวยความถี่ซ่ึงสังเกตไดจากกรณี 5.1.1 (ก) และ 5.1.2 (ก) ทั้งนี้
มีความเปนไปไดวาอนุภาคไมสามารถจะเคลื่อนที่ตามการสั่นของสนามไฟฟาไดจึงสะสมผลการ
เปล่ียนแปลงภายใตการกระทําของสนามมาเปนการสั่นดวยอัตราที่เพิ่มขึ้นซึ่งจะเห็นไดจากรูปที่ 
5.15 วาความเร็วในแกน x ในชวงเวลาหลัง 1.0 x 10-6 วินาที เมื่อนําไปเปรียบเทียบกับผลในกรณี 
5.1.2 (ก) จะมีขนาดความเร็วเพิ่มสูงกวากรณีแรกมาก 
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รูปท่ี 5.15   ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนในระบบอนภุาคพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามไฟฟา
ภายนอกความถี่ p2=  ωω
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5.1.2 (ค)  เม่ือ pωω <  

กรณี pωω 5.0=  
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                                  (1)                             (2) 
รูปท่ี 5.16   การเปลี่ยนแปลงศักยไฟฟาและสนามไฟฟาตามเวลาในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ 

ภายใตสนามไฟฟาภายนอกความถี่ pωω 5.0=  
(1)  ศักยไฟฟา        (2)  สนามไฟฟา 

เนื่องจากสนามภายนอกซึ่งมีความถี่ต่ํากวาความถี่การสั่นพลาสมาที่เกิดจากประจุภายใน
ระบบจะพยายามบังคับใหอนุภาคสั่นตามการเคลื่อนที่ของสนามนั้น แตเนื่องดวยอิทธิพลของประจุ
ภายในที่ทําใหอนุภาคสั่นดวยความถี่ที่สูงกวาอยู ดังนั้นความเร็วของอนุภาคตามแนวการเคลื่อนที่
ของสนามจึงอยูภายใตอิทธิพลของสนามภายในที่เกิดขึ้น ในขณะที่ในทิศซึ่งตั้งฉากกับสนาม
ภายนอกในกรณีความถี่ต่ํานี้ สนามไฟฟาที่เกิดขึ้นไดรับผลกระทบจากสนามภายนอกมากกวากรณี
ความถี่สูง จากรูปที่ 5.16 (2) จะเห็นวา สนามในทิศ y มีขนาดสูงซึ่งเปนเหตุใหความเร็วในทิศ y 
เพิ่มสูงในชวงเวลาดังกลาวดังแสดงในรูปที่ 5.17 ซ่ึงการเคลื่อนที่ดังกลาวอาจจะนําไปสูการลูออก
ไดเมื่อทําการจําลองดวยเวลาที่ยาวนานกวานี้   
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รูปท่ี 5.17   ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนในระบบอนภุาคพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามไฟฟา

ภายนอกความถี่ p5.0=  ωω
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5.1.3 สนามแมเหล็กความถี่ตางๆ 

สนามแมเหล็ก ztB ˆcos100.1 ω×= T ปรากฏในระบบที่พื้นที่ (0,0) ในแนวตั้งฉากกับ
ระนาบการเคลื่อนที่ของอนุภาคในระบบ เพื่อศึกษาผลที่เกิดขึ้นในพลาสมาภายใตสนามแมเหล็ก
ภายนอกที่เขามารบกวนจึงไดจําลองระบบพลาสมาที่ไดรับสนามแมเหล็กภายนอกที่มีลักษณะ
ดังกลาวขางตน  เพื่อศึกษาและเปรียบเทียบถึงพฤติกรรมของพลาสมาที่ไดรับอิทธิพลจาก
สนามแมเหล็กที่มีความถี่ตางๆ ดังนี้ 

6−v

5.1.1 (ก) เม่ือ pωω =  

 อิทธิพลของสนามแมเหล็กภายนอกความถี่เดียวกับความถี่การสั่นพลาสมาสงผลใหอนุภาค
มีการเคลื่อนที่แบบหมุนมากขึ้นและถูกบังคับใหเคลื่อนที่ตามสนามภายนอกนี้ ซ่ึงจากรูปที่ 5.18 จะ
เห็นวา ความเร็วของอนุภาคในแกน y และการเคลื่อนที่ในแกน x ก็ไดรับอิทธิพลจากสนาม
ภายนอกดวยการที่สนามแมเหล็กพยายามจะบังคับใหอนุภาคเคลื่อนที่ตามจึงทําใหในบางขณะเวลา
ที่อนุภาคซึ่งสะสมความเรงจากการหมุนของตนเองภายใตอิทธิพลของสนามภายในที่เกิดขึ้นในเวลา
ที่ผานมาถูกหนวงใหเคลื่อนที่ชาลง ดังจะเห็นจากรูปวา ในเวลาประมาณ 1.5 x 10-6 วินาที อนุภาค
ลดความเร็วลงและภายหลังจากนั้นก็เคลื่อนที่ดวยความถี่ที่เพิ่มสูงขึ้นซึ่งเปนความถี่เดียวกับการ
เคลื่อนที่ในทิศ y ที่ใกลเคียงกับความถี่ของสนามแมเหล็กที่เขามารบกวน   
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รูปท่ี 5.18   ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนในระบบอนภุาคพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามแมเหล็ก
ภายนอกความถี่ pωω =     
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                                    (3)                                                                             (4) 
รูปท่ี 5.19   ศักยไฟฟาและสนามไฟฟาในพื้นที่ตามแนวแกนที่เวลา 1.76 x 10-6 วินาที ในระบบ

พลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามแมเหล็กภายนอกความถี่ pωω =  
                   (1)  ศักยไฟฟาตามแกน x              (2)  สนามไฟฟาตามแกน x            
                   (3)  ศักยไฟฟาตามแกน y       (4)  สนามไฟฟาตามแกน y 

5.1.3 (ข) เม่ือ pωω >  

กรณี pωω 2=  

 เนื่องจากสนามแมเหล็กมีความถี่สูง อนุภาคซึ่งอยูภายใตอิทธิพลของสนามดังกลาวจะถูก
บังคับใหตองเคลื่อนที่ตามการหมุนวนนั้น แตดวยเหตุที่อนุภาคมีมวลซึ่งจะคอยตานทานการ
เปลี่ยนแปลงนั้นอยูโดยจะพยายามรักษาการเคลื่อนที่เดิมไวและดวยอิทธิพลของสนามไฟฟาที่
อนุภาคนั้นรับรูจึงทําใหอนุภาคเคลื่อนที่ดวยความถี่ซ่ึงต่ํากวาความถี่ของสนามแมเหล็กภายนอก
ที่มากระทํา  
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รูปท่ี 5.20   ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนในระบบพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามแมเหล็กภายนอก
ความถี่ p2=  ωω

เมื่อพิจารณาจากรูปที่ 5.20 จะเห็นวา อนุภาคเคลื่อนที่ดวยความถี่เดียวกับสนามแมเหล็ก
ภายนอก โดยแรงลอเรนซจากสนามแมเหล็กจะทําใหอนุภาคเคลื่อนที่แบบหมุน ลักษณะการ
เคลื่อนที่ที่เกิดขึ้นของอนุภาคภายใตอิทธิพลของสนามแมเหล็กภายนอกนั้นจะทําใหเกิดสนามไฟฟา
ที่มีลักษณะหมุนวนดวยดังแสดงในรูปที่ 5.21  
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       (1)                                                                         (2) 

รูปท่ี 5.21   การเปลี่ยนแปลงสนามไฟฟาตามเวลาในระบบพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามแมเหล็ก
ภายนอกความถี่ pωω 2=  

                     (1)  ตามแกน x        (2)  ตามแกน y 

5.1.3 (ค) เม่ือ pωω <  

กรณี pωω 5.0=  

 ถาสนามแมเหล็กที่เขามารบกวนระบบมีความถี่ต่ําซึ่งทําใหความถี่ของการสั่นของอนุภาค
อันเนื่องมาจากสนามไฟฟาภายในระบบสูงกวาความถ่ีของสนามแมเหล็กที่เขามากระทําดวยแลว 
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ความสามารถในการหนวงอนุภาคใหมีความเร็วชาลงโดยการบังคับใหอนุภาคหมุนนั้นจะต่ํากวา
กรณีที่สนามแมเหล็กมีความถี่สูง จากรูปที่ 5.22 จะเห็นวา อนุภาคถูกเรงใหมีความเร็วสูงขึ้นทั้งใน
แนวแกน x และ y ความเร็วที่มีแนวโนมวาจะเพิ่มสูงขึ้นอยางตอเนื่องนี้ในที่สุดจะนําไปสูการลูออก
ในทางการคํานวณ โดยในความเปนจริงที่เกิดขึ้นนั้นเปนเพราะระบบไมสามารถกักเก็บอนุภาคไว
ไดจึงสูญเสียอนุภาคเหลานั้นออกไปจากระบบ ซ่ึงถาไมตองการใหระบบสูญเสียอนุภาคออกไปจน
นําไปสูการสูญเสียสภาวะพลาสมา ระบบจะตองปลดปลอยพลังงานที่เกิดขึ้นจากการสั่นอยาง
รวดเร็วนี้ออกไปซึ่งพลังงานดังกลาวโดยสวนใหญแลวจะปรากฏอยูในรูปของความรอน 
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รูปท่ี 5.22   ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนในระบบพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามแมเหล็กภายนอก

ความถี่ pωω 5.0=  

5.1.4  สนามแมเหล็กไฟฟาความถีต่างๆ 

 ถาระบบพลาสมาถูกรบกวนดวยสนามแมเหล็กไฟฟาซึ่งสามารถเขียนสนามไฟฟาและ
สนามแมเหล็กแยกออกจากกนัไดวา              

                                                         xtE ˆcos0.5 ω=
v  

และ                                                 ztB cos100.1  ˆ6 ω−×=
v

 ซ่ึงจะพิจารณาระบบซึ่งถูกรบกวนดวยสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกที่มีความถี่ตางๆ โดย
เคลื่อนที่เขามาในระบบทางตําแหนง (0,0) ดังตอไปนี้ 
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5.1.4 (ก) เม่ือ pωω =  

 เพื่อความสะดวกตอการพิจารณาจะแยกผลของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กที่เขามา
กระทําตอระบบออกจากกัน ซ่ึงสนามไฟฟานั้นจะเรงใหอนุภาคเคลื่อนที่ตามแนวแกน x ในขณะที่
สนามแมเหล็กจะบังคับใหอนุภาคหมุนวนบนระนาบซึ่งตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ของสนามแมเหล็ก
นั้น จากการจําลอง ดังแสดงในรูปที่ 5.23 อิทธิพลของสนามไฟฟามีบทบาทตอการเคลื่อนที่ของ
อนุภาคมากในชวงเวลาตนๆ ของการจําลอง แตเมื่อเวลาประมาณ 1.5 x 10-6 วินาทีเปนตนไป จะ
เห็นวา อิทธิพลของความเรงอันเนื่องจากสนามไฟฟานั้นออนแรงลง โดยจะมีอิทธิพลของ
สนามแมเหล็กแรงขึ้นมาแทนจนสงผลใหเกิดการหนวงการเคลื่อนที่ของอนุภาคในแนวแกน x จาก
การถูกเรงดวยสนามไฟฟาที่เกิดขึ้นลงไปและผลักดันใหอนุภาคหมุนวนตามสนามแมเหล็กนั้น 
สําหรับการเคลื่อนที่ในแนวแกน y จะเห็นวา เมื่ออนุภาคถูกเรงใหมีความเร็วเพิ่มขึ้นจนถึงขนาด
หนึ่ง อนุภาคจะสามารถรับรูถึงการกระทําของสนามแมเหล็กภายนอกมากขึ้น ดวยอิทธิพลของ
สนามแมเหล็กดังกลาวที่เขามากระทํากับอนุภาคนั้นจะทําใหอนุภาคหมุนวนตามการสั่นของ
สนามแมเหล็กดวย   
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electron vx

รูปท่ี 5.23   ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนในระบบอนภุาคพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามแมเหล็ก
ไฟฟาภายนอกความถี่ pωω =  

สนามไฟฟาที่เกิดขึ้นมีลักษณะการเคลื่อนที่ซ่ึงประกอบไปดวยการหมุนและการเลื่อนที่
ออกไปจากตําแหนงสมดุลเดิม อันเนื่องมาจากอนุภาคไดรับอิทธิพลจากสนามแมเหล็กไฟฟา
ภายนอกทําใหอนุภาคหมุนวนแตเนื่องดวยสนามไฟฟาภายในซึ่งเกี่ยวเนื่องจากประจุไฟฟาและการ
เคลื่อนที่ของประจุไฟฟาทําใหอนุภาคเคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลดังกลาวโดยมีการเลื่อนที่ออกไปดวย 
ดังแสดงในรูปที่ 5.24  
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รูปท่ี 5.24   สนามไฟฟาในพื้นที่ [0][0] ที่เวลาตางๆ ในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ ภายใต

สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกความถี่ p  ωω =

สําหรับอิทธิพลของสนามแมเหล็กตอการหมุนวนของสนามไฟฟาที่เกิดขึ้น ณ เวลาใดๆ ได
แสดงไวในรูปที่ 5.25 ซ่ึงเปนผลจากการพิจารณาสืบเนื่องมาจากการเคลื่อนที่ของอนุภาคที่ไดรับ
ผลกระทบจากสนามแมเหล็กที่เขามารบกวน   
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                      (1)                                                                     (2) 
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                      (3)                                                                     (4) 

 รูปท่ี 5.25   ศักยไฟฟาและสนามไฟฟาในพื้นที่ตามแนวแกนที่เวลา 1.76 x 10-6 วินาที ในระบบ
อนุภาคพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามแมเหล็กภายนอกความถี่ pωω =  

      (1)  ศักยไฟฟาตามแกน x              (2)  สนามไฟฟาตามแกน x            
                   (3)  ศักยไฟฟาตามแกน y        (4)  สนามไฟฟาตามแกน y                 
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5.1.4 (ข) เม่ือ pωω >  

กรณี     pωω 2=  

 ผลจากการถูกรบกวนดวยสนามแมเหล็กไฟฟาความถี่สูงทําใหอนุภาคถูกบังคับใหหมุน
ดวยความถี่สูงอยูบนระนาบซึ่งตั้งฉากกับสนามแมเหล็กและยังไดรับอิทธิพลของสนามไฟฟา
ภายในดวยจึงทําใหอนุภาคมีการเลื่อนที่ออกไปจากตําแหนงสมดุลเดิม จากรูปที่ 5.26 จะเห็นวา 
ความเร็วในแนวแกน x มีการสั่นดวยความเร็วสูงจากการกระตุนจากสวนของสนามไฟฟาภายนอก
ที่เขามารบกวนในทิศ x   
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รูปท่ี 5.26   ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนในระบบพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามแมเหล็กไฟฟา
ภายนอกความถี่ p2=   ωω

สนามไฟฟาซึ่งไดรับผลจากสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกที่เขามารบกวนทําใหเคลื่อนที่
ดวยความถี่เดียวกับสนามภายนอก ดังแสดงในรูปที่ 5.27 
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รูปท่ี 5.27   สนามไฟฟาในพื้นที่ [0][0] ที่เวลาตางๆ ในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ ภายใต
สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกความถี่ p2=  ωω
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5.1.4 (ค) เม่ือ pωω <  

 กรณีสนามแมเหล็กไฟฟาความถี่ต่ําเขามารบกวนระบบทําใหอนุภาคบางตัวที่สามารถรับรู
ถึงอิทธิพลของสนามภายนอกที่เขามารบกวนแสดงพฤติกรรมภายใตการกระตุนนั้น การแสดงออก
ของอนุภาคจะมีอิทธิพลตออนุภาคใกล เคียงทําใหมีพฤติกรรมเปลี่ยนแปลงไปซึ่งผลการ
เปล่ียนแปลงดังกลาวก็จะไปมีผลใหอนุภาคขางเคียงตัวอ่ืนแสดงพฤติกรรมตอบสนองการ
เปลี่ยนแปลงดังกลาวที่เกิดขึ้น โดยกระบวนการที่เกิดขึ้นนี้จะดําเนินตอเนื่องไปในขอบเขตการรับรู
ของ Debye ซ่ึงสรางกําแพงศักยกั้นไมใหรับรูอิทธิพลของสนามไฟฟาภายนอก อยางไรก็ตามการ
ถายทอดอิทธิพลของสนามภายนอกที่เขามารบกวนระบบจะดําเนินไปอยางตอเนื่องโดยผานกลไก
การรับรูและถายทอดอิทธิพลการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นของอนุภาค 

 จากรูปที่ 5.28 (1) และ (2) ซ่ึงแสดงการรับรูสนามไฟฟาของอนุภาคในพื้นที่ [0][0] จะเห็น
วา อนุภาครูสึกถึงสนามไฟฟาที่เคลื่อนที่ในทิศทาง x วาสั่นดวยความถี่เดียวกับสนามแมเหล็กไฟฟา
ที่มากระทํา และรูสึกถึงสนามไฟฟาที่เคลื่อนที่ในทิศทาง y ซ่ึงเกิดขึ้นจากอิทธิพลของประจุภายใน
บริเวณขางเคียง สําหรับสนามไฟฟาที่อนุภาครับรูไดแสดงในรูปที่ 5.28 (3) และ (4) นั้น ผลที่
เกิดขึ้นประกอบไปดวยผลจากอิทธิพลของประจุภายในและอิทธิพลจากสนามภายนอกที่เขามา
รบกวนทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงรวมกันอยางใกลชิด  
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รูปท่ี 5.28   การเปลี่ยนแปลงในระบบพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกความถี่ 

pωω 5.0=  
                 ตามเวลา         :        (1)   ศักยไฟฟา           (2)  สนามไฟฟา                                   

ตามแนวแกน   :        (3)   ศกัยไฟฟา           (4)  สนามไฟฟา     
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5.1.5 ความรอน T = 10,000 K 

ภายใตความรอนที่เขามารบกวนระบบ อนุภาคที่อยูในระบบจะรับเอาพลังงานความรอนไป
ใชในการเคลื่อนที่ของอนุภาค ความรอนทําใหอนุภาคมีความสามารถในการเคลื่อนที่มากขึ้น 
กลาวคือ ถาระบบมีความรอนมาก อนุภาคก็จะมีความเร็วมากซึ่งอัตราเร็วที่สูงขึ้นนั้นจะแปรตาม
ปริมาณความรอนที่สูงขึ้น  

สําหรับการจําลองระบบอนุภาคภายใตสมดุลความรอนคาหนึ่ง (T = 10,000 K) ได
พิจารณาความรอนนี้วามีการกระจายตัวอยางคงตัวและทั่วถึง (Isothermal) อยูตลอดเวลา อนุภาค
พลาสมาสามารถรับถายโอนความรอนนี้ไดอยางสมบูรณและไมผลิตความรอนขึ้นจากการเคลื่อนที่  

5.1.5 (ก)  ไมถกูรบกวนจากสนามภายนอก  

 เมื่อระบบมีอุณหภูมิไมเทากับศูนย อนุภาคพลาสมาจะมีอัตราเร็วคาหนึ่งตามระดับอุณหภูมิ
นั้นๆ จากรูปที่ 5.29 จะเห็นวา อนุภาคจะสั่นแบบแคบๆไปพรอมกับการหมุนดวยความเร็วที่สูงกวา
กรณีที่ระบบไมมีความรอน  
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รูปท่ี 5.29   ความเร็วของอนุภาคอิเล็กตรอนตามแนวแกน ณ เวลา 0 วินาที ในระบบอนุภาค
พลาสมา 2 มิติ ภายใต T =10,000 K และไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก  

เมื่อพิจารณาการเปลี่ยนแปลงความหนาแนนของอนุภาคตอเวลาในพื้นที่ใดๆ จากรูปที่ 5.30 
จะเห็นวา มีการเปลี่ยนแปลงตอเวลาตางๆเกิดขึ้นอยางรวดเร็วซ่ึงเปนผลที่แสดงใหเห็นวาอนภุาคเกดิ
การเปลี่ยนแปลงตําแหนงอยางรวดเร็วในเวลาตางๆ อันเนื่องมาจากการสั่นอยางรวดเร็วของอนุภาค
ซ่ึงไดรับความรอน  
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รูปท่ี 5.30   การเปลี่ยนแปลงความหนาแนนของไหลอิเล็กตรอนที่เวลาตางๆ ในระบบอนุภาค

พลาสมา 2 มิติ ภายใต T =10,000 K และไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก 
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       (1)                                                                                                 (2) 

รูปท่ี 5.31  สนามไฟฟาภายในพื้นที่ [0][0] ที่เวลาตางๆในระบบพลาสมา 2 มิติ ภายใต T =10,000 
K และไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก  

                 (1)  ศักยไฟฟา                             (2)  สนามไฟฟา 

 จากการเปลี่ยนแปลงการเคลื่อนที่อยางรวดเร็วของอนุภาคในระบบไดทําใหสนามไฟฟาที่
เกิดขึ้นเมื่อระบบอยูภายใตความรอนนั้นสั่นดวยความถี่สูงขึ้น ดังแสดงในรูปที่ 5.31        

5.1.5 (ข) ภายใตสนามแมเหลก็ไฟฟาภายนอก  

 เมื่อระบบซึ่งอยูในสมดุลความรอน T = 10,000 K ถูกรบกวนจากสนามแมเหล็กไฟฟาที่
ส่ันดวยความถี่เดียวกับความถ่ีการสั่นพลาสมา อิทธิพลของความรอนทําใหอนุภาคสั่นดวยความถี่
สูงในขณะที่สนามแมเหล็กไฟฟาจะบังคับการเคลื่อนที่ของอนุภาค จากรูปที่ 5.32 จะเห็นวา 
สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกสงผลใหอนุภาคเคลื่อนที่ในแนวแกน x เร็วขึ้น เนื่องจากสนามไฟฟา
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ภายนอกเคลื่อนที่ในแนวแกน x ขณะที่ความเร็วในแนวแกน y มีคาคอนขางจํากัด เนื่องจากการ
เคลื่อนที่แบบหมุนวนรอบแกนอันเปนผลมาจากสนามแมเหล็กในแนวแกน z 
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 รูปท่ี 5.32  ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนในระบบพลาสมา 2 มิติ ภายใต T = 10,000 K และ

สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก pωω =   

ลักษณะของสนามไฟฟาในกรณีนี้ในพื้นที่ (0,0) เปนดังแสดงในรูป 5.33 
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      (1)                                                                       (2) 

รูปท่ี 5.33   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาของสนามภายในระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติ ภายใต T = 
10,000 K และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก pωω =  

                   (1)  ศักยไฟฟา                    (2)  สนามไฟฟา 

 สําหรับลักษณะของสนามไฟฟาในระบบยังคงเปนผลอันเนื่องมาจากอิทธิพลภายในและ
การเหนี่ยวนําของสวนของสนามแมเหล็กไฟฟาที่เขามารบกวนเปนสําคัญ ดังแสดงในรูปที่ 5.34 
ภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาที่เขามารบกวนระบบที่อยูในความรอน T = 10,000 K นั้น อนุภาค
พลาสมาซึ่งเปนอนุภาคที่มีประจุจะตอบสนองตอการเปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กไฟฟาที่เขามา
กระทําเปนอยางมากสําหรับอนุภาคที่สามารถรับรูสนามภายนอกไดและจะถายทอดผลกระทบที่
เกิดขึ้นนี้ไปยังอนุภาคอื่นๆในระบบ   
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รูปท่ี 5.34  การเปลี่ยนแปลงตามแนวแกนของสนามภายในระบบอนภุาคพลาสมา 2 มิติ ภายใต T = 
10,000 K และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก pωω =   

     (1)  ศกัยไฟฟาตามแกน x              (2)  สนามไฟฟาตามแกน x            
                   (3)  ศักยไฟฟาตามแกน y       (4)  สนามไฟฟาตามแกน y 

5.2      การจําลองพลาสมา 3 มิติ 

เนื่องจากระบบ 2 มิติไมปรากฏสนามแมเหล็กที่เกิดขึ้นจากการเหนี่ยวนําของสนามไฟฟา
ภายในระบบเพื่อศึกษาถึงความสัมพันธของสนามทั้ง 2 ดังนั้นจึงไดขยายขอบเขตของระบบไปเปน 
3 มิติ โดยกําหนดพารามิเตอรที่ใชในการจําลองดังแสดงในตารางที่ 5.2 ภายใตสภาวะแวดลอม
ระบบตางๆ ซ่ึงไดแก ไมมีการรบกวนจากสนามภายนอก, ถูกรบกวนดวยสนามแมเหล็กไฟฟา
ความถี่ ω = ωp , อยูในสมดุลความรอน T = 10,000 K และถูกรบกวนดวยสนามแมเหล็กไฟฟา
ความถี่ ω = ωp ในขณะที่ระบบอยูในความรอน T = 10,000 K 

 ในการวิเคราะหนี้ จะระบุปริมาตรที่บรรจุพลาสมาที่ตองพิจารณาการเคลื่อนที่โดยพิจารณา
จากดัชนี [i][j][k] โดยที่ i j และ k เปนดัชนีช้ีลําดับของปริมาตรในแนวแกน x y และ z ตามลําดับ  
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ตารางที่  5.2   พารามิเตอรในการจําลองอนุภาคพลาสมา 3 มิติ 

พารามิเตอร ขนาด 
ความยาวดาน ( ln ) 1 เมตร 
จํานวนกริด (ngrid) ตอดาน 15 กริด 
จํานวนอนุภาคจําลอง (npar) 421,845 อนุภาค 
จํานวนอนุภาคจริงตอ 1 อนุภาคจําลอง (rat)  1.0 x 106 อนุภาคจริง/อนุภาคจําลอง 
จํานวนขอมูลตอ 1 รอบการสั่นพลาสมา (di) 
(ใชกําหนดเวลาของรอบการคํานวณ 

di
t

dt p= ซ่ึง tp 

คือ คาบการสั่นพลาสมา) 

 
100 ขอมูล/การสั่น 1 รอบ   

 

จํานวนครั้งของรอบเวลาการคํานวณ (ntime) 1,000 คร้ัง 
ความคลาดเคลื่อนที่ยอมรับในการคํานวณศักยไฟฟา 
(err_criteria) 

1.0 x 10-5 V 

จํานวนรอบที่มากที่สุดของการคํานวณศักยไฟฟา 
(IterMax) 

1,000 รอบ 

5.2.1     ไมถูกรบกวนดวยสนามภายนอก 

 อนุภาคซึ่งกระจายตัวอยูอยางสุมในระบบ ณ เวลาเริ่มตน t = 0 วินาที ดังแสดงในรูปที่ 5.35 
โดยมีอนุภาคโปรตอนกระจายตัวอยางคงตัวและหยุดนิ่งอยูตลอดเวลา ดวยเหตุที่วาโปรตอนมีการ
เปลี่ยนแปลงการเคลื่อนที่นอยมากเมื่อเทียบกับการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นกับอิเล็กตรอนอัน
เนื่องมาจากความเฉื่อยจึงไดประมาณวาโปรตอนหยุดนิ่งอยูในระบบ   
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รูปท่ี 5.35   การกระจายของอนุภาคอิเล็กตรอนในพื้นที่ [0][0][0] ณ เวลาเริ่มตน (t = 0 วินาที) ใน

ระบบอนุภาคพลาสมา 3 มิต ิ
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 ผลอันเนื่องมาจากประจุของอนุภาคทําใหอนุภาครับรูถึงศักยไฟฟาและสนามไฟฟาภายใต
ขอบเขตภายในกําแพงศักยอันเนื่องมาจากปรากฏการณ Debye จากรูปที่ 5.36 โดยอิทธิพลของ
สนามไฟฟาซึ่งอนุภาครับรูไดจากศักยไฟฟาที่เกิดขึ้น ขณะที่แรงลอเรนซมีขนาดเล็กกวามากๆ 
อนุภาคจึงเคลื่อนที่โดยผลของสนามไฟฟาเปนหลักดังแสดงในรูปที่ 5.37 

0.0E+00

1.0E+09

2.0E+09

3.0E+09

4.0E+09

5.0E+09

6.0E+09

0 2 4 6 8 10 12 14

num
ber

 of 
den

sity
 (m

-1 )

i

electron [i][0][0]
electron [0][i][0]
electron [0][0][i]

 
                                                (1)                                                                        

-0.03

-0.02

-0.01

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0 2 4 6 8 10 12 14

ele
ctr

ica
l po

ten
tial

 (V
) 

i

phi[i][0][0]
phi[0][i][0]
phi[0][0][i]

      
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 2 4 6 8 10 12 14

ele
ctr

ica
l  fi

eld
  (V

/m)

i

Ex[i][0][0]
Ey[0][i][0]
Ez[0][0][i]

 
         (2)                                                                              (3)                                                            

รูปท่ี 5.36   การเปลี่ยนแปลงตามแนวแกนในระบบอนภุาคพลาสมา 3 มิติที่เวลา 0 วนิาที กรณีไมถูก
รบกวนจากภายนอกและไมมีความรอน 

                   (1)  ความหนาแนนอนภุาคอิเล็กตรอน                             
                   (2)  ศักยไฟฟา                            (3)  สนามไฟฟา                         
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รูปท่ี 5.37   ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนที่เวลาตางๆ ในระบบอนภุาคพลาสมา 3 มิติ กรณีไมถูก

รบกวนจากภายนอกและไมมีความรอน 
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 การเคลื่อนที่ของอนุภาคสงผลตอการเปลี่ยนแปลงของสนามไฟฟาในเวลาตางๆของระบบ
ดังแสดงในรูปที่ 5.38  
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รูปท่ี 5.38   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาในพืน้ที่ [0][0][0] ในระบบอนภุาคพลาสมา 3 มิติ กรณีไมถูก
รบกวนจากภายนอกและไมมีความรอน 

                   (1)  ความหนาแนนอนภุาคอิเล็กตรอน                             
                   (2)  ศักยไฟฟา                            (3)  สนามไฟฟา                         

5.2.2     สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกความถี่ ω = ωp

 เมื่อระบบถูกกระตุนจากสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกที่มีความถี่เดียวกับความถี่การสั่น
พลาสมาทําใหอนุภาคซึ่งสามารถรับรูถึงสนามนี้ไดนั้นถูกเรงใหเคลื่อนที่ดวยความเร็วสูงขึ้นและ
เคลื่อนที่ดวยความถี่เดียวกับสนามภายนอกที่เขามากระตุนดังแสดงในรูปที่ 5.39  
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รูปท่ี 5.39   ความเร็วของของไหลอิเล็กตรอนที่เวลาตางๆ ในระบบอนภุาคพลาสมา 3 มิติ ภายใต
สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก p  ωω =

 การเคลื่อนที่ของอนุภาคสงผลตอความหนาแนนของอนุภาคในบริเวณนั้นๆใหมีการ
เปล่ียนแปลงไปตามการเคลื่อนที่ของอนุภาคดวย ดังจะเห็นไดจากในรูปที่ 5.40 ซ่ึงความหนาแนน
ของอนุภาคในปริมาตร [0][0][0] มีการเคลื่อนไหวอันเนื่องมาจากการเคลื่อนที่เขาและออกของ
อนุภาคในปริมาตรนั้น 
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รูปท่ี 5.40   ความหนาแนนของของไหลอิเล็กตรอนที่เวลาตางๆ ในระบบอนุภาคพลาสมา 3 มิติ 

ภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก pωω =  

 ดังนั้นสนามแมเหล็กไฟฟาที่เกิดขึ้นในปริมาตรนี้จึงแสดงผลตอบสนองตอการกระตุนจาก
สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกดวยการเคลื่อนที่ดวยความถี่เดียวกับสนามที่เขามากระตุน การ
เปลี่ยนแปลงดังกลาวสรางผลกระทบตอสนามบริเวณอื่นในระบบ จากรูปที่ 5.41 สนามไฟฟาใน
ปริมาตร [11][2][4] ซ่ึงไมไดรับรูถึงสนามแมเหล็กไฟฟาโดยตรงนั้นจะไดรับผลกระทบจากการ
เปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นในบริเวณ [0][0][0]  
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รูปท่ี 5.41   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาของสนามแมเหล็กไฟฟาภายในพืน้ที่ [11][2][4] ในระบบ
อนุภาคพลาสมา 3 มิติ ภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก pωω =  

                    (1)  ศักยไฟฟา                          (2)  สนามไฟฟา 

                  จะเห็นวา การรบกวนระบบดวยสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกซึ่งสงผลตอการเคลื่อนที่
ของอนุภาคพลาสมาที่อยูในบริเวณหนึ่งซึง่ก็จะสงอิทธพิลออกไปยังบริเวณอืน่ๆ ถาสนามแมเหล็ก
ไฟฟาที่เขามากระตุนมีความแรงมากๆ อิทธิพลจากสนามดังกลาวจะสงผลตอการเปลี่ยนแปลงอยาง
รวดเร็วในระบบ 

5.2.3     ภายใตความรอน T = 10,000 K 

กรณีระบบพลาสมาอยูภายใตสมดุลความรอน T =10,000 K และระบบไมถูกรบกวนจาก
สนามภายนอก อนุภาคจะรับเอาความรอนไปทําใหอนุภาคเคลื่อนที่ดวยอัตราเร็วคาหนึ่งซึ่งสูงกวา
กรณีไมมีความรอน  จากรูปที่  5.42 จะเห็นวา  อนุภาคจะเคลื่อนที่แบบหมุนเนื่องจากแรง
สนามแมเหล็กไฟฟาที่อนุภาคนั้นรับรู การเคลื่อนที่ที่เกิดขึ้นนี้มีลักษณะเดียวกับกรณีที่ระบบไมมี
ความรอนแตมีอัตราเร็วที่สูงกวา  
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รูปท่ี 5.42   ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนตามเวลาในระบบอนุภาคพลาสมา 3 มิติ ภายใต T = 

10,000 K 
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จากการเคลื่อนที่ของอนุภาคจึงทําใหความหนาแนนที่เวลาตางๆในปริมาตรใดๆแสดงใน
รูปที่ 5.43 ซ่ึงการกระจายของอนุภาคที่เกิดขึ้นจะมีอิทธิพลทําใหเกิดสนามแมเหล็กไฟฟาในระบบ 
ณ เวลาใดเวลาหนึ่งดังแสดงในรูปที่ 5.44 
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รูปท่ี 5.43   ความหนาแนนของอนุภาคอิเล็กตรอนในพื้นที่ [0][0][0] ตามเวลาในระบบอนุภาค

พลาสมา 3 มิติ ภายใต T = 10,000 K 
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      (1)                                                                       (2) 

รูปท่ี 5.44   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาของศกัยและสนามไฟฟาในระบบอนุภาคพลาสมา 3 มิติ 
ภายใต T = 10,000 K 

                    (1)  ศักยไฟฟา                     (2)  สนามไฟฟา 

 สนามไฟฟาที่เกิดขึ้นจากการสั่นของสนามใน 3 มิติมีผลเหนี่ยวนําใหเกิดสนามเหล็กขึ้น
โดยมีขนาดเล็กมาก  

5.2.4      สนามแมเหล็กไฟฟาความถี่ ω = ωp และอุณหภูมิ 10,000 K 

สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกจะออกแรงเรงใหของไหลเคลื่อนที่ดวยอิทธิพลของสนาม 
จากรูปที่ 5.45 อนุภาคจะเคลื่อนที่ดวยความถี่เดียวกับสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก สําหรับอิทธิพล



76 

ของความรอนที่ตอการเคลื่อนที่ของของไหลปรากฏออกมานอยทั้งนี้เพราะผลอันเนื่องมาจากความ
รอนถูกหักลางอันเนื่องมาจากการเคลื่อนที่ขององคประกอบภายใน 
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รูปท่ี 5.45   ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนตามเวลาในระบบอนุภาคพลาสมา 3 มิติ ภายใต T = 

10,000 K และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก pωω =  

 การเคลื่อนที่ที่เกิดขึ้นทําใหความหนาแนนของอนุภาคในปริมาตรใดๆเปลี่ยนแปลงตาม
เวลาดังแสดงในรูปที่ 5.46 ซ่ึงจะสงผลใหตอสนามไฟฟาในระบบในเวลาตอมา 
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รูปท่ี 5.46   ความหนาแนนของอนุภาคอิเล็กตรอนในพื้นที่ [11][2][4] ตามเวลาในระบบอนุภาค
พลาสมา 3 มิติ ภายใต T = 10,000 K และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก pωω =  

สนามแมเหล็กไฟฟาในปริมาตร [0][0][0] ซ่ึงรับรูถึงอิทธิพลของสนามภายนอกในเวลา
ตางๆ ที่เขามารบกวนระบบ อนุภาคในปริมาตรนี้จะรับรูถึงสนามแมเหล็กที่เขามากระตุนซึ่งจะ
บังคับใหอนุภาคเคลื่อนที่แบบหมุนวน การคลื่อนที่ของอนุภาคในปริมาตรนี้จะสงผลกระทบตอ
สนามในบริเวณตางๆในระบบ จากรูป 5.47 สนามไฟฟาในปริมาตร [11][2][4] จะรับรูอิทธิพลของ
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สนามภายนอกผานจากผลที่เกิดขึ้นใน [0][0][0] ซ่ึงถาหากอนุภาคอยูหางไกลจากบริเวณที่สามารถ
รับรูสนามมากๆ อิทธิพลของสนามที่มีตออนุภาคก็จะมีนอยหรือจะไมมีเลย  
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รูปท่ี 5.47   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาของสนามแมเหล็กไฟฟาภายในปริมาตร [11][2][4] ในระบบ
พลาสมา 3 มิติ ภายใต T = 10,000 K และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก pωω =  

                    (1)  ศักยไฟฟา                         (2)  สนามไฟฟา  

             ระบบพลาสมาที่ถูกรบกวนดวยสนามแมเหล็กไฟฟาอยูตลอดเวลา ณ เวลาใดเวลาหนึ่งจะ
เห็นวาการเปลี่ยนแปลงตามแนวแกนมีลักษณะการเปลี่ยนแปลงแบบคาบอันเนื่องมาจาก
สนามแมเหล็กไฟฟาในระบบ 3 มิติ 

ดวยเหตุที่ความคลาดเคลื่อนของการจําลองดวยแบบจําลองอนุภาคมีคาสูง (≅ 50%) ซ่ึงเกิด
จากความคลาดเคลื่อนอันเนื่องจากการปดเศษที่เกิดจากการคํานวณคาที่มีความแตกตางกันมากทํา
ใหการจําลองจากแบบจําลองนี้ขาดความแมนยําและมีความจําเปนที่จะตองจํากัดขอบเขตการจําลอง
อยางมาก ทั้งจํานวนของอนุภาคจําลองและเวลาซึ่งตองมีขนาดไมสูงเกินไปเพราะจะทําใหการ
ติดตามการเคลื่อนที่ของอนุภาคจําลองแตละตัวสรางความคลาดเคลื่อนรวมของระบบใหมีคาสูงจน
การจําลองไมมีความเชื่อถือในระดับที่ยอมรับไดและอาจจะนําไปสูการลูออกของการคํานวณซึ่งทํา
ใหไมสามารถจําลองเหตุการณทางพลาสมาได เพื่อแกปญหาดังกลาวจะดําเนินการจําลองโดยระบบ
ของไหลซึ่งนาจะมีความคลาดเคลื่อนต่ํากวาและมีประสิทธิภาพในการคํานวณสูงกวา แตทั้งนี้
ทั้งนั้นการจําลองจะยังคงกระทําภายใตสภาวะแวดลอมของระบบที่ไดจําลองดวยแบบจําลอง
อนุภาคเพื่อจะสามารถนําผลการจําลองมาเปรียบเทียบกันได โดยจะไดกลาวตอไปในบทถัดไป 

 

 

 



 

บทที่ 6 
วิเคราะหและผล 

การจําลองระบบของไหลพลาสมา 

 การจําลองระบบดวยแบบจําลองของไหลจะใชพารามิเตอรเดียวกับการจําลองระบบ
อนุภาคพลาสมาในบทที่ 5 การจําลองแบบของไหลใชการพิจารณาระบบจากพฤติกรรมโดยรวมที่
แสดงออกเปนหลักแทนการพิจารณาพฤติกรรมของอนุภาคแตละตัว เนื่องจากในทางการคํานวณ
นั้นการพิจารณาอนุภาคแตละตัวนั้นจะกอใหเกิดความคลาดเคลื่อนสูงดวยสาเหตุหลักเนื่องมาจาก
ความแตกตางในเชิงตัวเลขที่ใชในการคํานวณซึ่งมีขนาดที่แตกตางกันมากทําใหมีความผิดพลาดได
มาก ซ่ึงดวยเหตุผลในเชิงสถิติแลวกรณีที่พิจารณาระบบซึ่งประกอบไปดวยอนุภาคจํานวนมากๆ 
การแสดงออกของระบบจะเปนไปโดยรวมมากกวาโดยอนุภาคเดี่ยวๆ ในการจําลองระบบของไหล
พลาสมานี้จะไดกําหนดใหอิทธิพลของอนุภาคเดี่ยวเกิดขึ้นในเวลาเริ่มตนของการจําลองเทานั้นจาก
การจําลองตําแหนงของอนุภาค จากนั้นจะพิจารณาอิทธิพลของอนุภาคในลักษณะของไหลที่
เคลื่อนที่อยูในระบบแทน   

 การจําลองของไหลพลาสมาจะจําลองภายใตอิทธิพลของสภาวะแวดลอมตางๆ ดังนี้คือ 
กรณีไมถูกรบกวนจากภายนอก, กรณีถูกรบกวนจากสนามแมเหล็กไฟฟา, กรณีอยูในสมดุลความ
รอน T = 10,000 K และกรณีระบบถูกรบกวนจากสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกขณะที่อยูในสมดุล
ความรอน T = 10,000 K ซ่ึงไดผลการจําลองดังตอไปนี้ 

6.1    การจําลองระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ  

สําหรับการจําลองระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ โดยกําหนดพารามิเตอรสําหรับการจําลอง
ใหมีคาเดียวกันกับการจําลองระบบอนุภาคพลาสมาในบทที่ 5 ที่ผานมาเพื่อความสะดวกในการ
พิจารณาเปรียบเทียบผลการจําลอง  

 6.1.1     ไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก 

 ความไมสมดุลของประจุภายในของของไหลในบริเวณตางๆในขณะเวลาเริ่มตนจะสราง
สนามไฟฟาภายในระบบอันเปนการเริ่มตนของปรากฏการณของไหลพลาสมาที่ไดจําลองขึ้น ดัง
แสดงในรูปที่ 6.1  
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รูปท่ี 6.1  ความหนาแนนของไหลอิเล็กตรอนตามแนวแกนที่เวลาเริ่มตน (t = 0 วินาที) ในระบบ
พลาสมา 2 มิติ กรณีไมถูกรบกวนจากภายนอก   

เนื่องดวยความหนาแนนประจุของของไหลในบริเวณตางๆ ณ เวลาเริ่มตนมีความแตกตาง
นี้เองจึงสรางสนามไฟฟาภายในขึ้นมาดังแสดงในรูปที่ 6.2 ซ่ึงสนามที่เกิดขึ้นมีการเปลี่ยนแปลงอยู
บนระนาบ xy ดวยอิทธิพลของกําแพงศักยจะทําใหของไหลในบริเวณใดๆสามารถรับรูสนามไฟฟา
ซ่ึงเปนผลจากความแตกตางของความหนาแนนประจุ ณ บริเวณรอบๆบริเวณนั้น  
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       (1)                                                                                   (2) 
 รูปท่ี 6.2  ศักยไฟฟาและสนามไฟฟาตามแนวแกนที่เวลาเริ่มตน (t = 0 วินาที) ในระบบของไหล

พลาสมา 2 มิติ ภายใตอิทธิพลจากองคประกอบภายในพลาสมา 
                    (1)   ศักยไฟฟา       (2)  สนามไฟฟา 

สําหรับกรณีที่ไมมีสนามจากภายนอกเขามารบกวน สนามไฟฟาและสนามแมเหล็กภายใน
ซ่ึงเกิดจากองคประกอบที่มีประจุของของไหลพลาสมาจะมีอิทธิพลสําคัญตอพฤติกรรมของ
พลาสมาทั้งรูปแบบของสนามและการเคลื่อนที่ของของไหลพลาสมา โดยในที่นี้ไมมีความรอนใน
ระบบหรือระบบอยูภายใตสมดุลความรอน T = 0 K  
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ดวยแรงเนื่องจากสนามไฟฟาภายในที่เกิดขึ้นที่กระทํากับประจุภายในของไหลจะเรงให
ของไหลเคลื่อนที่ไปตามทิศทางเดียวกับสนามไฟฟา จากรูปที่ 6.3 จะเห็นวา ของไหลเคลื่อนที่แบบ
ส่ันภายใตอิทธิพลของสนามไฟฟาที่เกิดขึ้นซึ่งลักษณะการสั่นนี้เมื่อเปรียบเทียบกับการจําลองจาก
แบบจําลองอนุภาคแลวพบวาของไหลเคลื่อนที่แบบสั่นดวยความสม่ําเสมอกวาเทียบกับเมื่อ
พิจารณาการเคลื่อนที่ของอนุภาคซึ่งปรากฏวาอนุภาคถูกเรงใหเคลื่อนที่ดวยความเร็วสูงขึ้นเมื่อเวลา
ผานไป ทั้งนี้ถาผลของพลาสมาเปนการแสดงออกในเชิงมหภาคของอนุภาคเดี่ยวเล็กๆจํานวนมาก
ซ่ึงเปนองคประกอบในระบบ ดังนั้นผลเฉลี่ยของความเร็วของอนุภาคทั้งหมดในบริเวณใดๆจากการ
จําลองดวยแบบจําลองอนุภาคควรจะสอดคลองกันกับผลของไหลที่ปรากฏในการจําลองนี้ 
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รูปท่ี 6.3   ความเร็วของไหลอิเล็กตรอนในบริเวณ [0][0] ที่เวลาตางๆ ในระบบของไหลพลาสมา 2 
มิติ กรณีพลาสมาไมถูกรบกวนจากภายนอกและไมมีความรอน 

การเคลื่อนที่ของของไหลทําใหเกิดการกระจายของของไหลตามเวลาตางๆ มีการ
เปลี่ยนแปลงไปดังแสดงในรูปที่ 6.4 
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รูปท่ี 6.4  ความหนาแนนของไหลอิเล็กตรอนในบริเวณ [0][0] ตามเวลา ในระบบพลาสมา 2 มิติ 
กรณีไมถูกรบกวนจากภายนอก   
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ซ่ึงของไหลสามารถรับรูถึงสนามไฟฟาที่เกิดขึ้นจากการเปลี่ยนแปลงการเคลื่อนที่ของของ
ไหลเองนั้นวาสั่นอยูบนระนาบการเคลื่อนที่ของของไหล ทั้งนี้ของไหลจะรับรูถึงความแรงของ
สนามไฟฟาในพื้นที่ใดๆดวยขนาดเฉลี่ยของอนุภาคเดี่ยวแตละตัวทั้งหมดในพื้นที่นั้นๆรับรู ดัง
แสดงในรูปที่ 6.5 
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(1)                                                                                            (2) 

รูปท่ี 6.5  ศักยไฟฟาและสนามไฟฟาในบริเวณ [0][0] ในระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ ภายใต
อิทธิพลจากองคประกอบภายในพลาสมา 

    (1)  ศักยไฟฟา    (2)  สนามไฟฟา 

6.1.2      ภายใตสนามแมเหลก็ไฟฟาภายนอกความถี่ ω = ωp = 2.25 × 107 rad/sec 

 อิทธิพลของสนามแมเหล็กไฟฟาที่เขามารบกวนระบบจะสรางอิทธิพลตอของไหลเหนือ
สนามไฟฟาภายในระบบที่เกิดขึ้นซึ่งในการเคลื่อนที่ตามแกน x จะทําใหเกิดการเคลื่อนที่แบบสั่น
ดวยความถี่เดียวกับสนามแมเหล็กไฟฟาที่เขามารบกวนดังแสดงในรูปที่ 6.6 
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รูปท่ี 6.6  ความเร็วของไหลอิเล็กตรอนในบริเวณ [0][0] ในระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ ภายใต
สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกความถี่  sec/1025.2 7 rad×== ωω p
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จากการเคลื่อนที่ของของไหลทําใหศักยไฟฟาและสนามไฟฟาเปลี่ยนแปลงตอเวลาดัง
แสดงในรูปที่ 6.7 
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    (1)                                                                                                 (2) 

รูปท่ี 6.7   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาในบริเวณ [0][0] ของระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ ภายใต
สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกความถี่  sec/1025.2 7 radp ×== ωω

                 (1)  ศักยไฟฟา                          (2)  สนามไฟฟา 

ณ เวลาใดเวลาหนึ่งของไหลจะสั่นในบริเวณตางๆ ดังแสดงในรูปที่ 6.8 ซ่ึงดวยการเคลื่อน
ที่นี้เองมีอิทธิพลทําใหเกดิสนามไฟฟาในพื้นที่นั้นๆ ดังแสดงในรูปที่ 6.9 
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รูปท่ี 6.8   ความหนาแนนของไหลอิเล็กตรอนในพืน้ที่ตามแนวแกนที่เวลา 1.79 x 10-6 วินาทีใน
ระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ ภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกความถี่ 

 sec/1025.2 7 rad×== ωω p
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 (1)                                                                                            (2) 

รูปท่ี 6.9    การเปลี่ยนแปลงตามแนวแกนที่เวลา 1.79 x 10-6 วินาทีในระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ 
ภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกความถี่  sec/1025.2 7 radp ×== ωω

                   (1)  ศักยไฟฟา                  (2)  สนามไฟฟา 

6.1.3 ภายใตความรอน T = 10,000 K 

 ความรอนทําใหของไหลสั่นดวยความถี่สูงขึ้นทั้งในแนวแกน x และแกน y ของไหลจะสัน่
อยูบนระนาบ xy ดวยความถี่สูง ดังแสดงในรูปที่ 6.10 
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รูปท่ี 6.10   ความเร็วของไหลอิเล็กตรอนในระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ ภายใต T = 10,000 K  
และไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก  

สนามไฟฟาที่เกิดขึ้นซึ่งสงอิทธิพลตอของไหลสั่นดวยความถี่สูงขึ้นดวยอิทธิพลจากการ
ส่ันของของไหลซึ่งไดรับอิทธิพลจากความรอนดังแสดงในรูปที่ 6.11  
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    (1)                                                                                                 (2) 

รูปท่ี 6.11    สนามไฟฟาภายในบริเวณ [0][0] ที่เวลาตางๆ ในระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ ภายใต 
T = 10,000 K และไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก  

                  (1)  ศักยไฟฟา   (2)  สนามไฟฟา 

 สําหรับสนามไฟฟาที่เคลื่อนที่ตามแนวแกน ณ เวลาใดเวลาหนึ่งซึ่งไดรับอิทธิพลจากการ
เคลื่อนที่ของของไหลไมปรากฏผลกระทบที่เกิดขึ้นจากความรอนอยางมีนัยสําคัญ 
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    (1)                                                                                                 (2) 

รูปท่ี 6.12 สนามไฟฟาภายในพื้นที่ตามแนวแกนในระบบของไหลพลาสมา 3 มิติ ภายใต T =  
10,000 K และไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก  

               (1)  ศักยไฟฟา            (2)  สนามไฟฟา   

6.1.4   ภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาความถี่ ω = ωp = 2.25 × 107 rad/sec และความรอน T = 10,000  K 

 ผลจากการกระทําดวยสนามแมเหล็กไฟฟาและความรอนทําใหของไหลสั่นในทิศทาง x 
ดวยความเร็วสูงขึ้นโดยสั่นดวยความถี่เดียวกันกับสนามแมเหล็กไฟฟาที่เขามากระทํา ดังแสดงใน
รูปที่ 6.13 สําหรับในทิศทาง y จะเห็นวา ของไหลสั่นในทิศทางนี้ดวยความเร็วสูงและไดรับ
อิทธิพลของในสวนของสนามแมเหล็กที่บังคับใหการเคลื่อนที่ในทิศทางนี้ส่ันดวยความถี่เดียวกับ
สนาม 
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รูปท่ี 6.13   ความเร็วของอนภุาคอิเล็กตรอนในระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ ภายใต T = 10,000 K 
และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก   sec/1025.2 7 rad×== ωω p

 สนามไฟฟาที่เกิดขึ้นสั่นดวยความถี่ของสนามแมเหล็กไฟฟาที่เขามารบกวน สําหรับ
สนามไฟฟา ณ เวลาเวลาหนึ่ง จากรูปที่ 6.14 จะเห็นวา ของไหลภายในบริเวณ [0][0] จะสงผล
กระทบที่เกิดจากการรับรูสนามไฟฟาภายนอกเขาไปยังพื้นที่ขางเคียงผานทางการไหล 
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      (1)                                                                       (2) 

รูปท่ี 6.14   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาของสนามภายในระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ ภายใต T = 
10,000 K และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก  sec/1025.2 7 radp ×== ωω

                   (1)  ศักยไฟฟา  (2)  สนามไฟฟา 

ความรอนทําใหของไหลสั่นดวยความถี่สูงแตภายใตการรบกวนดวยสนามแมเหล็กไฟฟา 
ของไหลซึ่งมีประจุที่รับรูถึงสนามภายนอกนั้นจะไดรับอิทธิพลของสนามแมเหล็กไฟฟาที่บังคับให
ของไหลเคลื่อนที่ตามสนามนั้น ในขณะที่ในบริเวณพื้นที่อ่ืนที่ไมสามารถรับรูถึงสนามภายนอกได
จะแสดงออกตามอิทธิพลของความรอนแตอยางไรก็ตามผลของสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกที่เขา
มารบกวนจะสงผานการเคลื่อนที่ของของไหลไปยังของไหลบริเวณขางเคียง 
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      (1)                                                                       (2) 

รูปท่ี 6.15   การเปลี่ยนแปลงตามแนวแกนของสนามภายในระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ ภายใต T 
= 10,000 K และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก  sec/1025.2 7 radp ×== ωω

                   (1)  ศักยไฟฟา  (2)  สนามไฟฟา 

6.2    การจําลองระบบ 3 มิติ 

ตารางที่  6.1 พารามิเตอรในการจําลองของไหลพลาสมา 3 มิต ิ

พารามิเตอร ขนาด 
ความยาวดาน ( ln ) 1 เมตร 
จํานวนกริด (ngrid) ตอดาน 15 กริด 
จํานวนอนุภาคจําลอง (npar) 3,375,000 อนุภาค 
จํานวนอนุภาคจริงตอ 1 อนุภาคจําลอง (rat)  1.0 x 106 อนุภาคจริง/อนุภาคจําลอง 
จํานวนขอมูลตอ 1 รอบการสั่นพลาสมา (di) 
(ใชกําหนดเวลาของรอบการคํานวณ 

di
t

dt p= ซ่ึง tp 

คือ คาบการสั่นพลาสมา) 

 
100 ขอมูล/การสั่น 1 รอบ   

 

จํานวนครั้งของรอบเวลาการคํานวณ (ntime) 1,000 คร้ัง 
ความคลาดเคลื่อนที่ยอมรับในการคํานวณศักยไฟฟา 
(err_criteria) 

1.0 x 10-5 V 

จํานวนรอบที่มากที่สุดของการคํานวณศักยไฟฟา 
(IterMax) 

1,000 รอบ 
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6.2.1     ไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก 

กรณีที่ไมมีสนามจากภายนอกเขามารบกวนในระบบที่ไมมีความรอนหรือระบบอยูภายใต
สมดุลความรอน T = 0 K การกระจายตัวแบบปกติขององคประกอบภายในพลาสมาเมื่อเร่ิมตนทํา
ใหพลาสมามีความสามารถที่จะสรางสนามภายในขึ้นมาจากความหนาแนนประจุสุทธิที่เกิดจาก
ความไมเทากันของความหนาแนนของไหลอิเล็กตรอนกับของไหลโปรตอนในปริมาตรหนึ่งๆ ทํา
ใหเกิดศักยไฟฟาและสนามไฟฟาขึ้นมา สนามไฟฟาที่เกิดขึ้นจะมีอิทธิพลตอการเคลื่อนที่ของของ
ไหลทําใหของไหลเคลื่อนที่ซ่ึงจะสงผลใหการกระจายของของไหลที่เวลาตางๆ มีการเปลี่ยนแปลง
ไป ดังแสดงในรูปที่ 6.16  
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รูปท่ี 6.16   ความหนาแนนของไหลอิเล็กตรอนในปริมาตร [0][0][0] ที่เวลาตางๆ ในระบบของ
ไหลพลาสมา 3 มิติ กรณีไมถูกรบกวนจากภายนอกและไมมีความรอน 

เพราะการกระจายของของไหลที่มีประจุแตกตางกันทําใหเกิดศักยไฟฟาภายในปริมาตรขึ้น 
ซ่ึงมีความสัมพันธเปนไปตามสมการ Poisson นั่นทําใหเราสามารถประมาณศักยไฟฟาในปริมาตร
ตางๆในระบบพลาสมาได จากรูปที่ 6.17 แสดงการจําลองศักยไฟฟาและสนามไฟฟาที่เกิดขึ้นจาก
การเหนี่ยวนําของศักยไฟฟา ซ่ึงจะเห็นวา ศักยไฟฟาที่เกิดขึ้นจากพฤติกรรมโดยรวม (collective 
behavior) ของของไหลที่มีประจุในพลาสมาจะเหนี่ยวนําใหเกิดการสั่นของสนามไฟฟาทั้ง 3 
ทิศทางในระบบ 3 มิติ  
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(1)                                                                              (2) 

รูปท่ี 6.17   การเปลี่ยนแปลงของภายในปรมิาตรตามแนวแกน x ในระบบของไหลพลาสมา 3 มิติ 
กรณีไมถูกรบกวนจากภายนอกและไมมีความรอน                    
(1) ศักยไฟฟา                 (2)   สนามไฟฟา 

สนามไฟฟาและสนามแมเหล็กที่เกิดขึ้นจากของไหลพลาสมาจะมีอิทธิพลตอการเคลื่อนที่
ของของไหลพลาสมาทั้ง 2 ชนิด แตเนื่องจากของไหลทั้ง 2 ชนิดตอบสนองตอสนามแตกตางกัน
มากอันเปนผลเนื่องมาจากมวลของของไหล ดวยเหตุนี้ของไหลโปรตอนจึงเคลื่อนที่ชามาก เมื่อ
เปรียบเทียบกับการเคลื่อนที่ของของไหลอิเล็กตรอนจึงประมาณไดเสมือนกับวาของไหลโปรตอน
ไมเคลื่อนที่หรือหยุดนิ่งตลอดเวลาการจําลอง  ซ่ึงจากการจําลองดังแสดงในรูปที่ 6.18 ของไหล
อิเล็กตรอนเคลื่อนที่แบบสั่นตามแนวแกนแตละแกนในระบบ 3 มิติและมีการเลื่อนที่ออกไปจาก
ตําแหนงเดิม   
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รูปท่ี 6.18   ความเร็วของไหลอิเล็กตรอนในบริเวณ [0][0][0] ที่เวลาตางๆ ในระบบของไหล
พลาสมา 3 มิติ กรณีไมถูกรบกวนจากภายนอกและไมมีความรอน 
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  การเคลื่อนที่ของของไหลทําใหสนามไฟฟาในขณะเวลานั้นมีการเปลี่ยนแปลงซึ่งเปนผล
มาจากความหนาแนนของของไหลที่มีการเปลี่ยนแปลงไปและสงผลตอกระทบนี้ทําใหเกิดการ
เปล่ียนแปลงตอเวลาขึ้น  
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      (1)                                                                       (2) 

รูปท่ี 6.19   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาของสนามไฟฟาในระบบของไหลพลาสมา 3 มิติในบริเวณ 
[0][0][0] กรณีไมถูกรบกวนจากภายนอกและไมมีความรอน 

                   (1)  ศักยไฟฟา                    (2)  สนามไฟฟา 

6.2.2     ภายใตสนามแมเหลก็ไฟฟาภายนอกความถี่ ω = ωp= 2.25 × 107 rad/sec 

สนามแมเหล็กไฟฟาซึ่งสามารถบรรยายไดวา 

                                                         xtE ˆ)cos(100 ω=
v            V/m 

และ                                                  ztB ˆ)cos(100.1 ω×=  T 6−v

โดยที่สนามแมเหล็กไฟฟานั้นสั่นดวยความถี่เดียวกับความถี่การสั่นพลาสมาในระบบ 
สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกจะทําใหของไหลเคลื่อนที่ไปตามแนวของสนามแมเหล็กไฟฟาและ
ส่ันดวยความถี่เดียวกันกับสนาม การเคลื่อนที่ของของไหลบนระนาบ xy ซ่ึงเปนระนาบที่ตั้งฉาก
กับการสั่นสนามแมเหล็กภายนอกที่เขามารบกวนระบบเปนผลใหหนวงความเรงที่เกิดขึ้นจากแรง
อันเนื่องมาจากสนามไฟฟาใหเบี่ยงเบนไปจากแนวการเรงเดิมทําใหของไหลเบนการเคลื่อนที่
ออกไปยังอีกแกนหนึ่งซึ่งอยูบนระนาบที่ตั้งฉากกับการเคลื่อนของสนามแมเหล็กภายนอกซึ่งเปน
ผลใหของไหลเคลื่อนที่แบบหมุนวนดังแสดงในรูปที่ 6.20  
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รูปท่ี 6.20   ความเร็วของไหลอิเล็กตรอนในบริเวณ [0][0][0] ที่เวลาตางๆ ในระบบของไหล
พลาสมา 3 มิติ ภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก  sec/1025.2 radp ×== ωω 7

การเคลื่อนที่ของไหลภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกดังแสดงในรูปที่ 6.20 จะทําให
ความหนาแนนของไหลเปลี่ยนแปลงตอเวลา ซ่ึงจะไปมีผลทําใหสนามแมเหล็กไฟฟาในพลาสมา
เปล่ียนแปลงไปดวย ดังจะเห็นไดจากรูปที่ 6.21 
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รูปท่ี 6.21   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาภายในบริเวณ [0][0][0] ในระบบของไหลพลาสมา 3 มิติ 

ภายใตสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก  sec/1025.2 7 radp ×== ωω

                    (1)  ศักยไฟฟา                     (2)  สนามไฟฟา                 

6.2.3     ภายใตความรอน T = 10,000 K 

กรณีระบบพลาสมาอยูภายใตสมดุลความรอน T =10,000 K ซ่ึงกระจายความรอนอยูใน
ระบบเปนแบบ Isothermal และระบบไมถูกรบกวนจากสนามภายนอก พฤติกรรมของพลาสมาที่
เกิดขึ้นจะไดรับอิทธิพลจากสนามแมเหล็กไฟฟาและความรอนในระบบ  
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ภายใตระบบซึ่งอยูในความรอน ของไหลจะรับเอาพลังงานความรอนไปใชในการเคลื่อนที่
ซ่ึงของไหลจะเคลื่อนที่แบบสั่น แตเนื่องจากของไหลในระบบมีความหนาแนนสูงการสั่นไหวของ
ระบบจะเกิดอยางตอเนื่อง ของไหลสงทอดขอมูลการสั่นออกไปโดยพรอมกันซึ่งจะทําใหผล
โดยรวมที่เกิดขึ้นจะไมเห็นการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นจากความรอน จากรูปที่ 6.22 จะเห็นวา ของ
ไหลมีการเคลื่อนที่แบบหมุนดวยแรงสนามแมเหล็กไฟฟา  
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รูปท่ี 6.22   ความเร็วของไหลอิเล็กตรอนในบริเวณ [0][0][0] ในระบบของไหลพลาสมา 3 มิติ
ภายใต T = 10,000 K 

เนื่องจากอิทธิพลของความรอนตอระบบไมสูงมากเมื่อเปรียบเทียบกับสนามแมเหล็กไฟฟา 
จากรูปที่ 6.23 จะเห็นวา การเปลี่ยนแปลงตอเวลาที่เกิดขึ้นของสนามแมเหล็กไฟฟาไมแตกตางจาก
กรณีระบบไมมีความรอนซึ่งเปนผลมาจากพลังงานความรอนที่ของไหลไดรับหักลางผลกันไปจึง
ปรากฏผลจากความรอนออกมานอยมาก 
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      (1)                                                                       (2) 

รูปท่ี 6.23   การเปลี่ยนแปลงของสนามไฟฟาภายในตามเวลาในระบบของไหลพลาสมา 3 มิติใน
บริเวณ [0][0][0] ภายใต T = 10,000 K 

                   (1)  ศักยไฟฟา                   (2)  สนามไฟฟา                  
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ณ ขณะเวลาใดเวลาหนึ่ง การสั่นของสนามไฟฟาตามแนวแกน x แสดงในรูปที่ 6.24  

-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

0 2 4 6 8 10 12 14

ele
ctr

ica
l  fi

eld
  (V

/m
)

i

Ex[i][0][0]
Ey[i][0][0]
Ez[i][0][0]

 

รูปท่ี 6.24   การเปลี่ยนแปลงของสนามไฟฟาภายในปริมาตรตามแนวแกน x ในระบบของไหล
พลาสมา 3 มิติ ภายใต T = 10,000 K 

6.2.4     ภายใตสนามแมเหลก็ไฟฟาความถี ่ω = ωp= 2.25 × 107 rad/sec และความรอน T = 10,000  K 

สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกจะเรงใหของไหลเคลื่อนที่ดวยอิทธิพลของสนาม จากรูปที่ 
6.25 ของไหลสั่นดวยความถี่เดียวกับสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก สําหรับอิทธิพลของความรอนที่
ตอการเคลื่อนที่ของของไหลปรากฏออกมานอยทั้งนี้เพราะผลอันเนื่องมาจากความรอนถูกหักลาง
อันเนื่องมาจากการเคลื่อนที่ขององคประกอบภายใน 
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รูปท่ี 6.25   ความเร็วของไหลอิเล็กตรอนในบริเวณ [0][0][0] ในระบบของไหลพลาสมา 3 มิติ
ภายใต T = 10,000 K และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก 

 sec/1025.2 radp ×== ωω 7
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 ในระบบพลาสมาจะมีสนามแมเหล็กไฟฟาซึ่ง ณ เวลาใดเวลาหนึ่ง จะแสดงไดดังรูปที่ 6.26 
จะเห็นวา การเปลี่ยนแปลงของสนามไฟฟาตามแนวแกนมีลักษณะการเปลี่ยนแปลงแบบคาบ  
โดยตรงบริ เวณขอบของระบบจะรับรูสนามแม เหล็กไฟฟาที่ เขามารบกวน  ในสวนของ
สนามแมเหล็กจะสงอิทธิพลตอระบบในบริเวณระนาบซึ่ง z = 0 ซ่ึงจะทําใหของไหลหมุนวนใน
ระบบ 3 มิติ 
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รูปท่ี 6.26   การเปลี่ยนแปลงของสนามแมเหล็กไฟฟาภายในปริมาตรตามแนวแกนหนึ่งๆ ในระบบ
ของไหลพลาสมา 3 มิติ ภายใต T = 10,000 K และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก 

 sec/1025.2 radp ×== ωω 7

                   (1)  สนามไฟฟา                    (2)  สนามแมเหล็ก 

ในบริเวณ [0][0][0] จะรับรูถึงอิทธิพลของสนามภายนอกในเวลาตางๆ ดังแสดงในรูปที่ 
6.27 ซ่ึงแสดงใหเห็นถึงอิทธิพลของสนามภายนอกที่เขามารบกวนระบบ โดยจะเห็นวา ของไหลใน
ปริมาตรนี้จะรับรูถึงสนามแมเหล็กที่เขามากระตุนซึ่งจะบังคับใหของไหลเคลื่อนที่แบบสั่น  
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             (1)                                                                       (2) 

 
 รูปท่ี 6.27   การเปลี่ยนแปลงตามเวลาของสนามแมเหล็กไฟฟาภายในปริมาตร [0][0][0] ในระบบ

ของไหลพลาสมา 3 มิติภายใต T 10,000 K และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก 
 sec/1025.2 7 radp ×== ωω

                    (1)  ศักยไฟฟา                     (2)  สนามไฟฟา 
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การจําลองดวยแบบจําลองของไหลใหผลการจําลองสอดคลองกับการจําลองดวย
แบบจําลองอนุภาค โดยการจําลองดวยแบบจําลองของไหลมีความคลาดเคลื่อนที่ต่ํากวาและใชเวลา
ในการคํานวณต่ํากวาการจําลองดวยแบบจําลองอนุภาค ซ่ึงจากผลการจําลอง จะเห็นวา การจําลอง
ดวยแบบจําลองของไหลมีความตอเนื่องมากกวาการจําลองจากแบบจําลองอนุภาคซึ่งมีการแกวงคา
ของขอมูลสูงกวาและนี่เปนเหตุใหการจําลองจากแบบจําลองดังกลาวมีความคลาดเคลื่อนสูงกวา ซ่ึง
ความคลาดเคลื่อนที่สูงกวานี้ทําใหการจําลองดวยแบบจําลองอนุภาคตองจํากัดพารามิเตอรตางๆมาก
ซ่ึงนั่นหมายถึงการจําลองสามารถทําไดในสภาวะแวดลอมของระบบที่ไมซับซอนมากเพราะถา
ระบบมีความซับซอนมาก การคํานวณจะนําไปสูการลูออกซึ่งหมายถึงไมสามารถจําลองระบบใน
สภาวะแวดลอมดังกลาวได 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

บทที่ 7 
ความคลาดเคลื่อนการจําลอง 

 สําหรับเนื้อหาในบทนี้จะนําเสนอถึงความคลาดเคลื่อนการจําลองที่เกิดขึ้นโดยจะพิจารณา
จากการกระจายของขอมูลพลังงานในระบบรวมทั้งนําผลจากการจําลองไปเปรียบเทียบกับผลจาก
การคํานวณทางทฤษฎี หลังจากนั้นจะนําเสนอถึงขอจํากัดของการจําลองและทายสุดจะพิจารณาถึง
สาเหตุของความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้น ซ่ึงประกอบไปดวยสาเหตุหลักๆ 3 สาเหตุ ไดแก แบบจําลอง 
วิธีการประมาณเชิงตัวเลข และกระบวนการทางโปรแกรม 

 โดยธรรมชาติแลว ระบบจะพยายามรักษาพลังงานในระบบใหคงที่ สําหรับกรณีระบบปด
ซ่ึงไมติดตอกับสิ่งแวดลอมภายนอก ระบบจะไมสูญเสียพลังงานออกสูภายนอก แตถาระบบเปน
ระบบเปดซึ่งมีความสัมพันธกับสิ่งแวดลอมภายนอก ระบบอาจจะสูญเสียพลังงานใหแกส่ิงแวดลอม
ภายนอกได จากกฎการอนุรักษพลังงานดังกลาวจึงไดนํามาใชในการพิจารณาความคลาดเคลื่อนใน
ในการจําลอง ทั้งนี้จะทําการพิจารณาความคลาดเคลื่อนจากการจําลองระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ  
โดยจะพิจารณาพลังงานรวมในระบบ ณ เวลาใดๆ วาไดดําเนินอยูภายใตการอนุรักษพลังงานของ
ระบบซึ่งเปนระบบปด     

7.1        การกระจายของขอมูล 

 สําหรับการพิจารณาการกระจายของขอมูลเพื่อวิเคราะหความคลาดเคลื่อนนั้นจะใชขอมูล
พลังงานของระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ ซ่ึงพบวา อิทธิพลของอุณหภูมิมีสวนสําคัญตอการ
กระจายขอมูลพลังงาน ซ่ึงเมื่อจําลองระบบภายใตอุณหภูมิ 10,000 K ขอมูลพลังงานมีการกระจัด
กระจายของลดลง ภายใตการจําลองนี้ของไหลในระบบจะเคลื่อนที่ภายใตอิทธิพลของความรอนซึ่ง
ทําใหอิทธิพลเนื่องจากการสั่นของของไหลพลาสมาลดความสําคัญตอพลังงานรวมของระบบไป จงึ
ทําใหความคลาดเคลื่อนของพลังงานลดลงเมื่อเทียบกับขณะที่ไมมีความรอน 

7.1.1 T = 0 K 

กรณีการจําลองระบบซึ่งไมถูกรบกวนดวยสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกและไมมีความรอน 
พลังงานของระบบมีคา 6.71 x 10-11± 4.10 x 10-12 J ซ่ึงคิดเปนความคลาดเคลื่อน 6.11% ทั้งนี้ในการ
จําลองประกอบไปดวยข้ันตอนการคํานวณหลักๆอยู 2 ขั้นตอน คือ การคํานวณสนามและการ
คํานวณการเคลื่อนที่ โดยมีลักษณะการคํานวณที่มีความเกี่ยวเนื่องกันของขั้นตอนทั้ง 2 ขั้นตอนนี้
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อยางใกลชิด ทําใหความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นมีความเกี่ยวเนื่องตามกันมาโดยปรากฏผลของความ
คลาดเคลื่อนออกมารวมกัน 
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รูปท่ี 7.1  พลังงานของระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ กรณีไมมีสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกและไม

มีความรอน   

ในทางปฏิบัตินั้นไดทําการคํานวณในขั้นตอนของสนามไฟฟาเปนขั้นตอนเริ่มตนแลวจึงทํา
การคํานวณในสวนของการเคลื่อนที่เปนอันจบการคํานวณสําหรับ 1 รอบของเวลาที่จะทําการ
จําลอง แลวจึงเริ่มคํานวณในลักษณะเดิมใหมสําหรับรอบเวลาถัดไปจนสิ้นสุดการจําลอง จะเห็นได
วาขั้นตอนของการคํานวณเพื่อใชในการจําลองนั้นปรากฏการสะสมของความคลาดเคลื่อนตอเนื่อง
จากขั้นตอนหนึ่งไปสูอีกขั้นตอนหนึ่งอยางหลีกเลี่ยงไมได ดังนั้นเพื่อใหการจําลองมีความถูกตอง 
ในแตละขั้นตอนของการคํานวณจึงตองรับผิดชอบตอความแมนยําในการคํานวณที่เกิดขึ้นอยางสูง
เพื่อลดผลความคลาดเคลื่อนที่จะสั่งสมจนทําใหการคํานวณในขั้นตอนที่ตอเนื่องไปนั้นมีความ
คลาดเคลื่อนสูงขึ้นไปอีก 

ขั้นตอนการคํานวณสนามนั้นจะประกอบไปดวย การคํานวณคาศักยไฟฟาและสนามไฟฟา 
ซ่ึงไดใชวิธีการ Finite Interpolation ในการคํานวณและมีการใชวิธีการ Fixed Point เขามาชวย
ในการหาคาศักยไฟฟา ในขั้นตอนซึ่งอาศัยวิธีการคํานวณดวยเทคนิค Finite Interpolation นี้การ
กําหนดขนาดของ ∆x จะมีบทบาทสําคัญตอความแมนยําของการคํานวณ โดยถา ∆x มีขนาดนอยๆ 
ความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นก็มีนอย แตถา ∆x มีขนาดใหญ ความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นก็มีมาก ซ่ึงใน
การจําลองนี้ไดกําหนด ∆x ใหมีคา 0.025 เมตร ซ่ึงจะทําใหความคลาดเคลื่อนในแตละรอบการ
คํานวณ (ei) ที่เกิดขึ้นจากสวนนี้จะมีคาประมาณ  

2xei Θ∆≅  
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                                                                          Θ= 000625.0  

เมื่อ  Θ คือ ความคลาดเคลื่อนที่ไมสามารถควบคุมได 

 และสําหรับการคํานวณดวยวิธี Fixed Point ซ่ึงตองมีการกําหนดคาเริ่มตน ดังนั้นความ
ผิดพลาดในการกําหนดคาดังกลาวจึงมีบทบาทสําคัญตอการคํานวณเพื่อเขาสูคําตอบของปญหา 
ภายใตเทคนิควิธีการนี้จะกําหนดเงื่อนไขความแตกตางของคําตอบที่ไดจากการคํานวณใหอยูในชวง
ความแตกตางที่ยอมรับได ถาการกําหนดคาเริ่มตนและการคํานวณหาคาคําตอบนั้นนําไปสูคําตอบ
ของปญหา ความคลาดเคลื่อนจะขึ้นอยูกับความแตกตางที่ยอมรับที่ไดกําหนดขึ้น ในทางตรงกัน
ขามถาการกําหนดคาเริ่มตนหรือการคํานวณหาคาคําตอบอยางใดอยางหนึ่งหรือทั้งสองอยางไม
สามารถนําไปสูคําตอบของปญหาได ความแตกตางที่ยอมรับจะไมมีนัยของความคลาดเคลื่อนจาก
คําตอบแตจะมีความหมายในเชิงประสิทธิภาพของการคํานวณในการจําลอง สําหรับการจําลองนี้ 
ความแตกตางรวมของศักยทุกพื้นที่ที่ยอมรับ < 1.0 x 10-5 ของคาเกา (หรือคาใหมกรณีคาเกามีคา
เปนศูนย) จะเปนเงื่อนไขหลักสําหรับการคํานวณเพื่อหาคาความตางศักยเพื่อใชในการจําลองและ
ไดกําหนดจํานวนรอบการวนรอบการคํานวณไวที่ 1000 รอบเพื่อความสะดวกในทางปฏิบัติ และ
เนื่องจากการคํานวณหาคาความตางศักยไดใชวิธีการประมาณคาระหวางชวงโดยผลตางสืบเนื่อง 
ดังนั้น ∆x จึงมีบทบาทสําคัญดวยเหมือนกันตอการนําไปสูคําตอบของปญหา 

 ในสวนของขั้นตอนการคํานวณการเคลื่อนที่ซ่ึงเปนปญหาที่เกี่ยวของกับการเปลี่ยนแปลง
ตอเวลาและการเปลี่ยนแปลงตามตําแหนงสําหรับการจําลองการไหล ทําใหทั้งการกําหนด ∆x และ 

∆t มีความสําคัญตอการคํานวณ โดยวิธีการคํานวณการเปลี่ยนแปลงตอเวลาที่ไดใชวิธีการรุงเง-คุต
ตาใหความคลาดเคลื่อนแตละรอบการคํานวณประมาณ Θ∆t4 แตเนื่องจากมีผลความคลาดเคลื่อน
จากวิธีการประมาณคาระหวางชวงโดยผลตางสืบเนื่องกระทําอยูดวย ดังนั้น ในสวนของความคลาด
เคลื่อนที่เกิดขึ้นในแตละรอบจึงอาจมีคาสูงกวา Θ∆t4  ได 
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                     (7)                                          (8)                                               (9) 
รูปท่ี 7.2  พลังงานของระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ กรณีระบบถูกรบกวนจากภายนอก   
                สนามไฟฟาภายนอก  
                (1)  pωω =       ความคลาดเคลื่อน 6.08% 
                  (2)  pωω 2=    ความคลาดเคลื่อน 6.10% 
                  (3)  pωω 5.0= ความคลาดเคลื่อน 7.78% 
                 สนามแมเหล็กภายนอก  
                (4)  pωω =       ความคลาดเคลื่อน 6.11% 
                  (5)  pωω 2=    ความคลาดเคลื่อน 6.11% 
                  (6)  pωω 5.0= ความคลาดเคลื่อน 6.11% 
                 สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก  
                (7)  pωω =       ความคลาดเคลื่อน 6.08% 
                  (8)  pωω 2=    ความคลาดเคลื่อน 6.10% 
                  (9)  pωω 5.0= ความคลาดเคลื่อน 7.78% 
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7.1.2      T = 10,000 K 

จากรูปที่ 7.3 แสดงพลังงานของระบบที่ไดจากการจําลองกรณีระบบอยูในสมดุลความรอน 
T= 10,000 K พลังงานรวมของระบบมีคา 1.22 x 10-10 ± 5.13 x 10-12 คิดเปนความคลาดเคลื่อน   
4.20% ลดลงจากกรณีที่ระบบไมมีความรอน ทั้งนี้การจําลองระบบเมื่อไมไดพิจารณาวาระบบมี
ความรอน ขนาดของพลังงานรวมมีคานอยกวาเมื่อจําลองระบบที่มีอุณหภูมิ 10,000 K โดยเหตุที่
อิทธิพลของความรอนเนื่องจากอุณหภูมิของระบบนี้มีความสําคัญมากกวาความรอนที่เกิดจากการ
ส่ันของของไหล ดังนั้นจึงทําใหการจําลองเมื่อระบบมีอุณหภูมิมีความคลาดเคลื่อนต่ํากวาเมื่อไม
พิจารณาอุณหภูม ิ
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รูปท่ี 7.3   พลังงานของระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ กรณีระบบอยูในสมดุลความรอน T = 10,000  

K ที่ไมมีสนามภายนอก   

 สําหรับกรณีระบบถูกรบกวนดวยสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกในขณะอยูในสมดุลความ
รอน T = 10,000 K อิทธิพลของความรอนสงผลตอระบบสูงกวาสนามแมเหล็กไฟฟาที่เขามา
รบกวน จากการจําลอง พบวา ความคลาดเคลื่อนของพลังงานมีคา 4.30% อยางไรก็ตาม ลักษณะ
ความคลาดเคลื่อนของพลังงานรวมของระบบที่จําลองไดนั้นมีความคลายคลึงกับกรณีไมถูกรบกวน
จากสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก   
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รูปท่ี 7.4   พลังงานของระบบของไหลพลาสมา 2 มิติ กรณีระบบอยูในสมดุลความรอน T= 10,000 
K และสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกความถี่ pωω =  

7.2    เปรียบเทียบผลการจําลองกับทางทฤษฎ ี

ความคลาดเคลื่อนของการจําลองที่เกิดขึ้นสามารถพิจารณาเปรียบเทียบกับการวิเคราะห
ทางทฤษฎี ซ่ึงในที่นี้จะไดนําเสนอการเปรียบเทียบผลการจําลองระบบในกรณีระบบไมถูกรบกวน
จากสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกกับผลการวิเคราะหในทางทฤษฎี ซ่ึงไดผลการเปรียบเทียบดังนี ้

7.2.1      กรณีไมมีความรอน T = 0 K 

ในทางทฤษฎีไดวิเคราะหพลาสมาใน 1 มิติซ่ึงสนามไฟฟาเกิดขึ้นจากการเหนี่ยวนําของ
ประจุซ่ึงเปนองคประกอบภายในพลาสมา อิทธิพลของสนามดังกลาวทําใหพลาสมาสั่นดวยความถี่
ที่เรียกวา “ความถี่การสั่นพลาสมา (Plasma Oscillation Frequency)” นอกจากนี้สนามที่เกิดขึ้น
ดังกลาวยังทําหนาที่กักเก็บประจุในพลาสมาใหอยูภายใตอิทธิพลของ Debye Shielding ซ่ึงทําหนาที่
เสมือนเปนกําแพงศักยกั้นไมใหประจุเคลื่อนที่ออกไปนอกกําแพงศักยนี้ได โดยประจุแตละตัวจะ
รับรูถึงสนามไฟฟาในบริเวณที่จํากัด สําหรับบริเวณที่หางไกลออกไปจาก Debye Length นั้นประจุ
จะไมสามารถรับรูถึงอิทธิพลของสนามไดเพราะมีกําแพงศักยขวางกั้นอยู การสั่นของประจุใน
พลาสมาจะสั่นภายใตอิทธิพลของสนามไฟฟาที่ประจุนั้นรับรูได สําหรับกรณีตัวกลางที่เปน
สุญญากาศ ความถี่การสั่นพลาสมาที่เกิดขึ้นมีคา 
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จากการคํานวณโดยอาศัยสมการ (7.1) เพื่อใชสําหรับเปรียบเทียบกับผลการจําลอง ไดผล
คํานวณวา ความถี่พลาสมามีคา 2.25 x 107 วินาที-1 หรือมีคาบการสั่นเทากับ 2.79 x 10-7 วินาที ซ่ึง
เมื่อพิจารณาผลที่ไดจากการจําลอง พบวา ของไหลอิเล็กตรอนสั่นในแนวแกน x ซ่ึงเทียบไดกับกรณี
พลาสมา 1 มิติดวยความถี่ 4.49 x 106 วินาที-1 (คิดเปนความคลาดเคลื่อน 80.09%) ดังในรูปที่ 7.5 
เหตุผลของความคลาดเคลื่อนขนาดใหญนี้นาจะเปนผลมาจากการใชความหนาแนนประจุในหนึ่ง
มิติในการจําลองซึ่งไมสอดคลองกับทฤษฎีที่เปนความหนาแนนในสามมิติหากแตอนุภาคพลาสมา
ส่ันในหนึ่งมิติ  
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                   รูปท่ี 7.5  ความเร็วของไหลอิเล็กตรอนในแกน x ภายใตการเหนี่ยวนําของประจุภายใน 

7.2.2      กรณีความรอน T = 10,000 K 

 ถาระบบอยูภายใตสมดุลความรอนคาหนึ่งโดยมีการกระจายความรอนในระบบแบบ
สม่ําเสมอ (Isothermal) ความหนาแนนของไหลจะเปลี่ยนแปลงไปดวยอิทธิพลของศักยไฟฟาที่
เกิดขึ้นภายในระบบ โดยในทางทฤษฎีสามารถอธิบายความหนาแนนของไหลดวย Boltzmann’s 
relation ซ่ึงกลาววา 

                                                       ⎟
⎠

⎜
⎝

=
KT

n ⎞⎛ eφexp0n                                                               (7.2) 
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             รูปท่ี 7.6   เปรียบเทยีบผลการจําลองความหนาแนนอิเล็กตรอนที่เวลา 1.76 x 10-6 วินาท ี
                              กับการคํานวณทางทฤษฎี 

ถาพิจารณาการเปลี่ยนแปลงของความหนาแนนของไหลอิเล็กตรอนในปริมาตรตามแกน x 
จากรูปที่ 7.6 ผลจากการจําลอง พบวา มีความคลาดเคลื่อน 3.26% (0 – 1 เมตร) ไปจากการคํานวณ
ดวยสมการ (7.2) โดยการแทนคาศักยไฟฟาลงไปในสมการดังกลาว ในทํานองเดียวกันถาพิจารณา
ศักยที่ปริมาตรหนึ่ง แลวศึกษาผลความหนาแนนเพื่อเปรียบเทียบกับการคํานวณทางทฤษฎี ดังแสดง
ในรูปที่ 7.7 พบวา มีความคลาดเคลื่อนไปจากการคํานวณ 3.63% (เวลา 0 – 2.79 x 10-6 วินาที) 
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รูปท่ี 7.7   เปรียบเทียบผลการจําลองความหนาแนนอิเล็กตรอนที่พื้นที ่[0][0] กับการคํานวณทาง
ทฤษฎี 

7.3      ขอจํากัดสําหรับการจําลอง 

    การกําหนดคาของพารามิเตอรที่ไมเหมาะสมจะสงผลใหเกิดความคลาดเคลื่อนของการ
จําลองขึ้น เนื่องจากคาเหลานี้จะถูกนําไปใชในการคํานวณเชิงตัวเลขสําหรับการจําลองระบบ ดังนั้น
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หากวาคาที่กําหนดนั้นไมมีความเหมาะสมซึ่งอาจจะมีขนาดที่เล็กเกินไปหรือมากเกินไปก็เปนเหตุ
ใหเกิดความคลาดเคลื่อนขึ้นมาได จากการจําลองซึ่งประกอบไปดวยการคํานวณคาหลายคาดวย
วิธีการประมาณหลายวิธีประกอบกันอยูนั้น ในแตละวิธีก็อาศัยพารามิเตอรที่แตกตางกันออกไปใน
การคํานวณ ทําใหในที่สุดแลวพารามิเตอรแตละตัวมีบทบาทสําคัญตอการจําลอง เชน การกําหนด
ขนาดระบบ (ln) และจํานวนกริดตอดาน (ngrid) มีผลตอการประมาณของวิธี Finite Different 
Interpolation สวนคาของเวลาของรอบการคํานวณ (dt) มีผลตอการประมาณของวิธี Runge- 
Kutta เปนตน นอกจากนี้แลวยังพบวาขนาดของสนามแมเหล็กไฟฟาที่เขามารบกวนระบบก็มี
บทบาทตอความคลาดเคลื่อนดวยเชนเดียวกัน จึงทําใหในการจําลองนี้สามารถจําลองไดแตเพียง
ระบบซึ่งถูกรบกวนจากสนามแมเหล็กไฟฟาที่มีคาที่จํากัดในขนาดหนึ่งเทานั้น ซ่ึงมีรายละเอียด 
ดังตอไปนี้ 

7.3.1     จํานวนกริด (ngrid) ตอดาน 

จํานวนกริดตอดาน (ngrid) ถูกกําหนดขึ้นเพื่อจะนําไปใชในการกําหนดคา สําหรับ
ประมาณดวยวิธี Finite Different Interpolation ซ่ึงใชในการพิจารณาการเปลี่ยนแปลงตอ
ตําแหนง สําหรับการกําหนดขนาด ln ที่เกี่ยวของกับการกําหนด 

x∆

x∆ ดวยนั้น พบวา การ
เปลี่ยนแปลงคา ln ในชวง 0 เมตร ใหผลความคลาดเคลื่อนของการจําลองไมแตกตาง
กัน  
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รูปท่ี 7.8   ความคลาดเคลื่อนพลังงานของระบบของไหล 2 มิติในชวงเวลา 0 - 2.23 x 10-6 วินาที 

จากการกําหนดคาจํานวนกรดิ 



104 

เมื่อพิจารณาความคลาดเคลื่อนของการจําลองจากพลังงานของระบบ ดังแสดงในรูปที่ 7.8 
จะเห็นวา เมื่อ ngrid มีคาเพิ่มมากขึ้น นั่นคือ ∆x มีขนาดเล็กลงซึ่งทําใหการคํานวณดวยวิธี Finite 
Interpolation มีความแมนยํามากขึ้นจึงทําใหความคลาดเคลื่อนของขอมูลพลังงานที่เกิดขึ้นมีคาลด
นอยลง (ในงานวิทยานิพนธนี้ ขอบเขตจํานวนกริด  ngrid < 50 เนื่องถูกจํากัดดวยความสามารถ
ของคอมพิวเตอรที่ใชในการจําลอง)  

7.3.2      จํานวนอนุภาคจําลอง (N) 

สําหรับการจําลองระบบพลาสมาจากแบบจําลองของไหล การกําหนดคาจํานวนอนุภาค
จําลองเพื่อใชคํานวณความหนาแนนในพื้นที่ตางๆที่เวลาเริ่มตน t = 0 โดยวิธีการสุมคา i, j ให
อนุภาคจําลองแตละตัวแลวคํานวณความหนาแนนของไหลในพื้นที่ i, j นั้น ความคลาดเคลื่อนของ
วิธีการสุมคาขึ้นกับจํานวนขอมูลจากการสุมโดยในที่นี้คือ จํานวนอนุภาคจําลอง ในลักษณะผกผัน
กับรากที่สองของจํานวนอนุภาคจําลอง เหตุที่ความหนาแนนของของไหลทําใหเกิดสนามแมเหล็ก
ไฟฟาในพลาสมาขึ้น ดังนั้น ความคลาดเคลื่อนในสวนนี้จึงสงผลตอความคลาดเคลื่อนของระบบ
ดวย สําหรับผลของจํานวนอนุภาคตอการคํานวณนั้นไดแสดงไวในรูปที่ 7.9 ซ่ึง n เปนจํานวน
อนุภาคจําลองตอ ∆x   
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รูปท่ี 7.9   ความคลาดเคลื่อนพลังงานของระบบของไหล 2 มิติในชวงเวลา 0 - 2.79 x 10-7 วินาที 

จากการกําหนดคาจํานวนอนุภาคจําลอง 

นอกจากจํานวนอนุภาคจําลองจะถูกนําไปใชสําหรับการสุมคาพื้นที่เพื่อคํานวณความ
หนาแนนของของไหลแลว จํานวนอนุภาคยังเปนคาที่นํามาใชในการกําหนด ∆t เพื่อใชในการ
คํานวณการเปลี่ยนแปลงตอเวลาดวย  
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N
t =∆

A  

เมื่อ 

0

2

εeLm
edi

A =  โดย di เปนคาที่กําหนดให  2π

ซ่ึง                nN ∝  

จากรูปที่ 7. 9 จะเห็นวา เมื่ออนุภาคจําลองมีจํานวนมากขึ้นจะทําใหคา ∆t มีคานอยลงซึ่งจะ
ทําใหการคํานวณการเปลี่ยนแปลงตอเวลามีความแมนยํามากขึ้นเกิดความคลาดเคลื่อนของการ
จําลองนอยลง (ในงานวิทยานิพนธนี้ การจําลองดวยแบบจําลองอนุภาคมีขอบเขตการจําลอง N < 
1,000,000)  

7.3.3     จํานวนขอมูลตอ 1 รอบการสั่นพลาสมา (di ) เพื่อใชกําหนดเวลาของรอบการคํานวณ (dt)  

พารามิเตอรคานี้เปนคาที่มีความสําคัญตอความคลาดเคลื่อนของการจําลองมากคาหนึ่ง 
เพราะเปนคาที่ใชในการกําหนด ∆t เพื่อใชในการคํานวณผลที่เปลี่ยนแปลงตอเวลา จากรูปที่ 7.10 
จะเห็นวา เมื่อ di มีคามากขึ้น ความคลาดเคลื่อนของการจําลองมีคาต่ําลงเพราะ ∆t มีคานอยลงทํา
ใหการคํานวณดวยวิธี Runge-Kutta มีความแมนยํามากขึ้น  
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รูปท่ี 7.10  ความคลาดเคลื่อนพลังงานของระบบของไหล 2 มิติในชวงเวลา 0 - 5.57 x 10-7 วินาที   
จากการกําหนดคาจํานวนขอมูลใน 1 รอบการสั่นพลาสมา 
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7.3.4 ขนาดของสนามแมเหล็กไฟฟาภายนอก  

 สําหรับกรณีระบบถูกรบกวนดวยสนามไฟฟาภายนอกตลอดเวลา จากการจําลอง พบวา 
(รูปที่ 7.11) ขอบเขตของการจําลองระบบ 2 มิติโดยการรบกวนดวยสนามไฟฟาภายนอกนั้น ขนาด
ของสนามไฟฟาตองมีคาไมเกิน 100 V/m เพื่อใหการคํานวณไมนําไปสูการลูออกซึ่งจะทําใหไม
สามารถจําลองระบบได เนื่องจากการจําลองระบบไมมีการพิจารณาการถายเทความรอนของระบบ 
ดังนั้น ภายใตการจําลองนี้ขนาดของสนามไฟฟาจึงตองมีขนาดที่ทําใหการเปลี่ยนแปลงของของ
ไหลพลาสมาเกิดขึ้นโดยไมสรางความรอนในขนาดซึ่งสงอิทธิพลตอการเปลี่ยนแปลงของระบบ
อยางมาก    
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รูปท่ี 7.11 ความคลาดเคลื่อนพลังงานของระบบของไหล 2 มิติในชวงเวลา 0 – 2.79 x 10-6 วินาที   

จากการใสสนามไฟฟาภายนอก 

กรณีระบบ 2 มิติถูกรบกวนดวยสนามแมเหล็ก พบวา สนามแมเหล็กที่มีความเขมของ
สนามอยูในชวง 01.00.0 B  ไมสงอิทธิพลตอความคลาดเคลื่อนของการจําลอง แตถา 

 จะทําใหการคํานวณในสวนของการเคลื่อนที่หรือการเปลี่ยนแปลงตอเวลาที่เกิดขึ้น
นําไปสูการลูออกของคําตอบอยางรวดเร็ว  

01.0

<≤

≥B

7.4        สาเหตุของความคลาดเคลื่อนการจําลอง 

7.4.1     แบบจําลองของไหลพลาสมา 

 การสรางแบบจําลองเพื่ออธิบายปรากฏการณทางพลาสมาซึ่งในการจําลองนี้ไดอาศัย
แบบจําลองอนุภาคแตไดพบวาแบบจําลองดังกลาวมีขอจํากัดทางการจําลองสูงและมีความ
คลาดเคลื่อนของการจําลองมากดังนั้นจึงไดปรับเปลี่ยนการจําลองโดยอาศัยแบบจําลองของไหล 
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โดยแบบจําลองนี้จะอธิบายพลาสมาวาเปนของไหลซึ่งถึงแมวาจะประกอบไปดวยอนุภาคแต
พลาสมาก็แสดงพฤติกรรมวาเปนของไหลมากกวาเปนอนุภาค อนุภาคที่มีประจุจะเปนองคประกอบ
ในการพิจารณาพลาสมาวาเปนของไหลซึ่งจะมีอิทธิพลใหเกิดสนามแมเหล็กไฟฟาในระบบขึ้น
เชนเดียวกับที่แบบจําลองอนุภาคที่ไดอธิบายไว ขอดีของการจําลองดวยแบบจําลองของไหลก็คือไม
ตองจําลองอนุภาคแตละตัวในพลาสมาซึ่งมีจํานวนมากและนี่เปนปจจัยหลักของความคลาดเคลื่อน
ของการจําลองทั้งนี้เพราะไมสามารถจําลองอนุภาคไดมากพอใหเกิดความคลาดเคลื่อนในระดับที่
ยอมรับไดและถึงแมจํานวนอนุภาคการจําลองจะมีขนาดมากพอแตการติดตามพฤติกรรมของ
อนุภาคจําลองแตละตัวก็กอใหเกิดความคลาดเคลื่อนโดยรวมที่มีขนาดใหญ จากรูปที่ 7.12 จะเห็นวา 
ความคลาดเคลื่อนการจําลองดวยแบบจําลองอนุภาคมีคาสูงถึง 50.26% ในขณะที่การจําลองดวย
แบบจําลองของไหลมีความคลาดเคลื่อนเพียง 6.11% ทั้งนี้แบบจําลองของไหลจะพิจารณาขอมูล
ความหนาแนนของไหลแทนขอมูลอนุภาคที่มีปริมาณมากและขอมูลในแตละตัวจะนําไปสูความ
ยุงยากซับซอนที่สูงซึ่งสงผลใหมีโอกาสผิดพลาดไดมาก สําหรับขอเสียของการจําลองจาก
แบบจําลองนี้ก็คือถาหากอิทธิพลของการเคลื่อนที่ของอนุภาคแตละตัวมีผลสําคัญตอพลาสมา
มากกวาผลจากพฤติกรรมโดยรวมในรูปของของไหลแลวก็อาจทําใหแบบจําลองนี้มีความ
คลาดเคลื่อนสูงไมนาเชื่อถือได  
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(1)                                                                           (2) 

  รูปท่ี 7.12 พลังงานของระบบพลาสมา 2 มิติ กรณีไมมสีนามภายนอกและไมมีความรอน   
(1)   แบบจําลองอนุภาค   ความคลาดเคลื่อน 50.26% 
(2)   แบบจําลองของไหล ความคลาดเคลื่อน 6.11% 

 สําหรับการจําลองนี้พิจารณาความถี่การสั่นของสนามภายนอกที่เขามารบกวนที่มีคาไมสูง
มากเมื่อเทียบกับการสั่นพลาสมาเพื่อใหการประมาณพลาสมาสามารถใชได และพิจารณาวาไมมี
การชนเกิดขึ้นและการแพร (Diffusion) ที่เกิดขึ้นในระบบก็มีขนาดนอยมาก ดวยการพิจารณา
เชนนี้ก็ทําใหผลการจําลองมีความแตกตางจากในทางปฏิบัติซ่ึงมีการฟุงอันเนื่องมาจากความรอน
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และการชนเมื่อระบบมีความหนาแนนมากในระดับหนึ่งหรือสนามแมเหล็กไฟฟามีอิทธิพลตอการ
หมุนวนซึ่งก็อาจทําใหเกิดการชนกันของอนุภาคจํานวนมากจนสงผลตอพฤติกรรมของพลาสมาได 
แตอยางไรก็ตาม ภายใตการจําลองที่ไดศึกษานั้นแบบจําลองของไหลพลาสมามีความสามารถใน
การจําลองที่ดีพอในการจําลองพลาสมา ในการประมาณภายใตแบบจําลองของไหลซึ่งละผลที่
เกิดขึ้นดังกลาวนี้ไปดวยเหตุผลที่วาปรากฏการณดังกลาวนั้นมีอิทธิพลตอระบบนอยมากจนไมมี
นัยสําคัญ หากวาผลดังกลาวมีนัยสําคัญระบบที่จําลองไดนั้นจะมีความคลาดเคลื่อนสูงและหางไกล
จากปรากฏการณจริง      

7.4.2  วิธีการประมาณเชิงตวัเลข  

         การประมาณเชิงตัวเลขที่ใชในการคํานวณคาสําหรับจําลองระบบก็เปนปจจัยหนึ่งที่สําคัญซึ่ง
ทําใหเกิดความคลาดเคลื่อนของการจําลองขึ้น ซ่ึงในการจําลองไดใชวิธีการประมาณคา Finite 
Different Interpolation สําหรับในการคํานวณการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นตอตําแหนง และวิธีการ
ประมาณรุงเง-คุตตา สําหรับคํานวณการเปลี่ยนแปลงที่เกิดขึ้นตอเวลา นอกจากนี้ยังใชวิธี Fixed 
Point สําหรับการคํานวณคาศักยไฟฟาในแตละเวลา และการสุมคาสําหรับคํานวณหาความ
หนาแนนของไหลเมื่อเวลาเริ่มตน t = 0 ทั้งนี้ในแตละวิธีการประมาณที่ใชนั้นก็ทําใหเกิดความ
คลาดเคลื่อนในที่มีลักษณะตางๆ ดังตอนี้       

1.          วิธีการประมาณคาระหวางชวงโดยวิธีผลตางสืบเนื่อง 

 วิธีการประมาณคาระหวางชวงโดยวิธีผลตางสืบเนื่องไดนํามาใชในการคํานวณการ
เปลี่ยนแปลงตอตําแหนงหรืออนุพันธอันดับหนึ่งและอันดับสองเทียบกับตําแหนง เนื่องจากลกัษณะ
ปญหาเปนปญหาที่เราทราบคาที่ตําแหนงขอบหรือปญหาคาขอบเขต วิธีการนี้จึงมีความสะดวกที่จะ
นํามาใชคํานวณ โดยสําหรับกรณีอนุพันธอันดับหนึ่งจะใชเทคนิคการคํานวณคาโดยใชการ
ประมาณคาที่ตําแหนงกึ่งกลาง ซ่ึงสามารถประมาณ ไดวา 
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ซ่ึงความคลาดเคลื่อนจากการประมาณ มีคา 

2)(
6

xxye ii ∆′′′=
1                                                               (7.3) 

ในทํานองเดียวกันสําหรับอนุพันธอันดับสอง ซ่ึงไดประมาณวา 
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ดังนั้นความคลาดเคลื่อนจึงมีคา 

                          242 )(
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xxye ii ∆=
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∆

∆

                                                            (7.4) 

จะเห็นวา วิธีการประมาณคาระหวางชวงโดยวิธีผลตางสืบเนื่องทั้งการคํานวณอนุพันธ
อันดับหนึ่งและอันดับสองนั้นตางใหความคลาดเคลื่อนที่ขึ้นอยูกับคากําลังสองของขนาด ที่เรา
กําหนดให ถาเรากําหนดให  มีขนาดนอย ความคลาดเคลื่อนจากการประมาณดวยวิธีนี้ก็จะมีคา
นอยลง  

x

x

2.  วิธีรุงเง-คุตตา  

สําหรับการคํานวณการเปลี่ยนแปลงตอเวลาที่มีลักษณะเปนปญหาที่เราทราบคาเริ่มตนหรือ
ปญหาคาเริ่มตนมีความสะดวกที่จะคํานวณดวยวิธีการรุงเง-คุตตา ซ่ึงพิจารณาการเปลี่ยนแปลงไป
ถึงอันดับ 4 ของการประมาณฟงกชันดวยอนุกรมเทยเลอร โดยคาการเปลียนแปลงแตละอันดับ มี
ลักษณะดังนี้ 
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ซ่ึงความคลาดเคลื่อนตอรอบการคํานวณจะมีคา  

                                                                     e                                                           (7.5) h

และความคลาดเคลื่อนทั้งหมดตลอดการพิจารณาจะมีคา 

                                                                                                                                 (7.6) he

ในที่นี้ h = dt ที่ใชในการคํานวณการเปลี่ยนแปลงตอเวลาของการจําลอง ดังนั้น ถา dt มี
ขนาดนอยลง ความคลาดเคลื่อนของการจําลองก็จะมีขนาดนอยลงดวย 

3.  วิธี Fixed Point Method 

สําหรับการคํานวณศักยไฟฟานั้นเราไดใชวิธีการ Fixed Point โดยพิจารณาวา 
)( 1−nn g เพื่อใชหา )(φφ g=  φφ

                                                  Tnne φφ −=  

                                                       )()( 1 Tn gg −                                                      (7.7) φφ −=

เมื่อ Tφ  คือ คาศักยที่แทจริงซึ่งมคีุณสมบัติ )(g TT  φφ =

       nφ  คือ คาศักยจากการประมาณ 
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ซ่ึงในการจําลองเราไดสรางเงื่อนไขในการคํานวณไววา 

                                      1_ −−= nncriteriaerr φφ  

                                                                5100.1 −×≈

ซ่ึงมีความหมายวา ถาการประมาณนําไปสูคาที่แทจริง คือ Tn ความคลาดเคลื่อนจาก
การประมาณดวยวิธีนี้จะมีคาเทากับความคลาดเคลื่อนที่เรากําหนด 1.0 × 10-5 

φφ =

ในการวิเคราะหความคลาดเคลื่อนเชิงตัวเลขนั้นสามารถทําไดโดยการพิจารณาคําตอบดวย
อนุกรมเทยเลอร  

∑
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ซ่ึงจะทําใหไดความคลาดเคลื่อน 
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ถา 1−nφ  มีคาเขาใกลคาที่แทจริง Tφ  ความคลาดเคลื่อนจะเขาใกล 0  

4.  การสุม 

การคํานวณหาความหนาแนนของไหลเมื่อเวลาเริ่มตน เราไดสุมคา i, j, k ใหอนุภาคจําลอง
แตละตัวสําหรับแตละชนิดของของไหล  แลวนําไปคํานวณหาความหนาแนนของไหล ซ่ึง
โดยทั่วไปแลวความคลาดเคลื่อนจากการสุมคาจะมีคา 

                                                                     
N

e                                                         (7.9) 1
∝
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ในที่นี้ ความคลาดเคลื่อนจากการจําลองนีจ้ากการสุมคา เมื่อ N = 160,000 คือ 

400
∝e 1  

7.4.3   กระบวนการทางโปรแกรมขอจํากัด 

 การจําลองเชิงตัวเลขไดใชโปรแกรมภาษาซี ++ ในการดําเนินการคํานวณคา ซ่ึงมีตอ
พารามิเตอรสําหรับการ compile และ run ของโปรแกรมอยู ไดแก ขนาดของ matrix < 
[100][100][100] , จํานวนอนุภาคจําลอง < 100,000 เปนตน ผลจากการที่ระบบพลาสมามีคาที่
เกี่ยวของในการคํานวณซึ่งมีขนาดแตกตางกันอยูมาก เชน มวลอิเล็กตรอน(10-31), ประจุไฟฟาของ
อิเล็กตรอน (10-19), สนามไฟฟา (10-0), สนามแมเหล็ก (10-6), อุณหภูมิ (10,000) และ ความหนาแนน
ของไหล (1011) เปนตน ขนาดของคาตางๆ ที่มีแตกตางกันมากนั้นกอใหเกิดความคลาดเคลื่อนของ
การคํานวณอันเนื่องมาจากการปดทศนิยมของการคํานวณของโปรแกรม และจากการที่เราอาศัยการ
สุมคา i j k จากฟงกชันการสุมของโปรแกรมภาษาซี++ จึงทําใหความคลาดเคลื่อนอันเนื่องจาก
วิธีการประมาณของฟงกชันดังกลาวนั้นเปนสาเหตุหนึ่งที่ทําใหการจําลองตองจํากัดคาของอนุภาค
จําลอง N ในระบบ นอกจากนี้แลวลักษณะการทํางานของโปรแกรมที่มีทั้งการวนการทํางานและมี
การสงคากันระหวาง subroutine ตางๆ ก็เปนเหตุใหเกิดความคลาดเคลื่อนในทางโปรแกรมขึ้น 
นอกจากนี้แลวความสามารถของคอมพิวเตอรที่ใชซ่ึงเปนคอมพิวเตอรสวนบุคคลก็มีความสามารถ
ในการประมวลผลไดในระดับหนึ่งซึ่งทําใหการจําลองตองจํากัดคาพารามิเตอรอยูภายในขอบเขต
หนึ่งดวย 

 

 

 

 

 

 

 



 

บทที่ 8 
สรุปผล 

8.1  สรุปผล 

การจําลองระบบอนุภาคพลาสมา 2 มิติในกรณีตางๆ เพื่อศึกษาปรากฏการณทางพลาสมาที่
เกิดขึ้น พบวา กรณีที่ระบบไมถูกรบกวนจากสนามภายนอกและไมมีความรอน พฤติกรรมของ
อนุภาคพลาสมาเกิดจากองคประกอบภายในระบบพลาสมาเปนสําคัญ สนามไฟฟาในระบบจะสั่น
ตามแนวแกนใน  2 มิติทําใหเกิดการหมุนของสนามไฟฟาขึ้น เมื่อระบบตองถูกรบกวนจาก
สนามไฟฟาภายนอกความถี่เดียวกับการสั่นพลาสมา อนุภาคซึ่งรับรูสนามไฟฟาจะเคลื่อนที่ตาม
สนามไฟฟาที่เขามารบกวนสงผลใหอนุภาคอื่นๆไดรับผลกระทบจากการเขามารบกวนของ
สนามไฟฟานี้ได อิทธิพลของสนามแมเหล็กซึ่งตั้งฉากกับระนาบการเคลื่อนที่ของอนุภาคพลาสมา
จะทําใหอนุภาคเคลื่อนที่แบบหมุนภายใตความถี่เดียวกับสนามแมเหล็กนั้น สําหรับกรณีที่ระบบมี
ความรอน อนุภาคจะสั่นในทิศทางตางๆดวยความถี่สูงขึ้นซึ่งจะทําใหอนุภาคหมุนดวยความถี่สูงขึ้น
และมีความเร็วมากขึ้น สําหรับระบบ 3 มิติ อนุภาคในระบบแสดงออกในทํานองเดียวกันกับกรณี 2 
มิติ อยางไรก็ตาม สนามไฟฟาสั่นตามแนวแกนใน  3 มิติไมมีลักษณะเปนวงปด ดังนั้นจึงไม
เหนี่ยวนําใหเกิดสนามแมเหล็กภายในขึ้น   

เนื่องจากการจําลองโดยอาศัยแบบจําลองอนุภาคสรางความคลาดเคลื่อนสูงจึงไดเปล่ียน
แบบจําลองมาเปนของไหล ซ่ึงก็พบวา ผลที่ไดจากการจําลองมีความสอดคลองกันภายใตเงื่อนไข
เดียวกัน แตในทางปฏิบัติแลวการจําลองดวยแบบจําลองของไหลมีประสิทธิภาพและความสามารถ
ในการจําลองมากกวา ทั้งในสวนของเวลาที่ใชในการคํานวณผลที่นอยกวาและผลของความคลาด
เคลื่อนที่เกิดขึ้นจากการจําลองก็มีคาต่ํากวาการจําลองจากแบบจําลองแรกอยูมากทําใหการจําลองมี
ความนาเชื่อถือกวาและทําใหสามารถจําลองในกรณีที่ซับซอนขึ้นได 

8.2  ความคลาดเคลื่อน 

การจําลองระบบพลาสมาดวยแบบจําลองอนุภาคมีความคลาดเคลื่อนสูงถึง 50.26% ซ่ึงเปน 
ความคลาดเคลื่อนจากการติดตามการเคลื่อนที่ของอนุภาคแตละตัวทําใหความคลาดเคลื่อนรวมของ
ระบบที่เกิดขึ้นมีคาสูงจึงเปนสาเหตุหลักของการจําลองพลาสมาซึ่งตองเกี่ยวของกับคาที่มีขนาด
แตกตางกันมาก จึงทําใหเกิดความผิดพลาดจากการปดเศษทศนิยมไดมากดวย แตเมื่อนําแบบจําลอง
ของไหลมาใชแทนแบบจําลองอนุภาคนั้น พบวา ความคลาดเคลื่อนลดลงเหลือ 6.11% โดยสาเหตุ
ของความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นนั้นสวนหนึ่งเปนผลมาจากการไมพิจารณาความรอนที่เกิดขึ้นจาก
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การสั่นของของไหลทั้งนี้เนื่องจากไดประมาณไววาความรอนที่เกิดขึ้นนั้นมีปริมาณไมสูงมากซึ่งทํา
ใหมีอิทธิพลตอระบบนอยมากเมื่อเปรียบเทียบกับอิทธิพลของสนามแมเหล็กไฟฟาจึงไดยอมรับ
ความคลาดเคลื่อนที่จะเกิดขึ้นสําหรับสาเหตุนี้ไวแลวในระดับหนึ่ง ทั้งนี้เมื่อระบบอยูในความรอน 
T = 10,000 K ความคลาดเคลื่อนของการจําลองที่เกิดขึ้นมีคา 4.20% ซ่ึงลดลงจากกรณีแรกทั้งนี้
เปนเพราะภายใตความรอนคานี้ทําใหอิทธิพลของความรอนที่เกิดจากการสั่นของของไหลที่มีตอ
ระบบไมมีนัยสําคัญ โดยทั้งนี้สนามแมเหล็กไฟฟาภายนอกที่เขามารบกวนระบบจะตองไมสูงมาก 
(กรณี 2 มิต ิ| Ev | < 100 V/m และ | Bv | < 0.01 T ) เพราะจะทําใหการคํานวณนําไปสูการลูออกอยาง
รวดเร็ว นอกจากนี้แลวยังพบวาการเพิ่มความแมนยําของการจําลองสามารถทําไดโดยการกําหนด
คาพารามิเตอรที่เกี่ยวของกับการกําหนด ∆x และ ∆t ซ่ึงไดแก จํานวนกริดตอดานและจํานวนขอมูล
ตอ 1 รอบการสั่นพลาสมา ตามลําดับ ใหมีคานอยๆ รวมกับการกําหนดจํานวนอนุภาคจําลองใหมีคา
มากๆ  

สําหรับความคลาดเคลื่อนของการจําลองกับทางทฤษฎีในกรณี 1มิติซ่ึงระบบอยูในสมดุล
ความรอนนั้น โดยทางทฤษฎีไดวิเคราะหไววาความหนาแนนของไหลสามารถอธิบายดวย 
Boltzmann’s relation ได ซ่ึงเมื่อเปรียบเทียบกับผลจากการจําลอง พบวา มีความคลาดเคลื่อนไป
จากทางทฤษฎี 3.26% สําหรับกรณีการเปลี่ยนแปลงตอตําแหนง และ 3.63% สําหรับกรณีการ
เปลี่ยนแปลงตอเวลา สําหรับความถี่การสั่นพลาสมาที่เกิดขึ้นจากการจําลองมีความแตกตางเปนจาก
ทฤษฎีอยูสูงทั้งนี้เปนผลมาจากความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นจากการจําลอง  

ความคลาดเคลื่อนของการจําลองที่เกิดขึ้นนี้มีสาเหตุหลักๆ 3 ประการ ไดแก แบบจําลองที่
ใชในการจําลองพลาสมา โดยในชวงแรกของงานวิทยานิพนธนี้ไดใชแบบจําลองอนุภาคในการ
จําลองซึ่งพบวามีความคลาดเคลื่อนสูงและมีขอจํากัดอยูมากจึงไดเปลี่ยนแปลงแบบจําลองมาเปน
แบบจําลองของไหลซึ่งก็ทําใหผลการจําลองที่ไดมีความแมนยํามากขึ้น แตอยางไรก็ตามแบบจําลอง
ของไหลก็ยังคงมีขอจํากัดและขอบเขตสําหรับการจําลองอยูในระดับหนึ่งซึ่งมีผลตอความ
คลาดเคลื่อนของการจําลองโดยเฉพาะอยางยิ่งกรณีที่ระบบพลาสมามีความซับซอนมากขึ้น สาเหตุ
ตอมา คือ วิธีการประมาณเชิงตัวเลขซึ่งประกอบไปดวยวิธีการประมาณคาระหวางชวงโดยผลตาง
สืบเนื่อง วิธีรุงเง-คุตตา วิธีฟคซพอยท และการสุม และสาเหตุสุดทาย คือ ขอจํากัดของโปรแกรม
ภาษาซี++ ที่ใชในการเขียนโปรแกรมและความสามารถของเครื่องคอมพิวเตอรที่ใชในการจําลอง
  

 



8.3     ขอเสนอแนะ 

วิธีการที่ใชในการประมาณเชิงตัวเลขมีบทบาทสําคัญตอการจําลองพลาสมาเปนอยางมาก 
เพื่อใหการจําลองมีความใกลเคียงความเปนจริงมากขึ้น ดังนั้นในการพัฒนาการจําลองจึงอาจจะ
เลือกใชวิธีการประมาณอื่นเพื่อแกไขขอบกพรองของการจําลองนี้ที่ไดเสนอไวในบทที่ 6 ซ่ึงวิธีการ
ประมาณเชิงตัวเลขวิธีการหนึ่งที่นาจะถูกนํามาใชในการจําลองเพื่อการพัฒนาการจําลองพลาสมาได 
คือ วิธีการประมาณคาระหวางชวงโดยฟูเรียร (Fourier Interpolation) ซ่ึงพิจารณาลักษณะการ
เปล่ียนแปลงที่เปนฟงกช่ันคาบซึ่งสอดคลองกันกับการเปลี่ยนแปลงในระบบพลาสมาที่เกิดขึ้นก็
นาจะนําไปสูการขยายขอบเขตของการจําลองใหสามารถจําลองภายใตคาพารามิเตอรที่มีคาหลาก
กลายไดมากขึ้นซึ่งจะนําไปสูการจําลองปญหาที่มีความใกลเคียงกับความจริงมากขึ้น และภายใต
วิธีการประมาณดังกลาวอาจจะชวยทําใหการคํานวณศักยจากวิธีฟคซพอยท (Fixed Point) มี
ประสิทธิภาพมากขึ้นภายใตเงื่อนไขขอบตอเนื่องนี้ สําหรับปญหาในการคํานวณศักยไฟฟาที่เปน
สาเหตุซ่ึงทําใหเกิดการจํากัดขอบเขตของการจําลองมากนั้น โดยเฉพาะอยางยิ่งผลตอการกําหนด
คาพารามิเตอรที่คอนขางจํากัดเพื่อใหการคํานวณศักยภายใตขอกําหนด err_criteria = 1.0 x 10-5 
และ IterMax = 1,000 สามารถทําได  ดังนั้นถาสามารถพัฒนาวิธีการคํานวณศักยไฟฟาใหมีความ
แมนยํามากขึ้นก็มีโอกาสที่จะสามารถศึกษาปรากฏการณพลาสมาที่หลากหลายมากขึ้นและ
ใกลเคียงกับในทางปฏิบัติมากขึ้นได และอาจจะพิจารณากรณีเงื่อนไขขอบที่ศักยไฟฟาคงที่ 
( 0=∇φ
v ) ซ่ึงเปนเงื่อนไขหนึ่งที่มีการนําไปพิจารณาในทางทฤษฎี นอกจากนี้ การนําผลกระทบ

ของอุณหภูมิมาพิจารณาดวยจะชวยใหการลูออกของผลการจําลองดีข้ึน และขณะเดียวกันจะชวยให
สามารถจําลองการเพิ่มอุณหภูมิของพลาสมาซึ่งเปนผลจากสนามแมเหล็กไฟฟาไดดวย 

เนื่องจากการจําลองนี้มีขอจํากัดของการกําหนดคาพารามิเตอรอยูหลายตัว จึงทําใหสามารถ
ศึกษากรณีที่คอนขางจํากัดซึ่งไมสามารถศึกษาถึงผลที่เกิดขึ้นในกรณี เชน ความถี่ของสนาม
ภายนอกมีคาสูงๆ หรือต่ําๆ ที่เขาใกลคา 0 ซ่ึงเปนกรณีที่สนามภายนอกนั้นคงที่ได โดยกรณีที่ไดทํา
การจําลองไปนั้นสวนใหญเปนกรณีที่มีการวิเคราะหไวในทางทฤษฎีซ่ึงยังไมมีความสลับซับซอน
ของระบบมากนัก แตในทางปฏิบัตินั้นธรรมชาติของพลาสมาที่เกิดขึ้นจริงมีความซับซอนกวาการ
จําลองมาก ในการจําลองนี้จึงอาจจะไมสามารถอธิบายผลที่เกิดขึ้นในทางปฏิบัติไดอยางดีพอ ซ่ึงใน
ที่นี้การพัฒนาการจําลองใหสามารถอธิบายผลที่เกิดขึ้นจากการทดลองไดนั้นคงตองมีการพัฒนาการ
จําลองกันตอไป โดยคงตองใชแบบจําลองที่มีความสามารถมากขึ้นซึ่งคงจะตองมีการพิจารณาใน
เร่ืองของการแพร (diffusion) ของของไหลเมื่อศึกษาของไหลพลาสมาภายใตสมดุลความรอนคา
หนึ่ง และรวมไปถึงการพิจารณาจลนศาสตรของของไหล (Kinetic Theory) ในระบบเพื่อทําให
การประมาณมีความใกลเคียงกับความเปนจริงที่เกิดขึ้น  
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ภาคผนวก 

รหัสสําหรับการจําลองเชิงตวัเลขระบบพลาสมา 
/**************************************************************************/ 
/************************    Plasma Simulation     ************************/ 
/*********************** With Continuous Boundary *************************/ 
/**************************************************************************/ 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include <math.h> 
#include <time.h> 
                                           //Constant Values 
#define e               -1.6e-19           //e- Charge 
#define me               9.16e-31          //e- Mass 
#define mi               1.66e-27          //protron Mass 
#define e0               8.854e-12         //e- Permeability 
#define K                1.38e-23          //Plank Constant 
#define c                3.0e08            //Ligth Velocity    
                          //Parameter Values 
#define N                900000            //Max. No. of Sim. Particles 
#define Ng               50                //Max. No. of Grids 
#define Mvar             7                 //Max. No. of Print 
#define err_criteria      1.0e-5            //Acceptable Error 
#define IterMax          1000                //Max. of Iterated Time 
#define inp                  0                  //Source of Parameters (0=input   
                                             from code, 1=input from user) 
void   srand(unsigned int seed); 
int    t0,par,ext,ntime,nnu,np,ntyp,nele,mo,nr[3],nvar,npa,dime,ngrid; 
double npar,Nf,Te; 
float  ln,rat,AE,AB,mul,di,ran; 
 
int    tt,p,a,tplot; 
double wp,Tp,db,n0,PI,NI; 
int    ii[Mvar],jj[Mvar],kk[Mvar],ti[Mvar],pl[Mvar]; 
double dx,dt,t,q[2],m[2],k_energy[2],p_energy[2]; 
double no[2][Ng][Ng][Ng],n[2][Ng][Ng][Ng]; 
double phi[Ng][Ng][Ng],Ex[Ng][Ng][Ng],Ey[Ng][Ng][Ng],Ez[Ng][Ng][Ng]; 
double E0,B0,Bz[Ng][Ng][Ng],Bx[Ng][Ng][Ng],By[Ng][Ng][Ng],Bz0[Ng][Ng][Ng]; 
double dBx[Ng][Ng][Ng][5],dBy[Ng][Ng][Ng][5],dBz[Ng][Ng][Ng][5]; 
double Bxo[Ng][Ng][Ng],Byo[Ng][Ng][Ng],Bzo[Ng][Ng][Ng]; 
 
double ux[2][Ng][Ng][Ng],uy[2][Ng][Ng][Ng],uz[2][Ng][Ng][Ng]; 
double uxo[2][Ng][Ng][Ng],uyo[2][Ng][Ng][Ng],uzo[2][Ng][Ng][Ng]; 
double 
hx[2][Ng][Ng][Ng][5],hy[2][Ng][Ng][Ng][5],hz[2][Ng][Ng][Ng][5],g[2][Ng][Ng][Ng][5]; 
 
double vx[2][N],vy[2][N],vz[2][N],vxo[2][N],vyo[2][N],vzo[2][N]; 
double dvx[2][N][5],dvy[2][N][5],dvz[2][N][5]; 
double x[2][N],y[2][N],z[2][N],xo[2][N],yo[2][N],zo[2][N]; 
double delx[2][N][5],dely[2][N][5],delz[2][N][5]; 
/**************************************************************************/ 
/***********************   Random Function ********************************/ 
double frand(){ 
double xrand; 
 do { 
  xrand=1.0*rand()/RAND_MAX; 
 }while((xrand>=1.0)||(xrand<0.0)); 
return xrand; 
} 
/**************************************************************************/ 
/**************************************************************************/ 
int  rd(int MaxRan){ 
int  r; 
 r=rand()%MaxRan; 
return r; 
} 
/**************************************************************************/ 
/********************** Transmission Function *****************************/ 
double adpar(double xx){ 
int ml; 
 if(xx>=ln||xx<0.0){ 
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  if(xx>=ln) { 
   ml=xx/ln; 
   xx=(xx-ml*ln); 
  } 
  else{ 
   ml=xx/ln; 
   xx=ln+(xx-ml*ln); 
  } 
 } 
return xx; 
} 
/**************************************************************************/ 
/***************** Input Parameters from the User**************************/ 
void INPUT(){ 
 printf("Model of Plasma Simulation\n"); 
 printf("1.Particle Model\n"); 
 printf("2.Fluid Model\n"); 
 printf("Enter The Selection:"); 
 scanf("%d",&mo); 
 if(mo==1){ 
  printf("Enter No. of Dimensions of Particle Plasma Simulation is 1 2 or    
                                    3:\n"); 
  scanf("%d",&dime); 
 }else{ 
  printf("Enter No. of Dimensions of Fluid Plasma Simulation is 2 or 3:\n"); 
  scanf("%d",&dime); 
 }  
 printf("Type of Simulated Plasma\n"); 
 printf("1.Electron\n"); 
 printf("2.Ion\n"); 
 printf("3.Eletron-Ion\n"); 
 printf("Enter The Selection:"); 
 scanf("%d",&par);  
 if(par!=1){ 
  printf("\nNumper of Protrons:"); 
  scanf("%d",&np); 
  printf("\nNumper of Neutrons:"); 
  scanf("%d",&nnu); 
  printf("\nNumper of Electrons:"); 
  scanf("%d",&nele); 
 }  
 printf("\nEnter The Parameters"); 
 printf("\nLength of Side:"); 
 scanf("%f",&ln);  
 printf("\nNumber of Grids:"); 
 scanf("%f",&ngrid);  
 printf("\nNumber of Simulated Particles in 1D Cell:"); 
 scanf("%f",&npa);  
 printf("\nRatio of Real:1 Simulated Particle:"); 
 scanf("%f",&rat); 
 printf("\nFraction of Added Random Particles:"); 
 scanf("%f",&ran); 
 printf("\nNumber of Time for Simulation:"); 
 scanf("%d",&ntime);  
 printf("\nDivision of Plasma Pariod:"); 
 scanf("%f",&di); 
 printf("\nTime for Plot:"); 
 scanf("%d",&tplot);   
 printf("\nAmount for Plot:"); 
 scanf("%d",&nvar);   
 printf("\nEquilibrium Temperature of Electron:"); 
 scanf("%d",&Te);    
 printf("\nThe Situation of Simulation"); 
 printf("\n1.Without The External Field"); 
 printf("\n2.Within The External Field"); 
 printf("\nEnter The Selection:"); 
 scanf("%d",&ext);  
 if(ext==2){ 
  printf("\nEnter The External Field"); 
  printf("\nAmplitude of E:"); 
  scanf("%f",&AE);  
  printf("\nAmplitude of B:"); 
  scanf("%f",&AB);  
  printf("\nMultiple of Plasma Frequency:"); 
  scanf("%f",&mul);  
 } 
} 
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/**************************************************************************/ 
/***************************  Cal. Electric Field *************************/ 
void E_FIELD(){ 
int te,i,j,k,in,jn,kn,im,jm,km,nn; 
double err,phi0[Ng][Ng][Ng]; 
 if(tt>t0){ 
  if(ext!=1){ 
   E0=AE*cos(mul*wp*t);                   
   B0=AB*cos(mul*wp*t); 
   for(i=0;i<nr[0];i++)           
    for(j=0;j<nr[1];j++){ 
     Bz[i][j][0]=Bz0[i][j][0]+B0; 
     Bzo[i][j][0]=Bz[i][j][0]; 
    } 
  }  
  t0=tt;      
 } 
                                                   //Cal. The Potential  
 for(k=0;k<ngrid;k++) 
  for(j=0;j<ngrid;j++) 
   for(i=0;i<ngrid;i++) phi0[i][j][k]=0.0; 
 te=0; 
 do{ 
  te=te+1;     
  for(k=0;k<nr[2];k++){                                           
   kn=k-1; 
   km=k+1; 
   if(kn==-1||km==ngrid) 
    if(kn==-1)kn=ngrid-1; 
     else km=0; 
   for(j=0;j<nr[1];j++){ 
    jn=j-1; 
    jm=j+1; 
    if(jn==-1||jm==ngrid) 
     if(jn==-1)jn=ngrid-1; 
      else jm=0; 
    for(i=0;i<nr[0];i++){ 
     in=i-1; 
     im=i+1; 
     if(in==-1||im==ngrid) 
      if(in==-1)in=ngrid-1; 
       else im=0; 
     phi[i][j][k]=((n[0][i][j][k]-n[1][i][j][k])*e/e0 
                      +(phi0[in][j][k]+phi0[im][j][k])/(dx*dx) 
                      +(phi0[i][jn][k]+phi0[i][jm][k])/(dx*dx) 
                      +(phi0[i][j][kn]+phi0[i][j][km])/(dx*dx)) 
                           /(2.0/(dx*dx)+2.0/(dx*dx)+2.0/(dx*dx)); 
    } 
   } 
  } 
  err=0.0; 
  for(k=0;k<nr[2];k++) 
   for(j=0;j<nr[1];j++) 
    for(i=0;i<nr[0];i++){ 
     if(phi[i][j][k]!=0.0||phi0[i][j][k]!=0.0){ 
      if(phi[i][j][k]!=0.0)err=err+fabs((phi[i][j][k]- 
                               phi0[i][j][k])/phi[i][j][k]); 
        else err=err+fabs((phi[i][j][k]-phi0[i][j][k])/phi0[i][j][k]); 
     } 
     phi0[i][j][k]=phi[i][j][k]; 
    } 
 }while(err>=err_criteria&&te<IterMax); 
 printf("tt=%d te=%d err=%e\n",tt,te,err); 
                                            //Cal. Electric Field  
 for(k=0;k<nr[2];k++){                                           
  kn=k-1; 
  km=k+1; 
  if(kn==-1||km==ngrid) 
   if(kn==-1)kn=ngrid-1; 
    else km=0; 
  for(j=0;j<nr[1];j++){ 
   jn=j-1; 
   jm=j+1; 
   if(jn==-1||jm==ngrid) 
    if(jn==-1)jn=ngrid-1; 
     else jm=0; 
   for(i=0;i<nr[0];i++){ 
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    in=i-1; 
    im=i+1; 
    if(in==-1||im==ngrid) 
     if(in==-1)in=ngrid-1; 
      else im=0; 
    if(i==0&&j==0&&k==0) Ex[i][j][k]=E0+(phi[in][j][k]- 
                                     phi[im][j][k])/(2.0*dx); 
     else Ex[i][j][k]=(phi[in][j][k]-phi[im][j][k])/(2.0*dx); 
    Ey[i][j][k]=(phi[i][jn][k]-phi[i][jm][k])/(2.0*dx); 
    Ez[i][j][k]=(phi[i][j][kn]-phi[i][j][km])/(2.0*dx); 
   } 
  } 
 }   
} 
/**************************************************************************/   
/***************************  Cal. Density ********************************/   
void ASSCHARGE(){ 
int i,j,k,nn; 
 for(p=0;p<ntyp;p++) 
  for(i=0;i<nr[0];i++) 
   for(j=0;j<nr[1];j++) 
    for(k=0;k<nr[2];k++) n[p][i][j][k]=0.0; 
 for(p=0;p<ntyp;p++) 
  for(nn=0;nn<int(npar);nn++){ 
   i=int(x[p][nn]/dx); 
   j=int(y[p][nn]/dx);  
   k=int(z[p][nn]/dx); 
   n[p][i][j][k]=n[p][i][j][k]+1.0; 
  } 
 for(i=0;i<nr[0];i++) 
  for(j=0;j<nr[1];j++)  
   for(k=0;k<nr[2];k++){ 
    n[0][i][j][k]=n[0][i][j][k]*rat/pow(dx,float(dime)); 
    if(ntyp>1) n[1][i][j][k]=n[1][i][j][k]*rat/pow(dx,float(dime)); 
     else n[1][i][j][k]=n0; 
    if((a==4)||((a==0)&&(tt==0))){ 
      for(p=0;p<2;p++) no[p][i][j][k]=n[p][i][j][k];   
    } 
   } 
 E_FIELD();    
} 
/**************************************************************************/ 
/************************** Random Density ********************************/ 
void RANDOM_DEN(){ 
int i,j,k; 
int nd1,nd2,nd3; 
int nx,ny,nz,nc,x1,x2,;  
double dxx,nmm,na,nn,nb,x3,f; 
 Nf=ran*npar; 
 switch (mo){ 
  case 1:   
   f=ran*npa; 
   nd1=npa-int(f)+1; 
   if (dime>1) nd2=nd1; 
    else nd2=1; 
   if (dime>2) nd3=nd1; 
    else nd3=1; 
                                                                                                                                                                       //Arrange Position 
   if(ran!=1.0){  
    dxx=dx/nd1; 
    for(p=0;p<ntyp;p++) 
     for(k=0;k<nr[2];k++) 
      for(j=0;j<nr[1];j++) 
       for(i=0;i<nr[0];i++){ 
        na=k*nr[2]*nr[2]+j*nr[1]+i;          
        na=na*pow(float(npa),float(dime)); 
        for(nz=0;nz<nd3;nz++) 
         for(ny=0;ny<nd2;ny++) 
          for(nx=0;nx<nd1;nx++){ 
           nb=(nz*nd3*nd3)+(ny*nd2)+nx; 
           nn=na+nb; 
           if(p==0){ 
            x[p][int(nn)]=i*dx+nx*dxx; 
            y[p][int(nn)]=j*dx+ny*dxx; 
            z[p][int(nn)]=k*dx+nz*dxx; 
           }else{ 
            x[p][int(nn)]=i*dx+(nx+0.5)*dxx; 
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            y[p][int(nn)]=0.0; 
            z[p][int(nn)]=0.0; 
            if (dime>1) y[p][int(nn)]=j*dx+(ny+0.5)*dxx; 
            if (dime>2) z[p][int(nn)]=k*dx+(nz+0.5)*dxx; 
           }   
           xo[p][int(nn)]=x[p][int(nn)]; 
           yo[p][int(nn)]=y[p][int(nn)]; 
           zo[p][int(nn)]=z[p][int(nn)]; 
          }             
       } 
   } 

//Random Position  
   if(ran!=0.0){ 
    if(ran==1.0) dxx=dx/npa;             
    for(p=0;p<ntyp;p++) 
     for(nn=int(npar-Nf);nn<int(npar);nn++){ 
      x1=rd(nr[0]); 
      if(ran==1.0) x2=rd(npa); 
       else x2=rd(nd1);                 
      x3=1.0*dxx*frand(); 
      x[p][int(nn)]=x1*dx+x2*dxx+x3; 
      x[p][int(nn)]=adpar(x[p][int(nn)]); 
      xo[p][int(nn)]=x[p][int(nn)]; 
      if (dime>1){  
       x1=rd(nr[1]); 
       if(ran==1.0) x2=rd(npa); 
        else x2=rd(nd2);                 
       x3=1.0*dxx*frand(); 
       y[p][int(nn)]=x1*dx+x2*dxx+x3; 
       y[p][int(nn)]=adpar(y[p][int(nn)]); 
       yo[p][int(nn)]=y[p][int(nn)]; 
       if (dime>2){ 
        x1=rd(nr[2]); 
        if(ran==1.0) x2=rd(npa); 
         else x2=rd(nd3);                 
        x3=1.0*dxx*frand(); 
        z[p][int(nn)]=x1*dx+x2*dxx+x3; 
        z[p][int(nn)]=adpar(z[p][int(nn)]); 
        zo[p][int(nn)]=z[p][int(nn)]; 
       } 
      }   
     }      
   } 
   ASSCHARGE(); 
  break; 
 
  case 2: 
   nmm=(npar-Nf)/pow(float(ngrid),float(dime));     
   for(p=0;p<ntyp;p++){ 
    for(nn=0;nn<int(Nf);nn++){ 
     i=rd(nr[0]); 
     j=rd(nr[1]); 
     k=rd(nr[2]); 
     n[p][i][j][k]=n[p][i][j][k]+1.0; 
    }   
    for(k=0;k<nr[2];k++) 
     for(j=0;j<nr[1];j++) 
      for(i=0;i<nr[0];i++){  
       n[p][i][j][k]=(n[p][i][j][k]+nmm)*rat/pow(dx,float(dime)); 
       no[p][i][j][k]=n[p][i][j][k]; 
      } 
   } 
   if(ntyp<2) 
    for(k=0;k<nr[2];k++) 
     for(j=0;j<nr[1];j++) 
      for(i=0;i<nr[0];i++){ 
       n[1][i][j][k]=n0;     
       no[1][i][j][k]=n[1][i][j][k];     
      } 
   E_FIELD();    
  break; 
 } 
} 
/**************************************************************************/ 
 
 
/************************* Set the Values *********************************/ 
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void SETVALUE(){ 
int i,j,k,nn,nm; 
double db,nd; 
 PI=4.0*atan(1.0);  
                                                               //Set parameters  
 if(inp==0){  
  mo   =1;                            //Model(1=Par. Mod., 2=Fluid Mod.) 
  dime =3;                            //Dimension 
  par  =1;                            //Type of Fluid (1=ele, 2=ion, 3=e-i) 
  np   =1;                            //No. Protrons of ion 
  nnu  =0;                            //No. Neutrons of ion 
  nele =0;                            //No. Electrons of ion 
  ln   =1.0;                          //Length of side 
  ngrid=15;                           //No. of Grids 
  npa  =5;                            //No. of Particles in 1D Cell 
  rat  =1e4;                          //Ratio of 1 Real:1 Sim 
  ran  =1.0;                          //Fraction to Random of Particles 
  ntime=1000;                         //No. of Time Step  
  di   =100;                          //Divisor of Period for dt  
  tplot=10;                           //Time Step for Print 
  nvar =1;                            //Amount variants for plot 
  ext  =2;                            //External Field(1=without, 2=within)  
  switch (ext){ 
   case 1:        
    E0  =0.0;             
    B0  =0.0; 
    mul =0.0; 
   break;  
  case 2: 
   AE  =5.0;                           //Amplitude of E wave  
   AB  =1.0e-6;                        //Amplitude of B wave 
   mul =1.0; 
  break;                               //Multipier of Plasma Fre.  
 }             
 Te   =10000.0;  
}else INPUT(); 
 
dx=1.0*ln/ngrid; 
npar=pow(npa*ngrid,float(dime));  
if(npar>N){ 
 printf("npar = %.0f Over Number of Sim. Particles\n",npar);  
 system("pause"); 
}  
                                                                    //Set the Dimension  
for(i=0;i<3;i++) nr[i]=ngrid;  
if(dime<3){ 
 nr[2]=1; 
 if(dime<2) nr[1]=1; 
} 
                                                                                                                                           //Set the Model of the Plasma 
ntyp=1; 
if(par!=2){ 
 m[0]=me;            m[1]=mi*(np+nnu)+me*nele; 
 q[0]=e;             q[1]=e*(nele-np); 
 if(par==1){ 
  np=1;   nnu=0;  nele=0; 
 }else ntyp=2; 
}else{ 
 m[1]=me;            m[0]=mi*(np+nnu)+me*nele; 
 q[1]=e;             q[0]=e*(nele-np); 
}  
                                                                                                                                            //Set the Initial Values 
t=0.0;  tt=0;  t0=-1; 
for(i=0;i<ngrid;i++) 
 for(j=0;j<ngrid;j++) 
  for(k=0;k<ngrid;k++){ 
   Ex[i][j][k]=0.0;                     
   Ey[i][j][k]=0.0;                     
   Ez[i][j][k]=0.0;                     
   Bxo[i][j][k]=0.0; 
   Byo[i][j][k]=0.0; 
   Bzo[i][j][k]=0.0; 
   Bz0[i][j][k]=0.0; 
   dBx[i][j][k][0]=0.0; 
   dBy[i][j][k][0]=0.0; 
   dBz[i][j][k][0]=0.0; 
   for(p=0;p<2;p++) n[p][i][j][k]=0.0; 
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  }  
  switch (mo){ 
   case 1: 
    for(p=0;p<ntyp;p++)     
     for(nn=0;nn<int(npar);nn++){ 
      vxo[p][nn]=0.0; 
      vyo[p][nn]=0.0; 
      vzo[p][nn]=0.0; 
      dvx[p][nn][0]=0.0; 
      dvy[p][nn][0]=0.0; 
      dvz[p][nn][0]=0.0; 
     }    
   break;      
   case 2: 
    for(p=0;p<2;p++) 
     for(i=0;i<ngrid;i++) 
      for(j=0;j<ngrid;j++) 
       for(k=0;k<ngrid;k++){ 
        uxo[p][i][j][k]=0.0; 
        uyo[p][i][j][k]=0.0; 
        uzo[p][i][j][k]=0.0; 
        for(a=0;a<5;a++){ 
         hx[p][i][j][k][a]=0.0; 
         hy[p][i][j][k][a]=0.0; 
         hz[p][i][j][k][a]=0.0; 
         g[p][i][j][k][a]=0.0; 
        }  
       } 
   break; 
  }    
                                                                                                                                                                    //Cal. Debye’s  
 NI=1.0*npar/pow(ngrid,dime);                //Average No. of Particles 
 n0=1.0*NI*rat/pow(dx,dime);            //Average Density  
 db=sqrt(Te*e0*K/n0/e/e);        //Debye Length 
 nd=4.0/3.0*PI*n0*pow(db,3.0);              //Debye Sphere 
 wp=sqrt(n0*e*e/(me*e0));                   //Plasma Frequency 
 Tp=2.0*PI/wp; 
 dt=1.0*Tp/di;                                //Time of Time Step 
                                                                                                                                                                       //Random for Print  
 for(nn=0;nn<nvar;nn++){ 
  do{ 
   ii[nn]=rd(nr[0]); 
   if(nr[1]>1) jj[nn]=rd(nr[1]); 
    else jj[nn]=0; 
   if(nr[2]>1) kk[nn]=rd(nr[2]); 
    else kk[nn]=0; 
   i=0; 
   for(nm=0;nm<nn-1;nm++) 
    if(ii[nn]==ii[nm]&&jj[nn]==jj[nm]&&kk[nn]==kk[nm]) i=1; 
  }while(i==1); 
  do{  
   ti[nn]=rd(ntime); 
   i=0; 
   for(nm=0;nm<nn-1;nm++) 
    if(ti[nn]==ti[nm]) i=1; 
  }while(i==1); 
  if(mo==1){ 
   do{           
    pl[nn]=rd(int(npar)); 
    i=0; 
    for(nm=0;nm<nn-1;nm++) 
       if(pl[nn]==pl[nm]) i=1; 
   }while(i==1); 
  } 
 }           
 ii[0]=0;    jj[0]=0;    kk[0]=0;  //ti[0]=0; 
 RANDOM_DEN();                                                  
} 
/**************************************************************************/ 
/************************* Cal. The Magnetic Field *************************/ 
void B_FIELD(){ 
int i,j,k,in,im,jn,jm,kn,km; 
 if(dime>2){ 
  for(k=0;k<nr[2];k++){                                           
   kn=k-1; 
   km=k+1; 
   if(kn==-1||km==ngrid) 
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    if(kn==-1)kn=ngrid-1; 
     else km=0; 
   for(j=0;j<nr[1];j++){ 
    jn=j-1; 
    jm=j+1; 
    if(jn==-1||jm==ngrid) 
     if(jn==-1)jn=ngrid-1; 
      else jm=0; 
    for(i=0;i<nr[0];i++){ 
     in=i-1; 
     im=i+1; 
     if(in==-1||im==ngrid) 
      if(in==-1)in=ngrid-1; 
       else im=0; 
     dBx[i][j][k][a]=0.5*((Ez[i][jn][k]-Ez[i][jm][k])/dx-(Ey[i][j][kn]- 
                           Ey[i][j][km])/dx)*dt; 
     dBy[i][j][k][a]=0.5*((Ex[i][j][kn]-Ex[i][j][km])/dx-(Ez[in][j][k]- 
                           Ez[im][j][k])/dx)*dt; 
     dBz[i][j][k][a]=0.5*((Ey[in][j][k]-Ey[im][j][k])/dx-(Ex[i][jn][k]- 
                           Ex[i][jm][k])/dx)*dt; 
     if(a==4){ 
      Bx[i][j][k]=Bxo[i][j][k]+1.0/6.0*(dBx[i][j][k][1]+2.0*dBx[i][j][k][2] 
                                                               +2.0*dBx[i][j][k][3]+dBx[i][j][k][4]); 
      By[i][j][k]=Byo[i][j][k]+1.0/6.0*(dBy[i][j][k][1]+2.0*dBy[i][j][k][2] 
                                                                +2.0*dBy[i][j][k][3]+dBy[i][j][k][4]); 
      Bxo[i][j][k]=Bx[i][j][k]; 
      Byo[i][j][k]=By[i][j][k];        
      if(k!=0||AB==0){ 
       Bz[i][j][k]=Bzo[i][j][k]+1.0/6.0*(dBz[i][j][k][1]+2.0*dBz[i][j][k][2] 
                                                                   +2.0*dBz[i][j][k][3]+dBz[i][j][k][4]); 
       Bzo[i][j][k]=Bz[i][j][k]; 
      }else 
       Bz0[i][j][k]=1.0/6.0*(dBz[i][j][k][1]+2.0*dBz[i][j][k][2] 
                                                                        +2.0*dBz[i][j][k][3]+dBz[i][j][k][4]); 
     }     
    } 
   } 
  } 
 } 
} 
/**************************************************************************/ 
/************************ Cal. The Velocity *******************************/ 
void VELOCITY(){ 
int i,j,k,in,im,jn,jm,kn,km,nn; 
 switch (mo){  
  case 1: 
   for(a=1;a<5;a++){ 
    for(p=0;p<ntyp;p++)  
     for(nn=0;nn<int(npar);nn++){  
      if(a<4){ 
       i=int(x[p][nn]/dx); 
       j=int(y[p][nn]/dx);      
       k=int(z[p][nn]/dx);      
       kn=k-1; 
       km=k+1; 
       if(kn==-1||km==ngrid) 
       if(kn==-1)kn=ngrid-1; 
        else km=0; 
       jn=j-1; 
       jm=j+1; 
       if(jn==-1||jm==ngrid) 
       if(jn==-1)jn=ngrid-1; 
        else jm=0; 
       in=i-1; 
       im=i+1; 
       if(in==-1||im==ngrid) 
       if(in==-1)in=ngrid-1; 
        else im=0; 
 
         dvx[p][nn][a]=(q[p]/m[p]*(Ex[i][j][k]

                +(vyo[p][nn]+dvy[p][nn][a-1] /2.0) *(Bzo[i][j][k]+dBz[i][j][k][a-1]/2.0) 
                                                          -(vzo[p][nn] +dvz[p][nn][a-1]/2.0)*(Byo[i][j][k]+dBy[i][j][k][a- 1]/2.0)) 
                                                         - K*Te*(n[p][im][j][k]-n[p][in][j][k])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt; 

      
 
 
 
      delx[p][nn][a]=(vxo[p][nn]+dvx[p][nn][a-1]/2.0)*dt; 
      if(dime>1){  
  dvy[p][nn][a]=(q[p]/m[p]*(Ey[i][j][k]

               +(vzo[p][nn]+dvz[p][nn][a-1]/2.0)*(Bxo[i][j][k]+dBx[i][j][k][a-1]/2.0) 
                                                      -(vxo[p][nn]+dvx[p][nn][a-1]/2.0)*(Bzo[i][j][k]+dBz[i][j][k][a-1]/2.0)) 
                                                      - K*Te*(n[p][i][jm][k]-n[p][i][jn][k])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt; 
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       dely[p][nn][a]=(vyo[p][nn]+dvy[p][nn][a-1]/2.0)*dt; 
       if(dime>2){  
 
 
 
       
 
        delz[p][nn][a]=(vzo[p][nn]+dvz[p][nn][a-1]/2.0)*dt; 

dvz[p][nn][a]=(q[p]/m[p]*(Ez[i][j][k]
              +(vxo[p][nn]+dvx[p][nn][a-1]/2.0)*(Byo[i][j][k]+dBy[i][j][k][a-1]/2.0) 
                                                   -(vyo[p][nn]+dvy[p][nn][a-1]/2.0)*(Bxo[i][j][k]+dBx[i][j][k][a-1]/2.0))
                                                    - K*Te*(n[p][i][j][km]-n[p][i][j][kn])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt;

       } 
      }       
      if(a<3){ 
       x[p][nn]=xo[p][nn]+delx[p][nn][a]/2.0; 
       y[p][nn]=yo[p][nn]+dely[p][nn][a]/2.0; 
       z[p][nn]=zo[p][nn]+delz[p][nn][a]/2.0; 
      }else{ 
       x[p][nn]=xo[p][nn]+delx[p][nn][a]; 
       y[p][nn]=yo[p][nn]+dely[p][nn][a]; 
       z[p][nn]=zo[p][nn]+delz[p][nn][a]; 
      } 
      x[p][nn]=adpar(x[p][nn]); 
      y[p][nn]=adpar(y[p][nn]);          
      z[p][nn]=adpar(z[p][nn]);          
     }else{   
 
 
 
 
      
      delx[p][nn][a]=(vxo[p][nn]+dvx[p][nn][a-1])*dt; 

dvx[p][nn][a]=(q[p]/m[p]*(Ex[i][j][k]
              +(vyo[p][nn]+dvy[p][nn][a- 1])*(Bzo[i][j][k]+dBz[i][j][k][a-1]) 
                                     -(vzo[p][nn]+dvz[p][nn][a-1])*(Byo[i][j][k]+dBy[i][j][k][a-1])) 
                                     -K*Te*(n[p][im][j][k]-n[p][in][j][k])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt; 

      if(dime>1){ 
 
 
      
 
 
       dely[p][nn][a]=(vyo[p][nn]+dvy[p][nn][a-1])*dt; 

dvy[p][nn][a]=(q[p]/m[p]*(Ey[i][j][k]
              +(vzo[p][nn]+dvz[p][nn][a-1])*(Bxo[i][j][k]+dBx[i][j][k][a-1]) 
                                     -(vxo[p][nn]+dvx[p][nn][a-1])*(Bzo[i][j][k]+dBz[i][j][k][a-1])) 
                                     -K*Te*(n[p][i][jm][k]-n[p][i][jn][k])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt; 

       if(dime>2){  
 
 
 
        
     
         delz[p][nn][a]=(vzo[p][nn]+dvz[p][nn][a-1])*dt; 

dvz[p][nn][a]=(q[p]/m[p]*(Ez[i][j][k]
              +(vxo[p][nn]+dvx[p][nn][a-1])*(Byo[i][j][k]+dBy[i][j][k][a-1]) 
                                     -(vyo[p][nn]+dvy[p][nn][a-1])*(Bxo[i][j][k]+dBx[i][j][k][a-1])) 
                                     -K*Te*(n[p][i][j][km]-n[p][i][j][kn])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt; 

       } 
      }           
 
 
 
 
 
 
 
      vxo[p][nn]=vx[p][nn]; 
      vyo[p][nn]=vy[p][nn]; 
      vzo[p][nn]=vz[p][nn];                        

vx[p][nn]=vxo[p][nn]+(dvx[p][nn][1]+2.0*dvx[p][nn][2]+2.0*dvx[p][nn][3]
                                                       + dvx[p][nn][4])/6.0;      
vy[p][nn]=vyo[p][nn]+(dvy[p][nn][1]+2.0*dvy[p][nn][2]+2.0*dvy[p][nn][3]
                     +dvy[p][nn][4])/6.0;      
vz[p][nn]=vzo[p][nn]+(dvz[p][nn][1]+2.0*dvz[p][nn][2]+2.0*dvz[p][nn][3]
                                                        +dvz[p][nn][4])/6.0; 
 

 
      x[p][nn]=xo[p][nn]+(delx[p][nn][1]+2.0*delx[p][nn][2]+2.0*delx[p][nn][3] 
                                                                   +delx[p][nn][4])/6.0;        
      y[p][nn]=yo[p][nn]+(dely[p][nn][1]+2.0*dely[p][nn][2]+2.0*dely[p][nn][3] 
                                                                   +dely[p][nn][4])/6.0;                        
                z[p][nn]=zo[p][nn]+(delz[p][nn][1]+2.0*delz[p][nn][2]+2.0*delz[p][nn][3] 
                                                                   +delz[p][nn][4])/6.0; 
      x[p][nn]=adpar(x[p][nn]); 
      y[p][nn]=adpar(y[p][nn]); 
      z[p][nn]=adpar(z[p][nn]); 
      xo[p][nn]=x[p][nn]; 
      yo[p][nn]=y[p][nn]; 
      zo[p][nn]=z[p][nn]; 
     } 
    }  
   B_FIELD();   
   ASSCHARGE(); 
  } 
 break; 
 
 case 2: 
  for(a=1;a<5;a++){    
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   for(p=0;p<ntyp;p++)         
    for(k=0;k<nr[2];k++){                                           
     kn=k-1; 
     km=k+1; 
     if(kn==-1||km==ngrid) 
      if(kn==-1)kn=ngrid-1; 
       else km=0; 
     for(j=0;j<nr[1];j++){ 
      jn=j-1; 
      jm=j+1; 
      if(jn==-1||jm==ngrid) 
       if(jn==-1)jn=ngrid-1; 
        else jm=0; 
      for(i=0;i<nr[0];i++){ 
       in=i-1; 
       im=i+1; 
       if(in==-1||im==ngrid) 
        if(in==-1)in=ngrid-1; 
         else im=0;  
       if(a<4){          
         
        if(dime>1){ 
          
 
 
 
 
 
       
 
    
if(dime>2){ 
 
 
 
 
   } 
  }  

              hx[p][i][j][k][a]=(q[p]/m[p]*(Ex[i][j][k]
                 +(uyo[p][i][j][k]+hy[p][i][j][k][a-1]/2.0)*(Bzo[i][j][k]+dBz[i][j][k][a-1]/2.0)      
                                             -uzo[p][i][j][k]+hz[p][i][j][k][a-1]/2.0)*(Byo[i][j][k]+dBy[i][j][k][a-1]/2.0)) 
                                             -K*Te*(n[p][im][j][k]-n[p][in][j][k])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt; 

hy[p][i][j][k][a]=(q[p]/m[p]*(Ey[i][j][k]
   +(uzo[p][i][j][k]+hz[p][i][j][k][a-1]/2.0)*(Bxo[i][j][k]+dBx[i][j][k][a-1]/2.0) 
        -(uxo[p][i][j][k]+hx[p][i][j][k][a-1]/2.0)*(Bzo[i][j][k]+dBz[i][j][k][a-1]/2.0)) 
        -K*Te*(n[p][i][jm][k]-n[p][i][jn][k])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt; 
 hz[p][i][j][k][a]=(q[p]/m[p]*(Ez[i][j][k]

   +(uxo[p][i][j][k]+hx[p][i][j][k][a-1]/2.0)*(Byo[i][j][k]+dBy[i][j][k][a-1]/2.0) 
        -(uyo[p][i][j][k]+hy[p][i][j][k][a-1]/2.0)*(Bxo[i][j][k]+dBx[i][j][k][a-1]/2.0)) 
        -K*Te*(n[p][i][j][km]-n[p][i][j][kn])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt; 

 
 
 
 
 
   
     
 
 
   }else{  
         
 
 
 
 
 
       if(dime>1){ 

g[p][i][j][k][a]=-0.5*((uxo[p][i][j][k]+hx[p][i][j][k][a-1]/2.0)*(n[p][im][j][k]
  -n[p][in][j][k])/dx+(uyo[p][i][j][k]+hy[p][i][j][k][a-1]/2.0)*(n[p][i][jm][k] 
  -n[p][i][jn][k])/dx+(uzo[p][i][j][k]+hz[p][i][j][k][a-1]/2.0)*(n[p][i][j][km] 
  -n[p][i][j][kn])/dx+n[p][i][j][k]*(((uxo[p][im][j][k]+hx[p][im][j][k][a-1]/2.0) 
     -(uxo[p][in][j][k]+hx[p][in][j][k][a-1]/2.0))/dx 
  +((uyo[p][i][jm][k]+hy[p][i][jm][k][a-1]/2.0) 
     -(uyo[p][i][jn][k]+hy[p][i][jn][k][a-1]/2.0))/dx 
  +((uzo[p][i][j][km]+hz[p][i][j][km][a-1]/2.0) 
 

hx[p][i][j][k][a]=(q[p]/m[p]*(Ex[i][j][k]
   +(uyo[p][i][j][k]+hy[p][i][j][k][a-1])*(Bzo[i][j][k]+dBz[i][j][k][a-1]) 
        -(uzo[p][i][j][k]+hz[p][i][j][k][a-1])*(Byo[i][j][k]+dBy[i][j][k][a-1])) 
        -K*Te*(n[p][im][j][k]-n[p][in][j][k])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt; 

 
 
 
 
      
         if(dime>2){ 

hy[p][i][j][k][a]=(q[p]/m[p]*(Ey[i][j][k]
   +(uzo[p][i][j][k]+hz[p][i][j][k][a-1])*(Bxo[i][j][k]+dBx[i][j][k][a-1]) 
        -(uxo[p][i][j][k]+hx[p][i][j][k][a-1])*(Bzo[i][j][k]+dBz[i][j][k][a-1])) 
        -K*Te*(n[p][i][jm][k]-n[p][i][jn][k])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt; 

hz[p][i][j][k][a]=(q[p]/m[p]*(Ez[i][j][k]
   +(uxo[p][i][j][k]+hx[p][i][j][k][a-1])*(Byo[i][j][k]+dBy[i][j][k][a-1]) 
        -(uyo[p][i][j][k]+hy[p][i][j][k][a-1])*(Bxo[i][j][k]+dBx[i][j][k][a-1])) 
        -K*Te*(n[p][i][j][km]-n[p][i][j][kn])/(n[p][i][j][k]*m[p]*2.0*dx))*dt; 

      
 
 
      
        } 
       }  
         
 
 
 
 
 
 
 
 
      } 

g[p][i][j][k][a]=-0.5*((uxo[p][i][j][k]+hx[p][i][j][k][a-1])*(n[p][im][j][k]
  -n[p][in][j][k])/dx+(uyo[p][i][j][k]+hy[p][i][j][k][a-1])*(n[p][i][jm][k] 
  -n[p][i][jn][k])/dx+(uzo[p][i][j][k]+hz[p][i][j][k][a-1])*(n[p][i][j][km] 
  -n[p][i][j][kn])/dx+n[p][i][j][k]*(((uxo[p][im][j][k]+hx[p][im][j][k][a-1]) 
     -(uxo[p][in][j][k]+hx[p][in][j][k][a-1]))/dx 
    +((uyo[p][i][jm][k]+hy[p][i][jm][k][a-1]) 
    -(uyo[p][i][jn][k]+hy[p][i][jn][k][a-1]))/dx 
    +((uzo[p][i][j][km]+hz[p][i][j][km][a-1]) 
    -(uzo[p][i][j][kn]+hz[p][i][j][kn][a-1]))/dx))*dt; 
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     }    
    } 
   }    
   if(a<4){ 
    for(p=0;p<ntyp;p++)         
     for(k=0;k<nr[2];k++) 
      for(j=0;j<nr[1];j++) 
       for(i=0;i<nr[0];i++)  
        if(a<3) n[p][i][j][k]=no[p][i][j][k]+g[p][i][j][k][a]/2.0; 
         else n[p][i][j][k]=no[p][i][j][k]+g[p][i][j][k][a]; 
   }           
   if(a==4){  
    for(p=0;p<ntyp;p++) 
     for(k=0;k<nr[2];k++) 
      for(j=0;j<nr[1];j++) 
       for(i=0;i<nr[0];i++){         
 
 
 
 
 
 
        uxo[p][i][j][k]=ux[p][i][j][k]; 
        uyo[p][i][j][k]=uy[p][i][j][k]; 

ux[p][i][j][k]=uxo[p][i][j][k]+1.0/6.0*(hx[p][i][j][k][1]+2.0*hx[p][i][j][k][2]
                                     +2.0*hx[p][i][j][k][3]+hx[p][i][j][k][4]);         
uy[p][i][j][k]=uyo[p][i][j][k]+1.0/6.0*(hy[p][i][j][k][1]+2.0*hy[p][i][j][k][2]

+2.0*hy[p][i][j][k][3]+hy[p][i][j][k][4]);                                              
uz[p][i][j][k]=uzo[p][i][j][k]+1.0/6.0*(hz[p][i][j][k][1]+2.0*hz[p][i][j][k][2]
                                     +2.0*hz[p][i][j][k][3]+hz[p][i][j][k][4]); 

        uzo[p][i][j][k]=uz[p][i][j][k]; 
         
 
        no[p][i][j][k]=n[p][i][j][k];  

n[p][i][j][k]=no[p][i][j][k]+1.0/6.0*(g[p][i][j][k][1]+2.0*g[p][i][j][k][2]
                                  +2.0*g[p][i][j][k][3]+g[p][i][j][k][4]); 
       } 

    } 
    B_FIELD();  
    E_FIELD();  
   }   
  break;  
 } 
} 
/**************************************************************************/   
/*************************** Cal. The Energy ******************************/   
void ENERGY(){ 
int i,j,k,nn; 
double u; 
 for(p=0;p<2;p++){ 
  p_energy[p]=0.0; 
  k_energy[p]=0.0; 
  for(k=0;k<nr[2];k++) 
   for(j=0;j<nr[1];j++) 
    for(i=0;i<nr[0];i++){ 
                                       //Cal. the potential energy 
     p_energy[p]=p_energy[p]+pow(dx,float(dime))*no[p][i][j][k] 
                 *q[p]*phi[i][j][k];       
                                       //Cal. the kinetic energy 
     if(mo==2){ 
      u=pow(uxo[p][i][j][k],2.0)+pow(uyo[p][i][j][k],2.0) 
                            +pow(uzo[p][i][j][k],2.0);               
      k_energy[p]=k_energy[p]+0.5*m[p]*pow(dx,float(dime)) 
                  *no[p][i][j][k]*u;         
     } 
    } 
  if(mo==1)   
   for(nn=0;nn<int(npar);nn++){ 
    u=pow(vxo[p][nn],2.0)+pow(vyo[p][nn],2.0)+pow(vzo[p][nn],2.0); 
    k_energy[p]=k_energy[p]+0.5*m[p]*rat*u;                                   
   } 
 } 
 VELOCITY();    
} 
/**************************************************************************/ 
/**************************************************************************/ 
int main(){ 
int i,j,k,nn,nm; 
FILE *f0,*f1[7],*f2[7],*f3,*f4[2]; 
if(f0=fopen("parameter","w")){      //file keeps parameters 
                                    //file keeps data which vary by time 
if(f1[0]=fopen("data(t)","w")){                       
if(f1[1]=fopen("data(t)(2)","w")){                     
if(f1[2]=fopen("data(t)(3)","w")){      
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if(f1[3]=fopen("data(t)(4)","w")){                 if(f1[4]=fopen("data(t)(5)","w")){                 
if(f1[5]=fopen("data(t)(6)","w")){                 if(f1[6]=fopen("data(t)(7)","w")){                  
                                    //file keeps data which vary by position 
if(f2[0]=fopen("data(x)","w")){                    if(f2[1]=fopen("data(x)(2)","w")){                 
if(f2[2]=fopen("data(x)(3)","w")){                 if(f2[3]=fopen("data(x)(4)","w")){                  
if(f2[4]=fopen("data(x)(5)","w")){                 if(f2[5]=fopen("data(x)(6)","w")){                  
if(f2[6]=fopen("data(x)(7)","w")){                 if(f3=fopen("data(n0)","w")){       
//file keeps the data of densities at t0 
if(f4[0]=fopen("data(rd1)","w")){   //file keeps position of e- or ion at t0 
if(f4[1]=fopen("data(rd2)","w")){   //file keeps position of ion at t0 from  
                                      e-ion  
 SETVALUE();                                                    
 do{ 
  ENERGY();    
                                                                                                                                  //Print  
  if(tt==0){                                                   
   fprintf(f0,"%d %d %d\n\n%.0f %e %.2f\n\n%d %d %d\n\n%.1f %d\n\n%d  
               %.0f\n\n%d %d %.0f\n\n%e %e %.1f\n",dime,mo,par,              
               npar,rat,ran,np,nnu,nele,ln,ngrid,ntime,di,tplot,nvar,Te,               
               AE,AB,mul);      
    switch (mo){ 
     case 1: 
      for(i=0;i<nvar;i++)            
       fprintf(f0,"%d %d %d %d %d\n",ii[i],jj[i],kk[i],ti[i],pl[i]);      
      for(p=0;p<ntyp;p++) 
       for(nn=0;nn<int(npar);nn++){  
        i=x[p][nn]/dx; 
        j=y[p][nn]/dx;                                    
        k=z[p][nn]/dx;                                                  
                                         //Distribution at [nvar/2][nvar/2] 
        if(i==ii[nvar/2]&&j==jj[nvar/2]&&k==kk[nvar/2])            
         fprintf(f4[p],"%d %f %f %f\n",nn,x[p][nn],y[p][nn],z[p][nn]);           
       }  
     break;   
     case 2:  
      for(i=0;i<nvar;i++)            
       fprintf(f0,"%d %d %d %d\n",ii[i],jj[i],kk[i],ti[i]);      
     break; 
    }   
                                          //Density of Particles in a Cell 
    for(k=0;k<nr[2];k++)                  
     for(j=0;j<nr[1];j++) 
      for(i=0;i<nr[0];i++) 
       fprintf(f3,"%.0f %.0f\n",no[0][i][j][k],no[1][i][j][k]); 
   }     
                                          //Event by Time 
   if(tt%tplot==0){                       
    switch (mo){ 
     case 1:         
      for(nn=0;nn<nvar;nn++) 
       fprintf(f1[nn],"%d %e %e %e %e %e %e %e %e %e %e %e %e %.0f %.0f %e  
                       %e %e %e %e %e %e %e %e %e %e\n",tt,xo[0][nn]  
                      ,yo[0][pl[nn]],zo[0][pl[nn]],vxo[0][pl[nn]] 
                      ,vyo[0][pl[nn]],vzo[0][pl[nn]],xo[1][pl[nn]] 
                      ,yo[1][pl[nn]],zo[1][pl[nn]],vxo[1][pl[nn]] 
                      ,vyo[1][pl[nn]],vzo[1][pl[nn]] 
                      ,no[0][ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                      ,no[1][ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                      ,phi[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                      ,Ex[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                      ,Ey[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                      ,Ez[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                      ,Bxo[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                      ,Byo[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                      ,Bzo[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                      ,p_energy[0],k_energy[0],p_energy[1],k_energy[1]); 
     break;                        
 
     case 2:         
      for(nn=0;nn<nvar;nn++) 
       fprintf(f1[nn],"%d 0 0 0 %e %e %e 0 0 0 %e %e %e %.0f %.0f %e %e %e  
                       %e %e %e %e %e %e %e %e\n",tt                          
                     ,uxo[0][ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,uyo[0][ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,uzo[0][ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,uxo[1][ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,uyo[1][ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
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                     ,uzo[1][ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,no[0][ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,no[1][ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,phi[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,Ex[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,Ey[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]],Ez[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,Bxo[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,Byo[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,Bzo[ii[nn]][jj[nn]][kk[nn]] 
                     ,p_energy[0],k_energy[0],p_energy[1],k_energy[1]); 
     break; 
    } 
   }    
   for(nn=0;nn<nvar;nn++) 
    if(tt==ti[nn])                            
     for(k=0;k<nr[2];k++) 
      for(j=0;j<nr[1];j++) 
       for(i=0;i<nr[0];i++) 
        fprintf(f2[nn],"%.0f %.0f %e %e %e %e %e %e 
%e\n",no[0][i][j][k],no[1][i][j][k],phi[i][j][k],Ex[i][j][k],Ey[i][j][k],                                 
Ez[i][j][k],Bxo[i][j][k],Byo[i][j][k],Bzo[i][j][k]);       
 
  tt=tt+1; 
  t=t+dt; 
 }while(tt<=ntime); 
 
}fclose(f4[1]); 
}fclose(f4[0]); 
}fclose(f3); 
}fclose(f2[6]); 
}fclose(f2[5]); 
}fclose(f2[4]); 
}fclose(f2[3]); 
}fclose(f2[2]); 
}fclose(f2[1]); 
}fclose(f2[0]); 
}fclose(f1[6]); 
}fclose(f1[5]); 
}fclose(f1[4]); 
}fclose(f1[3]); 
}fclose(f1[2]); 
}fclose(f1[1]); 
}fclose(f1[0]); 
}fclose(f0); 
system ("PAUSE"); 
return(0); 
} 
/**************************************************************************/ 
/**************************************************************************/ 
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