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This research studies the transient thermal stress behavior in laminated hollow cylinders.
The laminate is composed of layers of homogeneous orthotropic materials. Heat conduction occurs
in two dimensions in the cross-sectional plane, and the problem is considered as plane strain. Three
types of boundary conditions are allowed at the inner and outer surfaces: prescribed temperature
distribution, heat flux, or convection heat transfer. By applying layerwise theory, a discrete-layer
model is developed for analyzing the temperature distribution and the thermal stress. Temperature
and displacement are the primary unknowns, with their shape functions taken as Lagrange linear
interpolation functions in the radial direction and Fourier series in the circumferential direction. In
solving for the transient problem, a recurrence relation method using step-by-step integration is
employed. Results from the discrete-layer model show good agreement with the exact solutions.

The discrete-layer model is then applied to analyze the thermal conduction and thermal
stress of an absorber tube in the solar trough system. Several case studies are investigated: one
layer, two layers, and three layers of steel and copper tubes. The results have shown that the best
heat conduction occurs in the tube with pure copper. The next best conduction is in the case of
three-layer tube (copper / steel / copper). The worst conduction occurs in the tube with pure steel. In
terms of thermal stress, noncomposite tubes have much lower stresses than the composite tubes.
However, in all cases, shear stress is very small compared to the radial and circumferential stresses.
Circumferential stress happens to be the largest and is about 40% of the yield stress.
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nq ฟลักซความรอน (heat flux) ในทิศทาง n
, ,i ijk k k สัมประสิทธิ์การนําความรอน (thermal conductivity)
T , 0T อุณหภูมิที่เวลาใดๆ และอุณหภูมิเริ่มตน ตามลําดับ
sT , T∞ อุณหภูมิที่ผิว และอุณหภูมิของตัวกลางการพาความรอนรอบๆ ผิว ตามลําดับ
, ,r zθ พิกัดอางอิงทิศทางรัศมี ทิศทางเสนรอบวง และทิศทางตามยาว ตามลําดับ ในระบบพิกัด

                             ทรงกระบอก
g อัตราการผลิตความรอนตอหนวยปริมาตรภายในวัตถุ (heat generation)
ρ   ความหนาแนนของวัตถุ (density)
c ความจุความรอนจําเพาะของวัตถุ (specific heat)
t เวลา
h สัมประสิทธิ์การพาความรอน (heat transfer coefficient)
W ฟงกชันน้ําหนัก (weight) ในวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางของกาเลอรคิน
N ฟงกชันสัณฐาน (shape function)
Ω , Γ ขอบเขตของปริมาตรและขอบเขตของพื้นผิว ตามลําดับ
inΓ , outΓ พื้นผิวในของทรงกระบอก และพื้นผิวนอกของทรงกระบอก ตามลําดับ
ˆˆ ˆ, ,i j k                  เวคเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง x , y และ z ตามลําดับ

ˆ ˆ ˆ, ,r ze e eθ เวคเตอรหนึ่งหนวย (unit vector) ในทิศทาง r ,θ  และ z  ตามลําดับ
n เวคเตอรแนวฉาก (normal vector)
rn  , nθ ทิศทางโคไซน (direction cosine)
   เมตริกซแถว (row matrix)
{ } เมตริกซแนวตั้ง (column matrix)
[ ]              เมตริกซส่ีเหลี่ยม (rectangular matrix)
α  สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ
T∆             อุณหภูมิที่เปล่ียนไป
iσ หนวยแรงตั้งฉาก

 ijτ หนวยแรงเฉือน
iε ความเครียดตั้งฉาก
ijγ ความเครียดเฉือน
, ,r zu u uθ การกระจัดในทิศทาง ,r θ  และ z ตามลําดับ
, ,r zf f fθ  แรงวัตถุ (body force) ตอหนวยปริมาตรของวัตถุ
, ,r zT T Tθ   หนวยแรงที่ผิวในทิศทาง  , ,r zθ   ตามลําดับ

ℑ  หนวยแรงที่ผิว
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E มอดูลัสยืดหยุน
ν                         อัตราสวนปวซง
yσ หนวยแรงครากของวัสดุ

ε สัดสวนระหวางคายูคลิเดียนนอรมยกกําลังสองตอคาผลรวมของคําตอบยกกําลังสอง



บทที่ 1

บทนํา

1.1 ความสําคัญของปญหา

ปญหาการนําความรอนและผลของความรอนที่เกิดขึ้นในโครงสราง หรือชิ้นสวนที่มีลักษณะเปนทรง
กระบอก เปนปญหาที่พบเห็นไดทั่วๆ ไปในงานดานวิศวกรรม เชน การนําความรอนในทอ กระบอกปน ชิ้นสวน
เครื่องจักร  มอเตอร เตาเผา ถังบรรจุของเหลว ทอที่บรรจุสารเคมีซึ่งมีความรอนเกิดขึ้นเนื่องจากปฏิกิริยาเคมี
และเตาปฏิกรณนิวเคลียร เปนตน ในการออกแบบโครงสรางหรือชิ้นสวนที่ตองรับความรอนนั้น การใชวัสดุ
ประกอบกันเปนชั้นๆ (laminated composite) นับเปนทางเลือกที่ดีอีกทางหนึ่ง เพราะวัสดุประกอบมีความ
สามารถในการรับแรงและทนตอความรอนไดเปนอยางดี ซึ่งในปจจุบัน ก็ไดมีการใชวัสดุประกอบกันอยางแพร
หลาย  และยังมีแนวโนมที่จะใชเพิ่มขึ้นอีกในอนาคต

ในวิทยานิพนธนี้ จะวิเคราะหหาการกระจายของอุณหภูมิ (temperature distribution) และหนวยแรง
เนื่องจากอุณหภูมิ (thermal stress) ในภาวะชั่วครู (transient) ของทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก ประกอบดวย
วัสดุเปนชั้นๆ ซึ่งแตละชั้นเปนเนื้อเดียวกัน (homogeneous) และมีคุณสมบัติเปนแบบออโธทรอปก
(orthotropic) โดยความรอนที่เกิดขึ้นมีคาคงที่ตลอดความยาว ดังนั้น การนําความรอนจะอยูในระนาบหนาตัด
ขวางเทานั้น นั่นคือ เปนปญหาแบบความเครียดระนาบ (plane strain) ลักษณะของทรงกระบอกและระบบพิกัด
อางอิงซึ่งเปนระบบพิกัดทรงกระบอก แสดงไดดังรูปที่ 1.1

                                          
                      รูปที่ 1.1  ทรงกระบอกกลวงและระบบแกนอางอิง

1.2 วัตถุประสงค

1. ทําการวิเคราะหการนําความรอน และหาการกระจายของอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก 
ประกอบดวยวัสดุเปนชั้นๆ ภายใตฟลักซความรอนที่ผิวนอก และ / หรือ ผิวในของทรงกระบอก

2. ทําการวิเคราะหหาหนวยแรง และการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่เกิดขึ้นเนื่องจากอุณหภูมิ  ในทรง
กระบอกกลวงดังกลาว

z

   x
   r   θ
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3. พัฒนาแบบจําลองแยกชั้น (discrete layer model) สําหรับวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิและหนวย
แรงเนื่องจากอุณหภูมิ โดยอาศัยทฤษฎีตามชั้น (layerwise theory) ซึ่งมีการถวงน้ําหนักเศษตกคางโดยวิธีของ
กาเลอรคิน

1.3 ขอบเขตการศึกษา

1.  ทรงกระบอกประกอบดวยชั้นวัสดุไดหลายชั้น แตละชั้นมีความหนาสม่ําเสมอ   เปนเนื้อเดียวกัน 
(homogeneous) วัสดุมีคุณสมบัติเปนแบบออโธทรอปก (orthotropic) และยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic) โดย
คุณสมบัติตางๆ ไมแปรเปลี่ยนตามอุณหภูมิ

2.  การกระจายของอุณหภูมิอยูในระนาบ 2 มิติ คือ ระนาบตัดขวาง ( )r θ− เทานั้น  โดยความรอนที่
เกิดขึ้นไมเปล่ียนแปลงตามความยาว นั่นคือ เปนปญหาแบบความเครียดระนาบ (plane strain)

3.  เงื่อนไขขอบเขตที่ผิวนอกและผิวในของทรงกระบอก ไดแก  การกําหนดอุณหภูมิ ฟลักซความรอน 
หรือมีการพาความรอนเกิดขึ้น  ทั้งนี้ ไมมีแหลงกําเนิดความรอนภายในเนื้อวัสดุ

4. ไมมีหนวยแรงที่เกิดจากแรงภายนอกมากระทําที่ผิว (traction free) ไมคิดแรงวัตถุ (body force)
และผลของความเฉื่อย (inertia effect) เนื่องจากสมมติวาอุณหภูมิเปล่ียนแปลงอยางชาๆ และสมมติวาการ
เปล่ียนแปลงรูปรางของทรงกระบอกไมมีผลตอการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ

1.4 ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ

การวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิ และหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิของทรงกระบอกกลวงที่ยาวมากใน
วิทยานิพนธนี้ สามารถนําไปประยุกตใชกับโครงสรางที่มีลักษณะเปนทรงกระบอกกลวงซึ่งมีความยาวมากเมื่อ
เทียบกับขนาดของพื้นที่หนาตัด โดยมีความรอนเกิดขึ้นคงที่ตลอดแนวความยาวได ซึ่งสามารถวิเคราะหไดทั้ง
ปญหาที่มีความสมมาตรรอบแกนและไมสมมาตรรอบแกน เชน เสากลมกลวงที่อยูภายใตการเปลี่ยนแปลง
อุณหภูมิในขณะเกิดไฟไหม ทอสงน้ําที่ไดรับความรอนจากแสงแดด ทอบรรจุของเหลวในระบบผลิตไฟฟาพลัง
งานแสงอาทิตย เปนตน ซึ่งเมื่อสามารถวิเคราะหหาหนวยแรงที่เกิดขึ้นไดแลว ก็จะทราบไดวาโครงสรางทรง
กระบอกที่อยูภายใตการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมินี้จะเกิดการวิบัติหรือไม หรือมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางเปนอยางไร
ในทางกลับกัน ก็จะสามารถออกแบบโครงสรางใหสามารถทนตอความรอนที่เกิดขึ้นได นอกจากนี้ ยังมีประโยชน
สําหรับปญหาที่ตองการทราบการกระจายอุณหภูมิ หรือตองการทราบการถายเทความรอนที่เกิดขึ้นอีกดวย



บทที่ 2

งานวิจัยที่เกี่ยวของ

การวิเคราะหหาการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงนั้น  ไดมีผู
ทําการศึกษาวิจัยไวเปนจํานวนมาก ในที่นี้จะกลาวถึงงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของ โดยแบงเปนการวิเคราะห
ปญหาการนําความรอนในทรงกระบอกกลวง และหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวง ดังตอไปนี้

2.1  การนําความรอนในทรงกระบอกกลวง

ปญหาการนําความรอนในทรงกระบอกกลวง ไดมีผูทําการศึกษาวิจัยทั้งใน 1 มิติ 2 มิติ และ 3 มิติ ใน
ภาวะอยูตัว (steady state) และภาวะชั่วครู (transient)  โดยการนําความรอนใน 1 มิตินั้น จะมีเฉพาะในทิศทาง
รัศมี ( )r เพียงอยางเดียว สวนการนําความรอนใน 2 มิติ จะมีทั้งในระนาบตัดตามยาว ( )r z− และระนาบตัด
ขวาง ( )r θ−  โดยรายละเอียดของแบบตางๆ มีดังตอไปนี้

ปญหาการนําความรอนใน 1 มิติ ในภาวะอยูตัว Jabbari และคณะ (2002) ไดวิเคราะหหาผลเฉลย
แมนตรง (exact solution) ของการกระจายอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่มีคุณสมบัติของวัสดุไมสมํ่าเสมอ
(functionally graded material) หรือ FGM โดยที่คุณสมบัติมีการเปลี่ยนแปลงตามระยะรัศมี การวิเคราะหทําได
โดยการแกสมการการนําความรอนโดยตรง

สําหรับปญหาการนําความรอนใน 1 มิติ ในภาวะชั่วครูนั้น Takeuti และ Tanigawa (1977) ไดใชวิธี
การแปลงลาปลาซ (Laplace transformation) วิเคราะหหาผลเฉลยแมนตรงของการกระจายอุณหภูมิในทรง
กระบอกกลวงที่ประกอบดวยชั้นวัสดุ 2 ชนิด แตละชนิดเปนเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ (homogeneous) และมีคุณ
สมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง หรือ ไอโซทรอปก (isotropic) โดยมีการพาความรอนเกิดขึ้นที่ผิวใน สวนที่ผิวนอกมี
การกําหนดอุณหภูมิ Chen และ Chen (1989) ไดวิเคราะหหาการกระจายอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่ยาว
มาก ประกอบดวยชั้นวัสดุ 3 ชนิด แตละชนิดเปนเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ มีการพาความรอนเกิดขึ้นที่ผิว โดยใชวิธี
การแปลงลาปลาซ และใชอนุกรมฟูเรียรประมาณคาในการแปลงกลับ Goshima และ Miyao (1991a) ไดใช
ฟงกชันของกรีน (Green ‘s function) วิเคราะหหาการกระจายอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก ประกอบ
ดวยชั้นวัสดุ 2 ชนิด โดยมีการพาความรอนเกิดขึ้นที่ผิวใน และมีการหุมฉนวนที่ผิวนอก ภายในทรงกระบอกมี
แหลงกําเนิดความรอนที่เปนระนาบและมีคาเปล่ียนแปลงตามระยะรัศมีกับเวลา ในปเดียวกัน Goshima และ
Miyao (1991b) ยังไดวิเคราะหปญหาที่คลายๆ กันอีก ตางกันที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุเพียงชนิดเดียว
และมีการพาความรอนเกิดขึ้นทั้งผิวในและผิวนอก ตอมา Chen และคณะ (1992) ไดวิเคราะหหาการกระจาย
อุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก ประกอบดวยชั้นวัสดุ 3 ชนิด แตละชนิดเปนเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ และ
มีคุณสมบัติเปนแบบไอโซทรอปก ที่ผิวมีการกําหนดอุณหภูมิที่เปล่ียนคาไดตามเวลา ซึ่งในปญหาดังกลาวไดมี
การพิจารณาวา อุณหภูมิกับการกระจัด (displacement) มีผลตอกันและกัน ดังนั้น การวิเคราะหหาการกระจาย
อุณหภูมิและการกระจัดจะทําไปพรอมๆ กัน โดยใชวิธีการแปลงลาปลาซ และใชอนุกรมฟูเรียรประมาณคาใน
การแปลงกลับ Lin และ Chen (1992) ไดวิเคราะหหาคําตอบโดยประมาณของการกระจายอุณหภูมิในทรง
กระบอกกลวงที่ประกอบดวยวัสดุหลายชนิดเปนชั้นๆ แตละชั้นมีคาการนําความรอน (thermal  conductivity)
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เปล่ียนแปลงตามอุณหภูมิ โดยเงื่อนไขขอบเขตอาจเปนการกําหนดอุณหภูมิ ฟลักซความรอน หรือมีการพาความ
รอนเกิดขึ้นก็ได การวิเคราะหแบงเปน 2 วิธีคือ ใชวิธีการแปลงลาปลาซรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite
element method) และใชวิธีการแปลงลาปลาซรวมกับระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง (finite differece method)
จากการเปรียบเทียบผลลัพธระหวาง 2 วิธี พบวามีคาใกลเคียงกัน จากนั้น Zhou (1995) ไดใชวิธีการแปลง
ลาปลาซ วิเคราะหหาผลเฉลยแมนตรงของการกระจายอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่มีวัสดุเปนเนื้อเดียวกัน
สมํ่าเสมอ โดยมีการพาความรอนเกิดขึ้นที่ผิวใน และมีการหุมฉนวนที่ผิวนอก Kandil และคณะ (1995) ไดใช
ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่องวิเคราะหหาคําตอบโดยประมาณของการกระจายอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวง ซึ่งมี
การกําหนดอุณหภูมิที่เปล่ียนคาไดตามเวลาที่ผิวใน Vedula และคณะ (1998) ไดวิเคราะหหาการกระจาย
อุณหภูมิในทรงกระบอกกลวง โดยที่ผิวในของทรงกระบอกมีอุณหภูมิที่เปล่ียนคาไดตามเวลาเปนฟงกชันชี้กําลัง
(exponential) และผิวนอกมีการพาความรอนเกิดขึ้น โดยใชอินทิกรัลของดูฮัมเมล (Duhamel’s integral) ในป
ตอมา Jane และ Lee (1999) ไดใชวิธีการแปลงลาปลาซรวมกับระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง วิเคราะหหาคําตอบ
โดยประมาณของการกระจายอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่ประกอบดวยวัสดุหลายชนิดเปนชั้นๆ แตละชั้นอาจ
เปนเนื้อเดียวกันสมํ่าเสมอ หรือไมเปนเนื้อเดียวกัน (inhomogeneous) ก็ได ที่ผิวมีการกําหนดอุณหภูมิที่เปล่ียน
คาไดตามเวลา ซึ่งในปญหาดังกลาวจะพิจารณาวา อุณหภูมิกับการกระจัดมีผลตอกันและกัน นอกจากนี้
Sladek และคณะ (2003) ไดวิเคราะหหาการกระจายอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่มีคุณสมบัติเปล่ียนแปลง
ตามระยะรัศมี เงื่อนไขขอบเขตเปนการกําหนดอุณหภูมิที่ผิวโดยที่สามารถเปลี่ยนคาไดตามเวลา การวิเคราะหใช
วิธีอินทิกรัลขอบ (boundary integral) รวมกับวิธีการแปลงลาปลาซ

สําหรับการนําความรอนใน 2 มิติ ในระนาบตัดตามยาว ( )r z− นั้น Iyengar และ Chandrashekhara
(1966) ไดวิเคราะหหาการกระจายอุณหภูมิในภาวะอยูตัวของทรงกระบอกกลวงที่มีวัสดุเปนเนื้อเดียวกัน
สมํ่าเสมอ และมีคุณสมบัติเปนแบบไอโซทรอปก โดยใชวิธีการแกสมการหาผลเฉลยแมนตรง Chen และ Chu
(1989) ไดวิเคราะหหาการกระจายอุณหภูมิในภาวะชั่วครูของทรงกระบอกกลวงที่ประกอบดวยชั้นวัสดุ 2 ชนิด
แตละชนิดเปนเนื้อเดียวกันสมํ่าเสมอ และมีคุณสมบัติเปนแบบไอโซทรอปก มีแหลงความรอนแบบสมมาตรรอบ
แกนเคลื่อนที่ตามแนวแกนของทรงกระบอก ทําใหมีฟลักซความรอนไหลเขาที่ผิวใน สวนผิวนอกมีการพาความ
รอนเกิดขึ้น การวิเคราะหใชการแปลงลาปลาซ และใชอนุกรมฟูเรียรประมาณคาในการแปลงกลับ ในปตอมา
Chen และ Chu (1990) ไดวิเคราะหปญหาเดิมอีกครั้งหนึ่งโดยใชวิธีการแปลงลาปลาซรวมกับระเบียบวิธีไฟไนต
เอลิเมนต  แลวใชอนุกรมฟูเรียรประมาณคาในการแปลงกลับเชนเดิม ซึ่งคําตอบที่ไดเปนคําตอบโดยประมาณ
Ahmed และ Zeiden (2002) ไดใชระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่องวิเคราะหหาการกระจายอุณหภูมิในภาวะชั่วครูของ
ทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก วัสดุมีคุณสมบัติเปนแบบไอโซทรอปก แตไมเปนเนื้อเดียวกัน กลาวคือ มีคุณสมบัติ
เปล่ียนแปลงตามระยะรัศมี โดยที่ผิวในมีการกําหนดอุณหภูมิ สวนผิวนอกมีการพาความรอนเกิดขึ้น นอกจากนี้
Lee (2003) ไดหาคําตอบโดยประมาณของการกระจายอุณหภูมิทั้งในภาวะอยูตัวและภาวะชั่วครู ของทรง
กระบอกกลวงที่ประกอบดวยวัสดุหลายชนิดเปนชั้นๆ โดยวัสดุแตละชั้นอาจเปนเนื้อเดียวกันหรือไมเปนเนื้อเดียว
กันก็ได และที่ผิวในมีการกําหนดอุณหภูมิที่เปล่ียนคาไดตามเวลา ซึ่งในปญหาดังกลาวจะพิจารณาวา อุณหภูมิ
กับการกระจัดมีผลตอกันและกัน การวิเคราะหใชวิธีการแปลงลาปลาซรวมกับระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง
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สําหรับการนําความรอนใน 2 มิติ ในระนาบตัดขวาง ( )r θ− นั้น Takeuti และ Tanigawa (1978) ได
ใชวิธีการแปลงลาปลาซหาผลเฉลยแมนตรงของการกระจายอุณหภูมิในภาวะชั่วครู ของทรงกระบอกกลวงที่
ประกอบดวยชั้นวัสดุ 2 ชนิด แตละชนิดเปนเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ และมีคุณสมบัติเปนแบบไอโซทรอปก ที่ผิวใน
อุณหภูมิมีคาเปนศูนย สวนที่ผิวนอกมีการกําหนดอุณหภูมิที่เปล่ียนแปลงตามทิศทางของเสนรอบวง Tarn
(2001) ไดวิเคราะหหาผลเฉลยแมนตรงของการกระจายอุณหภูมิในภาวะอยูตัวของทรงกระบอกกลวงที่มีคุณ
สมบัติเปล่ียนแปลงตามระยะรัศมี (FGM) และไมเหมือนกันทุกทิศทาง (anisotropic) เงื่อนไขขอบเขตอาจเปน
การกําหนดอุณหภูมิ ฟลักซความรอน หรือเปนการ พาความรอนก็ได  นอกจากนั้น Liew และคณะ (2003) ไดใช
วิธีการแบบใหมวิเคราะหหาผลเฉลยแมนตรงของการกระจายอุณหภูมิในภาวะอยูตัวของทรงกระบอกกลวงที่มี
คุณสมบัติเปล่ียนแปลงตามระยะรัศมี (FGM) โดยวิธีการดังกลาวจะแบงทรงกระบอกออกเปนชั้นๆ และสมมติวา
วัสดุแตละชั้นมีคุณสมบัติเปนเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ ซึ่งหากแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ ความหนาของแตละชั้น
ก็จะลดลง ทําใหการสมมติวาแตละชั้นเปนเนื้อเดียวกันนั้น ใกลเคียงความจริงยิ่งขึ้น และหากแบงไปจนกระทั่ง
จํานวนชั้นมีคาเปนอนันต ความหนาของแตละชั้นก็จะมีคาเขาใกลศูนย ทําใหการสมมติดังกลาวมีความถูกตอง
วิธีการนี้จะหาคําตอบของแตละชั้นที่เปนเนื้อเดียวกัน แลวจึงนําผลมารวมกัน โดยไมตองอาศัยสมการของวัสดุ
แบบไมเปนเนื้อเดียวกันเลย

สวนปญหาการนําความรอนใน 3 มิตินั้น Kim และ Noda (2000) ไดวิเคราะหหาคําตอบโดยประมาณ
ของการกระจายอุณหภูมิในภาวะชั่วครูของทรงกระบอกกลวงที่เปนแบบ FGM ซึ่งมีคุณสมบัติเปล่ียนแปลงตาม
ระยะรัศมี โดยใชฟงกชันของกรีน  และวิธีของกาเลอรคิน (Galerkin method)

2.2 หนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวง

การวิเคราะหหาหนวยแรงที่เกิดจากอุณหภูมินั้น จะตองใชความรูทั้งทางดานการถายเทความรอนเพื่อ
หาการกระจายของอุณหภูมิ และทางดานกลศาสตรของแข็งเพื่อหาหนวยแรงและการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่เกิด
ขึ้น จากงานวิจัยที่ผานมา มีทั้งการทําควบคูกันไปทั้งสองอยาง และมีทั้งการวิเคราะหเพียงอยางใดอยางหนึ่งเทา
นั้น ในการวิเคราะหหาหนวยแรงที่เกิดขึ้น สวนใหญจะไมนําผลของความเฉื่อย(inertia effect) มาคิด เนื่องจาก
สมมติวาการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิเปนไปอยางชาๆ  ทําใหผลของความเฉื่อยมีนอยมาก  นอกจากนี้ การ
วิเคราะหหาการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงที่เกิดขึ้น สวนใหญจะแยกคิดเปนอิสระจากกัน แตในบางงานวิจัย 
ก็ไดมีการพิจารณาวา หนวยแรงและการเปลี่ยนแปลงรูปรางมีผลตอการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิ ดังนั้น การ
วิเคราะหหาการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงที่เกิดขึ้นจะตองทําไปพรอมๆ กัน  จากงานวิจัยที่ผานมา ไดมีการ
วิเคราะหหาหนวยแรงที่เกิดจากการกระจายของอุณหภูมิใน 1 มิติ และ 2 มิติ ดังตอไปนี้

ในปญหาหนวยแรงที่เกิดจากการกระจายอุณหภูมิใน 1 มิติ ( )r ในภาวะอยูตัวนั้น Jabbari  และคณะ 
(2002) ไดวิเคราะหหาผลเฉลยแมนตรงของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่มีคุณสมบัติ
เปล่ียนแปลงตามระยะรัศมี (FGM) ซึ่งที่ผิวอาจมีแรงภายนอกมากระทําหรือไมมีก็ได

สําหรับปญหาหนวยแรงที่เกิดจากการกระจายอุณหภูมิใน 1 มิติ ในภาวะชั่วครูนั้น Takeuti และ 
Tanigawa (1977) ไดวิเคราะหหาผลเฉลยแมนตรงของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่
ประกอบดวยชั้นวัสดุ 2 ชนิด แตละชนิดเปนเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ และมีคุณสมบัติเปนแบบไอโซทรอปก  Chen 
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และคณะ (1992) ไดวิเคราะหหาหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก ประกอบดวยชั้น
วัสดุ 3 ชนิด แตละชนิดเปนเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ  และมีคุณสมบัติเปนแบบไอโซทรอปก ซึ่งในปญหาดังกลาวจะ
มีการพิจารณาวา อุณหภูมิกับการกระจัดมีผลตอกันและกัน ดังนั้น การวิเคราะหหาการกระจัดและการกระจาย
อุณหภูมิ จะทําไปพรอมๆ กัน โดยใชวิธีการแปลงลาปลาซ  และใชอนุกรมฟูเรียรประมาณคาในการแปลงกลับ 
Wang (1995) ไดใชวิธีการแปลงลาปลาซวิเคราะหหาผลเฉลยแมนตรงของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในทรง
กระบอกกลวงที่ยาวมาก มีความรอนเกิดขึ้นทันทีทันใด ดังนั้น จึงนําผลของความเฉื่อยมาคิดดวย ซึ่งปญหาดัง
กลาวเปนปญหาความเครียดระนาบ Kandil และคณะ (1995) ไดใชระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่องวิเคราะหหาคํา
ตอบโดยประมาณของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่เปนเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ ซึ่งเปน
ปญหาความเครียดระนาบ  นอกจากนั้น Jane และ Lee (1999) ไดวิเคราะหหาคําตอบโดยประมาณของหนวย
แรงเนื่องจากอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่ประกอบดวยวัสดุหลายชนิดเปนชั้นๆ โดยมีการพิจารณาวา 
อุณหภูมิกับการกระจัดมีผลตอกันและกัน การวิเคราะหใชวิธีการแปลงลาปลาซและระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง

สําหรับการวิเคราะหหนวยแรงที่เกิดจากการกระจายอุณหภูมิใน 2 มิติ ในระนาบตัดตามยาว ( )r z−
ซึ่งเปนปญหาสมมาตรรอบแกน (axisymmetric) นั้น Iyengar และ Chandrashekhara (1966) ไดวิเคราะหหา
หนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะอยูตัวของทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก มีคุณสมบัติเปนแบบไอโซทรอปก
การวิเคราะหใชวิธีการแกสมการหาผลเฉลยแมนตรง Chen และ Chu (1989) ไดวิเคราะหหาหนวยแรงเนื่องจาก
อุณหภูมิในภาวะชั่วครู ของทรงกระบอกกลวงที่ประกอบดวยชั้นวัสดุ 2 ชนิด แตละชนิดมีคุณสมบัติเปนแบบไอโซ
ทรอปก มีแหลงความรอนเคลื่อนที่ตามแนวแกนของทรงกระบอก โดยใชวิธีการแปลงลาปลาซและใชอนุกรมฟู
เรียรประมาณคาในการแปลงกลับ ตอมา Chen และ Chu (1990) ไดวิเคราะหปญหาเดิมอีกครั้งหนึ่ง โดยใชวิธี
การแปลงลาปลาซรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต และใชอนุกรมฟูเรียรประมาณคาในการแปลงกลับเชนเดิม
ซึ่งคําตอบที่ไดเปนคําตอบโดยประมาณ Goshima และ Miyao (1991a) ไดใชฟงกชันของกรีนวิเคราะหหาหนวย
แรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะชั่วครูของทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก ประกอบดวยชั้นวัสดุ 2 ชนิด ภายในทรง
กระบอกมีแหลงกําเนิดความรอนที่เปนระนาบและมีคาเปล่ียนแปลงตามระยะรัศมีกับเวลา ที่ผิวในมีการพา
ความรอนเกิดขึ้น สวนที่ผิวนอกมีการหุมฉนวน นอกจากปญหาดังกลาวแลว Goshima  และ Miyao (1991b) ยัง
ไดวิเคราะหปญหาคลายๆ กันอีก ตางกันที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุเพียงชนิดเดียว และมีการพาความรอน
เกิดขึ้นทั้งผิวในและผิวนอก Ahmed และ Zeiden (2002) ไดใชระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่องวิเคราะหหาคําตอบ
โดยประมาณของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะชั่วครูของทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก มีคุณสมบัติของ
วัสดุเหมือนกันทุกทิศทางเฉพาะในระนาบหนาตัดขวางเทานั้น (Transversely isotropic) และมีคุณสมบัติเปล่ียน
แปลงตามระยะรัศมี เงื่อนไขขอบเขตที่ผิวเปนการกําหนดการกระจัด โดยปญหาดังกลาวจะคํานึงถึงผลของ
ความเฉื่อยดวย  นอกจากนี้ Lee (2003) ไดวิเคราะหหาคําตอบโดยประมาณของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิใน
ภาวะชั่วครูของทรงกระบอกกลวงที่ประกอบดวยวัสดุหลายชนิดเปนชั้นๆ  ที่ผิวในมีแรงภายนอกที่เปล่ียนคาได
ตามเวลามากระทํา สวนผิวอื่นๆ ไมมีแรงมากระทํา ซึ่งปญหาดังกลาวไดพิจารณาวาอุณหภูมิกับการกระจัดมีผล
ตอกันและกัน การวิเคราะหใชวิธีการแปลงลาปลาซรวมกับระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง

สําหรับการวิเคราะหหนวยแรงที่เกิดจากการกระจายอุณหภูมิใน 2 มิติ ในระนาบตัดขวาง ( )r θ−  นั้น
Takeuti และ Tanigawa (1978) ไดวิเคราะหหาผลเฉลยแมนตรงของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะชั่วครู
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ของทรงกระบอกกลวงที่ประกอบดวยชั้นวัสดุ 2 ชนิด แตละชนิดเปนเนื้อเดียวกันสม่ําเสมอ และมีคุณสมบัติเปน
แบบไอโซทรอปก ซึ่งปญหาดังกลาวเปนปญหาความเครียดระนาบ Tarn (2001) ไดวิเคราะหหาผลเฉลยแมนตรง
ของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะอยูตัวของทรงกระบอกกลวงที่มีคุณสมบัติไมเหมือนกันทุกทิศทาง และ
เปล่ียนแปลงตามระยะรัศมี (FGM) โดยมีแรงภายนอกแบบตางๆ มากระทํา ไดแก แรงตามแนวแกน แรงบิด แรง
เฉือน และแรงดัน นอกจากนี้ Liew  และคณะ (2003) ไดวิเคราะหหาหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะอยูตัว
ของทรงกระบอกกลวงที่มีคุณสมบัติเปล่ียนแปลงตามระยะรัศมี (FGM) โดยการวิเคราะหจะแบงทรงกระบอก
ออกเปนชั้นๆ แลวสมมติวาแตละชั้นเปนเนื้อเดียวกัน   แลวหาคําตอบของแตละชั้น และนําผลมารวมกัน เมื่อแบง
ไปถึงอนันต ก็จะไดผลเฉลยแมนตรง



บทที่ 3

การวิเคราะหการนําความรอน

3.1 บทนํา

การแกปญหาของการเปลี่ยนแปลงรูปรางและหนวยแรงภายในวัตถุเนื่องจากอุณหภูมิ ประกอบไปดวย
สองสวนหลักๆ คือ การแกปญหาของการนําความรอนเพื่อหาการกระจายของอุณหภูมิ และการแกปญหาทางกล
ศาสตรของแข็ง เพื่อหาหนวยแรงภายในและการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่เกิดขึ้น

จุดประสงคหลักของวิทยานิพนธนี้ก็คือ การวิเคราะหหาหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิ ในทรงกระบอก
กลวงที่ยาวมาก ประกอบดวยวัสดุเปนชั้นๆ โดยมีการนําความรอนเกิดขึ้นเฉพาะในระนาบตัดขวาง ซึ่งการที่จะ
วิเคราะหหาหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิไดนั้น จะตองทราบการกระจายของอุณหภูมิกอน เพื่อนําไปวิเคราะหหา
หนวยแรงที่เกิดขึ้นตอไป ในบทนี้ จะกลาวถึงทฤษฎีพื้นฐานของการนําความรอนเพื่อใชวิเคราะหหาการกระจาย
อุณหภูมิ อันประกอบไปดวยกฎการนําความรอนของฟูเรียร สมการการนําความรอน รวมถึงเงื่อนไขเริ่มตน และ
เงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ โดยจะเริ่มอธิบายในระบบพิกัดฉาก (rectangular coordinates) กอนเพื่อใหสามารถ
เขาใจไดงาย จากนั้น จึงจะอธิบายในระบบพิกัดทรงกระบอก (cylindrical coordinates) อันเปนระบบที่สอด
คลองกับปญหาในวิทยานิพนธนี้ สุดทาย จึงจะอธิบายถึงรายละเอียดเกี่ยวกับวิธีการและขั้นตอนในการวิเคราะห
หาการกระจายอุณหภูมิ สวนทฤษฎีทางดานกลศาสตรของแข็ง และวิธีการวิเคราะหหาหนวยแรงเนื่องจาก
อุณหภูมิ จะอธิบายตอไปในบทที่ 4

3.2  ทฤษฎีพ้ืนฐานของการนําความรอน

 การนําความรอน (heat  conduction) คือ การที่ความรอนถายเทจากบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงไปยัง
บริเวณที่มีอุณหภูมิต่ําภายในตัวกลางเดียวกัน หรือเปนการถายเทความรอนระหวางตัวกลางที่ติดกันแตมี
อุณหภูมิตางกัน ซึ่งความรอนจะถายเทผานโมเลกุลของสารโดยที่โมเลกุลไมเคลื่อนที่ การนําความรอนจะเกิดขึ้น
ไดดีในตัวกลางที่เปนของแข็ง  และจะเกิดขึ้นไดบางในตัวกลางที่เปนของเหลวและกาซ  ในปญหาของการนํา
ความรอนนี้ จะมีสมการที่สําคัญอยู 2 สมการ คือ สมการของฟูเรียรหรือกฎของฟูเรียร (Fourier ’s law) และสม
การการนําความรอน (heat conduction equation)  การวิเคราะหหาการกระจายของอุณหภูมินั้น สามารถทําได
โดยการแกสมการการนําความรอน รวมกับการพิจารณาเงื่อนไขขอบเขต และเงื่อนไขเริ่มตน ซึ่งเมื่อรูอุณหภูมิที่
ตําแหนงตางๆ แลว ก็จะสามารถหาคาอัตราการถายเทความรอนโดยการนําที่ตําแหนงใดๆ ได โดยใชกฎของฟู
เรียร

เมื่อมีความรอนที่ไมสมํ่าเสมอเกิดขึ้นภายในวัตถุ จะมีการถายเทความรอนจากบริเวณที่มีอุณหภูมิสูง
ไปยังบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ํา ความสัมพันธระหวางการถายเทความรอน (heat flow) กับอัตราการเปลี่ยนแปลง
อุณหภูมิตอระยะทางหรือความชันของอุณหภูมิ (temperature  gradient)  จะเปนไปตามกฎการนําความรอน
ของฟูเรียร (Fourier ’s law) กลาวคือ อัตราการถายเทความรอนโดยการนําตอหนวยพื้นที่ หรือฟลักซความรอน
(heat flux) แปรผันโดยตรงกับคาการนําความรอน และอัตราการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิตอระยะทาง สําหรับวัตถุ
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ที่เปนเนื้อเดียว (homogeneous) และมีคุณสมบัติเหมือนกันทุกทิศทาง หรือ ไอโซทรอปก (isotropic) จะไดกฎ
ของฟูเรียร ดังนี้ (Ozisik,1993)

n
dTq k
dn

= −                       (3.1)

สมการที่ (3.1) นี้ เรียกวา กฎของฟูเรียร โดยที่ nq  คือ ฟลักซความรอนในทิศทาง n  มีหนวยเปน
W/m2,  k  คือ คาการนําความรอน (thermal conductivity) ของวัสดุ มีหนวยเปน  W/moC  และ dT dn  เปน
อัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิตอระยะทางในทิศทาง n  มีหนวยเปน oC/m ทั้งนี้ เครื่องหมายลบแสดงวา
ความรอนจะเคลื่อนที่ไปในทิศทางที่อุณหภูมิต่ํากวาเสมอ

อัตราการถายเทความรอนโดยการนําตอหนวยพื้นที่หรือฟลักซความรอนนั้น เปนปริมาณเวคเตอรที่มี
ทั้งขนาดและทิศทาง ในระบบพิกัดฉาก ฟลักซความรอนที่จุดใดๆ มีคาเทากับผลรวมแบบเวคเตอรของฟลักซ
ความรอนในทิศทาง x , y  และ z  ที่จุดนั้น ดังนี้

                            x y zq q i q j q k= + +                                (3.2)

โดยที่ i , j  และ k เปนเวคเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง x , y และ z  ตามลําดับ
สําหรับวัสดุที่มีคุณสมบัติไมเหมือนกันในแตละทิศทาง หรือ แอไนโซทรอปก (anisotropic) ซึ่งมีคาการ

นําความรอนในแตละทิศทางไมเทากัน  จะไดฟลักซความรอนในทิศทาง x , y  และ z  ดังนี้ (Ozisik,1993)

                                         11 12 13x
T T Tq k k k
x y z

∂ ∂ ∂
− = + +

∂ ∂ ∂
                          (3.3ก)

21 22 23y
T T Tq k k k
x y z

∂ ∂ ∂
− = + +

∂ ∂ ∂
                          (3.3ข)

31 32 33z
T T Tq k k k
x y z

∂ ∂ ∂
− = + +

∂ ∂ ∂
                          (3.3ค)

หรือเขียนในรูปของเมตริกซไดเปน

11 12 13

21 22 23

31 32 33

x

y

z

q k k k T x
q k k k T y
q k k k T z

∂ ∂     
    − = ∂ ∂    
     ∂ ∂     

โดยคาการนําความรอน ( )ijk  ทั้ง 9 ตัวในสมการดังกลาวนี้ เรียกวา คาสัมประสิทธิ์การนําความรอน
(conductivity coefficients)

เมื่อวัสดุมีคุณสมบัติเปนแบบออโธทรอปก(orthotropic) คา ijk  จะเทากับศูนยเมื่อ i j≠  โดยที่
11 xk k= , 22 yk k= และ 33 zk k=  ซึ่งเปนคาการนําความรอนในทิศทาง x , y  และ z ตามลําดับ ดังนั้น จะ

ได
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                         x x
Tq k
x

∂
= −

∂
  ,  y y

Tq k
y

∂
= −

∂
  และ  z z

Tq k
z

∂
= −

∂
                                           (3.4)

สมการที่ (3.3) และ (3.4) นี้ เปนกฎการนําความรอนของฟูเรียร ใชสําหรับหาฟลักซความรอนหลังจาก
ที่ทราบการกระจายอุณหภูมิแลว สวนสมการการนําความรอนที่ใชสําหรับหาการกระจายอุณหภูมินั้น สามารถ
พิสูจนไดจากกฎการอนุรักษพลังงาน (energy conservative law)  ดังตอไปนี้

จากกฎการอนุรักษพลังงาน เม่ือพิจารณาอัตราการสะสมความรอน  อัตราการผลิตความรอนภายใน
วัตถุ และอัตราการเคลื่อนที่ของความรอนเขาและออกจากวัตถุกอนเล็กๆ ในทุกทิศทาง จะไดสมการที่อยูในรูป
(Ozisik,1993)

yx z
qq q Tg c

x y z t
ρ

∂ ∂ ∂ ∂
− + + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

                                          (3.5)

หรือ Tq g c
t

ρ ∂
−∇ ⋅ + =

∂
                                                     (3.5-1)

โดยที่   yx z
qq qq

x y z
∂∂ ∂

∇ ⋅ = + +
∂ ∂ ∂

เมื่อ   g  คือ  อัตราการผลิตความรอนตอหนวยปริมาตรภายในวัตถุ (W/m3 )
 ρ  คือ  ความหนาแนนของวัตถุ  (kg/m3)

         c   คือ   ความรอนจําเพาะของวัตถุ (J/kg oC)
         t   คือ  เวลา (วินาที)

เมื่อแทนคาฟลักซความรอนเขาไปในสมการที่ (3.5) จะทําใหสมการดังกลาวอยูในรูปสมการเชิง
อนุพันธของอุณหภูมิ ซึ่งเรียกวา สมการการนําความรอน (heat conduction equation) ดังนั้น สําหรับวัสดุที่มี
คุณสมบัติเปนแบบออโธทรอปก เมื่อแทนคาฟลักซความรอนในสมการที่ (3.4) ลงในสมการที่ (3.5) จะไดสมการ
การนําความรอนในระบบพิกัดฉาก ดังนี้

2 2 2

2 2 2x y z
T T T Tk k k g c
x y z t

ρ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
(3.6)

เมื่อ  xk , yk และ zk  คือ คาการนําความรอน (thermal conductivity) ในทิศทาง x , y และ z  ของ
วัสดุ ตามลําดับ    
 ในกรณีที่ไมมีแหลงพลังงานความรอนภายในตัวกลาง จะเขียนสมการที่ (3.6) ไดเปน

2 2 2

2 2 2x y z
T T T Tk k k c
x y z t

ρ∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
              (3.7)

สมการที่ (3.6) และ (3.7) นี้ เปนสมการการนําความรอนในระบบพิกัดฉากของวัสดุที่มีคุณสมบัติเปน
แบบออโธทรอปก ซึ่งเมื่อทําการแกสมการรวมกับการพิจารณาเงื่อนไขเริ่มตน และเงื่อนไขขอบเขตแลว ก็จะ



11

สามารถหาคําตอบของการกระจายอุณหภูมิได ตอไป จะกลาวถึงทฤษฎีของการนําความรอนในระบบพิกัดทรง
กระบอก อันเปนระบบที่จะนํามาใชแกปญหาในวิทยานิพนธนี้

3.3 สมการการนําความรอนในระบบพิกัดทรงกระบอก

เมื่อตองการคํานวณการนําความรอนในวัตถุที่มีรูปรางเปนทรงกระบอกกลม อยางเชนปญหาในวิทยา
นิพนธนี้ เราจะใชระบบพิกัดที่มีความเหมาะสมสําหรับวัตถุที่มีรูปรางดังกลาว นั่นคือ ระบบพิกัดทรงกระบอก
(cylindrical coordinate system) โดยมีระบบแกนที่ตั้งฉากซึ่งกันและกันในทิศทางรัศมี ( )r  ทิศทางเสนรอบวง
( )θ  และทิศทางตามแนวแกน ( )z  ดังแสดงในรูปที่ 3.1

                  

r
θ

z

θ = 0

                                            รูปที่ 3.1 ระบบพิกัดทรงกระบอก

ในระบบพิกัดทรงกระบอก ฟลักซความรอนที่จุดใดๆ มีคาเทากับ ผลรวมแบบเวคเตอรของฟลักซความ
รอนในทิศทาง r ,θ  และ z   ที่จุดนั้น ดังนี้

ˆ ˆ ˆr r z zq q e q e q eθ θ= + +                             (3.8)

โดยที่  ˆre , êθ และ ˆze คือ เวคเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง r ,θ   และ z ตามลําดับ
 เมื่อวัสดุมีคุณสมบัติเปนแบบออโธทรอปก (orthotropic) จะไดฟลักซความรอนในทิศทาง r ,θ  และ
z  เปนดังนี้ (Ozisik,1993)

r r
Tq k
r

∂
= −

∂
 ,  k Tq

r
θ

θ θ
∂

= −
∂

  และ  z z
Tq k
z

∂
= −

∂
              (3.9)

          สําหรับสมการการนําความรอนในพิกัดทรงกระบอก ก็จะสามารถพิสูจนไดจากกฎการอนุรักษพลังงาน
เชนเดียวกับระบบพิกัดฉาก ซึ่งจากกฎการอนุรักษพลังงาน จะไดสมการที่อยูในรูป (Ozisik,1993)

 ( )1 1r zqrq q Tg c
r r r z t

θ ρ
θ

∂∂ ∂ ∂ − + + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 
                          (3.10)

หรือ Tq g c
t

ρ ∂
−∇ ⋅ + =

∂
                                                 (3.10-1)
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เมื่อ   ( )1 1r zqrq qq
r r r z

θ

θ
∂∂ ∂

∇ ⋅ = + +
∂ ∂ ∂

สําหรับวัสดุที่เปนแบบออโธทรอปก เมื่อแทนคาฟลักซความรอนในสมการที่ (3.9) ลงในสมการที่
(3.10) ก็จะไดสมการการนําความรอนในระบบพิกัดทรงกระบอก ดังนี้

 
2 2

2 2 2
r

z
kk T T T Tr k g c

r r r r z t
θ ρ

θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                          (3.11)

เมื่อ  ,rk kθ และ zk  คือ คาการนําความรอน (thermal conductivity) ในทิศทาง ,r θ  และ z  ของวัสดุ
ตามลําดับ         

ในกรณีที่ไมมีแหลงพลังงานความรอนภายในตัวกลาง จะเขียนสมการที่ (3.11) ไดเปน

2 2

2 2 2
r

z
kk T T T Tr k c

r r r r z t
θ ρ

θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                          (3.12)

สมการที่ (3.11) และ (3.12) นี้ เปนสมการการนําความรอนใน 3 มิติ ในระบบพิกัดทรงกระบอก ของ
วัสดุที่มีคุณสมบัติเปนแบบออโธทรอปก ซึ่งเมื่อทําการแกสมการรวมกับการพิจารณาเงื่อนไขเริ่มตนและเงื่อนไข
ขอบเขตแลว ก็จะสามารถหาคําตอบของการกระจายอุณหภูมิได ตอไป จะกลาวถึงการนําความรอนใน 2 มิติ ใน
ระนาบตัดขวาง ซึ่งสอดคลองกับปญหาในวิทยานิพนธนี้

3.4 สมการการนําความรอนในระนาบตัดขวาง

เมื่อพิจารณาที่หนาตัดใดหนาตัดหนึ่งของทรงกระบอกที่ยาวมาก หรือ ทรงกระบอกที่มีความยาวจํากัด
แตมีการหุมฉนวนที่ปลายทั้งสองขาง หากมีความรอนเกิดขึ้นคงที่ตลอดความยาวแลว จะทําใหเกิดการนําความ
รอนเฉพาะในระนาบตัดขวาง ( )r θ−  เทานั้น  และการกระจายของอุณหภูมิจะไมขึ้นกับระยะตามแนวความ
ยาว ( )z  ดังนั้น จะไดสมการการนําความรอนในระบบพิกัดทรงกระบอกแบบออโธทรอปก ดังนี้

2

2 2

1rk T T Tr k c
r r r trθ ρ

θ
∂ ∂ ∂ ∂  + = ∂ ∂ ∂∂ 

                          (3.13)

เนื่องจากปญหาในวิทยานิพนธนี้ เปนทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก และมีความรอนเกิดขึ้นคงที่ตลอด
ความยาว แตเปล่ียนแปลงตามทิศทางเสนรอบวง ( )θ  ดังนั้น จะเปนปญหาการนําความรอนใน 2 มิติ ในระนาบ
ตัดขวาง ( )r θ−  โดยระนาบของการนําความรอน แสดงไดดังรูปที่ 3.2      
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θr
.. ..

                     รูปที่ 3.2  ระนาบตัดขวางของทรงกระบอก ( )r θ−

ในการแกปญหาการนําความรอน จะตองทราบเงื่อนไขขอบเขต และเงื่อนไขเริ่มตน โดยเงื่อนไข
ขอบเขตจะเปนการกําหนดอุณหภูมิหรือฟลักซความรอนที่ผิว หรือมีการพาความรอนเกิดขึ้นที่ผิว สวนเงื่อนไขเริ่ม
ตน จะเปนการกําหนดอุณหภูมิที่ตําแหนงตางๆ ในขณะที่เริ่มพิจารณา (t=0) ซึ่งเงื่อนไขขอบเขตและเงื่อนไขเริ่ม
ตนของการนําความรอนในระนาบ r θ−  ในระบบพิกัดทรงกระบอก มีดังนี้

1)  เงื่อนไขขอบเขตแบบที่หนึ่ง คือ กรณีที่รูคาอุณหภูมิที่ผิวของวัตถุ (boundary surface) ดังนี้

1( , , )sT T r tθ=        ที่ผิว 1S                         (3.14ก)

2) เงื่อนไขขอบเขตแบบที่สอง เปนกรณีที่รูอัตราการนําความรอนตอหนวยพื้นที่ หรือฟลักซความรอน ที่
ผิวของวัตถุ ดังนี้

r r sq n q n qθ θ+ = −        ที่ผิว 2S                         (3.14ข)

3)  เงื่อนไขขอบเขตแบบที่สาม เปนกรณีที่มีการถายเทความรอนโดยการพาความรอน (convection) ที่
ผิวไปสูตัวกลางที่รูอุณหภูมิ ดังนี้

( )r r sq n q n h T Tθ θ ∞+ = −      ที่ผิว 3S                         (3.14ค)

โดยที่ sq  คือฟลักซความรอนที่พุงเขาสูวัตถุ (กําหนดใหเปนคาบวก) ,rn nθ  คือ โคไซนทิศทางของเวค
เตอร n̂  ซึ่งมีทิศทางพุงออกจากผิวของวัตถุและตั้งฉากกับผิวนั้น h  คือ สัมประสิทธิ์การพาความรอน
(convective heat transfer coefficient) มีหนวยเปน W/m2 oC, sT  คืออุณหภูมิที่ผิว และ T∞  คือ อุณหภูมิของ
อากาศรอบๆ ผิว ทั้งนี้ เงื่อนไขขอบเขตอาจจะประกอบดวยแบบใดแบบหนึ่งเพียงอยางเดียว หรืออาจจะประกอบ
ดวยหลายแบบรวมกันก็ได ลักษณะของเงื่อนไขขอบเขตแสดงไดดังรูปที่ 3.3
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                                          รูปที่ 3.3 เงื่อนไขขอบเขตของอุณหภูมิ

สวนเงื่อนไขเริ่มตน จะเปนฟงกชันของการกระจายอุณหภูมิตลอดทั้งเนื้อวัตถุ ดังนี้

0( , ,0) ( , )T r T rθ θ=                                      (3.15)

3.5 การวิเคราะหการนําความรอน

การวิเคราะหหาการกระจายของอุณหภูมิ สามารถทําไดโดยการแกสมการการนําความรอนรวมกับการ
พิจารณาเงื่อนไขขอบเขต และเงื่อนไขเริ่มตน ซึ่งหลังจากที่หาอุณหภูมิที่ตําแหนงตางๆ ไดแลว ก็จะสามารถหาคา
อัตราการถายเทความรอนที่ตําแหนงใดๆ ได โดยใชสมการของฟูเรียร  ในวิทยานิพนธนี้ จะทําการวิเคราะหหาคํา
ตอบโดยประมาณของการกระจายอุณหภูมิในทรงกระบอก  โดยเริ่มจากการแปลงสมการการนําความรอนใหอยู
ในรูปแบบออน (weak form) โดยใชวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง (weighted residuals) ของกาเลอรคิน (Galerkin)
จากนั้น จึงทําการสมมติคําตอบของการกระจายอุณหภูมิขึ้น แลวนําไปแทนในสมการการนําความรอนรูปแบบ
ออนดังกลาว จะทําใหเกิดระบบสมการขึ้น และเมื่อทําการแกสมการ ก็จะไดคําตอบของการกระจายอุณหภูมิ ซึ่ง
รายละเอียดของขั้นตอนตางๆ มีดังนี้

3.5.1 สมการรูปแบบออน

สมการการนําความรอนที่ (3.13) จะสามารถแปลงใหอยูในรูปแบบออนได โดยเริ่มจากสมมติให

2

2 2

1rk T T TR r k c
r r r r tθ ρ

θ
∂ ∂ ∂ ∂ = + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

                          (3.16)

S1

S3

S2
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เราเรียก R วาเศษตกคาง ซึ่งเกิดขึ้นเนื่องจากการสมมติคําตอบโดยประมาณขึ้นแลวนํามาแทนในสม
การการนําความรอน ทําใหเศษตกคางไมเทากับศูนย ในวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคาง(weighted residual) นั้น จะ
ทําการคูณเศษตกคางดวยฟงกชันน้ําหนัก W จากนั้นอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมน แลวกําหนดคาที่ไดใหเทากับศูนย
เพื่อใหเศษตกคางมีคาต่ําที่สุด นั่นคือ

( )( , , ) 0R r t W dθ
Ω

Ω =∫                          (3.17)

แทนคา R จากสมการที่ (3.16) ลงในสมการที่ (3.17) จะได

2

2 2

1 0rk T T TW r k c d
r r r trθ ρ

θΩ

 ∂ ∂ ∂ ∂  + − Ω =  ∂ ∂ ∂∂  
∫                    (3.18)

หรืออาจเขียนไดเปน

0TW q c d
t

ρ
Ω

∂ ∇ ⋅ + Ω = ∂ ∫                                    (3.19)

โดยที่ ( )1 1r qrqq
r r r

θ

θ
∂∂

∇ ⋅ = +
∂ ∂

ˆ ˆ( )r r
kT Tq k e e

r r
θ

θθ
∂ ∂

= − +
∂ ∂

r r
Tq k
r

∂
= −

∂

k Tq
r
θ

θ θ
∂

= −
∂

ˆre , êθ คือ เวคเตอรหนึ่งหนวยในทิศทาง r และ θ  ตามลําดับ

จากสมการที่ (3.19) อินทิเกรตกระจายเขาไปในแตละเทอม จะได

( ) 0TW q d W c d
t

ρ
Ω Ω

∂
∇ ⋅ Ω + Ω =

∂∫ ∫                           (3.20)

ทําการอินทิเกรตทีละสวน (integration by parts) ในพจนแรกของสมการที่ (3.20) ซึ่งในปญหา 2 มิติ
จะใชทฤษฎีบทของเกาส (Gauss ’s theorem) จะได (ปราโมทย เดชะอําไพ, 2542)

    ( ) ( ) 0TW q n d W q d W c d
t

ρ
Γ Ω Ω

∂
⋅ Γ − ∇ ⋅ Ω + Ω =

∂∫ ∫ ∫                                 (3.21)
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เมื่อ  1ˆ ˆre e
r r θθ

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂

rrn n e n eθθ= +   ซึ่ง rn  และ nθ  เปนโคไซนทิศทาง (direction cosine) ของเวคเตอรหนึ่งหนวย
n  ซึ่งตั้งฉากกับผิว

เมื่อแทนคาตางๆ ลงในสมการที่ (3.21) จะได

2

0

r r r
k kT T W T W TW k n n d k d

r r r r r
TW c d
t

θ θ
θθ θ θ

ρ

Γ Ω

Ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − + Γ + + Ω   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂

+ Ω =
∂

∫ ∫

∫
            (3.22)

เนื่องจาก n  เปนเวคเตอรที่ตั้งฉากกับผิว และในปญหานี้ การนําความรอนอยูในระนาบของหนาตัดที่
เปนวงกลมดังรูปที่ 3.2 ดังนั้น ที่ผิวในจะได rn = -1, 0nθ =  สวนที่ผิวนอกจะได rn = 1, 0nθ =  ดังนั้น สม
การที่ (3.22) จะกลายเปน

2 0
in out

r r r
kT T W T W T TW k d W k d k d W c d

r r r r r t
θ ρ

θ θΓ Γ Ω Ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    Γ − Γ + + Ω + Ω =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     ∫ ∫ ∫ ∫
                                                                                                                                                         (3.23)

คา r
Tk
r

∂
∂

 ในสองเทอมแรกของสมการที่ (3.23) นี้ คือคาฟลักซความรอนที่ไหลเขา-ออก บริเวณผิว

ในทิศทางรัศมี ดังนั้น จึงเปนคาเงื่อนไขขอบเขต ซึ่งเราจะยายเทอมที่เปนเงื่อนไขขอบเขต มาอยูดานขวาของสม
การ ดังนี้

2
out in

r r r
kW T W T T T Tk d W c d W k d W k d

r r r t r r
θ ρ

θ θΩ Ω Γ Γ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + Ω + Ω = Γ − Γ    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    ∫ ∫ ∫ ∫
                                                                                                                                           (3.24)
โดยคาฟลักซความรอนดังกลาว อาจเปนฟลักซความรอนที่ไหลเขาที่ผิวโดยตรง หรืออาจเปนฟลักซ

ความรอนที่เกิดจากการพาความรอนเนื่องจากความแตกตางระหวางอุณหภูมิที่ผิวกับอุณหภูมิของอากาศรอบๆ 
ผิวก็ได

สําหรับฟลักซความรอนเนื่องจากการพาความรอนนั้น หากพิจารณาเงื่อนไขขอบเขตแบบที่ 3 ในสมการ
ที่ (3.14ค) โดยที่ rn = -1 ที่ผิวใน และ rn = 1 ที่ผิวนอก สวน nθ = 0 ทั้งผิวนอกและผิวใน และเมื่อ 

r r
Tq k
r

∂
= −

∂
 ดังนั้น

out in out out in in

r r s s
T TW k d W k d WhT d WhT d WhT d WhT d
r r ∞ ∞

Γ Γ Γ Γ Γ Γ

∂ ∂   Γ − Γ = Γ − Γ + Γ − Γ   ∂ ∂   ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
            (3.25)
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เมื่อแทนสมการที่ (3.25) ลงในสมการที่ (3.24) ก็จะไดสมการการนําความรอนในรูปแบบออน ดังนี้

2
out in

out out in in

r s s

r r

kW T W T Tk d WhT d WhT d W c d
r r r t

Wq d WhT d Wq d WhT d

θ ρ
θ θΩ Γ Γ Ω

∞ ∞
Γ Γ Γ Γ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + Ω + Γ + Γ + Ω ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

= Γ + Γ − Γ + Γ

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
                 (3.26)

โดยที่ rq  เปนฟลักซที่ไหลเขาโดยตรงในทิศทางรัศมี เนื่องจากมีความรอนกระทําจากภายนอก

เมื่อไดสมการการนําความรอนที่อยูในรูปแบบออนดังสมการที่ (3.26) ตามที่ตองการแลว ในขั้นตอนตอ
ไป จะทําการสมมติคําตอบโดยประมาณเพื่อนําไปแทนในสมการดังกลาว ซึ่งจะทําใหเกิดเปนระบบสมการขึ้น ดัง
จะอธิบายในหัวขอตอไป

3.5.2 แบบจําลองแยกชั้น

การวิเคราะหหาคาการกระจายอุณหภูมิภายในทรงกระบอกกลวงในงานวิจัยนี้ จะอาศัยหลักการของ
ทฤษฎีตามชั้น (layerwise theory) ซึ่งจะทําการแบงทรงกระบอกในทิศทางรัศมีออกเปนชั้นๆ โดยในแตละชั้น จะ
สมมติการกระจายของอุณหภูมิในทิศทางรัศมีเปนแบบเสนตรง นั่นคือ ใชฟงกชันการประมาณหรือฟงกชัน
สัณฐาน (shape function) แบบลากรางจเชิงเสน สวนการกระจายของอุณหภูมิในทิศทางเสนรอบวงนั้น จะ
สมมติเปนฟงกชันตอเนื่องในรูปของอนุกรมฟูเรียร  ดังนี้

( )
1

0
1 1

( , , ) ( ) ( ) ( ) cos( ) ( )sin( )
m n

k k lk lk
k l

T r t f r a t a t l b t lθ θ θ
+

= =

= + +∑∑                         (3.27)

โดยที่ ( )kf r  เปนฟงกชันสัณฐานแบบลากรางจเชิงเสน ดังรูปที่ 3.4

                   
                     รูปที่ 3.4 ฟงกชันสัณฐานแบบลากรางจเชิงเสนในทิศทางรัศมี

ซึ่งมีคาดังตอไปนี้

2
1 2

2 11

2 1

      ; 

     0         ; m

r r
r r r

r rf
r r r +

− ≤ ≤ −=  
 ≤ ≤ 
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1

1
1

1

     0            ; 

     ; 

m

m m
m m

m m

r r r
f r r

r r r
r r

+
+

+

≤ ≤ 
 = − ≤ ≤ − 

1 1

1
1

1

1
1

1

1 1

   0           ;   

    ;  
  2,3, 4,...,

    ;  

   0           ;     

i

i
i i

i i
i

i
i i

i i

i m

r r r
r r

r r r
r r

f i m
r r

r r r
r r

r r r

−

−
−

−

+
+

+

+ +

≤ ≤ 
 − ≤ ≤
 − = = − ≤ ≤
 −
 

≤ ≤  

              (3.28)

เราสามารถเขียนสมการที่ (3.27) ใหอยูในรูปอนุกรมของคาคงที่คูณกับฟงกชันสัณฐาน (shape
function / N) ไดดังนี้

1

( ) ( , )
p

j j
j

T T t N r θ
=

= ∑                           (3.29)

หรืออาจเขียนในรูปของเมตริกซไดเปน 

{ }1 2 3 1 2 3.... ....
T

p pT N N N N T T T T N T   = =                     (3.29-1)

เมื่อ

1 1 1 1 1 1 1 cos sin cos 2 sin 2 ..... cos sin .....N f f f f f f n f nθ θ θ θ θ θ= 

         1 1 1 1 1cos sin ...... cos sinm m m m mf f f f n f nθ θ θ θ+ + + + + 

     1 2 3 .... pN N N N =                                       (3.30)

โดยที่  ( 1)(2 1)p m n= + +  และ { }T เปนเมตริกซของคาคงที่
ดังนั้น

1
{ }

p
j
j

j

N NT T T
r r r=

∂ ∂  ∂  = =
∂ ∂ ∂∑           (3.31ก)

1
{ }

p
j
j

j

N NT T T
θ θ θ=

∂ ∂  ∂  = =
∂ ∂ ∂∑           (3.31ข)

1

{ }p
j

j
j

TT TN N
t t t=

∂∂ ∂
= =   ∂ ∂ ∂∑                                 (3.31ค)
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ในวิธีของกาเลอรคิน จะกําหนดฟงกชันสัณฐาน (shape function) ใหเปนฟงกชันน้ําหนัก นั่นคือ
W N=  ดังนั้น จะเขียนสมการที่ (3.26) ในรูปเมตริกซ ไดดังนี้

1 1

11 2
2 2

2

1 2

1

1 ...0
0 1 1 1...

1

p

r

p

p
p p

N N
r r TNN NN N Tk r r r dr r

k NN N
Tr r rN N

r r

θ

θ

θ

θ θ θ

θ

Ω

∂ ∂ 
 ∂ ∂    ∂ ∂ ∂∂ ∂        ∂ ∂ ∂    Ω∂ ∂     ∂∂ ∂         ∂ ∂ ∂    ∂ ∂
 

∂ ∂ 

∫

1 1 1 1

2 1 2 1
1 2 1 2

1
1

2 2
1 2

... ...

...

out in

p p

p p p p

p

p
p

N T N T
N T N T

h N N N d h N N N d

N T N T

TN
N Tc N N N d

N
T

ρ

Γ Γ

•

•

Ω

•

       
       
          + Γ + Γ          
       
              

 
   
       + Ω    
   
       

∫ ∫

∫

1 1 1 1

2 2 2 2

out out in in

r r

p p p p

N N N N
N N N N

q d hT d q d hT d

N N N N

∞ ∞
Γ Γ Γ Γ

       
       
       = Γ + Γ − Γ + Γ       
       
              

∫ ∫ ∫ ∫

ซึ่งเขียนสั้นๆ ไดเปน

[ ] [ ][ ] { } { } { }

{ }

out in

T T T

T

B k B d T h N N d T h N N d T

c N N d Tρ

Ω Γ Γ

•

Ω

Ω + Γ + Γ              

+ Ω      

∫ ∫ ∫

∫

 
out in out in

T TT T
r rN q d hT N d N q d hT N d∞ ∞

Γ Γ Γ Γ

= Γ + Γ − Γ + Γ              ∫ ∫ ∫ ∫                           (3.32)



20

โดยที่ [ ]
31 2

31 2

....

1 1 1 1....

p

p

NNN N
r r r rB

NNN N
r r r rθ θ θ θ

∂ ∂∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ =

∂∂∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ 

  [ ] 0
0
rkk
kθ

 
=  

 

สุดทาย จะไดระบบสมการในรูป

[ ] [ ] [ ]( ){ } { } { }{ } c h q hC T K K T Q Q
•

+ + = +

หรือ [ ] [ ]{ } { }{ }C T K T Q
•

+ =                              (3.33)

โดยที่ [ ] TC c N N dρ
Ω

= Ω      ∫

[ ] [ ] [ ]c hK K K= +

[ ] [ ]q hQ Q Q = + 

ซึ่ง [ ] [ ] [ ][ ]
T

cK B k B d
Ω

= Ω∫

[ ]
out in

T T

hK h N N d h N N d
Γ Γ

= Γ + Γ              ∫ ∫

{ }
out in

T T
q r rQ N q d N q d

Γ Γ

= Γ − Γ      ∫ ∫

{ }
out in

T T

hQ hT N d hT N d∞ ∞
Γ Γ

= Γ + Γ      ∫ ∫

          สมการที่ (3.33) นี้ จะมีตัวแปรของเวลาเขามาเกี่ยวของ ซึ่งการวิเคราะหหาการกระจายอุณหภูมิที่เวลา
ตางๆ นั้น สามารถทําไดโดยใชวิธีการประมาณที่เรียกวา วิธีความสัมพันธเวียนบังเกิด (recurrence relations)
รายละเอียดจะกลาวไวในภาคผนวก

เมื่อทําการแกสมการที่ (3.33) แลว ก็จะสามารถรูคําตอบของการกระจายอุณหภูมิภายในทรงกระบอก
ได และตอจากนี้ จะนําคําตอบของการกระจายอุณหภูมิไปวิเคราะหหาหนวยแรงและการเปลี่ยนแปลงรูปราง
เนื่องจากอุณหภูมิตอไป โดยมีรายละเอียดดังแสดงในบทที่ 4



บทที่ 4

การหาหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิ

4.1 บทนํา

ในวิทยานิพนธนี้ จะวิเคราะหหาหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก ประกอบ
ดวยวัสดุเปนชั้นๆ โดยมีการนําความรอนเกิดขึ้นเฉพาะในระนาบตัดขวาง ( )r θ−  เทานั้น ซึ่งเปนปญหาใน
สภาวะความเครียดระนาบ (plane strain)

หลังจากที่ไดวิเคราะหหาการกระจายของอุณหภูมิตามวิธีการที่ไดอธิบายไวในบทที่ 3 แลว ก็จะ
สามารถวิเคราะหหาหนวยแรงที่เกิดขึ้นเนื่องจากอุณหภูมิดังกลาวได  ในบทนี้ จะกลาวถึงทฤษฎีพื้นฐานทางดาน
กลศาสตรของแข็งในระบบพิกัดทรงกระบอก อันประกอบไปดวยสมการควบคุม (governing equation) และ
เงื่อนไขขอบเขตแบบตางๆ  ของปญหาที่ตองการวิเคราะห จากนั้น จะอธิบายถึงวิธีการและขั้นตอนในการ
วิเคราะหหาหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิตอไป

4.2 สมการควบคุมในระบบพิกัดทรงกระบอก

สมการควบคุม (governing equation) ที่ใชสําหรับอธิบายถึงพฤติกรรมทางกลของวัตถุ ประกอบดวย
สมการสมดุลของของแข็ง สมการความสัมพันธระหวางหนวยแรง – ความเครียด – อุณหภูมิ ในของแข็ง และสม
การความสัมพันธระหวางความเครียดกับการกระจัด ดังตอไปนี้

4.2.1 ความสัมพันธระหวางหนวยแรง-ความเครียด-อุณหภูมิ

หนวยแรงและความเครียดภายในวัตถุ จะเกิดขึ้นไดเม่ือมีแรงภายนอกมากระทํา เชน แรงดัน แรงดึง
แรงบิด เปนตน นอกจากนี้ อาจเกิดขึ้นไดเนื่องจากแรงวัตถุ (body force) แตบางครั้ง อาจมีความเครียดชั้นตน
(prestrain) เกิดขึ้นอยูกอน ทั้งที่ยังไมมีแรงมากระทํา โดยความเครียดชั้นตนนี้ อาจเกิดไดจากหลายสาเหตุ ซึ่ง
สาเหตุที่สําคัญอยางหนึ่งก็คือ การเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิภายในวัตถุ  หรืออุณหภูมิที่ตําแหนงตางๆ ภายใน
วัตถุ มีคาไมเทากัน

โดยทั่วไป สสารจะเกิดการขยายตัวเมื่อมีอุณหภูมิเพิ่มขึ้น และจะหดตัวเมื่ออุณหภูมิลดลง ซึ่งการขยาย
ตัวและหดตัวนี้ จะเปนสัดสวนกับอุณหภูมิที่เปล่ียนไป และหากสัดสวนดังกลาวเปนแบบเสนตรงแลว เม่ือ
พิจารณาแทงวัตถุแทงหนึ่งที่มีอุณหภูมิเปล่ียนไปอยางสม่ําเสมอ จะสามารถเขียนความสัมพันธระหวางการ
ขยายตัว-หดตัว กับอุณหภูมิที่เปล่ียนไปของแทงวัตถุดังกลาว ไดดังนี้

L L Tα∆ = ∆      (4.1)

เมื่อ L∆  คือ ความยาวของแทงวัตถุที่เปล่ียนไป (m)
        L    คือ ความยาวเดิมของแทงวัตถุ (m)
        α  คือ สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิ(coefficient of thermal expansion) มีหนวยเปน 1/ oC
       T∆  คือ อุณหภูมิที่เปล่ียนไป ( oC)
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เมื่อวัตถุที่เปนเนื้อเดียว(homogeneous) มีอุณหภูมิเปล่ียนไปอยางสม่ําเสมอทั่วทั้งกอน และสามารถ
ขยายตัวหรือหดตัวไดอยางอิสระ จะไมเกิดหนวยแรงหรือความเคน (stress) ขึ้นภายในวัตถุ แตหากมีการยึดรั้งไว
ไมใหวัตถุขยายตัวหรือหดตัวไดอยางอิสระ หรือแมวาไมมีการยึดรั้ง แตถาอุณหภูมิที่เปล่ียนไปเกิดขึ้นไม
สมํ่าเสมอทั่วทั้งกอน ก็จะเกิดหนวยแรงขึ้นได  และหนวยแรงที่เกิดขึ้นนี้จะเรียกวา หนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิ
(thermal stress) นอกจากนี้ ในโครงสรางที่ประกอบดวยวัสดุหลายชนิด แมวาจะปลอยใหเกิดการขยายตัวหรือ
หดตัวไดอยางอิสระ และอุณหภูมิที่เปล่ียนไปเกิดขึ้นอยางสม่ําเสมอก็ตาม  ก็อาจมีหนวยแรงเกิดขึ้นไดเชนกัน

ความสัมพันธระหวางหนวยแรง-ความเครียด-อุณหภูมิ ของวัสดุแบบออโธทรอปก ในระบบพิกัด 1, 2
และ 3  คือ (Kollar  และ Springer, 2003)
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12 22 232 2 2

13 23 333 3 3

4423 23

5513 13

6612 12
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0 0 0 0 0 0
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ε σ α
ε σ α
ε σ α
γ τ
γ τ
γ τ

∆      
      ∆      
      ∆     = +      
      
      
      
            

    (4.2)

หรืออาจเขียนสั้นๆ ไดเปน

{ } [ ]{ } { }TSε σ ε= +

เมื่อ { }ε  คือ ความเครียดทั้งหมดที่เกิดขึ้น (total strain) โดย 1 2 3, ,ε ε ε  เปนความเครียดตั้งฉาก (normal
strain) และ  23 13 12, ,γ γ γ  เปนความเครียดเฉือน (shear strain)

      { }Tε  คือ  ความเครียดที่เกิดจากอุณหภูมิ (thermal strain)
       [ ]S    คือ  เมตริกซความยืดหยุน (compliance matrix)
      { }σ   คือ  หนวยแรง  โดย  1 2 3, ,σ σ σ  เปนหนวยแรงตั้งฉาก (normal stress)  และ  23 13 12, ,τ τ τ  เปน

หนวยแรงเฉือน (shear stress)
      1 2 3, ,α α α  คือ สัมประสิทธิ์การขยายตัวเนื่องจากอุณหภูมิในทิศทาง 1 , 2 และ 3 ตามลําดับ มีหนวยเปน

1/ oC

 เมื่อหาอินเวอรสของเมตริกซความยืดหยุน จะไดเมตริกซที่เรียกวา เมตริกซสติฟเนส  (stiffness matrix)
และความสัมพันธระหวางหนวยแรง-ความเครียด-อุณหภูมิ จะเปนดังนี้
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11 12 131 1 1

12 22 232 2 2

13 23 333 3 3

4423 23

5513 13

6612 12

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

C C C T
C C C T
C C C T

C
C

C

σ ε α
σ ε α
σ ε α
τ γ
τ γ
τ γ

− ∆    
    − ∆    
    − ∆   =     
    
    
    
        

         (4.3)

หรือเขียนสั้นๆ ไดเปน

{ } [ ] { } { }( )TCσ ε ε= −

เมื่อ [ ]C  คือ เมตริกซสติฟเนส โดยที่ [ ] [ ] 1C S −=

ในระบบพิกัดทรงกระบอก ทิศทาง 1, 2 และ 3 ก็คือ ,r θ  และ z ตามลําดับ ดังนั้น จะได สมการที่
(4.2) และ (4.3) ตามลําดับ ดังนี้

11 12 13

12 22 23

13 23 33

44

55

66

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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       ∆       
       ∆     = +      

      
      
      
             

      (4.4)
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     (4.5)

4.2.2 ความสัมพันธระหวางความเครียดกับการกระจัด

ความสัมพันธระหวางความเครียดกับการกระจัด(strain-displacement relations) ในระบบพิกัดทรง
กระบอก คือ

              r
r

u
r

ε ∂
=
∂

  ; 1r uu
r r

θ
θε θ

∂
= +

∂
  ;  z

z
u
z

ε ∂
=
∂
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r r r
θ θ

θγ θ
∂∂
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∂ ∂

   ; 1 z
z

u u
z r
θ

θγ θ
∂ ∂

= +
∂ ∂

  ; z r
rz

u u
r z

γ ∂ ∂
= +
∂ ∂

                  (4.6)

เมื่อ , ,r zu u uθ  คือ การกระจัดในทิศทาง ,r θ  และ z ตามลําดับ

4.2.3 สมการสมดุล

สมการสมดุล (equilibrium equations) ในระบบพิกัดทรงกระบอก คือ

1 0r rr rz
rfr r z r

θ θτ σ σσ τ
θ

∂ −∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂
                          (4.7ก)

21 0r z r f
r r z r
θ θ θ θ

θ
τ σ τ τ

θ
∂ ∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂ ∂

                          (4.7ข)

1 0zrz z rz
zfr r z r

θττ σ τ
θ

∂∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂
                                        (4.7ค)

เมื่อ , ,r zf f fθ  คือ แรงวัตถุ (body force) ตอหนวยปริมาตรของวัตถุ

4.3 เงื่อนไขขอบเขต

การวิเคราะหหาหนวยแรงและการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่เกิดจากอุณหภูมินั้น  นอกจากจะตองอาศัยสม
การควบคุมตางๆ ดังที่กลาวมาขางตนแลว จะตองนําเงื่อนไขขอบเขตมารวมในการพิจารณาดวย โดยเงื่อนไข
ขอบเขตอาจเปนการกําหนดการกระจัดหรือกําหนดหนวยแรงที่ผิว (surface traction) ซึ่งในระบบพิกัดทรง
กระบอกสามารถเขียนหนวยแรงที่ผิวไดดังนี้

ˆ ˆ ˆr r z zT e T e T eθ θℑ = + +                                           (4.8)

โดยที่  ℑ  คือ หนวยแรงที่ผิว และ  , ,r zT T Tθ   คือหนวยแรงที่ผิวในทิศทาง  , ,r zθ   ตามลําดับ ซึ่ง

r r r rz r

r z

z rz z z z

T n
T n
T n

θ

θ θ θ θ θ

θ

σ τ τ
τ σ τ
τ τ σ

     
    =    
         

                            (4.9)

โดย  , ,r zn n nθ   เปนทิศทางโคไซนของเวคเตอรหนึ่งหนวยที่ตั้งฉากกับผิว นั่นคือ

ˆ ˆ ˆ ˆr r z zn n e n e n eθ θ= + +
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4.4 ปญหาความเครียดระนาบ

สภาวะความเครียดระนาบ (plane strain) คือ สภาวะที่คาตางๆ อันไดแก หนวยแรง ความเครียด และ
การกระจัด ไมขึ้นกับระยะในทิศทางใดทิศทางหนึ่ง ซึ่งในที่นี้กําหนดใหเปนทิศทาง z  นอกจากนี้ การกระจัดใน
ทิศทางดังกลาว นั่นคือ ทิศทาง z  มีคาเปนศูนย  ดังนั้น ในระบบพิกัดทรงกระบอก เมื่อการกระจัดในทิศทาง z
เปนศูนย และการกระจัดในทิศทางอื่นๆ ไมขึ้นกับระยะ z  จะไดวา

( , )r ru u r θ=  ; ( , )u u rθ θ θ=  ; 0zu =

สภาวะความเครียดระนาบ อาจเกิดขึ้นไดในวัตถุที่มีความยาวมากๆ เมื่อเทียบกับขนาดของพื้นที่หนา
ตัด และจะเกิดขึ้นในบริเวณที่หางจากปลายของวัตถุนั้น โดยแรงที่มากระทําหรืออุณหภูมิที่เกิดขึ้น มีคาคงที่
ตลอดความยาว นอกจากนี้ คุณสมบัติของวัสดุจะตองไมเปล่ียนแปลงตามทิศทางของความยาว และแรงวัตถุ
(body force) ในทิศทางตามยาวตองเปนศูนยดวย (D.J. Johns,1965) ซึ่งเมื่อเกิดสภาวะความเครียดระนาบ
แลว จะทําใหสมการตางๆ ใน 3 มิติ ดังที่ไดกลาวมาขางตน ลดรูปลง และการวิเคราะหจะสามารถทําไดงายขึ้น

เนื่องจากปญหาในวิทยานิพนธนี้ เปนทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก และมีความรอนเกิดขึ้นคงที่ตลอด
แนวความยาว ดังนั้น จึงเปนปญหาความเครียดระนาบ นั่นคือ 0zu =  และคาตางๆ ไมขึ้นกับระยะ z  นอก
จากนี้ zε , zθτ , rzτ , zθγ  และ rzγ  จะมีคาเปนศูนย ซึ่งจะทําใหสมการที่ (4.5) ลดรูปลงเปนดังนี้ ( Burnett,
1987)
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r r
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C
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θ θ

σ ε α
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τ γ

  − ∆   
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หรือเขียนสั้นๆ ไดเปน

( ){ } [ ] { } { }C Tσ ε α= − ∆                                                     (4.10)

โดยที่  11 11C C=   ;  12 12C C=   ;  22 22C C=   และ  66 66C C=

22 13 12 23
2

11 22 12
r r z

C C C C
C C C

α α α
 −

= +  − 

11 23 12 13
2

11 22 12
z

C C C C
C C Cθ θα α α

 −
= +  − 

ซึ่งคา zσ  จะสามารถหาไดในภายหลังเมื่อรูคา rε  และ θε  แลว ดังนี้

13 23 33( ) ( )z r r zC T C T C Tθ θσ ε α ε α α= − ∆ + − ∆ − ∆          (4.10-1)



26

สําหรับสมการสมดุล ก็จะเหลือเพียง 2 สมการ ที่ลดรูปลงเปน

1 0r rr

r r r
θ θτ σ σσ
θ

∂ −∂
+ + =

∂ ∂
                        (4.11ก)

21 0r r

r r r
θ θ θτ σ τ

θ
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

                        (4.11ข)

และจะไดเงื่อนไขขอบเขต ในสมการที่ (4.8) และ (4.9) เปน

ˆ ˆr rT e T eθ θℑ = +                           (4.12)

r r r r

r

T n
T n

θ

θ θ θ θ

σ τ
τ σ

     
=    

     
                          (4.13)

ดังนั้น ความสัมพันธระหวางความเครียดกับการกระจัด ความสัมพันธระหวางหนวยแรง-ความเครียด -
อุณหภูมิ สมการสมดุล และเงื่อนไขขอบเขต ที่จะนํามาใชแกปญหาในวิทยานิพนธนี้ จึงมีรูปแบบดังสมการที่
(4.6) , (4.10) , (4.11ก-ข) และ (4.13) ตามลําดับ

4.5 การหาหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิ

การวิเคราะหหาคําตอบของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิ จะใชหลักการเดียวกับการวิเคราะหหาการ
กระจายอุณหภูมิ นั่นคือ เริ่มตนจากการแปลงสมการสมดุลใหอยูในรูปแบบออน (weak form) โดยใชวิธีถวงน้ํา
หนักเศษตกคาง (weighted residuals) ของกาเลอรคิน (Galerkin) จากนั้น ทําการสมมติฟงกชันของการกระจัด
(displacement) แลวนําไปแทนในสมการสมดุลรูปแบบออนดังกลาว จะทําใหเกิดระบบสมการขึ้น ซึ่งเมื่อทําการ
แกสมการแลว ก็จะสามารถหาคําตอบโดยประมาณของการกระจัดได จากนั้น ก็จะสามารถหาหนวยแรงเนื่อง
จากอุณหภูมิ และความเครียดที่เกิดขึ้นได

4.5.1 สมการสมดุลในรูปแบบออน
จากสมการสมดุลที่ (4.11ก) และ (4.11ข) จะสามารถแปลงสมการดังกลาวใหอยูในรูปแบบออนได

โดยมีขั้นตอนดังตอไปนี้
ทําการถวงน้ําหนักเศษตกคางสมการที่ (4.11ก) และ (4.11ข)

1
1 0r rrW d

r r r
θ θτ σ σσ
θΩ

∂ −∂ + + Ω = ∂ ∂ ∫           (4.14ก)

2
21 0r rW d

r r r
θ θ θτ σ τ

θΩ

∂ ∂ + + Ω = ∂ ∂ ∫                          (4.14ข)

จัดรูปสมการที่ (4.14ก - ข) ใหม ดังนี้
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1 1
( )1 1 0rrr

W d W d
r r r r

θ θτ σσ
θΩ Ω

∂∂ + Ω − Ω = ∂ ∂ ∫ ∫              (4.15ก)

2 2
( )1 1 0r rr

W d W d
r r r r

θ θ θτ σ τ
θΩ Ω

∂ ∂ + Ω + Ω = ∂ ∂ ∫ ∫               (4.15ข)

ทําการอินทิเกรตทีละสวน (integration by parts) โดยใชทฤษฎีบทของเกาส (Gauss ’s theorem) จะ
ได

                             ( )1 1
1 1

1
r r r r r

W W
W d W n n d

r r r
θ

θ θ θ
σ

σ τ σ τ
θΩ Γ

∂ ∂ + + Ω = + Γ ∂ ∂ ∫ ∫           (4.16ก)

( )2 2
2 2

1 r
r r r

W W
W d W n n d

r r r
θ

θ θ θ θ θ
τ

τ σ τ σ
θΩ Γ

∂ ∂ + − Ω = + Γ ∂ ∂ ∫ ∫         (4.16ข)

คาในวงเล็บทางดานขวาของสมการที่ (4.16 ก - ข) นี้ เปนคาของเงื่อนไขขอบเขต ซึ่งหากพิจารณาเงื่อน
ไขขอบเขตดังสมการที่ (4.13) แลว จะพบวา คาดังกลาวเปนหนวยแรงที่ผิวนั่นเอง โดยที่ r r r rn n Tθ θσ τ+ =

และ r rn n Tθ θ θ θτ σ+ =  ดังนั้น จะเขียนสมการที่ (4.16 ก - ข) ไดเปน

     1 1
1 1

1
r r r

W W
W d WT d

r r r
θ

θ
σ

σ τ
θΩ Γ

∂ ∂ + + Ω = Γ ∂ ∂ ∫ ∫                              (4.17ก)

 2 2
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1 r
r

W W
W d W T d

r r r
θ

θ θ θ
τ

τ σ
θΩ Γ

∂ ∂ + − Ω = Γ ∂ ∂ ∫ ∫                         (4.17ข)

เมื่อไดสมการสมดุลในรูปแบบออนตามที่ตองการแลว ขั้นตอนตอไป จะทําการสมมติฟงกชันของการ
กระจัด แลวนํามาแทนในสมการดังกลาว เพื่อหาคําตอบโดยประมาณ ดังจะอธิบายในหัวขอตอไป

4.5.2 แบบจําลองแยกชั้น

การสมมติคําตอบโดยประมาณของการกระจัดทั้งในทิศทางรัศมีและทิศทางเสนรอบวง สําหรับทรงกระ
บอกกลวงที่ประกอบดวยชั้นวัสดุจํานวน m ชั้น ดังรูปที่ 3.2 จะใชหลักการเดียวกับการสมมติการกระจายของ
อุณหภูมิ นั่นคือ จะใชฟงกชันการประมาณหรือฟงกชันสัณฐาน (shape function) แบบลากรางจเชิงเสนในทิศ
ทางรัศมีสําหรับแตละชั้นของวัสดุ และฟงกชันตอเนื่องในรูปของอนุกรมฟูเรียรในทิศทางเสนรอบวง ดังนั้น การ
กระจัดที่สมมติขึ้น จะอยูในรูป
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= =
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= + +∑∑                         (4.18ข)
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โดยที่ ( )kf r เปนฟงกชันสัณฐานแบบลากรางจเชิงเสน ซึ่งอธิบายไดดังรูปที่ 3.4 และมีรูปแบบดังสมการที่
(3.28)

ฟงกชันของการกระจัดในสมการที่(4.18 ก - ข) อาจเขียนใหอยูในรูปอนุกรมของคาคงที่ คูณกับฟงกชัน
สัณฐาน ( shape function) N  ไดดังนี้

{ }1 2 1 2
1

( , ) ...... ......
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r r r r r
r j j p p

j

u N r U N N N U U U N Uθ
=

  = = =      ∑ (4.19ก)

 { }1 2 1 2
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( , ) ...... ......
Tp

j j p p
j

u N r U N N N U U U N Uθ θ θ θ θ
θ θ

=

  = = =      ∑ (4.19ข)

เมื่อ

 1 1 1 1 1 1 1 cos sin cos 2 sin 2 ..... cos sin .....N f f f f f f n f nθ θ θ θ θ θ=   

               1 1 1 1 1cos sin ...... cos sinm m m m mf f f f n f nθ θ θ θ+ + + + + 

          1 2 3 .... pN N N N =                             (4.20)

โดยที่ ( 1)(2 1)p m n= + +  และ  { } { },rU U θ เปนเมตริกซของคาคงที่ ซึ่งเปนตัวไมทราบคา

เมื่อแทนคาลงในสมการที่ (4.6) จะไดคาความเครียดเปนดังนี้
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∑

สมการที่ (4.19ก-ข) สามารถเขียนรวมกันไดเปน
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θ
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           [ ]{ }N U=             (4.21)

ดังนั้น
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            [ ]{ }B U=             (4.22)

ในวิธีของกาเลอรคิน จะกําหนดฟงกชันสัณฐาน (shape function) ใหเปนฟงกชันน้ําหนัก นั่นคือ
1 2W W N= =  ดังนั้น เราสามารถเขียนเทอมในอินทิกรัลทางดานซายของสมการที่ (4.17ก-ข) ใหอยูในรูปของ

เมตริกซได ดังนี้
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(4.23)

สวนเทอมทางดานขวามือของสมการที่ (4.17ก-ข)  สามารถเขียนไดเปน
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       (4.24)

แทนคาจากสมการที่ (4.23) และ (4.24) ลงในสมการ (4.17ก-ข) จะได
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[ ] { } [ ] { }T TB d N dσ ℑ
Ω Γ

Ω = Γ∫ ∫             (4.25)

โดยที่เมตริกซ { }σ นี้ จะมีรูปแบบดังสมการที่ (4.10) ดังนั้น เม่ือแทนคาความเครียดในสมการที่
(4.22) ลงในสมการที่ (4.10) จะไดเมตริกซ { }σ ดังนี้

( ) ( ){ } [ ] { } { } [ ] [ ]{ } { }C T C B U Tσ ε α α= − ∆ = − ∆             (4.26)

เมื่อ   { }
0

r

θ

α
α α

 
 =  
 
 

สุดทาย เมื่อแทนคา { }σ จากสมการที่ (4.26) ลงในสมการที่ (4.25) จะได

[ ] [ ][ ]{ } [ ] { } [ ] [ ]{ }T T TB C B U d N d B C Tdℑ α
Ω Γ Ω

Ω = Γ + ∆ Ω∫ ∫ ∫             (4.27)

ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในรูปของระบบสมการไดดังนี้

[ ]{ } { }K U F=             (4.28)

เมื่อ       [ ] [ ] [ ][ ]TK B C B d
Ω

= Ω∫

            { } { } { }0TF F F= +

โดยที่    { } [ ] { }T
TF N dℑ

Γ

= Γ∫

            0{ } [ ] [ ]{ }TF B C Tdα
Ω

= ∆ Ω∫

ระบบสมการในสมการที่(4.28) จะมีจํานวนสมการและตัวไมทราบคาเปนจํานวน 2( 1)(2 1)m n+ +

ซึ่งหลังจากแกสมการดังกลาวเพื่อหาตัวไมทราบคาแลว ก็จะไดคําตอบโดยประมาณของการกระจัดในทิศทาง
รัศมี ru  และทิศทางเสนรอบวง uθ  และสามารถนําไปคํานวณหาหนวยแรงและความเครียดตอไปได



บทที่ 5

กรณีศึกษาเปรียบเทียบ

ในบทนี้ จะกลาวถึงการวิเคราะหการนําความรอนและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิของทรงกระบอก
กลวงในกรณีตางๆ ที่มีลักษณะของปญหาแตกตางกันออกไป โดยอาศัยวิธีการที่ไดกลาวไวในบทที่ 3 และบทที่ 4
ซึ่งใชแบบจําลองแยกชั้น (discrete layer model / DLM) ทั้งนี้มีวัตถุประสงคเพื่อตรวจสอบโปรแกรมที่ไดพัฒนา
ขึ้นสําหรับวิเคราะหปญหาวามีความถูกตองหรือไม และผลการวิเคราะหมีความถูกตองแมนยํามากนอยเพียงใด
ซึ่งการตรวจสอบความถูกตองแมนยําของโปรแกรมนี้ สามารถทําไดโดยการเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงซึ่ง
อางอิงไดจากตํารา และงานวิจัยในอดีตที่มีผูไดทํามาแลว กรณีที่จะวิเคราะหประกอบดวยปญหา 1 มิติ 5 กรณี
และ ปญหา 2 มิติ 2 กรณี โดยลักษณะของทรงกระบอก คุณสมบัติของวัสดุ และเงื่อนไขขอบเขต ก็จะแตกตาง
กันออกไปในแตละกรณี ซึ่งมีรายละเอียดดังตอไปนี้

5.1 ปญหา 1 มิติ

ปญหาตัวอยางในที่นี้เปนปญหา 1 มิติ ในทิศทางรัศมี เนื่องจากที่ผิวในและผิวนอกของทรงกระบอกมี
ความรอนเกิดขึ้นสมํ่าเสมอตลอดทั้งผิว ทําใหปญหาดังกลาวมีความสมมาตรรอบแกน การนําความรอนจึงเกิด
ขึ้นเฉพาะในทิศทางรัศมีเทานั้น และการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิจะไมขึ้นกับทิศทางเสน
รอบวง ปญหา 1 มิตินี้ จะมีทั้งภาวะอยูตัวและภาวะชั่วครู โดยบางปญหาจะวิเคราะหเฉพาะการกระจาย
อุณหภูมิเพียงอยางเดียว แตบางปญหาจะวิเคราะหหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิที่เกิดขึ้นดวย ทรงกระบอกมีทั้ง
แบบที่ประกอบดวยวัสดุ 1 ชั้น 2 ชั้น และ 3 ชั้น เงื่อนไขขอบเขตมีทั้งการกําหนดอุณหภูมิ การพาความรอน อยาง
ใดอยางหนึ่งหรือทั้งสองอยางรวมกัน ซึ่งมีทั้งหมด 5 กรณี ดังตอไปนี้

5.1.1 ทรงกระบอกชั้นเดียวกําหนดอุณหภูมิที่ผิว

กรณีศึกษานี้ จะทําการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะอยูตัว
ของทรงกระบอกที่ประกอบดวยวัสดุเพียงชนิดเดียว และเงื่อนไขขอบเขตเปนการกําหนดอุณหภูมิ โดยปญหานี้
เปนทรงกระบอกกลวงรัศมีภายใน 0.3 ม. รัศมีภายนอก 1 ม. อุณหภูมิภายในและภายนอกเทากับ 100 oC และ
0  oC ตามลําดับ ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุที่เปนเนื้อเดียวกัน โดยมีคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน(k) เทา
กับ 43 W/moC , คามอดูลัสยืดหยุน(E) เทากับ 200 Gpa , อัตราสวนปวซง(ν) เทากับ 0.25  และสัมประสิทธิ์
การขยายตัวเชิงเสน(α) เทากับ 11.7 µ / oC  ลักษณะของปญหาแสดงดังรูปที่ 5.1
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(T)in = 100 °C
1 m

(T)out = 0 °C

0.3 m

              รูปที่ 5.1 ทรงกระบอกชั้นเดียวกําหนดอุณหภูมิที่ผิว

การวิเคราะหจะแบงทรงกระบอกออกเปนชั้นๆ แตละชั้นมีความหนาเทากัน และเนื่องจากปญหานี้เปน
ปญหา 1 มิติที่มีความสมมาตรรอบแกน คาอุณหภูมิและหนวยแรงจะไมขึ้นกับทิศทางเสนรอบวง ดังนั้น ฟงกชัน
การประมาณในทิศทางเสนรอบวงที่เปนอนุกรมฟูเรียรจึงเปนคาคงที่ นั่นคือ ไมมีเทอมของไซนและโคไซนใน
ฟงกชันการประมาณ กอนเริ่มวิเคราะห จะทําการหาการลูเขาของคําตอบเมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้น ซึ่งในการหา
การลูเขาของคําตอบเมื่อแบงโดเมนใหละเอียดขึ้นทั้งในกรณีนี้และกรณีตอๆ ไป ไมวาจะเปนการแบงจํานวนชั้น
เพิ่มขึ้น การใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซนเพิ่มขึ้น (ปญหา 2 มิติ) หรือการแบงชวงเวลา (time step) ให
ละเอียดขึ้น (ปญหาในภาวะชั่วครู) จะพิจารณาจากสัดสวนระหวางคายูคลิเดียนนอรม (Euclidean-norm) ยก
กําลังสองตอคาผลรวมของคําตอบยกกําลังสอง ดังตอไปนี้
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โดยที่ ε   คือ สัดสวนระหวางคายูคลิเดียนนอรมยกกําลังสองตอคาผลรวมของคําตอบยกกําลังสอง
ix คือ คาคําตอบที่จุด i  เมื่อมีการแบงโดเมนเพิ่มขึ้น

จากสมการขางบนสามารถอธิบายไดวา คาในวงเล็บของตัวเศษก็คือผลตางระหวางคําตอบ (อุณหภูมิหรือ
การกระจัด) 2 ชุด ที่ตําแหนง i  เมื่อมีการแบงโดเมนแตกตางกัน  เชน สมมติแบงจํานวนชั้นเพิ่มจาก 2 ชั้น เปน 4
ชั้น คา ix  ก็คือคําตอบที่ตําแหนง i  เมื่อแบงทรงกระบอกเปน 4 ชั้น สวนคา ix ′  ก็คือคําตอบที่ตําแหนง i  เมื่อ
แบงทรงกระบอกเปน 2 ชั้น สัดสวนระหวางคายูคลิเดียนนอรมยกกําลังสองตอคาผลรวมของคําตอบยกกําลัง
สอง ( )ε นี้ จะเปนตัวบงบอกวาคําตอบที่เปล่ียนไปเมื่อแบงโดเมนใหละเอียดขึ้นมีคามากหรือนอยเพียงใด ซึ่ง
หากสัดสวนดังกลาวมีคานอยก็แสดงวาคําตอบมีคาเปลี่ยนไปเพียงเล็กนอย นั่นคือ คําตอบมีการลูเขาแลวนั่นเอง

ในกรณีนี้ จะหาการลูเขาของการกระจัดทิศทางรัศมี (Ur) เมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้น โดยแบงทรง
กระบอกออกเปน 4, 8, 16, 32 และ 64 ชั้น การลูเขาเมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้นแสดงไดดังรูปที่ 5.2 ซึ่งเมื่อแบงชั้น
ของทรงกระบอกเพิ่มขึ้นจาก 32 ชั้นเปน 64 ชั้นแลว จะได ε  = 3.72×10-7 ซึ่งมีคานอยมาก แสดงวาเมื่อแบง
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ทรงกระบอกออกเปน 64 ชั้น คําตอบก็มีการลูเขาแลว ดังนั้น ในการวิเคราะหปญหานี้จึงทําการแบงทรงกระบอก
ออกเปน 64 ชั้น

ผลการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองแยกชั้นเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง (Wang,1953) แสดงดังรูป
ที่ 5.3 - 5.6 จากกราฟจะเห็นวา ผลการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองแยกชั้นมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรง
มาก โดยคาคลาดเคลื่อนสูงสุดของการกระจายอุณหภูมิมีคานอยกวา 0.005% สวนคาคลาดเคลื่อนของหนวย
แรงทิศทางรัศมี ทิศทางเสนรอบวง และทิศทางตามยาว ณ จุดที่มีคาหนวยแรงเกิดขึ้นสูงสุด มีคาประมาณ
-0.0522% , -0.0382% และ -0.0108% ตามลําดับ
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                  รูปที่ 5.2 คา ε  ของการกระจัดทิศทางรัศมีเมื่อแบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้น
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                     รูปที่ 5.3 เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
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                     รูปที่ 5.4 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางรัศมีระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
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                   รูปที่ 5.6 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางตามยาวระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
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5.1.2 ทรงกระบอกสามชั้นกําหนดอุณหภูมิที่ผิว

กรณีศึกษานี้ จะทําการวิเคราะหและเปรียบเทียบเฉพาะการกระจายของอุณหภูมิในภาวะอยูตัวของ
ทรงกระบอกกลวงที่ประกอบดวยชั้นวัสดุ 3 ชนิด และเงื่อนไขขอบเขตเปนการกําหนดอุณหภูมิ โดยจะพิจารณา
ทรงกระบอกกลวงรัศมีภายใน 0.3 ม. รัศมีภายนอก 1 ม. อุณหภูมิภายในและภายนอกเทากับ 0 oC และ 100 oC
ตามลําดับ ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น โดยมีคุณสมบัติของวัสดุดังแสดงในตารางที่ 5.1 และลักษณะ
ของทรงกระบอกแสดงไดดังรูปที่ 5.7

ตารางที่ 5.1 คุณสมบัติของวัสดุแตละชั้น กรณีทรงกระบอกสามชั้นกําหนดอุณหภูมิที่ผิว

layer 1

0.8 m 1 m

0.3 m

layer 2
(T )in= 10 °C

(T)out = 100 °C

0.4 m

layer 3

                      รูปที่ 5.7 ทรงกระบอกสามชั้นกําหนดอุณหภูมิที่ผิว

                ในการวิเคราะห จะแบงทรงกระบอกออกเปนชั้นๆ แตละชั้นหนาเทากัน เริ่มตน จะหาการลูเขาของ
อุณหภูมิโดยพิจารณาจากคา ε  ดังที่ไดกลาวมาแลวในกรณีที่ 1 โดยแบงทรงกระบอกออกเปน 7,14, 28 และ
56 ชั้น  ผลการลูเขาแสดงดังรูปที่ 5.8 ซึ่งเมื่อแบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มจาก 28 ชั้นเปน 56 ชั้นแลว จะ
ได ε  = 3.23 ×10-9  ซึ่งมีคานอยมาก ดังนั้น ในการวิเคราะหปญหาจะทําการแบงทรงกระบอกออกเปน 56 ชั้น
 จากการเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง (นักสิทธิ์
คูวัฒนาชัย, 2533) ดังแสดงในรูปที่ 5.9 จะเห็นวา ผลการวิเคราะหปญหาของทรงกระบอกที่ประกอบดวยชั้นวัสดุ
3 ชนิด ยังคงมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมาก โดยที่คาคลาดเคลื่อนสูงสุดที่เกิดขึ้นมีคาไมเกิน +0.007%

วัสดุ ความหนา (m) k (W/moC)
   ชั้นที่ 1 (เหล็ก) 0.1 43
   ชั้นที่ 2 (อลูมิเนียม) 0.4 164
   ชั้นที่ 3 (ทองแดง) 0.2 83
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                             รูปที่ 5.8 คา ε  ของอุณหภูมิเมื่อแบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้น
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                     รูปที่ 5.9 เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
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5.1.3 ทรงกระบอกสองชั้นมีการพาความรอนที่ผิว

สําหรับปญหาในกรณีนี้ จะทําการวิเคราะหและเปรียบเทียบเฉพาะการกระจายของอุณหภูมิในภาวะ
อยูตัวเชนเดียวกับกรณีที่แลว แตทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชนิด และเงื่อนไขขอบเขตเปนการพาความ
รอน โดยทรงกระบอกมีรัศมีภายใน 0.3 ม. รัศมีภายนอก 1 ม. ที่ผิวทั้งสองมีการพาความรอนเกิดขึ้น อุณหภูมิ
ของตัวกลางการพาความรอนภายในและภายนอกเทากับ 10 oC และ 200 oC ตามลําดับ และมีคาสัมประสิทธิ์
การพาความรอน (h) เทากับ 50 W/m2 oC และ 150 W/m2 oC ตามลําดับ ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น
ซึ่งแตละชั้นมีคุณสมบัติของวัสดุดังตารางที่ 5.2 ลักษณะของทรงกระบอกแสดงไดดังรูปที่ 5.10

ตารางที่ 5.2 คุณสมบัติของวัสดุแตละชั้น กรณีทรงกระบอกสองชั้นมีการพาความรอนที่ผิว

                            

(Tair)out = 200 °C
h = 150 W/m^2/°C

(Tair)in = 10 °C
h = 50 W/m^2/°C0.3 m

0.8 m 1 m

layer 1

layer 2

                             รูปที่ 5.10 ทรงกระบอกสองชั้นมีการพาความรอนที่ผิว

การวิเคราะหในกรณีนี้ จะแบงทรงกระบอกออกเปนชั้นๆ แตละชั้นหนาเทากัน สวนการหาการลูเขาโดย
พิจารณาจากคา ε  จะแบงทรงกระบอกออกเปน 7,14, 28 และ 56 ชั้น  ผลการลูเขาแสดงดังรูปที่ 5.11 ซึ่งเมื่อ
แบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มจาก 28 ชั้นเปน 56 ชั้นแลว จะได ε  = 1.1 ×10-10  ซึ่งมีคานอยมาก ดังนั้น
ในการวิเคราะหและเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงจะทําการแบงทรงกระบอกออกเปน 56 ชั้น
  จากการเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง (มนตรี อึ่ง
เจริญ) ดังแสดงในรูปที่ 5.12 จะเห็นวา ในกรณีที่เงื่อนไขขอบเขตเปนการพาความรอนนี้ ผลการวิเคราะหยังมีคา
ใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงมากเชนเดียวกับสองกรณีแรก  โดยคาคลาดเคลื่อนสูงสุดของการกระจายอุณหภูมิ
มีคาประมาณ 0.0016% เทานั้น

วัสดุ ความหนา (m) k (W/moC)
ชั้นที่ 1 0.5 43
ชั้นที่ 2 0.2 83
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                                 รูปที่ 5.11 คาε  ของอุณหภูมิเมื่อแบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้น
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                  รูปที่ 5.12 เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
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5.1.4 ทรงกระบอกชั้นเดียวกําหนดอุณหภูมิที่ผิวในภาวะชั่วครู

เมื่อไดเปรียบเทียบผลการวิเคราะหระหวางแบบจําลองแยกชั้น กับผลเฉลยแมนตรงจากทั้งสามกรณี
แรกซึ่งเปนปญหาในภาวะอยูตัวและพบวามีความใกลเคียงกันแลว ในกรณีนี้ จะทําการวิเคราะหการกระจาย
อุณหภูมิในภาวะชั่วครูของทรงกระบอกกลวงที่ประกอบดวยวัสดุเพียงชนิดเดียว โดยเงื่อนไขขอบเขตเปนการ
กําหนดอุณหภูมิ ซึ่งปญหานี้เปนทรงกระบอกกลวงรัศมีภายในและภายนอกเทากับ 0.05 ม. และ 0.1 ม. ตาม
ลําดับ ประกอบดวยวัสดุเพียงชนิดเดียว โดยมีคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน(k) เทากับ 43 W/moC , ความหนา
แนน(ρ) เทากับ 7801 kg/m3 และความจุความรอนจําเพาะ (c) เทากับ 473 J/kgoC ทรงกระบอกมีอุณหภูมิเริ่ม
ตนเทากับ 100 oC เมื่อเวลาผานไปอุณหภูมิที่ผิวในและผิวนอกมีคาเปนศูนย ลักษณะของทรงกระบอกแสดงได
ดังรูปที่ 5.13

                                                    

(T)in = 0 °C

(T)out = 0 °C

0.05 m

0.1 m

                                     รูปที่ 5.13 ทรงกระบอกชั้นเดียวกําหนดอุณหภูมิที่ผิวในภาวะชั่วครู

การหาการลูเขาในกรณีนี้จะแบงออกเปนสองสวน นั่นคือ การลูเขาเมื่อแบงจํานวนชั้นของทรงกระบอก
เพิ่มขึ้น และการลูเขาเมื่อแบงชวงเวลา (time step) ใหละเอียดขึ้น ซึ่งทั้งสองสวนจะพิจารณาการลูเขาของ
อุณหภูมิที่เวลา 10 วินาที เริ่มตนจะหาการลูเขาเมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้นโดยแบงทรงกระบอกออกเปน 4, 8, 16
และ 32 ชั้น  และใชชวงเวลาเทากับ 0.1 วินาที จากนั้นจะหาการลูเขาเมื่อแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้น โดยใชชวง
เวลาเทากับ 5, 2, 1, 0.5 และ 0.1 วินาที และแบงชั้นของทรงกระบอกเทากับ 32 ชั้น ผลการลูเขาเมื่อแบงจํานวน
ชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้นและเมื่อแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้นแสดงดังรูปที่ 5.14 และ 5.15 ตามลําดับ ซึ่งเมื่อ
แบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มจาก 16 ชั้นเปน 32 ชั้น จะได ε  = 1.31 ×10-5  และเมื่อใชชวงเวลาลดลง
จาก 0.5 วินาทีเปน 0.1 วินาที จะได ε  = 2.58 ×10-6  ซึ่งมีคานอยมาก ดังนั้น ในการวิเคราะหปญหาจะแบง
ทรงกระบอกเปน 32 ชั้น และใชชวงเวลาเทากับ 0.1 วินาที

ผลการเปรียบเทียบระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง (Ozisik ,1993) แสดงดังรูปที่ 5.16
และรูปที่ 5.17 โดยรูปที่ 5.16 แสดงคาอุณหภูมิที่จุดกึ่งกลางชั้น (r = 0.075 m) เมื่อเวลาตางๆ  สวนรูปที่ 5.17
แสดงการกระจายอุณหภูมิที่เวลาตางๆ ซึ่งจะเห็นวา ผลการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองแยกชั้นมีคาใกลเคียงกับ
ผลเฉลยแมนตรง จากกราฟรูปที่ 5.16 คาอุณหภูมิที่จุดกึ่งกลางชั้นที่เวลาตางๆ จะมีคาใกลเคียงกับผลเฉลยแมน
ตรงมาก โดยมีคาคลาดเคลื่อนสูงสุด (ที่เวลา 100 วินาที) ไมเกิน +0.12% สวนกราฟรูปที่ 5.17 ซึ่งเปนการ

T0 = 100 oC
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กระจายอุณหภูมิที่เวลาตางๆ พบวามีคาใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงเชนเดียวกัน โดยคาคลาดเคลื่อนสูงสุดมี
คาประมาณ +0.205% เทานั้น
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                                   รูปที่ 5.14 คา ε  ของอุณหภูมิเมื่อแบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้น
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                                           รูปที่ 5.15 คา ε  ของอุณหภูมิเมื่อแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้น
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      รูปที่ 5.16 เปรียบเทียบอุณหภูมิที่จุดกึ่งกลางชั้นที่เวลาตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
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      รูปที่ 5.17 เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที่เวลาตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง

5.1.5 ทรงกระบอกสองชั้นกําหนดอุณหภูมิและการพาความรอนที่ผิวในภาวะชั่วครู

สําหรับปญหาในกรณีนี้ เปนปญหาในภาวะชั่วครูของทรงกระบอกกลวงที่ประกอบดวยวัสดุ 2 ชนิด
เงื่อนไขขอบเขตมีทั้งการกําหนดอุณหภูมิและการพาความรอน โดยจะพิจารณาทรงกระบอกกลวง รัศมีภายใน
และภายนอกเทากับ 1 และ 1.2295 ม. ตามลําดับ ประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น โดยมีผิวสัมผัสอยูที่ระยะรัศมีเทากับ
1.205 ม. วัสดุมีคุณสมบัติดังตารางที่ 5.3 เร่ิมตนทรงกระบอกมีอุณหภูมิเทากับศูนยองศาเซลเซียส เมื่อเริ่มจับ
เวลา ผิวนอกของทรงกระบอกยังคงมีอุณหภูมิเปนศูนย สวนผิวในมีการพาความรอนเกิดขึ้น โดยอุณหภูมิของ
ของเหลวเทากับ 200 oC  และคาสัมประสิทธิ์การพาความรอน (h) เทากับ 0.00033 W/m2 oC ลักษณะของทรง
กระบอกแสดงไดดังรูปที่ 5.18

ตารางที่ 5.3 คุณสมบัติของวัสดุแตละชั้น กรณีทรงกระบอกสองชั้นกําหนดอุณหภูมิและการพาความรอนที่ผิว
                   ในภาวะชั่วครู

ชั้นที่ k(W/moC) ρ(kg/m3) c(J/kgoC) E(GPa) ν α( µ /oC)
1 0.11 1000 9.1667 210 0.3 11
2 0.48 1000 5.5801 71 0.33 23.5
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1.2295 m

(T)fluid = 200 °C
h = 0.00033 W/m^2/°C

(T)out= 0 °C
Layer 2

Layer 1

1 m 1.205 m

                  รูปที่ 5.18 ทรงกระบอกสองชั้นกําหนดอุณหภูมิและการพาความรอนที่ผิวในภาวะชั่วครู

ในการวิเคราะหปญหานี้ จะแบงทรงกระบอกออกเปนชั้นๆ โดยมีความหนาไมเทากันเพื่อใหสอดคลอง
กับลักษณะของทรงกระบอก การหาการลูเขาจะแบงเปนสองสวนเชนเดียวกับกรณีที่แลว นั่นคือ การลูเขาเมื่อ
แบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้น และการลูเขาเมื่อแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้น ในการหาการลูเขาเมื่อแบง
จํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้นจะทําการแบงทรงกระบอกออกเปน 4 , 6 , 11 และ 20 ชั้น และพิจารณาการลู
เขาที่ภาวะอยูตัว สําหรับการหาการลูเขาเมื่อแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้นจะใชชวงเวลาเทากับ 10 , 5 , 2 และ 1
วินาที และพิจารณาการลูเขาที่เวลา 100 วินาที ผลการลูเขาเมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้น และเมื่อแบงชวงเวลาให
ละเอียดขึ้นแสดงดังรูปที่ 5.19 และ 5.20 ตามลําดับ จากการพิจารณาการลูเขาพบวา เมื่อแบงทรงกระบอกเพิ่ม
จาก 11 ชั้น เปน 20 ชั้น จะได ε  = 1.26×10-6  และเมื่อใชชวงเวลาลดลงจาก 2 วินาทีเปน 1 วินาที จะได ε  =
2.66×10-9  ซึ่งมีคานอยมาก ดังนั้น ในการวิเคราะหปญหานี้จะแบงทรงกระบอกออกเปน 20 ชั้น และใชชวง
เวลาเทากับ 1 วินาที ซึ่งในการแบงทรงกระบอกเปน 20 ชั้นนี้ จากผิวในจนถึงระยะรัศมี 1.2 ม. จะแบงเปน 16
ชั้นเทาๆ กัน และจากระยะ 1.2 ม. จนถึงผิวสัมผัส (r = 1.205 m) จะมีเพียงชั้นเดียว และจากผิวสัมผัสไปจนถึง
ผิวนอกจะแบงเปน 3 ชั้นที่ไมเทากันคือ 1.205 - 1.2125 ม. , 1.2125 - 1.225 ม. และ 1.225 - 1.2295 ม.

ผลการเปรียบเทียบระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง (Takeuti และ Tanigawa , 1977)
แสดงดังกราฟรูปที่ 5.21 - 5.24 ซึ่งสัญลักษณ T� , �1 และ E1 ในกราฟก็คือ อุณหภูมิของของเหลวภายในทรง
กระบอก คาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเชิงเสนของวัสดุชั้นที่ 1 และคายังโมดูลัสของวัสดุชั้นใน ตามลําดับ จาก
กราฟจะเห็นวาผลการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองแยกชั้น จะใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรง  โดยที่คาในชวง
กลางๆ ของความหนา ระหวางแบบจําลองกับผลเฉลยแมนตรงจะใกลเคียงกันมาก สวนคาบริเวณขอบจะแตก
ตางกันเล็กนอย ในกรณีนี้ไมสามารถหาคาคลาดเคลื่อนออกมาไดเนื่องจากผลเฉลยแมนตรงไดมาโดยการอาน
คาจากกราฟ ซึ่งอาจทําใหเกิดความคลาดเคลื่อนไปจากความเปนจริงบางเล็กนอย

T0 = 0 oC
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                          รูปที่ 5.19 คา ε  ของการกระจัดทิศทางรัศมีเม่ือแบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้น
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                                  รูปที่ 5.20 คา ε  ของการกระจัดทิศทางรัศมีเมื่อแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้น
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         รูปที่ 5.21 เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที่เวลาตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
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         รูปที่ 5.22 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางรัศมีที่เวลาตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
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 รูปที่ 5.23 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงที่เวลาตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
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  รูปที่ 5.24 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางตามยาวที่เวลาตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง

5.2 ปญหา 2 มิติ

ในกรณีปญหา 2 มิตินี้ เกิดขึ้นเนื่องจากเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวมีการเปลี่ยนแปลงตามทิศทางเสนรอบวง
ทําใหปญหาไมมีความสมมาตรรอบแกน ปญหา 2 มิติที่จะทําการวิเคราะหมีอยู 2 กรณี  ซึ่งมีทั้งปญหาในภาวะ
อยูตัวและปญหาในภาวะชั่วครู ทรงกระบอกมีทั้งแบบสองชั้น และแบบชั้นเดียวที่ไมเปนเนื้อเดียวกัน โดยมีคุณ
สมบัติเปล่ียนแปลงตามทิศทางรัศมี(FGM) เงื่อนไขขอบเขตมีเฉพาะการกําหนดอุณหภูมิ ปญหาใน 2 มิติ มีดังตอ
ไปนี้
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5.2.1 ทรงกระบอกคุณสมบัติเปล่ียนตามทิศทางรัศมีกําหนดอุณหภูมิที่ผิว

กรณีนี้จะวิเคราะหหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะอยูตัว คุณสมบัติของวัสดุไมเปนเนื้อเดียวกัน
เงื่อนไขขอบเขตเปนการกําหนดอุณหภูมิ โดยปญหาดังกลาวเปนทรงกระบอกกลวงรัศมีภายในและภายนอกเทา
กับ 1 ม. และ 2 ม. ตามลําดับ อุณหภูมิที่ผิวในเทากับ 0 oC ผิวนอกมีอุณหภูมิกระจายตัวเปนฟงกชัน

100cos( )T nθ=  oC ทรงกระบอกมีคุณสมบัติของวัสดุที่เปล่ียนแปลงตามทิศทางรัศมี (Functionally
Graded Material) โดยที่คาตางๆ มีความสัมพันธกับระยะรัศมีดังตอไปนี้

( )
0( ) qrr eα α=  , (0.5 )

0( ) rk r k e=  , (0.5 )
0( ) rG r G e=

โดยที่  0α = 12 µ / oC , k0 = 20  W/m oC , G0 = 80 GPa , v  = 1/3

                                   

1 m
2 m

(T)in = 0 °C
θ = 0°

(T)out = To cos(nθ) °C

                        รูปที่ 5.25 ทรงกระบอกคุณสมบัติเปล่ียนตามทิศทางรัศมีกําหนดอุณหภูมิที่ผิว

ในการวิเคราะหดวยแบบจําลองแยกชั้นในวิทยานิพนธนี้จะแบงทรงกระบอกออกเปนชั้นๆ โดยแตละชั้น
ตองเปนเนื้อเดียวกัน ดังนั้น การวิเคราะหปญหานี้ซึ่งเปนทรงกระบอกที่มีคุณสมบัติเปล่ียนแปลงตามระยะรัศมี
สามารถทําไดโดยการแบงทรงกระบอกออกเปนชั้นๆ และคุณสมบัติของวัสดุแตละชั้นจะคํานวณไดจากความ
สัมพันธขางตนโดยการแทนคารัศมี (r) ลงไปในสมการ ซึ่งยิ่งแบงทรงกระบอกออกเปนชั้นๆ มากเทาใด ก็จะได
คุณสมบัติของทรงกระบอกใกลเคียงกับความเปนจริงมากขึ้นเทานั้น และคําตอบก็จะมีความแมนยําขึ้นดวย ใน
การหาการลูเขาเมื่อแบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้นโดยพิจารณาจากคา ε  จะแบงทรงกระบอกออกเปน
4 , 8 , 16 , 32 , 64 และ 128 ชั้น การลูเขาของการกระจัดทิศทางรัศมีเมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้นแสดงดังรูปที่
5.26 ซึ่งเมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มจาก 64 ชั้น เปน 128 ชั้นแลว จะได ε  = 3.45 ×10-8  ซึ่งมีคานอยมาก ดังนั้น ใน
การวิเคราะหจะแบงทรงกระบอกออกเปน 128 ชั้น สําหรับการลูเขาของคําตอบเมื่อใชจํานวนเทอมของไซนและ
โคไซนเพิ่มขึ้นนั้นพบวา คําตอบมีการลูเขาเมื่อใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซนเทากับ n  ซึ่งแมจะใชจํานวน
เทอมของโคไซนมากกวานี้คําตอบก็จะไมมีการเปลี่ยนแปลง หนวยแรงทั้งสามทิศทางที่คา n  และ q  ตางๆ
แสดงดังกราฟรูปที่ 5.27 – 5.29 โดยหนวยแรงทิศทางรัศมีและทิศทางเสนรอบวงจะพิจารณาที่มุม 0 องศา สวน
หนวยแรงเฉือนจะพิจารณาที่มุมเทากับ 180/2n องศา
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เมื่อพิจารณาจากกราฟ จะเห็นวาผลการวิเคราะหโดยแบบจําลองแยกชั้นนี้มีคาใกลเคียงกับผลเฉลย
แมนตรง (Liew และคณะ , 2003) ซึ่งบริเวณที่เกิดความคลาดเคลื่อนมากจะเปนบริเวณใกลกับผิวใน ทั้งนี้ คา
คลาดเคลื่อนอาจเกิดจากการอานคาจากกราฟของผลเฉลยแมนตรง เพราะคาของผลเฉลยแมนตรงนี้ไดมาโดย
การอานคาจากกราฟซึ่งอาจทําใหเกิดความคลาดเคลื่อนไปบางเล็กนอย
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                 รูปที่ 5.26 คา ε  ของการกระจัดทิศทางรัศมีเม่ือแบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้น
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    รูปที่ 5.27 เปรียบเทียบหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรงเมื่อใชคา
                    n = 2 , q = 0
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       รูปที่ 5.28 เปรียบเทียบหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรงเมื่อใช
                       คา n = 2 , q = 0.5
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        รูปที่ 5.29 เปรียบเทียบหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรงเมื่อใช
                        คา n = 4 , q = 0.5

5.2.2 ทรงกระบอกสองชั้นกําหนดอุณหภูมิที่ผิวในภาวะชั่วครู

สําหรับกรณีศึกษานี้ จะทําการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะ
ชั่วครูของทรงกระบอกกลวงที่ประกอบดวยวัสดุ 2 ชนิด เงื่อนไขขอบเขตเปนการกําหนดอุณหภูมิ โดยปญหาเปน
ทรงกระบอกกลวงประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น รัศมีภายใน 1 ม.  รัศมีภายนอก 3 ม.  และผิวสัมผัสอยูที่ระยะ 2 ม.
เริ่มตนทรงกระบอกมีอุณหภูมิเทากับศูนยองศาเซลเซียส เมื่อเริ่มจับเวลา ผิวในมีอุณหภูมิเปนศูนย ผิวนอกมี
อุณหภูมิเทากับ 100 oC ใน 3 ชวงคือ  -10 -10 องศา , 110 –130 องศา  และ 230 - 250 องศา นอกชวงดังกลาว
อุณหภูมิเปนศูนย ลักษณะของทรงกระบอกแสดงไดดังรูปที่ 5.30 และคุณสมบัติของวัสดุทั้งสองชั้นแสดงดังตา
รางที่ 5.4 (Takeuti และ Tanigawa,1978)

ตารางที่ 5.4 คุณสมบัติของวัสดุแตละชั้น กรณีทรงกระบอกสองชั้นกําหนดอุณหภูมิที่ผิวในภาวะชั่วครู

ชั้นที่ k(W/moC) ρ(kg/m3) c(J/kgoC) E(GPa) ν α( µ /oC)
1 11 7000 135.468 220 0.3 12
2 54 8000 71.81 72 0.34 23.1
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                             รูปที่ 5.30 ทรงกระบอกสองชั้นกําหนดอุณหภูมิที่ผิวในภาวะชั่วครู

ในการแทนเงื่อนไขขอบเขตซึ่งเปนการกําหนดอุณหภูมิที่เปนชวงบริเวณผิวนอกของทรงกระบอกดังรูปที่ 
5.30 นั้น จะทําการแทนการกระจายอุณหภูมิดวยอนุกรมฟูเรียร ซึ่งการแทนดวยอนุกรมฟูเรียรจะใกลเคียงกับ
ความเปนจริงแคไหนนั้น ก็ขึ้นอยูกับจํานวนเทอมของโคไซนที่ใช โดยยิ่งใชจํานวนเทอมมากขึ้นก็จะยิ่งไดการ
กระจายอุณหภูมิที่ผิวใกลเคียงกับความเปนจริงมากขึ้น รูปที่ 5.23(ก) - (ง) แสดงการแทนอุณหภูมิที่ผิวดวย
อนุกรมฟูเรียรเมื่อใชจํานวนเทอมของโคไซนเทากับ 21, 27, 33 และ 39 เทอม ตามลําดับ ซึ่งจากกราฟจะเห็นวา
ยิ่งใชจํานวนเทอมมากก็จะไดการกระจายอุณหภูมิที่ใกลเคียงกับความเปนจริงมากขึ้น

สําหรับการพิจารณาการลูเขาจะแบงออกเปนสามสวน ไดแก การลูเขาเมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้น การลู
เขาเมื่อใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซนเพิ่มขึ้น และการลูเขาเมื่อแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้น การหาการลูเขา
เมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้นจะแบงทรงกระบอกออกเปน 2, 4, 8 และ 16 ชั้น ใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซน
เทากับ 45 เทอม สวนการหาการลูเขาเมื่อใชจํานวนเทอมเพิ่มขึ้นจะใชจํานวนเทอม 21, 27, 33 และ 39 เทอม
โดยแบงทรงกระบอกออกเปน 32 ชั้น สําหรับการหาการลูเขาเมื่อแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้นจะใชชวงเวลาเทา
กับ 10, 5, 3 และ 2 วินาที โดยพิจารณาที่เวลา 90 วินาที และแบงทรงกระบอกเปน 20 ชั้น จํานวนเทอมของไซน
และโคไซนที่ใชเทากับ 33 เทอม การลูเขาเมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้น เมื่อใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซนเพิ่ม
ขึ้น และเมื่อแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้นแสดงดังรูปที่ 5.32, 5.33 และ 5.34 ตามลําดับ ซึ่งเมื่อแบงทรงกระบอก
เพิ่มจาก 8 ชั้น เปน 16 ชั้น ใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซนเพิ่มจาก 27 เทอม เปน 33 เทอมและใชชวงเวลา
ลดลงจาก 5 วินาทีเปน 3 วินาทีแลว ε  จะมีคาเปน 2.46×10-5, 2.0×10-5 และ 1.37×10-6 ตามลําดับ ซึ่งมีคา
นอยมาก ดังนั้นในการวิเคราะหปญหาจะแบงทรงกระบอกเปน 20 ชั้น ใชจํานวนเทอมเทากับ 33 เทอม และใช
ชวงเวลาเทากับ 5 วินาที ผลการเปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิ หนวยแรงทิศทางรัศมี หนวยแรงทิศทางเสน
รอบวง และหนวยแรงทิศทางตามยาว ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรงแสดงดังกราฟรูปที่ 5.35 –
5.46 สัญลักษณ k1 และ T’ ที่แสดงในกราฟ คือ คาสัมประสิทธิ์การนําความรอนของวัสดุชั้นที่ 1 และอุณหภูมิทั้ง
สามชวงที่ผิวซึ่งมีคาเทากับ 100 oC ตามลําดับ

T0 = 0 oC
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จากกราฟแสดงการเปรียบเทียบจะเห็นวา ผลการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองแยกชั้นมีความใกลเคียง
กับผลเฉลยแมนตรง โดยคาอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิที่ขอบนอกและบริเวณใกลเคียงจะมี
ความคลาดเคลื่อนสูงกวาบริเวณอื่น ทั้งนี้เนื่องจากการแทนอุณหภูมิที่เปนชวงที่ผิวนอกดวยอนุกรมฟูเรียร ซึ่งไม
สามารถแทนใหถูกตองตามความจริงได โดยเปนเพียงการประมาณเทานั้น ดังนั้น เงื่อนไขขอบเขตจึงไมตรงตาม
ความเปนจริง ทําใหการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิที่เกิดขึ้นภายในทรงกระบอกมี
ความคลาดเคลื่อนเกิดขึ้น นอกจากนี้คาคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้นอาจเกิดจากการอานคาจากกราฟที่เปนผลเฉลย
แมนตรงที่ไมสามารถอานคาไดละเอียดเพียงพอ อยางไรก็ตาม หากตองการคําตอบที่มีความแมนยํามากขึ้นก็
สามารถทําไดโดยการแบงจํานวนชั้นและใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซนเพิ่มขึ้น แตในขณะเดียวกันก็จะเสีย
เวลาในการคํานวณเพิ่มขึ้นดวย

5.3 สรุปผล

จากการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิ ระหวาง
แบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรงจะเห็นวา ในกรณีปญหา 1 มิติ วิธีแบบจําลองแยกชั้นสามารถวิเคราะห
ปญหาไดอยางถูกตองแมนยําเปนอยางมาก ไมวาทรงกระบอกจะประกอบดวยวัสดุเพียงชั้นเดียวหรือหลายชั้น
และเงื่อนไขขอบเขตจะเปนแบบใดก็ตาม โดยมีคาคลาดเคลื่อนไมเกิน 0.5 % ทั้งนี้ ความถูกตองแมนยําจะขึ้นอยู
กับจํานวนชั้นของทรงกระบอกที่แบง โดยยิ่งแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้น ก็จะยิ่งมีความถูกตองมากขึ้น สําหรับปญหา
2 มิตินั้น ความถูกตองก็อาจจะมากบางนอยบางแตกตางกันไปในแตละกรณี ขึ้นอยูกับวาลักษณะเงื่อนไข
ขอบเขตของปญหานั้นเปนอยางไร ซึ่งจะเห็นวา กรณีที่เงื่อนไขขอบเขตเปนการกําหนดอุณหภูมิเปนชวงที่ผิว ซึ่ง
ตองใชอนุกรมฟูเรียรมาแทนการกระจายอุณหภูมินั้น ความถูกตองแมนยําอาจจะมีไมมากเทาใดนัก เนื่องจากเรา
ไมสามารถแทนอุณหภูมิที่เปนชวงดวยอนุกรมฟูเรียรไดอยางถูกตอง แตสําหรับกรณีที่การกระจายตัวของ
อุณหภูมิที่ผิวเปนฟงกชันของไซนและโคไซนอยูแลว เราสามารถแทนการกระจายอุณหภูมิที่ผิวดวยอนุกรมฟูเรียร
ไดอยางถูกตอง ดังนั้น จึงมีความถูกตองแมนยําสูง ทั้งนี้ ความถูกตองแมนยําในปญหา 2 มิติ จะขึ้นอยูกับ
จํานวนชั้นที่แบงและจํานวนเทอมของไซนหรือโคไซนที่ใชในอนุกรมฟูเรียร โดยเมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้น ก็จะมี
ความถูกตองมากขึ้นดวย สําหรับจํานวนเทอมของไซนหรือโคไซนนั้น ความถูกตองจะสูงขึ้นเมื่อใชจํานวนเทอม
มากขึ้น แตในบางกรณี ความถูกตองแมนยําจะมากที่สุดเมื่อใชจํานวนเทอมของไซนหรือโคไซนคาหนึ่ง ซึ่งแมวา
เราจะใชจํานวนเทอมเพิ่มขึ้นจากคาดังกลาว คําตอบก็จะไมเปล่ียนแปลง นั่นคือ ความถูกตองแมนยําก็ยังมีเทา
เดิม ดังเชนในกรณีศึกษาที่ 5.2.3 สําหรับปญหาในภาวะชั่วครู ความถูกตองแมนยํายังขึ้นอยูกับชวงเวลา(time
step) ที่ใชอีกดวย โดยยิ่งใชชวงเวลาที่มีคานอยก็จะยิ่งทําใหคําตอบมีความถูกตองแมนยําสูงขึ้น หากเปรียบ
เทียบระหวางปญหา 1 มิติ กับ 2 มิติแลว จะเห็นวา ผลการวิเคราะหปญหา 1 มิติ จะมีความถูกตองแมนยําสูง
กวาปญหา 2 มิติ

ความถูกตองแมนยําของผลการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองแยกชั้นจะมากหรือนอยเพียงใดนั้น เรา
สามารถกําหนดไดโดยการกําหนดจํานวนชั้นของทรงกระบอกที่แบง จํานวนเทอมของไซนและโคไซน และชวง
เวลาที่ใชในปญหาภาวะชั่วครู ซึ่งความถูกตองแมนยําจะสูงขึ้นเมื่อแบงทรงกระบอกใหมีจํานวนชั้นเพิ่มขึ้น ใช
จํานวนเทอมของไซนและโคไซนเพิ่มขึ้น และใชชวงเวลาลดลง แตในขณะเดียวกัน ก็จะเสียเวลาในการวิเคราะห
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และใชหนวยความจําของคอมพิวเตอรมากขึ้นดวย ดังนั้น ในการวิเคราะหปญหาใดๆ เราจะตองคํานึงทั้งความ
ถูกตองแมนยําและเวลาที่ใชในการวิเคราะหควบคูกันไปดวย
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                        รูปที่ 5.31 การแทนอุณหภูมิที่เปนชวงดวยอนุกรมฟูเรียรโดยใชจํานวนเทอมตางๆ กัน  (ก) 21 เทอม
                                        (ข) 27 เทอม (ค) 33 เทอม  (ง) 39 เทอม
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                         รูปที่ 5.33 คา ε  ของการกระจัดทิศทางรัศมีเมื่อใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซนเพิ่มขึ้น
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        รูปที่ 5.35 เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
                          ที่เวลา 86 วินาที
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      รูปที่ 5.36 เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
                      ที่เวลา 345 วินาที
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      รูปที่ 5.37 เปรียบเทียบการกระจายอุณหภูมิที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
                       ที่ภาวะอยูตัว
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        รูปที่ 5.38 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางรัศมีที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมน
                                           ตรงที่เวลา 86 วินาที
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        รูปที่ 5.39 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางรัศมีที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
                          ที่เวลา 345 วินาที
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           รูปที่ 5.40 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางรัศมีที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
                             ที่ภาวะอยูตัว
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       รูปที่ 5.41 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลย
                         แมนตรงที่เวลา 86 วินาที
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             รูปที่ 5.42 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลย
                             แมนตรงที่เวลา 345 วินาที
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          รูปที่ 5.43 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลย
                                             แมนตรงที่ภาวะอยูตัว
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    รูปที่ 5.44 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางตามยาวที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
                                     ที่เวลา 86 วินาที
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รูปที่ 5.45 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางตามยาวที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
                ที่เวลา 345 วินาที
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     รูปที่ 5.46 เปรียบเทียบหนวยแรงทิศทางตามยาวที่มุมตางๆ ระหวางแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรง
                      ที่ภาวะอยูตัว

เมื่อไดตรวจสอบโปรแกรมจนพบวามีความถูกตองแลว ลําดับตอไป จะใชแบบจําลองแยกชั้นไป
วิเคราะหปญหาที่มีอยูจริง นั่นคือ ทอบรรจุของเหลวในระบบผลิตไฟฟาพลังงานแสงอาทิตย ทั้งนี้ เพื่อแสดงให
เห็นถึงขอบเขตความสามารถ และประโยชนของงานวิจัย ดังจะกลาวตอไปในบทที่ 6



บทที่ 6

กรณีศึกษาระบบผลิตไฟฟาพลังงานแสงอาทิตย

6.1 บทนํา

หลังจากที่ไดตรวจสอบความถูกตองแมนยําของแบบจําลองแยกชั้น (discrete - layer model) ที่ได
พัฒนาขึ้นในวิทยานิพนธนี้ (บทที่ 5) แลว ในบทนี้จะนําแบบจําลองแยกชั้นมาวิเคราะหปญหาที่สามารถพบเห็น
ไดจริง โดยปญหาที่จะทําการวิเคราะหนี้เปนทอบรรจุของเหลวในระบบผลิตไฟฟาพลังงานแสงอาทิตย (trough)
ซึ่งมีลักษณะดังรูปที่ 6.1 

                    
                                   รูปที่ 6.1 ระบบผลิตไฟฟาพลังงานแสงอาทิตย

ระบบผลิตไฟฟาพลังงานแสงอาทิตยนี้ประกอบไปดวยสวนรับแสง (receiver) ที่เปนแผนโลหะดัดโคง
เปนแนวยาว และสวนที่เปนทอเพื่อใชบรรจุของเหลว หลักการของเครื่องปนไฟฟานี้ก็คือ เมื่อแสงอาทิตยสองมา
กระทบกับแผนโลหะรับแสง ก็จะสะทอนไปยังทอบรรจุของเหลวซึ่งวางอยูที่จุดโฟกัสของแผนรับแสง ทําใหของ
เหลวในทอซึ่งอาจจะเปนน้ํามันหรือของเหลวที่สามารถทําใหรอนไดงายมีอุณหภูมิสูงขึ้นไดถึง 400 องศา
เซลเซียส และสามารถนําไปผลิตกระแสไฟฟาได ในปญหาดังกลาวนี้ จะเห็นวาแสงอาทิตยที่สะทอนมายังทอ
บรรจุของเหลวจะตกกระทบที่ดานใดดานหนึ่งของทอ ดังนั้น ที่ผิวของทอจะมีฟลักซความรอนไหลเขาไม
สมํ่าเสมอในทิศทางเสนรอบวง ทําใหการนําความรอนที่เกิดขึ้นภายในทอไมมีความสมมาตรรอบแกน โดยเกิดขึ้น
ใน 2 มิติ ในระนาบตัดขวาง และเนื่องจากทอบรรจุของเหลวมีความยาวมากเมื่อเทียบกับขนาดของพื้นที่หนาตัด
ดังนั้น จึงสามารถพิจารณาปญหานี้ใหเปนปญหาความเครียดระนาบได

ทอบรรจุของเหลว  แสงอาทิตย

แสงอาทิตย

 แผนโลหะรับแสง
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ปญหาที่จะวิเคราะหเปนทอบรรจุของเหลวในระบบผลิตไฟฟาพลังงานแสงอาทิตย โดยกําหนดใหมี
รัศมีภายใน 1.5 ซ.ม. รัศมีภายนอก 2.5 ซ.ม. ผิวในมีการพาความรอนเกิดขึ้น ซึ่งขณะระบบทํางานของเหลวใน
ทอมีอุณหภูมิ 200 องศาเซลเซียส สวนคาสัมประสิทธิ์การพาความรอน(h) เทากับ 15,000 W/m2/ oC แสง
อาทิตยที่สะทอนจากแผนโลหะรับแสงจะตกกระทบที่ผิวนอกของทอเปนมุมรอบจุดศูนยกลาง 120 องศา ทําให
มีฟลักซความรอนไหลเขาเทากับ 2,000 W/m2 สวนบริเวณที่เหลือที่แสงไมไดตกกระทบจะพิจารณาเปนฉนวน
นั่นคือ ฟลักซความรอนเปนศูนย ลักษณะของปญหาเปนดังรูปที่ 6.2 ทั้งนี้ ขอมูลตางๆ ที่กลาวมาไดอางอิงจาก
Sukhatme(1996)

      

insulation
(flux = 0)

flux = 2000 W/m^2
h = 15,000 W/m^2/C
(T)water = 200 C

1.5 cm

2.5 cm

                            รูปที่ 6.2 ทอบรรจุของเหลวในระบบผลิตไฟฟาพลังงานแสงอาทิตย

โดยทั่วไป วัสดุที่นํามาทําเปนทอบรรจุของเหลวในระบบผลิตไฟฟาพลังงานแสงอาทิตยนี้สวนใหญจะ
เปนเหล็กหรือทองแดงอยางใดอยางหนึ่ง แตในที่นี้ จะพิจารณาทอที่มีเหล็กและทองแดงประกอบกันเปนชั้นๆ
หลายๆ ลักษณะ จากนั้น จะทําการวิเคราะหพฤติกรรมและเปรียบเทียบกันวามีความแตกตางกันอยางไร แบบใด
ที่ไดผลดีที่สุด รูปแบบของทอที่จะทําการวิเคราะหแบงเปน 6 กรณีดังตอไปนี้

1)  ประกอบดวยเหล็กเพียงอยางเดียว
2)  ประกอบดวยทองแดงเพียงอยางเดียว
3)  ประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปนเหล็ก สวนชั้นนอกเปนทองแดง แตละชั้นหนาเทากัน
4)  ประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปนทองแดง สวนชั้นนอกเปนเหล็ก แตละชั้นหนาเทากัน

              5) ประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น โดยวัสดุชั้นในและชั้นนอกเปนเหล็กหนา 0.375 ซ.ม. สวนชั้นกลางเปน
ทองแดงหนา 0.25 ซ.ม.

               6) ประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น โดยวัสดุชั้นในและชั้นนอกเปนทองแดงหนา 0.375 ซ.ม. สวนชั้นกลางเปน
เหล็กหนา 0.25 ซ.ม.
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ทั้ง 6 กรณีนี้ จะวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะอยูตัว (steady
state) กอน แลวทําการเปรียบเทียบผลที่เกิดขึ้น จากนั้นจึงจะทําการวิเคราะหในภาวะชั่วครู (transient) ตอไป
คุณสมบัติตางๆ ของเหล็กและทองแดงแสดงดังตารางที่ 6.1 (David,1996 ; Frank และ Mark,1986)

ตารางที่ 6.1 คุณสมบัติของเหล็กและทองแดง

    วัสดุ  k(W/moC) ρ(kg/m3)  c(J/kgoC)  E(GPa)  G(GPa) ν   α( µ /oC)  yσ (MPa)

   เหล็ก       43     7801      473     210       76    0.29       13.5       590

 ทองแดง       83     8666      410     138       50    0.35       18.4       510

ในการวิเคราะหปญหานี้ จะทําการแบงทรงกระบอกออกเปนชั้นๆ แตละชั้นหนาเทากัน โดยกอนที่จะ
เริ่มวิเคราะห จะทําการหาการลูเขาของการกระจัดทิศทางรัศมีโดยพิจารณาจากสัดสวนระหวางคายูคลิเดียน
นอรมยกกําลังสองตอคาผลรวมของคําตอบยกกําลังสอง (ε ) ดังที่ไดกลาวไวในบทที่ 5 เพื่อดูวาคําตอบมีการลู
เขาเมื่อแบงทรงกระบอกเปนจํานวนกี่ชั้น และใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซนเปนเทาใด โดยกรณีที่นํามาหา
การลูเขาคือกรณีทอเหล็กชั้นเดียว การหาการลูเขาเมื่อแบงจํานวนชั้นเพิ่มขึ้นจะแบงทรงกระบอกออกเปน 2, 4, 8
และ 16 ชั้น จํานวนเทอมของไซนและโคไซนที่ใชเทากับ 30 เทอม สวนการหาการลูเขาเมื่อใชจํานวนเทอมของ
ไซนและโคไซนเพิ่มขึ้นจะใชจํานวนเทอมเทากับ 10 , 20 , 30 และ 40 เทอม โดยพิจารณาแบงทรงกระบอกออก
เปน 16 ชั้น การลูเขาของการกระจัดทิศทางรัศมีเมื่อแบงจํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้น และเมื่อใชจํานวน
เทอมของไซนและโคไซนเพิ่มขึ้นแสดงดังรูปที่ 6.3 และ 6.4 ตามลําดับ จากกราฟจะเห็นวา เมื่อแบงชั้นของทรง
กระบอกเพิ่มจาก 8 ชั้น เปน 16 ชั้น และเมื่อใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซนเพิ่มจาก 20 เทอม เปน 30 เทอม
แลว ε  มีคาเทากับ 9.44×10-11 และ 9.06×10-14 ซึ่งมีคานอยมาก ดังนั้น จึงสรุปไดวา เม่ือแบงทรงกระบอก
เปน 8 ชั้น และใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซนเทากับ 20 เทอม คําตอบก็มีการลูเขาแลว แตเพื่อความถูกตอง
แมนยํายิ่งขึ้น ในการวิเคราะหจะทําการแบงทรงกระบอกออกเปน 32 ชั้น และใชจํานวนเทอมของไซนและโคไซน
เทากับ 30 เทอม สําหรับการหาการลูเขาเมื่อแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้นจะทําตอไปในสวนของการวิเคราะห
ปญหาในภาวะชั่วครู
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เริ่มตน จะทําการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะอยูตัว (steady
state) กอน แลวทําการเปรียบเทียบผลที่เกิดขึ้น จากนั้นจึงจะวิเคราะหในภาวะชั่วครู (transient) ตอไป ผลการ
วิเคราะหในภาวะอยูตัวมีดังนี้

 6.2 ภาวะอยูตัว

 ผลการวิเคราะหในภาวะอยูตัวจะแสดงการกระจายอุณหภูมิ หนวยแรงทิศทางรัศมี หนวยแรงทิศทาง
เสนรอบวง และหนวยแรงเฉือน ซึ่งการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงที่เกิดขึ้นนี้ จะแสดงคาเทียบกับระยะใน
แนวรัศมีที่มุมตางๆ ไดแก มุม 0, 30, 60, 120 และ 180 องศา ยกเวนหนวยแรงเฉือน จะแสดงคาที่มุม 30, 60,
90 และ 120  องศา ผลการวิเคราะหทั้ง 6 กรณี มีดังตอไปนี้

6.2.1 ทรงกระบอกเหล็กช้ันเดียว

จากกราฟแสดงการกระจายอุณหภูมิในกรณีของทรงกระบอกเหล็กเพียงอยางเดียวดังรูปที่ 6.5 เมื่อ
พิจารณาในแนวรัศมีจะเห็นวา ที่มุมใดๆ อุณหภูมิที่ผิวในจะมีคาต่ําสุด และจะเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ ตามระยะรัศมีจนมี
คาสูงสุดที่ผิวนอก (สําหรับมุม 120 และ 180 องศา อุณหภูมิเกือบจะคงที่ตลอดความหนา) การกระจายอุณหภูมิ
ในทิศทางรัศมีเกือบจะเปนเสนตรง และเมื่อพิจารณาในทิศทางเสนรอบวง พบวาชวงที่มีอุณหภูมิสูงไดแกชวงที่
มีฟลักซความรอนไหลเขา นั่นคือ ชวงตั้งแตมุม 0 องศา จนถึง 60 องศา จะมีอุณหภูมิสูงกวาชวงที่ไมมีฟลักซไหล
เขา โดยเฉพาะที่มุม 0 องศา บริเวณผิวนอกจะเปนจุดที่มีอุณหภูมิสูงสุด สวนจุดที่มีอุณหภูมิต่ําที่สุดคือที่มุม 180
องศาบริเวณผิวใน อยางไรก็ตามอุณหภูมิสูงสุดและอุณหภูมิต่ําสุดมีคาแตกตางกันไมเกิน 1 องศาเซลเซียส

ในสวนของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิดังแสดงในรูปที่ 6.6 - 6.8 จะเห็นวา หนวยแรงทิศทางรัศมีจะ
เปนหนวยแรงดึงเนื่องจากอุณหภูมิที่ผิวนอกมีคาสูงกวาอุณหภูมิที่ผิวใน ทําใหบริเวณผิวนอกเกิดการขยายตัว
มากกวาและเกิดการดึงรั้งซึ่งกันและกัน ที่มุมใดๆ หนวยแรงทิศทางรัศมีจะมีคาสูงบริเวณกึ่งกลางความหนา และ
จะลดลงเรื่อยๆ เมื่อหางจากบริเวณกึ่งกลางจนเปนศูนยที่ผิวทั้งสอง ในชวงที่มีฟลักซความรอนไหลเขาหนวยแรง
ทิศทางรัศมีจะมีคาสูงกวาชวงที่ไมมีฟลักซความรอนไหลเขา ในสวนของหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงนั้น ที่มุม
ใดๆ จะเกิดทั้งหนวยแรงดึงและหนวยแรงอัด โดยจะเกิดหนวยแรงดึงในชวงตั้งแตผิวในไปจนถึงประมาณกึ่งกลาง
ความหนา และเกิดหนวยแรงอัดจากประมาณกึ่งกลางความหนาไปจนถึงผิวนอก ซึ่งหนวยแรงดึงจะเกิดสูงสุดที่
ผิวในสวนหนวยแรงอัดจะเกิดสูงสุดที่ผิวนอก หนวยแรงทิศทางเสนรอบวงนี้จะมีคาสูงในชวงที่มีฟลักซความรอน
ไหลเขาเชนเดียวกับหนวยแรงทิศทางรัศมี สําหรับหนวยแรงจะมีคาสูงบริเวณกึ่งกลางความหนาและลดลงเรื่อยๆ
เมื่อหางจากบริเวณกึ่งกลางความหนาจนเปนศูนยที่ผิวทั้งสอง หนวยแรงเฉือนจะมีความแตกตางจากหนวยแรง
ทิศทางอื่นๆ คือ จะมีคาสูงที่มุมประมาณ 90 องศา ซึ่งเปนชวงที่ไมมีฟลักซความรอนไหลเขา

จากกรณีของทรงกระบอกประกอบดวยเหล็กเพียงอยางเดียวนี้ สรุปไดวา อุณหภูมิสูงสุดเกิดขึ้นที่ผิว
นอกที่มุม 0 องศา ซึ่งมีคาเทากับ 200.75 องศาเซลเซียส สวนคาสูงสุดของหนวยแรงที่เกิดขึ้นหารดวยหนวยแรง
ครากของเหล็ก เปนคาหนวยแรงในทิศทางเสนรอบวง มีคาเทากับ 0.00121 ซึ่งถือวาเปนสัดสวนที่ต่ํามาก และ
แสดงใหเห็นวา ทรงกระบอกเหล็กยังสามารถรับแรงที่เกิดจากความรอนไดเพิ่มขึ้นอีกมาก
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                   รูปที่ 6.5 การกระจายอุณหภูมิที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยเหล็กเพียงอยางเดียว
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                 รูปที่ 6.6 หนวยแรงทิศทางรัศมีที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยเหล็กเพียงอยางเดียว
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           รูปที่ 6.7 หนวยแรงทิศทางเสนรอบวงที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยเหล็กเพียงอยางเดียว
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                       รูปที่ 6.8 หนวยแรงเฉือนที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยเหล็กเพียงอยางเดียว
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6.2.2 ทรงกระบอกทองแดงชั้นเดียว

เมื่อพิจารณากราฟการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิ ในกรณีของทรงกระบอก
ทองแดงชั้นเดียวดังรูปที่ 6.9 – 6.12 จะเห็นวา ลักษณะของการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิ
ที่เกิดขึ้นจะเหมือนกับกรณีของทรงกระบอกเหล็กชั้นเดียว แตกตางกันที่ขนาดเทานั้น โดยอุณหภูมิสูงสุดมีคา
ประมาณ 200.47 องศาเซลเซียส และคาสูงสุดของสัดสวนระหวางหนวยแรงที่เกิดขึ้นตอหนวยแรงครากของ
ทองแดงมีคาประมาณ 0.000618 ซึ่งจะเห็นวามีคานอยมาก และยังมีคาต่ํากวากรณีของทรงกระบอกเหล็กอีก
ดวย

สรุปไดวา สําหรับทรงกระบอกที่ประกอบดวยวัสดุเพียงชนิดเดียวดังในสองกรณีขางตน บริเวณที่
อุณหภูมิและหนวยแรงมีคาสูงไดแก ชวงที่มีฟลักซความรอนไหลเขา นั่นคือ ชวง 0 - 60 ยกเวนหนวยแรงเฉือนจะ
มีคาสูงที่มุม 90 องศา และถาพิจารณาในแนวรัศมี หนวยแรงทิศทางรัศมีและหนวยแรงเฉือนจะมีคาสูงบริเวณกึ่ง
กลางความหนา อุณหภูมิมีคาสูงบริเวณผิวนอก สวนหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงมีคาสูงที่ผิวนอกและผิวในโดย
เปนหนวยแรงดึงตั้งแตผิวในจนถึงประมาณกึ่งกลางความหนา และเปนหนวยแรงอัดตั้งแตประมาณกึ่งกลาง
ความหนาจนถึงผิวนอก ซึ่งเมื่อนํากรณีทั้งสองมาเปรียบเทียบกันจะพบวา สัดสวนระหวางหนวยแรงที่เกิดขึ้นตอ
หนวยแรงครากของวัสดุในกรณีทรงกระบอกทองแดงชั้นเดียว จะมีคาต่ํากวากรณีของทรงกระบอกเหล็กชั้นเดียว
อยางไรก็ตาม ก็ยังถือไดวาเปนสัดสวนที่ต่ํามากทั้งสองกรณี ซึ่งแสดงวา ทั้งทรงกระบอกเหล็กชั้นเดียวและทรง
กระบอกทองแดงชั้นเดียวยังสามารถรับแรงที่เกิดจากความรอนไดเพิ่มขึ้นอีกเปนอยางมาก
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                รูปที่ 6.9 การกระจายอุณหภูมิที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยทองแดงเพียงอยางเดียว
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                รูปที่ 6.10 หนวยแรงทิศทางรัศมีที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยทองแดงเพียงอยางเดียว
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       รูปที่ 6.11 หนวยแรงทิศทางเสนรอบวงที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยทองแดงเพียงอยางเดียว
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                     รูปที่ 6.12 หนวยแรงเฉือนที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยทองแดงเพียงอยางเดียว

6.2.3 ทรงกระบอก 2 ชั้น ชั้นในเปนเหล็ก ชั้นนอกเปนทองแดง

ในกรณีนี้ กราฟแสดงการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงที่เกิดขึ้นหารดวยหนวยแรงครากของวัสดุแต
ละชั้นจะมีความไมตอเนื่องในแนวรัศมี โดยแบงเปน 2 ชวง ทั้งนี้เนื่องจากทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชนิด
ที่มีคุณสมบัติแตกตางกัน เม่ือพิจารณากราฟแสดงการกระจายอุณหภูมิดังรูปที่ 6.13 จะเห็นวา กราฟในชวงที่
เปนชั้นของเหล็กจะมีความชันมากกวาชวงที่เปนชั้นของทองแดง สวนลักษณะการกระจายอุณหภูมิในแนวรัศมี
จะยังคงคลายกับกรณีที่มีวัสดุเพียงชนิดเดียว กลาวคือ ที่มุมใดๆ อุณหภูมิที่ผิวในจะมีคาต่ําสุด และจะเพิ่มขึ้น
เรื่อยๆ ตามระยะรัศมีจนมีคาสูงสุดที่ผิวนอก (ที่มุม 120 และ 180 องศา อุณหภูมิจะมีคาเกือบคงที่ตลอดความ
หนา) การกระจายอุณหภูมิในทิศทางรัศมีเกือบจะเปนเสนตรงในแตละชวงของกราฟ และเมื่อพิจารณาในแนว
เสนรอบวงก็จะเห็นวา ในชวงที่มีฟลักซความรอนไหลเขาอุณหภูมิจะมีคาสูงกวาชวงที่ไมมีฟลักซความรอนไหล
เขาเชนเดียวกับกรณีที่มีวัสดุเพียงชนิดเดียวเชนกัน

เมื่อพิจารณากราฟของหนวยแรงทิศทางรัศมีและหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงดังรูปที่ 6.14 – 6.15 จะ
เห็นวา เสนกราฟทั้งหมดเกือบจะทับกันสนิท นั่นหมายความวา ที่ทุกๆ มุม การกระจายตัวในแนวรัศมีของหนวย
แรงทั้งสองทิศทางเกือบจะเหมือนกันทั้งหมด โดยหนวยแรงทิศทางรัศมีเปนหนวยแรงดึง มีคาสูงบริเวณกึ่งกลาง
ความหนาและลดลงเรื่อยๆ เมื่อหางจากบริเวณกึ่งกลางออกไปจนเปนศูนยที่ผิวทั้งสอง สวนหนวยแรงทิศทางเสน
รอบวงจะเปนหนวยแรงดึงในชั้นของเหล็ก และเปนหนวยแรงอัดในชั้นของทองแดง ซึ่งหนวยแรงดึงสูงสุดเกิดขึ้นที่
ผิวในและหนวยแรงอัดสูงสุดเกิดขึ้นที่ผิวสัมผัสในเนื้อทองแดง สวนหนวยแรงเฉือนจะมีคาแตกตางกันไปในแตละ
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มุม โดยที่มุมใดๆ หนวยแรงเฉือนจะมีคาสูงบริเวณกึ่งกลางความหนาและจะมีคาลดลงเรื่อยๆ เมื่อหางจาก
บริเวณกึ่งกลางจนเปนศูนยที่ผิวทั้งสอง และหนวยแรงเฉือนจะมีคาสูงที่มุมประมาณ 90 องศา ซึ่งเปนชวงที่ไมมี
ฟลักซความรอนไหลเขา

สรุปไดวา ในกรณีที่วัสดุชั้นในเปนเหล็กและชั้นนอกเปนทองแดงนี้ อุณหภูมิสูงสุดเกิดขึ้นที่ผิวนอกที่มุม
0 องศา มีคาประมาณ 200.6 องศาเซลเซียส คาสูงสุดของหนวยแรงที่เกิดขึ้นหารดวยหนวยแรงครากเปนคา
หนวยแรงทิศทางเสนรอบวง โดยเกิดขึ้นในชั้นทองแดงและมีคาประมาณ –0.278 ซึ่งสูงกวาสองกรณีแรกที่เปน
ทรงกระบอกชั้นเดียวคอนขางมาก

200

200.1

200.2

200.3

200.4

200.5

200.6

200.7

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5
radius (cm)

T (
o C)

θ = 0

θ = 30

θ = 60

θ = 120

θ = 180

  รูปที่ 6.13 การกระจายอุณหภูมิที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปนเหล็ก
                  สวนชั้นนอกเปนทองแดง
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          รูปที่ 6.14 หนวยแรงทิศทางรัศมีที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น โดยวัสดุชั้นใน
                          เปนเหล็ก สวนชั้นนอกเปนทองแดง
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   รูปที่ 6.15 หนวยแรงทิศทางเสนรอบวงที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปน
                   เหล็ก สวนชั้นนอกเปนทองแดง
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        รูปที่ 6.16 หนวยแรงเฉือนที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปนเหล็ก
                        สวนชั้นนอกเปนทองแดง

6.2.4 ทรงกระบอก 2 ชั้น ชั้นในเปนทองแดง ชั้นนอกเปนเหล็ก

ในกรณีนี้กราฟจะเกิดความไมตอเนื่องเชนเดียวกับกรณีที่แลว คือ จะแบงเปน 2 ชวง ทั้งนี้เนื่องจากทรง
กระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชนิดที่แตกตางกัน จากรูปที่ 6.17 เมื่อพิจารณาการกระจายอุณหภูมิในแนวรัศมีจะ
เห็นวา กราฟในชวงที่เปนชั้นของเหล็กก็จะมีความชันมากกวาชวงที่เปนชั้นของทองแดงเชนเดียวกัน นั่นแสดงให
เห็นวา วัสดุที่มีคาสัมประสิทธิ์การนําความรอน (k) ต่ํา จะมีความชันของกราฟมากกวาวัสดุที่มีคาสัมประสิทธิ์
การนําความรอนสูง สวนลักษณะการกระจายของอุณหภูมิทั้งในแนวรัศมีและในแนวเสนรอบวงก็ยังคงเหมือนกับ
กรณีที่ผานๆ มา

เมื่อพิจารณากราฟของหนวยแรงทิศทางรัศมีและหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงดังรูปที่ 6.18 – 6.19 จะ
เห็นวามีความคลายคลึงกับกรณีที่แลว กลาวคือ ที่ทุกๆ มุม การกระจายตัวในแนวรัศมีของหนวยแรงทั้งสองทิศ
ทางเกือบจะเหมือนกันทั้งหมด โดยที่หนวยแรงทิศทางรัศมีจะมีคาสูงบริเวณกึ่งกลางความหนาและมีคาลดลง
เรื่อยๆ เมื่อหางจากบริเวณกึ่งกลางจนเปนศูนยที่ปลายทั้งสอง ในกรณีนี้ หนวยแรงทิศทางรัศมีเปนหนวยแรงอัด
ในขณะที่กรณีที่แลวเปนหนวยแรงดึง ที่เปนเชนนี้ก็เพราะวา คาสัมประสิทธิ์การขยายตัวเชิงเสน (α) ของ
ทองแดงมากกวาเหล็ก ทําใหทองแดงมีการขยายตัวมากกวาเหล็กเมื่อมีอุณหภูมิสูงขึ้น ดังนั้น เมื่อเหล็กอยูชั้นใน
และทองแดงอยูชั้นนอก ทองแดงกับเหล็กจะเกิดการดึงรั้งซึ่งกันและกัน ทําใหเกิดหนวยแรงดึง แตถาเหล็กอยูชั้น
นอกและทองแดงอยูชั้นใน ทองแดงกับเหล็กจะเกิดการดันซึ่งกันและกัน ทําใหเกิดหนวยแรงอัด สวนหนวยแรงทิศ
ทางเสนรอบวง จะเกิดหนวยแรงดึงที่ชั้นของเหล็ก และเกิดหนวยแรงอัดที่ชั้นของทองแดง เชนเดียวกับกรณีที่แลว
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โดยหนวยแรงอัดสูงสุดเกิดขึ้นที่ผิวใน สวนหนวยแรงดึงสูงสุดเกิดขึ้นที่ผิวสัมผัสในเนื้อของเหล็ก สําหรับหนวยแรง
เฉือนจะมีคาสูงสุดที่มุมประมาณ 60 องศา ตางกับกรณีที่ผานๆ ที่จะมีคาสูงสุดที่มุมประมาณ 90 องศา ซึ่งที่มุม
60 องศานี้ จะเกิดทั้งหนวยแรงดึงและหนวยแรงอัด โดยเกิดหนวยแรงอัดที่ระยะประมาณ 1.8 – 2.06 ซ.ม. นอก
ชวงดังกลาวจะเกิดหนวยแรงดึง

สรุปไดวา ในกรณีนี้อุณหภูมิสูงสุดมีคาประมาณ 200.61 องศาเซลเซียส สวนคาสูงสุดของหนวยแรง
หารดวยหนวยแรงครากของวัสดุ ยังเปนหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงเหมือนกรณีที่แลว และเกิดในชั้นทองแดง
เชนเดียวกัน โดยมีคาประมาณ –0.313 ซึ่งเมื่อนําทั้งสองกรณีนี้มาเปรียบเทียบกันแลวจะเห็นวา คาสัดสวน
ระหวางหนวยแรงตอหนวยแรงครากของวัสดุในกรณีนี้จะสูงกวากรณีที่แลวเล็กนอย

จากทั้งส่ีกรณีที่ผานมาจะเห็นวา พฤติกรรมการนําความรอนของทรงกระบอกชั้นเดียว กับทรงกระบอก
2 ชั้น จะแตกตางกันไมมากเทาใดนัก แตสําหรับพฤติกรรมของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิที่เกิดขึ้นนั้นจะแตก
ตางกันคอนขางมาก อีกทั้งพฤติกรรมของทรงกระบอกที่ประกอบดวยวัสดุ 2 ชนิด เมื่อมีการสลับชั้นของวัสดุก็
แตกตางกันคอนขางมากเชนกัน เมื่อเปรียบเทียบสัดสวนระหวางหนวยแรงที่เกิดขึ้นตอหนวยแรงครากของวัสดุ
ระหวางกรณีของวัสดุชั้นเดียวกับวัสดุ 2 ชั้นแลว พบวา กรณีของวัสดุชั้นเดียวจะมีสัดสวนต่ํากวากรณีวัสดุ 2 ชั้น
มาก ทั้งนี้ เนื่องจากหนวยแรงที่เกิดขึ้นในทรงกระบอกชั้นเดียวจะเกิดจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ไมสมํ่าเสมอ
ตลอดทั้งเนื้อวัสดุเทานั้น แตในกรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุที่แตกตางกันมากกวา 1 ชั้น นอกจากการ
เปล่ียนแปลงอุณหภูมิที่ไมสมํ่าเสมอจะเปนสาเหตุที่ทําใหเกิดหนวยแรงขึ้นแลว การดึงรั้งระหวางวัสดุแตละชั้น
เนื่องจากการขยายตัวที่แตกตางกัน ยังเปนอีกสาเหตุหนึ่งที่ทําใหเกิดหนวยแรงขึ้นได ดังนั้น ผลจากทั้งสองสาเหตุ
นี้ จะทําใหหนวยแรงที่เกิดขึ้นในกรณีของทรงกระบอก 2 ชั้น มีคาสูงกวากรณีทรงกระบอกชั้นเดียว
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        รูปที่ 6.17 การกระจายอุณหภูมิที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปน
                        ทองแดง สวนชั้นนอกเปนเหล็ก
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        รูปที่ 6.18 หนวยแรงทิศทางรัศมีที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปน
                        ทองแดง สวนชั้นนอกเปนเหล็ก
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  รูปที่ 6.19 หนวยแรงทิศทางเสนรอบวงที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปน
                  ทองแดง สวนชั้นนอกเปนเหล็ก
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        รูปที่ 6.20 หนวยแรงเฉือนที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น  โดยวัสดุชั้นในเปนทองแดง
                        สวนชั้นนอกเปนเหล็ก
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6.2.5 ทรงกระบอก 3 ช้ัน ช้ันในและชั้นนอกเปนเหล็ก ชั้นกลางเปนทองแดง

เมื่อพิจารณากราฟการกระจายอุณหภูมิดังรูปที่ 6.21 จะเห็นวา การกระจายอุณหภูมิในแนวรัศมีจะไม
ตอเนื่องกัน โดยแบงเปน 3 ชวง ตามชั้นของวัสดุ จะสังเกตไดวา กราฟในชวงที่เปนเหล็กซึ่งมีคาสัมประสิทธิ์การ
นําความรอนต่ํากวาทองแดงจะมีความชันมากกวา ลักษณะการกระจายยังคงคลายกับกรณีอื่นๆ กลาวคือ ที่มุม
ใดๆ อุณหภูมิจะมีคาต่ําสุดที่ผิวใน และเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ ตามระยะรัศมีจนมีคาสูงสุดที่ผิวนอก ชวงที่มีอุณหภูมิสูงก็
ยังเปนชวงที่มีฟลักซความรอนไหลเขาเชนเดิม

ในสวนของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิที่เกิดขึ้น เมื่อพิจารณากราฟรูปที่ 6.22 – 6.23 จะเห็นวา หนวย
แรงทิศทางรัศมีและหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงมีการกระจายตัวในแนวรัศมีที่ใกลเคียงกันในแตละมุม เนื่องจาก
กราฟแตละเสนเกือบจะทับกันสนิท พฤติกรรมของหนวยแรงทิศทางรัศมีในกรณีที่ทอประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้นนี้
จะแตกตางจากกรณีที่ทอประกอบดวยวัสดุ 1 ชั้น และ 2 ชั้น กลาวคือ ที่มุมใดๆ หนวยแรงทิศทางรัศมีจะเกิดทั้ง
หนวยแรงดึงและหนวยแรงอัด โดยตั้งแตผิวในจนถึงระยะประมาณกึ่งกลางความหนาจะเปนหนวยแรงดึง สวน
ระยะที่เลยจากนี้ไปจนถึงผิวนอกจะเปนหนวยแรงอัด สําหรับหนวยแรงทิศทางเสนรอบวง หากพิจารณาในแนว
รัศมี เสนกราฟจะแยกเปน 3 ชวงตามชั้นวัสดุ โดยเปนหนวยแรงดึงในชั้นของเหล็กและเปนหนวยแรงอัดในชั้น
ทองแดง ซึ่งหนวยแรงดึงที่เหล็กชั้นนอกจะมีคามากกวาหนวยแรงดึงที่เหล็กชั้นใน สวนหนวยแรงเฉือนมีคาสูงที่
ระยะประมาณ 1.88 ซ.ม. ซึ่งอยูในชั้นของทองแดง และหนวยแรงเฉือนสูงสุดจะเกิดที่มุมประมาณ 60 องศา

สรุปไดวา อุณหภูมิสูงสุดมีคาประมาณ  200.68 องศาเซลเซียส คาสูงสุดของสัดสวนระหวางหนวยแรง
ที่เกิดขึ้นตอหนวยแรงครากของวัสดุเปนหนวยแรงทิศทางเสนรอบวง เกิดขึ้นในชั้นของทองแดงโดยมีคาประมาณ
–0.382 ซึ่งสูงกวากรณีของทรงกระบอกชั้นเดียว และทรงกระบอก 2 ชั้น อยางไรก็ตาม ก็ยังถือไดวาเปนสัดสวนที่
ต่ําพอสมควร
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      รูปที่ 6.21 การกระจายอุณหภูมิที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น โดยวัสดุชั้นในและชั้น
                      นอกเปนเหล็ก สวนชั้นกลางเปนทองแดง
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  รูปที่ 6.22 หนวยแรงทิศทางรัศมีที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวย 3 ชั้น โดยวัสดุชั้นในและชั้นนอกเปน
                  เหล็ก สวนชั้นกลางเปนทองแดง
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   รูปที่ 6.23 หนวยแรงทิศทางเสนรอบวงที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น โดยวัสดุชั้นในและ
                   ชั้นนอกเปนเหล็ก สวนชั้นกลางเปนทองแดง
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           รูปที่ 6.24 หนวยแรงเฉือนที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้นโดยวัสดุชั้นในและชั้นนอก
                           เปนเหล็ก สวนชั้นกลางเปนทองแดง
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6.2.6 ทรงกระบอก 3 ช้ัน ช้ันในและชั้นนอกเปนทองแดง ชั้นกลางเปนเหล็ก

ในกรณีนี้ การกระจายอุณหภูมิในแนวรัศมีมีลักษณะคลายกับกรณีที่แลว นั่นคือ กราฟแบงเปน 3 ชวง
และความชันของกราฟในชวงที่เปนเหล็กจะมากกวาในชวงที่เปนทองแดง จากกราฟรูปที่ 6.25 จะเห็นวา
ลักษณะการกระจายยังคงคลายกับกรณีอื่นๆ กลาวคือ ที่มุมใดๆ อุณหภูมิจะมีคาต่ําสุดที่ผิวใน และเพิ่มขึ้น
เรื่อยๆ ตามระยะรัศมีจนมีคาสูงสุดที่ผิวนอก ชวงที่มีอุณหภูมิสูงก็ยังเปนชวงที่มีฟลักซความรอนไหลเขาเชนเดิม

เมื่อพิจารณาหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิที่เกิดขึ้นหารดวยหนวยแรงครากของวัสดุดังรูปที่ 6.26 – 6.28
แลวจะพบวา กราฟแตละเสนของหนวยแรงทิศทางรัศมีกับหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงเกือบจะทับกันสนิท ซึ่ง
แสดงวา หนวยแรงทิศทางรัศมีและหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงมีการกระจายตัวในแนวรัศมีใกลเคียงกันในแตละ
มุมเชนเดียวกับกรณีที่แลว โดยหนวยแรงทิศทางรัศมีจะมีทั้งหนวยแรงดึงและหนวยแรงอัดเหมือนกรณีที่แลว แต
จะเกิดในลักษณะตรงกันขาม กลาวคือ จะเกิดหนวยแรงอัดตั้งแตผิวในจนถึงระยะประมาณกึ่งกลางความหนา
สวนระยะที่เลยจากนี้ไปจนถึงผิวนอกจะเกิดหนวยแรงดึง สวนหนวยแรงทิศทางเสนรอบวง จะเปนหนวยแรงดึงใน
ชั้นของเหล็กและเปนหนวยแรงอัดในชั้นของทองแดงเชนเดียวกับกรณีที่แลว โดยหนวยแรงดึงจะมีคาสูงกวา
หนวยแรงอัด สําหรับหนวยแรงเฉือน จะมีคาสูงที่ระยะประมาณ 2.12 ซ.ม. ซึ่งจะมีคาสูงสุดที่มุมประมาณ 60
องศา

ในกรณีนี้ อุณหภูมิสูงสุดมีคาประมาณ  200.53 องศาเซลเซียส สวนคาสูงสุดของสัดสวนระหวางหนวย
แรงที่เกิดขึ้นตอหนวยแรงครากของวัสดุเปนหนวยแรงทิศทางเสนรอบวง โดยเกิดขึ้นในชั้นของเหล็กและมีคา
ประมาณ 0.4 ซึ่งสูงกวาทุกๆ กรณีที่ผานมา
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      รูปที่ 6.25 การกระจายอุณหภูมิที่มุมตางๆ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น โดยวัสดุชั้นในและ
                      ชั้นนอกเปนทองแดง สวนชั้นกลางเปนเหล็ก
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  รูปที่ 6.26 หนวยแรงทิศทางรัศมีที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปนและชั้น
                  นอกเปนทองแดง สวนชั้นกลางเปนเหล็ก
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   รูปที่ 6.27 หนวยแรงทิศทางเสนรอบวงที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปน
                   และชั้นนอกเปนทองแดง ชั้นกลางเปนเหล็ก
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    รูปที่ 6.28 หนวยแรงเฉือนที่มุมตางๆ กรณีทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปนและชั้นนอก
                    เปนทองแดง สวนชั้นกลางเปนเหล็ก

จากทั้ง 6 กรณี สรุปไดวา อุณหภูมิภายในทรงกระบอกที่แตละจุดจะมีคาแตกตางกันนอยมาก โดย
อุณหภูมิสูงสุดกับอุณหภูมิต่ําสุดมีคาแตกตางกันไมเกิน 1 องศาเซลเซียส ทั้งนี้เนื่องจากทรงกระบอกมีผนังคอน
ขางบางและมีขนาดเสนผาศูนยกลางนอย ทําใหฟลักซความรอนที่ไหลเขาที่ผิวถายเทไปไดอยางทั่วถึง อุณหภูมิที่
แตละตําแหนงจึงมีคาใกลเคียงกัน อยางไรก็ตาม บริเวณใกลๆ กับผิวนอกในชวงที่มีฟลักซความรอนไหลเขา จะมี
อุณหภูมิสูงกวาบริเวณอื่นๆ และที่มุมใดๆ อุณหภูมิที่ผิวในจะมีคาต่ําที่สุด และจะเพิ่มขึ้นเรื่อยๆ ตามระยะรัศมีจน
มีคาสูงสุดที่ผิวนอก ซึ่งพฤติกรรมการกระจายของอุณหภูมิทั้ง 6 กรณี จะไมแตกตางกันเทาใดนัก

ในสวนของหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิ จะเห็นวาหนวยแรงที่มีคาสูงไดแก หนวยแรงทิศทางรัศมีและ
หนวยแรงทิศทางเสนรอบวง และหนวยแรงเฉือนจะมีคานอยมากเมื่อเปรียบเทียบกับหนวยแรงทิศทางอื่นๆ นอก
จากนี้ ทรงกระบอก 2 ชั้นและ 3 ชั้น จะมีหนวยแรงทิศทางรัศมีและหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงมากกวาทรง
กระบอกชั้นเดียว ทั้งนี้เนื่องจากทรงกระบอกที่ประกอบดวยวัสดุเพียงชั้นเดียวจะเกิดหนวยแรงขึ้นเนื่องจากการ
เปล่ียนแปลงอุณหภูมิที่ไมสมํ่าเสมอเทานั้น ในขณะที่หนวยแรงในทรงกระบอกที่ประกอบดวยวัสดุหลายชั้นนั้น
นอกจากจะเกิดจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ไมสมํ่าเสมอแลว ยังเกิดขึ้นไดจากการดึงรั้งระหวางวัสดุแตละชั้น
เนื่องจากการขยายตัวที่แตกตางกันอีกดวย ดังนั้น เมื่อรวมผลจากทั้งสองสาเหตุแลว จะทําใหทรงกระบอก 2 ชั้น
และ 3 ชั้น มีหนวยแรงทิศทางรัศมีและหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงเกิดขึ้นสูงกวาทรงกระบอกชั้นเดียว แตการที่
ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุมากกวา 1 ชั้น จะไมทําใหหนวยแรงเฉือนมีคาเพิ่มขึ้นจากทรงกระบอกชั้นเดียว
มากนัก ที่เปนเชนนี้ก็เพราะวา การเพิ่มจํานวนชั้นจะไมกอใหเกิดการยึดรั้งในทิศทางของการเฉือน สําหรับคา
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อุณหภูมิสูงสุดและคาสูงสุดของหนวยแรงในแตละทิศทางหารดวยหนวยแรงครากของวัสดุในกรณีตางๆ สรุปได
ดังตารางที่ 6.2

ตารางที่ 6.2 คาอุณหภูมิสูงสุดและคาสูงสุดของหนวยแรงหารดวยหนวยแรงครากของวัสดุในแตละกรณี

กรณีที่
  อุณหภูมิสูงสุด

         ( oC)

1 200.75 0.000153 0.00121 0.0000649

2 200.47 0.0000804 0.000618 0.000028

3 200.60 0.0528 -0.278 0.000091

4 200.61 -0.0652 -0.313 0.0000187

5 200.68 -0.0187 -0.382 0.0000634

6 200.53 -0.0265 0.4 0.0000632

Max 200.75 -0.0652 0.4 0.000091

Min 200.47 0.0000804 0.000618 0.0000187

จากตารางขางบนจะเห็นวา หนวยแรงเฉือนมีคานอยมากเมื่อเทียบกับหนวยแรงทิศทางรัศมีและหนวย
แรงทิศทางเสนรอบวงซึ่งเปนหนวยแรงตั้งฉาก ดังนั้น อาจกลาวไดวา หนวยแรงทิศทางรัศมีและหนวยแรงทิศทาง
เสนรอบวงเปนหนวยแรงหลัก (principle stress) ที่เกิดขึ้น และเนื่องจากหนวยแรงทิศทางเสนรอบวงมีคาสูงกวา
หนวยแรงทิศทางรัศมีในทุกกรณี ดังนั้น หนวยแรงทิศทางเสนรอบวงจึงเปนหนวยแรงตั้งฉากสูงสุด สวนหนวยแรง
ทิศทางรัศมีเปนหนวยแรงตั้งฉากต่ําสุด เมื่อเปรียบเทียบสัดสวนระหวางหนวยแรงที่เกิดขึ้นตอหนวยแรงครากของ
วัสดุทั้ง 6 กรณีแลว พบวา กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุเพียงชนิดเดียวไมวาจะเปนเหล็กหรือทองแดง
จะมีคาสัดสวนต่ํากวากรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น และ 3 ชั้น เปนอยางมาก โดยหนวยแรงที่เกิด
ขึ้นในทรงกระบอก 2 ชั้นและ 3 ชั้น จะมีคามากกวาหนวยแรงที่เกิดขึ้นในทรงกระบอกชั้นเดียวประมาณ 120 -
800 เทาสําหรับหนวยแรงทิศทางรัศมี และประมาณ 230 – 650 เทาสําหรับหนวยแรงทิศทางเสนรอบวง สวน
หนวยแรงระหวางกรณีทรงกระบอก 2 ชั้น กับกรณีทรงกระบอก 3 ชั้น จะมีคาแตกตางกันเพียงเล็กนอยเทานั้น ดัง
นั้น เมื่อพิจารณาถึงหนวยแรงที่เกิดขึ้นและกําลังของวัสดุแลว อาจกลาวไดวา กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวย
วัสดุเพียงชนิดเดียวนาจะดีกวากรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุหลายชนิด และเมื่อเปรียบเทียบในกรณีที่
เปนวัสดุเพียงชนิดเดียวนี้จะเห็นวา กรณีที่วัสดุเปนทองแดงจะมีคาสัดสวนระหวางหนวยแรงสูงสุดตอหนวยแรง
ครากต่ํากวากรณีที่วัสดุเปนเหล็ก ดังนั้น กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยทองแดงเพียงอยางเดียวนี้จึงนาจะเปน
กรณีที่ดีที่สุดในแงของหนวยแรงที่เกิดขึ้น แตหากเราพิจารณาถึงราคาของวัสดุดวยแลวจะเห็นวา เหล็กมีราคาถูก
กวาทองแดงคอนขางมาก นอกจากนี้ คาสูงสุดของสัดสวนระหวางหนวยแรงตอหนวยแรงครากในกรณีที่วัสดุเปน

max

r

y

σ
σ

 
  
  maxy

θσ
σ

 
  
  max

r

y

θσ
σ

 
  
 



91

เหล็กนี้ก็ยังมีคานอยมาก นั่นหมายความวา เหล็กยังสามารถรับแรงที่เกิดจากความรอนไดเพิ่มขึ้นอีกมาก ดังนั้น
กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยเหล็กเพียงอยางเดียวจึงนาจะเปนกรณีที่ดีที่สุด อยางไรก็ตาม ทั้ง 6 กรณีนี้มีคา
หนวยแรงสูงสุดไมเกินหนวยแรงคราก และหากพิจารณาสัดสวนของหนวยแรงสูงสุดตอหนวยแรงครากแลวก็จะ
เห็นวาหนวยแรงที่เกิดมีคานอยมากเมื่อเทียบกับหนวยแรงคราก ดังนั้น ไมวาจะเปนกรณีใดเราก็สามารถนําไปใช
ไดทั้งหมด

ที่กลาวมาขางตนเราไดสรุปวาการใชเหล็กมาทําเปนทอนาจะมีความเหมาะสมที่สุด ทั้งนี้ขอสรุปดัง
กลาวเราไดพิจารณาในแงของหนวยแรงภายในที่เกิดขึ้น ความสามารถในการรับแรงและราคาของวัสดุเทานั้น
อยางไรก็ตาม ส่ิงสําคัญอีกอยางหนึ่งที่จะตองคํานึงถึงก็คือ ความรวดเร็วในการแพรกระจายของความรอนใน
วัสดุนั้น เพราะประสิทธิภาพของระบบผลิตไฟฟาพลังงานแสงอาทิตยจะขึ้นอยูกับความสามารถในการนําความ
รอนของทอดวย ดังนั้น ในขั้นตอนตอไป จะทําการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิในภาวะชั่วครู เพื่อพิจารณาถึง
การเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิเทียบกับเวลาวาแตละกรณีมีอุณหภูมิเพิ่มขึ้นรวดเร็วเพียงใดเมื่อมีฟลักซความรอน
ไหลเขาที่ผิวนอก ดังจะกลาวตอไปนี้

6.3 ภาวะชั่วครู

ในการวิเคราะหปญหาภาวะชั่วครู จะกําหนดอุณหภูมิเริ่มตนของทรงกระบอกและอุณหภูมิของของ
เหลวภายในเทากับ 30 องศาเซลเซียส เมื่อเริ่มจับเวลาจึงมีฟลักซขนาดคงที่ไหลเขาที่ผิวนอกดังที่ไดกลาวมาแลว
ในตอนตน กอนที่จะเริ่มวิเคราะห จะทําการหาการลูของการกระจัดทิศทางรัศมีเมื่อแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้น
โดยแบงชวงเวลาเปน 5, 2, 1 และ 0.5 วินาที เวลาที่พิจารณาการลูเขาคือที่เวลา 20 วินาที ผลการลูเขาโดย
พิจารณาจากสัดสวนระหวางคายูคลิเดียนนอรมยกกําลังสองตอคาผลรวมของคําตอบยกกําลังสอง( ε ) แสดงดัง
กราฟรูปที่ 6.29 ซึ่งเมื่อใชชวงเวลาลดลงจาก 2 วินาที เปน 1 วินาทีแลว จะได ε  = 2.46 ×10-5 ซึ่งมีคานอยมาก
ดังนั้น ในการวิเคราะหปญหาภาวะชั่วครู จะเลือกใชชวงเวลาเทากับ 1 วินาที

ผลการวิเคราะหจะแสดงการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่จุดตางๆ เทียบกับเวลาทั้ง 6 กรณี โดยในกรณีที่
ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 1 ชั้น และ 2 ชั้น จะแสดงคาอุณหภูมิที่มุม 0 องศา บริเวณผิวนอก ผิวใน และกึ่ง
กลางความหนา สวนกรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น จะแสดงคาอุณหภูมิที่มุม 0 องศา บริเวณผิว
นอก ผิวใน และผิวสัมผัสทั้งสอง ผลการวิเคราะหแสดงดังรูปที่ 6.30 – 6.35 สําหรับผลการวิเคราะหลําดับตอไป
จะทําการเปรียบเทียบการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในเมื่อเวลาผานไปของทั้ง 6 กรณี เพราะการเปลี่ยนแปลง
อุณหภูมิที่ผิวในของทอจะมีผลตออุณหภูมิของของเหลวที่บรรจุอยูภายใน การเปรียบเทียบการเปล่ียนแปลงของ
อุณหภูมิที่ผิวในนี้ เราจะพิจารณาที่มุม 0 องศา และ 180 องศา โดยจะทําการเปรียบเทียบเปนคูๆ นั่นคือ เปรียบ
เทียบกันเองระหวางวัสดุชั้นเดียว ระหวางวัสดุ 2 ชั้น และระหวางวัสดุ 3 ชั้น ดังแสดงในรูปที่ 6.36 – 6.41 เมื่อ
เปรียบเทียบแตละคูแลว ก็จะเลือกกรณีที่มีการถายเทความรอนดีกวาในแตละคูมาเปรียบเทียบกันอีกครั้งหนึ่ง
ดังแสดงในรูปที่ 6.42 - 6.43

จากกราฟรูปที่ 6.30 – 6.35 ซึ่งแสดงการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่จุดตางๆ เทียบกับเวลาทั้ง 6 กรณี จะ
เห็นวา อุณหภูมิที่ทุกๆ จุดมีคาเพิ่มขึ้นตามเวลา และเพิ่มขึ้นอยางรวดเร็วในชวงแรก จากนั้นอัตราการเพิ่มของ
อุณหภูมิก็จะลดลงเรื่อยๆ โดยที่เวลาประมาณ 30 วินาที อุณหภูมิมีการเปลี่ยนแปลงชามาก ดังนั้น อาจกลาวได
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วา ที่เวลา 30 วินาที การนําความรอนบริเวณมุม 0 องศา เกือบจะเขาสูภาวะอยูตัวแลว เมื่อเปรียบเทียบการ
เปล่ียนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในสําหรับทรงกระบอกที่ประกอบดวยวัสดุเพียงชั้นเดียว พบวา กรณีที่วัสดุเปน
ทองแดงจะมีการนําความรอนไดดีกวากรณีที่วัสดุเปนเหล็กเพราะมีอุณหภูมิเพิ่มขึ้นรวดเร็วกวาทั้งที่มุม 0 องศา
และ 180 องศา โดยอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 180 องศาของทรงกระบอกทองแดงจะมีคาเปน 90% ของภาวะอยูตัว
เมื่อเวลาผานไปเพียง 25 วินาที ในขณะที่ทรงกระบอกเหล็กตองใชเวลาถึง 39 วินาที ทั้งนี้ การที่ทองแดงสามารถ
นําความรอนไดดีกวาเหล็กก็เนื่องจากวาทองแดงมีคาสัมประสิทธิ์การแผกระจายความรอน (thermal diffusivity)

สูงกวาเหล็ก โดยคาสัมประสิทธิ์การแผกระจายความรอนมีคาเทากับ k
cρ

 มีหนวยเปน m2/sec โดยที่  k  คือ

สัมประสิทธิ์การนําความรอน (thermal conductivity) มีหนวยเปน  w/m oC
         ρ  คือ ความหนาแนนของวัสดุ มีหนวยเปน  kg/m3

          c  คือ ความจุความรอนจําเพาะของวัสดุ มีหนวยเปน J/kg oC

คาสัมประสิทธิ์การแผกระจายความรอนนี้ เปนคุณสมบัติของวัสดุตัวกลางการถายเทความรอนที่บง
บอกถึงความรวดเร็วในการแพรกระจายความรอนภายในเนื้อวัสดุ โดยวัสดุชนิดใดมีคาสัมประสิทธิ์การแผ
กระจายความรอนสูง ก็แสดงวาความรอนจะสามารถแพรกระจายไดอยางรวดเร็วในวัสดุชนิดนั้น ดังนั้น การที่
ทองแดงมีคาสัมประสิทธิ์การแผกระจายความรอนมากกวาเหล็กจึงทําใหความรอนแพรกระจายไดเร็วกวา ซึ่งคา
สัมประสิทธิ์การแผกระจายความรอนของทองแดงประมาณ 23.4 x 10-6 m2/sec สวนเหล็กมีคาประมาณ 11.7 x
10-6 m2/sec จะเห็นวาทองแดงมีคาสัมประสิทธิ์การแผกระจายความรอนมากกวาเหล็กถึงสองเทา

สําหรับทรงกระบอกที่ประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น เม่ือเปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในเทียบ
กับเวลาระหวางกรณีทั้งสองแลว พบวา กรณีที่วัสดุชั้นในเปนทองแดงจะมีอุณหภูมิที่มุม 0 องศาเพิ่มขึ้นเร็วกวา
กรณีที่วัสดุชั้นในเปนเหล็ก แตที่มุม 180 องศา อุณหภูมิจะเพิ่มขึ้นไดชากวา ทําใหเราไมสามารถบอกไดวากรณี
ใดมีการถายเทความรอนไดดีกวา และอาจกลาวไดวากรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้นนี้ มีการถายเท
ความรอนที่ไมดี เพราะเกิดขึ้นไดไมทั่วถึง สวนการเปรียบเทียบในกรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น พบ
วา กรณีที่วัสดุชั้นในและชั้นนอกเปนทองแดงจะมีอุณหภูมิเพิ่มขึ้นเร็วกวากรณีที่วัสดุชั้นในและชั้นนอกเปนเหล็ก
ทั้งที่มุม 0 องศา และ 180 องศา ดังนั้น กรณีที่วัสดุชั้นในและชั้นนอกเปนทองแดงจึงมีการถายเทความรอนไดดี
กวา

สรุปไดวา กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุเพียงชั้นเดียว การใชทองแดงเปนวัสดุจะทําใหมีการ
ถายเทความรอนไดดีกวาการใชเหล็ก และกรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น การใชทองแดงเปนวัสดุชั้น
ในและชั้นนอก จะทําใหมีการถายเทความรอนไดดีกวาการใชเหล็กเปนวัสดุชั้นในและชั้นนอก สวนกรณีที่ทรง
กระบอกประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น เราไมสามารถบอกไดวากรณีใดถายเทความรอนไดดีกวา เพราะในแตละกรณี
จะมีการนําความรอนที่ดีในบางบริเวณเทานั้น และเมื่อเปรียบเทียบการถายเทความรอนระหวางกรณีที่ทรง
กระบอกประกอบดวยวัสดุ 1 ชั้น 2 ชั้น และ 3 ชั้นแลว พบวา กรณีวัสดุ 1 ชั้น จะมีการถายเทความรอนไดดีที่สุด
รองลงมาเปนกรณีของวัสดุ 3 ชั้น สุดทายเปนกรณีวัสดุ 2 ชั้น

อยางไรก็ตาม แมกรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยทองแดงอยางเดียวจะเปนกรณีที่มีการนําความรอน
ไดดีที่สุด แตก็จะมีทองแดงซึ่งเปนวัสดุที่มีราคาสูงในปริมาณที่มากกวากรณีอื่นๆ ดวยเชนกัน ดังนั้น หากเรา
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ตองการใชทองแดงในปริมาณที่นอยลงโดยยังมีการถายเทความรอนไดดี กรณีวัสดุ 3 ชั้น โดยชั้นในและชั้นนอก
เปนทองแดง  ก็จะเปนกรณีที่นาสนใจอีกกรณีหนึ่ง ดังนั้น ในขั้นตอนตอไป เราจะวิเคราะหปญหากรณีที่ 7 ซึ่งเปน
ทรงกระบอกที่ประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น โดยชั้นในและชั้นนอกเปนทองแดงเหมือนกับกรณีที่ 6  แตจะลดความ
หนาของชั้นทองแดงลง เพื่อตองการลดปริมาณทองแดงลงไปอีก โดยกรณีที่ 7 นี้ เปนทรงกระบอกประกอบดวย
วัสดุ 3 ชั้น ชั้นในและชั้นนอกเปนทองแดงหนา 0.25 ซ.ม. ชั้นกลางเปนเหล็กหนา 0.5 ซ.ม. ผลการวิเคราะหการ
เปล่ียนแปลงอุณหภูมิเทียบกับเวลาในกรณีที่ 7 นี้ จะเปรียบเทียบกับกรณีที่ 2 ซึ่งวัสดุเปนทองแดงเพียงอยาง
เดียว และกรณีที่ 6 ซึ่งเปนวัสดุ 3 ชั้นเหมือนกัน แตความหนาของแตละชั้นแตกตางกัน โดยเปรียบเทียบที่มุม 0
องศา และ 180 องศา ดังแสดงในรูปที่ 6.44 – 6.45

จากการเปรียบเทียบความสามารถในการถายเทความรอน โดยพิจารณาจากการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิ
เทียบกับเวลาระหวางกรณีที่ 2  กรณีที่ 6 และกรณีที่ 7 ดังรูปที่ 6.44-6.45 จะเห็นวา กรณีที่ 2 มีการถายเทความ
รอนไดดีที่สุด รองลงมาเปนกรณีที่ 6 และสุดทายเปนกรณีที่ 7 จะสังเกตไดวากรณีที่มีทองแดงในปริมาณมาก
กวาก็จะมีการถายเทความรอนไดดีกวา แตในขณะเดียวกันก็จะมีราคาแพงกวาดวย สรุปก็คือ ยิ่งมีความสามารถ
ในการถายเทความรอนไดดีก็จะยิ่งมีราคาแพง ดังนั้น การจะเลือกใชกรณีใดมาทําเปนทอ จะตองพิจารณาถึงสัด
สวนระหวางความสามารถในการถายเทความรอนกับราคาของวัสดุดวยวาเราตองการสัดสวนเปนอยางไร กลาว
คือ ถาตองการใหทอมีความสามารถในการถายเทความรอนที่ดีมากๆ โดยไมเนนเรื่องราคา เราก็อาจจะเลือกใช
กรณีที่วัสดุเปนทองแดงเพียงอยางเดียว แตถาเราอยากไดทอที่มีราคาถูกลง ก็จําเปนจะตองยอมเสียความ
สามารถในการถายเทความรอนของทอไปบาง โดยการเลือกใชกรณีที่ 6 หรือกรณีที่ 7 ขึ้นอยูกับวาเราตองการสัด
สวนระหวางความสามารถในการถายเทความรอนกับราคามากนอยเพียงใด

6.4 สรุปผล

จากการวิเคราะหปญหาในภาวะอยูตัว 6 กรณี และปญหาในภาวะชั่วครู 7 กรณี ที่ผานมา เราได
เปรียบเทียบทั้งหนวยแรงที่เกิดขึ้นในวัสดุ และความสามารถในการถายเทความรอนของทอ ซึ่งในสวนของหนวย
แรงที่เกิดขึ้นพบวา กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุเพียงชั้นเดียว ไมวาจะเปนเหล็กหรือทองแดงก็ตาม สัด
สวนระหวางหนวยแรงที่เกิดขึ้นตอหนวยแรงครากของวัสดุจะมีคาต่ํากวากรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ  2
ชั้น หรือ 3 ชั้น คอนขางมาก โดยหนวยแรงที่เกิดขึ้นในทรงกระบอก 2 ชั้นและ 3 ชั้น จะมีคามากกวาหนวยแรงที่
เกิดขึ้นในทรงกระบอกชั้นเดียวประมาณ 120 - 800 เทาสําหรับหนวยแรงทิศทางรัศมี และประมาณ 230 – 650
เทาสําหรับหนวยแรงทิศทางเสนรอบวง ซึ่งในทุกๆ กรณี หนวยแรงทิศทางเสนรอบวงจะมีคาสูงสุด และหนวยแรง
เฉือนจะมีคาต่ําสุด อยางไรก็ตาม หนวยแรงทุกๆ ทิศทางในแตละกรณีก็มีคาต่ํากวาหนวยแรงครากของวัสดุมาก
ดังนั้น ทรงกระบอกทุกๆ กรณีสามารถทนตอความรอนได สําหรับความสามารถในการถายเทความรอนนั้น เมื่อ
เปรียบเทียบกันทั้ง 7 กรณีแลว พบวา กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยทองแดงเพียงอยางเดียวจะมีการถายเท
ความรอนไดดีที่สุด รองลงมาเปนกรณีวัสดุ 3 ชั้น โดยชั้นในและชั้นนอกเปนทองแดง ชั้นกลางเปนเหล็ก สวน
กรณีที่มีความสามารถในการถายเทความรอนไดต่ําที่สุดคือ กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยเหล็กเพียงอยาง
เดียว โดยทั้งสามกรณีนี้จะมีอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 180 องศาเปน 90% ของภาวะอยูตัวเมื่อเวลาผานไป 25, 27



94

และ 39 วินาที ตามลําดับ จะสังเกตไดวา ยิ่งทรงกระบอกมีทองแดงในปริมาณมากก็จะยิ่งมีการถายเทความรอน
ไดดี อยางไรก็ตาม การใชทองแดงในปริมาณมากขึ้น ก็จะทําใหทรงกระบอกมีราคาสูงขึ้นดวย

0.0E+00

5.0E-10

1.0E-09

1.5E-09

2.0E-09

2.5E-09

3.0E-09

3.5E-09

4.0E-09

5 to 2 2 to 1 1 to 0.5
time step (sec)

ε

                              รูปที่ 6.29 คา ε  ของการกระจัดทิศทางรัศมีเม่ือแบงชวงเวลาใหละเอียดขึ้น
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       รูปที่ 6.30 การเปล่ียนแปลงอุณหภูมิที่ระยะรัศมีตางๆ เทียบกับเวลา กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยเหล็ก
                      เพียงอยางเดียว
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    รูปที่ 6.31 การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ระยะรัศมีตางๆ เทียบกับเวลา กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยทองแดง
                    เพียงอยางเดียว
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     รูปที่ 6.32 การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ระยะรัศมีตางๆ เทียบกับเวลา กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2
                    ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปนเหล็ก สวนชั้นนอกเปนทองแดง
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     รูปที่ 6.33 การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ระยะรัศมีตางๆ เทียบกับเวลา กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 2
                    ชั้น โดยวัสดุชั้นในเปนทองแดง สวนชั้นนอกเปนเหล็ก
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30
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          รูปที่ 6.34 การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ระยะรัศมีตางๆ เทียบกับเวลา กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ
                  3 ชั้น โดยวัสดุชั้นในและชั้นนอกเปนเหล็ก สวนชั้นกลางเปนทองแดง
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 รูปที่ 6.35 การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ระยะรัศมีตางๆ เทียบกับเวลา กรณีที่ทรงกระบอกประกอบดวยวัสดุ 3 ชั้น
                 โดยวัสดุชั้นในและชั้นนอกเปนทองแดง สวนชั้นกลางเปนเหล็ก
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30

30.05

30.1
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0 5 10 15 20 25 30
time (sec)

T(o C)

case 1(steel)
case 2(copper)

  รูปที่ 6.36 เปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 0 องศา เมื่อเวลาผานไป ระหวางกรณีที่วัสดุเปน
                  เหล็กเพียงอยางเดียว กับกรณีที่วัสดุเปนทองแดงเพียงอยางเดียว
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case 3(steel-copper)
case 4(copper-steel)

รูปที่ 6.37 เปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 0 องศา เมื่อเวลาผานไป ระหวางกรณีที่วัสดุชั้นใน
                เปนเหล็ก ชั้นนอกเปนทองแดง กับกรณีที่วัสดุชั้นในเปนทองแดง ชั้นนอกเปนเหล็ก
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time (sec)
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case 5(steel-copper-steel)
case 6(copper-steel-copper)

 รูปที่ 6.38 เปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 0 องศา เมื่อเวลาผานไป ระหวางกรณีที่วัสดุชั้นใน
       และชั้นนอกเปนเหล็ก ชั้นกลางเปนทองแดง กับกรณีที่วัสดุชั้นในและชั้นนอกเปนทองแดง ชั้นกลางเปนเหล็ก
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case 1(steel)
case 2(copper)

รูปที่ 6.39 เปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 180 องศา เมื่อเวลาผานไป ระหวางกรณีที่วัสดุเปน
                เหล็กเพียงอยางเดียว กับกรณีที่วัสดุเปนทองแดงเพียงอยางเดียว
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30

30.001

30.002

30.003
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30.005

0 5 10 15 20 25 30
time (sec)

T(o C)
case 3(steel-copper)
case 4(copper-steel)

รูปที่ 6.40 เปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 180 องศา เมื่อเวลาผานไป ระหวางกรณีที่วัสดุชั้น
                ในเปนเหล็ก ชั้นนอกเปนทองแดง กับกรณีที่วัสดุชั้นในเปนทองแดง ชั้นนอกเปนเหล็ก
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30.005
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case 5(steel-copper-steel)
case 6(copper-steel-copper)

รูปที่ 6.41 เปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 180 องศา เมื่อเวลาผานไป ระหวางกรณีที่วัสดุชั้น
   ในและชั้นนอกเปนเหล็ก ชั้นกลางเปนทองแดง กับกรณีที่วัสดุชั้นในและชั้นนอกเปนทองแดง ชั้นกลางเปนเหล็ก
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case 2(copper)
case 4(copper-steel)
case 6(copper-steel-copper)

   รูปที่ 6.42 เปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 0 องศา เมื่อเวลาผานไป ระหวางกรณีวัสดุ 1 ชั้น
                   2 ชั้น และ 3 ชั้น
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case 2(copper)
case 3(steel-copper)
case 6(copper-steel-copper)

      รูปที่ 6.43 เปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 180 องศา เมื่อเวลาผานไป ระหวางกรณีวัสดุ
                      1 ชั้น 2 ชั้น และ 3 ชั้น
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time (sec)

T(o C)

case 2(copper)
case 6(copper-steel-copper/0.375-0.25-0.375)
case 7(copper-steel-copper/0.25-0.5-0.25)

         รูปที่ 6.44 เปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 0 องศา เมื่อเวลาผานไป ระหวางกรณีที่ 2
                         กรณีที่ 6 และกรณีที่ 7
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case 2(copper)
case 6(copper-steel-copper/0.375-0.25-0.375)
case 7(copper-steel-copper/0.25-0.5-0.25)

        รูปที่ 6.45 เปรียบเทียบการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 180 องศา เมื่อเวลาผานไป ระหวางกรณีที่ 2
                        กรณีที่ 6 และกรณีที่ 7



บทที่ 7

บทสรุป

วิทยานิพนธนี้ไดทําการวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิในภาวะชั่วครู
ของทรงกระบอกกลวงที่ยาวมาก ประกอบดวยวัสดุเปนชั้นๆ เงื่อนไขขอบเขตอาจเปนการกําหนดอุณหภูมิ 
กําหนดฟลักซความรอน หรือมีการพาความรอนเกิดขึ้นก็ได การนําความรอนเกิดขึ้นใน 2 มิติ ในระนาบตัดขวาง 
ซึ่งจะสามารถพิจารณาใหทรงกระบอกอยูในสภาวะความเครียดระนาบได การแกปญหาไดอาศัยทฤษฎีตามชั้น
(layerwise theory) ในการพัฒนาแบบจําลองแยกชั้น(discrete - layer model) ขึ้น สําหรับใชวิเคราะหทั้งการ
กระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิ โดยมีการแบงทรงกระบอกออกเปนชั้นๆ ในทิศทางรัศมี และ
ทําการสมมติคําตอบโดยประมาณขึ้น โดยในทิศทางรัศมีใชฟงกชันสัณฐาน(shape function) เปนแบบลา
กรางจเชิงเสน สวนในทิศทางเสนรอบวงใชฟงกชันสัณฐานเปนอนุกรมฟูเรียร สําหรับการแกปญหาในภาวะชั่วครู 
ไดอาศัยวิธีความสัมพันธเวียนบังเกิด(recurrence relations) ซึ่งมีการแบงเวลาออกเปนชวงๆ แลวทําการ
คํานวณทีละชวงตอเนื่องกันไป

หลังจากไดพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการวิเคราะหปญหาตามวิธีแบบจําลองแยกชั้นแลว  ได
มีการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมและแบบจําลองโดยทําการวิเคราะหปญหาและเปรียบเทียบกับผล
เฉลยแมนตรง ซึ่งมีทั้งปญหาใน 1 มิติ และ 2 มิติ โดยลักษณะของทรงกระบอกและเงื่อนไขขอบเขตก็จะแตกตาง
กันออกไปในแตละกรณี การทํากรณีศึกษาเปรียบเทียบนี้ นอกจากจะเปนการตรวจสอบความถูกตองของ
โปรแกรมแลว ยังไดพิจารณาวา ผลการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองแยกชั้นมีความถูกตองแมนยํามากนอยเพียง
ใด จากการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองแยกชั้นกับผลเฉลยแมนตรงพบวา สําหรับปญหาใน 1 
มิติ ผลการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองแยกชั้นมีความถูกตองแมนยําสูงมาก โดยมีคาคลาดเคลื่อนไมเกิน 0.5%
ซึ่งความถูกตองแมนยําของปญหา 1 มิติ นี้ จะขึ้นอยูกับจํานวนชั้นของทรงกระบอกที่แบง และชวงเวลา(time 
step) ที่ใชสําหรับการวิเคราะหปญหาภาวะชั่วครู โดยยิ่งแบงทรงกระบอกเปนจํานวนชั้นมากเทาใดและใชชวง
เวลาที่ละเอียดมากเทาใด ก็ยิ่งจะไดคําตอบที่ถูกตองแมนยํามากขึ้นเทานั้น

สําหรับการเปรียบเทียบผลการวิเคราะหในปญหา 2 มิติ พบวา ผลการวิเคราะหโดยใชแบบจําลองแยก
ชั้นมีความถูกตองแมนยําพอสมควร ซึ่งความถูกตองแมนยําของปญหา 2 มิติ นี้ นอกจากจะขึ้นอยูกับจํานวนชั้น
ที่แบงและชวงเวลาที่ใชสําหรับการวิเคราะหปญหาภาวะชั่วครูแลว ยังขึ้นอยูกับจํานวนเทอมของไซนและโคไซน
ในอนุกรมฟูเรียรซึ่งใชแทนฟงกชันสัณฐานในทิศทางเสนรอบวงดวย โดยความถูกตองแมนยําจะสูงขึ้นเมื่อแบง
จํานวนชั้นของทรงกระบอกเพิ่มขึ้น เพิ่มจํานวนเทอมของไซนและโคไซนในอนุกรมฟูเรียร และแบงชวงเวลาให
ละเอียดมากขึ้น ยกเวนในบางกรณีที่เงื่อนไขขอบเขตเปนการกําหนดอุณหภูมิที่มีการกระจายตัวเปนฟงกชันของ
ไซนหรือโคไซนซึ่งสามารถแทนดวยอนุกรมฟูเรียรไดอยางถูกตอง ความถูกตองแมนยําจะมากที่สุดเมื่อใชจํานวน
เทอมของไซนและโคไซนที่คาจํากัดคาหนึ่ง ซึ่งแมวาเราจะใชจํานวนเทอมเพิ่มขึ้นจากคาดังกลาวคําตอบก็จะไม
เปล่ียนแปลง จากการวิเคราะหปญหาในหลายๆ ลักษณะ พบวา กรณีที่เงื่อนไขขอบเขตเปนการกําหนดอุณหภูมิ
เปนชวงที่ผิวซึ่งตองแทนการกระจายอุณหภูมิดวยอนุกรมฟูเรียรนั้น ความถูกตองแมนยําจะสูงขึ้น เมื่อใชจํานวน
เทอมของไซนและโคไซนเพิ่มขึ้น
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สําหรับการวิเคราะหกรณีศึกษาปญหาการนําความรอนและหนวยแรงภายในที่เกิดขึ้นของทอบรรจุของ
เหลวในระบบผลิตไฟฟาพลังงานแสงอาทิตย(trough) ซึ่งผิวนอกของทอไดรับฟลักซความรอนจากแสงอาทิตยที่
สะทอนมากจากแผนโลหะรับแสง และภายในมีของเหลวบรรจุอยู ดังนั้น เงื่อนไขขอบเขตที่ผิวในจึงพิจารณาให
เปนการพาความรอน สวนผิวนอกบริเวณที่ไดรับแสงอาทิตยจะพิจารณาเปนฟลักซความรอนไหลเขาที่ผิว และ
บริเวณที่ไมไดรับแสงจะพิจารณาใหเปนฉนวน ในการวิเคราะหไดพิจารณาทอที่มีลักษณะตางๆ กัน คือ ทอเหล็ก
ชั้นเดียว ทอทองแดงชั้นเดียว และทอ 2 ชั้นและ 3 ชั้น ที่ประกอบดวยเหล็กกับทองแดง ทั้งนี้เพื่อทําการเปรียบ
เทียบพฤติกรรมการนําความรอนและหนวยแรงที่เกิดขึ้นในแตละกรณี จากการเปรียบเทียบพบวา ในสวนของ
หนวยแรงที่เกิดขึ้น ทอที่ประกอบดวยวัสดุเพียงชนิดเดียวไมวาจะเปนเหล็กหรือทองแดง จะมีหนวยแรงเกิดขึ้นต่ํา
กวาทอที่ประกอบดวยวัสดุ 2 ชั้น และ 3 ชั้นคอนขางมาก โดยทอทองแดงชั้นเดียวจะมีหนวยแรงต่ําที่สุด นอก
จากนี้ หนวยแรงเฉือนในทุกๆ กรณีมีคาต่ํามากเมื่อเทียบกับหนวยแรงทิศทางรัศมีและหนวยแรงทิศทางเสนรอ
บวง และหนวยแรงที่มีคาสูงสุดคือหนวยแรงทิศทางเสนรอบวง เม่ือพิจารณาหนวยแรงสูงสุดที่เกิดขึ้นเทียบกับ
หนวยแรงครากของวัสดุพบวา สัดสวนระหวางหนวยแรงสูงสุดตอหนวยแรงครากมีคาประมาณ 0.4 เทานั้น ซึ่ง
แสดงใหเห็นวาทอในทุกๆ กรณีสามารถทนตอหนวยแรงที่เกิดขึ้นเนื่องจากความรอนได สําหรับพฤติกรรมการนํา
ความรอนนั้นพบวาทอทองแดงชั้นเดียวมีการนําความรอนไดดีที่สุด รองลงมาเปนทอ 3 ชั้นที่วัสดุชั้นในและชั้น
นอกเปนทองแดง สวนกรณีที่นําความรอนไดชาที่สุดคือกรณีทอเหล็กชั้นเดียว ทั้งสามกรณีที่กลาวมานี้จะมี
อุณหภูมิที่ผิวในที่มุม 180 องศา (ดานตรงขามกับฟลักซความรอน) เปน  90% ของภาวะอยูตัวเมื่อเวลาผานไป 
25, 27 และ 39 วินาที ตามลําดับ จากการเปรียบเทียบการนําความรอนในทุกๆ กรณี สรุปไดวา ทอที่ยิ่งมี
ทองแดงเปนสวนประกอบในปริมาณมากก็จะยิ่งมีการนําความรอนไดดี อยางไรก็ตาม ทองแดงมีราคาแพงกวา
เหล็ก ดังนั้น การจะเลือกใชกรณีใดควรพิจารณาทั้งความสามารถในการนําความรอนและราคาของวัสดุดวย 
กลาวคือ ถาตองการใหทอมีความสามารถในการนําความรอนไดดี ก็ควรเลือกกรณีที่มีทองแดงในปริมาณมากๆ 
เชน ทอทองแดงชั้นเดียว หรือทอ 3 ชั้นที่วัสดุชั้นในและชั้นนอกเปนทองแดง ชั้นกลางเปนเหล็ก แตถาตองการทอ
ที่มีราคาถูก ก็ควรเลือกกรณีที่มีทองแดงในปริมาณนอยหรือไมมีเลย เชน ทอเหล็กชั้นเดียว เปนตน

นอกจากนี้ การวิเคราะหการกระจายอุณหภูมิและหนวยแรงเนื่องจากอุณหภูมิโดยใชแบบจําลองแยก
ชั้น นอกจากจะสามารถวิเคราะหทรงกระบอกที่ประกอบดวยวัสดุเปนชั้นๆ แลว ยังสามารถวิเคราะหทรงกระบอก
ที่มีคุณสมบัติเปล่ียนแปลงตามทิศทางรัศมี(FGM) ไดอีกดวย โดยทําการแบงทรงกระบอกออกเปนชั้นๆ แลวแทน
คาคุณสมบัติที่แตละชั้นเขาไป ซึ่งหากเราแบงไดละเอียดพอ ก็จะทําใหคุณสมบัติในแตละชั้นใกลเคียงกับความ
เปนจริง ผลการวิเคราะหก็จะมีความละเอียดถูกตองดวยเชนกัน ขอดีอีกอยางหนึ่งของแบบจําลองแยกชั้นนี้ก็คือ 
การแบงทรงกระบอกในทิศทางรัศมีเพียงทิศทางเดียว โดยไมตองแบงในทิศทางเสนรอบวง เพียงแตกําหนด
จํานวนเทอมของไซนและโคไซนที่จะใชเทานั้น ซึ่งจะทําใหเกิดความสะดวกและรวดเร็วในการปอนขอมูลเขาไป
ในโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อทําการวิเคราะห นอกจากนี้ คําตอบที่ไดจากการวิเคราะหยังมีความตอเนื่องในทิศ
ทางเสนรอบวง การหาคําตอบที่จุดใดๆ จึงทําไดโดยสะดวก อยางไรก็ตาม การใชแบบจําลองแยกชั้นวิเคราะห
ปญหาที่มีการกําหนดอุณหภูมิที่ผิวแบบเปนชวงๆ นั้น จะตองใชเทอมของไซนและโคไซนเปนจํานวนมากจึงจะทํา
ใหผลการวิเคราะหมีความละเอียดถูกตองสูง  ซึ่งจะตองใชเวลาในการรันโปรแกรมนานและสิ้นเปลืองหนวย
ความจําของคอมพิวเตอรมากพอสมควร
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กลาวโดยสรุป ความรูที่ไดจากวิทยานิพนธนี้ สามารถนําไปประยุกตใชไดกับปญหาที่พบเห็นไดทั่วๆ ไป 
ในชีวิตประจําวัน เชน เสากลมกลวงที่อยูภายใตภาวะไฟไหม ทอที่วางตัวยาวอยูใตดินแลวไดรับความรอนจาก
แสงอาทิตย ชิ้นสวนเครื่องจักรกลที่มีลักษณะเปนทรงกระบอกกลวงซึ่งมีความรอนเกิดขึ้นขณะทํางาน เปนตน 
หากเราทราบเงื่อนไขขอบเขตที่ผิวของโครงสรางหรือชิ้นสวนเหลานี้ ไมวาจะเปนอุณหภูมิ ฟลักซความรอน หรือ
การพาความรอนแลว เราก็จะสามารถหาหนวยแรงที่เกิดขึ้นและทํานายไดวาโครงสรางหรือชิ้นสวนนั้นจะทนตอ
ความรอนไดหรือไม  ในทางกลับกัน เราสามารถออกแบบโครงสรางหรือชิ้นสวนดังกลาวใหทนตอความรอนที่เกิด
ได
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ก. การแกปญหาความรอนในภาวะชั่วครู

เนื่องจากปญหาการนําความรอนในวิทยานิพนธนี้อยูในภาวะชั่วครู ดังนั้น จะตองทําการหาการ
กระจายของอุณหภูมิที่เวลาตางๆ ซึ่งการนําความรอนในภาวะชั่วครูนั้น ก็เปรียบเหมือนการนําความรอนในภาวะ
อยูตัวมาเรียงประกอบกันขึ้น ดังนั้น ในการแกปญหาภายใตภาวะชั่วครู จําเปนตองทําการแกระบบสมการรวม
หลายๆ ครั้งในแตละชวงเวลา แทนที่จะแกสมการเพียงครั้งเดียว

จากสมการที่ (3.33) ซึ่งการกระจายของอุณหภูมิอยูในภาวะชั่วครู จะใชการแกสมการโดยวิธีความ
สัมพันธเวียนบังเกิด (recurrence relations)  พิจารณารูปที่ ก.1  ที่เวลา nt  มีอุณหภูมิที่รูคา nT  และเราจะใช
ชวงเวลา (time step) t∆ เพื่อคํานวณหาอุณหภูมิ 1nT + ที่เวลา 1nt +  ซึ่งจากรูปจะสามารถเขียนไดวา

nt t tφ φ= + ∆              (ก.1)

โดยที่ 0 1φ≤ ≤   และในชวงเวลาดังกลาว มีความชันของอุณหภูมิโดยประมาณ คือ

  

รูปที่ ก.1  กราฟแสดงการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิตามเวลา

และในชวงเวลาดังกลาว มีความชันของอุณหภูมิโดยประมาณ คือ

1n nT TT
t

•
+ −

≅
∆

              (ก.2)

และอุณหภูมิโดยประมาณที่เวลา tφ  คือ

1(1 ) n nT T Tφ φ φ +≅ − +               (ก.3)

โดยใชหลักการดังสมการที่ (ก.2) และ (ก.3) จะสามารถคํานวณหาการกระจายของอุณหภูมิในภาวะ
ชั่วครูได ดังนี้

พิจารณาสมการที่ (3.33) ที่เวลา  tφ  จะสามารถเขียนสมการดังกลาวไดดังนี้

[ ] [ ]{ } { }{ }C T K T Qφ φ φ

•

+ =               (ก.4)

ดังนั้น ความชันของอุณหภูมิที่จุดตอตางๆ คือ

Tn

Tφ Tn+1

tn tφ tn+1

t

อุณหภูมิ
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1{ } { }{ } n
n
T TT

tφ

•
+ −

≅
∆

                                                                      (ก.5)

ในทํานองเดียวกัน อุณหภูมิที่จุดตอตางๆ คือ

1{ } (1 ){ } { }n nT T Tφ φ φ +≅ − +               (ก.6)

เวคเตอร { }Q ทางดานขวามือของสมการที่ (3.33) อาจเปล่ียนแปลงไดตามเวลา ซึ่งที่เวลา tφ
สามารถคํานวณไดในทํานองเดียวกัน คือ

1{ } (1 ){ } { }n nQ Q Qφ φ φ +≅ − +               (ก.7)

แทนคาสมการ (ก.5) – (ก.7) ลงในสมการ (ก.4) แลวยายเทอมที่ทราบคามาทางขวามือ จะได

1 1
1 1[ ] [ ] { } [ ] (1 )[ ] (1 ){ } { }n n n nC K T C K T Q Q
t t

φ φ φ φ+ +
   + = − − + − +   ∆ ∆   

       (ก.8)

สมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (3.33) จะเปลี่ยนมาอยูในรูปของระบบสมการ (ก.8) ซึ่งสามารถแกสม
การไดโดยตรง

คา φ  จะมีคาเปนเทาใดนั้น ขึ้นอยูกับเราเปนผูเลือกใช ซึ่งในวิทยานิพนธนี้ จะใชคา φ = 2/3 ซึ่งเปนวิธี
ของการเลอรคิน เหตุผลในการเลือกใชคา φ = 2/3 เนื่องจาก สามารถใชชวงเวลาที่มีคาคอนขางสูงไดและมี
ความแมนยําพอสมควร

สําหรับการเลือกชวงเวลา t∆  นั้น จะมีผลตอคําตอบที่ได การใชชวงเวลาที่ต่ําเกินไปจะไดผลที่แมนยํา
แตก็จะเสียเวลาในการคํานวณมาก ในขณะที่การใชชวงเวลาที่มีคาสูง ก็จะทําใหประหยัดเวลาในการคํานวณ
แตก็จะเกิดความคลาดเคลื่อนมากขึ้น
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นาย นพปฎล  เสงี่ยมศักดิ์ เกิดวันที่ 3 กันยายน พ.ศ. 2522 ที่จังหวัดรอยเอ็ด สําเร็จการศึกษาระดับ
มัธยมศึกษาจากโรงเรียนรอยเอ็ดวิทยาลัย จังหวัดรอยเอ็ด สําเร็จการศึกษาระดับปริญญาวิศวกรรมศาสตร
บัณฑิต สาขาวิศวกรรมโยธา ภาควิชาวิศวกรรมโยธา คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยขอนแกน ในปการ
ศึกษา 2544 และเขาศึกษาตอในหลักสูตรวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิตที่จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัยเมื่อ พ.ศ.
2545
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