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In this thesis, a finite volume element method for two-dimensional, unsteady-

state convection-diffusion-reaction equation is presented.  The corresponding finite 

volume element equation is derived from the partial differential equation which 

satisfy the convection-diffusion-reaction problem.  To analyze the convection-

diffusion-reaction problems, the triangular control volumes are used.  Finite volume 

element computer program from finite volume element equation is developed and 

verified by solving the problems of which exact solutions and previous numerical 

results are available. 

To improve solution accuracy and save computational time, an adaptive 

meshing technique is applied to the finite volume element method.  The technique 

places small control volumes in the region of high solution gradients, and vice versa. 

Results from the convection-diffusion-reaction problems assure the efficiency 

of applying the finite volume element method with adaptive meshing technique, 

which are proposed in this thesis. 
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รูปท่ี 5.48 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )410 , 1.0V κ−= =   58 

รูปท่ี 5.49 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )410 , 1.0V κ−= =   58 

รูปท่ี 5.50 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )410 , 1.0V κ−= =   58 

รูปท่ี 5.51 แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ 
 ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม  59 

รูปท่ี 5.52 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม  60 
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รูปท่ี 5.53 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม  60 

รูปท่ี 5.54 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม  60 

รูปท่ี 5.55 ปญหาการพาของเนินเขารูปไซน  61 

รูปท่ี 5.56 แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและเสนช้ันแสดงการกระจายตัวของ 
 ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนินเขารูปไซน  62 

รูปท่ี 5.57 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และเสนช้ันแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนนิเขารูปไซน  62 

รูปท่ี 5.58 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และเสนช้ันแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนนิเขารูปไซน  62 

รูปท่ี 5.59 แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน  63 

รูปท่ี 5.60 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน  63 

รูปท่ี 5.61 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาปญหาสมิทและฮัตตัน  64 

รูปท่ี 5.62 แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

 ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาปญหาสมิทและฮัตตัน  64 

รูปท่ี 5.63 กราฟเปรียบเทียบการกระจายตัวของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน  64 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1.1  ความสําคัญและท่ีมาของวิทยานิพนธ 
 การศึกษาปรากฏการณการเคล่ือนยายของปริมาณตาง ๆ (transport phenomena) 
ดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขไดรับความสนใจอยางตอเนื่องจนถึงปจจุบัน  ในการอธิบายพฤติกรรม
ของการเคล่ือนยายนี้จําเปนตองอาศัยการแกสมการท่ีเกี่ยวของซ่ึงอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธ
ยอย  สมการเชิงอนุพันธยอยนี้ประกอบดวยพจนตาง ๆ ที่อธิบายถึงลักษณะของการพา การแพร 
และการเกิดปฏิกิริยาเรียกวาสมการการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา (convection-diffusion-

reaction equation)  ในการนําระเบียบวิธีเชิงตัวเลขมาวิเคราะหสมการดังกลาวพบวาความยุงยาก
ประการหลักท่ีมีผลตอความถูกตองแมนยํามาจากพจนท่ีเกี่ยวของกับการพาซ่ึงพจนของการพานี้
กอใหเกิดการเปล่ียนแปลงของผลลัพธสูงหรือเกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธ 
 ในอดีตท่ีผานมาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยมอยางมากในการวิเคราะห
ปญหาดังกลาวขางตนคือระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง (finite different method) เนื่องจากเปนวิธีท่ี
ไมซับซอนสามารถทําความเขาใจไดโดยงาย  แตมีขอจํากัดคือในการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบ
วิธีนี้จําเปนตองแบงขอบเขตของปญหาออกเปนตารางส่ีเหล่ียม  ซ่ึงหากปญหาท่ีนํามาทําการ
วิเคราะหมีรูปรางซับซอนจะทําใหเกิดความยากลําบากในการจําลองรูปรางของปญหา  สําหรับใน
ปจจุบันระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ีถูกพัฒนาข้ึนและไดรับความนิยมนํามาใชวิเคราะหปญหาสามารถ
แบงไดเปน 2 กลุมคือระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element method) [1] และระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุม (finite volume method) [2] 

 ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมมีหลักการคราว ๆ คือการแบงโดเมนของปญหาออกเปน
ปริมาตรควบคุม (control volume) ยอย ๆ ปริมาตรควบคุมนี้เรียกวาเซลล (cell) ซ่ึงถูกลอมรอบ
ดวยพื้นผิวควบคุม (control surface) การคํานวณหาคาตัวแปรตาง ๆ อาศัยหลักความสมดุลของ 
ฟลักซท่ีผานเขาออกพื้นผิวควบคุมทําใหพจนตาง ๆ ท่ีคํานวณไดมีความหมายทางกายภาพคือมีการ
อนุรักษคาตัวแปรภายในปริมาตรควบคุมหนึ่ง ๆ ในปจจุบันระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมนิยมนํามาใช
กับปญหาท่ีเกี่ยวของกับการไหลแบบอัดตัวความเร็วสูงเนื่องจากสามารถวิเคราะหความไมตอเนื่อง
ของผลลัพธไดอยางแมนยํา  งานวิจัยท่ีเกี่ยวของกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมไดถูกนําเสนออยาง
ตอเนื่องท้ังในแงมุมของการนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมท่ีใหผลลัพธท่ีมีอันดับความถูกตองสูง 
เชน วิธี SHARP (simple high-accuracy resolution program) [3]               วิธี MUSCL 
(monotone upwind schemes for conservation laws) [4]  วิธี TVD (total variation 
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diminishing) [5]  วิธี multistage Runge-Kutta [6]  รวมถึงแงมุมของการใชระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุมแกปญหาดานตาง ๆ เชน ปญหาการไหลแบบหนืดแตไมอัดตัว [7,8]  การวิเคราะหการไหล
ผานปกเครื่องบินในยานความเร็วเสียง [9]  ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมท่ีนิยมใชวิเคราะหปญหาท่ีมี
การเปล่ียนแปลงของผลลัพธสูงคือระเบียบวิธีท่ีใชแนวคิดของทิศทางตนลม (upwind-based 
method) [6,7] 
 ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีหลักการคราว ๆ คือการแบงโดเมนของปญหา
ออกเปนเอลิเมนต (element) ยอย ๆ แลวจึงเลือกฟงกชันการประมาณภายใน (interpolation 

function) เพื่อประมาณคาของตัวแปรตาง ๆ บนเอลิเมนตนั้น  จากนั้นจึงประดิษฐสมการไฟไนต 
เอลิเมนตท่ีสอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธยอยของปญหา  สุดทายจึงนําสมการของแตละเอลิเมนต
มารวมกันเปนระบบสมการรวมและทําการแกระบบสมการรวมเพื่อหาคาตัวแปร  ขอดีของระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนตคือใหผลลัพธท่ีมีความถูกตองสูงจากการเลือกใชฟงกชันการประมาณภายใน  
และสามารถนํามาใชกับปญหาท่ีมีรูปรางซับซอนไดดี  มีวิธีการคํานวณสอดคลองกับลักษณะของ
สมการเอลลิปติก (elliptic equation)  งานวิจัยทางดานระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตมีการนําเสนอ
อยางตอเนื่องเชนเดียวกัน เชน การนําเสนอระเบียบวิธีเทยเลอร-กาเลอรคิน (Taylor-Galerkin 

method) [10,11]  ระเบียบวิธีเพทรอฟ-กาเลอรคิน (Petrov-Galerkin method) [12]  ระเบียบวิธี
สตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน (streamline upwind Petrov-Galerkin method) [13]  
ระเบียบวิธีการแยกดวยคุณลักษณะ (characteristic based split method) [14,15] 

 งานวิจัยท่ีนําขอดีของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท้ังสองมาใชรวมกันในการวิเคราะหปญหา 
เชน ระเบียบวิธี CVFEM (control volume finite element method) [16] ซ่ึงเปนการใช
ฟงกชันน้ําหนักแบบเพทรอฟ-กาเลอรคินและใชแบบจําลองส่ีเหล่ียมในการคํานวณ  ผลลัพธจาก
การคํานวณมีความถูกตองเทียบเทากับวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคินท่ีใชในระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต  และระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต (finite volume element method) 
[17,18]  นําเสนอการแบงยอยสมการของการพา-การแพร-ปฏิกิริยาดวยวิธีไฟไนตวอลุม  และใช
หลักการของระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางในการหาคาเกรเดียนตของการแพร  ระเบียบวิธี
ดังกลาวเปนระเบียบวิธีแบบชัดแจง  ใชเวลาในการคํานวณนอยในขณะที่ใหผลลัพธท่ีมีความ
ถูกตองถึงอันดับสอง  นอกจากนี้ยังมีงานวิจัยอ่ืน ๆ ท่ีเกี่ยวของกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต 
[19]  โดยนําเสนอการแกสมการพาราโบลิก (parabolic equation) ในสองมิติโดยไดนําเสนอ
ระเบียบวิธีท่ีแตกตางกันถึงสามแบบ 

 ระเบียบวิธีท้ังสองยังสามารถแบงตามลักษณะการคํานวณออกไดเปน 2 วิธีหลัก ๆ  
คือระเบียบวิธีแบบชัดแจง (explicit scheme) และระเบียบวิธีแบบไมชัดแจง (implicit scheme)  
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ระเบียบวิธีแบบชัดแจงไดรับความนิยมอยางแพรหลายในปจจุบันเนื่องจากสามารถนํามา
ประยุกตใชไดงาย  และการท่ีไมตองแกระบบสมการรวมใหญทําใหใชเวลาในการคํานวณและ
หนวยความจําบนเคร่ืองคอมพิวเตอรนอยกวา  อยางไรก็ตามระเบียบวิธีดังกลาวมีขอจํากัดคือหาก
ใชชวงเวลา (time step) ท่ีสูงเกินไปอาจทําใหผลลัพธจากการคํานวณลูออก 
 ในการนําระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมหรือไฟไนตเอลิเมนตมาใชวิเคราะหหาผลเฉลย
โดยท่ัวไปนั้น ความถูกตองของผลลัพธจะข้ึนอยูกับขนาดของเซลลหรือขนาดของเอลิเมนตกลาวคือ
หากตองการความถูกตองของผลลัพธสูงก็จําเปนตองใชเซลลหรือเอลิเมนตท่ีมีขนาดเล็กเปนจํานวน
มากโดยเฉพาะในบริเวณท่ีเกิดการเปล่ียนแปลงของผลลัพธสูง  แตการใชเซลลหรือเอลิเมนตขนาด
เล็กจํานวนมากตลอดท้ังโดเมนของปญหาทําใหตองใชเวลาในการคํานวณและหนวยความจําเพิ่ม
มากข้ึนโดยไมจําเปน  ดังนั้นการนําเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ (adaptive meshing 

technique) มาใชรวมกับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขดังกลาวก็จะทําใหการแกปญหามีประสิทธิภาพมาก
ข้ึน  งานวิจัยท่ีเกี่ยวของกับเทคนิคการปรับขนาดเมช  เชน เทคนิคการปรับขนาดเมชท่ีประกอบดวย
เซลลส่ีเหล่ียม [20]  เทคนิคการปรับขนาดเมชท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียม [21-23] 

 งานวิทยานิพนธนี้จึงขอนําเสนอการแกปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา
ภายใตสภาวะไมอยูตัวในสองมิติดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตแบบปรับขนาดได  ซ่ึงเปน
การประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต  
วิธีการดังกลาวเปนวิธีแบบชัดแจงทําใหใชเวลาในการคํานวณนอย โดยใหผลลัพธท่ีมีความถูกตอง
ในอันดับสูง (higher-order resolution)  ในขณะท่ีเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติจะเพิ่ม
ประสิทธิภาพของการคํานวณใหไดผลลัพธท่ีมีความถูกตองแมนยํามากยิ่งข้ึนโดยไมจําเปนตองใช
หนวยความจําบนเคร่ืองคอมพิวเตอรและใชเวลาในการคํานวณมากเกินไป 
 
1.2  วัตถุประสงคของวิทยานิพนธ 
  เพื่อศึกษาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและประดิษฐสมการไฟไนตวอลุม    
เอลิเมนตท่ีสอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธยอยของการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา  รวมถึง
ประดิษฐไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรและนํามาใชรวมกับเทคนิคการปรับขนาด
เมชโดยอัตโนมัติสําหรับวิเคราะหปญหาภายใตสภาวะไมอยูตัวในสองมิติดวยเซลลสามเหล่ียม 

 
1.3  ขอบเขตของวิทยานิพนธ 
 1.3.1 ประดิษฐสมการไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุม   

เอลิเมนตท่ีสอดคลองกับสมการของการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาในสองมิติ 
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 1.3.2. ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีได
ประดิษฐข้ึน 

 1.3.3. แสดงประสิทธิภาพของการใชเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติรวมกับ
โปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีไดประดิษฐข้ึน โดยนําไปใชวิเคราะหปญหาท่ีมีความ
ซับซอน 

 
1.4  ขั้นตอนดําเนินงานวิทยานิพนธ 
 1.4.1 ศึกษาระเ บียบวิ ธีไฟไนตวอลุมเอลิ เมนต สําหรับปญหาการพา -การแพร -                

การเกิดปฏิกิริยาในสภาวะไมอยูตัวในสองมิต ิ

 1.4.2 ประดิษฐสมการไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน 
โดยใชเซลลสามเหล่ียม 

 1.4.3 ทดสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีไดประดิษฐข้ึนกับปญหาอยางงายท่ีมีผลเฉลย  
แมนตรงหรือปญหาท่ีมีผูหาผลลัพธไวแลว 

 1.4.4 ประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีได
ประดิษฐข้ึน 

 1.4.5 นําโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีปรับปรุงแลวไปใชแกปญหาท่ีมีความซับซอนมากข้ึน 

 1.4.6 เขียนวิทยานิพนธ 
 1.4.7 สอบวิทยานิพนธ 
 
1.5  ประโยชนท่ีไดรับจากวิทยานิพนธ 
 1.5.1 สามารถนําเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติมาใชรวมกับโปรแกรม

คอมพิวเตอรท่ีประดิษฐข้ึนจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตได 
 1.5.2 สามารถนําโปรแกรมท่ีปรับปรุงแลวไปใชวิ เคราะหปญหาการพา-การแพร-         

การเกิดปฏิกิริยาท่ีมีความซับซอนได 
 1.5.3 สามารถลดหนวยความจํา (RAM) และเวลาท่ีตองใชในการคํานวณบนเคร่ือง

คอมพิวเตอรลงได 
 1.5.4 เปนแนวทางสําหรับศึกษาและพัฒนาวิชาการดานไฟไนตวอลุมและไฟไนต           

เอลิเมนตสําหรับผูวิจัยในอนาคตตอไป 



บทที่ 2 

ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตสําหรับการแกปญหา                      
การพา-การแพร-การเกดิปฏิกิริยา 

 
 บทท่ี  2 จะกลาวถึงการใชระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเพื่อแกปญหา          
การพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา  โดยระเบียบวิธีดังกลาวประกอบดวยการนําหลักการของวิธี     
ไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร (cell-centered finite volume method) มาประยุกตบนปริมาตร
ควบคุม (control volume) รูปทรงสามเหล่ียมยอย ๆ ภายในโดเมนของปญหา  เนื่องจากระเบียบ
วิธีไฟไนตวอลุมสามารถนํามาใชกับปญหาท่ีผลลัพธมีลักษณะไมตอเนื่องไดเปนอยางดี  และใช
หลักการของวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (finite element 

method) เพื่อคํานวณหาปริมาณเกรเดียนตท่ีอยูบนผิวควบคุม (control surface) สําหรับพจนของ
การแพร 
 
2.1  สมการเชิงอนุพันธยอยของปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา 
 สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีเกี่ยวของของปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา 
(convection-diffusion-reaction equation) ภายใตสภาวะไมคงตัวในสองมิติ  โดยมีตัวแปรไม
ทราบคาเปนปริมาณสเกลาร ( ), ,x y tφ สามารถแสดงไดดังนี้ 
 

 

( )v q
t
φ φ ε φ κφ∂
+∇ ⋅ − ∇ + =

∂
 (2.1) 

โดยท่ี i j
x y
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

 และ v ui v j= +  

สมการ(2.1) สามารถแสดงใหอยูในรูปแบบกระจายดังนี ้
 

 

( ) ( )

Temporal term Reaction termConvection terms Source termDiffusion terms

u v
q

t x y x x y y
φ φφ φ φε ε κφ

∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2.2) 

 
โดยท่ี ( ),u u x y=  หมายถึงความเร็วท่ีกําหนดบนโดเมนของปญหาในแนวแกน x  

 ( ),v v x y=  หมายถึงความเร็วท่ีกําหนดบนโดเมนของปญหาในแนวแกน y  

 ε  แทนคาสัมประสิทธ์ิของการแพร 
 κ  แทนคาสัมประสิทธ์ิของการเกิดปฏิกิริยา 
 ( ), ,q q x y t=  หมายถึงพจนเนื่องจากแหลงกําเนิด 
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เง่ือนไขขอบเขต (boundary condition) ของปญหาดังกลาวขางตนประกอบดวย 

(1) ( )1 , ,S x y tφ=  เปนการกําหนดปริมาณสเกลาร φ  บนผิวนอกของโดเมน 

(2) 2 x yS n n
x y
φ φε ε∂ ∂

= +
∂ ∂

 เปนการกําหนดปริมาณฟลักซท่ีผานเขาออกขอบนอกของโดเมน 

เง่ือนไขเร่ิมตน (initial condition) ของปริมาณสเกลาร φ  กําหนดโดย ( ) ( )0, ,0 ,x y x yφ φ=  
 
2.2  ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต 
 ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีใชในงานวิจัยนี้เร่ิมจากการใชวิธีไฟไนตวอลุม 
(finite volume method) โดยแบงโดเมนของปญหาออกเปนปริมาตรควบคุม (control volume) 
รูปสามเหล่ียมเล็ก ๆ เรียกวาเซลล (cell)  กําหนดใหปริมาณไมทราบคาท่ีจะทําการคํานวณหาถูก
เก็บคาอยูท่ีตําแหนงจุดศูนยกลาง (centroid) ของปริมาตรควบคุมนั้นดังแสดงในรูปท่ี 2.1 ซ่ึง
วิธีการเชนนี้เรียกวาวิธีเซลลเซนเตอร (cell-centered method)  รายละเอียดของปริมาตรตัวอยาง
แสดงในรูปท่ี 2.2  โดย iΩ  หมายถึงปริมาตรควบคุม i  ประกอบดวยพื้นผิวควบคุม (control 

surface) ท่ีติดกับปริมาตรขางเคียงคือดานท้ังสามของปริมาตรนั้น ไดแก 
1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  

ตามลําดับ 

 
รูปท่ี 2.1  การแบงโดเมนของปญหาออกเปนเซลลสามเหล่ียมยอย ๆ 

 

 
รูปท่ี 2.2  รายละเอียดของปริมาตรตัวอยาง iΩ  

iΩ  
1s

Γ  
2s

Γ  

3s
Γ  

1S  

2S  y  

x  
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 การคํานวณหาคาของปริมาณสเกลาร φ  ดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิม
จากการอินทิเกรตสมการเชิงอนุพันธยอยท่ีเกี่ยวของซ่ึงในท่ีนี้คือสมการ (2.2)  ท่ัวท้ังปริมาตร iΩ  
และอินทิเกรตจากชวงเวลา nt  จนถึง 1nt +   ดังนี ้
 

 

( ) ( )1

0
n

n
i

t

t

u v
q d dt

t x y x x y y
φ φφ φ φε ε κφ

+

Ω

⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − + − Ω =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫  (2.3) 

 
เม่ือกําหนดใหปริมาณสเกลาร iφ  มีคาคงท่ีและมีคาเทากับคาเฉล่ียของปริมาณ φ  ท่ีอยูภายใน
ปริมาตรควบคุม iΩ   กลาวคือ 

 ( ) ( )1 , ,
i

i
i

t x y t dφ φ
Ω

= Ω
Ω ∫  (2.4) 

โดยท่ี iΩ  หมายถึงพื้นท่ีของปริมาตรควบคุม iΩ   ทําใหพจนแรกทางซายมือของสมการ (2.3) 
สามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการเชิงอนุพันธและเม่ือประมาณคาดวยวิธีของออยเลอร (Euler’s 

method) ซ่ึงเปนระเบียบวิธีแบบชัดแจง (explicit method)  นั่นคือ 
 

 
1n n

i i id
d t t
φ φ φ+ −

≈
Δ

 (2.5) 

โดยท่ี 1n
iφ
+  และ n

iφ  หมายถึงคาเฉล่ียของปริมาณ φ  บนปริมาตรควบคุม iΩ  ท่ีเวลา 1nt +  และ nt   
ตามลําดับ 

 พจนท่ีเกี่ยวของกับการพา-การแพรในสมการ (2.3) สามารถประยุกตทฤษฎีบท
ของไดเวอรเจนซ (divergence theorem) เขากับพจนดังกลาว  ทําใหสมการลดรูปลงจากการ
อินทิเกรตภายในปริมาตรควบคุม iΩ  เปนการอินทิเกรตของฟลักซผานพ้ืนผิวควบคุมของปริมาตร
นั้น  นั่นคือ 
 

( ) ( )1n

n
i

t

t

u v
d dt

x y x x y y
φ φ φ φε ε

+

Ω

⎡ ⎤∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ − − Ω⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫  

 

1n

n
s

t

x yt
u n v n d dt

x y
φ φφ ε φ ε

+

Γ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − + − Γ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫  (2.6) 

 
พจนทางขวามือหมายถึงผลรวมของฟลักซเนื่องจากการพาและการแพรซ่ึงผานเขาออกขอบของ
เซลลในชวงเวลา 1,n nt t +⎡ ⎤⎣ ⎦   เม่ือประยุกตกฎการหาคาอินทิกรัลท่ีจุดกึ่งกลางควอดดราเจอร 

(midpoint quadrature integration rule) เขากับพจนดังกลาวท้ังโดเมนในทางมิติและทางเวลา  
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ทําใหคาท่ีประมาณไดเปนผลรวม (summation) ของฟลักซท่ีผานเขาออกท่ีตําแหนงกึ่งกลางขอบ
ท้ังสามของเซลลสามเหล่ียม ท่ีเวลา 1/2nt +  ซ่ึงสามารถแสดงรายละเอียดไดดังนี ้
 

1n

n
s

t

x yt
u n v n d dt

x y
φ φφ ε φ ε

+

Γ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
− + − Γ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫  

 = 
1 1 1 1 1 1 1

1 1

1/2 1/2
1/2 1/2

, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε

+ +

+ +
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 + 
2 2 2 2 2 2 2

2 2

1/2 1/2
1/2 1/2

, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε

+ +

+ +
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 + 
3 3 3 3 3 3 3

3 3

1/2 1/2
1/2 1/2

, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε

+ +

+ +
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.7) 

 
โดยท่ี 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  แทนความยาวของขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  ตามลําดับ 

 
1 2
,  s su u  และ 

3s
u  แทนความเร็วในแนวแกน x  ท่ีตําแหนงกึ่งกลางขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  

ตามลําดับ 

 
1 2
,  s sv v  และ 

3s
v  แทนความเร็วในแนวแกน y  ท่ีตําแหนงกึ่งกลางขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  

ตามลําดับ 

 
1 2, ,,  x s x sn n  และ 

3,x sn  แทนทิศทางโคไซนในแนวแกน x  ของเวกเตอรตั้งฉากกับขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  ตามลําดับ 

 
1 2, ,,  y s y sn n  และ 

3,y sn  แทนทิศทางโคไซนในแนวแกน y  ของเวกเตอรตั้งฉากกับขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  ตามลําดับ 

 
1 2

1/2 1/2,  n n
s sφ φ+ +  และ 1/2

3
n
sφ
+  แทนปริมาณสเกลาร φ  ณ เวลา 1/2nt +  ท่ีตําแหนงกึ่งกลางขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  และ 

3s
Γ  ตามลําดับ 

 
 เพื่อความสะดวกในการคํานวณเราอาจประมาณคาเกรเดียนตท่ีเวลา 1/2nt +  ของ
สมการ (2.7) ดวยคาเกรเดียนตท่ีเวลา nt   นั่นคือ 
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1n

n
s

t

x yt
u n v n d dt

x y
φ φφ ε φ ε

+

Γ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
− + − Γ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫  

 = 
1 1 1 1 1 1 1

1 1

1/2 1/2
, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 + 
2 2 2 2 2 2 2

2 2

1/2 1/2
, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 + 
3 3 3 3 3 3 3

3 3

1/2 1/2
, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

t u n v n
x y
φ φφ ε φ ε+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.8) 

 
 พจนท่ีเกี่ยวของกับการเกิดปฏิกิริยาและแหลงกําเนิดสามารถใชวิธีประมาณ
คาเฉล่ียท่ีเวลา 1/2nt +  ไดเชนกัน  กลาวคือ 
 

 
1

1/2
n

n
i

t n
i it

d t d tκφ κφ
+

+

Ω
Ω = Δ Ω∫ ∫  (2.9) 

และ 
1

1/2
n

n
i

t n
i it

q dt d t q
+

+

Ω
Ω = Δ Ω∫ ∫  (2.10) 

 
แทนพจนตาง ๆ ในสมการ (2.3) ดวยคาท่ีไดจากการแบงยอยในสมการ (2.5) และสมการ(2.8) – 
(2.10) จะไดสมการท่ีอยูในรูปแบบชัดแจง ดังน้ี 
 

1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1/2 1/2
, ,

n n
n n n n
i i s s s x s s s y s

i s s

t u n v n
x y
φ φφ φ φ ε φ ε+ + +

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ ∂ ∂⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − Γ − + −⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂Ω ⎢ ⎥⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩
 

                           
2 2 2 2 2 2 2

2 2

1/2 1/2
, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

u n v n
x y
φ φφ ε φ ε+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ Γ − + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

                           
3 3 3 3 3 3 3

3 3

1/2 1/2
, ,

n n
n n

s s s x s s s y s
s s

u n v n
x y
φ φφ ε φ ε+ +

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ Γ − + − ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎭
 

                 ( )1/2 1/2n n
i it qκφ + +−Δ −   (2.11) 

 
ปริมาณสเกลาร φ  ท่ีเวลา 1/2nt +  ในสมการ (2.11) สามารถประมาณคาดวยการกระจายอนุกรม  
เทยเลอรอันดับสอง (second order Taylor’s series expansion)  โดยคํานวณอางอิงกับทิศทาง
ของเซลลตนลม (upwinding direction)  หากสมมติใหปริมาณสเกลาร φ  ท่ีอยูบนขอบ 

1 2
,  s sΓ Γ  
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และ 
3s

Γ  มีทิศทางการไหลจากเซลล i  ไปยังเซลล 1 2,  j j  และ 3j  ตามลําดับ  จะสามารถประมาณ
คาท่ีขอบไดดังนี ้

 
1

1/2n
sφ
+  ( ) ( )1 1 2

n n n
n
i s i s i

i i i

tx x y y
x y t
φ φ φφ ∂ ∂ Δ ∂

= + − + − +
∂ ∂ ∂

 (2.12ก) 

 
2

1/2n
sφ
+  ( ) ( )2 2 2

n n n
n
i s i s i

i i i

tx x y y
x y t
φ φ φφ ∂ ∂ Δ ∂

= + − + − +
∂ ∂ ∂

 (2.12ข) 

 
3

1/2n
sφ
+  ( ) ( )3 3 2

n n n
n
i s i s i

i i i

tx x y y
x y t
φ φ φφ ∂ ∂ Δ ∂

= + − + − +
∂ ∂ ∂

 (2.12ค) 

 1/2n
iφ
+  

2

n
n
i

i

t
t
φφ Δ ∂

= +
∂

  (2.13) 

 
พจนสุดทายของสมการ (2.12ก-ค) และสมการ (2.13) ซ่ึงเปนอนุพันธยอยท่ีเกี่ยวของกับเวลา
สามารถแปลงใหอยูในรูปของอนุพันธท่ีเกี่ยวของกับมิติไดโดยใชหลักการของความสัมพันธของตัว
แปรบนแกนคุณลักษณะ  ทําใหสมการ (2.12ก-ค) และสมการ (2.13) สามารถแสดงไดดังนี้ 
 

 
1

1/2n
sφ
+  ( ) ( )1 1 2

n n n n
n
i s i s i i i

i i i i

tx x y y u v
x y x y
φ φ φ φφ

⎛ ⎞∂ ∂ Δ ∂ ∂⎜ ⎟= + − + − − +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.14ก) 

 
2

1/2n
sφ
+  ( ) ( )2 2 2

n n n n
n
i s i s i i i

i i i i

tx x y y u v
x y x y
φ φ φ φφ

⎛ ⎞∂ ∂ Δ ∂ ∂⎜ ⎟= + − + − − +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.14ข) 

 
3

1/2n
sφ
+  ( ) ( )3 3 2

n n n n
n
i s i s i i i

i i i i

tx x y y u v
x y x y
φ φ φ φφ

⎛ ⎞∂ ∂ Δ ∂ ∂⎜ ⎟= + − + − − +
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.14ค) 

 1/2n
iφ
+  

2

n n
n
i i i

i i

t u v
x y
φ φφ

⎛ ⎞Δ ∂ ∂⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (2.15) 

 
โดยท่ี iu  และ iv  แทนความเร็วท่ีจุดศูนยกลางของเซลล iΩ  ในแนวแกน x  และ y  ตามลําดับ 

 พจนของเกรเดียนตท่ีเกิดจากการประมาณคาดวยอนุกรมเทยเลอรในสมการ 
(2.14ก-ค) และสมการ (2.15) และพจนของเกรเดียนตอันเนื่องมาจากการแพรในสมการ (2.11)  
สามารถคํานวณไดโดยใชวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางซ่ึงมาจากแนวคิดของระเบียบวิธีไฟไนต          
เอลิเมนต  โดยการสมมติใหเกรเดียนตดังกลาวมีการกระจายเปนแบบเชิงเสนไปบนปริมาตรควบคุม 

iΩ  และสามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมคาเกรเดียนตท่ีตําแหนงเวอรเทกซ (vertex) ของ
ปริมาตรควบคุมนั้น กลาวคือ 
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  1 2 3
1 2 3

(3 1)(1 3)

n

i

N N N N
x x x x x
φ φ φ φ φ

××

⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = ⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭

 (2.16) 

และ  1 2 3
1 2 3

(3 1)(1 3)

n

i

N N N N
y y y y y
φ φ φ φ φ

××

⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = ⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭

 (2.17) 

โดย N⎢ ⎥⎣ ⎦  แทนฟงกชันการประมาณแบบเชิงเสนภายในเซลลรูปสามเหล่ียม  ทําการสรางสมการ
ไฟไนตเอลิเมนตโดยใชวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางและเลือกใชฟงกชันน้ําหนัก (weighting 

function) ตามวิธีของบับโนฟ-กาเลอรคิน (Buvnov-Galerkin) นั่นคือฟงกชันน้ําหนักมีคาเทากับ
ฟงกชันการประมาณภายในปริมาตรควบคุม, k kW N=  
 

  
i

kN d
x x
φ φ

Ω

∂ ∂
= Ω

∂ ∂∫  (2.18) 

และ  
i

kN d
y y
φ φ

Ω

∂ ∂
= Ω

∂ ∂∫  (2.19) 

 
โดยตัวหอย 1,2k =  และ 3 หมายถึงตําแหนงเวอเทกซของเซลลสามเหล่ียม  ทําการประยุกตทฤษฎี
บทของเกาส (Gauss’s theorem) เขากับพจนทางขวามือของสมการ(2.18) และสมการ (2.19) จะ
กอใหเกิด 

 { } { }
i s i

i x i
NN N d N n d d

x x
φ φ φ

Ω Γ Ω

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂
Ω = Γ − Ω⎢ ⎥ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫ ∫ ∫  (2.20) 

 { } { }
i s i

i y i
NN N d N n d d

y y
φ φ φ

Ω Γ Ω

⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂
Ω = Γ − Ω⎢ ⎥ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫ ∫ ∫  (2.21) 

 
เม่ือแทนสัมประสิทธ์ิทางซายมือดวยเมตริกซมวลแบบรวมตัวกันท่ีตําแหนงเวอเทกซ (lumped 

mass matrix) เพ่ือชวยใหสามารถแกสมการยอย ๆ ในระบบสมการไดโดยตรง  ซ่ึงเปนขอดีของ
ระเบียบวิธีแบบชัดแจง จะสามารถคํานวณหาปริมาณเกรเดียนตท่ีเวอเทกซท้ังสามอันเนื่องมาจาก
ปริมาณเกรเดียนตบนเซลล iΩ  ไดดังนี้ 
 

 [ ] { } ( )1

s i
i x y i

N Ni j M N n i n j d i j d
x y x y
φ φ φ φ−

Γ Ω

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂
+ = + Γ − + Ω⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

∫ ∫ (2.22) 

 

โดยท่ี [ ] iM
⎡ ⎤

Ω ⎢ ⎥
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0 0
0 1 0

3 0 0 1
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รูปท่ี 2.3  เซลลตัวอยางแสดงตําแหนงเวอเทกซหมายเลข 2 ซ่ึงประกอบดวย 

เซลลรูปสามเหล่ียมจํานวน 5 เซลลท่ีมีเวอเทกซนี้รวมกนั 
  
 ปริมาณเกรเดียนตท่ีตําแหนงเวอเทกซใด ๆ บนโดเมนสามารถคํานวณไดจาก
ผลรวมของปริมาณเกรเดียนตในสมการ (2.22) บนเซลลท่ีประกอบดวยเวอเทกซนี้รวมกันดังแสดง
ไดในเซลลตัวอยางในรูปท่ี 2.3 ซ่ึงแสดงตําแหนงเวอเทกซหมายเลข 2 ประกอบดวยเซลลลอมรอบ
จํานวน 5 เซลล 
 สําหรับคาเกรเดียนตท่ีจุดกึ่งกลางขอบท้ังสามของปริมาตรควบคุม 1 2,s s  และ 3s  
สามารถคํานวณไดโดยการเฉล่ียคาเกรเดียนตท่ีเวอเทกซนั้น ๆ นั่นคือ 
 

 
1 1 2 1 2

1 1

s

i j i j
x y x x y y
φ φ φ φ φ φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠2 2
 (2.23ก) 

 
2 2 3 2 3

1 1

s

i j i j
x y x x y y
φ φ φ φ φ φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠2 2
 (2.23ข) 

 
3 3 1 3 1

1 1

s

i j i j
x y x x y y
φ φ φ φ φ φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠2 2
 (2.23ค) 

 
 เนื่องจากระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีนําเสนอในงานวิจัยนี้เปนระเบียบวิธี
แบบชัดแจง  การคํานวณจะถูกจํากัดดวยการใชชวงเวลา (time step) tΔ  เพื่อไมใหผลลัพธจากการ
คํานวณลูออก (diverged solution)  โดยที่ชวงเวลาดังกลาวของเซลลแตละเซลลสามารถคํานวณ
ไดจาก 

  
( )

2

2 2
, 1,2,3

,i

i
s s s n n

h
t C

u v ε
=

⎛ ⎞
Ω⎜ ⎟Δ = ⎜ ⎟Γ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

min
2max

 (2.24) 

 

i
1s  

1  

2

3  

2s  

3s  
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โดยท่ี h  แทนความยาวแคแรกเทอริสติกของเซลล iΩ ,  ,n nu v  แทนความเร็วในทิศทางต้ังฉากและ
สัมผัสกับขอบของเซลล  และ 0 1C≤ ≤  

 สมการ  (2.11) ท่ีใชในการคํานวณสามารถนําไปประดิษฐ เปนโปรแกรม
คอมพิวเตอรไดโดยตรงซ่ึงข้ันตอนการทํางานและรายละเอียดของโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ี
ประดิษฐข้ึนนี้จะกลาวถึงรายละเอียดในบทที่ 3 
 
2.3  การวิเคราะหอันดับความถูกตองของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต 
 การวิเคราะหความถูกตองของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีนําเสนอใน
งานวิจัยนี้สามารถทําไดโดยการหาความผิดพลาดจากการตัดปลาย (truncation error) บนปริมาตร
ควบคุมใน  1 มิติ   โดยกํ าหนดใหปริมาตรควบคุมนี้ มีขนาดเท า  ๆ  กันทุกเซลล  นั่นคือ 

1 2 1 2i i ix x x+ −Ω = Δ = −   ดังแสดงในรูปท่ี 2.4 
 
 
 

รูปท่ี 2.4  เซลลตัวอยางใน 1 มิติท่ีมีขนาดของเซลลเทากัน 
 
 สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีสอดคลองกับปญหาการพา-การแพรในสภาวะไมคงตัว
ใน 1 มิติ คือ 

  0u
t x x
φ φφ ε∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.25) 

 
เม่ือทําการแบงยอยสมการ (2.25) ดวยข้ันตอนในหัวขอ 2.2  จะสามารถแสดงสมการของปริมาตร
ควบคุม iΩ  ในรูปของสมการกึ่งไมตอเนื่อง (semi-discrete) ไดดังนี้ 
 

 ( )1 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

n n
n n n n
i i i i

i i

u t t
x x x x

ε φ φφ φ φ φ+ + +
+ −

+ −

⎛ ⎞Δ Δ ∂ ∂⎜ ⎟= − − + −
⎜ ⎟Δ Δ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.26) 

 
ใชอนุกรมเทยเลอรอันดับสองประมาณคาตัวแปร 1 2

1 2
n
iφ
+
+  และ 1 2

1 2
n
iφ
+
−  ดังนี ้

 

  1 2
1 2

n
iφ
+
+  

2 2

n n
n
i

i i

x t
x t
φ φφ Δ ∂ Δ ∂

= + +
∂ ∂

 (2.27ก) 

และ  1 2
1 2

n
iφ
+
−  1

1 12 2

n n
n
i

i i

x t
x t
φ φφ −

− −

Δ ∂ Δ ∂
= + +

∂ ∂
 (2.27ข) 

 

2i−Ω  iΩ  1i+Ω  2i+Ω  1i−Ω  
1 2i +  1 2i −  
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อาศัยหลักการของความสัมพันธของตัวแปรบนแกนคุณลักษณะในทํานองเดียวกับสมการ   
(2.14ก-ค)  จะได 

  1 2
1 2

n
iφ
+
+  

2 2

n n
n
i

i i

x u t
x x
φ φφ Δ ∂ Δ ∂

= + −
∂ ∂

 (2.28ก) 

และ  1 2
1 2

n
iφ
+
−  1

1 12 2

n n
n
i

i i

x u t
x x
φ φφ −

− −

Δ ∂ Δ ∂
= + −

∂ ∂
 (2.28ข) 

 
คาอนุพันธยอยตาง ๆ สามารถใชวิธีการแบงยอยแบบตรงกลาง (central differencing scheme) 
เพื่อประมาณคาดังนี้ 

  
n

ix
φ∂
∂

 1 1

2

n n
i i

x
φ φ+ −−

=
Δ

 (2.29ก) 

  
1

n

ix
φ

−

∂
∂

 2

2

n n
i i

x
φ φ −−

=
Δ

 (2.29ข) 

  
1 2

n

ix
φ

+

∂
∂

 1
n n
i i

x
φ φ+ −

=
Δ

 (2.29ค) 

  
1 2

n

ix
φ

−

∂
∂

 1
n n
i i

x
φ φ −−

=
Δ

 (2.29ง) 

 
เม่ือแทนคาจากสมการ (2.28ก-ข) และสมการ (2.29ก-ง) ลงในสมการ (2.26) และจัดรูปใหมจะได 
 

1n n
i iφ φ+ =  1 1 1 1

2 2 2 2

n n n n
n i i i i
i

u t x u t
x x x

φ φ φ φφ + − + −
⎧⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −Δ Δ Δ⎪− + −⎨⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎣ ⎦⎩

 

            2 2
1 2 2 2 2

n n n n
n i i i i
i

x u t
x x

φ φ φ φφ − −
−

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −Δ Δ ⎪− + − ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦⎭
 

 
( )

( ) ( )1 12
n n n n
i i i i

t
x

ε φ φ φ φ+ −
Δ ⎡ ⎤+ − − −⎣ ⎦Δ

 (2.30) 

 

1n n
i iφ φ+ =  ( ) ( )

2

1 1 2 1 1 2
1 13 5
4 4

n n n n n n n n
i i i i i i i i

u t u t
x x

φ φ φ φ φ φ φ φ+ − − + − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ Δ
− + − + + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
( )

( )1 12 2n n n
i i i

t
x

ε φ φ φ+ −

Δ
+ − +

Δ
  (2.31) 

 
ทําการประมาณพจนตาง ๆ ในสมการ (2.31) โดยการใชอนุกรมเทยเลอร  กลาวคือ 
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 1n
iφ
+  ( ) ( ) ( )2 32 3

2 32! 3!
n
i

t t
t
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เม่ือแทนคาตาง ๆ จากสมการ (2.32ก-ง) ลงในสมการ (2.31) และจัดรูปสมการใหมใหพจนทาง
ซายมือมีรูปแบบเชนเดียวกันกับสมการเชิงอนุพันธยอย (2.25)  จะได 
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พจนแรกในวงเล็บทางขวามือของสมการหากใชหลักการความสัมพันธของตัวแปรบนแกน

คุณลักษณะ พบวา 
2 2

2
2 2u

t x
φ φ∂ ∂
=

∂ ∂
  สมการ (2.33) จึงลดรูปลง ดังนี้ 

 

( ) ( ) ( )
3 3

2 22
3 3

1 3
3! 2 2

uu t u x t x
t x x t x
φ φ φ φφ ε

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − = − Δ + Δ Δ − Δ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (2.34) 

 
ดังนั้นอันดับของความถูกตองของระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตคือ ( )2 2, ,t x t xΟ Δ Δ Δ Δ  
 
 ในทางปฏิบัติการหาคํานวณหาผลลัพธของงานวิจัยนี้จะกระทํากับปญหาใน
ระนาบสองมิติ และเซลลรูปทรงสามเหล่ียมท่ีใชในการคํานวณมีขนาดไมสมํ่าเสมอ  นอกจากนี้
ทิศทางของสนามความเร็วอาจจะไมไดตั้งฉากกับพื้นผิวควบคุมของเซลลสามเหล่ียมซ่ึงจะสงผลให
อันดับของความถูกตองจริงในการคํานวณลดลงจากอันดับของความถูกตองท่ีไดจากการวิเคราะห
ปญหาใน 1 มิติ 



บทที่ 3 
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอร 

 
 บทท่ี 3 นี้จะอธิบายรายละเอียดข้ันตอนการคํานวณของไฟไนตวอลุมเอลิเมนต
โปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีไดประดิษฐข้ึนมาเพ่ือใหสอดคลองกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต
เพ่ือแกปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาท่ีอยูในสภาวะไมคงตัวสองมิติดังท่ีไดกลาวมาแลว
ในบทท่ี 2  โปรแกรมคอมพิวเตอรดังกลาวมีช่ือวา Finite Volume Element Method program 
หรือโปรแกรม  FVEM ซ่ึงเขียนข้ึนดวยภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) ท่ีสามารถทําความเขาใจ
ไดงาย และสามารถทํางานไดบนเคร่ืองคอมพิวเตอรสวนบุคคล (personal computer) ท่ีใชกัน
ท่ัวไปในปจจุบันได 
 
3.1  ลักษณะท่ัวไปของโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 

 โปรแกรม FVEM ประกอบดวยโปรแกรมหลัก (main program)  โปรแกรมยอย 
(subroutine) จํานวน 14 โปรแกรมและฟงกชัน (function) จํานวน 3 ฟงกชัน  โดยช่ือของ
โปรแกรมยอยและฟงกชันตาง ๆ จะระบุอยูในวงเล็บส่ีเหล่ียม [ ⋅ ⋅ ⋅ ] และมีรายละเอียดข้ันตอนการ
ทํางานของโปรแกรม FVEM ดังนี ้
 
 3.1.1  เร่ิมตนการทํางานในโปรแกรมหลัก [MAIN]  โดยเร่ิมจากเรียกโปรแกรมยอย 
[INPUT] สําหรับอานขอมูลนําเขาเบ้ืองตนของปญหา ไดแก  จํานวนเซลลและเวอเทกซของปญหา  
จํานวนดานท่ีอยูบนขอบโดเมนของการไหล  จํานวนครั้งสูงสุดในกระบวนการทําซํ้าและจํานวน
คร้ังของการบันทึกผลการคํานวณลงในไฟลสงออก  เง่ือนไขของการคํานวณ ไดแก เง่ือนไขการใช
ขีดจํากัดฟลักซและเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความถูกตอง  คาตัวประกอบของการใชชวงเวลา  
คาคุณสมบัติของปญหา ไดแก คาสัมประสิทธ์ิของการพาและการเกิดปฏิกิริยา ปริมาณของ
แหลงกําเนิด  คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด (tolerance)  เวลาส้ินสุดการคํานวณ  หมายเลขของเวอ
เทกซท่ีประกอบข้ึนเปนเซลล  คาเร่ิมตนของตัวแปรสเกลาร φ  และแหลงกําเนิด  ตําแหนง
โคออรดิเนตของเวอเทกซ  หมายเลขของเวอเทกซและเซลลท่ีอยูบนขอบโดเมนของการไหล 
 
 3.1.2  เม่ืออานขอมูลเบ้ืองตนของปญหาเสร็จแลวจึงเร่ิมคํานวณจํานวนเซลลท่ีลอมรอบ
เวอรเทกซแตละจุด  และคํานวณคาเบ้ืองตนตาง ๆ ท่ีจําเปนในการคํานวณตัวแปรสเกลารท่ีชวงเวลา
ถัดไป 1nφ +  โดยเรียกโปรแกรมยอยตามลําดับ ดังนี้ 
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  3.1.2.1  โปรแกรมยอย [GETGEO]  เพื่อคํานวณหาพื้นท่ีของเซลล ความยาว
ของดานประกอบ ตําแหนงโคออรดิเนตของจุดศูนยกลางเซลล ทิศทางโคซายนของเวกเตอรท่ีตั้ง
ฉากกับดานประกอบ หมายเลขของเซลลท่ีอยูติดกัน รวมท้ังระบุเซลลท่ีอยูในทิศทางตนลม 
(upwind) และทายลม (downwind) 

  3.1.2.2  โปรแกรมยอย [GETMAT]  เพ่ือคํานวณหาเมตริกซผกผันของเมตริกซ
มวลแบบรวมตัวกันท่ีตําแหนงเวอเทกซ โดยจะเรียกโปรแกรมยอย [CRVEC] ในตอนเร่ิมตนการ
ทํางานของโปรแกรมยอยนี้ 
  3.1.2.3  โปรแกรมยอย [DTFIX]  เพื่อคํานวณหาคาชวงเวลาวิกฤต (critical 

time step) ชวงเวลาท่ีใชจริงในการคํานวณ และหาจํานวนรอบสูงสุดใหมในกรณีท่ีปญหาท่ีทําการ
คํานวณเปนปญหาในสภาวะไมคงตัว 
 
 3.1.3  เร่ิมตนกระบวนการทําซํ้าโดยเรียกโปรแกรมยอย [CRVEC] ในตอนเร่ิมตนของ
กระบวนการทําซํ้านี้ทุกคร้ังเพื่อกําหนดคาเกรเดียนตในตอนเร่ิมตนใหเทากับศูนย  จากนั้นจึงเร่ิม
คํานวณคาตาง ๆ โดยเรียกโปรแกรมยอยตามลําดับ ดังนี้ 
  3.1.3.1  โปรแกรมยอย [GFEM] หรือโปรแกรมยอย [GLSQ]  เพื่อคํานวณหาคา
เกรเดียนตดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตหรือระเบียบวิธีกําลังสองนอยสุด (least-squares 

gradient reconstruction) โดยระหวางการคํานวณจะเรียกโปรแกรมยอย [BOUND] เพื่อ
ประยุกตเง่ือนไขขอบเขตของปญหา 
  3.1.3.2  โปรแกรมยอย [CONV]  เพื่อคํานวณหาฟลักซท่ีเกี่ยวของกับการพา โดย
เรียกโปรแกรมยอย [CRVEC] ในตอนเร่ิมตนการทํางานและระหวางการคํานวณจะเรียกโปรแกรม
ยอย  [LIMIT] เพื่อกํากับคาเกรเดียนตไมใหฟลักซ ท่ี เกี่ยวของกับการพามีคาสูงเกินระดับ 
(overshoot) หรือมีคาตํ่ากวาระดับ (undershoot) 

  3.1.3.3  โปรแกรมยอย [DIFF]  เพื่อคํานวณหาฟลักซท่ีเกี่ยวของกับการแพร โดย
เรียกโปรแกรมยอย [CRVEC] ในตอนเร่ิมตนการทํางานและระหวางการคํานวณจะเรียกโปรแกรม
ยอย [GFEM] เพื่อคํานวณหาคาเกรเดียนตดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  3.1.3.4  โปรแกรมยอย [REAC]  เพื่อคํานวณพจนท่ีเกี่ยวของกับการเกิดปฏิกิริยา 
โดยเรียกโปรแกรมยอย [CRVEC] ในตอนเร่ิมตนการทํางาน 
  3.1.3.5  โปรแกรมยอย [SOLV]  เพื่อแกระบบสมการและคํานวณหาปริมาณ 
สเกลาร φ  ท่ีชวงเวลาถัดไป 
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 3.1.4  ตรวจสอบการลูเขาของผลลัพธ  โดยหาคาการเปล่ียนแปลงของปริมาณสเกลาร φ  
ท่ีไดจากการคํานวณในขอ 3.1.3.5 กับคาเดิมกอนการคํานวณจากทุกเซลลและเลือกใชคาท่ีมาก
ท่ีสุดเปนตัวกําหนดการลูเขาของผลลัพธ  หากคาเปล่ียนแปลงนั้นมีคานอยกวาคาการเปล่ียนแปลง
นอยท่ีสุด (tolerance) ท่ีกําหนดให  จะดําเนินการตอไปในขอ 3.1.5  แตหากคาดังกลาวยังคง
มากกวาคาท่ีกําหนดใหก็ใหวนยอนกลับไปทําการคํานวณซํ้าใหมในหัวขอ 3.1.3 ขางตน  
กระบวนการทําซํ้าเชนนี้จะทําเร่ือยไปจนกวาคาการเปล่ียนแปลงนั้นนอยกวาคาท่ีกําหนดใหหรือได
ทําซํ้าจนครบจํานวนรอบสูงสุดแลว 
 
 3.1.5  แสดงผลลัพธจากการคํานวณโดยเรียกโปรแกรมยอย [CVERT] เพื่อแปลงคา
ปริมาณสเกลาร φ  ท่ีคํานวณไดท่ีจุดศูนยกลางของเซลลไปยังตําแหนงเวอเทกซ และบันทึกผลลัพธ
ลงในไฟลสงออกท่ีตองการเพื่อนําไปใชแสดงผลทางดานกราฟกตอไป  ไฟลขอมูลสงออกจะถูก
เรียกโดยโปรแกรมยอย [SOLOP] ซ่ึงผลลัพธท่ีคํานวณไดดังกลาวประกอบดวย จํานวนรอบและ
เวลาท่ีใชจริงในการคํานวณ  คาชวงเวลาวิกฤต และคาปริมาณสเกลาร φ  
 
 3.1.6  ฟงกชันอ่ืน ๆ ไดแกฟงกชัน [UVEL], [VVEL] เปนฟงกชันเพื่อคํานวณหา
ปริมาณความเร็วในทิศแกน x  และแกน y  ของสนามความเร็ว (velocity field)  และฟงกชัน 
[BC] เปนฟงกชันเพื่อคํานวณหาคาท่ีกําหนดใหท่ีขอบโดเมนของปญหา  การคํานวณฟงกชัน
เหลานี้จะแตกตางกันไปตามลักษณะของปญหาท่ีทําการวิเคราะห  โดยจะแทรกไวในโปรแกรมยอย
บางโปรแกรมท่ีตองการเรียกใชคาเหลานี ้
 
  รายละเอียดของไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM ไดแสดงไว
ในภาคผนวก ก.  โดยไดสรุปข้ันตอนการทํางานของโปรแกรม FVEM ไวในรูปท่ี 3.1 
 



19 
 

 
 

รูปท่ี 3.1  ข้ันตอนการทํางานของโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 
 
 
 

คํานวณถึงชวงเวลาสุดทายแลว 

ยังไมถึงชวงเวลาสุดทาย 

เร่ิมการทํางาน 

อานขอมูลเบ้ืองตนของปญหา [INPUT] 

คํานวณพื้นที่ ตําแหนงของจุดศูนยกลางของเซลล ความยาวดานประกอบ 

ทิศทางโคซายนของเวกเตอรตั้งฉากกับดานประกอบ ระบุหมายเลขเซลลท่ีอยูติดกัน และ
หมายเลขเซลลท่ีอยูในทิศทางตนลมและทายลม [GETGEO] 

คํานวณเมตริกซผกผันของเมตริกซมวลแบบรวมตัวกันท่ีตําแหนงเวอเทกซ [GETMAT] 

คํานวณหาคาชวงเวลาวิกฤต และชวงเวลาที่ใชจริงในการคํานวณ [DTFIX] 

คํานวณเกรเดยีนตของเซลล [GFEM], [GLSQ] 

ประยุกตเง่ือนไขขอบเขต [BOUND] 

คํานวณพจนของแหลงกําเนดิ และปริมาณสเกลารท่ีเวลา 1+nt  [SOLV] 

ตรวจสอบชวงเวลาท่ีใชในการคํานวณ 

พิมพผลลัพธท่ีทุกจุดตอ [CVERT] ลงในไฟลสงออก [SOLOP] 

จบการทํางาน 

คํานวณพจนของการพา [CONV] การแพร [DIFF]  
และการเกิดปฏิกิริยา [REAC] 
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3.2  รายละเอียดของไฟลขอมูลนําเขาท่ีใชกับโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 

  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาท่ีจะนํามาใชกับโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 
ประกอบดวย 5 สวนยอย ดังตอไปนี ้
 
สวนท่ี 1  ขนาดของปญหา ขอกําหนด และเง่ือนไขในการคํานวณ 

 บรรทัดแรก คําระบุถึงจํานวนเซลล  จํานวนเวอเทกซ  จํานวนดานท่ีอยูบนขอบของ
โดเมนการคํานวณ  จํานวนคร้ังสูงสุดของการทําซํ้า  จํานวนคร้ังของการ
บันทึกผลการคํานวณ  คําระบุประเภทของเง่ือนไขการบันทึกผลการคํานวณ  
เง่ือนไขการใชขีดจํากัดฟลักซ  และเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความ
ถูกตอง 

 บรรทัดที่สอง จํานวนเซลล  จํานวนเวอเทกซ  จํานวนดานท่ีอยูบนขอบของโดเมนการ
คํานวณ  จํานวนคร้ังสูงสุดของการทําซํ้า  จํานวนคร้ังของการบันทึกผลการ
คํานวณ  เง่ือนไขของการบันทึกผลการคํานวณ  เง่ือนไขการใชขีดจํากัด 
ฟลักซ  และเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความถูกตอง 

ตัวอยางเชน:  nvol npoi nbou nstep nwrt iwrt ilim iopt 

   884 483 80 500 10 0 0 10 

หมายเหตุ: (1)  ตัวเลขแสดงเง่ือนไขของการบันทึกผลการคํานวณ  กําหนดโดย 

  iwrt = 0 หมายถึงบันทึกผลการคํานวณครั้งสุดทายลงในไฟลขอมูลสงออก 
  iwrt = 1 หมายถึงบันทึกผลการคํานวณทุก ๆ คร้ังท่ีกําหนดโดยจํานวนคร้ังของ

การบันทึกผลการคํานวณ (nwrt) ลงในไฟลขอมูลสงออก 
  (2)  ตัวเลขแสดงเง่ือนไขของการใชขีดจํากัดฟลักซ 
  ilim = 0 หมายถึงกําหนดใหไมใชขีดจํากัดฟลักซในการกํากับคาเกรเดียนต 
  ilim = 1 หมายถึงกําหนดใหใชขีดจํากัดฟลักซในการกํากับคาเกรเดียนต 
  (3)  ตัวเลขแสดงเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความถูกตอง 
  iopt = 10 หมายถึงคํานวณหาผลลัพธโดยใชระเบียบวิธีอันดับหนึ่ง 
  iopt = 20 หมายถึงคํานวณหาผลลัพธโดยใชระเบียบวิธีอันดับสองและคํานวณหา

คาเกรเดียนตดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
  iopt = 21 หมายถึงคํานวณหาผลลัพธโดยใชระเบียบวิธีอันดับสองและคํานวณหา

คาเกรเดียนตดวยวิธีกําลังสองนอยสุด 
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สวนท่ี 2  คาตัวประกอบของการใชชวงเวลา คุณสมบัติของปญหา คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด 
และเวลาส้ินสุดการคํานวณ 

 บรรทัดแรก คําระบุถึงคาตัวประกอบของการใชชวงเวลา  คาสัมประสิทธ์ิของการแพร  
คาสัมประสิทธ์ิของการเกิดปฏิกิริยา  คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด  และ
เวลาส้ินสุดการคํานวณ 

 บรรทัดที่สอง คาตัวประกอบของการใชชวง เวลา   คา สัมประสิทธ์ิของการแพร                
คาสัมประสิทธ์ิของการเกิดปฏิกิริยา  คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด  และ
เวลาส้ินสุดการคํานวณ 

ตัวอยางเชน:  cfl eps k toler time 

 1.00 0.00E+00 0.00E+00 0.10E-05 0.40E+01 
 
สวนท่ี 3  ขอมูลของเอลิเมนต และขอมูลเร่ิมตนของปริมาณสเกลาร φ  และปริมาณแหลงกําเนิด 

 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของการเช่ือมตอของเวอรเทกซบนเซลลและขอมูล
เร่ิมตน และจํานวนเซลลซ่ึงอยูภายในวงเล็บส่ีเหล่ียม [ ⋅ ⋅ ⋅ ] 

 บรรทัดที่สอง คําระบุถึงคาหมายเลขของเซลล  เวอเทกซตําแหนงท่ี 1, 2 และ 3  คําระบุถึง
ขอมูลเร่ิมตนของปริมาณสเกลาร φ  และปริมาณแหลงกําเนิด 

 บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขของเซลล  เวอเทกซตําแหนงท่ี 1, 2 และ  3  คาเร่ิมตนของ
ปริมาณสเกลาร φ  และปริมาณแหลงกําเนิด 

ตัวอยางเชน: Volume Vertices Connection and Initial Conditions[ 8192]: 

 Vol p1 p2 p3 initial value Q 
 1 80 1 5 0.953291E+00 0.000000E+00 
 2 61 4 62 -0.961595E+00 0.000000E+00 
 3 2 24 23 0.959002E+00 0.000000E+00 
 . . . . .  . 
 . . . . .  . 
 . . . . .  . 
 882 26 195 228 0.881321E+00 0.000000E+00 
 883 64 161 194 -0.881584E+00 0.000000E+00 
 884 45 178 211 -0.958611E+00 0.000000E+00 
 
สวนท่ี 4  ขอมูลของตําแหนงเวอเทกซ 
 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของตําแหนงเวอรเทกซ และจํานวนเวอเทกซซ่ึงอยู

ภายในวงเล็บส่ีเหล่ียม [ ⋅ ⋅ ⋅ ] 
 บรรทัดที่สอง คําระบุถึงคาหมายเลขเวอเทกซ  และคําระบุตําแหนงโคออรดิเนตบนแกน 

x  และแกน y  ของเวอเทกซนั้นตามลําดับ 
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 บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเวอเทกซ  และตําแหนงโคออรดิเนตบนแกน x  และแกน y  ของ
เวอเทกซนั้นตามลําดับ 

ตัวอยางเชน: Volume Vertices Coordinates[ 483]: 

 point x-coordinates y-coordinates 
 1 -0.400000E+01 -0.400000E+01 
 2 0.400000E+01 -0.400000E+01 
 3 0.400000E+01 0.400000E+01 
 . . . 
 . . . 
 . . . 
 481 0.196911E+00 -0.265284E+01 
 482 -0.163824E+00 -0.289885E+01 
 483 -0.524876E+00 -0.298916E+01 
 
สวนท่ี 5  ขอมูลของเซลลท่ีอยูบนขอบโดเมนของปญหา 
 บรรทัดแรก คําระบุความหมายของขอบเขต และจํานวนดานท่ีอยูบนขอบโดเมนระบุอยู

ภายในวงเล็บส่ีเหล่ียม [ ⋅ ⋅ ⋅ ] 
 บรรทัดที่สอง คําระบุถึงคาหมายเลขเวอเทกซ  หมายเลขเซลล  และคําระบุถึงประเภทของ

ขอบเขต 
 บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเวอเทกซ  หมายเลขเซลล  และหมายเลขท่ีกําหนดประเภทของ

ขอบเขตน้ัน 

ตัวอยางเชน: Boundary Sides [  80]: 

 p1 p2 volume type 
 1 5 1 0 
 5 6 299 0 
 . . . . 
 . . . . 
 . . . . 
 79 80 39 0 
 80 1 1 0 

หมายเหตุ: ตัวเลขแสดงเง่ือนไขของขอบเขต  กําหนดโดย 

  bound(4,nboun) = 0 หมายถึงขอบเขตท่ีไมไดกําหนดคาตัวแปร φ  
  bound(4,nboun) = 1 หมายถึงขอบเขตท่ีกําหนดคาตัวแปร φ  
 
3.3  รายละเอียดของไฟลขอมูลสงออกท่ีใชกับโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 

 หลังจากโปรแกรมคอมพิวเตอร  FVEM ได ทําการคํานวณส้ินสุดลงแลว  
โปรแกรมจะบันทึกผลการคํานวณลงในไฟลขอมูลสงออก โดยมีรายละเอียดประกอบดวย 3 
สวนยอย ดังนี ้
สวนท่ี 1  ขนาดของปญหา ขอกําหนด และเง่ือนไขในการคํานวณ 
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 บรรทัดแรก คําระบุถึงจํานวนเซลล  จํานวนเวอเทกซ  จํานวนดานท่ีอยูบนขอบของ
โดเมนการคํานวณ  จํานวนคร้ังสูงสุดของการทําซํ้า  จํานวนคร้ังของการ
บันทึกผลการคํานวณ  คําระบุประเภทของเง่ือนไขการบันทึกผลการคํานวณ  
เง่ือนไขการใชขีดจํากัดฟลักซ  และเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความ
ถูกตอง 

 บรรทัดที่สอง จํานวนเซลล  จํานวนเวอเทกซ  จํานวนดานท่ีอยูบนขอบของโดเมนการ
คํานวณ  จํานวนคร้ังสูงสุดของการทําซํ้า  จํานวนคร้ังของการบันทึกผลการ
คํานวณ  เง่ือนไขของการบันทึกผลการคํานวณ  เง่ือนไขการใชขีดจํากัด 
ฟลักซ  และเง่ือนไขการเลือกคํานวณอันดับความถูกตอง 

 
สวนท่ี 2  คาตัวประกอบของการใชชวงเวลา คุณสมบัติของปญหา คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด 
และเวลาส้ินสุดการคํานวณ 

 บรรทัดแรก คําระบุถึงคาตัวประกอบของการใชชวงเวลา  คาสัมประสิทธ์ิของการแพร  
คาสัมประสิทธ์ิของการเกิดปฏิกิริยา  คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด  และ
เวลาส้ินสุดการคํานวณ 

 บรรทัดที่สอง คาตัวประกอบของการใชชวง เวลา   คา สัมประสิทธ์ิของการแพร                
คาสัมประสิทธ์ิของการเกิดปฏิกิริยา  คาการเปล่ียนแปลงนอยท่ีสุด  และ
เวลาส้ินสุดการคํานวณ 

 
สวนท่ี 3  ขอมูลผลการคํานวณซ่ึงระบุบนตําแหนงเวอเทกซ 
 บรรทัดแรก คําระบุถึงคาหมายเลขเวอเทกซ  คําระบุตําแหนงโคออรดิเนตบนแกน x  

และแกน y   และผลการคํานวณท่ีตําแหนงเวอเทกซนั้น 

 บรรทัดตอ ๆ ไป หมายเลขเวอเทกซ  และตําแหนงโคออรดิเนตบนแกน x  และแกน y  และ
ผลการคํานวณท่ีตําแหนงเวอเทกซนั้น 

ตัวอยางเชน:  nvol npoi nbou nstep nwrt iwrt ilim iopt 

   884 483 80 500 10 0 0 10 
   cfl eps k toler time 
 1.00 0.00E+00 0.00E+00 0.10E-05 0.40E+01 
 Point x-coordinates y-coordinates solution 
 1 -0.400000E+01 -0.400000E+01 0.953283E+00 
 2 0.400000E+01 -0.400000E+01 0.959006E+00 
 . . . . 
 . . . . 
 . . . . 
 482 -0.163824E+00 -0.289885E+01 0.890628E+00 
 483 -0.524876E+00 -0.298916E+01 0.898051E+00 



บทที่ 4 

เทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
 
  ในการวิเคราะหปญหาท่ีตองการความถูกตองของผลลัพธสูงจําเปนตองใชเซลลท่ีมี
ขนาดเล็กจํานวนมากในการจําลองรูปรางของปญหาโดยเฉพาะอยางยิ่งในบริเวณท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงของผลลัพธสูงหรือบริเวณที่เกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธซ่ึงลักษณะของผลลัพธ
เชนนี้สามารถพบไดท่ัวไปในปญหาที่มีอิทธิพลของการพาเปนสวนประกอบหลัก  และหากปญหา
เหลานี้มีสนามความเร็วท่ีมีความซับซอนจะทําใหไมสามารถประเมินลักษณะการกระจายตัวของ
ผลลัพธลวงหนากอนท่ีจะทําการวิเคราะหได  การเลือกใชเซลลท่ีมีขนาดเล็กท่ัวทั้งโดเมนของ
ปญหาจะทําใหไดผลลัพธท่ีมีความถูกตองมากข้ึนแตจะใชเวลาในการคํานวณมากรวมถึงส้ินเปลือง
หนวยความจําบนเครื่องคอมพิวเตอรโดยไมจําเปน เปนผลใหการวิเคราะหปญหาท่ีมีขนาดใหญ
หรือมีความซับซอนทําไดลําบากเน่ืองจากขีดจํากัดของเคร่ืองคอมพิวเตอร  ในบทนี้จึงนําเสนอการ
ผนวกเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเพื่อชวยให
สามารถกําหนดขนาดเซลลท่ีเหมาะสมในบริเวณท่ีตองการกอนทําการวิเคราะหได 
 
4.1  หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
  หลักการเบื้องตนของเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติคือการนําผลลัพธจาก
การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและขอมูลเบ้ืองตนของปญหามากําหนดขนาด
ของเซลลท่ีเหมาะสมในการคํานวณคร้ังตอไป  โดยกําหนดใหมีเซลลขนาดเล็กในบริเวณท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงของผลลัพธสูง และใหมีเซลลขนาดใหญในบริเวณท่ีมีการเปล่ียนแปลงของผลลัพธต่ํา  
รูปท่ี 4.1  แสดงแนวคิดสําหรับขนาดของเซลลท่ีเหมาะสม  สมมติวาภายในเซลลท่ีกําลังพิจารณาอยู
นี้มีอัตราการเปล่ียนแปลงของผลลัพธในแนวแกนหลัก X  มากกวาในแนวแกนหลัก Y   ดังนั้น
เซลลท่ีกําลังพิจารณาจึงควรมีขนาดของเซลล 1h  ในแนวแกนหลัก X  ส้ันกวาขนาดของเซลล 2h  
ในแนวแกนหลัก Y  เพื่อใหผลลัพธในแนวแกนหลัก X  ท่ีคํานวณไดมีความถูกตองสูง  ดังนั้นจึง
จําเปนตองคํานวณหาทิศทางแกนหลัก X  และแกนหลัก Y   รวมท้ังหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสม
ในแนวแกนท้ังสอง 
 



25 
 

 
รูปท่ี 4.1  ขนาดของเซลลในแนวแกนหลัก X  และ Y   

 
การคํานวณหาทิศทางแกนหลักดังกลาวอาศัยหลักการของการหาความเคนในแนวแกนหลัก 
(principal stress) ในวิชากลศาสตรของแข็ง (solid mechanics) ท่ีวาสําหรับความเคนในสองมิติ
ใด ๆ ซ่ึงประกอบดวยความเคนตั้งฉาก ,xx yyτ τ  และความเคนเฉือน xyτ  จะมีแนวแกนหลักซ่ึง
สามารถลดรูปความเคนใหเหลือเพียงความเคนต้ังฉากในแนวแกนหลักท้ังสองคือ ,XX YYτ τ  ได 
 
  หลักการดังกลาวเมื่อนํามาใชกับเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติสําหรับ
งานวิจัยนี้ตัวบงช้ีอัตราการเปล่ียนแปลงของผลลัพธคือปริมาณสเกลาร φ   ดังนั้นจึงแทนคาความ

เคนดวยคาอนุพันธอันดับสองของปริมาณสเกลาร φ  ไดแก 
2 2

2 2,
x y
φ φ∂ ∂

∂ ∂
 และ 

2

x y
φ∂

∂ ∂
  คาอนุพันธ

อันดับสองท้ังสามคาจะถูกนํามาคํานวณหาคาในแนวแกนหลักจากสมการ 
 

  
2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1
2 2X x y x y x y

φ φ φ φ φ φ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (4.1) 

  
2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1
2 2Y x y x y x y

φ φ φ φ φ φ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (4.2) 

 
กระบวนการดังกลาวจะถูกคํานวณทุก ๆ ตําแหนงเวอเทกซท่ีอยูภายในแบบจําลองไฟไนต            

วอลุมเอลิเมนต  จากนั้นจึงนําคา 
2

2X
φ∂

∂
 และ 

2

2Y
φ∂

∂
 ท่ีทุก ๆ ตําแหนงมาเปรียบเทียบกันเพื่อหาคา

อนุพันธอันดับสองท่ีมากท่ีสุดของปญหาซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ maxλ  กลาวคือ 

 

   
2 2

2 2,max max
X Y
φ φλ

⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (4.3) 

1h

2h

X

Y

y  

x
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คา maxλ  ท่ีคํานวณไดจะถูกนําไปใชคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมตามตําแหนงตาง ๆ ดังนี ้
 

   
2 2

2 2 2
1 22 2 min maxh h h

X Y
φ φ λ∂ ∂

= =
∂ ∂

 (4.4) 

 
โดยท่ี 1h  คือขนาดของเซลลในแนวแกนหลัก X  และ 2h  คือขนาดของเซลลในแนวแกนหลัก Y   
ดังนั้นหากทําการกําหนดขนาดของเซลลท่ีเล็กท่ีสุด minh   แลวจะสามารถคํานวณหาขนาดของ
เซลลท่ีเหมาะสม 1h  และ 2h  ได 
 
  สมการ(4.4) บงบอกถึงการกําหนดขนาดของเซลลท่ีเล็กท่ีสุด minh  มีความสําคัญ
อยางยิ่งในการปรับขนาดเมช  กลาวคือหากกําหนดคา minh  นอยเกินไปจะกอใหเซลลสามเหล่ียม
จํานวนมากเกินไปในทางกลับกันหากกําหนดคา minh  มากเกินไปก็จะมีจํานวนเซลลสามเหล่ียม
นอยเกินไปซ่ึงอาจสงผลตอความแมนยําในการคํานวณหาผลลัพธ  ดังนั้นการเลือกคาท่ีเหมาะสมจึง
เปนส่ิงท่ีสําคัญมาก  ในทางปฏิบัติยังไมมีวิธีใดท่ีสามารถบอกไดวาคา minh  ท่ีเหมาะสมควรมีคา
เทาใดท้ังนี้ข้ึนกับลักษณะของปญหาและประสบการณของผูทําการวิเคราะห 
  คาอนุพันธอันดับสองของปริมาณสเกลาร φ  ท่ีตําแหนงเวอเทกซตาง ๆ สามารถ
คํานวณไดดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตตามข้ันตอนดังตอไปนี้  ยกตัวอยางหากตองการ

คํานวณหา 
2

2X
φ∂

∂
  ดังนั้นเซลลสามเหล่ียมจะถูกสมมติใหมีการกระจายปริมาณสเกลาร φ  ไปบน

เซลลเปนแบบเชิงเสน กลาวคือ 
 
   ( ) { }vol Nφ φ= ⎢ ⎥⎣ ⎦  (4.5) 

ดังนั้น   ( ) { }vol N
x x

φ
φ

∂ ∂⎢ ⎥= ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
 (4.6) 

 
ซ่ึงมีคาคงท่ีและรูคาบนเซลลนั้น  ในขณะเดียวกันหากมองโดเมนในภาพรวมและสมมติวาคา      
เกรเดียนตของปริมาณสเกลาร φ  มีลักษณะการกระจายแบบแผนเรียบซ่ึงข้ึนอยูกับคาเกรเดียนตท่ี
เวอเทกซของเซลล ดังนี ้
 

   ( )
ˆ

vol N
x x

φ φ∂ ∂⎧ ⎫= ⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦∂ ∂⎩ ⎭
 (4.7) 

โดยท่ี ( )
ˆ

x

φ∂

∂
vol  หมายถึงปริมาณเกรเดียนตของตัวแปร φ  บนโดเมนของการคํานวณ  จากนั้นนํา

สมการ (4.6) ลบออกจากสมการ (4.7)  แลวประยุกตระเบียบวิธีถวงน้ําหนักเศษตกคางจะได 
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   { } ( ) ( )
ˆ

0vol vol

A
N dA

x x

φ φ⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟− =
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫  (4.8) 

 
แทนคาสมการ (4.7) ลงในสมการ (4.8) จะได 
 

   { } { } ( )vol

A A
N N dA N dA

x x

φφ ∂∂⎧ ⎫ =⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ∂ ∂⎩ ⎭∫ ∫  (4.9) 

   [ ] { } ( )vol

A
M N dA

x x

φφ ∂∂⎧ ⎫ =⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭ ∫  (4.10) 

 
โดยท่ี [ ]M  คือเมตริกซมวลแบบนัย  สมการ (4.10) เปนสมการของเซลลแตละเซลลดังนั้นจึงตอง
ทําการคํานวณสําหรับทุก ๆ เซลลแลวรวมข้ึนเปนระบบสมการรวมใหญเพื่อหาคาเกรเดียนตของ
ปริมาณ φ  ท่ีตําแหนงเวอเทกซ  อนึ่งระบบสมการรวมใหญสามารถทําการแกระบบสมการได
โดยงายหากแปลงเมตริกซมวลแบบนัยใหอยูในรูปของเมตริกซมวลแบบรวมตัวกันท่ีตําแหนง    
เวอเทกซดังสมการ (2.22) 
 
  การคํานวณหาคาอนุพันธอันดับสองสามารถดําเนินไปในแนวทางเดียวกัน
กลาวคือ หลังจากทราบคาอนุพันธอันดับหนึ่งท่ีตําแหนงเวอเทกซแลวสามารถคํานวณหาคาอนุพันธ
อันดับสองไดจาก 
 

   ( )
2

2
vol N

x x x

φ φ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎧ ⎫= ⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎩ ⎭
 (4.11) 

 
สมมติวาคาอนุพันธอันดับสองของปริมาณสเกลาร φ  บนเซลลนั้นมีลักษณะการกระจายแบบเชิง
เสนซ่ึงข้ึนอยูกับคาอนุพันธอันดับสองท่ีเวอเทกซของเซลล ดังนี้ 
 

   ( )
2 2

2 2

ˆ
vol N

x x

φ φ∂ ⎧ ⎫∂
= ⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦∂ ∂⎩ ⎭

 (4.12) 

 
ดังนั้นคาอนุพันธอันดับสองของปริมาณ φ  ท่ีตําแหนงเวอเทกซจะสามารถคํานวณไดจาก 
 

   { } { } ( )
22

2 2
vol

A A
N N dA N dA

x x

φφ ∂⎧ ⎫∂
=⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ∂ ∂⎩ ⎭

∫ ∫  (4.13) 

   [ ] { } ( )
22

2 2
vol

A
M N dA

x x

φφ ∂⎧ ⎫∂
=⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭
∫  (4.14) 
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สําหรับข้ันตอนในการหาคา 
2

2y
φ∂

∂
 และ 

2

x y
φ∂

∂ ∂
 สามารถคํานวณไดในทํานองเดียวกัน 

 
4.2  โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
  การประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับไฟไนตวอลุมเอลิเมนต
โปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อวิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาท่ีอยูในสภาวะไมคงตัว
สองมิตินี้จะมีโปรแกรมสําคัญท่ีเกี่ยวของจํานวน 2 โปรแกรมคือ โปรแกรม FVEM และโปรแกรม 
FEMESH  โดยท่ีโปรแกรม FEMESH ซ่ึงไดถูกพัฒนาข้ึนโดย รศ. ดร. สุทธิศักดิ์  พงศธนาพาณิช
จะทําหนาท่ีสรางแบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนต  หาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสม  และแสดงผล
ทางดานกราฟก   การทํางานรวมกันระหวางโปรแกรม FVEM และโปรแกรม FEMESH 
จํา เปนตองอาศัยโปรแกรมแปลงขอมูลใหอยู ในรูปของขอมูลนํา เขา ท่ีสามารถใชไดกับ
โปรแกรมหลักดังกลาวนั่นคือ  โปรแกรม  FEM_FVE และโปรแกรม  FVE_FEM  โดยมี
รายละเอียดของโปรแกรมตามลําดับข้ันตอนการทํางานดังนี้ 
 
 (1)  โปรแกรม FEMESH เปนโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาทางดานไฟไนต          
เอลิเมนตตาง ๆ  ในงานวิจัยนี้จะใชโปรแกรม FEMESH ในการสรางแบบจําลองไฟไนตวอลุม    
เอลิเมนตและแสดงผลลัพธในรูปของกราฟก  ตลอดจนคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมใน
ข้ันตอนของการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
 (2)  โปรแกรม FEM_FVE เปนโปรแกรมสําหรับอานขอมูลเบ้ืองตนของปญหาท่ีไดจาก
โปรแกรม FEMESH แลวทําการแปลงขอมูลเหลานี้เพื่อใหอยูในรูปของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับ
ใชในโปรแกรม FVEM  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขามีรายละเอียดดังท่ีไดกลาวมาแลวในหัวขอ 
3.2  และรายละเอียดของโปรแกรม FEM_FVE แสดงไวในภาคผนวก ข. 
 (3)  โปรแกรม FVEM เปนโปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การ
เกิดปฏิกิริยาท่ีอยูในสภาวะไมคงตัวสองมิติ  ผลลัพธจากการคํานวณดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้
ไดอธิบายรายละเอียดอยูในหัวขอ 3.3 

 (4)  โปรแกรม FVE_FEM เปนโปรแกรมสําหรับแปลงผลลัพธท่ีไดจากโปรแกรม 
FVEM เพื่อใหอยูในรูปของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับใชในโปรแกรม FEMESH โดยมีรายละเอียด
แสดงไวในภาคผนวก ค. 
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4.3  ขั้นตอนการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
  ข้ันตอนในการประยุกตเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเพื่อวิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาสามารถแสดงไดดังรูป
ท่ี 4.2 โดยมีรายละเอียดของข้ันตอนแตละข้ันตอน ดังตอไปนี ้
 
 ขั้นตอนท่ี 1 ใชโปรแกรม FEMESH สรางโดเมนของปญหาและสรางแบบจําลอง     
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดสม่ําเสมอท่ัวท้ังโดเมนของปญหา  
จากนั้นจึงกําหนดเง่ือนไขขอบเขตของปญหา 
 ขั้นตอนท่ี 2 ใชโปรแกรม FEM_FVE อานขอมูลเบ้ืองตนของปญหาท่ีไดจากโปรแกรม 
FEMESH ในข้ันตอนท่ี 1  แลวจึงแปลงขอมูลเหลานี้ใหอยูในรูปของไฟลขอมูลนําเขาท่ีสามารถใช
กับโปรแกรม FVEM ไดพรอมท้ังกําหนดเง่ือนไขเร่ิมตนของปญหา 
 ขั้นตอนท่ี 3 ใชโปรแกรม FVEM วิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาดังท่ี
ไดกลาวมาแลวในบทที่ 3 

 ขั้นตอนท่ี 4 ใชโปรแกรม FVE_FEM นําผลลัพธท่ีไดจากข้ันตอนท่ี 3 แปลงเปนขอมูล
นําเขาสําหรับใชในโปรแกรม FEMESH 

 ขั้นตอนท่ี 5 ใชโปรแกรม FEMESH  เพื่อแสดงผลลัพธในรูปของกราฟกและทําการ
ปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ  ในข้ันตอนนี้ผูใชโปรแกรมจะทําการกําหนดขนาดของเซลลท่ีมีขนาด
ใหญท่ีสุดและเล็กท่ีสุด  หลังจากท่ีไดรูปแบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตใหมแลวจึงทําการ
กําหนดเง่ือนไขขอบเขตบนแบบจําลองท่ีได 
 ขั้นตอนท่ี 6 ทําข้ันตอนท่ี 2 และข้ันตอนท่ี 3 ซํ้าอีกคร้ัง  เปรียบเทียบผลลัพธคร้ังใหมกับ
ผลลัพธในคร้ังกอนหากพบวาผลตางระหวางผลลัพธท้ังสองคร้ังมีคาสูงแสดงวาขนาดของเซลลท่ี
ทําการปรับยังมีขนาดไมเหมาะสม  จะตองนําผลลัพธในครั้งหลังนี้ไปทําการปรับขนาดซํ้าใหมใน
ข้ันตอนท่ี 4 และ 5 ตามลําดับ  กระบวนการทําซํ้าเชนนี้จะทําเร่ือยไปจนกวาผลตางระหวางผลลัพธ
มีคานอยมากหรือมีคาเปนศูนย 
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รูปท่ี 4.2 ลําดับข้ันตอนการประยุกตเทคนคิการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
 
 
 
 
 
 
 
 

ผลตางมีคานอย 

ผลตางมีคาสูง 

สรางแบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมตนดวยโปรแกรม FEMESH 

แปลงขอมูลใหอยูในรูปไฟลขอมูลนําเขาสําหรับ

โปรแกรม FVEM 

วิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกดิปฏิกิริยาดวยโปรแกรม FVEM 

คํานวณผลตางของผลลัพธ 

ส้ินสุดการทํางาน 

ปรับขนาดเมชดวยโปรแกรม FEMESH 

แปลงขอมูลใหอยูในรูปไฟลขอมูลนําเขาสําหรับ

โปรแกรม FEMESH 

แปลงขอมูลใหอยูในรูปไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม FVEM 
และวเิคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยา 
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4.4  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม FEMESH 

  ลักษณะของไฟลขอมูลนําเขาสําหรับโปรแกรม FEMESH เพื่อใชสําหรับการ
ปรับขนาดเมช  มีรายละเอียดแบงได 2 สวน ประกอบดวย 

 สวนท่ี 1  สวนคําส่ัง (command section) ประกอบดวยขอมูลตาง ๆ ท่ีจําเปนในการ
ตรวจสอบความสอดคลองกันระหวางไฟลขอมูลนําเขากับรูปแบบไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีสรางข้ึน 
ดังตัวอยางสวนคําส่ังของไฟล ‘square00.out’ ในรูปท่ี 4.3 
  OUT_FILE_VERSION=1.0 
  TITLE=FVE MODEL FOR ANALYSIS SQUARE PULSE FLOW 
  SUBTITLE=  
  DATE=03-SEP-2552  13:38:27 
  SOL=17 
  SOLVER_ID=0 
  PROBLEMID=32118089 
  SOLVERSTART=03-Sep-09 13:38:28 
   SOLVEREND=03-Sep-09 13:38:28 
  BANDWIDTH=0 
  REMESH_HMIN=0.155435 
  REMESH_HMAX=0.572233 
  END=CMD 

 
รูปท่ี 4.3  สวนคําส่ังของไฟล ‘square00.out’ 

 
 สวนท่ี 2  สวนผลลัพธ (solution section) ประกอบดวยคําระบุความหมายของผลลัพธท่ี
ตําแหนงเวอเทกซโดยในโปรแกรมนี้จะใชคําวา node และจํานวนเวอเทกซซ่ึงอยูภายในวงเล็บ
ส่ีเหล่ียม [ ⋅ ⋅ ⋅ ]  บรรทัดตอ ๆ ไปประกอบดวยคาผลลัพธท่ีคํานวณไดท่ีตําแหนงเวอเทกซ  ไดแก
หมายเลขเวอเทกซ  คาของปริมาณสเกลาร φ  ซ่ึงในโปรแกรมนี้จะใชแทนดวยคาความเร็วใน
แนวแกนท้ังสอง   คาความดัน   และขนาดของเซลล  ดัง ตัวอย างสวนผลลัพธของไฟล 
‘square00.out’ ในรูปท่ี 4.4 
 
  NODAL VALUES SOLUTIONS [ 2115]: 
 
  NODE               U               V               P               H 
     1    0.000000E+00    0.100000E+01    0.000000E+00    0.373623E-01 
     2    0.000000E+00    0.100000E+01    0.697046E+01    0.334475E-01 
     3    0.000000E+00    0.100000E+01    0.123201E+02    0.255858E-01 
     .         .               .               .               . 
     .         .               .               .               . 
     .         .               .               .               . 
  2113   -0.365409E-04    0.129184E+00    0.769451E+01    0.388770E-01 
  2114   -0.115609E+00    0.799870E-01    0.471185E+01    0.388770E-01 
  2115   -0.957387E-02    0.552366E-01    0.146448E+01    0.388770E-01 
 

รูปท่ี 4.4  สวนผลลัพธของไฟล ‘square00.out’ 



บทที่ 5 

การตรวจสอบความถกูตองของโปรแกรม FVEM และการวิเคราะหปญหา 

โดยใชเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
 
  ในบทนี้จะนําเสนอการใชไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอร FVEM 
มาวิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาในสถานะไมอยูตัว  โดยจะวิเคราะหปญหา
เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรง  และเปรียบเทียบกับวิธีผลตางอัปวินด (upwind differencing 

scheme; UDS) ซ่ึงเปนระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมวิธีหนึ่ง  หรือวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-      
กาเลอรคิน (streamline upwind Petrov-Galerkin method; SUPG) ซ่ึงเปนระเบียบวิธีไฟไนต   
เอลิเมนตวิธีหนึ่งเพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีไดประดิษฐข้ึน  ในการ
วิเคราะหจะใชเซลลท่ีมีขนาดสม่ําเสมอและวางตัวอยางเปนระเบียบท่ัวท้ังโดเมนของปญหา  ปญหา
ท่ีทําการวิเคราะหท้ังส้ิน 7 ปญหา ไดแก 
 
 1. ปญหาการไหลเปนข้ันในแนวเฉียง (the oblique step problem) 
 2. ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม (the square pulse flow in a 

square domain problem) 
 3. ปญหาการหมุนครบรอบของพัลสแบบเกาสเซียน (rotation of Gaussian pulse 

problem) 
 4. ปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิต่ํา (mixing of 

hot with cold front problem) 
 5. ปญหาของสมิทและฮัตตัน (Smith and Hutton problem) 

 6. ปญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกท่ีถูกเซาะรอง (rotation of slotted 
cylinder problem) 

 7. ปญหาการไหลที่ มีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลาร เควิคส  (Smolarkiewicz’s 
deformational flow problem) 

 
  จากนั้นจึงนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตแบบปรับขนาดไดซ่ึงเปนการ
นําเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติมาผนวกเขากับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต  และ
นํามาวิเคราะหปญหาท่ีมีผลจากการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาในสถานะไมอยูตัวท่ีแตกตางกัน
ท้ังส้ิน 7 ปญหา ไดแก 
 
 1. ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม (the square pulse flow in a 

square domain problem) 
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 2. ปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิต่ํา (mixing of 
hot with cold front problem) 

 3. ปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ (boundary layer problem) 

 4. ปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียงเนื่องจากผลของการพา-การเกิดปฏิกิริยา (oblique 
inflow convection-reaction problem) 

 5. ปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม (corner layer problem) 

 6. ปญหาการพาของเนินเขารูปไซน (advection of sine hill problem) 

 7. ปญหาของสมิทและฮัตตัน (Smith and Hutton problem) 
 
5.1  การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร 
  ในหัวขอนี้การวิ เคราะหปญหาเพื่อตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม
คอมพิวเตอร FVEM จะทําการวิเคราะหปญหาบนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัส  โดยเร่ิมจากการสราง
แบบจําลองทางการคํานวณซ่ึงประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดเทา ๆ กันจํานวน 32,768 
เซลล ( 1/128x yΔ = Δ = ) ถูกวางตัวอยางเปนระเบียบบนโดเมนของการคํานวณ  แบบจําลอง
ดังกลาวไดนํามาใชวิเคราะหปญหาเพ่ือเปรียบเทียบผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีไฟไนตวอลุม    
เอลิเมนตและวิธีผลตางอัปวินดกับผลเฉลยแมนตรงท้ังส้ิน 7 ปญหา ไดแก 
 
 5.1.1  ปญหาการไหลเปนขั้นในแนวเฉียง (the oblique step problem) [24] 

  ปญหาการไหลเปนข้ันในแนวเฉียง (the oblique step problem) เปนปญหา
เบ้ืองตนท่ีนิยมใชสําหรับตรวจสอบความถูกตองของระเบียบวิธีท่ีนําเสนอและโปรแกรม
คอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน  เนื่องจากปญหาน้ีเปนปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพาอยางเดียว (pure 

convection problem) ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธยอยท่ีนํามาใชวิเคราะหปญหาจะลดรูปลง นั่นคือ 
 

  ( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.1) 

 
เม่ือกําหนดใหเง่ือนไขขอบเขตทางเขาของปญหามีลักษณะเปนข้ันบันไดจึงทําใหมีความไมตอเนื่อง
ของผลลัพธเกิดข้ึน  รูปแบบของปญหาเปนการไหลในโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัส ( ) ( )0,0 1,1Ω = ×  ดัง
แสดงใน รูปท่ี 5.1  โดยการไหลเกิดข้ึนในแนวเฉียงทํามุม 30 องศามาจากสนามความเร็วซ่ึงมี
คาคงที่เทากับ ( ) ( )cos / 6 sin / 6v i jπ π= +   เง่ือนไขคาเร่ิมตนของการคํานวณกําหนดให 

( )0 , 0x yφ =  ตลอดท่ัวท้ังโดเมน และเง่ือนไขขอบเขตท่ีดานซายมือและดานลางของโดเมน
กําหนดโดย 
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 ( ) 1, 0, 0.15
, ,

0,  otherwise
x y

x y tφ
= ≥⎧

= ⎨
⎩

 (5.2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปท่ี 5.1  ลักษณะของปญหาการไหลเปนข้ันในแนวเฉียง 

 
  ปญหาดังกลาวถูกนํามาตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีได
ประดิษฐข้ึน  โดยเร่ิมจากสรางแบบจําลองทางการคํานวณซ่ึงประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมขนาด
เทา ๆ กันจํานวน 32,768 เซลล ( 1/128x yΔ = Δ = )  ลักษณะการกระจายตัวของผลลัพธจากการ
คํานวณดวยวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเปรียบเทียบกับวิธีผลตางอัปวินดแสดงไดในรูปของเสนช้ัน  
2 มิติและแถบชั้นสี 3 มิติดังรูปท่ี 5.2-5.3 ตามลําดับ  และเม่ือนําผลการคํานวณท่ีทางออกทางขอบ
ขวาของโดเมนมาเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.4  พบวาระเบียบวิธีไฟไนต 
วอลุมเอลิเมนตใหผลการคํานวณท่ีมีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงมากกวาผลการคํานวณจาก
ระเบียบวิธีผลตางอัปวินด 
 
 
 

0.15 

v  
0.85 

1.00

0φ =  

0φ =  

0φ =  
x  

y
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 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.2  เสนช้ันแสดงการกระจายตัวสําหรับปญหาการไหลเปนข้ันในแนวเฉียง 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.3  แถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวสําหรับปญหาการไหลเปนข้ันในแนวเฉียง 
 

 

 
 
 
รูปท่ี 5.4  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีผลตางอัปวินดและ

วิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตสําหรับปญหาไหลเปนข้ันในแนวเฉียง 
 

Exact
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 5.1.2  ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม (the square pulse flow in a 
square domain problem) [25] 
  ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม (the square pulse flow in 

a square domain problem) เปนปญหาท่ีเกี่ยวกับการพาอยางเดียว (pure convection problem)  
สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหปญหาคือ 
 

 ( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.3) 

 
รูปแบบของปญหากําหนดใหพัลสรูปส่ีเหล่ียมขนาด 1φ =  ไหลเขาบริเวณขอบดานลางของโดเมน
ส่ีเหล่ียมจัตุรัส ( ) ( )0,0 1,1Ω = ×  ดังแสดงในรูปท่ี 5.5  การไหลเกิดข้ึนเนื่องจากสนามความเร็วซ่ึง
กําหนดใหมีคาเทากับ ( )1v x i y j= + −   โดยสนามความเร็วนี้จะพาพัลสส่ีเหล่ียมใหเคล่ือนท่ีใน
แนวเสนโคงออกไปทางขอบขวามือของโดเมน  เง่ือนไขคาเร่ิมตนของการคํานวณกําหนดให 

( )0 , 0x yφ =  ตลอดท่ัวท้ังโดเมน และเง่ือนไขขอบเขตท่ีดานลางของโดเมนกําหนดโดย 
 

 ( ) 1, 0.4 0.6 0
, ,

0,
x y

x y tφ
≤ ≤ =⎧

= ⎨
⎩          

,
otherwise  (5.4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.5  ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม 
 
  ปญหาดังกลาวถูกนํามาวิเคราะหโดยเร่ิมจากใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลล
สามเหล่ียมขนาดเทา ๆ กันจํานวน 32,768 เซลล  ลักษณะการกระจายตัวของผลลัพธจากการ
คํานวณแสดงไดดังรูปท่ี 5.6  และเม่ือนําผลการคํานวณท่ีทางออกทางขอบขวาของโดเมนมา

v  1.0

0.4

1φ =  0φ =  0φ =  
x  

y  

0.40.2
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เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.7  พบวาผลลัพธท่ีคํานวณไดจากระเบียบวิธี   
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตมีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงมากกวาผลการคํานวณจากระเบียบวิธี
ผลตางอัปวินด 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.6  การกระจายตัวของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียม 
 

 
 
 

รูปท่ี 5.7  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีผลตางอัปวินดและ
วิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตสําหรับปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียม 

 
 5.1.3  ปญหาการหมุนครบรอบของพัลสแบบเกาสเซียน (rotation of Gaussian 
pulse problem) [17] 
  ปญหาการหมุนครบรอบของพัลสแบบเกาสเซียน (rotation of Gaussian pulse 

problem) เปนอีกหนึ่งปญหาท่ีนิยมใชทดสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร  โดเมน
ของปญหาน้ีเปนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุ รัส  ( ) ( )0.5, 0.5 0.5,0.5Ω = − − ×   รูปแบบของปญหา
กําหนดใหเง่ือนไขคาเร่ิมตนมีพัลสแบบเกาสเซียนซ่ึงมีจุดศูนยกลางอยูทางดานซายมือของโดเมนท่ี
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ตําแหนงโคออรดิเนต ( )0.25,0−   เม่ือเวลาผานไปสนามความเร็วขนาด 4 4v y i x j= − +  จะพา
ใหพัลสนี้เคล่ือนท่ีในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจนครบ 1 รอบกลับมาท่ีตําแหนงเดิม โดยใชเวลา
ท้ังส้ินเทากับ / 2π   ปญหาดังกลาวสามารถคํานวณหาผลเฉลยแมนตรงท่ีเวลาใด ๆ ไดดังนี้ 
 

   ( ) ( )2 22

2 2, , exp
x y

x y t
t t

σφ
σ ε σ ε

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

0.252
2 4 2 4  (5.5) 

 
โดยท่ี 0.0447σ =   ดังนั้น เง่ือนไขคาเร่ิมตนของปญหาจึงมีคาเทากับ 
 

   ( ) ( )2 2

0 2, exp
x y

x yφ
σ

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0.25
2  (5.6) 

 
  การวิเคราะหปญหาสามารถแบงลักษณะของปญหาออกเปน 2 กรณี คือ 

 (1)  ปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพาอยางเดียว (pure convection problem) ซ่ึงกําหนดให
สัมประสิทธ์ิของการแพรมีคาเทากับศูนย ( )0ε =  สมการเชิงอนุพัธยอยที่ใชสําหรับวิเคราะหคือ 
 

 ( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.7) 

 
 (2)  ปญหาท่ีการพามีอิทธิพลตอการไหลมากกวาการแพร (convection-dominated 

diffusion problem) ซ่ึงกําหนดใหสัมประสิทธ์ิของการแพรมีคาเทากับ 410ε −=  สมการเชิง
อนุพันธยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหคือ 
 

 ( ) ( ) 0
u v

t x y x x y y
φ φφ φ φε ε

∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.8) 

 
  ผลเฉลยแมนตรงเม่ือพัลสหมุนครบ 1 รอบหากเปนการไหลท่ีมีคาสัมประสิทธ์ิ
ของการแพรเทากับ 410ε −=  พบวาความสูงของพัลสมีคาเทากับ 0.864φ =  ซ่ึงมีคาลดลง
เนื่องมาจากการแพร  ผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและวิธีผลตางอัปวินดข
องปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพาอยางเดียว ( )0ε =  แสดงไดในรูปของเสนช้ัน 2 มิติและแถบช้ันสี 3 
มิติดังรูปท่ี 5.8-5.9 ตามลําดับ  เม่ือนําคาท่ีคํานวณไดบนเสนกึ่งกลางโดเมน 0y =  มาพล็อต
เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.10  พบวาคาท่ีคํานวณไดจากวิธีไฟไนตวอลุม 
เอลิเมนตมีคาสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงและมีความถูกตองมากกวาวิธีผลตางอัปวินดมาก 
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 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 
รูปท่ี 5.8  เสนช้ันแสดงการกระจายตัวสําหรับปญหาการไหลของพัลสแบบเกาสเซียน ( )0ε =  

 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 
รูปท่ี 5.9  แถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวสําหรับปญหาการไหลของพัลสแบบเกาสเซียน ( )0ε =  
 

 
 
 
 

รูปท่ี 5.10  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณบนเสนกึ่งกลาง 0y =  
สําหรับปญหาการไหลของพลัสแบบเกาสเซียน ( )0ε =  

 

φ  
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  สําหรับผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและวิธีผลตาง       
อัปวินดสําหรับปญหาท่ีการพามีอิทธิพลตอการไหลมากกวาการแพร  ซ่ึงกําหนดใหสัมประสิทธ์ิ
ของการแพรมีคาเทากับ 410ε −=  สามารถแสดงผลการคํานวณในรูปแบบของเสนช้ัน 2 มิติและ
แถบช้ันสี 3 มิติดังรูปท่ี 5.11-5.12 ตามลําดับ  และเม่ือนําคาท่ีคํานวณไดบนเสนกึ่งกลางโดเมน 

0y =  มาพล็อตเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.13  พบวาคาท่ีคํานวณไดจาก
วิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตมีคาสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงและมีความถูกตองมากกวาวิธีผลตาง   
อัปวินดเชนเดียวกัน 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 
รูปท่ี 5.11  เสนช้ันแสดงการกระจายตัวของปญหาการไหลของพัลสแบบเกาสเซียน ( )410ε −=  

 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 
รูปท่ี 5.12  แถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของปญหาการไหลของพัลสแบบเกาสเซียน ( )410ε −=  
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รูปท่ี 5.13  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณบนเสนกึ่งกลาง 0y =  
สําหรับปญหาการไหลของพลัสแบบเกาสเซียน ( )410ε −=  

 
 5.1.4  ปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิต่ํา 
(mixing of hot with cold front problem) [17] 
  ปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิต่ํ า 
(mixing of hot with cold front problem) เปนปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพาอยางเดียว สมการเชิง
อนุพันธยอยสําหรับใชในการวิเคราะหคือ 
 

 

( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.9) 

 
โดเมนของปญหาท่ีใชในการวิเคราะหเปนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด ( ) ( )4, 4 4, 4Ω = − − ×   
รูปแบบของปญหาในตอนเร่ิมตนมีลักษณะเปนเสนช้ันของอุณหภูมิโดยมีอุณหภูมิสูงสุดท่ีขอบ
ดานลางของโดเมนและมีอุณหภูมิต่ําสุดท่ีขอบบนของโดเมน  ดังแสดงในรูปท่ี 5.14  สมการแสดง
เง่ือนไขคาเร่ิมตนของปญหาคือ 
 

 ( ),0 tanh
2
yx yφ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (5.10) 
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รูปท่ี 5.14  เสนช้ันแสดงคาเง่ือนไขเร่ิมตนของปญหาการไหลผสมกัน 

ในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 
 
กําหนดใหสนามความเร็วมีคาเทากับ 
 

 t tf fy xv i j
r f r f

= − +
max max

 (5.11) 

 

โดยท่ี 2 2r x y≡ +  , 0.385maxf =  และ ( )
( )t

r
f

r
= 2

tanh
cosh

 

 
  เม่ือเวลาผานไปสนามความเร็วนี้จะกอใหเกิดการไหลผสมกันในลักษณะหมุนวน
โดยมีจุดศูนยกลางอยูท่ีตําแหนงกึ่งกลางของโดเมน ( )0,0   ผลเฉยแมนตรงสําหรับปญหานี้ท่ีเวลา 

4t =  แสดงไดดังรูปท่ี 5.15  และมีคาเทากับ 
 

 ( ) 4 4, ,4 tanh cos sin
2 0.385 2 0.385

t tf fy xx y
r r

φ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (5.12) 

 
ผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตและวิธีผลตางอัปวินดสามารถแสดงผลการ
คํานวณในรูปแบบของเสนช้ัน 2 มิติและแถบช้ันสี 3 มิติดังรูปท่ี 5.16-5.17 ตามลําดับ  เม่ือนําคาท่ี
คํานวณไดบนเสนกึ่งกลางโดเมน 0y =  มาพล็อตเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงใน    
รูปท่ี 5.18  พบวาคาท่ีคํานวณไดจากวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตมีคาสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรง
และมีความถูกตองมากกวาวิธีผลตางอัปวินดเชนเดียวกัน 
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รูปท่ี 5.15  ผลเฉลยแมนตรงสําหรับปญหาการไหลผสมกัน                                                           

ในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 
 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.16  เสนช้ันแสดงผลลัพธจากการคํานวณของปญหาการไหลผสมกัน                                 
ในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 

 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.17  แถบช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณของปญหาการไหลผสมกัน                              
ในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 
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รูปท่ี 5.18  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณบนเสนกึ่งกลาง 0y =  

สําหรับปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 
 
 5.1.5  ปญหาของสมิทและฮัตตนั (Smith and Hutton problem) [5] 

 ปญหาของสมิทและฮัตตัน (Smith and Hutton problem) เปนปญหาที่เกี่ยวของกับการ
พาอยางเดียว  ดังนั้นสมการเชิงอนุพันธยอยสําหรับการวเิคราะหปญหาคือ 
 

 

( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.13) 

 
โดเมนในการคํานวณเปนโดเมนส่ีเหล่ียมผืนผาขนาด ( ) ( )1,0 1,1Ω = − ×  การไหลเกิดข้ึนเนื่องจาก
สนามความเร็วซ่ึงกําหนดใหมีคาเทากับ ( ) ( )2 22 1 2 1v y x i x y j= − − −   เง่ือนไขขอบเขตมี

ลักษณะเปนข้ันบันไดถูกกําหนดท่ีขอบลางซายของโดเมนและสนามความเร็วน้ีจะพาใหตัวแปร φ  
เคล่ือนท่ีในแนวเสนโคงออกไปทางขอบลางขวาของโดเมนในลักษณะตามเข็มนาฬิกาดังแสดงใน
รูปท่ี 5.19  เง่ือนไขคาเร่ิมตนของการคํานวณกําหนดให ( )0 , 0x yφ =  ตลอดท่ัวท้ังโดเมน  
 
 ปญหาดังกลาวถูกนํามาวิ เคราะหโดยใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลล
สามเหล่ียมขนาดเทา ๆ กันแบบไรระเบียบจํานวน 6,400 เซลล ( )80, 40x yΔ = Δ =   ลักษณะการ
กระจายตัวของผลลัพธจากการคํานวณเมื่อเปรียบเทียบกับระเบียบวิธีสตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ- 
กาเลอรคิน (SUPG) แสดงในรูปท่ี 5.20  และเม่ือนําผลการคํานวณท่ีทางออกของโดเมนมาพล็อต
เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.21  พบวาผลลัพธท่ีคํานวณไดจากระเบียบวิธี

Exact 
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ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตมีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงมากกวาผลการคํานวณจากระเบียบวิธี
สตรีมไลนอัปวินดเพทรอฟ-กาเลอรคิน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.19  ปญหาของสมิทและฮัตตัน 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.20  เสนช้ันแสดงการกระจายตัวของปญหาของสมิทและฮัตตัน 
 

 
 
 

รูปท่ี 5.21  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณ 

สําหรับปญหาของสมิทและฮัตตัน 

0φ =  

v  
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 5.1.6  ปญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกท่ีถูกเซาะรอง (rotation of slotted 
cylinder problem) [26] 
 ปญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกท่ีถูกเซาะรอง (rotation of slotted cylinder 

problem) เปนปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพา  สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหคือ 

 

( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.14) 

โดเมนของปญหาน้ีเปนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัส ( ) ( )0,0 1,1Ω = ×   รูปแบบของปญหากําหนดให
เง่ือนไขคาเร่ิมตนมีทรงกระบอกซ่ึงถูกเซาะรองมีจุดศูนยกลางอยูท่ีตําแหนงกึ่งกลางโดเมนดังแสดง
ในรูปท่ี 5.22  เม่ือเวลาผานไปสนามความเร็วขนาด ( ) ( )0.5 0.5v y i x j= − + −  จะพาให
ทรงกระบอกน้ีเคล่ือนท่ีในทิศทางตามเข็มนาฬิกาจนครบรอบกลับมาท่ีตําแหนงเดิมโดยใชเวลา
เทากับ 2π   ปญหาดังกลาวมีเง่ือนไขเร่ิมตนคือ 
 

  ( ) ( ) ( )( )
0

1, 0.15 0.5 0.025 0.5 0.1
,

0,                               otherwise

r x y
x yφ

⎧ ≤ ∩ − ≥ ∪ − ≥⎪= ⎨
⎪⎩

 (5.15) 

 
โดยท่ี ( ) ( )2 22 0.5 0.5r x y= − + −  การคํานวณใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลลสามเหล่ียม
ขนาดเทา ๆ กันจํานวน 32,768 เซลล ( )1/128x yΔ = Δ =  และแบบจําลองขนาด 131,072 เซลล 

( )1/ 256x yΔ = Δ =   ผลเฉลยแมนตรงและผลลัพธจากการคํานวณโดยใชแบบจําลองท้ังสอง
ขนาดแสดงผลเปนแถบช้ันสี 3 มิติดังรูปท่ี 5.23-5.25 ตามลําดับ  ผลการคํานวณพบวาระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนตใหผลลัพธใกลเ คียงกับผลเฉลยแมนตรงแตตองใชแบบจําลองซ่ึง
ประกอบดวยเซลลขนาดเล็กเปนจํานวนมาก 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.22  ปญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกท่ีถูกเซาะรอง 
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x  
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รูปท่ี 5.23  ผลเฉลยแมนตรงของปญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกท่ีถูกเซาะรอง 
 

   
 
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.24  แถบช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณของปญหาการหมุนครบรอบของ 
ทรงกระบอกที่ถูกเซาะรอง ( )1/128x yΔ = Δ =  

 

   
 
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.25  แถบช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณของปญหาการหมุนครบรอบของ 
ทรงกระบอกที่ถูกเซาะรอง ( )1/ 256x yΔ = Δ =  
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 5.1.7  ปญหาการไหลท่ีมีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส (Smolarkiewicz’s 
deformational flow problem) [27] 
  ปญหาการไหลท่ีมีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส (Smolarkiewicz’s 

deformational flow problem) เปนปญหาท่ีเกี่ยวของกับการพา  สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีใช
สําหรับวิเคราะหคือ 
 

 

( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.16) 

 
โดเมนของปญหาน้ีเปนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด ( ) ( )0,0 100,100Ω = ×   เง่ือนไขคาเร่ิมตน
ของปญหาเปนรูปทรงกรวยความสูง 1 หนวยและรัศมี 15 หนวยมีจุดศูนยกลางอยูท่ีตําแหนง
กึ่งกลางโดเมนดังแสดงในรูปท่ี 5.26  สนามความเร็วสําหรับปญหานี้มีคาเทากับ 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )sin sin cos cosv Ak kx ky i Ak kx ky j= +  (5.17) 
 

โดยท่ี 4 , 8k A
L
π

= =  และ 100L =  แทนขนาดของโดเมนการคํานวณ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.26  ปญหาการไหลท่ีมีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส 
 
 การคํานวณใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมขนาดเทา ๆ กันจํานวน 
32,768 เซลล ( )1/128x yΔ = Δ =  และแบบจําลองขนาด 131,072 เซลล ( )1/ 256x yΔ = Δ =   
โดยทําการคํานวณจนถึงเวลา 52.752t =   ผลลัพธจากการคํานวณโดยใชแบบจําลองท้ังสองขนาด

1.0

x  

y

1.0
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แสดงดังรูปท่ี 5.27-5.28 ตามลําดับ  เม่ือนําผลการคํานวณท่ีไดท่ีบริเวณคร่ึงซายของเสนกึ่งกลาง
ของโดเมนมาพล็อตเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงในรูปท่ี 5.29  พบวาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม
เอลิเมนตใหผลลัพธใกลเคียงกับผลเฉลยแมนตรงแตยังคงตองใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลล
ขนาดเล็กเปนจํานวนมาก 

 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.27  เสนช้ันแสดงผลลัพธจากการคํานวณของ 
ปญหาการไหลท่ีมีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส ( )1/128x yΔ = Δ =  

 
 

   
 (ก)  วิธี UDS (ข)  วิธี FVEM 

รูปท่ี 5.28  เสนช้ันแสดงผลลัพธจากการคํานวณของ 
ปญหาการไหลท่ีมีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส ( )1/ 256x yΔ = Δ =  
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รูปท่ี 5.29  กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแมนตรงกับผลลัพธจากการคํานวณ 

สําหรับปญหาการไหลที่มีการเปล่ียนรูปทรงของสโมลารเควิคส 
 
5.2  การวิเคราะหปญหาโดยใชเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ 
  หลังจากท่ีไดทําการตรวจสอบความถูกตองของไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรม
คอมพิวเตอรจนเกิดความมั่นใจแลว  ในหัวขอนี้จะนําเอาเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติมา
ผนวกเขากับโปรแกรมคอมพิวเตอรดังกลาวเพื่อใหไดผลลัพธท่ีมีความถูกตองมากยิ่งข้ึน  ปญหาท่ี
นํามาทําการวิเคราะหประกอบดวยปญหาท่ีมีผลจากการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาในสถานะไม
อยูตัวท่ีแตกตางกันท้ังส้ิน 7 ปญหา ไดแก 
 
 5.2.1  ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมในโดเมนส่ีเหล่ียม (the square pulse flow in 
a square domain problem) 
  ปญหาการไหลของพัลสส่ีเหล่ียมนี้ไดทําการวิเคราะหเพื่อตรวจสอบความถูกตอง
ของโปรแกรมคอมพิวเตอรแลวในหัวขอ 5.1.2  ในการแสดงประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับ
ขนาดเมชโดยอัตโนมัติเร่ิมจากแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมขนาดสมํ่าเสมอจํานวน 
1,642 เซลล ( )1/ 20x yΔ = Δ = วางตัวอยางไรระเบียบภายในโดเมน  เม่ือนําคาของปริมาณ 
สเกลารท่ีคํานวณไดจากแบบจําลองนี้มาใชคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมเพ่ือทําการปรับ
ขนาดเมชคร้ังท่ี 1  จะไดรูปแบบจําลองขนาด 1,254 เซลล  จากน้ันจึงทําการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 2 
และ 3 จะไดรูปแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมจํานวน 1,526 เซลลและ 5,072 เซลล
ตามลําดับ  โดยรูปท่ี 5.30-5.33 แสดงถึงรูปแบบจําลองตาง ๆ และเสนช้ันแสดงผลลัพธจากการ
คํานวณท่ีสอดคลองกัน  เม่ือนําผลการคํานวณท่ีทางออกทางขอบขวาของโดเมนมาเปรียบเทียบกับ
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Exact 
UDS ( )1/128x yΔ = Δ =  

FVEM  ( )1/128x yΔ = Δ =  

UDS ( )1/ 256x yΔ = Δ =  

FVEM ( )1/ 256x yΔ = Δ =  



51 
 

ผลเฉลยแมนตรงดังแสดงในรูปท่ี 5.34  พบวาผลลัพธท่ีคํานวณไดจากการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 3   
มีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงมากกวากรณีท่ีใชเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดสม่ําเสมอ  รวมถึง
ใชเวลาในการคํานวณและใชหนวยความจํานอยกวากรณีใชเมชขนาดเล็กท่ัวท้ังโดเมนในหัวขอ 
5.1.2 ในขณะท่ีใหผลลัพธท่ีมีความถูกตองแมนยํามากกวา 
 

   
 

รูปท่ี 5.30  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและการกระจายตัวของปริมาณ φ       
สําหรับปญหาการไหลของพลัสส่ีเหล่ียม 

 

   
 

รูปท่ี 5.31  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลของพลัสส่ีเหล่ียม 

 

   
 

รูปท่ี 5.32  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลของพลัสส่ีเหล่ียม 
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รูปท่ี 5.33  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลของพลัสส่ีเหล่ียม 

 

 
 
 

รูปท่ี 5.34  กราฟเปรียบเทียบการกระจายตัวของปริมาณ φ  ท่ีขอบขวาของโดเมน 1x =       
สําหรับปญหาการไหลของพลัสส่ีเหล่ียม 

 
 5.2.2.  ปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิต่ํา 
(mixing of hot with cold front problem) 
  รูปแบบปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า
ไดอธิบายอยูในหัวขอ 5.1.4  ในการแสดงประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ
เร่ิมจากแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมขนาดสม่ําเสมอท่ีมีขนาด 0.4 จํานวน 884 เซลล
วางตัวอยางไรระเบียบภายในโดเมน  เม่ือนําคาของปริมาณสเกลารท่ีคํานวณไดจากแบบจําลองน้ีมา
ใชคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมเพ่ือทําการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 1  จะไดรูปแบบจําลอง
ขนาด 5,086 เซลล  จากนั้นจึงทําการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 2 และ 3 จะไดรูปแบบจําลองท่ี
ประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมจํานวน 4,584 เซลลและ 7,480 เซลลตามลําดับ  โดยในการปรับ
ขนาดเมชคร้ังท่ี 3 ขนาดของเซลลท่ีเล็กท่ีสุดมีคาเทากับ 0.004  รูปท่ี 5.35-5.38 แสดงรูปแบบ

Exact
Initial mesh 
1st adaptive mesh 
2nd adaptive mesh 
3rd adaptive mesh 
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จําลองตาง ๆ และเสนช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณดวยไฟไนตวอลุมเอลิเมนตคอมพิวเตอรท่ี
สอดคลองกัน  ผลลัพธท่ีคํานวณไดจากการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 3 มีความสอดคลองกับผลเฉลย
แมนตรงและมีความชัดเจนในบริเวณท่ีการไหลเกิดการผสมกันมากกวากรณีท่ีใชเซลลสามเหล่ียมท่ี
มีขนาดสม่ําเสมอ 
 

   
 

รูปท่ี 5.35  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและการกระจายตัวของปริมาณ φ       
สําหรับปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 

 

   
 

รูปท่ี 5.36  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 

 

   
 

รูปท่ี 5.37  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 
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รูปท่ี 5.38  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และการกระจายตัวของปริมาณ φ  
สําหรับปญหาการไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่า 

 
 5.2.3.  ปญหาการไหลเปนแนวชั้นท่ีขอบ (boundary layer problem) [28] 

  ปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ (boundary layer problem) เปนปญหาท่ี
เกี่ยวของกับการพาและการแพรสมการเชิงอนุพันธยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหคือ 
 

 ( ) ( )u v
q

t x y x x y y
φ φφ φ φε ε

∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.18) 

 
การไหลเกิดข้ึนภายในโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด 1 1×  หนวย  กําหนดใหเง่ือนไขคาเร่ิมตนของ
ปญหามีคาเทากับศูนยตลอดท่ัวท้ังโดเมน ( )0 , 0x yφ =   สนามความเร็วมีคาเทากับ 1v i=  โดยมี
สัมประสิทธ์ิของการแพรและคาของแหลงกําเนิดเทากับ 410ε −=  และ 1q =  ตามลําดับ  เง่ือนไข
ขอบเขตกําหนดใหมีคาเทากับศูนยตลอดขอบซายมือ ขอบบนและลางของโดเมน 
 
  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีใชในตอนเร่ิมตนมีลักษณะเดียวกันกับปญหา
การไหลผสมกันในบริเวณท่ีมีอุณหภูมิสูงกับบริเวณท่ีมีอุณหภูมิตํ่ากลาวคือใชเซลลสามเหล่ียมท่ีมี
ขนาด 0.4 จํานวน 884 เซลลวางตัวอยางไรระเบียบภายในโดเมน  หลังจากทําการปรับขนาดเมช
โดยอัตโนมัติท้ังส้ิน 3 คร้ังจะไดแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลจํานวน 1,842  2,691 และ 3,969 
เซลลตามลําดับ  โดยในการปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 3 ขนาดของเซลลท่ีใหญท่ีสุดและเล็กท่ีสุดคือ 0.1 
และ 0.002 ตามลําดับ  รูปท่ี 5.39-5.42 แสดงรูปแบบจําลองทางการคํานวณตาง ๆ และเสนช้ันสี
แสดงผลลัพธจากการคํานวณดวยไฟไนตวอลุมเอลิเมนตคอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน  ผลลัพธจาก
การคํานวณเม่ือใชแบบจําลองเร่ิมตนแสดงใหเห็นวามีการส่ันเกิดข้ึนบริเวณขอบบนและลางท่ี
ตําแหนงใกลกับทางออกขวามือของโดเมน  และการส่ันนี้จะหายไปเม่ือทําการปรับขนาดเมชใหมี
เซลลขนาดเล็กในบริเวณดังกลาว 
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รูปท่ี 5.39  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ 
 

   
รูปท่ี 5.40  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ 
 

   
รูปท่ี 5.41  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ 

   
รูปท่ี 5.42  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีขอบ 
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 5.2.4  ปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียงเนื่องจากผลของการพา-การเกิดปฏิกิริยา 
(oblique inflow convection-reaction problem) [29] 
  ปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียงเน่ืองจากผลของการพา-การเกิดปฏิกิ ริยา 
(oblique inflow convection-reaction problem) เปนปญหาการไหลภายในโดเมนส่ีเหล่ียม
จัตุรัส ( ) ( )0,0 1,1Ω = ×   สมการเชิงอนุพันธยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหคือ 
 

 ( ) ( )u v
q

t x y
φ φφ κφ

∂ ∂∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
 (5.19) 

 
กําหนดใหพจนเนื่องจากแหลงกําเนิดมีคาเทากับ 1  เง่ือนไขคาเร่ิมตนของปญหาเทากับศูนยท่ัวท้ัง
โดเมน  และสนามความเร็วมีคาเทากับ ( ) ( )cos / 3 sin / 3v V i V jπ π= +  ซ่ึงจะพาใหปริมาณ 
สเกลาร φ  ไหลออกไปในแนวเฉียงทํามุม 60 องศากับแกน x  และไหลออกทางขอบดานบนของ
โดเมนในขณะท่ีการเกิดปฏิกิริยาจะทําใหปริมาณสเกลาร φ  มีคาเพิ่มมากข้ึน  การวิเคราะหปญหา
ดังกลาวสามารถแบงลักษณะของปญหาออกเปน 2 กรณี คือ 

 (1)  ปญหาท่ีการพามีอิทธิพลตอการไหลมากกวาการเกิดปฏิกิ ริยา (convection-

dominated reaction problem) ซ่ึงกําหนดคาโดย 41.0, 10V κ −= =  

 (2)  ปญหาท่ีการเกิดปฏิกิริยามีอิทธิพลตอการไหลมากกวาการพา (reaction-dominated 

convection problem) ซ่ึงกําหนดคาโดย 410 , 1.0V κ−= =  
 
  การวิเคราะหปญหาท้ังสองกรณีเร่ิมจากการใชแบบจําลองซ่ึงประกอบดวยเซลล
สามเหล่ียมท่ีมีขนาดสมํ่าเสมอจํานวน 884 เซลล( 1/ 20x yΔ = Δ = )  รูปท่ี 5.43-5.46 แสดง
แบบจําลองและแถบช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณสําหรับปญหาท่ีการพามีอิทธิพลตอการไหล
มากกวาการเกิดปฏิกิริยาท่ีเวลา 2t =   หลังจากทําการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติท้ังส้ิน 3 คร้ังจะ
ไดแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลจํานวน 3,580  6,758 และ 5,473 เซลลตามลําดับ  และรูปท่ี 
5.47-5.50 แสดงแบบจําลองและผลการคํานวณสําหรับปญหาท่ีการเกิดปฏิกิริยามีอิทธิพลตอการ
ไหลมากกวาการพาท่ีเวลา 1t =   หลังจากทําการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติท้ังส้ิน 3 คร้ังจะได
แบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลจํานวน 4,848  6,469 และ 6,732 เซลลตามลําดับ  ผลลัพธจากการ
คํานวณท้ังสองกรณีบนแบบจําลองเร่ิมตนพบวามีการส่ันเกิดข้ึนบริเวณดานหนาท่ีมีการไหลเกิดข้ึน
และการส่ันนี้จะหายไปเม่ือทําการปรับขนาดเมชใหมีเซลลขนาดเล็กในบริเวณดังกลาว 
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รูปท่ี 5.43  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )41.0, 10V κ −= =  
 

   
รูปท่ี 5.44  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )41.0, 10V κ −= =  

   
รูปท่ี 5.45  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )41.0, 10V κ −= =  

   
รูปท่ี 5.46  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )41.0, 10V κ −= =  
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รูปท่ี 5.47  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )410 , 1.0V κ−= =  
 

   
รูปท่ี 5.48  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )410 , 1.0V κ−= =  

   
รูปท่ี 5.49  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )410 , 1.0V κ−= =  

   
รูปท่ี 5.50  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเขาแบบลาดเอียง ( )410 , 1.0V κ−= =  
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 5.2.5  ปญหาการไหลเปนแนวชั้นท่ีมุม (corner layer problem) [30] 

  ปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม (corner layer problem) เปนปญหาท่ีเกี่ยวของ
กับการแพรและการเกิดปฏิกิริยาบนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัส ( ) ( )0,0 1,1Ω = ×   สมการเชิงอนุพันธ
ยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหคือ 
 

 q
t x x y y
φ φ φε ε κφ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5.20) 

 
รูปแบบของปญหากําหนดใหสัมประสิทธ์ิของการพามีคาเทากับ 310ε −=  และสัมประสิทธ์ิของ
การเกิดปฏิกิริยามีคาเทากับ 2κ =   พจนเนื่องจากแหลงกําเนิดมีคาเทากับ ( )2 220 4q x y= + +   

กําหนดใหเง่ือนไขเร่ิมตนและเง่ือนไขขอบเขตเทากับศูนยท่ัวท้ังโดเมนและทําการวิเคราะหจนถึง
เวลา t = 5   ลักษณะของปญหาดังกลาวจะกอใหเกิดผลลัพธท่ีมีความชันสูงในบริเวณขอบบนและ
ขอบขวาของโดเมน x =1  และ y = 1  โดยมีคาสูงสุดท่ีตําแหนงโคออรดิเนต ( )1,1  
 
  การวิเคราะหปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุมเร่ิมจากการใชแบบจําลองซ่ึง
ประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดสมํ่าเสมอจํานวน 884 เซลล( 1/ 20x yΔ = Δ = )  เม่ือนํา
ปริมาณสเกลาร φ  ท่ีคํานวณไดจากแบบจําลองน้ีมาใชคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมเพ่ือทํา
การปรับขนาดเมชจะกอใหเกิดเซลลท่ีมีขนาดเล็กบริเวณขอบบนและขอบขวามือของโดเมนและ
เซลลท่ีมีขนาดใหญในบริเวณอ่ืน ๆ  ผลลัพธจากการคํานวณดวยแบบจําลองเร่ิมแรกมีการส่ันเกิดข้ึน
ท่ีขอบดังกลาวและเม่ือทําการปรับขนาดเมชแลวการส่ันของผลลัพธจึงลดลงตามลําดับ                 
รูปท่ี 5.51-5.54 แสดงแบบจําลองและแถบช้ันสีแสดงผลลัพธจากการคํานวณ  หลังจากทําการปรับ
ขนาดเมชโดยอัตโนมัติท้ังส้ิน 3 คร้ังจะไดแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลจํานวน 2,616  2,867 
และ 4,581 เซลลตามลําดับ 

   
รูปท่ี 5.51  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม 
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รูปท่ี 5.52  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม 
 

   
 
รูปท่ี 5.53  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม 

   
 
รูปท่ี 5.54  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และแถบช้ันสีแสดงการกระจายตัวของ

ปริมาณ φ  สําหรับปญหาการไหลเปนแนวช้ันท่ีมุม 
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 5.2.6  ปญหาการพาของเนนิเขารูปไซน (advection of sine hill problem) [13] 

 ปญหาการพาของเนินเขารูปไซน (advection of sine hill problem) เปนปญหาท่ี
เกี่ยวของกับการพาบนโดเมนส่ีเหล่ียมจัตุรัส ( ) ( )0.8, 0.8 0.8,0.8Ω = − − ×   สมการเชิงอนุพันธ
ยอยท่ีใชสําหรับวิเคราะหปญหาคือ 
 

 ( ) ( ) 0
u v

t x y
φ φφ ∂ ∂∂

+ + =
∂ ∂ ∂

 (5.21) 

 
รูปแบบของปญหาแสดงไดดังรูปท่ี 5.55  โดยกําหนดใหสนามความเร็วมีคาเทากับ v y i x j= − +  
สนามความเร็วนี้จะพาใหปริมาณสเกลาร φ  หมุนวนในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา  เง่ือนไขขอบเขต
ภายนอกของโดเมนเทากับศูนยและขอบเขตภายในกําหนดใหมีการไหลเขาซ่ึงมีคาเทากับ 
 
 ( ) ( ), , sin 2 ,x y t yφ π= −  ( ) ( )0.5 0 0y x− ≤ ≤ ∩ =  (5.22) 
 
  การวิเคราะหปญหาการพาของเนินเขารูปไซนเร่ิมจากการใชแบบจําลองไรระเบียบ
ซ่ึงประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดสม่ําเสมอจํานวน 3,982 เซลล  เม่ือทําการปรับขนาดเมช
เพียงสองคร้ังจะไดผลลัพธ มีคาสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรงดังแสดงรูปท่ี  5.56-5.58  
แบบจําลองจากการปรับขนาดท้ังสองคร้ังประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมจํานวน 8,522 และ 31,538 
เซลลตามลําดับ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 5.55  ปญหาการพาของเนินเขารูปไซน 
 

v  0.5

x  

y

0.5

0.5

0.5
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0φ =

0φ =

0φ =
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รูปท่ี 5.56  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและเสนช้ันแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนินเขารูปไซน 
 

   
 

รูปท่ี 5.57  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และเสนช้ันแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนินเขารูปไซน 
 

   
 

รูปท่ี 5.58  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และเสนช้ันแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาการพาของเนินเขารูปไซน 
 
 5.2.7  ปญหาของสมิทและฮัตตนั (Smith and Hutton problem) 

  รูปแบบปญหาของสมิทและฮัตตันไดอธิบายอยูในหัวขอ 5.1.5  ในการแสดง
ประสิทธิภาพของเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเร่ิมจากแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลล
สามเหล่ียมขนาดสมํ่าเสมอจํานวน 1886 เซลลวางตัวอยางไรระเบียบภายในโดเมน  เม่ือนําคาของ
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ปริมาณสเกลารท่ีคํานวณไดจากแบบจําลองน้ีมาใชคํานวณหาขนาดของเซลลท่ีเหมาะสมเพ่ือทําการ
ปรับขนาดเมชคร้ังท่ี 1  จะไดรูปแบบจําลองขนาด 2,612 เซลล  จากน้ันจึงทําการปรับขนาดเมชคร้ัง
ท่ี 2 และ 3 จะไดรูปแบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมจํานวน 13,071 เซลลและ 11,197 
เซลลตามลําดับ  รูปท่ี 5.59-5.62 แสดงแบบจําลองตาง ๆ และเสนช้ันสีแสดงผลลัพธจากการ
คํานวณดวยไฟไนตวอลุมเอลิเมนตคอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน  ผลลัพธท่ีทางออกดานขวาลางของ
โดเมนจากการคํานวณเม่ือนํามาพล็อตกราฟเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงแสดงไดดังรูปท่ี 5.63 
 

   
 

รูปท่ี 5.59  แบบจําลองไฟไนตวอลุมเอลิเมนตเร่ิมแรกและเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน 
 

   
 

รูปท่ี 5.60  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 1 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน 
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รูปท่ี 5.61  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 2 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาปญหาสมิทและฮัตตัน 
 

   
 

รูปท่ี 5.62  แบบจําลองหลังจากทําการปรับขนาดคร้ังท่ี 3 และเสนช้ันสีแสดงการกระจายตัว 

ของปริมาณ φ  สําหรับปญหาปญหาสมิทและฮัตตัน 
 

 
 
 

รูปท่ี 5.63  กราฟเปรียบเทียบการกระจายตัวของปริมาณ φ  สําหรับปญหาสมิทและฮัตตัน 
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บทที่ 6 

บทสรุป  ปญหาท่ีพบและขอเสนอแนะ 

 

  การวิเคราะหปญหาการพา-การแพร-การเกิดปฏิกิริยาภายใตสภาวะไมคงตัวใน
สองมิติดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตแบบปรับขนาดไดสามารถสรุปประเด็นท่ีสําคัญ 
ปญหาท่ีพบในระหวางทํางานวิจัย และขอเสนอแนะเพ่ือการวิจัยตอไปในอนาคตไดดังนี้ 

 

6.1  บทสรุป 

  วิทยานิพนธฉบับนี้นําเสนอระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ีเรียกวาระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม
เอลิเมนตแบบปรับขนาดไดซ่ึงเปนการผนวกเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเขากับระเบียบ
วิ ธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนต   และนําวิ ธีการดังกลาวไปวิ เคราะหปญหาการพา -การแพร-                  
การเกิดปฏิกิ ริยาภายใตสภาวะไมคงตัวในสองมิติไดอยางมีประสิทธิภาพ   ลดเวลาและ
หนวยความจําท่ีใชในการคํานวณบนเคร่ืองคอมพิวเตอรลงไดมาก  เนื้อหาของวิทยานิพนธนี้เร่ิมจาก
การกลาวถึงท่ีมาและความสําคัญของวิทยานิพนธซ่ึงช้ีใหเห็นถึงความสําคัญของการนําระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขมาวิเคราะหปญหาในรูปแบบตาง ๆ ตลอดจนงานวิจัยในอดีตท่ีเกี่ยวของในบทท่ี 1 

  ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขวิธีหนึ่งท่ีนํามาประยุกตใชกับ
ปญหาท่ีมีความเปล่ียนแปลงของผลลัพธสูงหรือเกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธไดเปนอยางดี  
ในขณะท่ีระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหผลการคํานวณท่ีมีความถูกตองแมนยําสูง สามารถ
แกปญหาท่ีมีความซับซอนไดดีและมีวิธีการคํานวณสอดคลองกับลักษณะของสมการเอลลิปติก 
(elliptic equation)  ดังนั้นในบทท่ี 2 จึงไดกลาวถึงสมการเชิงอนุพันธยอยท่ีเกี่ยวของกับการพา-
การแพร-การเกิดปฏิกิริยาภายใตสภาวะไมคงตัวในสองมิติ  จากน้ันจึงนําเสนอระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุมเอลิเมนตซ่ึงนําหลักการของวิธีไฟไนตวอลุมเซลลเซนเตอร (cell-centered finite volume 

method) มาประยุกตบนปริมาตรควบคุม (control volume) รูปทรงสามเหล่ียมยอย ๆ ภายใน
โดเมนของปญหา  และใชหลักการของวิธีการถวงน้ําหนักเศษตกคางในระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
(finite element method) เพื่อคํานวณหาปริมาณเกรเดียนตท่ีอยูบนผิวควบคุม (control surface) 
สําหรับพจนของการแพร  การคํานวณผลรวมของฟลักซท่ีผานเขาออกปริมาตรควบคุมสามารถ
คํานวณไดจากผลรวมของฟลักซท่ีผานเขาออกท่ีตําแหนงกึ่งกลางพื้นผิวควบคุมท้ังสามท่ีเวลาคร่ึง
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ชวงเวลา (half time step)  เม่ือใชการกระจายดวยอนุกรมเทยเลอรอันดับสอง (second order 

Taylor’s series expansion) จะทําใหผลลัพธท่ีไดจากระเบียบวิธีนี้มีความถูกตองถึงอันดับสอง  
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตท่ีนําเสนอนี้เปนระเบียบวิธีแบบชัดแจงการคํานวณหาผลลัพธ
สามารถทําไดโดยงายเนื่องจากไมตองแกระบบสมการรวม  ในสวนสุดทายของบทนี้ไดนําเสนอ
การวิเคราะหหาอันดับความถูกตองโดยทําการวิเคราะหบนปริมาตรควบคุม 1 มิติท่ีมีขนาดเทากัน 

  ข้ันตอนท้ังหมดที่ตองใชในการคํานวณจากวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตในบทท่ี 2  
จะถูกนํามาประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน  บทท่ี 3 ไดแสดงรายละเอียดของ
โปรแกรมคอมพิวเตอรดังกลาว  ข้ันตอนการทํางานรวมท้ังแสดงตัวอยางไฟลขอมูลท่ีจําเปนตองใช
สําหรับวิเคราะหปญหา  โปรแกรมคอมพิวเตอรไดถูกเขียนข้ึนดวยภาษาฟอรแทรน (FORTRAN) 
ซ่ึงโปรแกรมดังกลาวมีช่ือวา (Finite Volume Element Method; FVEM) 

  การคํานวณหาผลลัพธหากตองการผลลัพธท่ีมีความถูกตองสูงจําเปนตองใชเซลล
ท่ีมีขนาดเล็กเปนจํานวนมากในการจําลองรูปรางของปญหาโดยเฉพาะอยางยิ่งในบริเวณท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงของผลลัพธสูงหรือบริเวณท่ีเกิดความไมตอเนื่องของผลลัพธ  แตการเลือกใชเซลลท่ีมี
ขนาดเล็กท่ัวท้ังโดเมนของปญหาจะทําใหใชเวลาในการคํานวณมากรวมถึงส้ินเปลืองหนวยความจํา
บนเคร่ืองคอมพิวเตอรโดยไมจําเปน จึงนําเสนอเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติเพื่อ
ประยุกตใชรวมกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตในบทท่ี 4  โดยอธิบายถึงหลักการของเทคนิค
การปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติและรายละเอียดข้ันตอนการใชโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีเกี่ยวของ  
รวมท้ังแสดงตัวอยางไฟลขอมูลนําเขาท่ีจําเปนตองใชกับโปรแกรมนี้ 

  ในบทท่ี 5 นําเสนอการใชไฟไนตวอลุมเอลิเมนตโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีได
ประดิษฐข้ึนมาวิเคราะหปญหาเพื่อตรวจสอบความถูกตองโดยทําการคํานวณบนโดเมนท่ี
ประกอบดวยเซลลสามเหล่ียมท่ีมีขนาดเล็กและสม่ําเสมอ  ผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีไฟไนต 
วอลุมเอลิเมนตพบวามีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรง  และมีความถูกตองมากกวาเม่ือ
เปรียบเทียบกับผลลัพธจากการคํานวณดวยวิธีผลตางอัปวินด  จากนั้นจึงประยุกตเทคนิคการปรับ
ขนาดเมชโดยอัตโนมัติใชรวมกับระเบียบวิธีดังกลาวแลวนํามาวิเคราะหปญหาท่ีมีผลจากการพา-
การแพร-การเกิดปฏิกิริยาในสถานะไมอยูตัวท่ีแตกตางกัน  ผลลัพธจากการคํานวณพบวาหากใช
แบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลขนาดใหญจะเกิดการส่ันของผลลัพธอยูบางและเม่ือทําการปรับ
ขนาดเมชในคร้ังตอไปการส่ันนี้จะลดลงตามลําดับ 
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6.2  ปญหาท่ีพบในขณะทําวิทยานิพนธ 

  ปญหาท่ีพบในขณะทําวิทยานิพนธนี้คือการทําความเขาใจทฤษฎีของระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุมเอลิเมนต  ข้ันตอนการคํานวณคาฟลักซท่ีผานเขาออกพื้นผิวควบคุม  รวมถึงการ
เลือกใชวิธีการคํานวณคาเกรเดียนตท่ีเกิดจากการกระจายดวยอนุกรมเทยเลอรอันดับสอง              
ซ่ึงข้ันตอนท้ังหมดท่ีกลาวมาเปนสวนสําคัญในการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีสอดคลองกัน 

  ในการประดิษฐโปรแกรมคอมพิวเตอรพบวามีความยุงยากบางประการในการ
คํานวณคาของเซลลท่ีมีดานท่ีอยูบนขอบเขตของปญหา  และเน่ืองจากระเบียบวิธีท่ีนําเสนอน้ี
ตองการพื้นท่ีหนวยความจําสําหรับเก็บขอมูลท่ีจําเปนในการคํานวณท้ังท่ีตําแหนงศูนยกลางเซลล  
ตําแหนงเวอเทกซ  และตําแหนงจุดกึ่งกลางของพื้นผิวควบคุม  ทําใหโปรแกรมคอมพิวเตอรมีขนาด
ใหญและใชหนวยความจําในการจัดเก็บขอมูลสูง 

  ปญหาอีกประการหนึ่งท่ีพบคือการเลือกขนาดของเซลลท่ีเล็กท่ีสุดในข้ันตอนของ
การปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ  หากเลือกคา minh  นอยเกินไปในตอนเริ่มแรกของการปรับขนาด
จะกอใหเซลลสามเหล่ียมจํานวนมากสงผลใหการปรับขนาดคร้ังตอ ๆ ไปเกิดเซลลสามเหล่ียม
เพิ่มข้ึนอยางมากและทําใหใชเวลาในการคํานวณหาผลลัพธเพ่ิมข้ึนมากไปดวย  หากเลือกคา minh  
ท่ีใหญเกินไปในตอนเร่ิมแรกของการปรับขนาดจะทําใหแสดงผลลัพธในบริเวณท่ีมีการ
เปล่ียนแปลงสูงไดไมแมนยําสงผลใหตองทําการปรับขนาดหลายคร้ัง  ดังนั้นการเลือกคาท่ี
เหมาะสมจึงเปนส่ิงท่ีสําคัญมาก  การเลือกคา minh  ท่ีเหมาะสมควรข้ึนกับลักษณะของปญหาและ
ประสบการณของผูทําการวิเคราะหเปนหลัก 

 

6.3  ขอเสนอแนะสําหรับงานวิจัยในอนาคต 

  ในงานวิจัยในอนาคตนั้นสามารถนําพื้นฐานความรูท่ีไดจากวิทยานิพนธฉบับนี้ไป
ประยุกตกับงานวิจัยอ่ืน ๆ เชนการวิเคราะหปญหาดวยระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมเอลิเมนตบน
แบบจําลองท่ีประกอบดวยเซลลส่ีเหล่ียมแบบไรระเบียบ   ตลอดจนการวิเคราะหปญหาการพา-การ
แพร-การเกิดปฏิกิริยาในสามมิติ 
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ภาคผนวก ก 

รายละเอียดของโปรแกรม FVEM 

 

 โปรแกรมคอมพิวเตอรท่ีไดประดิษฐข้ึนมาเพื่อใหสอดคลองกับระเบียบวิธีไฟไนต
วอลุมเอลิเมนตในบทท่ี 3 ประกอบดวยโปรแกรมหลัก (main program)  โปรแกรมยอย 
(subroutine) จํานวน 14 โปรแกรมและฟงกชัน (function) จํานวน 3  โดยมีรายละเอียดดังนี้ 

 

      PROGRAM FVEM 
C======================================================================= 
C     ==                      PROGRAM  FVEM                           == 
C     ==Combined Finite Volume and Finite Element method              == 
C     ==Solves 2D Scalar Convection-Diffusion-Reaction Equation       == 
C     ==Using Cell-centered Triangular Control Volume                 == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol         ,mxpoi        ,mxbou      ,mxsid 
      PARAMETER (mxvol=131072  ,mxpoi=66094  ,mxbou=2000 ,mxsid=2*mxvol) 
      INTEGER    nvol    ,npoi    ,nbou    ,nsid    ,nstep   ,istep 
      INTEGER    iwrt    ,ilim    ,iopt    ,nwrt    ,len     ,nc 
      INTEGER    iv      ,ip      ,in      ,kkk     ,NAMLEN 
      INTEGER    ic(mxpoi) 
      INTEGER    intma(3,mxvol)   ,boun(4,mxbou)    ,vadj(3,mxvol) 
      INTEGER    side(4,mxsid) 
      REAL*8     cfl     ,eps     ,k       ,toler   ,time    ,dt 
      REAL*8     tfin    ,tol     ,del     ,BC      
      REAL*8     xi(mxvol)        ,yi(mxvol)        ,ai(mxvol) 
      REAL*8     gxj(mxpoi)       ,gyj(mxpoi)       ,dmmat(mxpoi) 
      REAL*8     gxi(mxvol)       ,gyi(mxvol)       ,phij(mxpoi)  
      REAL*8     unkn0(mxvol)     ,unkn1(mxvol)     ,conve(mxvol) 
      REAL*8     nx(mxsid)        ,ny(mxsid)        ,l(mxsid) 
      REAL*8     lim(mxvol)       ,q(mxvol)         ,diffu(mxvol) 
      REAL*8     react(mxvol) 
      REAL*8     coord(2,mxpoi)  
      CHARACTER  filnam*12      ,h      ,d      ,u  
 
  40  WRITE(*,*) 'Please Type Your Input File Name : ' 
      READ (*,*)  filnam 
      len  =  NAMLEN(filnam) 
      IF (len.EQ.0) GOTO 40 
      OPEN(unit = 10 ,file = filnam(1:len)//'.in'  ,err = 40) 
     0CALL  INPUT (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi    ,nbou    
     1            ,nstep   ,nwrt    ,iwrt    ,ilim    ,iopt    ,cfl 
     2            ,eps     ,k       ,q       ,toler   ,time    ,intma 
     3            ,coord   ,unkn0   ,boun) 
C======================================================================= 
C     ==To Collect Number of Volumes Surrounding Each Node            == 
C======================================================================= 
      DO 101 ip = 1,npoi 
         ic(ip) = 0 
 101  CONTINUE 
      DO 102 iv = 1,nvol 
      DO 102 ip = 1,3 
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         in     = intma(ip,iv) 
         ic(in) = ic(in) + 1 
 102  CONTINUE 
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Area, Position Components of Cell-Center, Adjacent  == 
C     ==Volumes Normal Vector, Length and Co-Volume of Cell Sides     == 
C======================================================================= 
     0CALL  GETGEO(mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,mxsid   ,nvol    ,npoi      
     1            ,nbou    ,nsid    ,intma   ,coord   ,boun    ,ai    
     2            ,l       ,xi      ,yi      ,nx      ,ny      ,vadj     
     3            ,side)       
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Inversed Lumped Mass Matrix                         == 
C======================================================================= 
     0CALL  GETMAT(mxvol   ,mxpoi   ,nvol    ,npoi    ,intma   ,ai  
     1            ,dmmat) 
C======================================================================= 
C     ==To Get Time Interval                                          == 
C======================================================================= 
     0CALL  DTFIX (mxvol   ,mxpoi   ,nvol    ,nstep   ,time    ,cfl  
     1            ,eps     ,intma   ,coord   ,ai      ,dt      ,tfin)  
      nc = 1 
C======================================================================= 
C     ==To Perform Time Step Iteration                                == 
C======================================================================= 
      DO 200 istep = 1,nstep 
         IF(istep.EQ.nstep) dt = tfin 
         CALL CRVEC(gxi  ,mxvol  ,0.0d+00) 
         CALL CRVEC(gyi  ,mxvol  ,0.0d+00) 
  
         IF(iopt.EQ.20) THEN 
     0   CALL GFEM (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi    ,nbou 
     1             ,intma   ,coord   ,boun    ,xi      ,yi      ,ai 
     2             ,unkn0   ,dmmat   ,gxi     ,gyi     ,gxj     ,gyj) 
         ENDIF 
         IF(iopt.GT.20) THEN 
     0   CALL GLSQ (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi    ,nbou  
     1             ,iopt    ,intma   ,coord   ,boun    ,xi      ,yi 
     2             ,unkn0   ,vadj    ,gxi     ,gyi) 
         ENDIF 
     0   CALL CONV (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,mxsid   ,nvol    ,npoi 
     1             ,nbou    ,nsid    ,iopt    ,ilim    ,intma   ,coord 
     2             ,unkn0   ,boun    ,vadj    ,side    ,xi      ,yi    
     3             ,l       ,nx      ,ny      ,dt      ,lim     ,conve 
     4             ,gxi     ,gyi) 
     0   CALL DIFF (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi    ,nbou 
     1             ,eps     ,intma   ,coord   ,boun    ,xi      ,yi 
     2             ,ai      ,unkn0   ,dmmat   ,iopt    ,gxi     ,gyi 
     3             ,gxj     ,gyj     ,diffu) 
     0   CALL REAC (mxvol   ,nvol    ,k       ,unkn0   ,xi      ,yi 
     1             ,dt      ,gxi     ,gyi     ,react) 
     0   CALL SOLV (mxvol   ,nvol    ,unkn0   ,ai      ,q       ,dt   
     1             ,conve   ,diffu   ,react   ,unkn1) 
C======================================================================= 
C     ==To Check Convergence of All Unknown Quantities                == 
C======================================================================= 
         tol = 0. 
         DO 300 iv = 1,nvol 
            del = ABS(unkn1(iv) - unkn0(iv)) 
            tol = MAX(tol ,del) 
 300     CONTINUE 
         IF(tol.LT.toler) THEN 
            GOTO 10 
         ELSE 
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            DO 400 iv = 1,nvol 
   unkn0(iv) = unkn1(iv) 
 400        CONTINUE 
         ENDIF 
         kkk = MOD(istep ,nwrt) 
C======================================================================= 
C     ==To Write Output File in Case of Time Step = nwrt              == 
C======================================================================= 
        IF((istep.EQ.1).OR.(kkk.EQ.0)) THEN 
            WRITE(*,1) istep  ,tol 
            IF (iwrt.EQ.1) THEN 
     0  CALL  CVERT (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi   ,nbou 
     1              ,intma   ,boun    ,ic      ,coord   ,unkn1  ,phij) 
        CALL  FIOUT (nc      ,h       ,d       ,u) 
              nc = nc + 1 
            ENDIF 
        ENDIF 
 200  CONTINUE 
C======================================================================= 
C     ==To Write Final Output File (Both Error Less Than Specified    == 
C     ==Tolerance and istep = nstep                                   == 
C======================================================================= 
10   0CALL  CVERT (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi   ,nbou 
     1            ,intma   ,boun    ,ic      ,coord   ,unkn1  ,phij) 
      CALL  FIOUT (nc      ,h       ,d       ,u) 
      IF((tol.LT.toler).OR.(istep.GT.nstep)) WRITE(*,1) istep  ,tol  
      OPEN(unit=12 ,file=filnam(1:len)//'_'//h//d//u//'.out' ,err = 40) 
     0CALL  SOLOP (mxpoi   ,nvol    ,npoi    ,nbou    ,nstep   ,nwrt 
     1            ,iwrt    ,ilim    ,iopt    ,cfl     ,eps     ,k 
     2            ,toler   ,time    ,coord   ,phij) 
      CLOSE(12) 
 
  1   FORMAT(1x ,i6 ,2x ,e15.6) 
      STOP 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE INPUT (mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou    
     1                   ,nstep  ,nwrt   ,iwrt   ,ilim   ,iopt   ,cfl  
     2                   ,eps    ,k      ,q      ,toler  ,time   ,intma  
     3                   ,coord  ,unkn0  ,boun) 
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Nodal connection with Cell-Centered Initial Values, == 
C     ==Coordinates and Boundary Sides                                == 
C     ==Array : boun  = node1 ,node2 ,volume ,boundary option         == 
C     ==      : intma = volume vertices                               ==                   
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,nstep  
      INTEGER    nwrt   ,iwrt   ,ilim   ,iopt   ,iv     ,ip     ,ib 
      INTEGER    i      ,j  
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou) 
      REAL*8     cfl    ,eps    ,k      ,toler  ,time 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,q(mxvol)      
      REAL*8     coord(2,mxpoi)  
      CHARACTER  text*70 
   
      READ(10,1) text 
      READ(10,*) nvol  ,npoi  ,nbou  ,nstep  ,nwrt  ,iwrt  ,ilim  ,iopt   
      READ(10,1) text 
      READ(10,*) cfl  ,eps  ,k  ,toler  ,time 
      READ(10,1) text 
      READ(10,1) text 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         READ(10,*) i  ,(intma(j,i) ,j = 1,3)  ,unkn0(i)  ,q(i) 
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100  CONTINUE 
      READ(10,1) text 
      READ(10,1) text 
      DO 200 ip = 1,npoi 
         READ(10,*) i  ,(coord(j,i) ,j = 1,2) 
200  CONTINUE 
      READ(10,1) text 
      READ(10,1) text 
      DO 300 ib = 1,nbou 
         READ(10,*) (boun(j,ib) ,j = 1,4) 
 300  CONTINUE 
      CLOSE(10) 
 
   1  FORMAT(A) 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE GETGEO(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,mxsid  ,nvol   ,npoi      
     1                 ,nbou   ,nsid   ,intma  ,coord  ,boun   ,ai   
     2                 ,l      ,xi     ,yi     ,nx     ,ny     ,vadj    
     3                 ,side) 
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Area, Position Components of Cell-Center, Adjacent  == 
C     ==Volumes Normal Vector, Length and Co-Volume of Element Sides  == 
C     ==Array : vadj =  Neigbouring Adjacent Cell of Cell i           == 
C     ==      : side =  node1 ,node2 ,upwind cell ,downwind cell      == 
C     ==               (exclude boundary)                             == 
C     ==      : nx   =  unit vector in x dir normal to upwind cell    == 
C     ==               (exclude boundary)                             == 
C     ==      : ny   =  unit vector in y dir normal to upwind cell    == 
C     ==               (exclude boundary)                             == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE  
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,mxsid  ,nvol   ,npoi   ,nbou  
      INTEGER    nsid   ,ns     ,iv     ,ip     ,ib     ,is     ,ic 
      INTEGER    id     ,in     ,it     ,ip1    ,ip2    ,in1    ,in2 
      INTEGER    ib1    ,ib2    ,ic1    ,ic2    ,id1    ,id2    ,code 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou)  ,vadj(3,mxvol) 
      INTEGER    side(4,mxsid) 
      REAL*8     mx     ,my     ,uij    ,vij    ,udir   ,uvel   ,vvel 
      REAL*8     xi(mxvol)      ,yi(mxvol)      ,ai(mxvol) 
      REAL*8     nx(mxsid)      ,ny(mxsid)      ,l(mxsid) 
      REAL*8     x(3)           ,y(3)  
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
 
      ns = 0 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         DO 200 ip = 1,3 
            in     = intma(ip,iv) 
            x(ip)  = coord(1,in) 
            y(ip)  = coord(2,in) 
 200     CONTINUE 
         mx     = (x(2) + x(3)) / 2. 
         my     = (y(2) + y(3)) / 2. 
         xi(iv) = MIN(x(1) ,mx) + 2. * ABS(mx - x(1)) / 3. 
         yi(iv) = MIN(y(1) ,my) + 2. * ABS(my - y(1)) / 3. 
         ai(iv) = x(1)*(y(2)-y(3)) + x(2)*(y(3)-y(1)) + x(3)*(y(1)-y(2)) 
         ai(iv) = ai(iv) / 2.  
         DO 300 is = 1,3 
            ip1 = is 
            ip2 = ip1 + 1 
            IF(ip1.EQ.3) ip2 = 1 
            in1 = intma(ip1,iv) 
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            in2 = intma(ip2,iv) 
C**** To Check Whether Side is Boundary 
            DO 400 ib = 1,nbou 
          ib1 = boun(1,ib) 
   ib2 = boun(2,ib) 
   IF((in1.EQ.ib1).AND.(in2.EQ.ib2)) THEN 
        vadj(is,iv) = 0 
        GOTO 300 
               ENDIF 
 400        CONTINUE 
            IF(ns.EQ.0) GOTO 11 
C**** To Check Whether Side is Repeated 
            DO 500 ic = 1,ns 
   ic1 = side(1,ic) 
   ic2 = side(2,ic) 
               IF((in1.EQ.ic2).AND.(in2.EQ.ic1)) THEN 
       code = 0 
       GOTO 12 
   ENDIF 
 500        CONTINUE 
 11         ns = ns + 1 
            IF(ns.GT.mxsid) THEN 
   WRITE(*,1) ns 
   STOP 
            ENDIF 
            mx         = (coord(1,in1) + coord(1,in2)) / 2. 
            my         = (coord(2,in1) + coord(2,in2)) / 2. 
            l(ns)      =  SQRT((y(ip2)-y(ip1))**2 + (x(ip2)-x(ip1))**2) 
            nx(ns)     = (y(ip2) - y(ip1)) / l(ns) 
            ny(ns)     = (x(ip1) - x(ip2)) / l(ns) 
            uij        =  uvel(mx ,my) * nx(ns) 
            vij        =  vvel(mx ,my) * ny(ns)   
            udir       =  uij + vij 
            side(1,ns) =  in1 
            side(2,ns) =  in2 
            code       =  1  
C**** To Obtain Internal Adjacent Volume 
12          DO 600 id = 1,nvol 
   IF (id.NE.iv) THEN 
       DO 700 it = 1,3  
          ip1 = it 
          ip2 = it + 1 
          IF(ip1.EQ.3) ip2 = 1 
          id1  = intma(ip1,id) 
          id2  = intma(ip2,id) 
                      IF((in1.EQ.id2).AND.(in2.EQ.id1)) THEN 
              vadj(is,iv) = id 
              IF(code.EQ.1) THEN 
                 IF(udir.GE.0.) THEN 
                    side(3,ns) = iv 
                    side(4,ns) = id 
                 ELSE 
                    side(3,ns) = id 
                    side(4,ns) = iv 
                    nx(ns)     = -nx(ns) 
                    ny(ns)     = -ny(ns) 
                             ENDIF 
                          ENDIF 
         GOTO 300 
                       ENDIF 
 700                CONTINUE 
     ENDIF 
 600        CONTINUE 
 300     CONTINUE        
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 100  CONTINUE 
      nsid = ns 
 
 1    FORMAT('  mxsid needs to be increased to :' ,i6) 
        
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE GETMAT(mxvol  ,mxpoi  ,nvol   ,npoi   ,intma  ,ai   
     1                 ,dmmat) 
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Inverse Lumped Mass Matrix                         == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE  
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,nvol   ,npoi   ,iv     ,ip     ,in 
      INTEGER    intma(3,mxvol) 
      REAL*8     ar3  
      REAL*8     ai(mxvol)      ,dmmat(mxpoi) 
  
      CALL CRVEC(dmmat  ,mxpoi  ,0.0d+00) 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         ar3    = ai(iv) / 3. 
         DO 200 ip = 1,3 
            in  = intma(ip,iv) 
            dmmat(in) = dmmat(in) + ar3 
 200     CONTINUE 
 100  CONTINUE 
      DO 300 ip = 1,npoi 
         dmmat(ip) = 1.0d+00 / dmmat(ip) 
 300  CONTINUE 
     
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE DTFIX(mxvol  ,mxpoi  ,nvol   ,nstep  ,time   ,cfl  
     1                ,eps    ,intma  ,coord  ,ai     ,dt     ,tfin)    
C======================================================================= 
C     ==To Obtain Fixed Time Step for All Volumes                     == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE  
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,nvol   ,nstep  ,iv     ,is     ,is1 
      INTEGER    is2    ,n1     ,n2 
      INTEGER    intma(3,mxvol) 
      REAL*8     eps    ,cfl    ,time   ,mxvel  ,uvel   ,vvel   ,hchar 
      REAL*8     h      ,nvel   ,uij    ,vij    ,dtconv ,mx     ,my 
      REAL*8     l      ,nx     ,ny     ,dt     ,tfin  
      REAL*8     ai(mxvol) 
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
  
      dt  = 1.0E+10 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         mxvel  = 0.0 
         DO 200 is = 1,3 
            is1    =  is 
            is2    =  is1 + 1 
            IF(is1.EQ.3) is2 = 1 
            n1     =  intma(is1,iv) 
            n2     =  intma(is2,iv) 
            mx     = (coord(1,n1) + coord(1,n2)) / 2. 
            my     = (coord(2,n1) + coord(2,n2)) / 2. 
     0      l      =  SQRT((coord(2,n2)-coord(2,n1))**2 +  
     1                     (coord(1,n2)-coord(1,n1))**2) 
            nx     = (coord(2,n2) - coord(2,n1)) / l 
            ny     = (coord(1,n1) - coord(1,n2)) / l 
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            uij    =  uvel(mx ,my) * nx 
            vij    =  vvel(mx ,my) * ny 
            nvel   =  SQRT((nx * uij)**2 + (ny * vij)**2) * l  
            mxvel  =  MAX(mxvel  ,nvel) 
  200    CONTINUE 
         dtconv    =  ai(iv) / mxvel 
         dt        =  MIN(dt ,dtconv) 
 100  CONTINUE 
      dt    = cfl * dt 
      nstep = INT(time / dt) + 1 
      tfin  = MOD(time  ,dt) 
     
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE GFEM (mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                ,intma  ,coord  ,boun   ,xi     ,yi     ,ai 
     2                ,unkn0  ,dmmat  ,gxi    ,gyi    ,gxj    ,gyj) 
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Gradient Reconstruction Using FEM Method         ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,iv 
      INTEGER    ip     ,is     ,ib     ,in     ,is1    ,is2    ,is3 
      INTEGER    in1    ,in2    ,ib1    ,ib2    ,n1     ,n2     ,n3    
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou) 
      INTEGER    n(3) 
      REAL*8     x2     ,x3     ,y2     ,y3     ,a      ,b      ,c 
      REAL*8     nn     ,l      ,nx     ,ny  
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,gxi(mxvol)     ,gyi(mxvol)      
      REAL*8     dmmat(mxpoi)   ,gxj(mxpoi)     ,gyj(mxpoi) 
      REAL*8     xi(mxvol)      ,yi(mxvol)      ,ai(mxvol) 
      REAL*8     x(3)           ,y(3)     
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
 
      CALL CRVEC(gxj  ,mxpoi  ,0.0d+00) 
      CALL CRVEC(gyj  ,mxpoi  ,0.0d+00) 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         DO 200 ip = 1,3 
            n(ip)  = intma(ip,iv) 
            x(ip)  = coord(1,n(ip)) 
            y(ip)  = coord(2,n(ip)) 
 200     CONTINUE 
         DO 300 is = 1,3 
            is1    = is 
            is2    = is1 + 1 
            IF(is1.EQ.3) is2 = 1 
            is3    = is2 + 1 
            IF(is2.EQ.3) is3 = 1 
            in1      = n(is1) 
            in2      = n(is2) 
            gxj(in1) = gxj(in1) - (y(is2) - y(is3)) * unkn0(iv) / 2. 
            gyj(in1) = gyj(in1) - (x(is3) - x(is2)) * unkn0(iv) / 2. 
            DO 400 ib = 1,nbou 
   ib1 = boun(1,ib) 
   ib2 = boun(2,ib) 
   IF((in1.EQ.ib1).AND.(in2.EQ.ib2)) THEN 
       l  =  SQRT((y(is2)-y(is1))**2. + (x(is2)-x(is1))**2.) 
       nx = (y(is2) - y(is1)) / l 
       ny = (x(is1) - x(is2)) / l 
       gxj(in1) = gxj(in1) + nx * l * unkn0(iv) / 2. 
       gxj(in2) = gxj(in2) + nx * l * unkn0(iv) / 2. 
                   gyj(in1) = gyj(in1) + ny * l * unkn0(iv) / 2. 
       gyj(in2) = gyj(in2) + ny * l * unkn0(iv) / 2. 
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          ENDIF 
 400        CONTINUE 
 300     CONTINUE 
 100  CONTINUE 
      DO 500 ip = 1,npoi 
         gxj(ip) = gxj(ip) * dmmat(ip) 
         gyj(ip) = gyj(ip) * dmmat(ip) 
 500  CONTINUE 
      DO 600 iv = 1,nvol 
      DO 600 is = 1,3 
         is1 =  is 
         is2 =  is1 + 1 
         IF(is1.EQ.3) is2 = 1 
         is3 =  is2 + 1 
         IF(is2.EQ.3) is3 = 1 
         n1  =  intma(is1,iv) 
         n2  =  intma(is2,iv) 
         n3  =  intma(is3,iv) 
         a   =  coord(1,n2) * coord(2,n3) - coord(1,n3) * coord(2,n2) 
         b   =  coord(2,n2) - coord(2,n3) 
         c   =  coord(1,n3) - coord(1,n2) 
         nn  = (a + b * xi(iv) + c * yi(iv)) / (2. * ai(iv)) 
         gxi(iv) = gxi(iv) + nn * gxj(n1) 
         gyi(iv) = gyi(iv) + nn * gyj(n1) 
 600  CONTINUE 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE GLSQ (mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou  
     1                ,iopt   ,intma  ,coord  ,boun   ,xi     ,yi  
     2                ,unkn0  ,vadj   ,gxi    ,gyi)  
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Gradient Reconstruction Using LSQ Method         ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,iopt 
      INTEGER    iv0    ,is0    ,is1    ,nb1    ,nb2 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou)  ,vadj(3,mxvol) 
      REAL*8     a11    ,a12    ,a13    ,a14    ,a15    ,a22    ,a23   
      REAL*8     a24    ,a25    ,a33    ,a34    ,a35    ,a44    ,a45 
      REAL*8     a55    ,b1     ,b2     ,b3     ,b4     ,b5     ,dphi  
      REAL*8     deta1  ,deta2  ,deta3  ,deta4  ,deta5  ,deta   ,dx 
      REAL*8     dy 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,gxi(mxvol)     ,gyi(mxvol) 
      REAL*8     xi(mxvol)      ,yi(mxvol)     
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
    
      DO 100 iv0 = 1,nvol 
         a11 = 0.0d+00 
         a12 = 0.0d+00 
         a22 = 0.0d+00 
          b1 = 0.0d+00 
          b2 = 0.0d+00 
          DO 200 is0 = 1,3 
C**** To obtain equation system from 1st adjacent volume          
             nb1 = vadj(is0,iv0) 
 IF(nb1.EQ.0) THEN 
     0          CALL BOUND(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                    ,intma  ,coord  ,unkn0  ,boun   ,xi     ,yi 
     2                    ,is0    ,iv0    ,dx     ,dy     ,dphi)  
             ELSE 
                dx   = xi(nb1) - xi(iv0) 
    dy   = yi(nb1) - yi(iv0) 
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    dphi = unkn0(nb1) - unkn0(iv0) 
             ENDIF 
             a11  = a11 + dx * dx 
 a12  = a12 + dx * dy 
 a22  = a22 + dy * dy 
 b1  =  b1 + dx * dphi 
 b2  =  b2 + dy * dphi 
C**** To obtain equation system from 2nd adjacent volume  
 IF(iopt.NE.21) THEN   
    IF(nb1.NE.0) THEN 
                   DO 300 is1 = 1,3 
          nb2 = vadj(is1,nb1) 
          IF(nb2.NE.iv0) THEN 
             IF(nb2.EQ.0) THEN  
     0CALL BOUND(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1          ,intma  ,coord  ,unkn0  ,boun   ,xi     ,yi 
     2          ,is1    ,nb1    ,dx     ,dy     ,dphi)  
                      ELSE 
     dx   = xi(nb2) - xi(iv0) 
               dy   = yi(nb2) - yi(iv0) 
                dphi = unkn0(nb2) - unkn0(iv0) 
                         ENDIF 
                         a11  = a11 + dx * dx 
             a12  = a12 + dx * dy 
             a22  = a22 + dy * dy 
                         b1  =  b1 + dx * dphi 
              b2  =  b2 + dy * dphi 
         ENDIF 
 300            CONTINUE 
                ENDIF 
 ENDIF 
 200      CONTINUE 
          deta1 = b1*a22  - b2*a12 
          deta2 = b2*a11  - b1*a12 
          deta  = a11*a22 - a12*a12  
          IF(deta.EQ.0.) THEN 
 WRITE(*,99) iv0 
             STOP 
          ENDIF 
          gxi(iv0)  = deta1 / deta 
          gyi(iv0)  = deta2 / deta 
 100  CONTINUE 
 
  99  FORMAT(' determinant of volume',i5,'=0') 
             
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE BOUND(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                ,intma  ,coord  ,unkn0  ,boun   ,xi     ,yi 
     2                ,is     ,iv     ,dx     ,dy     ,dphi)    
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Mirror Node Adjacent to Boundary                 ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,nsid 
      INTEGER    is     ,iv     ,ib     ,ip1    ,ip2    ,in1    ,in2 
      INTEGER    ib1    ,ib2    ,code 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou) 
      REAL*8     dx     ,dy     ,dphi   ,x1     ,x2     ,y1     ,y2 
      REAL*8     mx     ,my     ,phia   ,BC 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,xi(mxvol)      ,yi(mxvol) 
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
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      ip1 =  is 
      ip2 =  is + 1 
      IF(ip1.EQ.3) ip2 = 1 
      in1 =  intma(ip1,iv) 
      in2 =  intma(ip2,iv) 
      x1  =  coord(1,in1) 
      x2  =  coord(1,in2) 
      y1  =  coord(2,in1) 
      y2  =  coord(2,in2) 
      mx  = (x1 + x2) / 2. 
      my  = (y1 + y2) / 2.  
      dx  =  2.*(mx - xi(iv)) 
      dy  =  2.*(my - yi(iv)) 
      DO 100 ib = 1,nbou 
         ib1 = boun(1,ib) 
         ib2 = boun(2,ib) 
         IF((in1.EQ.ib1).AND.(in2.EQ.ib2)) THEN 
 code = boun(4,ib) 
 GOTO 110 
         ENDIF 
 100  CONTINUE 
 110  IF(code.EQ.1) THEN 
         phia = BC(mx ,my) 
         dphi = 2.*(phia - unkn0(iv)) 
      ELSE 
         dphi = 0.0d+00 
      ENDIF 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE CONV (mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,mxsid  ,nvol   ,npoi 
     1                ,nbou   ,nsid   ,iopt   ,ilim   ,intma  ,coord 
     2                ,unkn0  ,boun   ,vadj   ,side   ,xi     ,yi 
     3                ,l      ,nx     ,ny     ,dt     ,lim    ,conve 
     4                ,gxi    ,gyi) 
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Contribution Due to Convective Fluxes            ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,mxsid  ,nvol   ,nbou   ,nsid 
      INTEGER    ilim   ,iopt   ,vol    ,iv     ,id     ,is     ,ib 
      INTEGER    is1    ,is2    ,in1    ,in2    ,v1     ,v2     ,code 
      INTEGER    npoi 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou)  ,side(4,mxsid) 
      INTEGER    vadj(3,mxvol) 
      REAL*8     dt     ,tasp   ,tati   ,phiii  ,phiij  ,phijj  ,alfa 
      REAL*8     umax   ,umin   ,xx     ,yy     ,ui     ,vi     ,uij 
      REAL*8     vij    ,uvel   ,vvel   ,mx     ,my     ,nxx    ,nyy 
      REAL*8     ll     ,BC     ,udir   ,cflux  ,dx     ,dy     ,dphi 
      REAL*8     gxi(mxvol)     ,gyi(mxvol)     ,unkn0(mxvol) 
      REAL*8     xi(mxvol)      ,yi(mxvol)      ,conve(mxvol)     
      REAL*8     lim(mxvol)     ,limf(3)        ,l(mxsid) 
      REAL*8     nx(mxsid)      ,ny(mxsid)       
      REAL*8     coord(2,mxpoi) ,inf(3,mxbou) 
 
      CALL CRVEC(conve  ,mxvol  ,0.0d+00) 
      CALL CRVEC(lim    ,mxvol  ,1.0d+00) 
      IF(ilim.EQ.0) GOTO 11 
C**** To Obtain Flux Limiter Function on Each Cell 
      DO 100 iv = 1,nvol 
         umax   = -1.0E+06 
         umin   =  1.0E+06 
         phiii  =  unkn0(iv) 
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         DO 200 is = 1,3 
            id  = vadj(is,iv) 
            IF(id.EQ.0) THEN 
     0         CALL BOUND(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                   ,intma  ,coord  ,unkn0  ,boun   ,xi     ,yi 
     2                   ,is     ,iv     ,dx     ,dy     ,dphi)  
               phijj = dphi + unkn0(iv) 
            ELSE 
               phijj = unkn0(id) 
            ENDIF 
             umax  = MAX(phiii  ,phijj  ,umax) 
             umin  = MIN(phiii  ,phijj  ,umin) 
 200     CONTINUE 
         CALL CRVEC(limf  ,3  ,1.0d+00) 
         DO 300 is = 1,3 
            is1    =  is 
            is2    =  is1 + 1 
            IF(is1.EQ.3) is2 = 1 
            in1    =  intma(is1,iv) 
            in2    =  intma(is2,iv) 
            mx     = (coord(1,in1) + coord(1,in2)) / 2. 
            my     = (coord(2,in1) + coord(2,in2)) / 2. 
            id     =  vadj(is,iv) 
            phiii  =  unkn0(iv) 
     0      ll     =  SQRT((coord(2,in2)-coord(2,in1))**2 +  
     1                (coord(1,in2)-coord(1,in1))**2) 
            nxx    = (coord(2,in2) - coord(2,in1)) / ll 
            nyy    = (coord(1,in1) - coord(1,in2)) / ll      
            uij    =  uvel(mx ,my) * nxx 
            vij    =  vvel(mx ,my) * nyy 
            udir   =  uij + vij 
            IF(id.EQ.0) THEN 
     0         CALL BOUND(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                   ,intma  ,coord  ,unkn0  ,boun   ,xi     ,yi 
     2                   ,is     ,iv     ,dx     ,dy     ,dphi)  
               phiij = (dphi + 2.* unkn0(iv)) / 2. 
            ELSE 
               IF(udir.GE.0.) vol = iv 
               IF(udir.LT.0.) vol = id 
               xx    = xi(vol) 
               yy    = yi(vol) 
               ui    = uvel(xx ,yy) 
               vi    = vvel(xx ,yy) 
               dx    = mx - xx 
               dy    = my - yy 
               tasp  = dx*gxi(vol) + dy*gyi(vol) 
               tati  = dt*(ui*gxi(vol)+vi*gyi(vol))/2. 
               phiij = unkn0(vol) + tasp - tati 
            ENDIF 
            CALL LIMIT(umax  ,umin  ,phiii  ,phiij  ,alfa) 
            limf(is) = alfa 
 300     CONTINUE 
         lim(iv) = MIN(limf(1) ,limf(2) ,limf(3)) 
 100  CONTINUE 
C**** To Obtain Internal Convective Flux 
  11  DO 400 is = 1,nsid 
         in1    =  side(1,is) 
         in2    =  side(2,is) 
         v1     =  side(3,is) 
         v2     =  side(4,is) 
         mx     = (coord(1,in1) + coord(1,in2)) / 2. 
         my     = (coord(2,in1) + coord(2,in2)) / 2. 
         uij    =  uvel(mx ,my) 
         vij    =  vvel(mx ,my) 
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         xx     =  xi(v1) 
         yy     =  yi(v1) 
         ui     =  uvel(xx ,yy) 
         vi     =  vvel(xx ,yy) 
         dx     =  mx - xx 
         dy     =  my - yy 
         tasp   =  lim(v1) * (dx * gxi(v1) + dy * gyi(v1)) 
         tati   =  lim(v1) * dt * (ui * gxi(v1) + vi * gyi(v1)) / 2. 
         phiij  =  unkn0(v1) + tasp - tati 
         cflux  =  l(is) * phiij * (nx(is) * uij + ny(is) * vij) 
         conve(v1) = conve(v1) + cflux 
         conve(v2) = conve(v2) - cflux 
 400  CONTINUE 
C**** To Obtain Boundary Convective Flux 
      DO 500 ib = 1,nbou 
         in1    =  boun(1,ib) 
         in2    =  boun(2,ib) 
         v1     =  boun(3,ib) 
    code   =  boun(4,ib) 
    mx     = (coord(1,in1) + coord(1,in2)) / 2. 
    my     = (coord(2,in1) + coord(2,in2)) / 2. 
    xx     =  xi(v1) 
    yy     =  yi(v1) 
    uij    =  uvel(mx ,my) 
    vij    =  vvel(mx ,my) 
     0   ll     =  SQRT((coord(2,in2)-coord(2,in1))**2 +  
     1               (coord(1,in2)-coord(1,in1))**2) 
         nxx    = (coord(2,in2) - coord(2,in1)) / ll 
         nyy    = (coord(1,in1) - coord(1,in2)) / ll  
         IF(code.EQ.1) THEN 
            phiij = BC(mx ,my) 
         ELSE 
            udir  = uij * nxx + vij * nyy 
            IF(udir.GE.0.) THEN 
   tasp  = lim(v1)*((mx-xx) * gxi(v1) + (my-yy) * gyi(v1)) 
               tati  = lim(v1)*((ui * gxi(v1) + vi * gyi(v1))) * dt/2. 
               phiij = unkn0(v1) + tasp - tati 
            ELSE 
               phiij = unkn0(v1) 
            ENDIF 
         ENDIF 
         cflux  = ll * phiij * (nxx * uij + nyy * vij) 
         conve(v1) = conve(v1) + cflux 
 500  CONTINUE 
  
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      SUBROUTINE LIMIT(umax   ,umin   ,phiii  ,phiij  ,alfa) 
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Slope Limiter                                    ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      REAL*8     umax   ,umin   ,phiii  ,phiij  ,alfa 
  
      IF(phiij.GT.umax) THEN 
         alfa = (umax - phiii) / (phiij - phiii) 
      ELSE 
         IF(phiij.LT.umin) THEN 
            alfa = (umin - phiii) / (phiij - phiii) 
         ELSE 
            alfa =  1. 
         ENDIF 
      ENDIF 
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      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE DIFF (mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                ,eps    ,intma  ,coord  ,boun   ,xi     ,yi 
     2                ,ai     ,unkn0  ,dmmat  ,iopt   ,gxi    ,gyi 
     3                ,gxj    ,gyj    ,diffu) 
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Contribution Due to Diffusive Fluxes             ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,iopt 
      INTEGER    iv     ,is     ,is1    ,is2    ,n1     ,n2 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou) 
      REAL*8     eps    ,gxij   ,gyij   ,x1     ,x2     ,y1     ,y2 
      REAL*8     l      ,nx     ,ny     
      REAL*8     xi(mxvol)      ,yi(mxvol)      ,ai(mxvol) 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,dmmat(mxpoi)   ,gxi(mxvol) 
      REAL*8     gyi(mxvol)     ,gxj(mxpoi)     ,gyj(mxpoi) 
      REAL*8     diffu(mxvol) 
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
 
      CALL CRVEC(diffu  ,mxvol  ,0.0d+00) 
      IF(eps.GT.0.) THEN 
         IF(iopt.NE.20) THEN 
     0      CALL GFEM (mxvol   ,mxpoi   ,mxbou   ,nvol    ,npoi    ,nbou 
     1                ,intma   ,coord   ,boun    ,xi      ,yi      ,ai 
     2                ,unkn0   ,dmmat   ,gxi     ,gyi     ,gxj     ,gyj) 
         ENDIF 
         DO 100 iv = 1,nvol 
         DO 100 is = 1,3 
            is1  = is 
            is2  = is + 1 
            IF(is1.EQ.3) is2 = 1 
            n1   = intma(is1,iv) 
            n2   = intma(is2,iv) 
            x1   = coord(1,n1) 
            x2   = coord(1,n2) 
            y1   = coord(2,n1) 
            y2   = coord(2,n2) 
            l    = SQRT((y2-y1)**2 + (x2-x1)**2) 
            nx   = (y2 - y1) / l 
            ny   = (x1 - x2) / l 
            gxij = (gxj(n1) + gxj(n2)) / 2. 
            gyij = (gyj(n1) + gyj(n2)) / 2. 
            diffu(iv) = diffu(iv) + l * eps * (nx * gxij + ny * gyij) 
 100     CONTINUE      
      ENDIF 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE REAC (mxvol  ,nvol   ,k      ,unkn0  ,xi     ,yi 
     1                ,dt     ,gxi    ,gyi    ,react) 
C======================================================================= 
C     ==To Calculate Contribution Due to Reaction                     ==    
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,nvol   ,iv 
      REAL*8     k      ,dt     ,xx     ,yy     ,UVEL   ,VVEL   ,ui 
      REAL*8     vi 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,xi(mxvol)      ,yi(mxvol) 
      REAL*8     gxi(mxvol)     ,gyi(mxvol)     ,react(mxvol) 
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      CALL CRVEC(react  ,mxvol  ,0.0d+00) 
      IF(k.GT.0.) THEN 
         DO 100 iv = 1,nvol 
            xx = xi(iv) 
            yy = yi(iv) 
            ui = UVEL(xx ,yy) 
            vi = VVEL(xx ,yy) 
            react(iv) = dt * (ui*gxi(iv) + vi*gyi(iv)) / 2. 
            react(iv) = k * (unkn0(iv) - react(iv)) 
 100     CONTINUE      
      ENDIF 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE SOLV (mxvol  ,nvol   ,unkn0  ,ai     ,q      ,delt   
     1                ,conve  ,diffu  ,react  ,unkn1) 
C======================================================================= 
C     ==To Update unknown quantiities at time N+1                     ==      
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,nvol   ,iv 
      REAL*8     delt 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,unkn1(mxvol)   ,ai(mxvol) 
      REAL*8     conve(mxvol)   ,diffu(mxvol)   ,react(mxvol) 
      REAL*8     q(mxvol) 
  
      DO 100 iv = 1,nvol 
         unkn1(iv) = unkn0(iv) - delt * (conve(iv) - diffu(iv)) /ai(iv) 
         unkn1(iv) = unkn1(iv) - delt * (react(iv) - q(iv)) 
  100  CONTINUE      
  
       RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE CVERT(mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou 
     1                ,intma  ,boun   ,ic     ,coord  ,unkn1  ,phij) 
C======================================================================= 
C     ==To Average Cell-Centered Solution to Each Node                == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol  ,mxpoi  ,mxbou  ,nvol   ,npoi   ,nbou   ,iv  
      INTEGER    ip     ,ib     ,in     ,is     ,code 
      INTEGER    ic(mxpoi) 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,boun(4,mxbou) 
      REAL*8     roff   ,value  ,xx     ,yy     ,BC 
      REAL*8     unkn1(mxvol)   ,phij(mxpoi) 
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
      
      CALL CRVEC(phij  ,mxpoi  ,0.0d+00) 
      DO 100 iv = 1,nvol 
      DO 100 ip = 1,3 
         in       = intma(ip,iv) 
         phij(in) = phij(in) + unkn1(iv) 
 100  CONTINUE 
      DO 200 ip = 1,npoi 
         phij(ip) = phij(ip) / ic(ip) 
 200  CONTINUE 
      DO 300 ib = 1,nbou 
         code   = boun(4,ib) 
         IF(code.EQ.1) THEN 
            DO 400 is = 1,2 
               in       = boun(is,ib) 
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               xx       = coord(1,in) 
               yy       = coord(2,in) 
               phij(in) = BC(xx,yy) 
 400        CONTINUE 
         ENDIF 
 300  CONTINUE                   
      roff = 1.0E-06 
      DO 500 ip = 1,npoi 
         value  = ABS(phij(ip)) 
         IF(value.LT.roff) phij(ip) = 0.0d+00 
 500  CONTINUE 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      SUBROUTINE FIOUT(nc     ,h      ,d      ,u) 
C======================================================================= 
C     ==To Sequence Output File Name(Transient Option)                == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    nc     ,num1   ,num2   ,num3   ,hun    ,dec    ,uni 
      CHARACTER  h      ,d      ,u       
 
      num1 = INT(nc / 100) 
      IF(num1.GT.9) THEN 
         WRITE(*,*) ' Too Many Output Files' 
         STOP 
      ENDIF 
      hun  = 048 + num1 
      h    = CHAR(hun) 
      num2 = INT(nc / 10) 
      IF(num2.GT.9) num2 = MOD(num2 ,10) 
      dec  = 048 + num2 
      d    = CHAR(dec) 
      num3 = nc - (num1 * 100) - (num2 * 10) 
      uni  = 048 + num3 
      u    = CHAR(uni) 
   
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      SUBROUTINE CRVEC(vec    ,nvec   ,val) 
C======================================================================= 
C     ==To Initializes a Vector of Real Variables with "val"          == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    ii     ,nvec 
      REAL*8     val 
      REAL*8     vec(nvec)   
 
      DO 100 ii = 1,nvec 
         vec(ii) = val 
 100  CONTINUE 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
     0SUBROUTINE  SOLOP(mxpoi   ,nvol    ,npoi    ,nbou    ,nstep 
     1                 ,nwrt    ,iwrt    ,ilim    ,iopt    ,cfl 
     2                 ,eps     ,k       ,toler   ,time    ,coord  
     3                 ,phij) 
C======================================================================= 
C     == To Send Final Output file(.out)                              == 
C======================================================================= 



87 
 

      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxpoi  ,nvol   ,npoi   ,nbou    ,nstep   ,nwrt  
      INTEGER    iwrt   ,ilim   ,iopt   ,ip 
      REAL*8     cfl    ,eps    ,k      ,toler   ,time 
      REAL*8     phij(mxpoi)     
      REAL*8     coord(2,mxpoi) 
      CHARACTER  A*40   
 
     0WRITE(12,*) '   nvol   npoi   nbou   nstep  nwrite   iwrt   ilim   
     1 iopt' 
     0WRITE(12,1)     nvol  ,npoi  ,nbou  ,nstep ,nwrt    ,iwrt  ,ilim 
     1,iopt 
     0WRITE(12,*) '    cfl           eps       k          toler        
     1     time' 
     0WRITE(12,2)      cfl          ,eps      ,k         ,toler 
     1    ,time 
     0WRITE(12,*) '   node    x-coordinates    y-coordinates 
     1       solution' 
      DO 100 ip = 1,npoi 
         WRITE(12,3) ip ,coord(1,ip) ,coord(2,ip) ,phij(ip) 
 100  CONTINUE 
       
   1  FORMAT(1x,3(1x ,i6) ,2(2x ,i6) ,3x ,i6 ,2x ,i4 ,1x ,i6) 
   2  FORMAT(2x,F6.3 ,1x ,e13.6 ,2x ,F6.3 ,1x ,e14.6 ,1x ,e15.6) 
   3  FORMAT(2x,i6 ,3(2x ,e15.6)) 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION UVEL(xx ,yy) 
      REAL*8   xx    ,yy    ,uvel 
      uvel = 1. 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION VVEL(xx  ,yy) 
      REAL*8   xx    ,yy     ,vvel 
      vvel = 0. 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION BC(xi  ,yi) 
      REAL*8   xi  ,yi   ,BC 
      bc = -TANH(yi/2.) 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION NAMLEN(filnam) 
C======================================================================= 
C     ==To Count The Number of Characters from The Input File Name    == 
C======================================================================= 
      CHARACTER filnam*12  
      NAMLEN = 0 
      DO 100 i = 12 ,1 , -1 
         IF(filnam(i:i).EQ.' ') GOTO 100 
         NAMLEN = i 
         GOTO 200 
 100  CONTINUE 
 
 200  RETURN 
      END 
************************************************************************ 
C=============================END OF PROGRAM===========================C 



ภาคผนวก ข 

รายละเอียดของโปรแกรม FEM_FVE 

 

 โปรแกรมคอมพิวเตอร FEM_FVE มีรายละเอียดดังนี้ 

 

      PROGRAM FEM_FVE 
C======================================================================= 
C     ==                          FEM_FVE                             == 
C     ==Program Transfer Data from FEMESH File(.dat) to Input FVEM    == 
C     ==File(.in)                                                     == 
C     ==Transfer Constraint ID = 1 to 1, Specified Fixed Boundary     == 
C     ==                       = 2 to 0, Outflow Free Boundary        == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxvol        ,mxpoi       ,mxbou 
      PARAMETER (mxvol=131072 ,mxpoi=66049 ,mxbou=1024) 
      INTEGER    nvol   ,npoi   ,in     ,i      ,j      ,ip    ,iv 
      INTEGER    ipp    ,nstep  ,nwrt   ,l      ,namlen ,nbou  ,ib 
      INTEGER    iopt   ,iwrt   ,ilim   ,m 
      INTEGER    intma(3,mxvol) ,isido(4,mxbou) ,nc(mxpoi)  
      REAL*8     xi     ,yi     ,ic     ,cfl    ,eps    ,k     ,q 
      REAL*8     toler  ,time   ,pi  
      REAL*8     x(3)           ,y(3)           ,unkn0(mxvol) 
      REAL*8     load(mxpoi) 
      REAL*8     mx(3,mxvol)    ,my(3,mxvol)    ,coord(2,mxpoi) 
      CHARACTER  filnam*20      ,n*12   ,v*13   ,b*14 
C======================================================================= 
C     ==To Read Input Data from FEMESH (.dat)                         == 
C======================================================================= 
  40  WRITE(*,*) 'Please Enter Your Input File Name : ' 
      READ (*,*)  filnam 
      l = namlen(filnam) 
      IF(l.EQ.0) GOTO 40 
      OPEN(unit = 10 ,file = filnam(1:l)//'.dat' ,err = 40) 
      OPEN(unit = 12 ,file = filnam(1:l)//'.in'  ,err = 40) 
      DO 100 i = 1,32 
         READ(10,*) 
 100  CONTINUE 
      READ(10,5) v ,nvol 
      IF(nvol.GT.mxvol) THEN 
         WRITE(*,1) nvol 
         STOP 
      ENDIF 
      READ(10,5) n  ,npoi 
      IF(npoi.GT.mxpoi) THEN 
         WRITE(*,2) npoi 
         STOP 
      ENDIF 
      READ(10,5) b  ,nbou 
      IF(nbou.GT.mxbou) THEN 
         WRITE(*,1) nbou 
         STOP 
      ENDIF 
      DO 200 i = 1,6 
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         READ(10,*) 
 200  CONTINUE 
      DO 300 i = 1,npoi 
         READ(10,*) ip ,(coord(j,ip) ,j = 1,2) 
         IF(ip.NE.i) THEN 
            WRITE(*,3) i 
            STOP 
         ENDIF 
 300  CONTINUE 
      READ(10,*) 
      DO 400 i = 1,nvol 
         READ(10,*) iv ,(intma(j,iv) ,j = 1,3) 
         IF(iv.NE.i) THEN 
            WRITE(*,4) i 
            STOP 
         ENDIF 
 400  CONTINUE 
      DO 500 i = 1,npoi+2 
         READ(10,*) 
 500  CONTINUE 
      DO 600 i = 1,nbou 
         READ(10,*) (isido(j,i) ,j = 1,4) 
 600  CONTINUE 
      CLOSE(10) 
 
   1  FORMAT('  mxvol needs to be increased to :' ,i6) 
   2 FORMAT('  mxpoi needs to be increased to :' ,i6) 
   3  FORMAT('  vol  no.' ,i6 ,' in data file is missing') 
   4  FORMAT('  node no.' ,i6 ,' in data file is missing') 
   5  FORMAT(A ,i6) 
C======================================================================= 
C     ==To Set Initial Scalar Quantities and Boundary Conditions      == 
C======================================================================= 
      DO 101 iv = 1,nvol 
         DO 102 ip = 1,3 
            in     = intma(ip,iv) 
            x(ip)  = coord(1,in) 
            y(ip)  = coord(2,in) 
 102     CONTINUE 
         DO 103 ip = 1,3        
            ipp    = ip + 1 
            IF(ip.EQ.3) ipp = 1 
            mx(ip,iv)  = (x(ip) + x(ipp))/2. 
            my(ip,iv)  = (y(ip) + y(ipp))/2. 
 103     CONTINUE 
         xi        = MIN(x(1) ,mx(2,iv)) + 2.*ABS(mx(2,iv) - x(1))/3. 
         yi        = MIN(y(1) ,my(2,iv)) + 2.*ABS(my(2,iv) - y(1))/3.  
         unkn0(iv) = IC(xi,yi) 
 101  CONTINUE 
      DO 110 ib = 1,nbou 
         i = isido(4,ib) 
         IF(i.EQ.2) isido(4,ib) = 0 
 110  CONTINUE                 
C======================================================================= 
C     ==To Transfer Data to Input File of FVEM Program (.in)          == 
C======================================================================= 
      nstep  = 10000 
      nwrt   = 10000 
      iwrt   = 100 
      iopt   = 1 
      ilim   = 1 
      cfl    = 1.0 
      eps    = 0.0 
      k      = 0.0 
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      q      = 0.0 
      toler  = 1.0E-06 
      pi     = 4.* ATAN(1.) 
      time   = 1.5 
 
     0WRITE(12,*)  ' nvol    npoi    nbou    nstep   nwrt      iwrt 
     1 ilim    iopt' 
     0WRITE(12,10)   nvol   ,npoi   ,nbou   ,nstep  ,nwrt     ,iwrt 
     1,ilim   ,iopt 
      WRITE(12,*)  '  cfl     eps       k       toler       time 
      WRITE(12,11)    cfl    ,eps      ,k      ,toler      ,time 
     0WRITE(12,15)  '  Volume Nodal Connection and Initial Condition['  
     1               ,nvol ,']:' 
      WRITE(12,*)  ' volume  node1   node2   node3   initial value        q' 
      DO 700 iv = 1,nvol 
         WRITE(12,12) iv ,(intma(j,iv) ,j = 1,3) ,unkn0(iv) ,q(iv) 
 700  CONTINUE 
      WRITE(12,15)  '  Cell-Center Coordinates[' ,npoi ,']:' 
      WRITE(12,*)  '  node   x-coordinates   y-coordinates' 
      DO 800 ip = 1,npoi 
         WRITE(12,13) ip ,(coord(j,ip) ,j = 1,2) 
 800  CONTINUE 
      WRITE(12,15)  '  Boundary Sides[' ,nbou ,']:' 
      WRITE(12,*) ' node1   node2   volume   type' 
      DO 900 ib = 1,nbou 
         WRITE(12,16) (isido(j,ib), j = 1,4) 
 900  CONTINUE 
      
      CLOSE(12) 
 
  10  FORMAT(I6 ,2(2X ,I6) ,2(3X,I6) ,3(2X ,I6)) 
  11  FORMAT(1X ,F5.3 ,2(2X ,F6.4) ,3X ,F6.4 , 2X ,E7.1,2X,E14.6) 
  12  FORMAT(1X ,I6 ,3(2X ,I6) ,2(2X ,E14.6)) 
  13  FORMAT(1X ,I6 ,2(2X ,E14.6)) 
  14  FORMAT(I5 ,1X ,2(2X ,E14.6) ,2X ,3(1X ,E14.6) ,2X ,3(1X ,E14.6)) 
  15  FORMAT( A ,I6 ,A) 
  16  FORMAT(1X ,I6 ,3(2X ,I6)) 
 
      STOP 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION IC(xi ,yi) 
      REAL*8   xi  ,yi  ,IC 
 
      IC = 0. 
 
      RETURN 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION namlen(fil) 
      CHARACTER fil*20 
 
      namlen = 0 
      DO 100 i = 20,1,-1 
         IF(fil(i:i).EQ.' ') GOTO 100 
         namlen = i 
         GOTO 200 
 100  CONTINUE 
 
 200  RETURN 
      END 
************************************************************************ 
C=============================END OF PROGRAM===========================C 
 



ภาคผนวก ค 

รายละเอียดของโปรแกรม FVE_FEM 

 

 โปรแกรมคอมพิวเตอร FVE_FEM มีรายละเอียดดังนี้ 

 

      PROGRAM FVE_FEM 
C======================================================================= 
C     ==                          FVE_FEM                             == 
C     ==Program Transfer Data from FVEM File(.out) to Input FEMESH    == 
C     ==File(.out)                                                    == 
C======================================================================= 
      IMPLICIT   NONE 
      INTEGER    mxpoi 
      PARAMETER (mxpoi=66049) 
      INTEGER    npoi   ,in     ,i      ,ip     ,l      ,k 
      INTEGER    namlen 
      REAL*8     zero   ,del    ,err 
      REAL*8     unkn0(mxvol)   ,unkn1(mxpoi) 
      CHARACTER  text*40        ,name1*20       ,name2*20 
C======================================================================= 
C     ==To Read Input Data from FVEM (.out)and FEMESH (.out)          == 
C======================================================================= 
  40  WRITE(*,*) 'Please Enter FVEM File Name : ' 
      READ (*,*)  name1 
  50  WRITE(*,*) 'Please Enter FEMESH File Name : ' 
      READ (*,*)  name2 
      l = namlen(name1) 
      IF(l.EQ.0) GOTO 40 
      k = namlen(name2) 
      IF(k.EQ.0) GOTO 50 
 
      OPEN(unit = 10 ,file = name1(1:l)//'.out' ,err = 40) 
      OPEN(unit = 11 ,file = name2(1:l)//'.out' ,err = 50) 
      OPEN(unit = 12 ,file = name1(1:l)//'.out' ,err = 40) 
      READ(10,*) 
      READ(10,*) in ,npoi 
      IF(npoi.GT.mxpoi) THEN 
         WRITE(*,1) npoi 
         STOP 
      ENDIF 
      READ(10,*) 
      READ(10,*) 
      READ(10,*) 
      DO 100 i = 1,npoi 
         READ(10,*) ip   ,unkn1(ip) 
 100  CONTINUE 
      DO 200 i = 1.30 
         READ (11,2) text 
         WRITE(12,2) text 
 200  CONTINUE 
      READ(11,*) 
      READ(11,*) 
      DO 300 ip = 1,npoi 
         READ(11,*) i  ,del  ,del  ,unkn0(i) 
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 300  CONTINUE 
   1  FORMAT('  mxpoi needs to be increased to :' ,i6) 
   2  FORMAT(5A40) 
      CLOSE(10) 
      CLOSE(11) 
 
C*****to check different output 
 
      del = 0.0d+00 
      DO 400 ip = 1,npoi 
         del = del + ((unkn1(ip)-unkn0(ip) * (unkn1(ip)-unkn0(ip)) 
 400  CONTINUE 
      del = SQRT(del) 
      err = del / npoi 
      WRITE(*,3) err 
   3  FORMAT('  average error =  ' ,e15.6) 
 
C*****to prepare data for FEMESH adaptive model (.out) 
 
      zero = 0.0d+00 
      WRITE(12,*) 
      WRITE(12,4) 
      DO 500 ip = 1,npoi 
         WRITE(12,5) ip ,unkn1(ip) , unkn1(ip) ,unkn1(ip) ,zero 
 500  CONTINUE 
   4 0FORMAT('    NODE            U             V             P' 
     1       '            H') 
   5  FORMAT(1x  ,i6  ,1x  ,4(2x ,e15.6)) 
      CLOSE(12) 
 
      STOP 
      END 
************************************************************************ 
      FUNCTION namlen(fil) 
      CHARACTER filnam*20 
 
      namlen = 0 
      DO 100 i = 20,1,-1 
         IF(filnam(i:i).EQ.' ') GOTO 100 
         namlen = i 
         GOTO 200 
 100  CONTINUE 
 
 200  RETURN 
      END 
************************************************************************ 
C=============================END OF PROGRAM===========================C 
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บทความ Solving convection-diffusion-reaction equation by
 adaptive finite volume element method 

 



94 
 

 



95 
 

 



96 
 

 



97 
 

 



98 
 

 



99 
 

 



100 
 

 



101 
 

 



102 
 

 



103 
 

 



104 
 

 



105 
 

 



106 
 

 



107 
 

ประวัติผูเขียนวิทยานิพนธ 

 

  นางสาวพัชรี  ธีระเอก  เกิดเม่ือวันท่ี 4 กันยายน พุทธศักราช 2518  ท่ีจังหวัด

นครราชสีมา  สําเร็จการศึกษาปริญญาวิศวกรรมศาสตรบัณฑิตจากภาควิชาวิศวกรรมเคร่ืองกล  

คณะวิศวกรรมศาสตร  มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร  ในปการศึกษา 2541  และสําเร็จการศึกษา

ปริญญาวิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิตจากภาควิชาวิศวกรรมเคร่ืองกล  คณะวิศวกรรมศาสตร  

จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย  ในปการศึกษา 2548  จากน้ันจึงเขาศึกษาตอในหลักสูตรปริญญา

วิศวกรรมศาสตรดุษ ฎี บัณฑิต   ภาควิชาวิศวกรรม เค ร่ืองกล   คณะวิศวกรรมศาสตร           

จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย  ในปการศึกษา 2550 


	ปกภาษาไทย
	ปกภาษาอังกฤษ
	หน้าอนุมัติ
	บทคัดย่อภาษาไทย
	บทคัดย่อภาษาอังกฤษ
	กิตติกรรมประกาศ
	สารบัญ
	สารบัญภาพ
	รูปที่ 2.1 การแบ่งโดเมนของปัญหาออกเป็นเซลล์สามเหลี่ยมย่อย ๆ
	รูปที่ 2.2 รายละเอียดของปริมาตรตัวอย่าง i Ω
	รูปที่ 2.3 เซลล์ตัวอย่างแสดงตำแหน่งเวอเทกซ์หมายเลข 2 ซึ่งประกอบด้วยเซลล์รูปสามเหลี่ยมจำนวน 5 เซลล์ที่มีเวอเทกซ์นี้ร่วมกัน
	รูปที่ 2.4 เซลล์ตัวอย่างใน 1 มิติที่มีขนาดของเซลล์เท่ากัน
	รูปที่ 3.1 ขั้นตอนการทำงานของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ FVEM
	รูปที่ 4.1 ขนาดของเซลล์ในแนวแกนหลัก X และ Y
	รูปที่ 4.2 ลำดับขั้นตอนการประยุกต์เทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ
	รูปที่ 4.3 ส่วนคำสั่งของไฟล์ ‘square00.out’
	รูปที่ 4.4 ส่วนผลลัพธ์ของไฟล์ ‘square00.out’
	รูปที่ 5.1 ลักษณะของปัญหาการไหลเป็นขั้นในแนวเฉียง
	รูปที่ 5.2 เส้นชั้นแสดงการกระจายตัวสำหรับปัญหาการไหลเป็นขั้นในแนวเฉียง
	รูปที่ 5.3 แถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวสำหรับปัญหาการไหลเป็นขั้นในแนวเฉียง
	รูปที่ 5.4 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแม่นตรงกับผลลัพธ์จากการคำนวณด้วยวิธีผลต่างอัปวินด์และวิธีไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์สำหรับปัญหาไหลเป็นขั้นในแนวเฉียง
	รูปที่ 5.5 ปัญหาการไหลของพัลส์สี่เหลี่ยมในโดเมนสี่เหลี่ยม
	รูปที่ 5.6 การกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลของพัลส์สี่เหลี่ยม
	รูปที่ 5.7 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแม่นตรงกับผลลัพธ์จากการคำนวณด้วยวิธีผลต่างอัปวินด์และวิธีไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์สำหรับปัญหาการไหลของพัลส์สี่เหลี่ยม
	รูปที่ 5.8 เส้นชั้นแสดงการกระจายตัวสำหรับปัญหาการไหลของพัลส์แบบเกาส์เซียน (ε = 0)
	รูปที่ 5.9 แถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวสำหรับปัญหาการไหลของพัลส์แบบเกาส์เซียน (ε = 0)
	รูปที่ 5.10 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแม่นตรงกับผลลัพธ์จากการคำนวณบนเส้นกึ่งกลาง y = 0 หรับปัญหาการไหลของพัลส์แบบเกาส์เซียน (ε = 0)
	รูปที่ 5.11 เส้นชั้นแสดงการกระจายตัวของปัญหาการไหลของพัลส์แบบเกาส์เซียน (ε =10−4 )
	รูปที่ 5.12 แถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปัญหาการไหลของพัลส์แบบเกาส์เซียน (ε =10−4 )
	รูปที่ 5.13 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแม่นตรงกับผลลัพธ์จากการคำนวณบนเส้นกึ่งกลาง y = 0 หรับปัญหาการไหลของพัลส์แบบเกาส์เซียน (ε =10−4 )
	รูปที่ 5.14 เส้นชั้นแสดงค่าเงื่อนไขเริ่มต้นของปัญหาการไหลผสมกันในบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงกับบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ำ
	รูปที่ 5.15 ผลเฉลยแม่นตรงสำหรับปัญหาการไหลผสมกันในบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงกับบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ำ
	รูปที่ 5.16 เส้นชั้นแสดงผลลัพธ์จากการคำนวณของปัญหาการไหลผสมกันในบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงกับบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ำ
	รูปที่ 5.17 แถบชั้นสีแสดงผลลัพธ์จากการคำนวณของปัญหาการไหลผสมกันในบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงกับบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ำ
	รูปที่ 5.18 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแม่นตรงกับผลลัพธ์จากการคำนวณบนเส้นกึ่งกลาง y = 0 สำหรับปัญหาการไหลผสมกันในบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงกับบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ำ
	รูปที่ 5.19 ปัญหาของสมิทและฮัตตัน
	รูปที่ 5.20 เส้นชั้นแสดงการกระจายตัวของปัญหาของสมิทและฮัตตัน
	รูปที่ 5.21 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแม่นตรงกับผลลัพธ์จากการคำนวณสำหรับปัญหาของสมิทและฮัตตัน
	รูปที่ 5.22 ปัญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกที่ถูกเซาะร่อง
	รูปที่ 5.23 ผลเฉลยแม่นตรงของปัญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกที่ถูกเซาะร่อง
	รูปที่ 5.24 แถบชั้นสีแสดงผลลัพธ์จากการคำนวณของปัญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกที่ถูกเซาะร่อง (Δx = Δy =1/128)
	รูปที่ 5.25 แถบชั้นสีแสดงผลลัพธ์จากการคำนวณของปัญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกที่ถูกเซาะร่อง (Δx = Δy =1/ 256)
	รูปที่ 5.26 ปัญหาการไหลที่มีการเปลี่ยนรูปทรงของสโมลาร์เควิคส์
	รูปที่ 5.27 เส้นชั้นแสดงผลลัพธ์จากการคำนวณของปัญหาการไหลที่มีการเปลี่ยนรูปทรงของสโมลาร์เควิคส์ (Δx = Δy =1/128)
	รูปที่ 5.28 เส้นชั้นแสดงผลลัพธ์จากการคำนวณของปัญหาการไหลที่มีการเปลี่ยนรูปทรงของสโมลาร์เควิคส์ (Δx = Δy =1/ 256)
	รูปที่ 5.29 กราฟเปรียบเทียบผลเฉลยแม่นตรงกับผลลัพธ์จากการคำนวณสำหรับปัญหาการไหลที่มีการเปลี่ยนรูปทรงของสโมลาร์เควิคส์
	รูปที่ 5.30 แบบจำลองไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์เริ่มแรกและการกระจายตัวของปริมาณ φสำหรับปัญหาการไหลของพัลส์สี่เหลี่ยม
	รูปที่ 5.31 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 1 และการกระจายตัวของปริมาณ φสำหรับปัญหาการไหลของพัลส์สี่เหลี่ยม
	รูปที่ 5.32 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 2 และการกระจายตัวของปริมาณ φสำหรับปัญหาการไหลของพัลส์สี่เหลี่ยม
	รูปที่ 5.33 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 3 และการกระจายตัวของปริมาณ φสำหรับปัญหาการไหลของพัลส์สี่เหลี่ยม
	รูปที่ 5.34 กราฟเปรียบเทียบการกระจายตัวของปริมาณ φ ที่ขอบขวาของโดเมน x =1สำหรับปัญหาการไหลของพัลส์สี่เหลี่ยม
	รูปที่ 5.35 แบบจำลองไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์เริ่มแรกและการกระจายตัวของปริมาณ φสำหรับปัญหาการไหลผสมกันในบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงกับบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ำ
	รูปที่ 5.36 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 1 และการกระจายตัวของปริมาณ φสำหรับปัญหาการไหลผสมกันในบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงกับบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ำ
	รูปที่ 5.37 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 2 และการกระจายตัวของปริมาณ φสำหรับปัญหาการไหลผสมกันในบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงกับบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ำ
	รูปที่ 5.38 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 3 และการกระจายตัวของปริมาณ φสำหรับปัญหาการไหลผสมกันในบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงกับบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ำ
	รูปที่ 5.39 แบบจำลองไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์เริ่มแรกและแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเป็นแนวชั้นที่ขอบ
	รูปที่ 5.40 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 1 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเป็นแนวชั้นที่ขอบ
	รูปที่ 5.41 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 2 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเป็นแนวชั้นที่ขอบ
	รูปที่ 5.42 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 3 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเป็นแนวชั้นที่ขอบ
	รูปที่ 5.43 แบบจำลองไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์เริ่มแรกและแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเข้าแบบลาดเอียง (V =1.0,κ =10−4 )
	รูปที่ 5.44 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 1 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเข้าแบบลาดเอียง (V =1.0,κ =10−4 )
	รูปที่ 5.45 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 2 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเข้าแบบลาดเอียง (V =1.0,κ =10−4 )
	รูปที่ 5.46 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 3 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเข้าแบบลาดเอียง (V =1.0,κ =10−4 )
	รูปที่ 5.47 แบบจำลองไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์เริ่มแรกและแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเข้าแบบลาดเอียง (V =10−4 ,κ =1.0)
	รูปที่ 5.48 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 1 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเข้าแบบลาดเอียง (V =10−4 ,κ =1.0)
	รูปที่ 5.49 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 2 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเข้าแบบลาดเอียง (V =10−4 ,κ =1.0)
	รูปที่ 5.50 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 3 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเข้าแบบลาดเอียง (V =10−4 ,κ =1.0)
	รูปที่ 5.51 แบบจำลองไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์เริ่มแรกและแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเป็นแนวชั้นที่มุม
	รูปที่ 5.52 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 1 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเป็นแนวชั้นที่มุม
	รูปที่ 5.53 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 2 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเป็นแนวชั้นที่มุม
	รูปที่ 5.54 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 3 และแถบชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการไหลเป็นแนวชั้นที่มุม
	รูปที่ 5.55 ปัญหาการพาของเนินเขารูปไซน์
	รูปที่ 5.56 แบบจำลองไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์เริ่มแรกและเส้นชั้นแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการพาของเนินเขารูปไซน์
	รูปที่ 5.57 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 1 และเส้นชั้นแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการพาของเนินเขารูปไซน์
	รูปที่ 5.58 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 2 และเส้นชั้นแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาการพาของเนินเขารูปไซ
	รูปที่ 5.59 แบบจำลองไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์เริ่มแรกและเส้นชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาสมิทและฮัตตัน
	รูปที่ 5.60 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 1 และเส้นชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาสมิทและฮัตตัน
	รูปที่ 5.61 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 2 และเส้นชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาปัญหาสมิทและฮัตตัน
	รูปที่ 5.62 แบบจำลองหลังจากทำการปรับขนาดครั้งที่ 3 และเส้นชั้นสีแสดงการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาปัญหาสมิทและฮัตตัน
	รูปที่ 5.63 กราฟเปรียบเทียบการกระจายตัวของปริมาณ φ สำหรับปัญหาสมิทและฮัตตัน

	สัญลักษณ์และคำย่อ
	บทที่ 1
บทนำ
	1.1 ความสำคัญและที่มาของวิทยานิพนธ์
	1.2 วัตถุประสงค์ของวิทยานิพนธ์
	1.3 ขอบเขตของวิทยานิพนธ์
	1.4 ขั้นตอนดำเนินงานวิทยานิพนธ์
	1.5 ประโยชน์ที่ได้รับจากวิทยานิพนธ์

	บทที่ 2
ระเบียบวิธีไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์สำหรับการแก้ปัญหาการพา-การแพร่-การเกิดปฏิกิริยา
	2.1 สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยของปัญหาการพา-การแพร่-การเกิดปฏิกิริยา
	2.2 ระเบียบวิธีไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์
	2.3 การวิเคราะห์อันดับความถูกต้องของระเบียบวิธีไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์

	บทที่ 3
ไฟไนต์วอลุมเอลิเมนต์โปรแกรมคอมพิวเตอร์
	3.1 ลักษณะทั่วไปของโปรแกรมคอมพิวเตอร์ FVEM
	3.2 รายละเอียดของไฟล์ข้อมูลนำเข้าที่ใช้กับโปรแกรมคอมพิวเตอร์ FVEM
	3.3 รายละเอียดของไฟล์ข้อมูลส่งออกที่ใช้กับโปรแกรมคอมพิวเตอร์ FVEM

	บทที่ 4
เทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ
	4.1 หลักการของเทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ
	4.2 โปรแกรมคอมพิวเตอร์สำหรับการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ
	4.3 ขั้นตอนการประยุกต์เทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ
	4.4 รายละเอียดของไฟล์ข้อมูลนำเข้าสำหรับโปรแกรม FEMESH

	บทที่ 5
การตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรม FVEM และการวิเคราะห์ปัญหาโดยใช้เทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ
	5.1 การตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรมคอมพิวเตอร์
	5.1.1 ปัญหาการไหลเป็นขั้นในแนวเฉียง (the oblique step problem)
	5.1.2 ปัญหาการไหลของพัลส์สี่เหลี่ยมในโดเมนสี่เหลี่ยม(the square pulse flow in a square domain problem)
	5.1.3 ปัญหาการหมุนครบรอบของพัลส์แบบเกาส์เซียน(rotation of Gaussian pulse problem)
	5.1.4 ปัญหาการไหลผสมกันในบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงกับบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ำ(mixing of hot with cold front problem)
	5.1.5 ปัญหาของสมิทและฮัตตัน (Smith and Hutton problem)
	5.1.6 ปัญหาการหมุนครบรอบของทรงกระบอกที่ถูกเซาะร่อง(rotation of slotted cylinder problem)
	5.1.7 ปัญหาการไหลที่มีการเปลี่ยนรูปทรงของสโมลาร์เควิคส์(Smolarkiewicz’s deformational flow problem)

	5.2 การวิเคราะห์ปัญหาโดยใช้เทคนิคการปรับขนาดเมชโดยอัตโนมัติ
	5.2.1 ปัญหาการไหลของพัลส์สี่เหลี่ยมในโดเมนสี่เหลี่ยม(the square pulse flow in a square domain problem)
	5.2.2 ปัญหาการไหลผสมกันในบริเวณที่มีอุณหภูมิสูงกับบริเวณที่มีอุณหภูมิต่ำ(mixing of hot with cold front problem)
	5.2.3 ปัญหาการไหลเป็นแนวชั้นที่ขอบ (boundary layer problem)
	5.2.4 ปัญหาการไหลเข้าแบบลาดเอียงเนื่องจากผลของการพา-การเกิดปฏิกิริยา(oblique inflow convection-reaction problem)
	5.2.5 ปัญหาการไหลเป็นแนวชั้นที่มุม (corner layer problem)
	5.2.6 ปัญหาการพาของเนินเขารูปไซน์ (advection of sine hill problem)
	5.2.7 ปัญหาของสมิทและฮัตตัน (Smith and Hutton problem)


	บทที่ 6
บทสรุป ปัญหาที่พบและข้อเสนอแนะ
	6.1 บทสรุป
	6.2 ปัญหาที่พบในขณะทำวิทยานิพนธ์
	6.3 ข้อเสนอแนะสำหรับงานวิจัยในอนาคต

	รายการอ้างอิง
	ภาคผนวก
	ภาคผนวก ก
รายละเอียดของโปรแกรม FVEM
	ภาคผนวก ข
รายละเอียดของโปรแกรม FEM_FVE
	ภาคผนวก ค
รายละเอียดของโปรแกรม FVE_FEM
	ภาคผนวก ง
บทความ Solving convection-diffusion-reaction equation byadaptive finite volume element method

	ประวัติผู้เขียน



