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บทท่ี 1

บทนํา

1.1 นิยาม คําศัพทท่ีเกี่ยวของ
ในที่นี้จะใหนิยามเบ้ืองตนเก่ียวกับคําศัพทที่เก่ียวของในวิทยานิพนธเลมนี้
บทนิยามที่ 1.1.1 รูปหลายเหลี่ยมหรือรูป n เหลี่ยม (polygon or n - gon) คือเซตของ

จุดทุกจุดบนขอบและภายในอาณาบริเวณบนระนาบ 2 ที่ปดลอมดวยสวนของเสนตรงจํานวน
จํากัดเสน โดยจะเรียกสวนของเสนตรงที่ปดลอมอาณาบริเวณดังกลาววาเสนรอบรูปของรูปหลาย
เหลี่ยม

บทนิยามที่ 1.1.2 รูปหลายเหลี่ยมเชิงเดียว (simple polygon) คือรูปหลายเหลี่ยมที่เสน
รอบรูปของรูปหลายเหลี่ยมชนิดนี้จะไมตัดกันเอง

หมายเหตุ สําหรับวิทยานิพนธเลมนี้ รูปหลายเหลี่ยมที่กลาวถึงทั้งหมดจะหมายถึง รูป
หลายเหลี่ยมเชิงเดียว และเพื่อความสะดวกจะใชคําวารูปหลายเหลี่ยมแทนคําวา รูปหลายเหลี่ยม
เชิงเดียว

บทนิยามที่ 1.1.3 รูปหลายเหลี่ยม P คลาย (similar) กับรูปหลายเหลี่ยม Q ถา
สามารถขยาย หรือบีบ P  ใหเปนรูปหลายเหลี่ยมที่เทากันทุกประการกับรูปหลายเหลี่ยม Q  ได
นั่นคือ มีฟงกชัน 2 2 2

0
: ,f x    และเมทริกซ 0A   ซึ่ง

0
( )f x x Ax  และ

( )f P Q  ทําใหไดวา รูปหลายเหลี่ยม P คลายกับรูปหลายเหลี่ยม Q  เมื่อ มุมที่สมนัยกัน
ระหวางรูปหลายเหลี่ยม P และรูปหลายเหลี่ยม Q  มีขนาดเทากันทุกคู และอัตราสวนของความ
ยาวดานที่สมนัยกันระหวางรูปหลายเหลี่ยม P และรูปหลายเหลี่ยม Q  เปนสัดสวนเดียวกันทุกคู

บทนิยามที่ 1.1.4 ให P เปนรูปหลายเหลี่ยมรูปหนึ่ง D เปนการแบง (dissection) ของ
P เมื่อ D  เปนหมู (collection) ของรูปหลายเหลี่ยมยอย

1 2 3
{ , , , ..., }

k
P P P P ซึ่งเปนผลแบง

ก้ัน (partition) ของ P และจะเรียก
i
P ทุก {1, 2, 3, ..., }i k วาชิ้น (piece) ของ P ทั้งนี้รูป

หลายเหลี่ยมยอยที่เปนชิ้นสองชิ้นใด ๆ ของ P  อาจไมมีสวนซอนทับกัน หรือถามีสวนซอนทับกันก็
เฉพาะบางสวนของเสนรอบรูปของรูปหลายเหลี่ยมยอยทั้งสองนั้นเทานั้น นั่นคือ สําหรับ
1 i j k    ใด ๆ

i j
P P    หรือ

i j
P P คือบางสวนของเสนรอบรูปของ

i
P  และ

j
P

อยางใดอยางหนึ่งเทานั้น
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ถาบรรดาชิ้นทั้งหลายของ P ใน D ไมคลายกับ P จะเรียก D วาเปนการแบงแบบ
ไมชัด (non-trivial dissection) ในทางกลับกันหากมีชิ้นของ P ใน D อยางนอยหนึ่งชิ้นที่คลาย
กับ P จะเรียก D วาเปนการแบงแบบชัด (trivial dissection)

บทนิยามที่ 1.1.5 ให P เปนรูปหลายเหลี่ยมรูปหนึ่ง การแบงเชิงลําดับออกเปน n  รูป
(n - sequentially dissection) ของ P คือการแบง D ที่ชิ้นของ P  ใน D สามารถนํามา
ประกอบใหเปนรูปหลายเหลี่ยม n รูปที่คลายกับ P ทุกจํานวนนับ n

บทนิยามที่ 1.1.6 รูปหลายเหลี่ยมปกติ (regular polygon) คือรูปหลายเหลี่ยมที่ดานแต
ละดานมีความยาวเทากันและมุมแตละมุมมีขนาดเทากัน

1.2 ความเปนมา และความสําคัญของปญหา
ในป 1997 Akiyama และ Nakamura [1] ไดทําการศึกษาการแบงเชิงลําดับของรูป

สี่เหลี่ยมจัตุรัสออกเปน n รูปดังนี้
ให l   และใหรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวดานละ l  หนวย Akiyama และ Nakamura [1]

ไดแสดงตัวอยางการแบงรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสออกมาเปนรูปหลายเหลี่ยมจํานวน 4 ชิ้น คือ
1 2 3
, ,P P P และ

4
P แลวนํารูปหลายเหลี่ยมทั้ง 4 ชิ้น มาประกอบกันเปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 2 รูป

โดยรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปแรกประกอบไดจากรูปหลายเหลี่ยม
1 2
,P P และ

4
P ในขณะที่รูปสี่เหลี่ยม

จัตุรัสรูปที่สองคือ
3
P จากนั้นนํารูป

3
P ไปทําการแบงตอดวยวิธีเดิม จะไดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสอีก 2

รูป (ดังรูปที่ 1.2.1) ดังนั้นเมื่อทําการแบงดวยวิธีเดิมไปเรื่อย ๆ จะไดวาในการแบงครั้งที่ n จะมีรูป
สี่เหลี่ยมจัตุรัสอยู 1n  รูป ถาให n แทนจํานวนของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสหลังจากทําการแบงไป

1n  ครั้ง และให ( )f n แทนจํานวนชิ้นของรูปหลายเหลี่ยมที่ถูกแบงออกมาจากรูปสี่เหลี่ยม
จัตุรัสรูปแรกแลว จะไดวา ( ) 3 2f n n 

รูปที่ 1.2.1

1
P

2
P

3
P4

P

1
P

2
P

3
P

4
P
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งานวิจัยในวิทยานิพนธฉบับนี้ไดทําการขยายและปรับฐานคิดจากการแบงเชิงลําดับของ
รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสใน [1] ดังนี้

ในแงของการขยาย จะพิจารณารูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่มีความกวางและความยาว
เปน a  และ b  หนวยตามลําดับ

สวนในดานของการปรับ จะทําโดยในการแบงครั้งที่ n นํารูปหลายเหลี่ยมทั้งหลายที่แบง
แลวมาประกอบกันเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1 รูป ที่คลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตนและรูปหลาย
เหลี่ยม n รูป ที่คลายกันทั้งหมด เชน รูปที่ 1.2.2 และ 1.2.3 แสดงการแบงรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากแลว
นํามาประกอบกันใหมเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป พรอมกับรูปสามเหลี่ยมและรูปหกเหลี่ยม
ตามลําดับ

สําหรับการแบงที่ปรับใหมนี้ เมื่อแบงไป n  ครั้งจะไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลายกับรูป
สี่เหลี่ยมมุมฉากรูปแรก 1  รูป และรูปหลายเหลี่ยมที่คลายกันทั้งหมด n  รูป

ในวิทยานิพนธเลมนี้ใหบทนิยามสําหรับการแบงเชิงลําดับออกเปน n  รูปแบบใหมที่ได
ปรับและขยายฐานคิดจากการแบงเชิงลําดับของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสใน [1] ดังนี้

บทนิยามที่ 1.2.1 ให P และ Q เปนรูปหลายเหลี่ยมใด ๆ การแบง D  ของรูป P จะ
เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )n P Q   ถาชิ้นของ P  ใน D  สามารถประกอบกันเปนรูป

รูปที่ 1.2.2

รูปที่ 1.2.3

…

…
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หลายเหลี่ยมที่คลายกับ P จํานวน 1  รูปและประกอบกันเปนรูปหลายเหลี่ยม Q  จํานวน n รูปที่
คลายกันทั้งหมดทุกจํานวนนับ n

สําหรับจํานวนนับ n ใด ๆ ให ( )g n แทนจํานวนของรูปหลายเหลี่ยมที่ถูกแบงออกมาจาก
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากรูปแรกหลังจากทําการแบงไปแลว n ครั้ง งานวิจัยชิ้นนี้ไดคํานวณสูตรของ
( )g n สําหรับการแบงเชิงลําดับแบบตาง ๆ ที่สรางขึ้น

ในวิทยานิพนธเลมนี้จะใชสัญลักษณ ,  ,  ,  ,T R P Hx Hp และ O แทนรูปสามเหลี่ยม,

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก, รูปหาเหลี่ยม, รูปหกเหลี่ยม,  รูปเจ็ดเหลี่ยมและรูปแปดเหลี่ยมตามลําดับ
โดยแบงการนําเสนอเปนการแบงเชิงลําดับ (1 ) ,n R T   (1 ) ,n R P  

(1 ) ,n R Hx   (1 )n R Hp   และ (1 )n R O   ทั้งแบบชัดและแบบไมชัดใน
บทที่ 2, 3, 4, 5 และ 6 ตามลําดับ สําหรับการแบงเชิงลําดับแบบ (1 )n R T   และ
(1 )n R Hx   แบบชัดและแบบไมชัดนั้นสามารถหาเงื่อนไขบนความยาวดานทั้งสองของ
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ทําใหไดผลลัพธเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1 รูปซึ่งคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก
เริ่มตน พรอมดวยลําดับของรูปสามเหลี่ยมดานเทาในการแบงเชิงลําดับแบบ (1 )n R T  

และไดผลลัพธเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1 รูปซึ่งคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากเริ่มตน พรอมดวย
ลําดับของรูปหกเหลี่ยมปกติในการแบงเชิงลําดับแบบ (1 )n R Hx    ตามลําดับ
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บทท่ี 2

การแบงเชิงลําดับของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากใหเปนรูปสามเหลี่ยม

2.1 การแบงแบบชัด
ขั้นตอนวิธี 2.1.1 การแบงเชิงลําดับ (1 )n R T    แบบชัด
กําหนด (1)  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1) (1) (1) (1)A B C D ที่มีความยาวของดานกวางและ

ดานยาวเปนจํานวนจริงบวก โดยดาน (1) (1)D A ยาว a  หนวย และดาน (1) (1)A B ยาว b หนวย
เมื่อ a และ b เปนจํานวนจริงบวก

หมายเหตุ สําหรับวิทยานิพนธเลมนี้ เพื่อความสะดวกจะละการเขียนตัวยกแสดงจํานวน
ครั้งของการทําซ้ําสําหรับจุดยอดของรูปหลายเหลี่ยมตาง ๆ เชน จะเขียน A  แทน ( )iA  ทุก

{1, 2, 3, ..., }i n  เปนตน
ดังนั้นสําหรับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  ที่กําหนดให สามารถวาดรูปไดดังรูปที่ 2.1.1

สําหรับ {1, 2, 3, ..., }i n  ทําการวนซ้ําโดย
1. ใหจุด ,E F  และ G เปนจุดก่ึงกลางของดาน ,DA AB และ BC ตามลําดับ

ดังนั้น 1
2

DE EA a BG GC    และ 1
2

AF b FB  ลากสวนของเสนตรงจากจุด

E ไปยังจุด F  โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะไดวาสวนของเสนตรง EF  ยาว 2 21
2
a b  หนวย

รูปที่ 2.1.1

b

a

A B

CD
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2. จากจุด F ลากสวนของเสนตรงใหขนานกับดาน AD และจากจุด G  ลากสวนของ

เสนตรงใหขนานกับดาน AB  ใหสวนของเสนตรงทั้งสองนี้ตัดกันที่จุด H ดังนั้น 1
2

HF a

และ 1
2

GH b

3. ใหจุด I เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง GH จะไดวา 1
4

IH b GI  ลาก

สวนของเสนตรงจากจุด I ไปยังจุด C โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะไดวา 2 21 1
2 4

CI a b 

เรียกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก FBGH รูปสามเหลี่ยม AFE รูปสามเหลี่ยม IGC และรูปหกเหลี่ยม
FHICDE วา ( 1),i ( )

1
,i ( )

2
i และ ( )

3
i ตามลําดับ

รูปที่ 2.1.2

รูปที่ 2.1.3

1
2
b

1
2
a

.
1
2
a

1
2
b

1
2
a

1
2
a

2

2

1
2
a
b

b

a

A F B

G

CD

E

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
a

2

2

1
2
a
b

b

a

A F B

G

CD

E H 1
2
b
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รูปที่ 2.1.4

4. แยกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i  ออกจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i จากนั้นนํารูป ( )
1
i

มาแนบกับรูป ( )
3
i โดยใหสวนของเสนตรง EA มาแนบกับสวนของเสนตรง DE และใหจุด A

ติดกับจุด D และนํารูป ( )
2
i มาแนบกับรูป ( )

3
i โดยใหสวนของเสนตรง GC มาแนบกับสวนของ

เสนตรง HF ใหจุด C ติดกับจุด F และสวนของเสนตรง GI มาแนบกับสวนของเสนตรง IH
และใหจุด G ติดกับจุด H

รูปที่ 2.1.5

( )
1
i

( )
2
i

( 1)i 

2

2

1

1

2

4

a

b


1
4
b

1
4
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
a

2

2

1
2
a
b

b

a

A F B

G

CD

E H I
( )
3
i

1
2
b

1
2
a ( 1)i 

( )
1
i

( )
2
i

( 1)i 

2

2

1

1

2

4

a

b


1
4
b

1
4
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
a

2

2

1
2
a
b

b

a

A F B

G

CD

E H I
( )
3
i

2

2

1
2
a
b

2

2

1
2
a
b

2

2

1

1

2

4

a

b


2

2

1

1

2

4

a

b


( )
1
i

( )
2
i

1
2
b b

1
2
a

( )
3
i
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ดังนั้นจะได ( 1)i  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป และรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ไดนี้คลายกับ
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i และไดรูปสามเหลี่ยม 1 รูป โดยใชการแบงรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i

ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ๆ จํานวน 4  ชิ้น
5. เปลี่ยนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i แลวยอนกลับไปทําซ้ํา

ในขั้นที่ 1
ดวยวิธีการแบงแบบเดิมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i  จะมีอัตราสวนความกวางตอความ

ยาวเทากับอัตราสวนความกวางตอความยาวของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ดังนั้นขั้นตอนวิธี 2.1.1
ที่ทําวนซ้ําจํานวน n ครั้งทําใหได ( 1)n เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1 รูปทีไ่มไดประกอบจากรูป
หลายเหลี่ยมอ่ืน ๆ และคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน (1)  และลําดับของรูปสามเหลี่ยมที่
ประกอบจากรูปหลายเหลี่ยมยอย 3  ชิ้น จํานวน n  รูปที่คลายกันทั้งหมด 

ทฤษฎีบทท่ี 2.1.1 สําหรับจํานวนนับ n  ใด ๆ ขั้นตอนวิธี 2.1.1 เปนการแบงเชิงลําดับ
(1 )n R T    แบบชัดโดย ( ) 3 1g n n 

บทพิสูจน จากรูปที่ 2.1.5 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  สามารถแบงเชิงลําดับดวยขั้นตอนวิธี
ที่ 2.1.1 ขั้นที่ 1 – 4 ออกมาเปน 4  ชิ้น ซึ่งมี 1  ชิ้นที่เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลายกับรูปสี่เหลี่ยม
มุมฉากต้ังตน และอีก 3  ชิ้นนํามาประกอบเปนรูปสามเหลี่ยมจํานวน 1  รูป ดังนั้นขั้นตอนวิธี
2.1.1 ขั้นที่ 1 – 4 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 1) R T   แบบชัดที่ 4 3(1) 1 (1)g  

ให k เปนจํานวนนับที่ทําใหขั้นตอนวิธี 2.1.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )k R T  

แบบชัดที่ ( ) 3 1g k k  ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 2.1.6

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 1 ชิ้น

รูปสามเหลี่ยม k  รูป

รูปที่ 2.1.6

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 3k ชิ้น

…( 1)k 
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เมื่อดําเนินตามขั้นตอนวิธีที่ 2.1.1 ขั้นที่ 1 – 4 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)k สามารถแบง
ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ไดอีก 4 ชิ้น แลวแยกออกมาเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 2)k และ
ประกอบกันเปนรูปสามเหลี่ยม 1  รูปที่คลายกับรูปสามเหลี่ยม k รูปที่ไดมากอนหนา ดังแสดงเปน
แผนภาพไดดังรูปที่ 2.1.7

จึงไดการแบงเชิงลําดับ 1 ( 1)k R T     โดยที่
4 3 3( 1) 1 ( 1)k k g k     

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวาทฤษฎีบทที่ 2.1.1 เปนจริง 

หากพิจารณาความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1 โดยขั้นตอนวิธี
2.1.1 ดังรูปที่ 2.1.5 จะสามารถสรุปเปนบทแทรก ดังตอไปนี้

บทแทรกท่ี 2.1.1 รูปสามเหลี่ยมที่ไดจากการแบงครั้งที่ 1 โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.1.1 จะเปน
รูปสามเหลี่ยมมุมฉากก็ตอเมื่อ 2a b

บทพิสูจน พิจารณาความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมจากรูปที่ 2.1.5 จะไดวารูป
สามเหลี่ยมนี้จะเปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉากก็ตอเมี่อ

รูปที่ 2.1.7

รูปสามเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 3k ชิ้น

…

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 3 ชิ้นรูปหลายเหลี่ยม
ยอย จํานวน 1 ชิ้น

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

( 2)k 

( 1)k 
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2 2 2 2 21 9
( )

4 4
a b a b b

        

ทําใหไดวาความยาวดานทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมในรูปที่ 2.1.5 จะสอดคลองทฤษฎีบท
พีทาโกรัสก็ตอเมื่อ 2a b

ดังนั้นในกรณีที่ 2a b จะไดวาลําดับของรูปสามเหลี่ยมที่ไดจากขั้นตอนวิธี 2.1.1 จะ
เปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉากทั้งหมด 

บทแทรกท่ี 2.1.2 รูปสามเหลี่ยมที่ไดจากการแบงครั้งที่ 1 โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.1.1 จะเปน
รูปสามเหลี่ยมหนาจั่วก็ตอเมื่อ 2 5a b  หรือ 2a b

บทพิสูจน พิจารณาความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมจากรูปที่ 2.1.5 จะไดวารูป
สามเหลี่ยมนี้จะเปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วก็ตอเมื่อ

2 2 3
2

a b b  หรือ 2 21 3
4 2

a b b 

ทําใหไดวาความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมในรูปที่ 2.1.5 จะเทากันสองดานก็ตอเมื่อ
2 5a b หรือ 2a b

ดังนั้นในกรณีที่ 2 5a b หรือ 2a b จะไดวาลําดับของรูปสามเหลี่ยมที่ไดจาก
ขั้นตอนวิธี 2.1.1 จะเปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วทั้งหมด 

บทแทรกท่ี 2.1.3 รูปสามเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1 ของขั้นตอนวิธีที่ 2.1.1 ไมเปนรูป
สามเหลี่ยมดานเทา

บทพิสูจน สมมติวารูปสามเหลี่ยมจากรูปที่ 2.1.5 เปนรูปสามเหลี่ยมดานเทา จะไดวา
2 2 2 21

4
a b a b  

แต b    ดังนั้นจึงไดวารูปสามเหลี่ยมจากรูปที่ 2.1.5 ไมเปนรูปสามเหลี่ยมดานเทา


ในขั้นตอนตอไปจะแสดงขั้นตอนวิธีการแบงเชิงลําดับ (1 )n R T    แบบชัดอีกวิธี
หนึ่ง สําหรับวิธีนี้จะทําใหรูปสามเหลี่ยม n  รูปที่ประกอบขึ้นมานั้นเปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว และ
เมื่อกําหนดเงื่อนไขบางประการใหกับความยาวดานของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตนแลวรูป
สามเหลี่ยมหนาจั่วที่ไดจะเปนรูปสามเหลี่ยมดานเทา

ขั้นตอนวิธี 2.1.2 การแบงเชิงลําดับ (1 )n R T   แบบชัด
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กําหนด (1)  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ABCD ที่มีความยาวของดานกวางและดานยาว
เปนจํานวนจริงบวก โดยดาน DA ยาว a  หนวย และดาน AB ยาว b หนวย เมื่อ a และ b
เปนจํานวนจริงบวก

ดังนั้นสําหรับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  ที่กําหนดให สามารถวาดรูปไดดังรูปที่ 2.1.8

สําหรับ {1, 2, 3, ..., }i n  ทําการวนซ้ําโดย
1. ใหจุด ,E F และ G เปนจุดก่ึงกลางของดาน ,DA AB และ BC ตามลําดับ

ดังนั้น 1
2

DE EA a BG GC    และ 1
2

AF b FB  ลากสวนของเสนตรงจากจุด
E ไปยังจุด G  และลากสวนของเสนตรงจากจุด F ใหขนานกับดาน DA ใหสวนของเสนตรงทั้ง

สองนี้ตัดกันที่จุด H ดังนั้น 1
2

EH b HG 

รูปที่ 2.1.8

รูปที่ 2.1.9

A B

CD

a

b

F

G

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

H

A B

CD

a E

b
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2. ใหจุด I เปนจุดที่อยูบนสวนของเสนตรง EH โดยที่ 3
8

EI b  ดังนั้น 1
8

IH b

ใหจุด J เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง HG  ดังนั้น 1
4

HJ b JG  จากจุด J  ลาก

สวนของเสนตรงใหขนานกับดาน DA มาตัดกับดาน CD ที่จุด K เพราะวา 3
8

EI b IJ 

และ 1
2

DE a JK  ดังนั้นโดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะไดวา 2 21 9
2 16

DI a b IK  

3. เรียกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก AFHE รูปสามเหลี่ยม EID รูปสามเหลี่ยม IKD รูป
สามเหลี่ยม IJK รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก JGCK และรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก FBGH  วา ( 1),i 

( )
1

,i ( )
2

,i ( )
3

,i ( )
4
i และ ( )

5
i ตามลําดับ

รูปที่ 2.1.10

รูปที่ 2.1.11

E I J

K

3
8
b

1
8
b

1
4
b

1
4
b

F

G

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

H

A B

CD

a

b

E I J

K

3
8
b

1
8
b

1
4
b

1
4
b

F

G

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

H

A B

CD

a

( 1)i 

( )
1
i

( )
2
i

( )
3
i

( )
4
i

( )
5
i

b
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4. แยกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i   ออกจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i จากนั้นนํารูป ( )
5
i

มาแนบกับรูป ( )
2
i โดยใหสวนของเสนตรง FB มาแนบกับสวนของเสนตรง KD และใหจุด F

ติดกับจุด D  จากนั้นนํารูป ( )
4
i มาแนบกับรูป ( )

2
i และรูป ( )

5
i โดยใหสวนของเสนตรง JG มา

แนบกับสวนของเสนตรง KD และใหจุด G ติดกับจุด K และสวนของเสนตรง KJ มาแนบกับ
สวนของเสนตรง BG และใหจุด J ติดกับจุด B จากนั้นนํารูป ( )

1
i มาแนบกับรูป ( )

5
i โดยให

สวนของเสนตรง DE มาแนบกับสวนของเสนตรง HF และใหจุด E ติดกับจุด F จากนั้นนํา
รูป ( )

3
i มาแนบกับรูป ( )

4
i โดยใหสวนของเสนตรง JK มาแนบกับสวนของเสนตรง GC และ

ใหจุด J ติดกับจุด C

ดังนั้นจะได ( 1)i   เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป และรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ไดนี้คลายกับ
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i และไดรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว 1 รูป โดยใชการแบงรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก

( )i ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 6  ชิ้น
5. เปลี่ยนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i  แลวยอนกลับไปทําซ้ํา

ในขั้นที่ 1

รูปที่ 2.1.12

E I J

K

3
8
b

1
8
b

1
4
b

1
4
b

F

G

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

H

A B

CD

a

( 1)i 

( )
1
i

( )
2
i

( )
3
i

( )
4
i

( )
5
i

b

( 1)i 

1
2
b

1
2
a

( )
1
i

( )
2
i

( )
3
i( )

5
i ( )

4
i

1
2
a

3
8
b

3
8
b

1
2
b

1
4
b

2

2

9
16

a

b


2

2

9
16

a

b
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ดวยวิธีการแบงแบบเดิมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i  จะมีอัตราสวนความกวางตอความ
ยาวเทากับอัตราสวนความกวางตอความยาวของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ดังนั้นขั้นตอนวิธี 2.1.2
ที่ทําวนซ้ําจํานวน n ครั้งทําใหได ( 1)n เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1 รูปที่ไมไดประกอบจากรูป
หลายเหลี่ยมอ่ืน ๆ และคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน (1)  และลําดับของรูปสามเหลี่ยมหนา
จั่วที่ประกอบจากรูปหลายเหลี่ยมยอย 5 ชิ้น จํานวน n รูปที่คลายกันทั้งหมด 

ทฤษฎีบทท่ี 2.1.2 สําหรับจํานวนนับ n ใด ๆ ขั้นตอนวิธี 2.1.2 เปนการแบงเชิงลําดับ
(1 )n R T   แบบชัดโดย ( ) 5 1g n n 

บทพิสูจน จากรูปที่ 2.1.12 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  สามารถแบงเชิงลําดับดวยขั้นตอนวิธี
ที่ 2.1.2 ขั้นที่ 1 – 4 ออกมาเปน 6  ชิ้น ซึ่งมี 1  ชิ้นที่เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลายกับรูปสี่เหลี่ยม
มุมฉากต้ังตน และอีก 5  ชิ้นนํามาประกอบเปนรูปสามเหลี่ยมจํานวน 1  รูป ดังนั้นขั้นตอนวิธี 2.1.2
ขั้นที่ 1 – 4 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 1) R T   แบบชัดที่ 6 5(1) 1 (1)g  

ให k เปนจํานวนนับที่ทําใหขั้นตอนวิธีที่ 2.1.2 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )k R T  

แบบชัดที่ ( ) 5 1g k k  ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 2.1.13

เมื่อดําเนินตามขั้นตอนวิธีที่ 2.1.2 ขั้นที่ 1 – 4 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)k  สามารถแบง
ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ไดอีก 6 ชิ้น แลวแยกออกมาเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 2)k  และ
ประกอบกันเปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว 1 รูปที่คลายกับรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว k รูปที่ไดมากอน
หนา ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 2.1.14

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 1 ชิ้น

รูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 5k ชิ้น

...

รูปที่ 2.1.13

( 1)k 
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จึงไดการแบงเชิงลําดับ 1 ( 1)k R T    โดยที่
6 5 5( 1) 1 ( 1)k k g k     

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวาทฤษฎีบทที่ 2.1.2 เปนจริง 

หากพิจารณาความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1 โดยขั้นตอนวิธี
2.1.2 ดังรูปที่ 2.1.12 จะสามารถสรุปเปนบทแทรก ดังตอไปนี้

บทแทรกท่ี 2.1.4 รูปสามเหลี่ยมที่ไดจากการแบงครั้งที่ 1 โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.1.2 จะเปน
รูปสามเหลี่ยมมุมฉากก็ตอเมื่อ 4 3a b

บทพิสูจน พิจารณาความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมจากภาพที่ 2.1.12 จะไดวารูป
สามเหลี่ยมนี้จะเปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉากก็ตอเมื่อ

2 2 2 2 29 9 9
16 16 4

a b a b b
                 

ทําใหไดวาความยาวดานทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมในรูปที่ 2.1.12 จะสอดคลองทฤษฎีบท
พีทาโกรัสก็ตอเมื่อ 4 3a b

ดังนั้นในกรณีที่ 4 3a b จะไดวาลําดับของรูปสามเหลี่ยมที่ไดจากขั้นตอนวิธี 2.1.2 จะ
เปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉากทั้งหมด 

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 5 ชิ้น

รูปที่ 2.1.14

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป รูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 5k ชิ้น

...( 1)k 

( 2)k 

รูปหลายเหลี่ยม
ยอย จํานวน 1 ชิ้น
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บทแทรกท่ี 2.1.5 รูปสามเหลี่ยมที่ไดจากการแบงครั้งที่ 1 โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.1.2 เปนรูป
สามเหลี่ยมดานเทาก็ตอเมื่อ 4 3 3a b

บทพิสูจน พิจารณารูปสามเหลี่ยมจากภาพที่ 2.1.12 จะเปนรูปสามเหลี่ยมดานเทาก็
ตอเมื่อ

2 29 3
16 2

a b b 

ทําใหไดวาความยาวดานทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมในรูปที่ 2.1.2 จะเทากันทั้งสามดาน
ก็ตอเมื่อ 4 3 3a b

ดังนั้นในกรณีที่ 4 3 3a b จะไดวาลําดับของรูปสามเหลี่ยมที่ไดจากขั้นตอนวิธี 2.1.2
จะเปนรูปสามเหลี่ยมดานเทาทั้งหมด 

ในหัวขอตอไปจะแสดงขั้นตอนวิธีการแบงเชิงลําดับ (1 )n R T    แบบไมชัด โดย
ลําดับของรูปสามเหลี่ยมทั้งหลายที่ไดจากขั้นตอนวิธีใหมนั้นจะเปนรูปสามเหลี่ยมที่คลายกับรูป
สามเหลี่ยมในรูปที่ 2.1.5

2.2 การแบงแบบไมชัด
ขั้นตอนวิธี 2.2.1 การแบงเชิงลําดับ (1 )n R T   แบบไมชัด
กําหนด (1)  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ABCD ที่มีความยาวของดานกวางและดานยาว

เปนจํานวนจริงบวก โดยดาน DA ยาว a  หนวย และดาน AB ยาว b หนวย เมื่อ a และ b
เปนจํานวนจริงบวก

ดังนั้นสําหรับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  ที่กําหนดให สามารถวาดรูปไดดังรูปที่ 2.2.1

รูปที่ 2.2.1

A B

CD

a

b
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สําหรับ {1, 2, 3, ..., }i n  ทําการวนซ้ําโดย
1. ใหจุด ,E F และ G เปนจุดก่ึงกลางของดาน ,DA AB และ BC ตามลําดับ

ดังนั้น 1
2

EA DE a BG GC    และ 1
2

AF b FB  ลากสวนของเสนตรงจากจุด

E ไปยังจุด F  โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะไดวา 2 21
2

EF a b 

2. ลากสวนของเสนตรงจากจุด F ไปยังจุด C  และลากสวนของเสนตรงจากจุด G ให

ขนานกับดาน AB มาตัดกับสวนของเสนตรง CF ที่จุด H  ดังนั้น 1
4

HG b  และโดยทฤษฎี

บทพีทาโกรัสจะไดวา 2 21 1
2 4

HC a b 

3. เรียกรูปสี่เหลี่ยม FBGH รูปสามเหลี่ยม HGC รูปสามเหลี่ยม AFE และรูป
สี่เหลี่ยม FCDE วา ( 1),i  ( 1),i  ( )

1
i  และ ( )

2
i ตามลําดับ

รูปที่ 2.2.2

รูปที่ 2.2.3

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

1
2
a

1
2
a

2

2

1
2
a
b

A B

CD

a

b

F

E G.

1
4
b

2

2

1

1

2

4

a

b


H

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

1
2
a

1
2
a

2

2

1
2
a
b

A B

CD

a

b

F

E G
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4. แยกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i  และรูปสามเหลี่ยม ( 1)i  ออกจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก
( )i จากนั้นนํารูป ( 1)i  มาแนบกับรูป ( 1)i  โดยใหสวนของเสนตรง FH มาแนบกับสวนของ

เสนตรง HC และใหจุด F ติดกับจุด C จากนั้นนํารูป ( )
1
i มาแนบกับรูป ( )

2
i โดยใหสวนของ

เสนตรง EA มาแนบกับสวนของเสนตรง DE และใหจุด A ติดกับจุด D

รูปที่ 2.2.4

รูปที่ 2.2.5

( )
1
i

1
2
b

1
2
a

2

2

1
2
a
b

2

2

1
2
a
b

2

2

1
4

a

b


b

( )
2
i ( 1)i 

( 1)i 

1
2
b

1
2
a

1
4
b

2

2

1

1

2

4

a

b


H

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

1
2
a

1
2
a

2

2

1
2
a
b

A B

CD

a

b

F

E G

( 1)i 

( 1)i 

( )
1
i

( )
2
i

1
4
b

2

2

1

1

2

4

a

b


H

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

1
2
a

1
2
a

2

2

1
2
a
b

A B

CD

a

b

F

E G

( 1)i 

( 1)i 

( )
1
i

( )
2
i
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ดังนั้นจะไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i  และ ( 1)i  1  รูป และรูปสี่เหลี่ยม
มุมฉากที่ประกอบไดนี้คลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i และไดรูปสามเหลี่ยม 1 รูป โดยใชการ
แบงรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 4  ชิ้น

5. เปลี่ยนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i  และ
( 1)i   แลวยอนกลับไปทําซ้ําในขั้นที่ 1 โดยมองวาสวนของเสนตรงที่เปนรอยตอระหวาง ( 1)i

และ ( 1)i   คือสวนของเสนตรง FC ในขอ 2
ดวยวิธีการแบงแบบเดิมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i และ ( 1)i   จะมี

อัตราสวนความกวางตอความยาวเทากับอัตราสวนความกวางตอความยาวของรูปสี่เหลี่ยมมุม
ฉาก ( )i ดังนั้นขั้นตอนวิธี 2.2.1 ที่ทําวนซ้ําจํานวน n ครั้งทําใหไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูปที่
ประกอบจากรูป ( 1)n และ ( 1)n   และรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบไดนี้คลายกับรูปสี่เหลี่ยม
มุมฉากต้ังตน (1)  และลําดับของรูปสามเหลี่ยมที่ประกอบจากรูปหลายเหลี่ยมยอย 2 ชิ้น จํานวน
n  รูปที่คลายกันทั้งหมด 

ทฤษฎีบทท่ี 2.2.1 สําหรับจํานวนนับ n ใด ๆ ขั้นตอนวิธี 2.2.1 เปนการแบงเชิงลําดับ
(1 )n R T   แบบไมชัดโดย ( ) 2 2g n n 

บทพิสูจน จากรูปที่ 2.2.5 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  สามารถแบงเชิงลําดับดวยขั้นตอนวิธี
ที่ 2.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 ออกมาเปน 4  ชิ้น ซึ่งมี 2  ชิ้นประกอบกันเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลายกับ
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน และอีก 2  ชิ้นนํามาประกอบเปนรูปสามเหลี่ยมจํานวน 1  รูป ดังนั้น
ขั้นตอนวิธี 2.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 1) R T    แบบไมชัดที่
4 2(1) 2 (1)g  

ให k เปนจํานวนนับที่ทําใหขั้นตอนวิธี 2.2.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )k R T  

แบบไมชัดที่ ( ) 2 2g k k  ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 2.2.6
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เมื่อดําเนินตามขั้นตอนวิธีที่ 2.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)k 

และ ( 1)k  สามารถแบงออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ไดอีก 4 ชิ้น แลวแยกออกมาเปนรูป
สี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 2)k  กับ ( 2)k  และประกอบกันเปนรูปสามเหลี่ยม 1  รูปที่
คลายกับรูปสามเหลี่ยม k รูปที่ไดมากอนหนา ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 2.2.7

จึงไดการแบงเชิงลําดับ 1 ( 1)k R T    โดยที่
4 2 2( 1) 1 ( 1)k k g k     

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 2 ชิ้น

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 2 ชิ้น

รูปสามเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 2k ชิ้น

…

รูปที่ 2.2.6

รูปที่ 2.2.7

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป รูปสามเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 2k ชิ้น

( 1)k 
( 1)k 

( 1)k 
( 1)k 

( 2)k 
( 2)k 

…

รูปหลายเหลี่ยม
ยอย จํานวน 2 ชิ้น
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โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวาทฤษฎีบทที่ 2.2.1 เปนจริง 

สังเกตวาความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1 ดังรูปที่ 2.2.5 จะไดวา
รูปสามเหลี่ยมที่ไดเทากันทุกประการกับรูปสามเหลี่ยมในรูปที่ 2.1.5 ดังนั้นโดยการพิสูจนใน
ทํานองเดียวกับบทแทรกที่ 2.1.1,  2.1.2 และ 2.1.3 จะสามารถสรุปไดวาบทแทรกตอไปนี้เปนจริง
เชนกัน

บทแทรกท่ี 2.2.1 รูปสามเหลี่ยมที่ไดจากการแบงครั้งที่ 1 โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.2.1 จะเปน
รูปสามเหลี่ยมมุมฉากก็ตอเมื่อ 2a b

บทแทรกท่ี 2.2.2 รูปสามเหลี่ยมที่ไดจากการแบงครั้งที่ 1 โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.2.1 จะเปน
รูปสามเหลี่ยมหนาจั่วก็ตอเมื่อ 2 5a b  หรือ 2a b

บทแทรกท่ี 2.2.3 รูปสามเหลี่ยมที่ไดจากการแบงครั้งที่ 1 โดยขั้นตอนวิธีที่ 2.2.1 จะไม
เปนรูปสามเหลี่ยมดานเทา
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บทท่ี 3

การแบงเชิงลําดับของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากใหเปนรูปหาเหลี่ยม

3.1 การแบงแบบชัด
ขั้นตอนวิธี 3.1.1 การแบงเชิงลําดับ (1 )n R P   แบบชัด
กําหนด (1)  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ABCD ที่มีความยาวของดานกวางและดานยาว

เปนจํานวนจริงบวก โดยดาน DA ยาว a  หนวย และดาน AB ยาว b หนวย เมื่อ a และ b
เปนจํานวนจริงบวก

ดังนั้นสําหรับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  ที่กําหนดให สามารถวาดรูปไดดังรูปที่ 3.1.1

สําหรับ {1, 2, 3, ..., }i n  ทําการวนซ้ําโดย
1. ใหจุด E และ F เปนจุดก่ึงกลางของดาน DA และ AB ตามลําดับ จากจุด E

ลากสวนของเสนตรงใหขนานกับดาน AB และจากจุด F ลากสวนของเสนตรงใหขนานกับดาน

DA ใหสวนของเสนตรงทั้งสองนี้ตัดกันที่จุด G ดังนั้น 1
2

GE b  และ 1
2

FG a

รูปที่ 3.1.1

รูปที่ 3.1.2

A B

CD

a

b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

E

F

G

A B

CD

a

b
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2. ใหจุด H เปนจุดก่ึงกลางของดาน BC จากจุด H ลากสวนของเสนตรงไปยังจุด F

โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะไดวา 2 21
2

HF a b  เรียกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก AFGE รูปหก
เหลี่ยม EGFHCD และรูปสามเหลี่ยม FBH  วา ( 1)

1
,i  ( )

1
i และ ( )

2
i ตามลําดับ

3. แยกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i   ออกจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i  จากนั้นนํารูป ( )
2
i

มาแนบกับรูป ( )
1
i โดยใหสวนของเสนตรง BH มาแนบกับสวนของเสนตรง FG และใหจุด B

ติดกับจุด G และสวนของเสนตรง FB มาแนบกับสวนของเสนตรง EG และใหจุด F ติดกับ
จุด E

รูปที่ 3.1.3

รูปที่ 3.1.4

2

2

1
2 a

b( 1)i 

( )
1
i

( )
2
i

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

HE

F

G

1
2
a

1
2
a

A B

CD

a

b

2

2

1
2 a

b( 1)i 

( )
1
i

( )
2
i

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

HE

F

G

1
2
a

1
2
a

A B

CD

a

b

1
2
b

1
2
a

( 1)i 

2

2

1
2 a

b
2

2

1
2
a
b

( )
2
i

1
2
a

( )
1
i
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ดังนั้นจะได ( 1)i   เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป และรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ไดนี้คลายกับ
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i และรูปหาเหลี่ยม 1 รูป โดยใชการแบงรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ออกเปน
รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 3  ชิ้น

4. เปลี่ยนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i  แลวยอนกลับไปทําซ้ํา
ในขั้นที่ 1

ดวยวิธีการแบงแบบเดิมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i  จะมีอัตราสวนความกวางตอความ
ยาวเทากับอัตราสวนความกวางตอความยาวของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ดังนั้นขั้นตอนวิธี 3.1.1
ที่ทําวนซ้ําจํานวน n  ครั้งทําใหได ( 1)n  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1 รูปที่ไมไดประกอบจากรูป
หลายเหลี่ยมอ่ืน ๆ และคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน (1) และลําดับของรูปหาเหลี่ยมที่
ประกอบจากรูปหลายเหลี่ยมยอย 2 ชิ้น จํานวน n รูปที่คลายกันทั้งหมด 

ทฤษฎีบทท่ี 3.1.1 สําหรับจํานวนนับ n ใด ๆ ขั้นตอนวิธี 3.1.1 เปนการแบงเชิงลําดับ
(1 )n R P   แบบชัดโดย ( ) 2 1g n n 

บทพิสูจน จากรูปที่ 3.1.4 รูปสี่เหลี่ยมมุม (1) สามารถแบงเชิงลําดับดวยขั้นตอนวิธีที่
3.1.1 ขั้นที่ 1 – 3 ออกมาเปน 3 ชิ้น ซึ่งมี 1 ชิ้นที่เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุม
ฉากต้ังตน และอีก 2 ชิ้นนํามาประกอบเปนรูปหาเหลี่ยมจํานวน 1 รูป ดังนั้นขั้นตอนวิธี 3.1.1 ขั้น
ที่ 1 – 3 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 1) R P   แบบชัดที่ 3 2(1) 1 (1)g  

ให k เปนจํานวนนับที่ทําใหขั้นตอนวิธี 3.1.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )k R P  

แบบชัดที่ ( ) 2 1g k k  ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 3.1.5

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 1 ชิ้น

รูปหาเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 2k ชิ้น

รูปที่ 3.1.5

…
( 1)k 
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เมื่อดําเนินตามขั้นตอนวิธีที่ 3.1.1 ขั้นที่ 1 – 3 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)k  สามารถแบง
ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ไดอีก 3 ชิ้น แลวแยกออกมาเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 2)k  และ
ประกอบกันเปนรูปหาเหลี่ยม 1 รูปที่คลายกับรูปหาเหลี่ยม k รูปที่ไดมากอนหนา ดังแสดงเปน
แผนภาพไดดังรูปที่ 3.1.6

จึงไดการแบงเชิงลําดับ 1 ( 1)k R P    โดยที่
3 2 2( 1) 1 ( 1)k k g k     

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวาทฤษฎีบทที่ 3.1.1 เปนจริง 

บทแทรกท่ี 3.1.1 รูปหาเหลี่ยมที่ไดจากการแบงครั้งที่ 1 โดยขั้นตอนวิธี 3.1.1 ไมเปนรูป
หาเหลี่ยมปกติ

บทพิสูจน เนื่องจากรูปหาเหลี่ยมมุมฉากรูปที่ 3.1.4 เปนรูปหาเหลี่ยมที่มีมุม 2 มุมเปนมุม
ฉาก ดังนั้นจะไมเปนรูปหาเหลี่ยมปกติ 

ในหัวขอตอไปจะแสดงขั้นตอนวิธีการแบงเชิงลําดับ (1 )n R P    แบบไมชัด

3.2 การแบงแบบไมชัด
ขั้นตอนวิธี 3.2.1 การแบงเชิงลําดับ (1 )n R P   แบบไมชัด

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 2 ชิ้น

รูปที่ 3.1.6

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป รูปหาเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 2k ชิ้น

…( 1)k 

( 2)k 

รูปหลายเหลี่ยม
ยอย จํานวน 1 ชิ้น
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กําหนด (1)  เปนรปูสี่เหลี่ยมมุมฉาก ABCD ที่มีความยาวของดานกวางและดานยาว
เปนจํานวนจริงบวก โดยดาน DA ยาว a  หนวย และดาน AB ยาว b หนวย เมื่อ a และ b
เปนจํานวนจริงบวก

ดังนั้นสําหรับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  ที่กําหนดให สามารถวาดรูปไดดังรูปที่ 3.2.1

สําหรับ {1, 2, 3, ..., }i n  ทําการวนซ้ําโดย
1. ใหจุด E  เปนจุดก่ึงกลางของดาน AB และจุด F  เปนจุดก่ึงกลางของดาน BC

จากจุด E ลากสวนของเสนตรงไปยังจุด C และลากสวนของเสนตรงใหขนานกับดาน DA มา
ตัดกับดาน CD ที่จุด G จากจุด F ลากสวนของเสนตรงใหขนานกับดาน AB มาตัดกับสวน
ของเสนตรง EC ที่จุด H และตัดกับสวนของเสนตรง EG ที่จุด I สังเกตวาสามเหลี่ยม EHI
เทากันทุกประการกับสามเหลี่ยม CHF

2. จากจุด H  ลากสวนของเสนตรงใหขนานกับดาน DA มาตัดกับสวนของเสนตรง CG
ที่จุด J จากนั้นใหจุด K เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง GI จากจุด K ลากสวนของ

รูปที่ 3.2.1

รูปที่ 3.2.2

A B

CD

a

b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

F

E

G

HI

A B

CD

a

b
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เสนตรงใหขนานกับดาน AB มาตัดกับสวนของเสนตรง HJ ที่จุด L ดังนั้น 1
4

CJ b JG 

และโดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะไดวา 2 21 1
2 4

EH a b HC  

3. เรียกรูปสี่เหลี่ยม EBFH รูปสามเหลี่ยม HFC  รูปสามเหลี่ยม EHI รูปสี่เหลี่ยม
AEGD รูปสี่เหลี่ยม IHLK รูปสี่เหลี่ยม KLJG และรูปสามเหลี่ยม HCJ วา ( 1),i  ( 1),i 

( )
1

,i ( )
2

,i ( )
3

,i ( )
4
i และ ( )

5
i ตามลําดับ

4. แยกรูปสี่เหลี่ยม ( 1)i   และรูปสามเหลี่ยม ( 1)i   ออกจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i

จากนั้นนํารูป ( 1)i  มาแนบกับรูป ( 1)i  โดยใหสวนของเสนตรง EH มาแนบกับสวนของ
เสนตรง HC และใหจุด E ติดกับจุด C จากนั้นนํารูป ( )

1
i มาแนบกับรูป ( )

2
i โดยใหสวนของ

รูปที่ 3.2.3

รูปที่ 3.2.4

J

K L

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

F

E

G

HI

A B

CD

a

b

1
4
b

1
4
b

( 1)i 

( 1)i 
( )
2
i

( )
1
i

( )
3
i

( )
4
i ( )

5
i

2

2

1

1

2

4
a

b


2

2

1

1

2

4
a

b


J

K L

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

F

E

G

HI

A B

CD

a

b

1
4
b

1
4
b

2

2

1

1

2

4

a

b


2

2

1

1

2

4

a

b
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เสนตรง IH มาแนบกับสวนของเสนตรง AE และใหจุด H ติดกับจุด A  จากนั้นนํารูป ( )
5
i มา

แนบกับรูป ( )
1
i และ ( )

2
i โดยใหสวนของเสนตรง JH มาแนบกับสวนของเสนตรง IE ใหจุด J

ติดกับจุด I และใหสวนของเสนตรง CJ มาแนบกับสวนของเสนตรง AE และใหจุด C ติดกับ
จุด E จากนั้นนํารูป ( )

3
i มาแนบกับรูป ( )

2
i โดยใหสวนของเสนตรง IH มาแนบกับสวนของ

เสนตรง GD และใหจุด I ติดกับจุด D  จากนั้นนํารูป ( )
4
i มาแนบกับรูป ( )

2
i และรูป ( )

3
i โดย

ใหสวนของเสนตรง KL มาแนบกับสวนของเสนตรง GD ใหจุด L ติดกับจุด G และใหสวนของ
เสนตรง GK มาแนบกับสวนของเสนตรง HL และใหจุด K ติดกับจุด H

ดังนั้นจะไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i  และ ( 1)i  1  รูป และรูปสี่เหลี่ยม
มุมฉากที่ประกอบไดนี้คลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i และไดรูปหาเหลี่ยม 1 รูป โดยใชการแบง
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ที่ไมคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i

จํานวน 7  ชิ้น

รูปที่ 3.2.5

J

K L

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

F

E

G

HI

A B

CD

a

b

1
4
b

1
4
b

( 1)i 

( 1)i 
( )
2
i

( )
1
i

( )
3
i

( )
4
i ( )

5
i

2

2

1

1

2

4
a

b


2

2

1

1

2

4
a

b


1
2
a( )

2
i

( )
1
i

( )
3
i ( )

4
i

( )
5
i

1
4
a

2

2

1

1

2

4

a

b


1
4
b

1
4
b

2

2

1

1

2

4
a

b


( 1)i 

( 1)i 
1
2
a

1
2
b
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5. เปลี่ยนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i   และ ( 1)i  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก
( )i แลวยอนกลับไปทําซ้ําในขั้นที่ 1 โดยมองวาสวนของเสนตรงที่เปนรอยตอระหวาง ( 1)i และ
( 1)i   คือสวนของเสนตรง EC ในขอ 1

ดวยวิธีการแบงแบบเดิมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i  และ ( 1)i  จะมี
อัตราสวนความกวางตอความยาวเทากับอัตราสวนความกวางตอความยาวของรูปสี่เหลี่ยมมุม
ฉาก ( )i ดังนั้นขั้นตอนวิธี 3.2.1 ที่ทําวนซ้ําจํานวน n ครั้งทําใหไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1 รูปที่
ประกอบจากรูป ( 1)n  และ ( 1)n  และรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบไดนี้คลายกับรูปสี่เหลี่ยม
มุมฉากต้ังตน (1) และลําดับของรูปหาเหลี่ยมที่ประกอบจากรูปหลายเหลี่ยมยอย 5 ชิ้น จํานวน
n รูปที่คลายกันทั้งหมด 

ทฤษฎีบทท่ี 3.2.1 สําหรับจํานวนนับ n ใด ๆ ขั้นตอนวิธี 3.2.1 เปนการแบงเชิงลําดับ
(1 )n R P   แบบไมชัดโดย ( ) 5 2g n n 

บทพิสูจน จากรูปที่ 3.2.5 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1) สามารถแบงเชิงลําดับดวยขั้นตอนวิธี
ที่ 3.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 ออกมาเปน 7 ชิ้น ซึ่งมี 2 ชิ้นประกอบกันเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลายกับ
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน และอีก 5 ชิ้นนํามาประกอบเปนรูปหาเหลี่ยมจํานวน 1 รูป ดังนั้น
ขั้นตอนวิธี 3.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 1) R P   แบบไมชัดที่
7 5(1) 2 (1)g  

ให k เปนจํานวนนับที่ทําใหขั้นตอนวิธี 3.2.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )k R P  

แบบไมชัดที่ ( ) 5 2g k k  ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 3.2.6

รูปที่ 3.2.6

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 2 ชิ้น

รูปหาเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 5k ชิ้น

…( 1)k 

( 1)k 
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เมื่อดําเนินตามขั้นตอนวิธีที่ 3.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)k 

และ ( 1)k  สามารถแบงออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ที่ไมคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากรูปแรกได
อีก 7 ชิ้น แลวแยกออกมาเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 2)k  กับ ( 2)k  โดยรูป
สี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบไดนี้คลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากรูปแรกและประกอบกันเปนรูปหา
เหลี่ยม 1 รูปที่คลายกับรูปหาเหลี่ยม k รูปที่ไดมากอนหนา ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 3.2.7

จึงไดการแบงเชิงลําดับ 1 ( 1)k R P    โดยที่
7 5 5( 1) 2 ( 1)k k g k     

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวาทฤษฎีบทที่ 3.2.1 เปนจริง 

บทแทรกท่ี 3.2.1 รูปหาเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1 ของขั้นตอนวิธี 3.2.1 ไมเปนรูปหา
เหลี่ยมปกติ

บทพิสูจน เนื่องจากรูปหาเหลี่ยมมุมฉากรูปที่ 3.2.5 เปนรูปหาเหลี่ยมที่มีมุม 2 มุมเปนมุม
ฉาก ดังนั้นจะไมเปนรูปหาเหลี่ยมปกติ 

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 5 ชิ้น

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป รูปหาเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 5k ชิ้น

…
( 1)k 

( 1)k 

( 2)k 

( 2)k 

รูปหลายเหลี่ยม
ยอย จํานวน 2 ชิ้น

รูปที่ 3.2.7
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บทท่ี 4

การแบงเชิงลําดับของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากใหเปนรูปหกเหลี่ยม

4.1 การแบงแบบชัด
ขั้นตอนวิธี 4.1.1 การแบงเชิงลําดับ (1 )n R Hx   แบบชัด
กําหนด (1)  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ABCD ที่มีความยาวของดานกวางและดานยาว

เปนจํานวนจริงบวก โดยดาน DA ยาว a  หนวย และดาน AB ยาว b หนวย เมื่อ a และ b
เปนจํานวนจริงบวก

ดังนั้นสําหรับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  ที่กําหนดให สามารถวาดรูปไดดังรูปที่ 4.1.1

สําหรับ {1, 2, 3, ..., }i n  ทําการวนซ้ําโดย
1. ใหจุด ,E F และ G เปนจุดก่ึงกลางของดาน ,DA AB และ BC ตามลําดับ

ดังนั้น 1
2

DE EA a BG GC    และ 1
2

AF b FB 

2. จากจุด E ลากสวนของเสนตรงใหขนานกับดาน AB และจากจุด F  ลากสวนของ
เสนตรง ใหขนานกับดาน BC  ใหสวนของเสนตรงทั้งสองนี้ตัดกันที่จุด H

รูปที่ 4.1.1

รูปที่ 4.1.2

A B

CD

a

b

HE

F
1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

A B

CD

a

b

G.
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3. ใหจุด I เปนจุดของดาน CD  โดย 1
4

IC b จากนั้นจากจุด H ลากสวน

ของเสนตรงไปยังจุด I และจากจุด I ลากสวนของเสนตรงไปยังจุด G เพราะวา 1
2

GC a

และ 1
4

CI b โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะไดวา 2 21 1
2 4

IG a b 

4. ใหจุด J เปนจุดของดาน CD โดย 1
4

JD b ดังนั้น 1
2

IJ b  จากนั้นจากจุด H

ลากสวนของเสนตรงมายังจุด J  ดังนั้น 2 21 1
2 4

JH a b   และ 2 21 1
2 4

HI a b   เรียก
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก AFHE รูปหาเหลี่ยม FBGIH รูปสามเหลี่ยม GCI รูปสามเหลี่ยม IJH
และรูปสี่เหลี่ยม EHJD วา ( 1),i  ( )

1
,i ( )

2
,i ( )

3
i และ ( )

4
i ตามลําดับ

รูปที่ 4.1.3

รูปที่ 4.1.4

HE

F
1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

A B

CD

a

b

G.

I 1
4
b

1
2
a

2

2

1

1

2

4
a

b


HE

F

G

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

A B

CD

a

b
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5. แยกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i   ออกจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i  จากนั้นนํารูป ( )
4
i

ไปแนบกับรูป ( )
1
i โดยใหสวนของเสนตรง JD มาแนบกับสวนของเสนตรง FB และใหจุด D

ติดกับจุด F  จากนั้นนํารูป ( )
2
i มาแนบกับรูป ( )

1
i และ ( )

4
i โดยใหสวนของเสนตรง CI มา

แนบกับสวนของเสนตรง FB ใหจุด C ติดกับจุด B และใหสวนของเสนตรง GI มาแนบกับ
สวนของเสนตรง HJ และใหจุด G ติดกับจุด H จากนั้นนํารูป ( )

3
i มาแนบกับรูป ( )

4
i โดยให

สวนของเสนตรง IJ มาแนบกับสวนของเสนตรง EH และใหจุด J ติดกับจุด E

รูปที่ 4.1.5

รูปที่ 4.1.6

J1
4
b

1
2
b

( 1)i  ( )
1
i

( )
2
i

( )
3
i

( )
4
i

I 1
4
b

1
2
a

HE

F

G

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

A B

CD

a

b

2

2

1

1

2

4
a

b
2

2

1

1

2

4

a

b


2

2

1

1

2

4
a

b


J1
4
b

1
2
b

( 1)i  ( )
1
i

( )
2
i

( )
3
i

( )
4
i

I 1
4
b

1
2
a

HE

F

G

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

A B

CD

a

b

2

2

1

1

2

4
a

b
2

2

1

1

2

4

a

b


2

2

1

1

2

4
a

b


( 1)i 1
2
a

1
2
b

( )
1
i

( )
4
i1

2
a ( )

2
i

( )
3
i

1
2
a

2

2

1

1

2

4

a

b


2

2

1

1

2

4
a

b


2

2

1

1

2

4
a

b
 2

2

1

1

2

4

a

b
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ดังนั้นจะได ( 1)i   เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป และรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ไดนี้คลายกับ
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i และรูปหกเหลี่ยม 1 รูป โดยใชการแบงรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ออกเปน
รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 5  ชิ้น

6. เปลี่ยนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i แลวยอนกลับไปทําซ้ํา
ในขั้นที่ 1

ดวยวิธีการแบงแบบเดิมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i  จะมีอัตราสวนความกวางตอความ
ยาวเทากับอัตราสวนความกวางตอความยาวของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ดังนั้นขั้นตอนวิธี 4.1.1
ที่ทําวนซ้ําจํานวน n ครั้งทําใหได ( 1)n เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูปที่ไมไดประกอบจากรูป
หลายเหลี่ยมอ่ืน ๆ และคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน (1)  และลําดับของรูปหกเหลี่ยมที่
ประกอบจากรูปหลายเหลี่ยมยอย 4 ชิ้น จํานวน n  รูปที่คลายกันทั้งหมด 

ทฤษฎีบทท่ี 4.1.1 สําหรับจํานวนนับ n ใด ๆ ขั้นตอนวิธี 4.1.1 เปนการแบงเชิงลําดับ
(1 )n R Hx   แบบชัดโดย ( ) 4 1g n n 

บทพิสูจน จากรูปที่ 4.1.6 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1) สามารถแบงเชิงลําดับดวยขั้นตอนวิธี
ที่ 4.1.1 ขั้นที่ 1 – 5 ออกมาเปน 5 ชิ้น ซึ่งมี 1 ชิ้นที่เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลายกับรูปสี่เหลี่ยม
มุมฉากต้ังตน และอีก 4 ชิ้นนํามาประกอบเปนรูปหกเหลี่ยมจํานวน 1 รูป ดังนั้นขั้นตอนวิธี 4.1.1
ขั้นที่ 1 – 5 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 1) R Hx    แบบชัดที่ 5 4(1) 1 (1)g  

ให k เปนจํานวนนับที่ทําใหขั้นตอนวิธี 4.1.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )k R Hx  

แบบชัดที่ ( ) 4 1g k k  ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 4.1.7

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 1 ชิ้น
รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 4k ชิ้น

รูปหกเหลี่ยม k  รูป

รูปที่ 4.1.7

…( 1)k 
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เมื่อดําเนินตามขั้นตอนวิธี 4.1.1 ขั้นที่ 1 – 5 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)k สามารถแบง
ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ไดอีก 5 ชิ้น แลวแยกออกมาเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 2)k และรูป
หกเหลี่ยม 1  รูปที่คลายกับรูปหกเหลี่ยม k รูปที่ไดมากอนหนา ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่
4.1.8

จึงไดการแบงเชิงลําดับ 1 ( 1)k R Hx    โดยที่
5 4 4( 1) 1 ( 1)k k g k     

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวาทฤษฎีบทที่ 4.1.1 เปนจริง 

หากพิจารณาความยาวดานและมุมภายในของรูปหกเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1 โดย
ขั้นตอนวิธี 4.1.1 ดังรูปที่ 4.1.6 จะสามารถสรุปเปนบทแทรก ดังตอไปนี้

บทแทรกท่ี 4.1.1 รูปหกเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1  ของขั้นตอนวิธีที่ 4.1.1 จะเปนรูป
หกเหลี่ยมปกติก็ตอเมื่อ 2 3a b

บทพิสูจน จากรูป 4.1.6 จะไดวาดานของรูปหกเหลี่ยมจะเทากันทุกดาน ก็ตอเมื่อ
2

21
2 4

b
a a  นั่นคือ 2 3a b

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 4 ชิ้น

รูปที่ 4.1.8

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รปูหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 4k ชิ้น

รูปหกเหลี่ยม k  รูป

…( 1)k 

( 2)k 

รูปหลายเหลี่ยม
ยอย จํานวน 1 ชิ้น
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ภายใตเงื่อนไขที่ทําใหดานของรูปหกเหลี่ยมนี้เทากันทุกดาน พิจารณารูปสามเหลี่ยม

GCI  จะไดวา 1ˆtan
3

GC
CIG

CI
  ดังนั้น ˆ 30CIG   และ ˆ 60IGC   แสดงวา

ˆ 120BGI  

ในทํานองเดียวกัน ถาลากสวนของเสนตรงจากจุด H ใหขนานกับดาน DA มาตัดกับ
สวนของเสนตรง IJ ที่จุด H  จะไดวารูปสามเหลี่ยม IH H และรูปสามเหลี่ยม HH J เทากัน
ทุกประการกับรูปสามเหลี่ยม GCI ดังนั้นจะไดวา ˆ ˆ ˆ ˆ120BGI GIH IHF JHI   

นอกจากนี้ ˆ ˆ 120DEH IJH   และ ˆ ˆ ˆ 120EHJ IGC HIJ    จึงไดวารูปหก
เหลี่ยมจากรูปที่ 4.1.6 เปนรูปหกเหลี่ยมปกติ

ดังนั้นหากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากรูปแรกมีอัตราสวนของความกวางตอความยาวเปน
: 1 : 2 3a b  แลวขั้นตอนวิธี 4.1.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )n R Hx    แบบชัด ที่

ลําดับของรูปหกเหลี่ยมทั้ง n  รูปที่คลายกันนั้นเปนรูปหกเหลี่ยมปกติทั้งหมด 

ในหัวขอตอไปจะแสดงขั้นตอนวิธีการแบงเชิงลําดับ (1 )n R Hx    แบบไมชัด

4.2 การแบงแบบไมชัด
ขั้นตอนวิธี 4.2.1 การแบงเชิงลําดับ (1 )n R Hx   แบบไมชัด
กําหนด (1)  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ABCD ที่มีความยาวของดานกวางและดานยาว

เปนจํานวนจริงบวก โดยดาน DA ยาว a  หนวย และดาน AB ยาว b หนวย เมื่อ a และ b
เปนจํานวนจริงบวก

ดังนั้นสําหรับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  ที่กําหนดให สามารถวาดรูปไดดังรูปที่ 4.2.1

สําหรับ {1, 2, 3, ..., }i n  ทําการวนซ้ําโดย

รูปที่ 4.2.1

A B

CD

a

b
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1. ใหจุด ,E F และ G เปนจุดก่ึงกลางของดาน ,DA AB และ BC ตามลําดับ

ดังนั้น 1
2

DE EA a BG GC    และ 1
2

AF b FB 

2. จากจุด F ลากสวนของเสนตรงไปยังจุด C  จากจุด G  ลากสวนของเสนตรงใหขนาน
กับดาน AB มาตัดกับสวนของเสนตรง FC ที่จุด H เพราะวารูปสามเหลี่ยม FBC คลายกับ

รูปสามเหลี่ยม HGC ดังนั้น 1
4

HG b ให I  เปนจุดก่ึงกลางของดาน CD จากจุด H ลาก
สวนของเสนตรงไปยังจุด I ให J เปนจุดก่ึงกลางของดาน CI และลากสวนของเสนตรงจากจุด

H ไปยังจุด J ดังนั้น 1
4

CJ b JI 

3. โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะไดวา 2 21 1
2 4

HF IH a b HC    เรียกรูป
สี่เหลี่ยมมุมฉาก FBGH รูปสามเหลี่ยม HGC รูปหาเหลี่ยม AFHID รูปสามเหลี่ยม HJI
และรูปสามเหลี่ยม HCJ วา ( 1),i  ( 1),i  ( )

1
,i ( )

2
i และ ( )

3
i ตามลําดับ

รูปที่ 4.2.3

รูปที่ 4.2.2

E

F

G

.
. .

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

A B

CD

a

b

H

I J

1
4
b

1
4
b

1
4
b

F

G

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

A B

CD

a

b

E.
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4. แยกรูปสี่เหลี่ยม ( 1)i   และรูปสามเหลี่ยม ( 1)i   ออกจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i

จากนั้นนํารูป ( 1)i  มาแนบกับรูป ( 1)i  โดยใหสวนของเสนตรง FH มาแนบกับสวนของ
เสนตรง HC และใหจุด F ติดกับจุด C จากนั้นนํารูป ( )

2
i มาแนบกับรูป ( )

1
i โดยใหสวนของ

เสนตรง JH มาแนบกับสวนของเสนตรง DA และใหจุด H ติดกับจุด A  จากนั้นนํารูป ( )
3
i มา

แนบกับรูป ( )
1
i และรูป ( )

2
i โดยใหสวนของเสนตรง JH มาแนบกับสวนของเสนตรง DE ให

จุด H ติดกับจุด D และใหสวนของเสนตรง CJ มาแนบกับสวนของเสนตรง JI และใหจุด C
ติดกับจุด I

รูปที่ 4.2.4

รูปที่ 4.2.5

2

2

1

1

2

4

a

b


( 1)i 

( 1)i 

( )
1
i

( )
2
i ( )

3
i

H

I J

1
4
b

1
4
b

1
4
b

F

G

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

A B

CD

a

b

E.
2

2

1

1

2

4

a

b
2

2

1

1

2

4
a

b


2

2

1

1

2

4

a

b


( 1)i 

( 1)i 

( )
1
i

( )
2
i ( )

3
i

H

I J

1
4
b

1
4
b

1
4
b

F

G

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

A B

CD

a

b

E.
2

2

1

1

2

4

a

b
2

2

1

1

2

4
a

b


1
2
b

( )
1
i

( )
2
i

( )
3
i

2

2

1

1

2

4

a

b


2

2

1

1

2

4

a

b


2

2

1

1

2

4
a

b


2

2

1

1

2

4
a

b


( 1)i 
( 1)i 

1
2
b

1
2
a
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ดังนั้นจะไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i  และ ( 1)i  1  รูป และรูปสี่เหลี่ยม
มุมฉากที่ประกอบไดนี้คลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i และไดรูปหกเหลี่ยม 1 รูป โดยใชการแบง
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 5  ชิ้น ที่ไมคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุม
ฉาก ( )i

5. เปลี่ยนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i  และ
( 1)i   แลวยอนกลับไปทําซ้ําในขั้นที่ 1 โดยมองวาสวนของเสนตรงที่เปนรอยตอระหวาง ( 1)i

และ ( 1)i   คือสวนของเสนตรง FC ในขอ 2
ดวยวิธีการแบงแบบเดิมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i และ ( 1)i   จะมี

อัตราสวนความกวางตอความยาวเทากับอัตราสวนความกวางตอความยาวของรูปสี่เหลี่ยมมุม
ฉาก ( )i ดังนั้นขั้นตอนวิธี 4.2.1 ที่ทําวนซ้ําจํานวน n ครั้งทําใหไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูปที่
ประกอบจากรูป ( 1)n และ ( 1)n   และคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน (1)  และลําดับของ
รูปหกเหลี่ยมที่ประกอบจากรูปหลายเหลี่ยมยอย 2 ชิ้น จํานวน n  รูปที่คลายกันทั้งหมด 

ทฤษฎีบทท่ี 4.2.1 สําหรับจํานวนนับ n ใด ๆ ขั้นตอนวิธี 4.2.1 เปนการแบงเชิงลําดับ
(1 )n R Hx   แบบไมชัดโดย ( ) 3 2g n n 

บทพิสูจน จากรูปที่ 4.2.5 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1) สามารถแบงเชิงลําดับดวยขั้นตอนวิธี
ที่ 4.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 ออกมาเปน 5 ชิ้น ซึ่งมี 2 ชิ้นประกอบกันเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลายกับ
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน และอีก 3 ชิ้นนํามาประกอบเปนรูปหกเหลี่ยมจํานวน 1 รูป ดังนั้น
ขั้นตอนวิธี 4.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 1) R Hx   แบบไมชัดที่
5 3(1) 2 (1)g  

ให k เปนจํานวนนับที่ทําใหขั้นตอนวิธี 4.2.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )k R Hx  

แบบไมชัดที่ ( ) 3 2g k k  ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 4.2.6
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เมื่อดําเนินตามขั้นตอนวิธีที่ 4.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)k 

และ ( 1)k  สามารถแบงออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ไดอีก 5 ชิ้น แลวแยกออกมาเปนรูป
สี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 2)k  กับ ( 2)k  และประกอบกันเปนรูปหกเหลี่ยม 1  รูปที่คลาย
กับรูปหกเหลี่ยม k รูปที่ไดมากอนหนา ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 4.2.7

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 3 ชิ้น

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 2 ชิ้น

รูปหกเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 3k ชิ้น

รูปที่ 4.2.6

รูปที่ 4.2.7

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป รูปหกเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 3k ชิ้น

…

…

( 1)k 
( 1)k 

( 1)k 
( 1)k 

( 2)k 
( 2)k 

รูปหลายเหลี่ยม
ยอย จํานวน 2 ชิ้น
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จึงไดการแบงเชิงลําดับ 1 ( 1)k R Hx    โดยที่
5 3 3( 1) 2 ( 1)k k g k     

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวาทฤษฎีบทที่ 4.2.1 เปนจริง 

หากพิจารณาความยาวดานและมุมภายในของรูปหกเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1 โดย
ขั้นตอนวิธี 4.2.1 ดังรูปที่ 4.2.5 จะสามารถสรุปเปนบทแทรก ดังตอไปนี้

บทแทรกท่ี 4.2.1 รูปหกเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1  ของขั้นตอนวิธีที่ 4.2.1 จะเปนรูป
หกเหลี่ยมปกติก็ตอเมื่อ 2 3a b

บทพิสูจน จากรูป 4.2.5 จะไดวาดานของรูปหกเหลี่ยมจะเทากันทุกดาน ก็ตอเมื่อ
2

21 1
2 4 2

b
a b  นั่นคือ 2 3a b

ภายใตเงื่อนไขที่ทําใหดานของรูปหกเหลี่ยมนี้เทากันทุกดาน พิจารณารูปสามเหลี่ยม

HJI  จะไดวา ˆtan 3
HJ

JIH
JI

  ดังนั้น ˆ 60JIH   และ ˆ 30IHJ   แสดงวา

ˆ 120HID  

ในทํานองเดียวกัน ถาลากสวนของเสนตรงจากจุด H ใหขนานกับดาน DA มาตัดกับ
สวนของเสนตรง FB ที่จุด H  จะไดวารูปสามเหลี่ยม FH H และรูปสามเหลี่ยม CJH เทากัน
ทุกประการกับรูปสามเหลี่ยม HJI ดังนั้นจะไดวา ˆ ˆ ˆ120HID FHI AFH  

และจาก ˆˆ ˆ ˆ120 , 120IHJ DAF JHC IDA     และ ˆ ˆ 120JIH HCJ  

ดังนั้นจึงไดวารูปหกเหลี่ยมจากรูปที่ 4.2.5 เปนรูปหกเหลี่ยมปกติ
จากบทแทรกนี้จึงไดวาหากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากรูปแรกมีอัตราสวนของความกวางตอความ

ยาวเปน : 3 : 2a b  แลวขั้นตอนวิธี 4.2.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )n R Hx    แบบ
ไมชัด ที่ลําดับของรูปหกเหลี่ยมทั้ง n  รูปที่คลายกันนั้นเปนรูปหกเหลี่ยมปกติทั้งหมด 
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บทท่ี 5

การแบงเชิงลําดับของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากใหเปนรูปเจ็ดเหลี่ยม

5.1 การแบงแบบชัด
ขั้นตอนวิธี 5.1.1 การแบงเชิงลําดับ (1 )n R Hp   แบบชัด
กําหนด (1)  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ABCD ที่มีความยาวของดานกวางและดานยาว

เปนจํานวนจริงบวก โดยดาน DA ยาว a  หนวย และดาน AB ยาว b หนวย เมื่อ a และ b
เปนจํานวนจริงบวก

ดังนั้นสําหรับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  ที่กําหนดให สามารถวาดรูปไดดังรูปที่ 5.1.1

สําหรับ {1, 2, 3, ..., }i n  ทําการวนซ้ําโดย
1. ใหจุด E และ F เปนจุดก่ึงกลางของดาน DA และ AB ตามลําดับ ดังนั้น
1
2

DE a EA  และ 1
2

AF b FB  ลากสวนของเสนตรงจาก E ใหขนานกับดาน
AB  มาตัดกับดาน BC ที่จุด G และจากจุด F ลากสวนของเสนตรงใหขนานกับดาน DA  มา
ตัดกับสวนของเสนตรง EG ที่จุด H จากนั้นใหจุด I เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง FH
และจากจุด I ลากสวนของเสนตรงใหขนานกับสวนของเสนตรง FB มาตัดกับสวนของเสนตรง

BG ที่จุด J ดังนั้น 1
4

HI IF b BJ JG   

รูปที่ 5.1.1

A B

CD

a

b
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2. ลากสวนของเสนตรงจากจุด F ไปยังจุด J  จากนั้นให K  เปนจุดก่ึงกลางของสวน
ของเสนตรง HG และจากจุด K ลากสวนของเสนตรงใหขนานกับดาน DA มาตัดกับดาน CD

ที่จุด L ดังนั้น 1
4

KG b CL  จากนั้นให M เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง LK และ
จากจุด M ลากสวนของเสนตรงใหขนานกับดาน AB มาตัดกับสวนของเสนตรง GC ที่จุด O

ตอมาจากจุด E ลากสวนของเสนตรงมาตัดกับดาน CD ที่จุด P โดยที่ 1
4

PD b ดังนั้น
1
2

LP b

3. โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะไดวา 2 21 1
2 4

EP a b  และ 2 21 1
2 4

FJ a b 

เรียกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก AFHE รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก KGOM รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก MOCL รูป
สี่เหลี่ยม EKLP รูปสามเหลี่ยม PDE รูปสามเหลี่ยม FBJ รูปสามเหลี่ยม JIF รูปสี่เหลี่ยม
มุมฉาก IJGH วา ( 1),i  ( )

1
,i ( )

2
,i ( )

3
,i ( )

4
,i ( )

5
,i ( )

6
i และ ( )

7
i ตามลําดับ

รูปที่ 5.1.3

รูปที่ 5.1.2

A B

CD

a

b

E

F

GH

I J

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

1
4
a

1
4
a

A B

CD

a

b

E

F

GH

I J

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

1
4
a

1
4
a K

L

M O

1
4
bP 1

2
b

1
4
b
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4. แยกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i   ออกจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i  จากนั้นนํารูป ( )
2
i

มาแนบกับรูป ( )
3
i และรูป ( )

7
i โดยใหสวนของเสนตรง CL มาแนบกับสวนของเสนตรง EH ให

จุด C ติดกับจุด H และใหสวนของเสนตรง OC มาแนบกับสวนของเสนตรง HI และใหจุด O
ติดกับจุด I จากนั้นนํารูป ( )

1
i มาแนบกับรูป ( )

2
i และรูป ( )

3
i โดยใหสวนของเสนตรง GO มา

แนบกับสวนของเสนตรง LM ใหจุด G ติดกับจุด M และใหสวนของเสนตรง OM มาแนบกับ
สวนของเสนตรง EH และใหจุด M ติดกับจุด E จากนั้นนํารูป ( )

4
i มาแนบกับรูป ( )

3
i และรูป

( )
7
i โดยใหสวนของเสนตรง DE มาแนบกับสวนของเสนตรง LK ใหจุด E ติดกับจุด L และ

ใหสวนของเสนตรง PD มาแนบกับสวนของเสนตรง KG และใหจุด P ติดกับจุด G จากนั้น
นํารูป ( )

5
i มาแนบกับรูป ( )

2
i และรูป ( )

6
i โดยใหสวนของเสนตรง FB มาแนบกับสวนของ

เสนตรง MO ใหจุด B ติดกับจุด O  และใหสวนของเสนตรง BJ มาแนบกับสวนของเสนตรง
IF และใหจุด J ติดกับจุด F

รูปที่ 5.1.4

A B

CD

a

b

E

F

GH

I J

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

1
4
a

1
4
a K

L

M O

1
4
bP 1

2
b

1
4
b

( 1)i 

( )
1
i

( )
2
i

( )
3
i( )

4
i

( )
5
i( )

6
i

( )
7
i

2

2

1

1

2

4
a

b


2
2

1 1
2 4 a b
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ดังนั้นจะได ( 1)i   เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป และรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ไดนี้คลายกับ
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i และไดรูปเจ็ดเหลี่ยม 1 รูป โดยใชการแบงรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i

ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 8  ชิ้น
5. เปลี่ยนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i  แลวยอนกลับไปทําซ้ํา

ในขั้นที่ 1
ดวยวิธีการแบงแบบเดิมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i  จะมีอัตราสวนความกวางตอความ

ยาวเทากับอัตราสวนความกวางตอความยาวของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ดังนั้นขั้นตอนวิธี 5.1.1
ที่ทําวนซ้ําจํานวน n ครั้งทําใหได ( 1)n  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากยอย 1 รูปทีไ่มไดประกอบจาก
รูปหลายเหลี่ยมอ่ืน ๆ และคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน (1) และลําดับของรูปเจ็ดเหลี่ยมที่
ประกอบจากรูปหลายเหลี่ยมยอย 7 ชิ้น จํานวน n รูปที่คลายกันทั้งหมด 

ทฤษฎีบทท่ี 5.1.1 สําหรับจํานวนนับ n ใด ๆ ขั้นตอนวิธี 5.1.1 เปนการแบงเชิงลําดับ
(1 )n R Hp   แบบชัดโดย ( ) 7 1g n n 

บทพิสูจน จากรูปที่ 5.1.5 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1) สามารถแบงเชิงลําดับดวยขั้นตอนวิธี
ที่ 5.1.1 ขั้นที่ 1 – 4 ออกมาเปน 8 ชิ้น ซึ่งมี 1 ชิ้นที่เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลายกับรูปสี่เหลี่ยม

รูปที่ 5.1.5

A B

CD

a

b

E

F

GH

I J

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
2
b

1
4
a

1
4
a K

L

M O

1
4
bP 1

2
b

1
4
b

( 1)i 

( )
1
i

( )
2
i

( )
3
i( )

4
i

( )
5
i( )

6
i

( )
7
i

2

2

1

1

2

4
a

b


2
2

1 1
2 4 a b

1
2
b

1
2
a ( 1)i 

1
4
a

1
2
b

( )
1
i ( )

2
i

( )
3
i

( )
4
i

( )
5
i ( )

6
i

( )
7
i

2

2

1

1

2

4

a

b


2
2

1 1
2 4 a b

2
2

1 1

2 4
a

b

2

2

1

1

2

4
a

b
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มุมฉากต้ังตน และอีก 7 ชิ้นนํามาประกอบเปนรูปเจ็ดเหลี่ยมจํานวน 1 รูป ดังนั้นขั้นตอนวิธี 5.1.1
ขั้นที่ 1 – 4 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 1) R Hp   แบบชัดที่ 8 7(1) 1 (1)g  

ให k เปนจํานวนนับที่ทําใหขั้นตอนวิธี 5.1.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )k R Hp  

แบบชัดที่ ( ) 7 1g k k  ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 5.1.6

เมื่อดําเนินตามขั้นตอนวิธีที่ 5.1.1 ขั้นที่ 1 – 4 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)k  สามารถแบง
ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ไดอีก 8 ชิ้น แลวแยกออกมาเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 2)k  และ
ประกอบกันเปนรูปเจ็ดเหลี่ยม 1 รูปที่คลายกับรูปเจ็ดเหลี่ยม k รูปที่ไดมากอนหนา ดังแสดงเปน
แผนภาพไดดังรูปที่ 5.1.7

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 1 ชิ้น รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 7k ชิ้น

รูปเจ็ดเหลี่ยม k  รูป

1k +

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 7 ชิ้น

รูปที่ 5.1.6

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 7k ชิ้น

รูปเจ็ดเหลี่ยม k  รูป

…
( 1)k 

( 1)k  …

รูปหลายเหลี่ยม
ยอย จํานวน 1 ชิ้น

รูปที่ 5.1.7
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จึงไดการแบงเชิงลําดับ 1 ( 1)k R Hp    โดยที่
8 7 7( 1) 1 ( 1)k k g k     

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวาทฤษฎีบทที่ 5.1.1 เปนจริง 

บทแทรกท่ี 5.1.1 รูปเจ็ดเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1 ของขั้นตอนวิธี 5.1.1 ไมเปนรูป
เจ็ดเหลี่ยมปกติ

บทพิสูจน สมมติวารูปเจ็ดเหลี่ยมจากรูปที่ 5.1.5 เปนรูปเจ็ดเหลี่ยมปกติ จะไดวา
2 21 1 1

2 4 4
a b a 

แต b   ดังนั้นจึงไดวารูปเจ็ดเหลี่ยมจากรูปที่ 5.1.5 ไมเปนรูปเจ็ดเหลี่ยมปกติ 

บทพิสูจน เนื่องจาก a และ b   ดังนั้น 2 0b  นั่นคือ 2 21 1 1
2 4 4

a b a  ทํา
ใหรูปเจ็ดเหลี่ยมจากรูปที่ 5.1.5 ไมเปนรูปเจ็ดเหลี่ยมปกติ 

ในหัวขอตอไปจะแสดงขั้นตอนวิธีการแบงเชิงลําดับ (1 )n R Hp    แบบไมชัด

5.2 การแบงแบบไมชัด
ขั้นตอนวิธี 5.2.1 การแบงเชิงลําดับ (1 )n R Hp   แบบไมชัด
กําหนด (1)  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ABCD ที่มีความยาวของดานกวางและดานยาว

เปนจํานวนจริงบวก โดยดาน DA ยาว a  หนวย และดาน AB ยาว b หนวย เมื่อ a และ b
เปนจํานวนจริงบวก

ดังนั้นสําหรับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  ที่กําหนดให สามารถวาดรูปไดดังรูปที่ 5.2.1

รูปที่ 5.2.1

A B

CD

a

b
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สําหรับ {1, 2, 3, ..., }i n  ทําการวนซ้ําโดย
1. ใหจุด ,E F และ H เปนจุดก่ึงกลางของดาน ,AB BC และ DA ตามลําดับ

ดังนั้น 1
2

DH HA a BF FC    และ 1
2

AE b EB  ลากสวนของเสนตรงจากจุด
F ใหขนานกับดาน AB  ตัดกับดาน DA ที่จุด H และลากสวนของเสนตรงจากจุด E ไปยัง
จุด C ใหสวนของเสนตรง FH และ EC มาตัดกันที่จุด G  เพราะวารูปสามเหลี่ยม EBC

คลายกับรูปสามเหลี่ยม GFC ดังนั้น 1
4

GF b

2. ใหจุด I อยูบนสวนของเสนตรง AE โดยที่ 3
10

AI b ดังนั้น 1
5

IE b ลากสวน
ของเสนตรงจากจุด I ใหขนานกับดาน DA มาตัดกับสวนของเสนตรง HG ที่จุด J และลาก
สวนของเสนตรงจากจุด G ใหขนานกับดาน DA  มาตัดกับดาน CD ที่จุด K ดังนั้น

1
4

CK b

รูปที่ 5.2.2

รูปที่ 5.2.3

E

FG

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

H

1
4
b

A B

CD

a

b

I

J

K 1
4
b

1
5
b

3
10
b E

FG

1
2
b

1
2
a

1
2
a

H
1
4
b

A B

CD

a

b
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3. ใหจุด L อยูบนสวนของเสนตรง KD โดยที่ 7
20

KL b ดังนั้น 2
5

LD b จากนั้น
จากจุด L ลากสวนของเสนตรงใหขนานกับดาน DA มาตัดกับสวนของเสนตรง HG ที่จุด M
และจากจุด L  ลากสวนของเสนตรงไปยังจุด G โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะไดวา

2 21 1
2 4

FG a b GC   และ 2 21 49
2 100

LG a b  เรียกรูปสี่เหลี่ยม EBFG รูป
สามเหลี่ยม GFC รูปสี่เหลี่ยม AIJH รูปสี่เหลี่ยม IEGJ รูปสี่เหลี่ยม HMLD รูปสามเหลี่ยม
LMG รูปสามเหลี่ยม GKL และรูปสามเหลี่ยม CKG วา ( 1),i  ( 1),i  ( )

1
,i ( )

2
,i ( )

3
,i

( )
4

,i ( )
5
i  และ ( )

6
i ตามลําดับ

4. แยกรูปสี่เหลี่ยม ( 1)i   และรูปสามเหลี่ยม ( 1)i  ออกจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i

จากนั้นนํารูป ( 1)i  มาแนบกับรูป ( 1)i  โดยใหสวนของเสนตรง EG มาแนบกับสวนของ
เสนตรง GC และใหจุด E ติดกับจุด C จากนั้นนํารูป ( )

1
i มาแนบกับรูป ( )

3
i โดยใหสวนของ

เสนตรง IJ มาแนบกับสวนของเสนตรง DH และใหจุด I ติดกับจุด H จากนั้นนํารูป ( )
6
i มา

แนบกับรูป ( )
1
i โดยใหสวนของเสนตรง CK มาแนบกับสวนของเสนตรง AI และใหจุด C ติด

กับจุด A  จากนั้นนํารูป ( )
2
i มาแนบกับรูป ( )

6
i โดยใหสวนของเสนตรง JI มาแนบกับสวนของ

เสนตรง KG และใหจุด I ติดกับจุด G จากนั้นนํารูป ( )
5
i มาแนบกับรูป ( )

1
i และรูป ( )

3
i โดย

ใหสวนของเสนตรง KL มาแนบกับสวนของเสนตรง LH และใหจุด L ติดกับจุด H  จากนั้นนํา
รูป ( )

4
i มาแนบกับรูป ( )

3
i และรูป ( )

5
i โดยใหสวนของเสนตรง MG มาแนบกับสวนของ

เสนตรง LD ใหจุด G ติดกับจุด L  และใหสวนของเสนตรง LM มาแนบกับสวนของเสนตรง
GK และใหจุด M ติดกับจุด K

รูปที่ 5.2.4

L

M

7
20
b

2
5
b

( 1)i 

( 1)i 

( )
1
i ( )

2
i

( )
3
i

( )
4
i

( )
5
i ( )

6
i

I

J

K 1
4
b

1
5
b

3
10
b E

FG

1
2
b

1
2
a

1
2
a

H

1
4
b

A B

CD

a

b

2

2

1
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2

100a

b


2

2

1

1

2

4

a
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ดังนั้นจะไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i  และ ( 1)i  1  รูป และรูปสี่เหลี่ยม
มุมฉากที่ประกอบไดนี้คลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i และรูปเจ็ดเหลี่ยม 1 รูป โดยใชการแบง
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 8  ชิ้นที่ไมคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุม
ฉาก ( )i

5. เปลี่ยนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i  และ
( 1)i   แลวยอนกลับไปทําซ้ําในขั้นที่ 1 โดยมองวาสวนของเสนตรงที่เปนรอยตอระหวาง ( 1)i

และ ( 1)i   คือสวนของเสนตรง EC ในขอ 1
ดวยวิธีการแบงแบบเดิมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i และ ( 1)i  จะมี

อัตราสวนความกวางตอความยาวเทากับอัตราสวนความกวางตอความยาวของรูปสี่ เหลี่ยมมุม
ฉาก ( )i ดังนั้นขั้นตอนวิธี 5.2.1 ที่ทําวนซ้ําจํานวน n ครั้งทําใหไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูปที่
ประกอบจากรูป ( 1)n และ ( 1)n  และคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน (1)  และลําดับของ
รูปเจ็ดเหลี่ยมที่ประกอบจากรูปหลายเหลี่ยมยอย 6 ชิ้น จํานวน n  รูปที่คลายกันทั้งหมด 

รูปที่ 5.2.5
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ทฤษฎีบทท่ี 5.2.1 สําหรับจํานวนนับ n ใด ๆ ขั้นตอนวิธี 5.2.1 เปนการแบงเชิงลําดับ
(1 )n R Hp    แบบไมชัดโดย ( ) 6 2g n n 

บทพิสูจน จากรูปที่ 5.2.5 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1) สามารถแบงเชิงลําดับดวยขั้นตอนวิธี
ที่ 5.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 ออกมาเปน 8 ชิ้น ซึ่งมี 2 ชิ้นประกอบกันเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลายกับ
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน และอีก 6 ชิ้นนํามาประกอบกันเปนรูปเจ็ดเหลี่ยมจํานวน 1 รูป ดังนั้น
ขั้นตอนวิธี 5.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 1) R Hp   แบบไมชัดที่
8 6(1) 2 (1)g  

ให k เปนจํานวนนับที่ทําใหขั้นตอนวิธี 5.2.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )k R Hp  

แบบไมชัดที่ ( ) 6 2g k k  ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 5.2.6

เมื่อดําเนินตามขั้นตอนวิธีที่ 5.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)k 

และ ( 1)k  สามารถแบงออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ไดอีก 8 ชิ้น แลวแยกออกมาเปนรูป
สี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 2)k  กับ ( 2)k  และรูปเจ็ดเหลี่ยม 1  รูปที่คลายกับรูปเจ็ด
เหลี่ยม k รูปที่ไดมากอนหนา ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 5.2.7

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 2 ชิ้น

รูปเจ็ดเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 6k ชิ้น

…

รูปที่ 5.2.6

( 1)k 
( 1)k 
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จึงไดการแบงเชิงลําดับ 1 ( 1)k R Hp    โดยที่
8 6 6( 1) 2 ( 1)k k g k     

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวาทฤษฎีบทที่ 5.2.1 เปนจริง 

บทแทรกท่ี 5.2.1 รูปเจ็ดเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1 ของขั้นตอนวิธี 5.2.1 ไมเปนรูป
เจ็ดเหลี่ยมปกติ

บทพิสูจน เนื่องจาก a และ b   ดังนั้น 2 0b  นั่นคือ 2 21 1 1
2 4 2
a b a  ทํา

ใหรูปเจ็ดเหลี่ยมจากรูปที่ 5.2.5 ไมเปนรูปเจ็ดเหลี่ยมปกติ 

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 6 ชิ้น

รูปที่ 5.2.7

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป รูปเจ็ดเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 6k ชิ้น

( 1)k 
( 1)k 

( 2)k 
( 2)k 

…

รูปหลายเหลี่ยม
ยอย จํานวน 2 ชิ้น
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บทท่ี 6

การแบงเชิงลําดับของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากใหเปนรูปแปดเหลี่ยม

6.1 การแบงแบบชัด
ขั้นตอนวิธี 6.1.1 การแบงเชิงลําดับ (1 )n R O   แบบชัด
กําหนด (1)  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ABCD ที่มีความยาวของดานกวางและดานยาว

เปนจํานวนจริงบวก โดยดาน DA ยาว a  หนวย และดาน AB ยาว b หนวย เมื่อ a และ b
เปนจํานวนจริงบวก

ดังนั้นสําหรับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  ที่กําหนดให สามารถวาดรูปไดดังรูปที่ 6.1.1

สําหรับ {1, 2, 3, ..., }i n  ทําการวนซ้ําโดย
1. ใหจุด E และ F เปนจุดก่ึงกลางของดาน DA และ AB ตามลําดับ ดังนั้น
1
2

DE a EA  และ 1
2

AF b FB  ลากสวนของเสนตรงจากจุด F ใหขนานกับดาน
DA  มาตัดกับดาน CD ที่จุด G และลากสวนของเสนตรงจากจุด E ใหขนานกับดาน AB  มา
ตัดกับสวนของเสนตรง GF ที่จุด H

รูปที่ 6.1.1

รูปที่ 6.1.2

a
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CD
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2. ใหจุด I เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง EH ดังนั้น 1
4

EI b IH  ลากสวน
ของเสนตรงจากจุด I ใหขนานกับดาน DA มาตัดกับสวนของเสนตรง GD ที่จุด J ใหจุด K

เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง EI ดังนั้น 1
8

EK b KI  ลากสวนของเสนตรงจากจุด
K ใหขนานกับดาน DA มาตัดกับสวนของเสนตรง JD ที่จุด L

3. ใหจุด M เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง HF ใหจุด N เปนจุดก่ึงกลางของ

สวนของเสนตรง GH ดังนั้น 1
4

GN NH a HM MF    ใหจุด O เปนจุดก่ึงกลางของ
สวนของเสนตรง FB ลากสวนของเสนตรงจากจุด M ไปยังจุด O และให P เปนจุดก่ึงกลาง
ของสวนของเสนตรง CG ลากสวนของเสนตรงจากจุด N ไปยังจุด P ดังนั้น

1
4

FO OB b GP PC    และโดยทฤษฎีบทพีทาโกรัสจะไดวา
2 21

4
OM a b NP  

รูปที่ 6.1.3

รูปที่ 6.1.4
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4. เรียกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก AFHE รูปสี่เหลี่ยม EKLD รูปสี่เหลี่ยม KIJL รูป
สี่เหลี่ยมมุมฉาก IHGJ รูปหกเหลี่ยม MOBCPN รูปสามเหลี่ยม MFO และรูปสามเหลี่ยม
PGN วา ( 1),i  ( )

1
,i ( )

2
,i ( )

3
,i ( )

4
,i ( )

5
i และ ( )

6
i ตามลําดับ

5. แยกรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i   ออกจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i  จากนั้นนํารูป ( )
1
i

มาแนบกับรูป ( )
4
i  โดยใหสวนของเสนตรง DE มาแนบกับสวนของเสนตรง BC และใหจุด E

ติดกับจุด B จากนั้นนํารูป ( )
2
i มาแนบกับรูป ( )

1
i และรูป ( )

4
i  โดยใหสวนของเสนตรง KI มา

แนบกับสวนของเสนตรง LD ใหจุด I ติดกับจุด L และใหสวนของเสนตรง LK มาแนบกับ
สวนของเสนตรง BC และใหจุด L ติดกับจุด C จากนั้นนํารูป ( )

5
i มาแนบกับรูป ( )

2
i โดยให

สวนของเสนตรง MF มาแนบกับสวนของเสนตรง IJ และใหจุด M ติดกับจุด J  จากนั้นนํารูป
( )
3
i มาแนบกับรูป ( )

5
i โดยใหสวนของเสนตรง GJ มาแนบกับสวนของเสนตรง FO และใหจุด

G ติดกับจุด O จากนั้นนํารูป ( )
6
i มาแนบกับรูป ( )

1
i และรูป ( )

3
i โดยใหสวนของเสนตรง GN

มาแนบกับสวนของเสนตรง KL ใหจุด N ติดกับจุด K  และใหสวนของเสนตรง GP มาแนบ
กับสวนของเสนตรง IH และใหจุด P ติดกับจุด H

รูปที่ 6.1.5
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ดังนั้นจะได ( 1)i   เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป และรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ไดนี้คลายกับ
รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i และรูปแปดเหลี่ยม 1 รูป โดยใชการแบงรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i

ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 7  ชิ้น
6. เปลี่ยนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i แลวยอนกลับไปทําซ้ํา

ในขั้นที่ 1
ดวยวิธีการแบงแบบเดิมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)i  จะมีอัตราสวนความกวางตอความ

ยาวเทากับอัตราสวนความกวางตอความยาวของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ดังนั้นขั้นตอนวิธี 6.1.1
ที่ทําวนซ้ําจํานวน n ครั้งทําใหได ( 1)n เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูปทีไ่มไดประกอบจากรูป
หลายเหลี่ยมอ่ืน ๆ และคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน (1)  และลําดับของรูปแปดเหลี่ยมที่
ประกอบจากรูปหลายเหลี่ยมยอย 6 ชิ้น จํานวน n รูปที่คลายกันทั้งหมด 

ทฤษฎีบทท่ี 6.1.1 สําหรับจํานวนนับ n ใด ๆ ขั้นตอนวิธี 6.1.1 เปนการแบงเชิงลําดับ
(1 )n R O   แบบชัดโดย ( ) 6 1g n n 

บทพิสูจน จากรูปที่ 6.1.6 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1) สามารถแบงเชิงลําดับดวยขั้นตอนวิธี
ที่ 6.1.1 ขั้นที่ 1 – 5 ออกมาเปน 7 ชิ้น ซึ่งมี 1 ชิ้นที่เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลายกับรูปสี่เหลี่ยม

รูปที่ 6.1.6
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มุมฉากต้ังตน และอีก 6 ชิ้นนํามาประกอบเปนรูปแปดเหลี่ยมจํานวน 1 รูป ดังนั้นขั้นตอนวิธี
6.1.1 ขั้นที่ 1 – 5 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 1) R O   แบบชัดที่ 7 6(1) 1 (1)g  

ให k เปนจํานวนนับที่ทําใหขั้นตอนวิธี 6.1.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )k R O  

แบบชัดที่ ( ) 6 1g k k  ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 6.1.7

เมื่อดําเนินตามขั้นตอนวิธีที่ 6.1.1 ขั้นที่ 1 – 5 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 1)k สามารถแบง
ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ไดอีก 7 ชิ้น แลวแยกออกมาเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( 2)k และ
ประกอบกันเปนรูปแปดเหลี่ยม 1  รูปที่คลายกับรูปแปดเหลี่ยม k รูปที่ไดมากอนหนา ดังแสดงเปน
แผนภาพไดดังรูปที่ 6.1.8

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 1 ชิ้น

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 6  ชิ้น

รูปที่ 6.1.7
รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 6k ชิ้น

รูปแปดเหลี่ยม k  รูป
…

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 6k ชิ้น

รูปแปดเหลี่ยม k  รูป

( 1)k 

( 2)k 

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป
( 1)k 

…

รูปหลายเหลี่ยม
ยอย จํานวน 1 ชิ้น

รูปที่ 6.1.8
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จึงไดการแบงเชิงลําดับ 1 ( 1)k R O     โดยที่
7 6 6( 1) 1 ( 1)k k g k     

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวาทฤษฎีบทที่ 6.1.1 เปนจริง 

บทแทรกท่ี 6.1.1 รูปแปดเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1 ของขั้นตอนวิธี 6.1.1 จะไมเปน
รูปแปดเหลี่ยมปกติ

บทพิสูจน สมมติวารูปแปดเหลี่ยมจากรูปที่ 6.1.6 เปนรูปแปดเหลี่ยมปกติ จะไดวา
3a b และ 2 5a b

ดังนั้น 0a  แต a   ดังนั้นจึงไดวารูปแปดเหลี่ยมจากรูปที่ 6.1.6 จะไมเปนรูปแปด
เหลี่ยมปกติ 

ในหัวขอตอไปจะแสดงขั้นตอนวิธีการแบงเชิงลําดับ (1 )n R O    แบบไมชัด

6.2 การแบงแบบไมชัด
ขั้นตอนวิธี 6.2.1 การแบงเชิงลําดับออกเปน (1 )n R O   แบบไมชัด
กําหนด (1)  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ABCD ที่มีความยาวของดานกวางและดานยาว

เปนจํานวนจริงบวก โดยดาน DA ยาว a  หนวย และดาน AB ยาว b หนวย เมื่อ a และ b
เปนจํานวนจริงบวก

ดังนั้นสําหรับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1)  ที่กําหนดให สามารถวาดรูปไดดังรูปที่ 6.2.1

สําหรับ {1, 2, 3, ..., }i n  ทําการวนซ้ําโดย
1. ใหจุด ,E F และ H เปนจุดก่ึงกลางของดาน ,AB BC และ DA ตามลําดับ

ดังนั้น 1
2

DH HA a BF FC    และ 1
2

AE b EB  ลากสวนของเสนตรงจากจุด
F ใหขนานกับดาน AB  ตัดกับดาน DA ที่จุด H และลากสวนของเสนตรงจากจุด E ไปยัง

รูปที่ 6.2.1

a

b

A B

CD
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จุด C ใหสวนของเสนตรง FH และ EC มาตัดกันที่จุด G  เพราะวารูปสามเหลี่ยม EBC

คลายกับรูปสามเหลี่ยม GFC ดังนั้น 1
4

GF b

2. ใหจุด I เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง AE ดังนั้น 1
4

AI b IE  ลากสวน
ของเสนตรงจากจุด I ไปยังจุด H ใหจุด J เปนจุดก่ึงกลางของดาน CD ลากสวนของเสนตรง
จากจุด J ใหขนานกับดาน DA มาตัดกับสวนของเสนตรง HG ที่จุด K

3. ใหจุด L อยูบนสวนของเสนตรง DH โดยที่ 1
6

DL a ดังนั้น 1
3

LH a ลาก
สวนของเสนตรงจากจุด L ใหขนานกับดาน AB มาตัดกับสวนของเสนตรง KJ ที่จุด M ใหจุด

N เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง LM  ดังนั้น 1
4

LN b NM  ลากสวนของเสนตรง
จากจุด N ใหขนานกับดาน DA มาตัดกับสวนของเสนตรง JD ที่จุด O ดังนั้นโดยทฤษฎีบท

พีทาโกรัสจะไดวา 2 21 1
2 4

IH EG a b GC    เรียกรูปสี่เหลี่ยม EBFG รปู
สามเหลี่ยม GFC รูปสามเหลี่ยม HAI รูปสี่เหลี่ยม IEGH รูปสี่เหลี่ยม HKML รูปสี่เหลี่ยม

รูปที่ 6.2.2

รูปที่ 6.2.3

1
2
b

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
4
b

a

b

A B

CD

E

H FG

1
4
b

J

I
1
4
b

K

1
2
b

1
2
a

1
2
a

1
4
b

a

b

A B

CD

E

H FG
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LNOD รูปสี่เหลี่ยม NMJO และรูปสี่เหลี่ยม KGCJ วา ( 1),i  ( 1),i  ( )
1

,i ( )
2

,i ( )
3

,i
( )
4

,i ( )
5
i และ ( )

6
i ตามลําดับ

4. แยกรูปสี่เหลี่ยม ( 1)i   และรูปสามเหลี่ยม ( 1)i  ออกจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i

จากนั้นนํารูป ( 1)i  มาแนบกับรูป ( 1)i  โดยใหสวนของเสนตรง EG มาแนบกับสวนของ
เสนตรง GC และใหจุด E ติดกับจุด C จากนั้นนํารูป ( )

1
i มาแนบกับรูป ( )

3
i โดยใหสวนของ

เสนตรง AI มาแนบกับสวนของเสนตรง LM และใหจุด I ติดกับจุด L  จากนั้นนํารูป ( )
4
i มา

แนบกับรูป ( )
2
i และรูป ( )

3
i โดยใหสวนของเสนตรง LN มาแนบกับสวนของเสนตรง GH ให

จุด N ติดกับจุด G  และใหสวนของเสนตรง DL มาแนบกับสวนของเสนตรง KM และใหจุด
L ติดกับจุด K  จากนั้นนํารูป ( )

5
i มาแนบกับรูป ( )

3
i และรูป ( )

4
i โดยใหสวนของเสนตรง ON

มาแนบกับสวนของเสนตรง KM ใหจุด O ติดกับจุด M  และใหสวนของเสนตรง NM มาแนบ
กับสวนของเสนตรง OD และใหจุด N ติดกับจุด D จากนั้นนํารูป ( )

6
i มาแนบกับรูป ( )

1
i และ

รูป ( )
5
i โดยใหสวนของเสนตรง JK มาแนบกับสวนของเสนตรง HA ใหจุด J ติดกับจุด A

และใหสวนของเสนตรง CJ มาแนบกับสวนของเสนตรง JL และใหจุด C ติดกับจุด J

รูปที่ 6.2.4

L MN

O

1
6
a

1
3
a

1
4
b

1
4
b

( 1)i 

( 1)i 

( )
1
i ( )

2
i

( )
4
i ( )

5
i

( )
3
i

( )
6
i

1
4
b

J

I
1
4
b

K

1
2
b

1
2
a

1
4
b

a

b

A B

CD

E

H FG

2

2

1

1

2

4
a

b


2

2

1

1

2

4
a

b


2

2

1

1

2

4

a

b
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ดังนั้นจะไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i  และ ( 1)i  1  รูป และรูปสี่เหลี่ยม
มุมฉากที่ประกอบไดนี้คลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i และไดรูปแปดเหลี่ยม 1 รูป โดยใชการ
แบงรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i ออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 8  ชิ้น

5. เปลี่ยนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ( )i  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i  และ
( 1)i   แลวยอนกลับไปทําซ้ําในขั้นที่ 1 โดยมองวาสวนของเสนตรงที่เปนรอยตอระหวาง ( 1)i

และ ( 1)i   คือสวนของเสนตรง EC ในขอ 1
ดวยวิธีการแบงแบบเดิมรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)i และ ( 1)i  จะมี

อัตราสวนความกวางตอความยาวเทากับอัตราสวนความกวางตอความยาวของรูปสี่เหลี่ยมมุม
ฉาก ( )i ดังนั้นขั้นตอนวิธี 6.2.1 ที่ทําวนซ้ําจํานวน n ครั้งทําใหไดรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูปที่
ประกอบจากรูป ( 1)n และ ( 1)n   และคลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน (1)  และลําดับของ
รูปแปดเหลี่ยมที่ประกอบจากรูปหลายเหลี่ยมยอย 6 ชิ้น จํานวน n  รูปที่คลายกันทั้งหมด 

ทฤษฎีบทท่ี 6.2.1 สําหรับจํานวนนับ n ใด ๆ ขั้นตอนวิธี 6.2.1 เปนการแบงเชิงลําดับ
(1 )n R O   แบบไมชัดโดย ( ) 6 2g n n 

รูปที่ 6.2.5

L MN

O

1
6
a

1
3
a

1
4
b

1
4
b

( 1)i 

( 1)i 

( )
1
i ( )

2
i

( )
4
i ( )

5
i

( )
3
i

( )
6
i

1
4
b

J

I
1
4
b

K

1
2
b

1
2
a

1
4
b

a

b

A B

CD

E

H FG

2

2

1

1

2

4
a

b


2

2

1

1

2

4
a

b


2

2

1

1

2

4

a

b


1
4
b

( )
3
i1

3
a

( )
4
i
( )
5
i

( )
6
i1

2
a

( )
2
i

( )
1
i

2

2

1

1

2

4

a

b


2

2

1

1

2

4

a

b


2

2

1

1

2

4
a

b


2

2

1

1

2

4
a

b


1
2
b

1
2
a ( 1)i 

( 1)i 
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บทพิสูจน จากรูปที่ 6.2.5 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก (1) สามารถแบงเชิงลําดับดวยขั้นตอนวิธี
ที่ 6.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 ออกมาเปน 8 ชิ้น ซึ่งมี 2 ชิ้นนํามาประกอบเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่คลาย
กับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ังตน และอีก 6 ชิ้นนํามาประกอบเปนรูปแปดเหลี่ยมจํานวน 1 รูป ดังนั้น
ขั้นตอนวิธี 6.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 1) R O   แบบไมชัดที่
8 6(1) 2 (1)g  

ให k เปนจํานวนนับที่ทําใหขั้นตอนวิธี 6.2.1 เปนการแบงเชิงลําดับ (1 )k R O  

แบบไมชัดที่ ( ) 6 2g k k  ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 6.2.6

เมื่อดําเนินตามขั้นตอนวิธีที่ 6.2.1 ขั้นที่ 1 – 4 รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 1)k 

และ ( 1)k  สามารถแบงออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย ไดอีก 8 ชิ้น แลวแยกออกมาเปนรูป
สี่เหลี่ยมมุมฉากที่ประกอบดวย ( 2)k  กับ ( 2)k  และชิ้นที่เหลือประกอบกันเปนรูปแปดเหลี่ยม 1

รูปที่คลายกับรูปแปดเหลี่ยม k รูปที่ไดมากอนหนา ดังแสดงเปนแผนภาพไดดังรูปที่ 6.2.7

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 2 ชิ้น

รูปแปดเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 6k ชิ้น

…

รูปที่ 6.2.6

( 1)k 
( 1)k 
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จึงไดการแบงเชิงลําดับ 1 ( 1)k R O    โดยที่
8 6 6( 1) 1 ( 1)k k g k     

โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะไดวาทฤษฎีบทที่ 6.2.1 เปนจริง 

บทแทรกท่ี 6.2.1 รูปแปดเหลี่ยมที่ไดในการแบงครั้งที่ 1 ของขั้นตอนวิธี 6.2.1 ไมเปนรูป
แปดเหลี่ยมปกติ

บทพิสูจน เนื่องจาก a และ b   ดังนั้น 2 25 1
0

9 4
a b  นั่นคือ

2 21 1 1
2 4 3
a b a  ทําใหรูปแปดเหลี่ยมจากรูปที่ 6.2.5 ไมเปนรูปแปดเหลี่ยมปกติ 

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 6 ชิ้น

รูปที่ 6.2.7

รูปสี่เหลี่ยมุมฉาก 1  รูป รูปแปดเหลี่ยม k  รูป

รูปหลายเหลี่ยมยอย จํานวน 6k ชิ้น

( 1)k 
( 1)k 

( 2)k 
( 2)k 

…

รูปหลายเหลี่ยม
ยอย จํานวน 2 ชิ้น
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บทท่ี 7

ขอสรุปและขอเสนอแนะ

7.1 ขอสรุป
7.1.1 งานวิจัยนี้ใหขั้นตอนวิธีการแบงเชิงลําดับของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากทั้งแบบชัดและ

แบบไมชัดออกเปนรูปหลายเหลี่ยมยอย เพื่อประกอบกันเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 1  รูป และรูป k
เหลี่ยม n  รูป ที่คลายกันทั้งหมดเมื่อ {3, 5, 6, 7, 8}k 

7.1.2 หาความสัมพันธระหวางจํานวนรูปหลายเหลี่ยมยอย ( )g n  กับจํานวนรูป k
เหลี่ยม หลังจากทําการแบงเชิงลําดับไป n  ครั้ง

7.1.3 เมื่อกําหนดเงื่อนไขบางประการใหกับความยาวดานของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก จะได
วามีการแบงเชิงลําดับ (1 )n R T   แบบชัดที่ไดผลเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากหนึ่งรูปที่คลาย
กับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากรูปแรก และลําดับของรูปสามเหลี่ยมดานเทา n รูป และมีการแบงเชิง
ลําดับ (1 )n R Hx   ทั้งแบบชัดและแบบไมชัดที่ไดผลเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากหนึ่งรูปที่
คลายกับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากรูปแรก และลําดับของรูปหกเหลี่ยมปกติ n รูป

7.2 ขอเสนอแนะ
7.2.1 แมวาขั้นตอนวิธีการแบงเชิงลําดับแบบใหมที่ไดนําเสนอในวิทยานิพนธฉบับนี้จะ

เปนเพียงวิธีหนึ่งในการแบงเชิงลําดับเพื่อใหไดผลลัพธที่ตองการ และผูวิจัยไดพยายามหาขั้นตอน
วิธีที่ทําให ( )g n ซึ่งเปนจํานวนชิ้นของรูปหลายเหลี่ยมยอยที่แบงออกมาจากรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากต้ัง
ตนในขั้นตอนวิธีตาง ๆ นั้น เปนคา ( )g n  ที่นอยที่สุดแตยังไมไดมีการพิสูจนยืนยันวาเปนเชนนั้น
จริง ผูวิจัยจึงเสนอวาควรมีการวิจัยและพิสูจนเพิ่มเติมเก่ียวกับขอคาดการณดังกลาว

7.2.2 สําหรับขั้นตอนวิธีในการแบงเชิงลําดับ (1 )n R T   แบบไมชัด
(1 )n R P   ทั้งแบบชัดและไมชัด (1 )n R Hp   ทั้งแบบชัดและไมชัด และ
(1 )n R O   ทั้งแบบชัดและไมชัดที่ไดนําเสนอไวในวิทยานิพนธฉบับนี้ไมสามารถใหผลเปน
ลําดับของรูปสามเหลี่ยมดานเทา รูปหาเหลี่ยมปกติ รูปเจ็ดเหลี่ยมปกติ และรูปแปดเหลี่ยมปกติได
ผูวิจัยจึงเสนอวานาจะมีการหาขั้นตอนวิธีในการแบงเชิงลําดับเพื่อใหผลที่เปนลําดับของรูปหลาย
เหลี่ยมเหลานี้เปนรูปหลายเหลี่ยมปกติทั้งหมดได
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7.2.3 ในกรณีที่ 4k  การแบงเชิงลําดับที่ไดปรับและขยายฐานคิดจาก Akiyama และ
Nakamura [1] เหมือนที่นําเสนอในวิทยานิพนธฉบับนี้จะมีลักษณะเฉพาะบางอยางที่นาสนใจซึ่ง
ผูวิจัยจะไดศึกษาเพิ่มเติมตอไป
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