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  บทที่ 1 
 

บทนํา 
 

ปญหาการปดลอมและแยกอาณาบริเวณบนระนาบซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดใหมีความยาวเสน
รอบรูปรวมนอยสุด  เปนปญหาที่มนุษยใหความสนใจตั้งแตสมัยโบราณ ชาวกรีกโบราณไดตั้งขอ
สงสัยวา จะทําอยางไรจึงจะใชเชือกเสนหน่ึงลอมรอบใหไดอาณาบริเวณที่มีพ้ืนที่มากสุด ซ่ึงไดถูก
คาดการณวาตองลอมเปนวงกลม คําถามของชาวกรีกนั้นเทียบไดกับปญหาการปดลอมและแยก
หน่ึงอาณาบริเวณบนระนาบซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดท่ีมีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  คําถามนี้
มนุษยเกือบทุกคนจะตอบอยางมั่นใจวารูปนั้นตองเปนวงกลม แตเม่ือมีคําถามตอไปวาทําไมจึงเปน
วงกลม พิสูจนใหเห็นไดหรือไม นักคณิตศาสตรประสบปญหามากในการพิสูจน สวนหน่ึงที่ทําให
คนเหลาน้ันเห็นชัดวาตองเปนวงกลมก็คือคนเหลาน้ันคิดวาอาณาบริเวณมีชิ้นเดียว แตในทาง
คณิตศาสตร ปญหานี้ยากกวาน้ันมาก กลาวคือ อาณาบริเวณนั้นอาจจะถูกแบงเปนหลายๆชิ้นได 
สําหรับปญหาหนึ่งอาณาบริเวณนั้นพิสูจนไดในป ค.ศ.1880 

ในป ค.ศ.1992 Frank Morgan [1] สามารถพิสูจนไดวา มีรูปที่ปดลอมและแยกหลายอาณา
บริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 

สําหรับปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดใหมีความยาวเสน
รอบรูปรวมนอยสุด พิสูจนไดในป  ค .ศ.1993 โดย  J. Foisy, M. Alfaro, J. Brock, N. Hodges 
และ J. Zimba [2] และเปนผลตามรูปที่ 1.1 

 

 
 

รูปที่ 1.1 : รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดที่มีความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุด [2] 

 
ในปจจุบันปญหาการปดลอมและแยกอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดใหมีความยาวเสน

รอบรูปรวมนอยสุด น้ันสามารถพิสูจนไดแคการปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงพิสูจนไดใน
ป ค.ศ.2002 โดย วัชรินทร  วิชิรมาลา [3, 4] และเปนผลตามรูปที่ 1.2 
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รูปที่ 1.2 : รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดที่มีความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุด [3, 4] 

 
นอกจากนั้น ผูสนใจหาคําตอบของปญหาในลักษณะนี้มักจะไปศึกษาปญหาที่ใกลเคียงกัน 

เชน การปดลอมและแยกอาณาบริเวณบนครึ่งระนาบ การปดลอมและแยกอาณาบริเวณในมุม การ
ปดลอมและแยกอาณาบริเวณบนพื้นผิวของทรงกระบอก การปดลอมและแยกอาณาบริเวณบนพ้ืน
ผิวของกรวย เปนตน สําหรับปญหาการปดลอมและแยกหนึ่งถึงสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่
กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด  และการปดลอมและแยกหน่ึงถึงสาม
อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ีตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาท่ีมีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด น้ัน
เปนปญหาที่นาสนใจ  ทั้งน้ีเน่ืองจากสิ่งตางๆรอบตัวเราสวนมากจะมีลักษณะมนหรือไมก็มีลักษณะ
เหล่ียม  อีกทั้งในปจจุบันมนุษยใหความสําคัญเก่ียวกับการใชทรัพยากรที่มีอยูอยางจํากัดใหเกิด
ประโยชนสูงสุด  ซ่ึงปญหาน้ีอาจจะถูกนําไปประยุกตใชในอนาคต 

ในวิทยานิพนธน้ีเราจะหาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกหนึ่งถึงสามอาณาบริเวณซึ่งมี
พ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาใหมีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด แลวจึงใชคําตอบของ
ปญหาขางตนมาชวยหาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกหนึ่งถึงสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่
ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด  โดยเราจะใชวิธีอยางงายใน
การเปรียบเทียบความยาว ซ่ึงจะเปนประโยชนแกคนทั่วไปที่ไมใชนักคณิตศาสตรในการศึกษาทํา
ความเขาใจ ทั้งน้ีปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยเสนแนว
ตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุดพิสูจนไดป ค.ศ.1998 โดย  Frank Morgan, Christopher 
French และ Scott Greenleaf  [5] และเปนผลตามรูปที่ 1.3 แตยากที่คนทั่วไปจะทําความเขาใจ 

 

               
 

 รูปที่ 1.3 : รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและ
แนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด [5] 
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จากรูป 1.3 เราสามารถบอกไดวา คําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ

ซ่ึงมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดไมไดเปนคําตอบ
ของปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนว
นอนที่มีความยาวรวมนอยสุด น่ันคือ คําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่ง
มีพ้ืนท่ีตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด คือ สองรูปทางซาย 
โดยอาศัย [5] น้ันไมได แตคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่
ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุดของเรานั้นสามารถใชตอบ
ปญหาการปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ีตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาว
เสนรอบรูปรวมนอยสุดได นอกจากนี้เรายังสามารถหาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยก
สามอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดได
อีกดวย 

ในวิทยานิพนธน้ี บางสวนเราจะใชการหาคาตํ่าสุดดวยการวิเคราะหอนุพันธ เราจะละไวซ่ึง
การแสดงวาคาที่ไดเปนคาตํ่าสุด สําหรับการนับความยาวนั้นเราจะนับความยาวเฉพาะเสนทึบ 
และจะนับเพียงคร้ังเดียวถาหากวาเสนทับกัน ทั้งน้ีรูปที่เราสนใจจะไมทับพ้ืนที่กันและจะอยูบน
ระนาบเทาน้ัน  เราจะใชอักษรภาษาอังกฤษตัวพิมพใหญแทนพื้นที่ และใชอักษรภาษาอังกฤษตัว
พิมพเล็กแทนความยาว 
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บทที่ 2 
 

การปดลอมและแยกหนึ่งถึงสามอาณาบริเวณซึ่งมีพื้นท่ีตามที่กําหนด 
ดวยสี่เหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 

 
ในบทนี้จะพิจารณากรณีที่แตละอาณาบริเวณมีชิ้นเดียววา การปดลอมและแยกหนึ่งถึงสาม

อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหล่ียมผืนผารูปใดใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  
แลวจึงแสดงวา  รูปที่ปดลอมและแยกหนึ่งถึงสามอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ีตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยม
ผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดน้ันแตละอาณาบริเวณจะตองมีชิ้นเดียว 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.1 ให A > 0 จะไดวา 

(1) รูปที่ 2.1 (ก) ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ x = A  
(2) รูปที่ 2.1 (ข) ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ x = A2  
(3) รูปที่ 2.1 (ค) ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ x = A  

 
 

x      x      x  
 (ก)       (ข)       (ค) 
 

 รูปที่ 2.1 
 
บทพิสูจน (1) ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.1 (ก) = 2( x + x

A ) 
ดังน้ัน ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  

0 = xd
d
 
[2( x + x

A )] = 2( 1 – 
2x

A ) น่ันคือ x = A  
 

(2) ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.1 (ข) = x + x
A2  

ดังน้ัน ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  
0 = xd

d
 
[ x + x

A2  ] = 1 – 
2

2
x
A  น่ันคือ x = A2  
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(3) ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.1 (ค) = x + x
A  

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  
0 = xd

d
 
[ x + x

A ] = 1 – 
2x

A   น่ันคือ x = A  

# 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.2 ให 0 < A ≤ B และ w > 0 จะไดวา 

(1) ถา  A ≠ B แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ก) นอยกวา ความยาวเสน
รอบรูปรวมรูปท่ี 2.2 (ข) 

(2) ถา 2A< B แลว มี b > 0 ซ่ึง ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ก) นอยกวา 
ความยาวเสนรอบรูปรวมรูปที่ 2.2 (ค) 

(3) ถา 2A ≥ B แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ค) นอยกวา ความยาวเสน
รอบรูปรวมรูปท่ี 2.2 (ก) 

 
 

a  b      b         
 

(ก)           (ข)          (ค) 
 

 รูปที่ 2.2 
 
บทพิสูจน (1) สมมุติ A ≠ B จากรูปที่ 2.2 (ข) จะไดวา b > w

BA +  

ดังนั้น bwB – bwA = bw(B – A) > (A+ B)(B – A) = B2– A2 

 

ดังนั้น (bw – B)B = bwB – B2 > bwA – A2 = (bw – A)A 
ดังนั้น 

 −

B
bw  A  > 

 −

A
bw  B  

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ข)  
= w + b( 2 + 

 −

B
bw  A )  

    > w + b( 2 + 
 −

A
bw  B )  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ก) 

       w w      w 
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(2) สมมุติ 2A< B จะไดวา BABABA
BABA

++
++

+−−

))(45(2
)()(2 2

 < A + B 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ก) เมื่อ b =  )5(2
)(6

BAw
BAB

+

+  

= w + 











++

++

+−− BABABA
BABA

w ))(45(2
)()(23 2

  

   < w + w
3  (A + B)  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ค) 
 

(3) สมมุติ 2A ≥ B จากรูปที่ 2.2 (ก) จะไดวา 0 < a < w
BA +  และ a

A  < w 

ดังนั้น aw < A + B ≤ 3A น่ันคือ a
A  > 3

w   

ให t = w
BA +  – a 

จะไดวา t = 2
 −

 
 
 
 
  
 

3

3

w

ww  
t < 2

 −

 
 
 
 
  
 

A
a

Aw a
t = 

 −

2B
Aw a

 – 2a – 2t 

ดังน้ัน 3 





 +

w
BA  –  3a = 3t < 

 −

2B
Aw a

 – 2a 

ดังน้ัน 3 





 +

w
BA  < a + 

 −

2B
Aw a

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ค)  

= w + 3 





 +

w
BA  

   < w + a + 
 −

2B
Aw a

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.2 (ก)     
 # 

 

 
หมายเหตุ : รูปที่ 2.2 (ค) ใชความยาวเสนรอบรูปรวม นอยกวา รูปที่ 2.2 (ข) 
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ทฤษฎีบทที่ 2.3 ให 0 < A ≤ B จะไดวา 

(1) ถา 2A< B แลว  
(1.1) รูปที่ 2.3 (ก) ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A  

และ  B  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 
(1.2) รูปที่ 2.3 (ข) ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A  

และ  B  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผาบนคร่ึงระนาบ ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 
(2) ถา 2A ≥ B แลว  

(2.1) รูปที่  2.3 (ค ) เม่ื อ  x = )(3
2 BA +  ป ดล อมและแยกสองอาณ าบริ เวณ    

อาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที ่ A  และ  B  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ใชความยาวเสนรอบ
รูปรวมนอยสุด 

(2.2) รูปที่  2.3 (ง )  เม่ื อ  x = 3
BA +    ป ดล อมและแยกสองอาณ าบริ เวณ     

อาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A  และ  B  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาบนครึ่งระนาบ ใช
ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 

 
 

A2 B     A 2
B

    x      y  

 (ก)             (ข)            (ค)         (ง) 
 

     รูปที่ 2.3 
 
บทพิสูจน (1) โดย ทฤษฎีบทที่ 2.1 

  (2) สมมุติ 2A ≥ B 
 

(2.1) จากทฤษฎีบทที่ 2.2   และ   เพราะวาเราสามารถเลื่อนรูปที่ไมอยูในลักษณะ
โครงสรางเดียวกันกับรูปที่ 2.3 (ก) และ 2.3 (ค) ใหเกาะติดกันหมดได โดยความยาว
เสนรอบรูปรวมลดลง ทําใหเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.3 (ค) 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.3 (ค) = 3x + )(2 BAx +  
ดังน้ัน  ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  

0 = xd
d
 
[3x + )(2 BAx + ] = 3 – )(2

2
BA

x
+  น่ันคือ  x = )(3

2 BA +  
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(2.2) จากทฤษฎีบทที่ 2.2   และ   เพราะวาเราสามารถเลื่อนรูปที่ไมอยูในลักษณะ

โครงสรางเดียวกันกับรูปที่ 2.3 (ข) และ 2.3 (ง) ใหเกาะติดกันหมดได โดยความยาว
เสนรอบรูปรวมลดลง  ทําใหเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.3 (ง) 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูป 2.3 (ง) = 3y + y
BA +  

ดังน้ัน ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  

0 = yd
d
 
[3y + y

BA + ] = 3 – 
2y

BA +  น่ันคือ y = 3
BA +  

      # 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.4 ให 0 < A ≤ B ≤ C จะไดวา 

(1) ถา 2A< B และ C < 2
2BA +  แลว รูปที่ 2.4 (ก) ปดลอมและแยกสาม

อาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้นซึ่งมีพ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอม
พ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 

(2) ถา 2A< B และ C > BA 2+   แลว รูปที่ 2.4 (ข) ปดลอมและแยกสาม
อาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้นซึ่งมีพ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอม
พ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  

(3) ถา 2A< B และ 2
2BA +  ≤ C  ≤ BA 2+  แลว รูปที่ 2.4 (ค)  เมื่อ 

a = 
( )

BA

CBAA

2

223
2 

+

++ 





  ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณอาณาบริเวณ

ละช้ินซ่ึงมีพ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหนึ่งของช้ินที่ปดลอมพ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่
ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  

(4) ถา 2A ≥ B  และ   C < 4
3 (A + B)   แลว  รูปที่ 2.4 (ง) ปดลอมและแยกสาม

อาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้นซ่ึงมีพ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอม
พ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  

(5) ถา 2A ≥ B  และ    C  > 3(A + B)    แลว  รูปท่ี 2.4 (จ) ปดลอมและแยกสาม
อาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้นซ่ึงมีพ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอม
พ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 
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(6) ถา 2A ≥ B  และ    4
3 (A + B) ≤ C ≤ 3(A + B)     แลว   รูปที่ 2.4 (ฉ)   เมื่อ     

a = 

3
2CBA

BA
++

+     ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้นซ่ึงมี

พ้ืนที่ A , B  และ C  โดยมีดานหน่ึงของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  
ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด 

 
 

                   
 

 (ก)                (ข)             (ค) 
 

         
 

 (ง)                (จ)               (ฉ) 
 

รูปที่ 2.4 
 
 
บทพิสูจน (1), (2), (4) และ (5) โดย ทฤษฎีบทที่ 2.1, 2.2 และ 2.3 
3 

(3)  สมมุติ 2A< B และ 2
2BA +  ≤ C  ≤ BA 2+  จะไดวา 

 

รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ข) ถา a  ≥ C  
รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ค) ถา d  ≤ C  
รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ง) ถา a  < C <  d  
รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ฉ) ถา e  ≥ C2  
รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ช) ถา b  ≤ C2  
รูปที่ 2.5 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.5 (ซ) ถา e < C2 < b 
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 (ก)           (ข)          (ค)          (ง) 
 

                   
 

  (จ)           (ฉ)          (ช)          (ซ) 
 

รูปที่ 2.5 
 

จากทฤษฎีบทที่ 2.2, จากขางตน  และ เพราะวาเราสามารถเลื่อนรูปที่ไมอยูใน
ลักษณะโครงสรางเดียวกันกับ รูปที่ 2.5 (ก), รูปที่ 2.5 (ข) และ รูปที่ 2.5 (จ) ใหเกาะ
ติดกันหมดได โดยความยาวเสนรอบรูปรวมลดลง  ทําใหเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.6 

 

 
 

รูปที่ 2.6 
 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.6 = 3(a + b) + a
A  + b

B2  + ba
C
+

2   

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ 
 0 = a∂

∂ [3(a + b) + a
A  + b

B2  + ba
C
+

2 ] = 3 - 
2a

A  - 
( )2

2
ba

C
+

 

และ   0 = b∂
∂ [3(a + b) + a

A  + b
B2  + ba

C
+

2 ] = 3 - 
2

2
b
B  - 

( )2
2

ba
C
+

 

น่ันคือ b = a A
B2  จึงเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.4 (ค) 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.4 (ค)  

= 3a(1 + A
B2 ) + 



















+

++

A
B

CABAa 21
221  
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ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ 

0 = ad
d

 
[ 3a(1 + A

B2 ) + 


















+

++

A
B

CABAa 21
221  ] 

 

  = 3(1 + A
B2 )  – 



















+

++

A
B

CABA
a 21

221
2

 

 

น่ันคือ a = 
( )

BA

CBAA

2

223
2 

+

++ 





  

 
(6)  สมมุติ 2A< B และ 4

3 (A + B) ≤ C ≤ 3(A + B)  จะไดวา  
 

รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ข) ถา a  ≥ C  
รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ค) ถา d  ≤ C  
รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ง) ถา a  < C <  d  
รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ฉ) ถา e  ≥ C2  
รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ช) ถา b  ≤ C2  
รูปที่ 2.7 (ก) มีความยาวเสนรอบรูปรวม มากกวา รูปที่ 2.7 (ซ) ถา e < C2 < b 

 

 

                   
 

 (ก)           (ข)          (ค)           (ง) 
 

                   
 

  (จ)           (ฉ)          (ช)           (ซ) 
 

รูปที่ 2.7 
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จากทฤษฎีบทที่ 2.2, จากขางตน  และ เพราะวาเราสามารถเลื่อนรูปที่ไมอยูใน

ลักษณะโครงสรางเดียวกันกับ รูปที่ 2.7 (ก), รูปที่ 2.7(ข) และ รูปที่ 2.7(จ) ใหเกาะติด
กันหมดไดโดยความยาวเสนรอบรูปรวมลดลง  ทําใหเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.4 (ฉ) 

 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.4 (ฉ) = a(3 + BA
C
+

2 ) + a
3 (A + B) 

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ 
 

0 = ad
d

 
[ a(3 + BA

C
+

2 ) + a
3 (A + B) ] = 3 + BA

C
+

2  – 
2

3
a

(A + B) 
 

น่ันคือ a = 

3
2CBA

BA
++

+          # 

 
 
 

ตอไปเราจะพิสูจนวาการเรียงสามชิ้นไมไดใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด และจาก
ทฤษฎีบทที่ 2.2 ทําใหเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.8 (ก) และ (ข)  
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.5 ให 0 < A ≤ B ≤ C จะไดวา 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 2.8 (ก)  และ (ข) มากกวา ความยาวเสนรอบรูปรวม
นอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  
โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นท่ีที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา 
 
 

           
 

(ก)                 (ข) 
 a ≤ b ≤ y

C  
 

รูปที่ 2.8 
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บทพิสูจน เพราะวา รูปที่ 2.8 (ก) และ (ข) มีความยาวเสนรอบรูปรวม เทากัน ทําใหเพียงพอที่

จะพิจารณารูปที่ 2.8 (ก) 
 

จากรูปที่ 2.8 จะไดวา xb ≥ A + B น ั่นคือ   b ≥ x
BA +  

 

ให  แทน  ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสามอาณา
บริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นท่ีปดลอมพ้ืนที่ 
C ติดกับสองพ้ืนที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา 

  

ถา a  >  x แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก)  
= a + 2x + b + 2(y + y

C ) 

   > 3x+ x
BA + + 2(y + y

C ) 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ก) ≥  
 

ถา b < y
C  <  x แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก) 

= a + 2x + 2y + b + 2 y
C  

    > a + 2x + 2y + 2b + y
C  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ข) ≥  
 

ถา b = y
C  <  x แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก) 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ข)  >  
 

ถา b <  x ≤ y
C  แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก)  

= a + 2x + b + 2(y + y
C ) 

    > a + x + 2b + 2(y + y
C ) 

=  ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ค) ≥  
 

ถา x = b แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก) 
= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ค)  >  
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 x
BA +  ≤ y

C              a ≤ b 
 

 (ก)                  (ข) 
 

         
 

 a ≤ b , x ≤ y
C              a ≤ x 

 

 (ค)               (ง) 
 

รูปที่ 2.9 
 
จากขางตน จึงเพียงพอท่ีจะพิจารณากรณี  a ≤ x < b 
 

สมมุติ a ≤ x < b 
 

จากรูปที่ 2.8 (ก) จะไดวา 
  

x(b – a
A ) = xb – a

Ax  > xb – a
Ab  = b(x – a

A ) = B 
 

ดังนั้น b – a
A  > x

B  น ั่นคือ b  >  a
A  + x

B  
 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.8 (ก)  
= a + 2x + b + 2(y + y

C ) 
 

    > a + 2x + a
A  + x

B + 2(y + y
C ) 

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.9 (ง) ≥    
 # 
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ทฤษฎีบทที่ 2.6 ให 0 < A ≤ C และ 0 < B < C จะไดวา 

(1) ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ก) มากกวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของ
รูปที่ 2.10 (ค) หรือ (ง) 

(2) ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 2.10 (ข) มากกวา ความยาวเสนรอบรูปรวมนอย
สุดของรูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B   และ  
C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ C ติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา  

 

 

                  
 

a
A + e

C  ≤ b , a ≤ e                    a ≤ e 
 

 (ก)                          (ข) 
 

            
 

a
A  + 













 −
−

b
BCe

B  ≤ b , e – ( b
BC − ) ≥ a         a

A + e
C  ≤ b 

  

(ค)                        (ง) 
 

รูปที่ 2.10 
 
บทพิสูจน (1) พิจารณารูปที่ 2.10 (ก) 
 

กรณีที่ 1. e – ( b
BC − ) ≥ a 

เพราะวา e
C  < b จะไดวา e

C ( b
BC − ) < b( b

BC − )  = C – B 

ดังนั้น B < C – e
C ( b

BC − ) = e
C [e – ( b

BC − )] 
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ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ก)   

= a + a
A  + 2(e + b + b

B ) + e
C  

     > a + a
A  + 2(e + b + b

B ) + 













 −
−

b
BCe

B  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ค)  
 

กรณีที่ 2. e – ( b
BC − ) < a 

เพราะวา a ≤ e จะไดวา A ≤ a
eA  น ั่นคือ A + C ≤ a

eA + C = e( a
A + e

C ) 

เพราะวา a
A + e

C  ≤ b  
 

จะไดวา 
e
C

a
A

BA
+

+  + b
BC −  ≤ 

e
C

a
A

BA
+

+  + 
e
C

a
A

BC
+

−  = 
e
C

a
A

CA
+

+  ≤ e 

 

ดังนั้น ( )

e
C

a
A

BA 
+

+3  ≤ 3[e – ( b
BC − )] < 2[e – ( b

BC − )] + a 

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ก) 
= a

A + 2(b + b
C ) + e

C + 2[e – ( b
BC − )] + a 

 

   > a
A + 2(b + b

C ) + e
C + ( )

e
C

a
A

BA 
+

+3   

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ง) 
 

(2) พิจารณารูปที่ 2.10 (ข) 
 

ให  แทน  ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสามอาณา
บริเวณอาณาบริเวณละชิ้น ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  โดยมีดานหนึ่งของชิ้นท่ีปดลอมพ้ืนที่ 
C ติดกับสองพ้ืนที่ที่เหลือ  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา 

 

ถา b ≤ e แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ข)  
= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 2.11 (ก)  >  
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ถา a < b ≤ e
C  แลว ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ข)  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.11 (ข)  >  
 

 

            

a ≤ e , b ≤ e                 b ≤ e
C  

 (ก)                      (ข) 
 

รูปที่ 2.11 
 

สมมุติ b >  min{ e , e
C  } 

 

กรณีท่ี 1.  b(e – a + a
A  + e

C  – b )  >  C – B 

จะไดวา  มี x , y > 0 ซ่ึง x < e – a ,  y < a
A + e

C  – b  และ  b( x + y ) = C – B 

ดังนั้น C – ( e
C x + ey) >  C –  b( x + y )  =  B 

 

เราจะแสดงวารูป 2.10 (ข) มีความยาวเสนรอบรูปรวมเทากับรูปที่บางอาณาบริเวณมี
พ้ืนที่เพ่ิมขึ้น 

ให D = ( e
C  – y)(e – x) 

จะไดวา D = xy + C – ( e
C x + ey) > xy + B > B 

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ข)  
= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.12  >  

 

 

   
 

รูปที่ 2.12 
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กรณีท่ี 2.  b(e – a + a
A  + e

C  – b )  ≤  C – B 

จะไดวา A + B <  A + B + (e – a) a
A + ( a

A  + e
C  – b )(b – e)  

    =  b(e – a + a
A  + e

C  – b ) + B – C + ab  ≤  ab 

น ั่นคือ a > b
BA +   

และ b
CBA ++  ≤ b

1 [b(e – a + a
A  + e

C  – b ) + B – C + ab + C] 

 =  e + a
A  + e

C  – b + b
B  

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.10 (ข)  
= 3b + 2(e + a

A  + e
C  – b + b

B ) + a 

   > 3b + 2( b
CBA ++ ) + b

BA +  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.13 ≥    
 

 

 
 

รูปที่ 2.13 
        # 

 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.7 ให 0 < A ≤ B ≤ C จะไดวา 

รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณอาณาบริเวณละชิ้น  ซ่ึงมี พ้ืนที่  A , B  และ   C    
ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด คือ รูปที่ใชความยาวรวมนอยสุดใน
ทฤษฎีบทที่ 2.4 

 
บทพิสูจน  เพราะวาสามารถเลื่อนรูปที่ไมเรียงติดกัน และ รูปที่มีดานหน่ึงของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ใด

พ้ืนที่หน่ึงติดกับสองพื้นที่ที่เหลือ ใหเกาะติดกันหมดได โดยความยาวเสนรอบรูปรวมลดลง  
จึงเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่เรียงติดกัน  และรูปที่มีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ใดพ้ืนที่
หน่ึงติดกับสองพื้นที่ท่ีเหลือ  
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จากทฤษฎีบทที่ 2.2  จึงเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่ 2.8 (ก) และ (ข) และ รูปที่มีดาน

หน่ึงของช้ินที่ปดลอมพ้ืนที่ใดพ้ืนที่หน่ึงติดกับสองพ้ืนที่ที่เหลือ 
จากทฤษฎีบทที่ 2.5  จึงเพียงพอที่จะพิจารณารูปที่มีดานหนึ่งของชิ้นที่ปดลอมพ้ืนที่ใด

พ้ืนที่หน่ึงติดกับสองพ้ืนที่ที่เหลือ 
จากทฤษฎีบทที่ 2.2 และ 2.4 - 2.6 จะไดวา รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ

อาณาบริเวณละช้ิน ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  ดวยสี่เหลี่ยมผืนผา ที่ใชความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุด คือ รูปที่ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดในทฤษฎีบทที่ 2.4 

       # 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.8 ให 0 < A ≤ B จะไดวา 

(1) ถา A < B แลว  ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.14 (ข)  มากกวา ความยาวเสน
รอบรูปรวมของรูปที่ 2.14 (ค) 

(2) ถา รูป 2.14 (ก) ไมเปนรูปเดียวกับ รูปที่ 2.14 (ข)  แลว  ความยาวเสนรอบรูปรวมของ
รูปที่ 2.14 (ก)  มากกวา  ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 2.14 (ค) 

 
 

        A  B       B  
  (ก)             (ข)             (ค) 

 

รูปที่ 2.14 
 

บทพิสูจน (1) สมมติ  A < B  
จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.14 (ข)  

= 4 B  + 2 A  

= 4 B  + 2
A

A  

> 4 B  + 2
B

A  

= 2 B  + 2 A+ B
B

( )  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 2.14 (ค) 
 

(2) โดยทฤษฎีบทที่ 2.1          # 



 20
ทฤษฎีบทที่ 2.9 ให m ∈ { 1 , 2 , 3 } จะไดวา 

สําหรับรูปที่ปดลอมและแยก m อาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหล่ียมผืนผา 
โดยใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณจะมีชิ้นเดียว 

 
บทพิสูจน พิจารณา รูปที่ปดลอมและแยก m อาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยส่ีเหลี่ยม

ผืนผา  และมีบางอาณาบริเวณมีมากกวาหน่ึงชิ้น 
ให ดานบนและดานขวาของแตละช้ินเปนตัวแทนของแตละชิ้น 

พิจารณาการเลื่อนในแนวตั้งหรือแนวนอนทางเดียวไมมีผลกระทบตอช้ินอื่น 
เลือกช้ินที่มีพ้ืนท่ีมากที่สุดของแตละอาณาบริเวณ จากนั้น เล่ือนแตละช้ินที่เลือกใน

แนวนอนหรือแนวตั้งใหติดกัน(ในกรณีที่ m > 1) และ เติมดานซายและดานลางจนอยูใน
ลักษณะของรูปที่ปดลอมและแยกดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา   

โดยทฤษฎีบทที่ 2.8 จะสามารถนําตัวแทนของชิ้นที่เหลือ ไปเพิ่มพ้ืนท่ีใหกับแตละช้ิน
ที่เลือกไว จนแตละชิ้นมีพ้ืนที่เทากับพ้ืนที่ของอาณาบริเวณที่ตองการ และ อยูในลักษณะ
ของรูปที่ปดลอมและแยกดวยสี่เหล่ียมผืนผา โดยใชความยาวเสนรอบรูปรวมลดลง 

ดังนั้น รูปท่ีปดลอมและแยก m อาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยม
ผืนผา โดยใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณจะมีชิ้นเดียว 

   # 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 2.10  ให 0 < A ≤ B ≤ C จะไดวา 
 

(1) รูปที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณ ซึ่งมีพ้ืนที่  A  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่ใชความยาวเสน
รอบรูปรวมนอยสุด  คือ รูปที่ 2.1 (ก) เมื่อ x = A  ซ่ึงมีความยาวเทากับ 4 A  

 

(2) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่ใช
ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด   เมื่อ  2A< B   คือ  รูปที่  2.3 (ก) ซ่ึงมีความยาวเทากับ 
2 A2  +  4 B  

 

(3) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่ใช

ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ 2A ≥ B  คือ รูปที่ 2.3 (ค) เมื่อ  x = )(3
2 BA +  ซ่ึง

มีความยาวเทากับ 2 )6( BA +  
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(4) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนท่ี  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่

ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ  2A< B   และ C < 2
2BA +   คือ  รูปที่ 2.4 (ก)  

ซ่ึงมีความยาวเทากับ 2 A2  + 4 B  + 2 C2  
 

(5) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนท่ี  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่
ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ  2A< B   และ C > BA 2+    คือ  รูปที่ 2.4 (ข)  
ซ่ึงมีความยาวเทากับ 2 A  + 2 B2  + 4 C  

 

(6) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนท่ี  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา ที่

ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เม่ือ  2A< B   และ 2
2BA +  ≤  C   ≤ BA 2+    

คื อ  รูป ที่  2.4 (ค )  เ ม่ื อ   a  =  
( )

BA

CBAA

2

223
2 

+

++ 





   ซ่ึ ง มี ค วาม ยาว เท ากั บ 

6 ( ) 





++ CBA 223
1 2 

 

 

(7) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซึ่งมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ที่
ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ  2A ≥ B  และ  C < 4

3 (A + B)  คือ  รูปท่ี 2.4 (ง)  ซ่ึงมี

ความยาวเทากับ 2 )6( BA +  + 2 C2  
 

(8) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ที่
ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เมื่อ  2A ≥ B  และ  C  > 3(A + B)  คือ  รูปท่ี 2.4 (จ)  ซ่ึงมี
ความยาวเทากับ 2 )3( BA +  + 4 C  

 

(9) รูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนท่ี  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา ที่
ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  เม่ือ   2A ≥ B  และ 4

3 (A + B)  ≤  C  ≤ 3(A + B)   คือ    

รูปที่ 2.4 (ฉ)  เม่ือ  a = 

3
2CBA

BA
++

+  ซ่ึงมีความยาวเทากับ 6 3
2CBA ++  

 
 
บทพิสูจน โดยทฤษฎีบทที่ 2.1 ,  2.3 ,  2.4 ,  2.7 และ 2.9       # 
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จากทฤษฎีบทที่ 2.10  และ จากรูปท่ี 2.15 2.16 และ 2.17 เราจะสังเกตวา สําหรับสองและ

สามอาณาบริเวณ  ความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี 2A = B  น้ันเปนลิมิตของกรณี 2A< B  เมื่อ    
A    เขาใกล   B และสําหรับสามอาณาบริเวณซึ่ง 2A< B    ความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี     

C = 2
2BA +   น้ั น เป น ลิ มิ ตของกรณี  C < 2

2BA +    เม่ื อ   C   เข าใกล  

2
2BA +    และความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี    C = BA 2+   น้ันเปนลิมิตของ

กรณี C > BA 2+   เมื่อ C   เขาใกล  BA 2+  และสําหรับสามอาณาบริเวณซึ่ง 
2A ≥  B    ความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี  C = 4

3 (A + B)  น้ันเปนลิมิตของกรณี  C < 4
3 (A + B)  

เมื่อ  C  เขาใกล  4
3 (A + B) และความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี  C  = 3(A + B)  น้ันเปนลิมิตของ

กรณี  C  > 3(A + B)  เมื่อ   C   เขาใกล  3(A + B)  
 
 
 

 
 
 
รูปที่ 2.15 : แสดงรูปท่ีปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่  A , B  และ  C  ดวยส่ีเหล่ียม

ผืนผา ที่ใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด ในแตละกรณี 
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รูปที่ 2.16 : กราฟแสดงบริเวณที่ทําให (4) - (9) ในทฤษฎีบทที่ 2.10 ใชความยาวเสนรอบรูปรวม

นอยสุดในการปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณซึ่งมี พ้ืนที่  A , B  และ  1  ดวย   
ส่ีเหลี่ยมผืนผา โดยที่ 0 < A ≤ B ≤ 1 

 
 

 
 

รูปท่ี 2.17 : กราฟแสดงความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดท่ีใชปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณซึ่ง
มีพ้ืนที ่ A , B  และ  1  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา โดยที่ 0 < A ≤ B ≤ 1 

    (4) 

     (5) 

  (6) 

     (7) 

 (8) 

     (9) 

  A 

  B 

ความยาว 

  A 
  B 
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ตอไปเราจะจะพิจารณาเปรียบเทียบกราฟของความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดสําหรับสอง

อาณาบริเวณ ที่ปดลอมและแยก ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา กับ ปดลอมและแยกใดๆ แตสําหรับสาม
อาณาบริเวณเราจะไมพิจารณาเปรียบเทียบกราฟของความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด เพราะวา
ระบบสมการของความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสามอาณาบริเวณใดๆ
น้ันเปนระบบสมการไมเชิงเสน 

ชัดเจนวาความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืน
ที่ A และ B  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา จะมากกวากับความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอม
และแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  

จากรูปที่ 2.18  2.19 และ 2.20  เราสังเกตไดวาความแตกตางระหวางความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา 
กับความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  
น้ันขัดกับความรูสึกของคนทั่วไปที่เชื่อวาความยาวรวมนั้นนาจะแตกตางกันมาก และจะพบวาความ
แตกตางระหวางความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมี
พ้ืนที่ A และ B  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา กับความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยก
สองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  น้ันจะแตกตางกันนอยที่สุด เม่ือ  A = B  ในทางกลับกัน
ความแตกตางจะเพ่ิมขึ้นเร่ือยๆถาหากวา  A - B  ลดลงเร่ือยๆ จนกระทั่งถึงจุดหน่ึงซึ่ง  A - B มีคา
นอยๆความแตกตางก็จะผกผันเปนลดลงเร่ือยๆ 
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

4.5

5

5.5

6

6.5

7

 
 
รูปที่ 2.18 : กราฟแสดงความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา

บริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา โดยที่ 0 < A ≤ 1 
 

 
 
 
 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1
3.5

4.5

5

5.5

6

 
 
รูปที่ 2.19 : กราฟแสดงความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา

บริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1  โดยที่ 0 < A ≤ 1 

ความยาว 

ความยาว 

A 

A 
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.09

0.11

0.12

0.13

 
 

 
 
 

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
0.129

0.131
0.132
0.133
0.134
0.135

 
 

 
 
 

0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007

0.1285

0.129

0.1295

0.1305

 

 
รูปที่ 2.20 : กราฟแสดงสวนเกินความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสอง

อาณาบริเวณซ่ึงมีพ้ืนท่ี A และ 1  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา เมื่อเทียบกับความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1  โดยที่  
0 < A ≤ 1 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

A 

A 

A 



 27

บทที่ 3 
 

การปดลอมและแยกหนึ่งถึงสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ีตามที่กําหนด 
ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด 

 
ในบทนี้จะพิจารณาและเปรียบเทียบความยาวรวมของบางรูป   แลวจึงคนหา รูปที่ปดลอมและ

แยกหนึ่งถึงสองอาณาบริเวณบนระนาบซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มี
ความยาวรวมนอยสุด 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.1 ให A > 0 จะไดวา  

รูปที่ 2.1 (ก)  เม่ือ x = A   ปดลอมและแยกอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A   ดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอน ใชความยาวรวมนอยสุด และมีความยาวเทากับ 4 A  
 
บทพิสูจน พิจารณารูปที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณซ่ึงมีพ้ืนที่ A   ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน  

ที่ไมใชรูปส่ีเหลี่ยมผืนผา 
ใหนําทุกกลุมมาเรียงติดกัน แลวลบเสนภายในใหหมดจนเหลือแตกรอบ(ถาความยาว

กรอบมีคาอนันตก็จะยาวกวารูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสที่มีดานยาว A  ก็จะกลายเปนชิ้นเดียวซ่ึง
จะมีความยาวเสนรอบรูปเทากับรูปที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ B (B > A)  
ดวยส่ีเหล่ียมผืนผารูปหนึ่งซึ่งมีรูปที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A   ดวย   
ส่ีเหลี่ยมผืนผาที่ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยกวา 

โดยทฤษฎีบทที่ 2.1 รูปที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ี A   ดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด คือ รูปที่ 2.1 (ก)  เมื่อ x = A    

    # 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.2 ให 0 < A <  B จะไดวา 

รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A   และ B โดยมีลักษณะเปนส่ีเหลี่ยมซอน
กัน ท่ีใชความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด คือ รูปที่ 3.1 
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 รูปที่ 3.1 
 
บทพิสูจน โดยทฤษฎีบทที่ 2.1 จึงเพียงพอที่จะเปรียบเทียบระหวางรูปที่ 3.1 กับ 3.2 
 

 
 

 รูปที่ 3.2 
 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.2 = 4 BA + + 2 B  
    > 4 BA + + 2 A    

 = ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 
    # 

 

 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.3 สําหรับ 0 < 2A < B  ให 1  และ 2  แทน  ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูป
ที่ 3.3 และ  3.1 ตามลําดับ จะไดวา 

(1) ถา B > 








 +

16
23043 A  แลว 1  > 2  

(2) ถา B = 








 +

16
23043 A  แลว 1  = 2  

(3) ถา B < 








 +

16
23043 A  แลว 1  < 2  

 
 

A2 B   
 

 รูปที่ 3.3 
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บทพิสูจน  พิจารณา 4 BA + + 2 A  = 2 = 1  = 4 B + 2 A2  

จะไดวา 4 BA +  = 4 B  + 2( 12 − ) A  
ดังนั้น 16(A + B) = 16B + 16( 12 − ) AB + 4( 223 − )A  
ดังนั้น 4( 122 + )A = 16( 12 − ) AB  

ดังนั้น B  = A












−

+

1)24(
122  น่ันคือ  B  = 









 +

16
23043 A  

 

ตอไป พิจารณา B = 8A > 








 +

16
23043 A   

จะไดวา 1 = 10 A2  > 14 A  = 2   

ดังนั้น ถา B > 








 +

16
23043 A  แลว 1  > 2    

และ   ถา B < 








 +

16
23043 A  แลว 1  < 2       # 

 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.4 ให 0 < A ≤  B ≤ 2A  และ w > 0 จะไดวา 

ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.4 เมื่อ x = )(3
2 BA +    นอยกวา   ความยาวเสน

รอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 
 

x  
รูปที่ 3.4 

 
บทพิสูจน ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1  

= 4 BA + + 2 A  
    > 4 BA + + 2( 26 − ) A3  
    ≥ 4 BA + + 2( 26 − ) BA +  

= 2( 6 ) BA +  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.4 เม่ือ x = )(3
2 BA +     

# 
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ทฤษฎีบทที่ 3.5 ให A , B  > 0 จะไดวา 

รูปที่ 3.5 ไมใชรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอน ที่ใชความยาวรวมนอยสุด 

 

  
 

 

รูปที่ 3.5 
 
บทพิสูจน  จากรูปที่ 3.5 จะไดวา B = a x + b(x + a

A  – y) 
 

ให  แทน  ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา
บริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา 

 

กรณีที่ 1. b > a , x > 2
y  

จะไดวา    A + B < A + B + 2
y  (b – a)  

= A + a x + b(x + a
A  – y) + 2

y  (b – a)  

= (a + b)( x + a
A  – 2

y ) 
 

ดังนั้น a + b > 
2
y

a
Ax

BA
−+

+  

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.5  
= 2(a + b) + a + 3 a

A + 2 x – y 

     > 2


















−+

+

2
y

a
Ax

BA
+ a + 3 a

A + 2 x – y 

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.6 
 

    ≥  ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 
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รูปที่ 3.6 
 

กรณีที่  2. b ≥ a , x ≤ 2
y  

 จะไดวา B = a x + b(x + a
A  – y) ≤ bx + b(x + a

A  – y) = b(2x + a
A  – y) 

 

ดังนั้น b ≥ 
ya

Ax
B

−+2
 

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.5  
 

= 2b + 3a + 3 a
A + 2x – y 

 

    > 2


















−+ ya
Ax

B
2

+ 2a + 3 a
A  + 2x – y 

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.7 ≥  
 
 

  
 

2x ≤  y 
 

รูปที่ 3.7 
 
กรณีที่ 3. b < a  

จะไดวา (a + b)(2x + a
A  – y) = a( a

A  – y) + 2ax + b(2x + a
A  – y) 

 > b( a
A  – y) + 2ax + b(2x + a

A  – y) = 2B 

ดังนั้น 2x + a
A  – y > 

ba
B
+

2  
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ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.5  
 

= 2b + 3a + 2 a
A + 2x + a

A  – y 
 

   > 2b + 3a + 2 a
A  + 

ba
B
+

2
 

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.8 ≥  
 
 

  
 

รูปที่ 3.8 
 
กรณีที่ 4. b = a , x > 

2
y

 
 

ให  m = min{ ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1, ความยาวเสนรอบรูปรวมของ
รูปที่ 3.2 ,  } 

จากทฤษฎีบทที่ 2.3 และ 3.3 จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.8 > m 
เพราะวา B = b(2x + a

A  – y) 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.5  
= 5a + 2 a

A + 2x + a
A  – y 

= 5a + 2 a
A  + 

b
B  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.8 > m 
     # 

 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.6 ให A , B > 0 และ 0 < w ≤  x จะไดวา  

รูปที่ 3.9 ไมใชรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอน ที่ใชความยาวรวมนอยสุด 
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รูปที่ 3.9 
 

บทพิสูจน  จากรูปที่ 3.9 จะไดวา B = x(w – z) +zb น่ันคือ 
x
B + z – w = 

x
zb  

และ x > max{z , b}≥ zb  
 

ให  แทน  ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา
บริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา 

 

กรณีที่ 1. x ≤  y 

จะไดวา 2(
x
B + z – w) =  2

x
zb  <  2

zb
zb  =  2 zb  ≤  z + b 

ดังนั้น 2
x
B  < 2w – z + b  

  

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.9  

= 2y + 2
y
A + x + 2w – z + b 

   > 2y + 2
y
A + x + 2

x
B  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.10 ≥  
 
 

 
 

รูปที่ 3.10 
 
กรณีที่ 2. x > y , x ≥ 2b 
 

จะไดวา 2(
x
B + z – w) =  2

x
zb  ≤  2

b
zb
2

 =  z  น่ันคือ 2
x
B  ≤ 2w – z 
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ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.9  

= 2y + 2
y
A + x + 2w – z + b 

   ≥ 2y + 2
y
A + x + 2

x
B + b 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.11 >  
 
 

 
 

รูปที่ 3.11 
 
กรณีที่ 3. x > y , x < 2b , 

y
A b < B 

 

จะไดวา 2(B – 
y
A b) + 

y
A x = x(2w – z) + (z – 

y
A )(2b – x) <  x(2w – z) 

 

ดังนั้น 2w – z > 2(
x

b
y
AB −

) +
y
A   

  

 

ให  m = min{ ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 , ความยาวเสนรอบรูปรวมของ
รูปที่ 3.2 ,  } 

 

จากทฤษฎีบทที่ 3.5 จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 3.12 > m 
 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.9  

= 2y + 2
y
A + x + 2w – z + b 

   > 2y + 2
y
A + x + 2(

x

b
y
AB −

) +
y
A + b 

 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.12 >  m 
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รูปที่ 3.12 
  
กรณีที่ 4.  x > y , x < 2b ,  

y
A b ≥ B 

จะไดวา 0 < (2b – x)(w – z) = b(2w – z) – B น่ันคือ 0 < 2w – z – 
b
B  

 

ดังนั้น 2b + 
b
B  < x + b + 

b
B  < x + b + 2w – z  

 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.9  

= 2y + 2
y
A + x + b + 2w – z  

    > 2y + 2
y
A + 2b + 

b
B  

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.13 ≥  
 
 

  
 

รูปที่ 3.13 
   # 

 
 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.7 ให A , B > 0 จะไดวา  

รูปที่ 3.14 ไมใชรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนว
ตั้งและแนวนอน ที่ใชความยาวรวมนอยสุด 
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รูปที่ 3.14 
 
บทพิสูจน ให   แทน   ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา

บริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ี A และ B  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา 
ให  m = min{ ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 , ความยาวเสนรอบรูปรวมของ

รูปที่ 3.2 ,  } 
จากทฤษฎีบทที่ 3.5 จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 3.15 > m  
 
 

 
 

รูปที่ 3.15 
 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.14  
= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.15 >  m  

   # 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.8 ให A , B > 0 จะไดวา 

รูปที่ 3.16 ไมใชรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนว
ตั้งและแนวนอน ที่ใชความยาวรวมนอยสุด 
 

 
 

รูปที่ 3.16 
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บทพิสูจน ให  แทน   ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณา

บริเวณ  ซ่ึงมีพ้ืนที ่ A และ B ดวยส่ีเหล่ียมผืนผา 
ให  m = min{ ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.1 , ความยาวเสนรอบรูปรวมของ

รูปที่ 3.2 ,  } 
จากทฤษฎีบทที่ 3.6 จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 3.17 (ก) > m  
จากทฤษฎีบทที่ 3.7 จะไดวา ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปท่ี 3.17 (ข) > m  

และ ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.17 (ค) > m  
 
 

                 
 

2y ≥ w 
 

(ก)               (ข)              (ค) 
 

รูปที่ 3.17 
 
จากรูปที่ 3.16 จะไดวา B = x(y + e) + b(a – e – w)  

น่ันคือ x(
x
B – y – e) = b(a – e – w)  

 
กรณีที่ 1. x ≥ 2b 

จะไดวา 2b(
x
B – y – e) ≤  x(

x
B – y – e) = b(a – e – w)  

ดังนั้น 2
x
B – e ≤ a + 2y – w  

  

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.16  
= 2 z + b + x + 2a + a + 2y – w  

    ≥ 2 z + b + x + 2a + 2
x
B – e 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.17 (ก) > m 
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กรณีที่ 2. x < 2b , y ≥
2
w  

จะไดวา b > b – 2
x  > (b – 2

x )( 

2
wya

w
−+

) 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.16  
 = 2 z + 3a + 2y – w + b + x 

  > 2 z + 3a + 2y – w + b + x – 2(b – 2
x )( 

2
wya

w
−+

) 

 = ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.17 (ข) > m 
 

กรณีที่ 3. x < 2b , y <
2
w  

จะไดวา 
b
xy

 < 
b
by2  = 2y 

ดังนั้น ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.16  
= 2 z + b + x + 3a + 2y – w 

    >  2 z + b + x + 3a + 
b
xy

 – w 

= ความยาวเสนรอบรูปรวมของรูปที่ 3.17 (ค) > m    
  # 

 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.9  สําหรับรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยเสน
แนวตั้งและแนวนอนโดยใชความยาวรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณจะมีชิ้นเดียว และมีลักษณะ
โครงสรางเดียวกับรูปที่ 3.1 หรือ 3.3 หรือ 3.4 หรือ 3.5 หรือ 3.9 หรือ 3.14 หรือ 3.16  

 
บทพิสูจน พิจารณารูปท่ีปดลอมและแยกอาณาบริเวณซ่ึงมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้งและ

แนวนอน  และมีบางอาณาบริเวณมีมากกวาหน่ึงชิ้น 
ให ดานบนและดานขวาทุกดานของแตละชิ้นเปนตัวแทนของแตละชิ้น 
เลือกชิ้นที่มีพ้ืนที่มากที่สุดของแตละอาณาบริเวณ  ตีกรอบเปนส่ีเหล่ียมผืนผาทั้งสอง

ช้ิน(ในกรณีที่มีช้ินที่เลือกซึ่งไมใชส่ีเหลี่ยมผืนผา) จากนั้น เลื่อนใหติดกัน(ในกรณีที่ยังไม
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ติดกัน)       จากนั้น  ตัดแตงรูปใหมีพ้ืนท่ีเทาเดิม (ตัวอยางดังรูปที่3.18)  และเลื่อนใหอยูใน
ลักษณะโครงสรางเดียวกับรูปที่ 3.1 หรือ 3.3 หรือ 3.4 หรือ 3.5 หรือ 3.9 หรือ 3.14 
หรือ 3.16 และ เติมดานซายและดานลางจนอยูในลักษณะที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณ
ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน โดยใชความยาวรวมลดลง 

 

 

        
 

รูปที่ 3.18 : การตัดแตงรูปบริเวณที่ซอนกันหลังจากตีกรอบ โดยพ้ืนที่ไมลดลง 
 
ทํานองเดียวกับการพิสูจนทฤษฎีบทท่ี 2.9 นําตัวแทนของชิ้นที่เหลือ ไปเพ่ิมพ้ืนท่ีให

กับแตละช้ินที่ เลือกและตัดแตงไว จนแตละชิ้นมีพ้ืนที่เทากับพ้ืนที่ของอาณาบริเวณที่
ตองการ และ อยูในลักษณะที่ปดลอมและแยกอาณาบริเวณดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน 
โดยใชความยาวรวมลดลง 

ดังน้ัน รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอนโดยใชความยาวรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณจะมีช้ินเดียว 

      # 
 
 
 
ทฤษฎีบทที่ 3.10  ให 0 < A ≤ B จะไดวา 
 

(1) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนว

นอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด  เมื่อ 








 +

16
23043 A < B   คือ รูปที่ 3.1  ซ่ึงมีความ

ยาวเทากับ 4 BA + + 2 A   
 

(2) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนว

นอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด  เมื่อ 








 +

16
23043 A = B   คือ รูปที่ 3.1 และ 3.3 

ซ่ึงมีความยาวเทากันเทากับ 5( 2 + 1 ) A  
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(3) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนว

นอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด  เม่ือ 2A< B < 








 +

16
23043 A  คือ รูปที่ 3.3  ซ่ึงมี

ความยาวเทากับ 2 A2  +  4 B  
 

(4) รูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ ซ่ึงมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนว

นอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด  เมื่อ 2A ≥ B   คือ รูปท่ี 3.4 เมื่อ  x = )(3
2 BA +  

ซ่ึงมีความยาวเทากับ 2 )6( BA +  
 

 
บทพิสูจน โดยทฤษฎีบทที่ 2.10 และ  3.2 - 3.9        # 
 
 

จากทฤษฎีบทที่ 3.10 และ รูปที่ 3.19 จะสังเกตวา  ความยาวเสนรอบรูปรวมกรณี 2A = B 
น้ั น เป นลิมิ ตของกรณี  2A< B  เมื่ อ  A  เข าใกล  B และความยาว เส นรอบรูปรวมกรณี 










 +

16
23043 A  = B น้ันเปนลิมิตของกรณี 









 +

16
23043 A ≠ B   เม่ือ 









 +

16
23043 A  เขา

ใกล  B 
 

 
 

รูปที่ 3.19 : แสดงรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ี  A  และ  B  ดวยเสนแนวตั้ง
และแนวนอนที่ใชความยาวรวมนอยสุด ในแตละกรณี 
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จากการสรางกราฟดังรูปที่ 3.20 และ 3.21 จะพบวาความยาวรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอม

และแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน จะนอยกวา ความ
ยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ี A และ B  ดวย 
ส่ีเหลี่ยมผืนผาเมื่อ A - B มีคานอยๆ นอกนั้นจะเทากัน 

จากการสรางกราฟดังรูปที่ 3.20 และ 3.22 เราสังเกตไดวาความแตกตางระหวางความยาวรวม
นอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ B  ดวยเสนแนวตั้งและแนว
นอนกับความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปท่ีปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A 
และ B   น้ันขัดกับความรูสึกของคนทั่วไปที่เชื่อวาความยาวรวมนั้นนาจะแตกตางกันมาก     และ
จะพบวาความแตกตางระหวางความยาวรวมนอยสุดของรูปท่ีปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมี
พ้ืนที่ A และ B   ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน     กับความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่
ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนท่ี A และ B  น้ันจะแตกตางกันนอยที่สุด เมื่อ  A = B  
ในทางกลับกันความแตกตางจะเพ่ิมขึ้นเร่ือยๆถาหากวา  A - B  ลดลงเร่ือยๆ จนกระทั่งถึงจุดหน่ึง
ซ่ึง  A - B มีคานอยๆความแตกตางก็จะผกผันเปนลดลงเรื่อยๆ และเมื่อถึงจุดหน่ึงซึ่ง A - B มีคา
นอยลงไปอีก ความแตกตางก็จะผกผันกลับมาเปนเพ่ิมขึ้นเร่ือยๆเหมือนเดิม สวนรอยหักของกราฟ
เกิดจากการเปลี่ยนอยางกะทันหันระหวางรูปที่ 3.1 กับ 3.3 
 
 
 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

4.5

5

5.5

6

6.5

7

 
 
รูปท่ี 3.20 : กราฟแสดงความยาวรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที ่

A และ 1  ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน โดยที่ 0 < A ≤ 1 

ความยาว 

A 
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

1.005

1.01

1.015

 
 
 
 
 

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

1.006
1.008

1.012
1.014
1.016
1.018

 
 
 
 

 5ด 10-91ด 10-81.5ด 10-82ด 10-82.5ด 10-83ด 10-8

1.00001

1.00002

1.00003

 
 

รูปที่ 3.21 : กราฟแสดงการเปรียบเทียบความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยก
สองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1  ดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา   เมื่อเทียบกับความยาว
รวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1   ดวย
เสนแนวตั้งและแนวนอน โดยที่ 0 < A ≤ 1 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

A 

A 

A 
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.09

0.11

0.12

 
 
 
 
 

0.05 0.1 0.15 0.2

0.114
0.116
0.118

0.122
0.124
0.126
0.128

 
 
 
 

0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007

0.1255
0.126

0.1265
0.127

0.1275
0.128

 
 

รูปที่ 3.22 : กราฟแสดงสวนเกินความยาวรวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณ
ซ่ึงมีพ้ืนท่ี A และ 1  ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอน เม่ือเทียบกับความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุดของรูปที่ปดลอมและแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ A และ 1  โดยที่ 
0 < A ≤ 1 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

จํานวนเทา 

A 

A 

A 
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บทที่ 4 
 

งานวิจัยตอเนื่อง 
 

ในบทนี้ เราจะแนะนําปญหาที่สืบเนื่องตอจากวิทยานิพนธเลมน้ี ซ่ึงประกอบดวย ปญหาการ
ปดลอมและแยกสี่อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูป
รวมนอยสุด และปญหาการปดลอมและแยกสามถึงสี่อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยเสน
แนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด วานาจะมีกระบวนการในการหาคําตอบของปญหา
อยางไร เพราะอะไรปญหาเหลาน้ันจึงยากขึ้นมาก และมีขอควรระวังอะไรบางในการหาคําตอบ
ของปญหาเหลานั้น ทั้งนี้เพ่ือมุงหวังใหเปนแนวทางในการหาคําตอบของปญหาเหลานั้นตอไป 

 
4.1 ปญหาการปดลอมและแยกสี่อาณาบริเวณซ่ึงมีพื้นที่ตามท่ีกําหนดดวยสี่เหล่ียมผืนผาที่มี

ความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด  
 

กระบวนการหาคําตอบของปญหานี้นาจะสามารถทําในลักษณะเดียวกันกับปญหาการปดลอม
และแยกสามอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวม
นอยสุดได แบงเปนสองสวนหลัก คือ หาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสี่อาณาบริเวณ
อาณาบริเวณละชิ้นซ่ึงมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวยส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด
กอน และแสดงวาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสี่อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่กําหนดดวย
ส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุดน้ันแตละอาณาบริเวณตองมีชิ้นเดียว 

ความยากของปญหาน้ีนาจะมีสองประเด็นหลักๆ คือ 
1. กรณีตางๆของคําตอบนาจะแบงออกเปนหลายกรณีมากโดยขึ้นอยูกับสัดสวนของพื้นที่ 

การเปรียบเทียบรูปที่มีอาณาบริเวณละชิ้นมีหลายกรณีมาก อาจจะทําใหเราตองอาศัยการแยกกรณี
จากสัดสวนของพื้นที่น้ันมาใชเปนขอมูลในการเปรียบเทียบความยาวเสนรอบรูปรวมมากขึ้นกวา
ปญหาสามอาณาบริเวณซ่ึงเกือบทั้งหมดเราสามารถเปรียบเทียบความยาวเสนรอบรูปรวมไดโดยไม
ตองคํานึงถึงสัดสวนของพื้นที ่

2. การแสดงวาคําตอบของปญหาแตละอาณาบริเวณตองมีช้ินเดียว 
ขอควรระวัง : ถาจะใชวิธีเดียวกันกับปญหาสามอาณาบริเวณในการแสดงวาคําตอบของ

ปญหาแตละอาณาบริเวณตองมีชิ้นเดียว  จะตองระวังในขั้นตอนที่เราจะทําใหช้ินท่ีเลือกเปนรูปที่
ปดลอมและแยกสี่อาณาบริเวณดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาวาทําไดหรือไมอยางไร 
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4.2 ปญหาการปดลอมและแยกสามถึงส่ีอาณาบริเวณซ่ึงมีพื้นท่ีตามที่กําหนดดวยเสนแนวตั้ง

และแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด  
 

กระบวนการหาคําตอบของปญหานี้นาจะสามารถทําในลักษณะเดียวกันกับปญหาการปดลอม
และแยกสองอาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวม
นอยสุดได น่ันคือ จะตองเปรียบเทียบความยาวรวมของรูปที่ปดลอมและแยกสามถึงสี่อาณาบริเวณ
บางรูปกอน จากนั้นจะตองแสดงวาคําตอบของปญหาการปดลอมและแยกสามถึงสี่อาณาบริเวณซึ่ง
มีพ้ืนที่ตามท่ีกําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุดน้ันจะตองเปนรูปใดรูป
หน่ึงที่เปรียบเทียบความยาวไปแลว 

ความยากของปญหาน้ีนาจะคลายกับปญหา 4.1 แตมีประเด็นเพ่ิมเติม คือ 
1. การแสดงวาคําตอบของปญหาตองเปนรูปใดรูปหน่ึงที่เปรียบเทียบความยาวไปแลว 

ขอควรระวัง : ถาจะใชวิธีเดียวกันกับปญหาสองอาณาบริเวณในการแสดงวาคําตอบของ
ปญหาตองเปนรูปใดรูปหนึ่งที่เปรียบเทียบความยาวไปแลว  จะตองระวังในข้ันตอนที่เราตีกรอบ
ชิ้นที่เลือก(อาจทําใหซอนกันได) จากน้ันตัดแตงไดเปนรูปที่ปดลอมและแยกสามถึงสี่อาณาบริเวณ
ดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนวาทําไดหรือไมอยางไร 

2. อาจจะมีกรณีที่คําตอบไมไดมีคําตอบเดียว เชนเดียวกันกับปญหาสองอาณาบริเวณซึ่งมี
กรณีที่คําตอบน้ันมีสองรูปที่มีความยาวรวมเทากัน 
 
 

4.3 คําถามที่นาสนใจ 
 

4.3.1 จริงหรือไมที่คําตอบของปญหาการปดลอมและแยก m อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่
กําหนดดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาที่มีความยาวเสนรอบรูปรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณตองมีช้ินเดียว 
และถาไมจริงในกรณี m ใดๆ แลว m ท่ีนอยสุดที่ทําใหไมจริงเปนเทาไร 

 

4.3.2 จริงหรือไมที่คําตอบของปญหาการปดลอมและแยก m อาณาบริเวณซึ่งมีพ้ืนที่ตามที่
กําหนดดวยเสนแนวตั้งและแนวนอนที่มีความยาวรวมนอยสุด แตละอาณาบริเวณตองมีช้ินเดียว 
และถาไมจริงในกรณี m ใดๆ แลว m ท่ีนอยสุดที่ทําใหไมจริงเปนเทาไร 
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