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 Interval arithmetic has been introduced in order to handle an round-off error 

problem in the computation model. But the space used and computational time for 

interval arithmetic is very high. Flexible interval representation system (FIRS) is one of 

the recently proposed number systems. Its representation can be expressed by one 

sequence of digits which computational time can be speed up. However, flexible 

interval representation system cannot be used in parallel computation. Therefore, it 

takes much computational time when the data size becomes large. 

 In this work, we are interested in an on-line division operation for this interval 

system. In detail, we proposed an on-line division algorithm in the FIRS with base two 

that the division can be performed with the delay five. The proof of correctness is 

demonstrated. 
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บทที�  1 

บทนํา 

1.1 ความเป็นมาและความสาํคัญของปัญหา 

ในวงการวิจยัทางด้านเลขคณิตสําหรับคอมพิวเตอร์ (computer arithmetic) ซึ.ง
เป็นงานวิจัยด้านการออกแบบรูปแบบและวิธีการคํานวณทางคณิตศาสตร์สําหรับคอมพิวเตอร์ 
โดยทั.วไปมีวตัถุประสงค์หลกัคือ การเพิ.มประสิทธิภาพของการคํานวณในด้าน ความถกูต้อง และ
ความเร็ว ปัจจยัหนึ.งที.มีผลต่อประสิทธิภาพคือรูปแบบแสดงจํานวน (number representation) 
และการออกแบบตวัแบบการคํานวณ (computational model) ซึ.งมีงานวิจยัมากมายที.นําเสนอ
รูปแบบต่าง ๆ โดยรูปแบบแทนจํานวนที.มีประสิทธิEภาพสูงรูปแบบหนึ.ง คือ ระบบรูปแบบแทน
จํานวนแบบมีเครื.องหมายของอวีเซียนีส(Avizienis signed digit number representation 
system) ได้ถกูเสนอขึ Kนโดยอวีเซียนีส (Avizienis) ในปี ค.ศ. 1961 [1]ระบบจํานวนนี Kนําเสนอให้ใช้ 
ตวัเลขแบบมีเครื.องหมาย (signed digit) ร่วมกบัระบบจํานวนเลขฐาน (radix number system) 
จากงานวิจยัพบว่า การคํานวณของตวัดําเนินการพื Kนฐานทางเลขคณิต(fundamental arithmetic 
operations) ในระบบนี K การแพร่กระจายของตวัทดมีขอบเขตที.จํากดั และสามารถนําไปสู่วิธีการ
คํานวณที.มีความเร็วสงูขึ Kนได้ 

ระบบแทนช่วง(interval representation system)[2] เป็นระบบจํานวนที.แสดงคา่
ของช่วงด้วยค่าสูงสุดและตํ.าสุดระบบนี Kสามารถนํามาใช้ในการแก้ปัญหาความคลาดเคลื.อนที.
เกิดขึ Kนจากการคํานวณได้ เช่นในบางครั Kงการคํานวณอาจมีความจําเป็นต้องปัดเศษทิ Kงไปในบาง
ตําแหน่ง เป็นต้น นอกจากนี Kการคํานวณบนจํานวนที.มีความคลาดเคลื.อนจากปัจจัยอื.น ๆ เช่น 
ข้อมลูที.ได้มาจากเครื.องมือวดัที.มีความคลาดเคลื.อนได้ เป็นต้น ระบบแทนช่วงนี Kสามารถใช้ในการ
อธิบายผลการคํานวณบนคา่ที.มีความคลาดเคลื.อนได้เช่นกนัแตร่ะบบแทนช่วงมีข้อเสียในด้านการ
คํานวณช้าและสิ Kนเปลืองเนื Kอที. ในปี ค.ศ. 2006 ได้มีการเสนอระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น(flexible 
interval representation system)โดย พิภพ[3-4] ซึ.งใช้แนวคิดของตวัเลขยืดหยุ่น (flexible digits) 
โดยสามารถแสดงคา่ของชว่งด้วยลําดบัของตวัเลขชดุเดียว ระบบนี Kสามารถลดขนาดของเนื Kอที.ที.ใช้
ในการเก็บจํานวนเมื.อเทียบกบัระบบแทนช่วงทั.วไป และยงัสามารถนําไปสู่การลดเวลาที.ใช้ในการ
คํานวณให้น้อยลง 

สําหรับงานวิจยัทางด้านตวัแบบการคํานวณนั Kน แนวทางการคํานวณแบบขนาน 
(parallel computation) เป็นตวัแบบที.เป็นที.ยอมรับว่ามีประสิทธิภาพเชิงเวลาสงู แต่สิ Kนเปลือง

   



 
 

2

ทรัพยากรมากเช่นเดียวกนั ในปี ค.ศ. 1977 ทราเวดีและเออเซโกวกั (Trivedi and Ercegovac)[5] 
ได้นําเสนอแนวทางการประมวลผลด้วยตวัแบบเชื.อมตรง (on-line computation) บนระบบรูปแบบ
แทนจํานวนแบบมีเครื.องหมายของอวีเซียนีสลักษณะของการคํานวณจะเริ.มทําการคํานวณจาก
หลกัที.มีนยัสําคญัมากที.สุด (most significant digit) ไปยงัหลกัที.มีนยัสําคญัน้อยที.สดุ (least 
significant digit)สิ.งสําคญัสําหรับระบบนี Kคือการผลิตคําตอบสําหรับตวัเลขแรกหากไม่สามารถ

กระทําได้ทนัทีและจําเป็นต้องใช้ตวัเลขของตวัถกูดําเนินการเป็นจํานวน δ ตวัเลข ตวัดําเนินการนี K

เรียกวา่คา่ความหนว่งเชื.อมตรง(on-line delay δ) 

การคํานวณแบบเชื.อมตรงสําหรับระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นได้มีการศึกษาแล้ว
ในการดําเนินการบวก การลบ และการคูณ[6-7] ในงานวิจัยนี Kงานวิจัยนี Kมุ่งเน้นที.จะเสนอ
อลักอริทึมการหารแบบเชื.อมตรงสําหรับระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นพร้อมทั Kงพิสูจน์ความถูกต้อง
และหาคา่ความหนว่งที.เหมาะสม 

1.2 วัตถุประสงค์ของการวิจัย 

เพื.อสร้างอลักอริทึมการหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น พร้อม
ทั Kงหาคา่ความหนว่งที.เหมาะสมกบัระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่นี K 

1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

1. อลักอริทึมการหารแบบเชื.อมตรงที.พฒันาขึ Kนสามารถนําไปใช้กับระบบแทนช่วง
แบบยืดหยุน่เทา่นั Kน 

2. คา่ความหน่วงที.หาได้นี Kสามารถนําไปใช้กบัการหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทน
ชว่งแบบยืดหยุน่เทา่นั Kน 

1.4 ประโยชน์ที�คาดว่าจะได้รับ 

1. ได้อลักอริทมึการหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ 
2. ได้คา่ความหนว่งที.เหมาะสมสําหรับการหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบ

ยืดหยุน่ 

1.5 วิธีดาํเนินการวิจัย 

1. ศกึษางานวิจยัทางด้านการคํานวณแบบเชื.อมตรงและการคํานวณแบบชว่ง 
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2. วิเคราะห์ปัญหาของงานวิจยัที.มีความสอดคล้องกบังานวิจยัที.สนใจ 
3. ออกแบบอลักอริทมึการหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ 
4. พิสจูน์อลักอริทมึที.ได้ออกแบบไว้ 
5. สรุปผลการวิจยัและจดัทํารายงานวิทยานิพนธ์ 

 

1.6 ผลงานที�ตีพมิพ์จากวิทยานิพนธ์ 

ส่วนหนึ.งของวิทยานิพนธ์นี Kได้รับการตีพิมพ์เป็นผลงานวิชาการในหัวข้อเรื.อง

ดงัตอ่ไปนี K 

1. "On-line Division for Flexible Number System" โดย ศิษฎิวชัร์ เสริมสขุสกลุชยั 
และ อรรถสิทธิE สุรฤกษ์ ในงานประชุมวิชาการ Proceeding of The 16th  
International Annual Symposium on Computational Science and 
Engineering (ANSCSE16) 
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บทที�  2 

ทฤษฎีและงานวิจัยที�เกี�ยวข้อง 

2.1. ระบบแทนช่วง(Interval representation system) 

การแทนจํานวนในระบบคอมพิวเตอร์นั Kนเป็นการแทนจํานวนในรูปแบบที.จํากัด
(finite representation of number) ทําให้การคํานวณสําหรับจํานวนจริงนั Kนเกิดความผิดพลาดที.
เกิดจากการปัดเศษทศนิยมในตําแหน่งที.ไม่สามารถแสดงผลได้ในระหว่างการคํานวณ (round-off 
error)ผลลพัธ์ที.ได้จึงมีความคลาดเคลื.อนเกิดขึ Kนและความคลาดเคลื.อนจะสะสมเพิ.มขึ Kนเมื.อนํา
ผลลัพธ์ไปคํานวณต่อ ระบบแทนช่วงใช้แนวคิดในการแสดงจํานวนต่างๆให้อยู่ในรูปของช่วงที.
ครอบคลมุคา่ที.ถกูต้องของจํานวนจริง 

ระบบแทนช่วงที.นิยมทั.วไป จะเป็นระบบที.แทนช่วงใดๆ ด้วยจํานวนสองจํานวน 
คือ คา่ขอบเขตล่าง (lower bound) และขอบเขตบน (upper bound) ซึ.งหมายถึงเซตของจํานวน
จริงทั Kงหมดที.มีคา่ตั Kงแตค่า่ขอบเขตลา่งจนถึงคา่ขอบเขตบนสําหรับรูปแบบช่วง X ใดๆในระบบแทน
ชว่ง รูปแบบการแทนชว่งของ Xสามารถเขียนได้ในรูปแบบของ 

X = [xLxU],  
โดยที. xLและ xU หมายถึงคา่ขอบเขตลา่ง และ คา่ขอบเขตบนตามลําดบั 

การดําเนินการพื Kนฐานทางเลขคณิตบนระบบแทนช่วง (fundamental arithmetic 
operations for interval representation system)อนัได้แก่ การบวก การลบ การคณู และการหาร 
สําหรับชว่ง X = [xL, xU] และY = [yL, yU] สามารถสรุปได้ดงันี K 

  X + Y =  [xL + yL, xU + yU] 
  X - Y =  [xL - yU, xU - yL] 
  X × Y =  [min(xL × yL, xL × yU, xU × yL, xU × yU),  
        max(xL × yL, xL × yU, xU × yL, xU × yU)]  
  X ÷ Y =  [min(xL ÷ yL, xL ÷ yU, xU ÷ yL, xU ÷ yU) ,  
         max(xL ÷ yL, xL ÷ yU, xU ÷ yL, xU ÷ yU)]  
 
สําหรับการหารนั Kน ชว่งที.เป็นตวัหารจะต้องไมค่รอบคลมุศนูย์ 
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 ข้อสงัเกตอย่างหนึ.งคือ การคํานวณในระบบแทนช่วงนั Kน สิ Kนเปลืองทรัพยากรที.ใช้ในการ
คํานวณ ทั Kงนี Kเนื.องจากว่า แต่ละช่วงแสดงด้วยจํานวนสองจํานวน การคํานวณทั Kงหมดจึงมีภาระ
มากตามไปด้วย 
 
ตัวอย่างที� 2.1กําหนดให้ X = [3.4, 5.1] , Y = [4.25, 7.1] จงแสดงการบวก ลบ คูณ และหาร 
ของช่วง X และ Y 
 
วิธีทํา การคํานวณพื Kนฐานของตวัดําเนินการบวก ลบ คณู และหารของช่วง X และ Y สามารถ
แสดงได้ดงันี K 
 X + Y =  [7.65, 12.2] 
 X - Y =  [-0.85, -2.0] 
 X × Y =  [min(14.45, 24.14, 21.68, 36.21) , max(14.45, 24.14, 21.68, 36.21)] 
  =   [14.45, 36.21]  
 X ÷ Y =  [min(0.8, 0.48, 1.2, 0.72) , max(0.8, 0.48, 1.2, 0.72)] 

  =  [0.48, 1.2]  � 
 
ระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น (Flexible interval representation system) 

ระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นนําเสนอโดยพิภพ ดังปรากฏใน[3] ในงานวิจัยนี Kมี
แนวคิดคือการใช้ลําดบัของตวัเลขเพียงชุดเดียวในการแสดงค่าของช่วงได้ ทั Kงนี Kเพื.อลดขนาดของ
รูปแบบแทนช่วง และเมื.อช่วงสามารถแทนได้ด้วยลําดบัของตวัเลขชดุเดียว การคํานวณบนระบบ
ดงักลา่ว นา่จะมีประสิทธิภาพในเชิงเวลาสงูขึ Kน ตวัอยา่งเชน่ การคณูและการหาร ซึ.งจะต้องทําการ
คณูหรือหารหารย่อยสี.ครั Kงสําหรับการคํานวณของช่วงแต่ละคู่ ตวัเลขที.ใช้ในระบบนี Kแต่ละตวัจะ
แสดงค่าขอบเขตล่างและของเขตบนไว้ในตวัเลขเพียงตวัเดียวเรียกว่า ตวัเลขยืดหยุ่น (flexible 
digit) โดยระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่มีนิยามดงัตอ่ไปนี K 
 
นิยามที�  2.1 ระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น (flexible interval representation system) 
ประกอบด้วยเลขฐานจํานวนเต็ม β และชุดตวัเลข (Digit set) � โดยทีH β = 2 และ � ={1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} ซึHง �, 
, �̅, 
� เรียกว่า ตวัเลขยืดหยุ่น (flexible digit) โดยทีH �̅, 
� เป็นตวั
ผกผนัการบวกของ � และ 
 ตามลําดบั 
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โดยคา่ขอบเขตล่างและคา่ขอบเขตบนของตวัเลขยืดหยุ่นสามารถระบคุา่ได้ดงัแสดงไว้ในตารางที. 
2.1 

ตารางที. 2.1 ขอบเขตลา่งและขอบเขตบนของตวัเลขยืดหยุน่ 
 

 

นิยามที� 2.2 รูปแบบแทนช่วง  = x�x���x���…x�ในระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น โดยทีH x0, 

x1, x2, … ,xnเป็นตัวเลขในชุดตัวเลข Fสามารถแสดงช่วง[A,B] ได้โดย A = � min�x�� × 2��� �  และ B = � max�x�� × 2��� �  
 

สมบตัิที.สําคญัของระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นคือ ระบบนี Kสามารถแสดงช่วงได้
โดยใช้จํานวนเพียงจํานวนเดียว(ชุดตวัเลขชุดหนึ.ง) นอกจากนี Kระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นมี
คณุสมบตัิเป็น ระบบแทนจํานวนซํ Kาซ้อนด้วย ดงันิยามต่อไปนี K 

นิยามที� 2.3 ระบบแทนจํานวนซํ Kาซ้อน (Redundant number representation system) หมายถึง

ระบบจาํนวนที�มีอย่างน้อยหนึ�งจาํนวนสามารถหารูปแบบแทนจาํนวนได้มากกว่าหนึ�งรูปแบบ 

ตวัอย่างต ่อไปนี K เป็นตวัอย่างแสดงให้เห็นว ่า  ช่วงสามารถแสดงให้อยู ่ใน
รูปแบบของ รูปแบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นได้ และมีคณุสมบตัิเป็นระบบแทนจํานวนซํ Kาซ้อนด้วย 

ดงัตารางที. 2.2  

ตัวอย่างที� 2.2 แสดงว่าสามารถหารูปแบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นของช่วง [3,19] ได้ 

วิธีทาํ[3,9]  สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบแทนช่วงแบบมีเครื.องหมายได้เป็น [11,1001] 
เพราะว่า 
0011แสดงเป็นรูปแบบแทนชว่งได้คือ [00011,10011]ซึ.งมีคา่เทา่กบั [3,19] 

และ 

�0011แสดงเป็นรูปแบบแทนช่วงได้คือ [000011,11�0011]ซึ.งมีคา่เทา่กบั [3,19] 

จะเห็นว่า [3,19] สามารถเขียนเป็นรูปแบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นได้มากกว่าหนึ.งรูปแบบดงันั Kน 

รูปแบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นมีคณุสมบตัิเป็นระบบแทนจํานวนซํ Kาซ้อน �    
 

ตัวเลขยืดหยุ่น ขอบเขตล่าง ขอบเขตบน � 1�  0 
 0 1 �̅ 1 0 
� 0 1�  
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ตารางที. 2.2 ตวัอยา่งรูปแบบแทนชว่งตวัเลขแบบยืดหยุน่ 
ช่วง ระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น [3,19] 
0011, 

�0011 [−3,4] 
�� [0.625,1.625] 
. 11 [−15,−20] 
�
0�̅ 

 
 

ในด้านประสิทธิภาพเชิงเนื Kอที. ระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นเมื.อเทียบกบัระบบแทน
จํานวนแบบมีเครื.องหมายแบบดั Kงเดิม (Classical signed-digit number system) แล้ว เราพิสจูน์
ได้วา่ เนื Kอที.สามารถลดลงได้อยา่งน้อย 25%[3] 

สําหรับตวัดําเนินการพื Kนฐานทางเลขคณิตสําหรับระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นซึ.ง
ประกอบไปด้วยการบวก การลบ การคณูและการหาร การดําเนินการพื Kนฐานของระบบแทนช่วง
แบบยืดหยุ่นไม่สามารถทําการคํานวณแบบทั.วไปได้ ต้องมีการประยุกต์ด้วยความรู้เลขคณิตของ
ระบบแทนชว่งมาใช้ สามารถดําเนินการได้ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี K 

 
ตัวอย่างที� 2.3การบวกของช่วง [1,7] กบั [3,11] ในระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น 
วิธีทาํ ขั Kนตอนแรก การแสดงชว่ง [1,7] และ [3,11] ให้อยูใ่นรูปแบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ 

 [1,7] สามารถเขียนได้เป็น0

1 
 [3,11] สามารถเขียนได้เป็น
011 

ขั Kนตอนที.สอง ดําเนินการบวกบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุน่ ด้วยกฎการบวก 
 0	0	
	
	1+ ↔ [1,7] 

 0	
	0	1	1 ↔ [3,11] 
 1	��	
	0 ↔ [4,18] 

ผลลพัธ์ของการบวกในระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่1��
0สามารถให้คําตอบที.ถกูต้อง    � 
 
ตัวอย่างที� 2.4การลบของช่วง [1,7] กบั [3,11] ในระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น 
วิธีทาํ ขั Kนตอนแรก การแสดงชว่ง [1,7] และ [3,11] ให้อยูใ่นรูปแบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ 

 [1,7] สามารถเขียนได้เป็น 0

1 
 [3,11] สามารถเขียนได้เป็น
011 

ขั Kนตอนที.สอง แปลงให้อยูใ่นรูปแบบแทนลบ 



 
 

8

 0

1 สามารถเขียนได้เป็น 0

1 
 
011 สามารถเขียนได้เป็น �01�1� 

ขั Kนตอนที.สาม ดําเนินการบวกบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุน่ด้วยกฎการบวก 
 0	
	
	1 ↔ [1,7] 

 
	0	1	1  ↔ [3,11] 
 �	
	�	0 ↔ [-10,4] 

ผลลพัธ์ของการลบในระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่�
�0 สามารถให้คําตอบที.ถกูต้อง    � 
 
ตัวอย่างที� 2.5การคูณของช่วง [1,7] กบั [3,11] ในระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น 
วิธีทาํ ขั Kนตอนการคณูของช่วง X = [1,7] กบั Y =[3,11] แสดงได้ดงัขั Kนตอนตอ่ไปนี K 
ขั Kนตอนแรก การแปลงชว่ง [1,7] และ [3,11] ให้อยูใ่นรูปแบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ 
 [1,7] สามารถเขียนได้เป็น 0

1 
 [3,11] สามารถเขียนได้เป็น 
011 

ขั Kนตอนที.สอง ตรวจสอบเครื.องหมายของ X และ Y 
 เครื.องหมายของ X คือ positive  
 เครื.องหมายของ Y คือ positive  
ขั Kนตอนที.สาม จดัให้อยูใ่นรูปแบบพร้อมคณู 
 รูปแบบพร้อมคณู ของ X คือ 0

1 
 รูปแบบพร้อมคณู ของ Y คือ	
011 

ขั Kนตอนที.สี. ดําเนินการคณูบนระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ ด้วยกฎการคณู 
 0

1 × 
011 = 100
1�1 = [3,77] 
ผลลพัธ์ของการคณูในระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ คือ100
1�1 โดยมีคา่เชิงตวัเลขเทา่กบั [3,77] 

ดงันั Kนผลลพัธ์ของการคณูในระบบแทนช่วงแบบยืดหยุน่สามารถให้คําตอบที.ถกูต้อง �
     
ตัวอย่างที� 2.6 การหารของช่วง [-72, 95] กบั [-22, 35] ในระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น 
วิธีทาํ ขั Kนตอนการหารของช่วง X = [-72, 95] กบั Y =[-22, 35]แสดงได้ดงัขั Kนตอนตอ่ไปนี K 
ขั Kนตอนแรก การแปลงชว่ง [-72, 95]และ [-22, 35]ให้อยูใ่นรูปแบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น 
 [-72, 95]สามารถเขียนได้เป็น 
�
�0�00
� 
 [-22, 35]สามารถเขียนได้เป็น 1�
�1�
��
� 

ขั Kนตอนที.สอง ตรวจสอบเครื.องหมายของ X และ Y 



 
 

9

 เครื.องหมายของ min_Xและmax_Xคือ negative , positive 
 เครื.องหมายของ min_Yและ max_Yคือ negative, negative 
ขั Kนตอนที.สาม จดัให้อยูใ่นรูปแบบพร้อมคณู 
 รูปแบบพร้อมคณู ของ X คือ 
��̅
0�̅00
 
 รูปแบบพร้อมคณู ของ Y คือ1�
�1�
��
� 

ขั Kนตอนที.สี. ดําเนินการหารบนระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ ด้วยกฎการคณู 
 
��̅
0�̅00
 × 1�
�1�
��
� = 
1�0�̅. 
1�= [-3.25, 4.25] 
ผลลพัธ์ของการหารในระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่คือ 
1�0�̅. 
1�  โดยมีคา่เชิงตวัเลขเท่ากบั [-3.25, 

4.25] ดงันั Kนผลลพัธ์ของการคณูในระบบแทนช่วงแบบยืดหยุน่สามารถให้คําตอบที.ถกูต้อง  � 
 
2.2. การคาํนวณแบบเชื�อมตรงบนระบบจาํนวนแบบมีเครื�องหมาย (On-line computational 

for signed-digit number system)  

ระบบจํานวนแบบมีเครื.องหมาย (signed-digit number system) ได้ถกูนําเสนอ
โดย [1] ซึ.งใช้แนวคิดของการใช้ตวัเลขแบบมีเครื.องหมายในการแสดงจํานวนแต่ละจํานวน เพื.อ
ประโยชน์ในการลดการแพร่กระจายของตวัทดระหว่างการคํานวณและทําให้การคํานวณสามารถ
ทําได้ในระบบขนาน โดยได้มีการนําเสนอ นิยามของระบบนี Kไว้ดงันี K 

 
นิยามที� 2.4 ระบบจํานวนแบบมีเครื.องหมาย (Signed-digit number system) ประกอบด้วยเลข
ฐาน βโดยทีHβ เป็นจํานวนเต็มทีHมากกว่าหรือเท่ากับ 2 และชุดของตวัเลข (Digit set) � ={	-, - + 1,… ,−1,0,1, … , / − 1, /}โดยทีH / − - + 1	 < 21เมืHอ a เป็นจํานวนเต็มลบ และ b 
เป็นจํานวนเต็มบวก 
 
ตัวอย่างที� 2.7 กําหนดให้ระบบแทนจํานวนแบบมีเครืHองหมายประกอบด้วยเลขฐาน β=5 และมี

ชดุตวัเลข D = {3�, 2�, 1�, 0,1,2,3} จงเขียนค่าของ X = 1010 ใหอ้ยู่ในระบบจํานวนนีW 

วิธีทาํคา่ของX = 1010 สามารถเขียนให้อยู่ในระบบนี Kได้เป็น1010 = (22�22�0)5 � 
 

ระบบจํานวนแบบมีเครื.องหมายนี K ได้รับการพิสูจน์แล้วว่า ทุกจํานวนสามารถ

แสดงได้ในระบบนี K และ ระบบนี Kยงัมีคณุสมบตัิที.สําคญัคือ เป็นระบบจํานวนซํ Kาซ้อน ซึ.งคณุสมบตัิ

นี Kเองที.เป็นประโยชน์ตอ่การคํานวณความเร็วสงู 
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จากนั Kน ทราเวดีและเออเซโกวกั ใน [5] ได้นําเสนอการดําเนินการแบบเชื.อมตรง
บนระบบจํานวนแบบมีเครื.องหมาย ซึ.งได้มีการพิสจูน์วา่ มีประสิทธิภาพเชิงเวลาไม่แตกตา่งไปจาก
การคํานวณแบบขนาน ลกัษณะการคํานวณในระบบนี Kเป็นไปตามนิยามตอ่ไปนี K 
 
นิยามที�  2.5 การดําเนินการแบบเชื.อมตรงของตวัดําเนินการใดๆ หมายถึง การดําเนินการใน
ลกัษณะลําดบั (serial operation) ทัWงในด้านการรับตวัถูกดําเนินการ (input operand) และการ
ผลิตผลลพัธ์ (output result) เริHมต้นจากตวัเลขทีHมีนยัสําคญัสูงสดุไปยงัตวัเลขทีHมีนยัสําคญัตํHาสดุ 
แบบตวัเลขทีละตวัเลข (digit-by-digit) โดยทีHตวัเลขแรกของผลลพัธ์ทีHผลิตได้มาจากการรับตวัเลข

ของตวัถูกดําเนินการ δ ตวัเลข ตวัดําเนินการนีWจะถูกเรียกว่ามี คา่ความหน่วงเชื.อมตรง (on-line 

delay) เท่ากบั δ 
ในงานนี K จะขอกลา่วถึงเฉพาะ อลักอริทมึการหารเทา่นั Kน 

 
อลักอริทมึการหารแบบเชื.อมตรงของระบบจํานวนแบบมีเครื.องหมาย 
Algorithm 2.1 : On-line Division 

 ให้ 2คือตวัตั Kงหาร , 3คือตวัหารและ 4คือผลหาร ซึ.ง 2 =� 5�2��6� �  ,3 = � 7�2��6� � 	 , 4 = � 7�2��6� �  , 4 = 89 

Step 1 [Initial] :  :� =� 5�2��;� �  , 

   3� =� 7�2��;� �  
Step 2 [Selection] : <=>� = ?@A@BC�:=� 
Step3 [Recursion] : 3=>� = 3= +	7=>;>� × 2�=�;�� 
   :=>� 	= 	2 × := + 5=>;>� × D�; − <=>� × 3=>� 
    −4= × 7=>;>�D�; 
 
ในอลักอริทึม :=คือเศษเหลือจากการหารในแต่ละรอบการทํางาน โดยที.เริ.มต้นการหารใช้ตวัเลข

ของตวัถูกดําเนินการเป็นจํานวน δ ตวัเลข ในแต่ละรอบนั Kนจะผลิตคําตอบออกมา 1 จํานวนคือ <=>�โดย จะพิจารณาจาก ชว่งของเศษเหลือ := ให้มีคา่เป็นชว่งที.แคบที.สดุเสมอ 
 
ตัวอย่างที� 2.8 แสดงการหารแบบเชืHอมตรง ของ 95 ดว้ย 22 
วิธีทาํ จากโจทย์ N = 95 , D = 22  
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 จะต้องหาคา่ของQ= N/D 
ขั Kนตอนที. 1 เขียนให้อยูใ่นรูปแบบแทนจํานวนแบบมีเครื.องหมาย 
 N = 1011111 
 D = 10110 
ขั Kนตอนที. 2 จดัให้เข้าเงื.อนไข N < D และ มีคา่อยูใ่นชว่ง [-1,1] 
 N = 0.01011111 × 28 

 D = 0.10110 × 25 
ดําเนินการหารแบบเชื.อมตรงแสดงขั Kนตอนดงัตารางที. 2.3 

ตารางที.2.3 แสดงขั Kนตอนการหารแบบเชื.อมตรง 
j Dj Pj qj+1 

0 0.1011 0. 0101  1 
1 0.10110 0.101 + 0.0001 -  1x0.10110 - 0x1 =  0 0 
2 0.101100 0 .000 + 0.0001 - 0x0.101100 - 0. 1x0 = 0.0001 0 
3 0.1011000 0. 0010 + 0.0001 - 0x0.1011000 - 0. 10x 0 = 0. 011 1 
4 0.10110000 0.11 + 0.0001 - 1x0.1011000 - 0.100x0 = 0.001 0 

คําตอบที.ได้คือ 0.10010 เนื.องจาก 
ผลลพัธ์ที.ได้จากอลักอริทมึคือ 0.10010 ผลลพัธ์สดุท้ายหลงัจากทําการจดัตําแหน่งทศนิยมแล้วจะ
ได้ 

0.10010 × 28/ 25 = 100.10  

คา่ของชว่งในเลขฐานสิบของ100.10 คือ 4.5 ซึ.งเป็นผลลพัธ์ที.ถกูต้อง   � 
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บทที�  3 

อัลกอริทมึการหารแบบเชื�อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น 

จดุประสงค์หลกัของงานวิจยันี K คือ การนําเสนออลักอริทึมการหารแบบเชื.อมตรง
(on-line division algorithm) บนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น (flexible interval representation 
system, FIRS) พร้อมทั Kงบทพิสจูน์ความถกูต้อง รวมถึงนําเสนอคา่ความหน่วงเชื.อมตรงสําหรับ
การหารแบบเชื.อมตรงด้วย 

เนื.องจากการหารของช่วงสองช่วงใดๆ มีข้อจํากัดบางประการคือในการหารของ
ชว่งสองชว่งจะต้องการหารถึงสี.ครั Kงแล้วนําผลลพัธ์จากการหารทั Kงสี.มาทําการพิจารณาหาคา่สงูสดุ
และตํ.าสดุ ซึ.งถ้าเราทราบเครื.องหมายของทั Kงสองช่วงแล้วเราสามารถพิจารณาดงัตารางที. 3.1 ซึ.ง
จะทําการหารเพียงครั Kงเดียว ซึ.งทําให้ลดเวลาในการทํางานได้มาก และการหารแบบเชื.อมตรงนั Kน
จําเป็นต้องใช้ข้อมูลนําเข้ามีค่าอยู่ระหว่าง [-1,1] เพื.อเป็นการจํากัดค่าผลลพัธ์การหารในแต่ละ
รอบการทํางานเกิดการให้มีคา่อยูร่ะหวา่ง [-1,1] ตลอดจึงนํามาสู่การเสนอให้มีรูปแบบบรรทดัฐาน 
และขอบเขตของตวัถกูดําเนินการให้อยูใ่นรูป [-1,1] 

ตารางที� 3.1 กรณีเครื.องหมายและผลลพัธ์ของการหารที.เกิดขึ Kนบนระบบแทนช่วง 
ตัวถูกดาํเนินการ ผลลัพธ์ EF EG HF HG IF IG IF(Value) IG(Value) + + + + + + JK ÷ MN JN ÷ MK + + − − − − JN ÷ MN  JK ÷ MK − − + + − − JK ÷ MK  JN ÷ MN  − − − − + + JN ÷ MK JK ÷ MN  − + + + − + JK ÷ MK  JN ÷ MK − + − − − + JN ÷ MN  JK ÷ MN  

 

3.1 รูปแบบบรรทัดฐาน สําหรับการหารแบบเชื�อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น 

การปรับปรุงรูปแบบแทนชว่งที.จะทําการหาร (ตวัถกูดําเนินการ) จะปรับปรุงให้อยู่

ในรูปแบบบรรทัดฐาน (normal form) ก่อนที.จะทําการหาร ทั Kงนี K รูปแบบบรรทัดฐาน จะเป็น

รูปแบบที.บอกถึงเครื.องหมายของ ขอบเขตบนและล่างของตวัถูกดําเนินการแต่ละตวั และเพื.อให้
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ผลลพัธ์ของการหารแสดงอยู่ในรูปแบบบรรทดัฐาน ด้วยเช่นกนั จึงต้องกําหนดรูปแบบบรรทดัฐาน

ดงัตอ่ไปนี K 

 

นิยามที� 3.1 รูปแบบบรรทดัฐานในระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นX = 0.x1x2x3…xn× 2rคือรูปแบบ

แทนช่วงทีHอยู่ในรูปของทศนิยม โดยมีค่าขอบเขตบน -1 < XU< 1  และขอบเขตล่าง -1 < XL< 1 

และ สองตําแหน่งแรกของรูปแบบแทนช่วงตอ้งขึWนตน้ดว้ย 1     สําหรับกรณีทีH JK > 0และ JN > 0 
0หรือ 

   สําหรับกรณีทีH JK = 0และ JN > 0 1�     สําหรับกรณีทีH JK < 0และ JN < 0 �0 หรือ ��   สําหรับกรณีทีH JK < 0และ JN = 0 
1� , 
�, �1 หรือ �
  สําหรับกรณีทีH JK < 0และ JN > 0 

 

ในที.นี K เราจะแสดงให้เห็นว่า ทกุช่วงที.สามารถหารูปแบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นได้ 

สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปแบบบรรทดัฐานได้เสมอ ดงักลา่วไว้ในทฤษฏีบทตอ่ไปนี K 

 

ทฤษฎีบทที� 3.1 รูปแบบแทนช่วงใด ๆ X = [A, B] เมืHอ A และ B เป็นจํานวนจริง สามารถเขียน

ให้อยู่ในรูปแบบแทนช่วงแบบบรรทดัฐาน X = 0.x1x2x3…xn× 2r ได้นัHนคือ –1 <XL, XU< 1เมืHอ XL  
และ XU หมายถึงค่าขอบเขตล่างและค่าขอบเขตบนของ X ตามลําดบั 
 
พิสูจน์วิธีการพิสูจน์ทฤษฎีบทนี K จะเสนออลักอริทึมสําหรับการแปลงช่วงใดๆที.อยู่ในรูปของแบบ
แทนชว่งของระบบเลขฐานสองแบบคดิเครื.องหมายให้อยูใ่นรูปแบบบรรทดัฐาน 
 
Algorithm 1: ConvertBiToNormalForm 
Input: Interval[A,B]  
 A = a0a1a2...an ,B= b0b1b2...bn where ai,bi∈{0,1}, a0,b0 is a signed bit 
Output: Normal form S = 0.s0s1s2...sn where si∈ {1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} 
Begin 
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 if(A > 0)  then Lower = ToSignedDigit( Two's Complement (A) ) 
   Upper   = ToSignedDigit( Two's Complement (B) ) 
    s0 = 1 
    s1s2...sn = ToFIRS(Lower,Upper) 
 else if(B < 0)         then   Similarly case A > 0 but s0 = -1   
 else if ((A=0and B>0) or (A<0 and B=0) then  
    Lower  = ToSignedDigit( A ) 
    Upper  = ToSignedDigit( B ) 
    S   =ToFIRS(Lower,Upper) 
 else if (A<0 and B >0) then   
  if(a1a2...an < b1b2...bn) then 
    if(a1=0) then   Lower  = Two's Complement (a2...an) 
      Upper  =  b2...bn 
      s0s1  = 
1� 
      s1s2...sn = ToFIRS(Lower,Upper) 
    else Lower  = 1� × (a2...an) 
     Upper  = 1� × Two's Complement (b2...bn) 
     s0s1 = 
� 
     s2...sn = ToFIRS(Lower,Upper) 
    end if 
  else 
    if(b1=0) then Lower = 1� × (a2...an) 
     Upper  = 1� ×Two's Complement (b2...bn) 
     s0s1 = �1 
     s2...sn  = ToFIRS(Lower,Upper) 
    else Lower  = Two's Complement (a2...an) 
     Upper  =  b2...bn 
     s0s1 = �
 
     s1s2...sn = ToFIRS(Lower,Upper) 
    end if 
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  end if 
 end if 
 S = 2-n×S 
End 
หมายเหตุ ฟังก์ชัน ToSignedDigit เป็นการแปลงจํานวนเลขฐานสองแบบคิดเครื. องหมาย 
(Signed binary number) ให้เป็นจํานวนฐานสองแบบมีเครื.องหมาย (Signed digit number) 
และฟังก์ชนั ToFIRS เป็นการแปลงจํานวนเลขฐานสองแบบมีเครื.องหมายให้อยู่ในรูปแบบแทนช่วง
แบบยืดหยุน่ 
 
พิสูจน์อัลกอริทึม การพิสูจน์อัลกอริทึมเราจะแสดงว่าผลลัพธ์ที.ได้จากอัลกอริทึมข้างต้นเป็น
รูปแบบบรรทดัฐานสําหรับการหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น เมื.อพิจารณาช่วง 
[A,B] กําหนดให้ 
 A = a0a1a2…anโดยที.ai∈ {0,1}, a0 is a signed bit นั.นคือ 
  A = Sign(a0) × (a12

n-1 + a22
n-2 + … + an2

0) 
 B = b0b1b2…bnโดยที. bi∈ {0,1}, b0 is a signed bitนั.นคือ 
  B = Sign(b0) × (b12

n-1 + b22
n-2 + … + bn2

0) 
  
ทําการแปลง A และ B ที.เป็นเลขฐานสองไปเป็นระบบแทนจํานวนแบบมีเครื.องหมาย และนํา
จํานวนทั Kงสองไปแปลงให้อยู่ในรูปแบบบรรทดัฐาน โดยพิจารณาจากเครื.องหมายของช่วงซึ.งแบ่ง
ออกเป็นห้ากรณี ดงันี K 
กรณีที. 1: A > 0 และ B > 0 
ขั Kนตอนแรก หาคา่ Two’s complement ของ A และ B  
 Two’s complement(A) = a’0a’1a’2…a’n = Invert bits(a0a1a2…an) + 1 
 Two’s complement(B) = b’0b’1b’2…b’n = Invert bits( b0b1b2…bn ) + 1 

 เพราะว่า A>0 และ B>0จะได้ว่าa0= 0,b0 = 0 ดงันั�น a’0= 1,b’0 = 1 และค่าที�เป็นไปได้

ของ a’1, a’2 , … , a’nและ b’1 , b’2 , … b’nคือ 0 หรือ 1 
ขั Kนตอนสอง เขียนให้อยูใ่นรูปของ Signed Digit  
 เนื.องจาก a’0 = 1, b’0 = 1 สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปของ Signed digit ได้เป็น 
 -′�-′�…-′�และ/′�/′�…/′� 

ขั Kนตอนสามเขียนให้อยูใ่นรูปแบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ 
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 เนื.องจาก a’1, a’2 , … , a’nและ b’1 , b’2 , … b’nคือ 0 หรือ 1ดงันั Kนคา่ที.เป็นไปได้ของ -′�	, -′�, … , -′�และ /′�, /′�, … , /′�คือ0 หรือ 1�ดังนั Kน รูปแบบแทนช่วงที.เป็นไปได้ของ 
s1,s2,…,snคือ1�, �, 0, 
� 

 ดงันั Kน s0, s1,s2,…,sn∈ � ซึ.งแสดงวา่ผลลพัธ์อยู่ในช่วงที.ถกูต้องและตําแหน่งแรกมีคา่เป็น 
1 
 

กรณีที. 2 : A = 0 และ B > 0 

 ขั Kนตอนแรก เขียนให้อยูใ่นรูปของ Signed digit  
 เนื.องจาก a0 = 0 และ b0 = 0 สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของ Signed digit ได้เป็นa1a2…an

และb1b2…bn 

ขั Kนตอนที.สอง เขียนให้อยูใ่นรูปแบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ 
 เนื.องจาก A = 0 ดงันั Kนa1 = a2 = … = an = 0 
 และจาก B > 0 จะได้วา่คา่ที.เป็นไปได้ของ b1 คือ 1 และb2 , … , bnคือ 0 หรือ 1 
 ดั Kงนั Kนรูปแบบแทนชว่งที.เป็นไปได้ของ s1 คือ
  และ s2,…,snคือ 0 หรือ 
 
 ดงันั Kน s0, s1,s2,…,sn∈ � ซึ.งแสดงวา่ผลลพัธ์อยู่ในช่วงที.ถกูต้องและสองตําแหน่งแรกมีคา่
เป็น 
0หรือ 

 
 
กรณีที. 3 : A < 0 และ B < 0 
 กรณีนี Kจะคล้ายกับกรณีที. 1 เพียงแต่สลับเครื.องหมาย จากบวกเป็นลบ จะได้ว่ารูปแบบ
แทนชว่งที.เป็นไปได้ของ s1,s2,…,snคือ1, �̅, 0, 
 

 ดงันั Kน s0, s1,s2,…,sn∈ � ซึ.งแสดงวา่ผลลพัธ์อยูใ่นชว่งที.ถกูต้องและตําแหนง่แรกมีคา่ เ ป็น 1� 
 
กรณีที. 4 : A < 0 และ B = 0 
 ในทํานองเดียวกันกับกรณีที.  2 แต่สลับเครื.องหมายจากบวกเป็นลบและสลับค่ากัน
ระหวา่ง A กบั Bจะได้วา่  
 B = 0 ดงันั Kนb1 = b2 = … = bn = 0 
 และจาก A < 0 จะได้วา่คา่ที.เป็นไปได้ของ a1 คือ 1�และa2 , … , anคือ 0 หรือ 1� 
 ดั Kงนั Kนรูปแบบแทนชว่งที.เป็นไปได้ของ s1 คือ�  และ s2,…,snคือ 0 หรือ � 
 ดงันั Kน s0, s1,s2,…,sn∈ � ซึ.งแสดงวา่ผลลพัธ์อยู่ในช่วงที.ถกูต้องและสองตําแหน่งแรกมีคา่
เป็น �0 หรือ �� 
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กรณีที. 5 : A < 0 และ B > 0 
 ในกรณีนี Kจะแบง่การพิจารณาออกเป็นสองกรณีย่อยดงันี K 
กรณีที. 5.1 : ‖/�/�…/�‖>‖-�-�…-S‖ ในกรณีนี Kเราจะพิจารณาที. b1 = 1และจะแยกพิจารณา
ออกเป็นสองกรณีย่อยคือ a1 = 0 และ a1 = 1 
กรณี 5.1.1: a1 = 0กรณีนี Kจะให้สองตําแหนง่แรกเป็น 
1� 
 ขั Kนตอนแรกหาคา่ Two’s complement ของ a2…anซึ.งเขียนได้เป็น a’2…a’n 
 ขั Kนตอนที.สอง เขียนให้อยูใ่นรูปแบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ 
 จะเห็นวา่คา่ที.เป็นไปได้ของ a2 , … , anคือ 0 หรือ 1 และb2 , … , bnคือ 0 หรือ 1 
 ดั Kงนั Kนรูปแบบแทนชว่งที.เป็นไปได้ของ s2,…,snคือ 1, �̅, 0, 
 
 ดงันั Kน s0, s1,s2,…,sn∈ � ซึ.งแสดงวา่ผลลพัธ์อยู่ในช่วงที.ถกูต้องและสองตําแหน่งแรกมีคา่
เป็น 
1� 
กรณี 5.1.2: a1 = 1กรณีนี Kจะให้สองตําแหนง่แรกเป็น 
� 
 ขั Kนตอนแรกหาคา่ Two’s complement ของ b2…bn ซึ.งเขียนได้เป็น b’2…b’n 
 หลงัจากนั Kนคณู ด้วย 1�จะได้เป็น/′�/′�…/′�และ -�-�…-� 
 ขั Kนตอนที.สอง เขียนให้อยูใ่นรูปแบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ 
 จะเห็นวา่คา่ที.เป็นไปได้ของ -�, … , -�คือ 0 หรือ1�และ/′�, … /′�คือ 0 หรือ1� 
 ดั Kงนั Kนรูปแบบแทนชว่งที.เป็นไปได้ของ s2,…,snคือ1�, �, 0, 
� 
 ดงันั Kน s0, s1,s2,…,sn∈ � ซึ.งแสดงวา่ผลลพัธ์อยู่ในช่วงที.ถกูต้องและสองตําแหน่งแรกมีคา่
เป็น 
1� 
  
กรณีที. 5.2 : ‖a�a�…aS‖>‖b�b�…bS‖ในกรณีนี Kเราจะพิจารณาที. a1 = 1และจะแยกพิจารณา
ออกเป็นสองกรณีย่อยคือ b1 = 0 และ b1 = 1 
กรณี 5.2.1: b1 = 0กรณีนี Kจะให้สองตําแหนง่แรกเป็น �1 
 ในกรณีนี Kจะคล้ายกบักรณีที. 5.1.1 โดยสลบัคา่กนัระหว่าง A กบั B  
กรณี 5.2.2: b1 = 0กรณีนี Kจะให้สองตําแหนง่แรกเป็น �
 
 ในกรณีนี Kจะคล้ายกบักรณีที. 5.1.2 โดยสลบัคา่กนัระหว่าง A กบั B  
จากกรณีที. 5.1 และ 5.2 เราสามารถสรุปได้วา่ สองตําแหนง่แรกมีคา่เทา่กบั 
1�,
�	, �1และ�
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หลงัจากการพิจารณาเครื.องหมายในทกุกรณีแล้ว จะทําการคณู ผลลพัธ์ที.ได้ด้วย 2-n
 ทําให้คา่อยู่

ในชว่ง [-1,1] ดงันั Kน ผลลพัธ์ที.ได้จากอลักอริทมึอยูใ่นรูปแบบบรรทดัฐาน  ■ 
 
ตัวอย่าง 3.1 หารูปแบบบรรทดัฐานสําหรับการหารแบบเชืHอมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น
ของ [10, 18] 
วิธีทาํ ขั Kนตอนการหารูปแบบบรรทดัฐาน 
ขั Kนตอนที. 1 แสดง [10,18] ให้อยูใ่นระบบจํานวนฐานสอง ได้  
 [001010,  010010] ให้ A = 001010และ B = 010010 
ขั Kนตอนที. 2 หารูปแบบ two's complement 
 A' = 110110และ B' = 101110 
ขั Kนตอนที. 3 แสดงให้อยูใ่นระบบแทนจํานวนแบบมีเครื.องหมาย  
 A = 1�01�1�0 และ B = 01�1�1�0 

ขั Kนตอนที.4 แปลงเป็นระบบแทนช่วงแบบยืดหยุน่ทีละตําแหนง่ 
 1�
�1�1�0 

ขั�นตอนสุดทา้ยจดัใหมี้ค่าอยูใ่นช่วง [-1,1] 
 1�
�1�1�0×2-6 = 0.1�
�1�1�0 
จะได้วา่รูปแบบบรรทดัฐานสําหรับของ[10, 18] คือ 0.1�
�1�1�0 
ตรวจสอบคา่รูปแบบบรรทดัฐาน 0.1�
�1�1�0 0.1�
�1�1�0เขียนให้อยูใ่นรูปแบบแทนชว่งได้เป็น 0.1�
�1�1�0x 26 = 1�
�1�1�0 = [11�01�1�0	, 101�1�1�0] = [10,18]      �  

3.2 การหารแบบเชื�อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น 
การหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น ระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น

บางรูปแบบนั Kนไม่สามารถทําการหารแบบเชื.อมตรงได้ เพราะในกระบวนการหารนั Kนจะต้องทราบ
เครื.องหมายของชว่งจงึได้มีการปรับปรุงระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ให้อยูใ่นรูปแบบบรรทดัฐาน 
 
ทฤษฎีบท 3.2 กําหนดให้รูปแบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นสองจํานวนทีHอยู่ในรูปแบบบรรทดัฐาน N 
และ D สามารถดําเนินการหารแบบเชืHอมตรงไดด้ว้ยค่าความหน่วงเชืHอมตรง 5 
 

พิสูจน์ วิธีการพิสจูน์ทฤษฎีบทนี K จะเสนออลักอริทึมการหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบ
ยืดหยุน่ 
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Algorithm 2: On-line division flexible interval representation system 

Input:  Normal Form 2 =� 5�1��U� �  and 3 = � 7�1��U� �  
 where5� , 7� ∈ 	 {1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} 
Output: Normal Form 4 = � <�1��U� �  where  <� ∈ {1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} 
 Such that4 = 89 	 , 1 is the base and N < D 
Begin 

 P0 = � 5�1��V� �   

 D0 = � 7�1��V� �   
 Sg = ChkSigned(P0 , D0) 
 q1 = Sg 
 j = 0 
 While(j< m-1)do 

 Dj+1 = Increase Rule(Dj,7=>δ>� × 1�=��) 
 Pj+1=Decrease Rule(Decrease Rule( Increase RuleW1 × := , 5=>δ>� × 1�δX 

 ,	Multiply	RuleW<=>�, 3=>�, Sg	, 7�X) ,     

 Multiply	Rule�� <�1��c� � , 7=>δ>�1�δ	, Sg	, 7��) 
 qj+2 = Combine(SelectFIRS(Lower(1 × :=>�)), SelectFIRS(Upper(1 × :=>�))) 
 End do 
End 
 
Algorithm 3: ChkSigned(Check Signed of Division FIRS) 

Input:  Normal Form d = � -�1��U� � , e = � /�1��U� �  
 Where -�, /� ∈ 	 {1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} 
Output:Sg where Sg∈ {1, 1�, 
, �	} [Signed of Division] 
Begin 

Asg ,Bsg is first digit not zero  where Asg∈ 	 {1, 1�, 
, �	}  , Bsg∈ 	 {1, 1�} 
 i = 0 
 While(i<m +1) do 
 if(-� ≠ 0 ) then Asg = -� ; exit while;end if 
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 end do 
 Bsg = /� 
 if (Asg = 1)  then if(Bsg =  1) then Sg = 1 else Sg = 1� endif 
 else if (Asg = 1�)  then if(Bsg =  1) then Sg = 1� else Sg = 1 endif 
 else if (Asg = 
) then if(Bsg =  1) then Sg = 
 else Sg = � endif 
 else if (Asg = �) then if(Bsg =  1) then Sg = � else Sg = 
 endif 
 end if 
End 

Algorithm 4: Multiply Rule 
Input: -, / Where -, / ∈ 	 {1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} ?g Where ?g ∈ 	 {1, 1�, 
, �	} ?g    is Signed of Divider 3?g  Where 3?g ∈ 	 {1, 1�	} 3?g  is Signed of Division 
Output:B     where B ∈ 	 {1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} 
Begin 
foreach( a in digit set of signed-FIRS) 
 foreach( b in digit set of signed-FIRS) 
  if (?g = 1) then  
   if (3?g = 1) then c = Combine(min a × max b , max a × min b) 
   else  c = Combine(max a × min b , min a × max b)    end if 
  else if(?g = 1�) then 
   if(3?g = 1)) then c = Combine(min a x min b , max a x max b) 
   else c = Combine(max a × max b , min a × min b) end if 
  else  
   if(3?g = 1) then c = Combine(min a × min b , max a × min b) 
   else c = Combine(max a × max b , min a × max b)    end if 
  end if 
 end for 
end for 
End 
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Algorithm 5: Increase rule 
Input: -, / Where -, / ∈ 	 {1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} 
Output:B     where B ∈ 	 {1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} 
Begin 
foreach( a in digit set of signed-FIRS) 
 foreach( b in digit set of signed-FIRS) 
  c = Combine(min a + min b , max a + max b)     
 end for 
end for 
End 
 
Algorithm 6: Decrease rule 
Input: -, / Where -, / ∈ 	 {1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} 
Output:B     where B ∈ 	 {1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} 
Begin 
foreach( a in digit set of signed-FIRS) 
 foreach( b in digit set of signed-FIRS) 
  c = Combine(min a -min b , max a - max b)     
 end for 
end for 
End 
 
พิสูจน์อัลกอริทึมกําหนดให้ชุดตวัเลข F = {1�, �	, 0, 
, 1, �̅, 
�} และ 2 =� 5�1��6� � , 3 =� 7�1��6� � , 4 =� <�1��6� � โดยที. 5� , 7�, <� ∈ �,1 คือเลขฐาน, h คือคา่ความหน่วง
เชื.อมตรง 
ต้องการหาผลหาร 4 = 89 โดยที. N<D 
ในการพิสจูน์จะแบ่งเป็นสามส่วน ในส่วนแรกจะเป็นการพิสูจน์หาคา่ความหน่วงที.ใช้สําหรับการ
หารแบบเชื.อมตรงในระบบแทนชว่งแบบยืดหยุ่น และส่วนที.สองจะเป็นการพิสจูน์ให้เห็นว่าผลลพัธ์
ของอลักอริทมึเป็นผลลพัธ์ที.อยูใ่นชว่งที.ถกูต้อง และสว่นที.สามจะเป็นการพิสจูน์ว่าผลลพัธ์ที.ได้จาก
อลักอริทมึเป็นรูปแบบบรรทดัฐาน 
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ส่วนที� 1: พิจารณาคา่ความหนว่ง 
จากการ Recursive ของ Algorithm2 จะได้วา่Pjสามารถเขียนให้อยูใ่นรูปของ j ได้เป็น := = 1= i� 5�1��6� � − j� <�1��c� � k W� 7�1��6� � Xl  

จาก [5] ด้วย1  = 2 จะได้วา่ −3 + 2 × −2�V ≤ 		2:= ≤ −4 × 2�Vและ 2 × −2�V ≤ 		2:= ≤ 3 − 4 × 2�V    (1) 
จากนิยามของรูปแบบบรรทดัฐานจะได้วา่ทกุรูปแบบในสองหลกัแรกที.ขึ Kนต้นในรูปแบบบรรทดัฐาน
จะได้วา่ 1/4 < D < 1/2 ซึ.งในกรณีที. D = 1/4 จะได้วา่ 2 × −2�V < 		1/4	 − 4 × 2�V   (2) 
จาก(2) และคา่ความหน่วงต้องมีค่าเป็นจํานวนเต็ม เราสามารถสรุปได้ว่าการหารแบบเชื.อมตรง
บนฐานสองจะสามารถดําเนินการได้ด้วยคา่ความหนว่งมีคา่มากกวา่หรือเทา่กบั 5  
 
ส่วนที� 2: พิจารณาผลลพัธ์อยูใ่นชว่งที.ถกูต้อง 
จาก(1) และคา่ความหนว่ง 5 จะได้วา่ SelectFIRSมีคา่ดงันี K 

SelectFIRS (2X) =  o 1, 2 > �p−1, 2 < − �p0, qCℎ@Dstu@
v    (3) 

จาก Algorithm2 ผลลพัธ์จากการหารในแต่ละรอบการหาร qjเขียนอยู่ในรูป 
 qj = Combine(SelectFIRS(Lower(2:=)), SelectFIRS(Upper(2:=)))  (4) 

จาก(3) และ(4) เราจะได้วา่qj∈ � ซึ.งแสดงวา่ผลลพัธ์อยูใ่นชว่งที.ถกูต้อง 

 
ส่วนที� 3: พิจารณาผลลพัธ์อยูใ่นรูปแบบบรรทดัฐาน 

เนื.องจาก ผลลพัธ์ในตําแหน่งแรก (q1) เกิดจากการเลือกค่าของฟังก์ชนั ChkSigned ซึ.งผลลพัธ์ที.
เป็นไปได้จากฟังก์ชนันี Kคือ 1,	1w , 
 หรือ �ในกรณีที. q1 = 1  หรือ 1 จะเห็นได้ว่าอยู่ในรูปแบบ
บรรทดัฐานแล้วในกรณีที. q1 = 
หรือ �จะต้องพิจารณาผลลพัธ์ในตําแหน่งq2ตอ่ไป โดยจะแยก
พิจารณาเป็นสองกรณีดงันี K 
กรณีที� 3.1: q1 = 
 
ในกรณีนี Kเกิดจากตวัถูกดําเนินการ a1ขึ Kนต้นด้วย 
และ b1 ขึ Kนต้นด้วย 1 หรือ a1ขึ Kนต้นด้วย �และ 
b1 ขึ Kนต้นด้วย 	1w  
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กรณีที� 3.1.1: a1 = 
และ b1= 1 
เนื.องจาก N เป็นรูปแบบบรรทดัฐาน ดงันั Kนคา่ที.เป็นไปได้ของ a2คือ� , 	1w  
จากเงื.อนไข N < D จะมีการ shift N ไปทางขวา 2 ตําแหน่ง ซึ.ง 5 ตําแหน่งแรกจะอยู่ในรูป 
0.0a1a2a3a4และ 0.b1b2b3b4b5ในขั Kนตอนการหารรอบที.2 ซึ.งในรอบแรกผลิตคําตอบแรกได้ aจะได้
วา่เศษเหลือP1= 0.0a1a2a3a4 -– 
×0.b1b2b3b4b5= 0.0
a2a3a4 - 
×0.1b2b3b4b5 
ดงันั Kนคา่ของเขตล่างของ P1  = lower(0.0
a2a3a4) – lower(
×0.1b2b3b4b5) คา่เนื.องจาก N < D 
จะได้ว่า ค่าขอบเขตล่างที.เป็นไปได้ของ P1จะมีค่าน้อยกว่าศนูย์ เพราะ lower(0.0
a2a3a4) มีค่า
น้อยกว่าศูนย์เนื.องจากอยู่ในช่วง ลบบวก และ lower(
×0.1b2b3b4b5)มีค่าเท่ากับศูนย์ จาก 
Multiply Rule  
ส่วนค่าขอบเขตบนของ p1จะมีคา่น้อยกว่าศนูย์ด้วย เพราะ upper(
×0.1b2b3b4b5)มีค่ามากกว่า
ศนูย์ จาก Multiply Rule 
จาก q2= Combine(SelectFIRS(Lower(2:�)), SelectFIRS(Upper(2:�))) คา่ที.เป็นไปได้ของ q2

คือ 0 หรือ 1�และผลลพัธ์ที.ได้อยู่ในช่วง [-1,1] ดงันั Kนผลลพัธ์สองตําแหน่งแรกที.ได้จากกรณีนี Kเป็น
0, 
�หรือ 
1�ซึ.งอยูใ่นรูปแบบบรรทดัฐาน 
 
ในกรณีที� 3.1.2: a1 = �และ b1 = 1�  

เนื.องจาก N เป็นรูปแบบบรรทดัฐาน ดงันั Kนคา่ที.เป็นไปได้ของ a2คือ 
 ,  1 
การพิสจูน์จะคล้ายกบักรณี3.1.1จะได้ว่าq1=  0.0�a2a3a4 - 0.1�b2b3b4b5ดงันั Kนคา่ของเขตล่างของ 
P1  = lower(0.0�a2a3a4) – lower(
×0.1�b2b3b4b5) คา่เนื.องจาก N < D จะได้ว่า คา่ขอบเขตล่างที.
เป็นไปได้ของP1จะมีค่ามากกว่าศูนย์ เพราะ lower(0.0�a2a3a4) มีค่าน้อยกว่าศูนย์เนื.องจากอยู่
ในชว่ง ลบบวก และ lower(
×0.1�b2b3b4b5) จาก Multiply Ruleจะได้วา่มีคา่น้อยกวา่ศนูย์  
สว่นคา่ขอบเขตบนของ q1จะมีคา่มากกวา่ศนูย์ เพราะ upper(
×0.1�b2b3b4b5) มีคา่เทา่กบัศนูย์  
จาก q2= Combine(SelectFIRS(Lower(2:�)), SelectFIRS(Upper(2:�))) คา่ที.เป็นไปได้ของ q2

คือ 0 หรือ 1 และผลลพัธ์ที.ได้อยู่ในช่วง [-1,1] ดงันั Kนผลลพัธ์สองตําแหน่งแรกที.ได้จากกรณีนี Kเป็น �0, �
หรือ �1ซึ.งอยูใ่นรูปแบบบรรทดัฐาน 
 
กรณีที� 3.2: q1 = � 

ในกรณีนี Kเกิดจากตวัถกูดําเนินการ a1ขึ Kนต้นด้วย �และ b1 ขึ Kนต้นด้วย 1 หรือ a1ขึ Kนต้นด้วย 
 และ 
b1 ขึ Kนต้นด้วย 	1w  
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กรณีที� 3.2.1: a1=�และ b1 = 1 
เนื.องจาก N เป็นรูปแบบบรรทดัฐาน ดงันั Kนคา่ที.เป็นไปได้ของ a2คือ 
 ,  1 
การพิสจูน์จะคล้ายกบักรณี3.1.1จะได้ว่าq1=  0.0�a2a3a4 - 0.1b2b3b4b5ดงันั Kนคา่ของเขตล่างของ 
P1  = lower(0.0�a2a3a4) – lower(�×0.1b2b3b4b5) คา่เนื.องจาก N < D จะได้ว่า คา่ขอบเขตล่างที.
เป็นไปได้ของ P1จะมีค่ามากกว่าศนูย์ เพราะ lower(0.0�a2a3a4) มีค่าน้อยกว่าศนูย์เนื.องจากอยู่
ในชว่ง ลบบวก และ lower(�×0.1b2b3b4b5) จาก Multiply Ruleมีคา่น้อยกวา่ศนูย์  
สว่นคา่ขอบเขตบนของ q1จะมีคา่มากกวา่ศนูย์ เพราะ upper(�×0.1b2b3b4b5) มีคา่เทา่กบัศนูย์  
จาก q2= Combine(SelectFIRS(Lower(2:�)), SelectFIRS(Upper(2:�))) คา่ที.เป็นไปได้ของ q2

คือ 0 หรือ 1 และผลลพัธ์ที.ได้อยู่ในช่วง [-1,1] ดงันั Kนผลลพัธ์สองตําแหน่งแรกที.ได้จากกรณีนี Kเป็น �0, �
หรือ �1ซึ.งอยูใ่นรูปแบบบรรทดัฐาน 
 
กรณีที� 3.2.2: a1=
 และ b1 = 1� 
เนื.องจาก N เป็นรูปแบบบรรทดัฐาน ดงันั Kนคา่ที.เป็นไปได้ของ a2คือ 
 ,  1 
การพิสจูน์จะคล้ายกบักรณี3.1.1จะได้ว่าq1=  0.0�a2a3a4 - 0.1�b2b3b4b5ดงันั Kนคา่ของเขตล่างของ 
P1  = lower(0.0�a2a3a4) – lower(�×0.1�b2b3b4b5) คา่เนื.องจาก N < D จะได้ว่า คา่ขอบเขตล่างที.
เป็นไปได้ของ P1จะมีค่าน้อยกว่าศนูย์ เพราะ lower(0.0�a2a3a4) มีค่าน้อยกว่าศนูย์เนื.องจากอยู่
ในชว่ง ลบบวก และ lower(�×0.1�b2b3b4b5) จาก Multiply Ruleมีคา่เทา่กบัศนูย์  
ส่วนค่าขอบเขตบนของ P1จะมีค่าน้อยกว่าศูนย์ เพราะ upper(�×0.1�b2b3b4b5) จาก Multiply 
Ruleมีคา่มากกวา่ศนูย์  
จาก q2= Combine(SelectFIRS(Lower(2:�)), SelectFIRS(Upper(2:�))) คา่ที.เป็นไปได้ของ q2

คือ 0 หรือ 1 และผลลพัธ์ที.ได้อยู่ในช่วง [-1,1] ดงันั Kนผลลพัธ์สองตําแหน่งแรกที.ได้จากกรณีนี Kเป็น 
0, 
�หรือ 
1�ซึ.งอยูใ่นรูปแบบบรรทดัฐาน 
 จากทกุกรณีเราจะได้ว่าผลลพัธ์ที.ได้จากอลักอริทมึจะอยูใ่นรูปแบบบรรทดัฐาน ■ 
 
ตัวอย่างที� 3.2ให้ N = [-72, 95] = 
�
�0�00
� และ D = [22, 35] = 1�
�1�
��
� ซึHงรูปแบบ

บรรทดัฐานของ N และ D คือ 0. 
�
�0�00
�× 28และ0.1�
�1�
��
�× 27ตามลําดบัหาผลลพัธ์
จากการหารแบบเชืHอมตรงของ N ดว้ย D ในระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น 
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ก่อนทําการหารแบบเชื.อมตรงจะต้องจดัรูปแบบบรรทดัฐาน N ให้เข้ากับเงื.อนไข N<D โดยการ 

shift ไปทางขวาสองตําแหน่งได้ว่า N = 0.00
�
�0�00
�× 210 หลงัจากนั Kนจะเริ.มทําการหาร
แบบเชื.อมตรงบนระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ตาม Algorithm2 จะแสดงดงัตารางที. 4.1 

ตารางที� 4.1ตวัอยา่งการหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทนชว่งแบบยืดหยุ่น 
j Dj Pj qj+1 

0 0.1γαw1�αw 0.00αγαw α 

1 0.1γαw1�αwγ 0.0001�αwα 1�  

2 0.1γαw1�αwγαw 0.0000γ�α 0 

3 0.1γαw1�αwγαw0 0.000γ�α γ� 

4 0.1γαw1�αwγαw00 0.00γ10γ� α 

5 0.1γαw1�αwγαw000 0.001�αγ 1�  

 
ผลลพัธ์ที.ได้จากอลักอริทมึคือ 
. 1�0�̅
1� ผลลพัธ์สดุท้ายหลงัจากทําการจดัตําแหน่งทศนิยมแล้ว
จะได้ 
. 1�0�̅
1�× 210 / 27 = 
1�0�̅. 
1� 
คา่ของชว่งในเลขฐานสิบของ 
1�0�̅. 
1�  คือ [01�01.01� , 11�00.10] = [-3.25, 4.5]  

= [-72, 95] / [-22, 35] ซึ.งเป็นผลลพัธ์ที.ถกูต้อง �  
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บทที�  4 

บทวิเคราะห์การหารแบบเชื�อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่น 

เนื Kอหาในบทนี Kกล่าวถึงการวิเคราะห์เกี.ยวกบัระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นและการ
หารแบบเชื.อมตรง โดยมีหวัข้อดงัตอ่ไปนี K 

4.1 เนื hอที�ที�ใช้ในการแสดงรูปแบบแทนช่วง 

รูปแบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่ที.ใช้สําหรับการหารแบบเชื.อมตรงคือ รูปแบบบรรทดั
ฐาน ซึ.งสามารถจําแนกเครื.องหมายของช่วงได้จากการพิจารณาตวัเลขสองบิตแรกของชดุตวัเลข
นั Kนใช้พื Kนที.ในการแทนจํานวนเทา่กบัรูปแบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่เดมิจึงมีประสิทธิภาพในเชิงพื Kนที.
ไม่ตา่งกับรูปแบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นเดิม ส่วนจํานวนรูปแบบของการแสดงจํานวนของ รูปแบบ
บรรทดัฐานแม้ว่าจะมีจํานวนรูปแบบน้อยกว่ารูปแบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นเดิมแตก็่สามารถแสดง
ได้ครอบคลมุทกุชว่ง 

4.2 เวลาที�ใช้ในการคาํนวณ 

เวลาที.ใช้ในการหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นเท่ากันกับการ
หารแบบเชื.อมตรงดั Kงเดมิซึ.งใช้เวลาเทา่กบั O(n2) จงึมีประสิทธิภาพเชิงเวลาไม่ตา่งกนั ทั Kงนี Kการหาร
แบบเชื.อมตรงดั Kงเดิมและการหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นสามารถดําเนินการ
แบบท่อตรงได้ทําให้สามารถเพิ.มประสิทธิภาพในการคํานวณแบบลําดบัได้ ข้อดีของการหารแบบ
เชื.อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นคือผลลพัธ์ที.ได้จากการคํานวณจะมีความละเอียดสงูกว่า
การหารแบบเชื.อมตรงเดิมเพราะการหารแบบเชื.อมตรงเดิมสามารถดําเนินการกบัตวัเลขที.มีความ
ยาวจํากดั ทําให้มีการปัดเศษในบางตําแหน่งเพื.อให้สามารถทํางานต่อได้ ผลลพัธ์ที.ได้จึงมีความ
คลาดเคลื.อนเมื.อเทียบกับการหารแบบเชื.อมตรงบนระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นที.สามารถ
ดําเนินการกับตวัเลขที.มีความยาวไม่จํากัดได้ ดงันั Kนผลลัพธ์ที.ได้จากการดําเนินการจึงมีความ
ละเอียดสูงกว่าหากเราต้องการผลลัพธ์ที.มีความละเอียดเท่าใดก็สามารถหยุดการทํางานตามที.
ต้องการ 
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บทที�  5 

สรุปผลการวิจัย และข้อเสนอแนะ 

5.1 สรุปผลการวิจัย 

งานวิจยันี Kได้ปรับปรุงระบบแทนช่วงแบบยืดหยุ่นให้สามารถดําเนินการหารแบบ
เชื.อมตรงได้ซึ.งจะเรียกวา่รูปแบบบรรทดัฐาน 

รูปแบบบรรทดัฐานนี Kจะมีคา่ของช่วงมากกว่า -1 และน้อยกว่า 1 นอกจากนั Kนยงั
สามารถพิจารณาเครื.องหมายได้จากสองตําแหน่งแรกของชดุตวัเลขโดยจะจําแนกช่วงของข้อมูล
ออกเป็น 5 กรณีด้วยกนัคือ ช่วงบวก-บวก เมื.อสองตําแหน่งแรกขึ Kนต้นด้วย 1, ช่วงศนูย์-บวก เมื.อ
สองตําแหนง่แรกขึ Kนต้นด้วย 
0 หรือ 

, ช่วงลบ-ลบ เมื.อสองตําแหน่งแรกขึ Kนต้นด้วย 1�, ช่วงลบ-
ศนูย์ เมื.อสองตําแหน่งแรกขึ Kนต้นด้วย �0 หรือ ��, ช่วงลบบวก เมื.อสองตําแหน่งแรกขึ Kนต้นด้วย 
1� , 
�, �1 หรือ �
เราสามารถนํารูปแบบบรรทดัฐานนี Kมาทําการหารแบบเชื.อมตรงได้โดยที.ค่า
ความหนว่งมากกวา่หรือเทา่กบัห้า 

5.2 ข้อเสนอแนะ 

สําหรับในงานวิจัยนี Kสิ.งที.จะเสนอแนะคือ การออกแบบให้รูปแบบบรรทัดฐาน
สําหรับระบบแทนชว่งแบบยืดหยุน่นี Kสามารถใช้กบัการดําเนินการอื.นเชน่ การหารากแบบเชื.อมตรง  
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