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$�1�������-��4��5����4"�1��	��1���5�/'�����-�����'1'��1�������%�������/��:�1�������%
�1��&0��4���)���1�����#%$���%&$�-�$����������30%�1������ ��)���1��������!����� �1����%1�����
��%�1��&0���1��4���)���1�����#%$���%�����������4"��1����� ��$�.��4�1���������



����� 4 

���	
������������������������
�������� 

 

��������	
���������	�������������������������������� Pantograph �����	�

������������� Double CVT �!"#��$���%�������&�'�
���()��*�������������� �����

���)��+&���,���������)�"#��*�#�	����'���%� 2 ��+�-*)"�������)��+&���,���������)�"#��*�#���

�������+������)��+&�����)�"#��*�#���&�'�
���()��* ������)��+&�����)�"#��*�#��������

��'���%�������)��+&����������)�"#��*�#�����&��� (Forward Kinematics) ��+��������

�)�"#��*�#���
�����	� (Inverse Kinematics) ������)��+&�����)�"#��*�#�	���'����%�������)��+&�

�!"#�&��0��&�'����������!"#��$���������)��+&���,���������)�"#��*�#���&�'�
���()��*�'�� 

������)��+&�����)�"#��*�#���&�'�
���()��*�	���+�'���)��+&��!�
��)'�0��&�'� ��'�+��%����

���)��+&�����������)�"#��*�#�"#�1���
����' )�����3�*	��������+*�,*�� )���()�� ��)������	��

4���	�����)�"#��*�# ��+�+
+*��*�#&�'�
���()��*�)�"#��*�#� ������)��+&�)'�!����������

�	���'���+�$�����������������*0�������&�'�
���()��* ���*����+��%�������)��+&����

�)�"#��*�#*	������������+���()��**�#�$�����'��$"#��5���*��������[13] &�'�
���()��**�#�$�

��%��	��
'����������)��+&����*��� ��%�&�'�
���()��* 2 ���� ���	�8�+��%����&���&��#
� 

(Pantograph) 59#��+*0�����:���
�'�� 

 

4.1 ���������	
��������������������� 

&�'�
���()��**�#�$���������)��+&�����)�"#��*�#���&�'�
���()��*���������� �+��%�

&�'�
���()��*��� 2 ���� �	�8�+-�
������&�'�
���()��*��%���������&����� (5 Bars) 

*�#������'��	�������������� (�
����'� (Joint) �'��*	��������()��*�+�'�����	��!����

��� (Output Shaft) ��� 5���*� (CVTs: Continuous Variable Transmission) *�#����
�'����

�'������	����������*�# 4.2 ()��*�	�8�+���()��*�	���'�����	�8�+�	����*�# 4.1 ���

���������	�8�+������������'�����������&���%������������ (Serial Link) )"� �'����

����	��5���*�����������(�
��� ��'�	�������?���+*0��&����*�#������0�&�	���� *0��&��+�����

���*�������#
��	�!��	�� 
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���*�# 4.1 ()��*������� 2 ���� 

 

���*�# 4.2 ����0�������()��* 2 ���� 

������)��+&�����)�"#��*�#���()��*��������A*0����	���� 

4.1.1 ��
��������
��� 

���'������+��%�������)��+&�&�)'�����'��1���������'���!"#��$�)'����*�#�������

&����������)�"#��*�#�����&����'�� !�����������*�# 4.3 ���������	���%��	�8�+&���&��#
� 

 

���*�# 4.3 ��������������&���&��#
� 
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���*�# 4.4 ����&��#
� ABE *�#������!"#��$������)0���� 

���������'��1�*����
�	�8� A B C D E �	����*�# 4.3 !����������&��#
� ABE �	����*�# 

4.4 �+���'�)'�����'��1�����A)0�������	���� 

 

1 1

1 1

sin( )ˆ tan 2
cos( )

L
AEB a

d L

θ
θ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

                (4.1) 

1 1

1

1 1

sin( )ˆ 180 tan 2
cos( )

L
ABE a

d L

θθ
θ

⎛ ⎞
= − − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

              (4.2) 

 

��+�����A)0����)'��+
+*�� 
3

L  ���	���� 

 

3 1
ˆ ˆcos( ) cos( )L d AEB L ABE= +                              (4.3) 

 

��"#���)'� 
3

L  ���� !����������&��#
� BED �����A)0����)'�����'��1���	���� 

 
���*�# 4.5 ����&��#
� BED *�#������!"#��$������)0���� 

 

������*�# 4.5 �+��        1 1

3 1 2

sin( )ˆ tan 2 ˆcos( )
L

EBD a
L L ABE

θ
θ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

                     (4.4) 
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2
ˆ ˆ ˆEDB AEB EBDθ= + −     (4.5) 

 

��+�����A)0����)'��+
+*�� 4L  ���	���� 

4 1 3
ˆ ˆcos( ) cos( )L L EDB L EBD= +                                      (4.6) 

 

���*�# 4.6 ����&��#
� BCD *�#������!"#��$������)0���� 

��"#���)'� 4L ���� !���������*�# 4.6 ����&��#
� BCD �����A)0����)'�����'��1���	���� 

4

2

ˆ cos
2

L
DBC A

L

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (4.7) 

ˆ ˆ180 2BCD DBC= −      (4.8) 

�	��	���+���'�)'���� ABC ��+��� EDC �����A)0�������	���� 

 

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ( , )ABC ABE EBD DBC ABC θ θ= + + =                                (4.9) 

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ( , )EDC EDB DBC EDC θ θ= + =                                   (4.10) 

59#��+*0��&�������'����)'��	�������)"� 
1θ   ��+ 

2θ  �+�����A)0����)'���� 
3

θ  ��+ 

4θ  ���	���� 

    

( )3 1 2
ˆ180 ,ABCθ θ θ= +     (4.11)

 4
ˆ180 EDCθ = −      (4.12) 
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4.1.2 ���
���!������"#�$
���$
 

��"#����)��+&�&�)'�����'��1�������������� ��������A)0�����0��&�'�*�#���


������������� ������)��+&������A*0���(�
������)��+&����"���'������*�#�$��	�� ��%����

���������� 2 $���'��	� $������+��%������ 2 ����'�(�
����������'���'�+�	�)"�  
1θ  ��+ 

3
θ  �'��$��*�# 2 �+��%������ 2 ����'�(�
����������'���'�+�	�)"� 2θ  ��+ 4θ  ���)0����

�+
+*��������
��������A*0���(�
���)0�������$��&��3�� 

 

���*�# 4.7 ����0����������!"#��$������)0��������������&��� 

������*�# 4.7 �0��&�'����
��� P  �+����)���������0��&�'� 
1
( , )P x y ���!��	����

����5��
 ��+
2 2 2
( , )P x y  ���!��	����������� 59#�)'���)�����*	������+��)����	�!	�:��	��	���� 

 

2x x d= −       (4.13) 

2y y=        (4.14) 

������*�#)0�����������A)0����&��0��&�'����
���*	��������)���	�!	*:��	�*	�� 2 

$����(�
�$���:����*��&�'�
��� (Robotics) [6] ��U��	���� 

( ) ( )1 1 2 1 3
cos cosx L Lθ θ θ= + +     (4.15) 

( ) ( )1 1 2 1 3
sin siny L Lθ θ θ= + +     (4.16) 

( ) ( )2 1 2 2 2 4cos cosx L Lθ θ θ= + +     (4.17) 

( ) ( )2 1 2 2 2 4sin siny L Lθ θ θ= + +     (4.18) 
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4.1.3 ���
���!���������%�%&� (Inverse Kinematics) 

������������)�"#��*�#�����&��� ��������A)0����)'����������)�"#��*�#���

U�U	����	���� 

)'�U�U	���� 
3

θ  &����	���� 

 

( )
2 2 2 2

1 2

3

1 2

cos
2

x y L L

L L
θ + − −

=      (4.19) 

( ) ( )2

3 3
sin 1 cosθ θ= − −      (4.20) 

( )3 3
cosaθ θ=       (4.21) 

 

��+�+���'�)'�U�U	���� 
1θ  )"� 

 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 2 3

1

1 2 3 2 3

cos sin ,
tan 2

cos sin

L y L y L x
a

L x L x L y

θ θ
θ

θ θ

⎛ ⎞+ +
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

  (4.22) 

 

)'�U�U	���� 4θ  &����	���� 

 

( ) ( )2 2 2 2

1 2

4
1 2

cos
2

x d y L L

L L
θ

− + − −
=     (4.23) 

( ) ( )2

4 4sin 1 cosθ θ= −      (4.24) 

( )4 4cosaθ θ=       (4.25) 

 

��+�+���'�)'�U�U	���� 
2θ  )"� 

 

( )
( )( )

( ) ( )( )
( )

1 2 4

2 4

2

1 2 4

2 4

cos
,

sin
tan 2

cos

sin

L y L y

L x d
a

L x d L x d

L y

θ

θ
θ

θ

θ

⎛ ⎞⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎝ ⎠= ⎜ ⎟
⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

  (4.26) 
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4.2 �
����
�����	
����
���!�������������� 

�	�*�#����'������� ������)��+&�����)�"#��*�#���()��*��������+��&�	����

���)��+&�)���
�	�������)��+&�����)�"#��*�#���()��*��������� ��'��)"��+��������)��+&�&�

���,�������������&�����+
�����	�����	�&�'�
���()��*�������������� �������������

��������������������������*0����&�9#��
	�����������*0�����'�� �������*0������

���������������3�� 4 ��+�-*)"� ���-����0��&�'����
 (Configuration Space : TC ) ���A9�

����)�"#��*�#������
������()��* ���-�����
*� (Joint Space : JC ) ���A9�����)�"#��*�#���

��
*����()��* ���-�������	�)�' (Coupling Space : 
iΣ ) ���A9�)����	�!	�:��+&�'�����

�)�"#��*�#�������'���'�+)�'59#������)����	�!	�:��	�(�
U'��������5���*� ��+ ���-�����������	�

�	���*� (Steering Space : Φ ) ���A9����*�#5���*�����&�����	�� ��'����
�+���
�������-���

��������	��	���*� �+��)�������'���	� ��
�+���
��	���'����%��	���� 

4.2.1 #�')���*
�����#�
� (Configuration Space : TC ) 

��������)�"#��*�#����+��%�������)��+&�����)�"#��*�#*�#���
������&�'�
���()��*

�������������� �����	����*�# 4.8 

R
r

T
r

Nκ
r

x

y

z

 
���*�# 4.8 ����)�"#��*�#�����-����0��&�'����
 

 ������*�# 4.8 �����A�0�&���0��&�'�*�#���
������()��**�#�$����)��+&����*���

�����A���
���%���������	���� 

 

 [ ]T
R x y=
r

      (4.27) 

 

��"#� R
r

 )"���)�����*�#�+���0��&�'�*�#���
��� 
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�	�*�#����'������� �0�&�	�&�'�
���()��*��������������������)��+&����

�)�"#��*�#*�#�0�)	W)"�������)��+&�&�*�,*������)�"#��*�# �	��	����������)��+&��9�����*0����

���)��+&�&���)������	�U	��	�����)�"#��*�# T
r

  ��+��)������	��4���	�����)�"#��*�# Nκ
r

 (�)�����

�������)�����) 59#�&������   

  

dR
T

ds
=

r
r

      (4.28) 

dT
N

ds
κ =

r
r

     (4.29) 

��"#� s  )"��+
+*��*�#���
����)�"#��*�#� 

κ  )"�)���()���������)�"#��*�#59#���%�)'�U�U	��	��	,��)���()��

�������)�"#��*�#  

N
r

 )"���)�����&�9#�&�'�
*�#�	��4���	�����)�"#��*�# 

 

 59#���"#�*0����&�)'���)������	�U	��	�*�,*������)�"#��*�#�������3�+�����A*���A9�

*�,*��*�#���
����+*0�����)�"#��*�#� �'����)������	��4���	�*�,*������)�"#��*�# ������$���%�

�	WW��)��)������)�"#��*�#���&�'�
���()��* *�#�+��'��A9����'��������)��)��&�'�
���

�'�� 

4.2.2 #�')������� (Joint Space : JC ) 

��������)�"#��*�#����+��%�������)��+&�����)�"#��*�#�����
*����&�'�
���()��*

���������������	������*�# 4.9 

q
r

JT
r

J JNκ
r

1
θ

2θ

3θ

 
���*�# 4.9 ����)�"#��*�#�����-�����
*� 
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 ������*�# 4.9 �����A�0�&����)������0��&�'������
*����()��**�#�$����)��+&���

�*��������A���
���%���������	���� 

[ ]1 2

T
q θ θ=
r

     (4.30) 

 

��+ q
r

 ��)����	�!	�:��	���)���������)�"#��*�#*�#���
��� R
r

 �	���� 

( )q L R=
rr

     (4.31) 

��"#� L  )"����,��������U�U	��	�*�#*0�������)��+&���&	���� 4.1.3 

�����A&���)���������)�"#��*�#�� JC  �����������	������'����� �!"#�&���)������	�U	�

�	�*�,*������)�"#��*�# JT
r

 ��+��)������	��4���	�����)�"#��*�#)"� JJ N
r

κ ���	���� 

J
J

dq
T

ds
=

rr
     (4.32) 

J
J

J

dT
N

ds
κ =

r
r

     (4.33) 

(�
*�# Js  )"��+
+*������)�"#��*�#*�#�	�������������)�"#��*�#������-�����
*� 

�����A&�)����	�!	�:��+&�'����)���������)�"#��*�#�����-�����
*��	���)��������

�)�"#��*�#�����-����0��&�'����
���������� �	���� 

J

JT
T

JT
=

r
r

r       (4.34) 

2

T
J J T

J J i

T T
N T H T J N

JT
κ κ

⎡ ⎤Ι −⎣ ⎦ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦

r r
r r r r

r    (4.35) 

(�
����*�)'� 
1θ  ��+ 

2θ  �����A)0����&���()���
�������5���+�X�5�
�������5�

���	���� 

1 1

2 2

x y
J

x y

θ θ

θ θ

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥=
∂ ∂⎢ ⎥

⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

     (4.36) 
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2 2

1 1

2

1 2 2

1 1

2

x x y
H

y x y

θ θ

θ θ

⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎣ ⎦

       (4.37) 

2 2

2 2

2

2 2 2

2 2

2

x x y
H

y x y

θ θ

θ θ

⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎣ ⎦

     (4.38) 

  

�'���*0�����*�)'� 
1 2 3 4, , ,θ θ θ θ  �!"#�&�)'�������5��	���'����)'��	��'����� 

�������� (4.22) ��+ (4.26) �0�&���&� 

2

1 1 2 1 2 1
1U L y L K y L K x= + + −    (4.39) 

2

1 1 2 1 2 1
1V L x L K x L K y= + − −    (4.40) 

( )2

2 1 2 2 2 2
1U L y L K y L K x d= + + − −   (4.41) 

( ) ( ) 2

2 1 2 2 2 2
1V L x d L K x d L K y= − + − − −   (4.42) 

(�
*�# 

 ( )
2 2 2 2

1 2

1 3

1 2

cos
2

x y L L
K

L L
θ + − −

= =    (4.43) 

 ( ) ( )2 2 2 2

1 2

2 4
1 2

cos
2

x d y L L
K

L L
θ

− + − −
= =   (4.44) 

�+���'� 

 

( )

1 1
1 1

1

11 2 2

1 1

U V
V U

x xJ
x U V
θ

∂ ∂
−∂ ∂ ∂= =

∂ +
    (4.45) 

( )

1 1
1 1

1

12 2 2

1 1

U V
V U

y yJ
y U V
θ

∂ ∂
−

∂ ∂ ∂= =
∂ +

    (4.46) 
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( )

2 2
2 2

2

21 2 2

2 2

U V
V U

x xJ
x U V
θ

∂ ∂
−∂ ∂ ∂= =

∂ +
   (4.47) 

( )

2 2
2 2

2

22 2 2

2 2

U V
V U

y y
J

y U V
θ

∂ ∂
−

∂ ∂ ∂= =
∂ +

   (4.48) 

(11) (12)
1

(21) (22)

J J
J

J J
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

     (4.49) 

( )

( )
2 2

2 2 1 1
1 1 1 12 2

1 1
1 1

1 1
2 1 1

1

1 11 2 2 2 2

1 1

2

( )

U V
U V V U

x x

U U
V U

x x

V V
U V

x xH
x U V
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂+ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠= =

∂ +
 (4.50) 

( )

( )
2 2

2 2 1 1
1 1 1 12 2

1 1
1 1

1 1
1 12

1

1 22 2 2 2 2

1 1

2

( )

U V
U V V U

y y

U U
V U

y y

V V
U V

y y
H

y U V
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
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��:� �0�&�	���������	
����$���:������� ����������������*�#&�9#� 

(Lagrangian Equation of the first type) [11] 

 

6.1 ���
�
�
�����������8�� 

����������������*�#&�9#� (Lagrangian Equation of the first type) [11] �+���
��
�'

����������� $�����)'�!��	����� (set of redundant coordinate) 59#����������������������$��

���������	�)	� (set of constraint equation) 59#������A&������ ��,���������)�"#��*�#���

��� 

 ����������������*�#&�9#������A���
��&��
�'���������	���� 

 

1

k
i

j i

ij j j

d L L
Q

d q q q
δδ δ λ

δ δ δ=

⎛ ⎞ Γ
− = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

&
      �0�&�	� j= 1 A9� n                        (6.1)  

 

 ��"#� L  )"� �������� j_���$	� 

  jQ  )"� Generalized force 

Γ  )"� j_���$	��	�)	� (Constraint function)  

  k  )"� �0�������j_���$	��	�)	� 

  λ  )"� �	�)���������� (Lagrangian multiplier) 

  n  )"� �0�������)'�!��	� (Coordinate) 
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6.2 %��;���
����
�
�
�����������8�� 

���&�)0�������U��4�
�������������������*�#&�9#������A*0������
���

�	��������������������%����$�� 

$������+�	������ (6.1) �&�����' �	�)���������� ( λ ) ��%��	�����������&�)'� �'��

$��*�#����3�+*0�����	������������ (6.1) �&��
�'�����*�#����'���*�#���	�����'����&�'�
���()��*59#�

�3)"� ������*�#�	�&�'�
����	����� (�
�&� k �������� ��%�$�������*�# ���#
������	� �	���� 

Redundant Coordinate �'�� n-k �����*�#�&�"� ��%�$�������*�#���#
������	��	����������*�#���	�

*�#������&�'�
��� 

 

$���������������A���
��&��
�'���������	���� 

 

1

k
i

i j
i j j j

d L L
Q

q dt q q
δ δ δλ
δ δ δ=

⎛ ⎞Γ
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

&
                �0�&�	� j= 1 A9� k       (6.2) 

 

 (�
*�# jQ  )"� ���-�
���*�#��+*0�*�#���
������&�'�
��� 

 *����������������� (6.2) ��%�)'�*�#��������A&�)'����� 59#��+��'����
�+���
�

-�
&�	� �	��	��$�����������+�� k ����� 59#��+���	�*�#�'���)'�)"�  λ  �
�' k �	� 59#������A*�#�+&�)'���

���$���������� 

 

��"#������A&�)'� λ  ���$�������*�#&�9#����� ����	����$���	����&�'�
���()��*�3

�����A&������$�������*�#�&�"�)"� 

 

1

k
i

j i

ij j j

d L L
Q

dt q q q
δδ δ λ

δ δ δ=

⎛ ⎞ Γ
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

&
        �0�&�	� j= k+1 A9� n     (6.3) 

 

 (�
*�# jQ  )"�����	����$���	����&�'�
���()��**�#������� 
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��"#�*0�)����������	��������������������������*�#&�9#����� �0����$���������&�

���������)�"#��*�#���&�'�
���()��*�����������������	����*�# 6.1 

 

 
���*�# 6.1 Pantograph 

 

������*�#  6.1 ���#����*0�������)��+&����&�����)�"#��*�# (�
 �$�  )'�!��	�*	#�� 

(Generalized Coordinates) ����	� ��"#�������%�&�'�
���()��*������� ��*�#���)"� )'���� 
1

θ ��+ 
2

θ  

*�#�$��0�&�	��	��)�"#��&�'�
���()��* 

��+������$���:��������������������*�#&�9#��	�� �+���	�����!�#�����	��������	� 

���
��'� )'�!��	����� (Redundant Coordinate) )"� 
xP  ��+ 

y
P  �!��+4+�	�������A&��	���� 

Generalized Coordinates *	��&�� 4 �	� )"� 
x

P
y

P
1

θ
2

θ   

 

����� (6.1) ��%��+�������*	��&�� 4 ����� ���	���� 4 �	� (�
����	�������)"� 

1
λ  ��+ 

2
λ   ����	�����'���)"�����	�������&�'�
���()��* 

3
Q  ��+ 4Q  (�
*�# Generalized 

Force 
1

Q  ��+ 
2

Q  )"� ����������� x ��+����������� y *�#������*�#���
������&�'�
���()

��* *�#��� P   

 

2
θ1

θ

B
B

A A

P

y

x

1
l

1
l

2
l 2

l

a
m

a
m

bm bm

Pm

r r
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6.3 �
�
���
�&��&� 

$������������������*�#&�9#� ������� ������	�)	� 2 ����� )"� 
1

Γ  ��+ 
2

Γ  59#�

�����A&������*	��������������*3�����*�#�'� �+
+*���+&�'�� ����'� B �	� P ��)'��*'��	�)���


�����������&�'�
���*'���� 59#��3)"� 

2
2

2
0

i
BP lΓ = − =  

 

*0�����*�)'��+�� 

 
2 2 2

1 1 2
( cos ) ( sin ) 0i x i y iP r l P l lθ θΓ = − − + − − =                                (6.4) 

 

6.4 �
�
���
�
�
��� L  

�!"#��&��'�
�'�������)��+&�&����������)�"#��*�# �0�&���&����������*'���� (Link 

2) A����'�)�9#��&���
�'���*�#�0��&�'����
*	#��������������59#��3)"��0��&�'��������'�*	��������� 

�	��	�������A&�������������� ���	���� 

 
6.4.1 �
�
 Total Kinetic Energy of Pantograph Cobot 

�����A&�!�	��������*	��&�����&�'�
���()��*��)"� 

 
2

1
( )p ai bi

i
K k k k

=
= + Σ +                                                           (6.5) 

 

pk  )"� !�	��������*�#��� P    

ai
k  )"� !�	��������������*'���'�� 

bi
k  )"� !�	��������������*'���� 

2 21

2
( )p p x yk m P P= +& &                                                              (6.6) 

                                   2( )
ai

k Iθ= Σ &  

               (�
*�#           
1link CVTI I I= +   
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�+���'� 2 2

1

1 1

2 3
ai CVTi ik I ml θ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
&                                              (6.7) 

 

     (�
*�# CVTi
I  )"� )����4"#�
���$�� CVT 59#���*0����&�)'��������-�)U��� 

 

( )2 2 2 21 1
12 2bi b x y b i

k m P P m l θ= + + && &                                           (6.8) 

 

��"#� Pm  )"���������� P  

   
a

m  )"����������*'���'�� 

   bm  )"����������*'���� 

 

6.4.2 �
�
 Total Potential Energy Pantograph Cobot 

��"#�����&�'�
���()��*�������������� �)�"#��*�#���+��� X-Y 59#���%��+����	��4��

�	�*�,*��������(���A'�����(�� (Gravity Force) �	��	�� )'� Total Potential Energy �9���)'���%�  

6.5 <6���/&��
�
���   

��"#�*0����&�)'�!�	����*	������'������ �3�����A&�)'� j_���$	���������  )"� 

L K P= −  

1 2 1 2p a a b bL k k k k k= + + + +  

 

     L = ( )2 2 2 2 2 2 2 21 1
1 1 1 2 1 22 2

1 1 1 1
( )

2 3 2 3
p x y CVT CVT b x ym P P I ml I ml m P Pθ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
& && & & &  

       ( )2 2 2 2 2 21 1 1
1 1 1 22 2 2b b x y bm l m P P m lθ θ+ + + +& && &  

 

*0�����	�����&�'����%� 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 2

1 1 1 1 1
( 2 )( )

2 2 3 2 3
p b x y CVT b CVT bL m m P P I ml m l I ml m lθ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
& && &

 

(6.9) 
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*0����&����!	�:����j_���$	��������� ���
)'�!��	�*	#��*	�� 4 �+�� 

( 2 )p b x

x

d L
m m P

dt P
δ
δ

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
&&

&
   0

x

L

P
δ
δ

=  

( 2 )p b y

y

d L
m m P

dt P
δ
δ

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
&&

&
   0

y

L

P
δ
δ

=  

(6.10) 

2 2

1 1 1 1

1

1

3
CVT a b

d L
I m l m l

dt

δ θ
δθ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

&&
&   

1

0
Lδ

δθ
=  

2 2

2 1 1 2

2

1

3
CVT a b

d L
I m l m l

dt

δ θ
δθ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

&&
&   

2

0
Lδ

δθ
=  

 

*0����&����!	�:����j_���$	��	�)	� ���
)'�!��	�*	#��*	�� 4 �+�� 

1

1 1
2( cos )

x

x

P r l
P

δ θ
δ
Γ

= − −   2

1 2
2( cos )

x

x

P r l
P

δ θ
δ
Γ

= − −  

1

1 1
2( cos )y

y

P r l
P

δ θ
δ

Γ
= − −   2

1 2
2( cos )y

y

P r l
P

δ θ
δ
Γ

= − −  

(6.11) 

( )1

1 1 1

1

2 ( )sin cos
x y

l P r P
δ θ θ
δθ
Γ

= − −  2

1

0
δ
δθ
Γ

=  

1

2

0
δ
δθ
Γ

=     ( )2

1 2 2

2

2 ( )sin cos
x y

l P r P
δ θ θ
δθ
Γ

= − −  

 

�*�)'��'��1*�#&�����$������� (6.10) ��+ (6.11) ��������� (6.2) 

 

1

k
i

i j
i j j j

d L L
Q

q dt q q
δ δ δλ
δ δ δ=

⎛ ⎞Γ
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

&
   ��"#� j= 1 A9� k   (6.2) 

��"#� j=1; 

( ) ( )1 1 1 2 1 2

1 1

2 cos 2 cos
k

i
i x x

i

P r l P r l
q

δλ λ θ λ θ
δ=

Γ
= − − + − −∑  

( )
1

2p b x

d L
m m P

dt q
δ
δ

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
&&

&
   

1

0
L

q
δ
δ

=  
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4+�	���+�������(6.2) ��"#� j=1 �����)"� 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 2
2 cos 2 cos 2

xx x p b x PP r l P r l m m P fλ θ λ θ− − + − − = + −&&  (6.12) 

 

��"#� j=2;  

( ) ( )1 1 1 2 1 2

1 2

2 sin 2 sin
k

i
i y y

i

P l P l
q

δλ λ θ λ θ
δ=

Γ
= − + −∑  

( )
2

2p b y

d L
m m P

dt q
δ
δ

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
&&

&
   

2

0
L

q
δ
δ

=  

 

4+�	���+�������(6.2) ��"#� j=2 �����)"� 

 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 2
2 sin 2 sin 2

yy y p b y PP l P l m m P fλ θ λ θ− + − = + −&&   (6.13) 

 

 (�
*�# 
xPf  )"������+*0�-�
���*�#��� P �������� X 

1
( )Q  

  
yPf  )"������+*0�-�
���*�#��� P �������� Y 

2
( )Q  

 

*0������������ (6.12) ��+ (6.13) ������!"#�&�)'� 
1

λ
2

λ �+�� 

 

( ) ( )
( )

2 1 2

1

1 1

2 2 cos

2 cos
xp b x P x

x

m m P f P r l

P r l

λ θ
λ

θ
+ − − − −

=
− −

&&
                         (6.14) 

( )( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2

1 1 1 2 1 2 1 1

2 cos 2 sin

2 cos sin cos sin

y xp b y P x p b x P y

x y x y

m m P f P r l m m P f P l

P r l P l P r l P l

θ θ
λ

θ θ θ θ

+ − − − − + − −
=

⎡ ⎤− − − − − − −⎣ ⎦

&& &&
(6.15) 

 

�*�)'��'��1*�#&�����$������� (6.10) ��+ (6.11) ��������� (6.3) 

 

1

k
i

j i

ij j j

d L L
Q

dt q q q
δδ δ λ

δ δ δ=

⎛ ⎞ Γ
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑&

 ��"#� j= k+1 A9� n  (6.3) 

��"#� j=3;  

2 2

1 1 1 1

3

1

3
CVT a b

d L
I m l m l

dt q
δ θ
δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

&&
&
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3

0
L

q
δ
δ

=  ( )1 1 1 1

1 3

2 ( )sin cos
k

i
i x y

i

l P r P
q

δλ λ θ θ
δ=

Γ
= − −∑  

 

4+�	���+�������(6.3) ��"#� j=3 �����)"� 

( )2 2

3 1 1 1 1 1 1 1 1

1
2 ( )sin cos

3
CVT a b x y

Q I m l m l l P r Pθ λ θ θ⎛ ⎞= + + − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

&&                     (6.16) 

 

��"#� j=4;  

2 2

2 1 1 2

4

1

3
CVT a b

d L
I m l m l

dt q
δ θ
δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

&&
&

 

4

0
L

q
δ
δ

=  ( )1 2 2 2

1 4

2 ( )sin cos
k

i
i x y

i

l P r P
q

δλ λ θ θ
δ=

Γ
= − −∑  

 

4+�	���+�������(6.3) ��"#� j=4 �����)"� 

( )2 2

4 2 1 1 2 1 2 2 2

1
2 ( )sin cos

3
CVT a b x y

Q I m l m l l P r Pθ λ θ θ⎛ ⎞= + + − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

&&                  (6.17) 

 

(�
*�#
3

Q  4Q )"� ������(Torque) *�#���&���������*'���'�� 

 

6.6 ���
�
���!���������������������������
�������� 

���������������*	��&�� ��%����&����������)�"#��*�#���&�'�
���()��*�������

������� ���
��:������� �����������������*�#&�9#�59#��+�����������)��#��*�#�	���� 

 

( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
2 ( )sin cos

3
CVT a b x y

I m l m l l P r Pθ λ θ θ⎛ ⎞Τ = + + − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

&&                   (6.18) 

 

( )2 2

2 2 1 1 2 1 2 2 2

1
2 ( )sin cos

3
CVT a b x y

I m l m l l P r Pθ λ θ θ⎛ ⎞Τ = + + − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

&&             (6.19) 

 

(�
*�# 
1

Τ
2

Τ  )"� ������ (Torque) *�#���&���������*'���'�� 



����� 7 

�
������������������������
�������� 

 

���)��)��&�'�
���()��*���������������	������'��������)��)��&�'�
���

*	#�� ��'��)"��������+����*0����)��)���0��&�'����
������&�'�
������� 
	�����)��)��

�&�*�,*������)�"#��*�#���&�'�
���()��*&	���������*��*�#�0�&���� � �0��&�'�*�#�0�&�����

���
 �	��	���	�������*�#�$������)��)���9��'�$'���� ��'��%��0��&�'����&�'�
���()��* ���

)��)��&�'�
���()��*�+�$���:����)��)������&��)�"#���������*�� (Path Following Control) 

)"�����0�&������*��*�#�����������������&�&�'�
���()��*��#��������*�� �����9�)��)���&�

&�'�
���()��*��#�������'����*���	��  
 

7.1 �>?@��
������ 

���)��)��&�'�
���()��*���������������	�������A*0���(�
���)��)���&�

���
����)�"#��*�#��������*��*�#��*0����������������'��&������� �	��$'������*�# 7.1 

 

 
���*�# 7.1 ����*������������()��*[10] 

 

���*�# 7.1 ��%������� Unicycle Cobot [10] 59#��0��	��)�"#��*�#����������*��*�#��

����������� 59#���������� )'���)���������0��&�'����&�'�
���()��* )"� [ , ]TR x y= 59#��0��	�

�)�"#��*�#����������*��*�#������������� )"� 
0
( )R s  ��"#� )'� s  )"�����������	����

�+
+*��*�#&�'�
����)�"#��*�#� 59#��+�� ��)����� T ��%��	����*�,*������)�"#��*�#���&�'�
��� 
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(�
����������)����� T  �+�'��*�,*�������	���)����� 
0

T   59#���:����*�#�+)��)���&�&�'�
���

�)�"#��*�#�
	��0��&�'���+*�,*��*�#A��������+�������
 2 �'��)"� 

 

1. s  �+A���*�*�#���
 's  ��"#� 
0
( ')R s  )"��0��&�'�������*��*�#��������*�#�����	�

�0��&�'�*�#&�'�
����)�"#��*�#�����������*������ ( )R  

2. k  )"����������A9�)���()���������*�� 59#���)'���%��'����	�����	,��)���()�� 

59#��+�*����
 k kδ+  ��"#� kδ  )"�)'�*�#)0�������)'�U��!������ �0��&�'�

��+*�,*�����&�'�
��� 59#��+*0��&������� Unicycle �+&�������&�����*��*�#��

�������� 

 

��)�����%����� ���&�)'� 's  *0���
�� ��'A������������?��*�#�'��$"#�A"��3�����A

*�#�+��+���)'� 's  �� (�
��� ��'�����*������)�"#��*�#�&���3����1 �	������*�# 7.1 �+*0��&�)'�

U��!����������)�"#��*�# ( )'s s− ���������+
+��� ( )0
( )R R s−  *�#(����)$	����� 

0
T  

�	��	���+��  

0 0
' ( ( )) ( )s s R R s T s= + − ⋅                                                   (7.1) 

 

��"#�����*��*�#&�'�
����)�"#��*�#������"#��*�
��	� 
0
( ')R s  �3
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• )'�U��!������+
+*�� 
0
( ')R R R sΔ = −  )"���)�����*�#�����)�
���)������	��

4���	�����*��*�#�����������59#��+���A9��+
+*��*�#U��!����������*���	�� 

• )'�U��!�����*�,*�� 
0
( ')T T T sΔ = −  )"���)�����*�#�����)�
���)������	��4��

�	�����*��*�#�����������59#��+���A9�*�,*��*�#U��!����������*���	�� 

 

�0�&�	����)��)�����������	� (Feedback Control) �	��*0���(�
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�	�����3��$����� ( )ω  ��������������$��$
)'�U��!���*	�����$���  

��)�����%��������������A�0�)'�)���()���������*�� ( )k ���$������)��)����
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u s N s R T

L L
ω κ

⎡ ⎤⎛ ⎞= − ⋅ Δ + Δ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
                                     (7.2) 
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��"#�)'�   
0
( ')sκ ��%�)'�)���()���������*�� � �0��&�'� 's  
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2

G  ��%�)'����������)��)�� 

 L  ��%�)'�)�*�# 59#��	
�'���%�)'��+
+*������&��� 

 

7.2 �
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��:����)��)�����&�'�
���()��*���������������	�� �+����:�*�#)���
�	� 

Unicycle Cobot )"��+*0����&�)'�U��!�������+
+*��
0
( ')R R R sΔ = −  ��+)'�U��!���

���*�,*�� 
0
( ')T T T sΔ = −  �����0���&�)'� ( )Nδ κ  (�
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2
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 ( ) 1 2

2

G G
N R T

L L
δ κ = − Δ − Δ                                                  (7.3) 

 

�����3�0�)'� ( )Nδ κ  *�#�������	�)'� ( ) ( )' 's N sκ �3�+���	WW��)��)�� 

( ) ( ) ( )' 's N s Nκ δ κ+  �������� ��� ���-�������)�"#��*�# ( )TC  �'����3*0�������� ���-���

����)�"#��*�#���%����-�������'� ( )JC  �+���
�'�������� ( ) ( ) ( )' 'J J J Js N s Nκ δ κ+  �'����3

*0��������)'���
�'�����-�������	�)�' ( )iΣ  �+���
�'��������  

 

( ) ( ) ( )' 'i i i is n s nκ δ κ+                                                    (7.4) 

 

�'��)'�)�����3�������)�"#��*�# u  �3*0���������&���%�)�����3��������'� JV  ���

���-�������'� ����%� JV Ju=  �'����3*0�������� �&��
�'�����-�������	�)�' ����%� 

 

 i i Ju J V=                                                              (7.5)  

 

&�	�����	���3�0�)'� ( ')i isκ δκ+  ��)���	�)'� iu  �3�+��)'�)�����3�������&���

���5���*� �����)"� 

( )i i iuφ κ δκ= +&                                                        (7.6) 

  

&�	����*�#�����)'� φ&  ������59#���%��	WW��������)��)���	����� 
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�������� 

 

 

 

8.1 ��
��;!����&�������������������
�������� 

 �	�A���"#���������)�"#��*�#�+����)����4"#�
����	�A������9�� &�'�
���()��*����������

�����3�$'��	� ��"#�&�'�
���()��*��������)�"#��*�#��!"��*�#���*0���� (Work Space) �+����

)����4"#�
����Z�9�� 59#�)����4"#�
*�#����Z�9������'�+�0��&�'���!"��*�#���*0���� �+�'�*'��	� 

��"#�����()����������&�'�
���()��*���59#������*	#� )����4"#�
���������&�'�
���()��* 

��+$��5���*� (CVTs: Continuous Variable Transmission) ���&�'�
���()��*���
 59#���%�

����&��
���,9�8����������	
$�������	�����  

 U���+*����)����4"#�
����Z*�#�'�*'��	���!"��*�#���*0�����+*0��&����������

�0�&�	��)�"#��*�#���
����'�*'��	� �'�U��&�)�*�#������*�#���
�������9��'�����������)�"#��*�#

()��*����'�+�0��&�'���)'��'�*'��	� �0��&�'��������9�&�	���'� �0��&�'���������'� 

 

8.2 ���
��
��;!������/�,B�����  

���)��)��)����4"#�
���&�'�
���()��*���������������	�������A&���������

)0����)'�)����4"#�
���-�)U��� �. �	����*�# 8.1 
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Τ
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J
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J

3
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1
φ

2
φ

1
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2
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3
r
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 ���-�)U��� �. �����A&������)����4"#�
���$��5���*�  ���	���� 

 
2 2 22 2 2 2 2 2 2

3 3 5 3 5 71 1 1 1

1 1 2 3 4 5
2 2 4 2 4 6 2 4 6 8

equ

r r r r r rr r r r
J J J J J J

r r r r r r r r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                              

(8.1) 
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1

J  )"� Inertia ��� Output shaft 1 

  
2

J  )"� Inertia ���*����� 1 ��)'��*'��	� 22

5
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3

J  )"� Inertia ��� Common Shaft 

  4J  )"� Inertia ���*����� 2 ��)'��*'��	� 22

5
mR  

  5J  )"� Inertia ��� Output shaft 2 

  
ir    )"� )'��	,����������+*����� ��"#� i  = 1 A9� 8  

 

 ����� 8.1 ��%������)����4"#�
����+��5���*�  *	���+��)"��	����'���
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���
 Output 2 ��'&�'�
���()��*���������������	����%�&�'�
���������� �9�������'����

&�)'�)����4"#�
�����%�������� (�
�+��'�)�9#�����!������ �+�������)����4"#�
���$��5�

��*� 1 ��%� 

 
2 2 2

3 31 1

1 1 2

2 2 4 2
equ

r Jr r
J J J

r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                                               (8.2) 
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�	�)���
�� �	��	���9������A)�����'� )'� 
1

J  
3

J  ��)'����
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��	�)'� 
2
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 �+�������)����4"#�
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2

1
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2
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r
I J

r

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                                      (8.3) 
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 �������� 8.2 !�������+���'� )'� 
1
r    ��)'�)�*�# ��"#�������%��	,��������
����*� �'��

)'� 
2

r   �+��)'�����#
�����)'���� φ  )"����*�#�$��������	�����#
����&������*������	����� 
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�+��)'��	����  

 
���*�# 8.2 *�����5���*� 1 

 

 �������+���'�  

2 1
cosr R φ=                                                               (8.4) 

 

 ���)����	�!	�:���� 
2

r  
3

r  �+���'� 

3

1 1

2

tan
r

r
φ η= =    )"��	���*����5���*�  1                                      (8.5) 
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2

1
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1
cosCVT

r
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R φ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                             (8.6) 

 

 ��*0�������
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2 5 4
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I J J

r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                                    (8.7) 
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 (�
*�#  
3

J  )"� Inertia ��� Common Shaft 

  4J  )"� Inertia ���*����� 2 ��)'��*'��	� 22

5
mR  

  5J  )"� Inertia ��� Output shaft 2 
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r
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= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
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���*�# 8.3 *�����5���*� 2 
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7 2
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6 2
sinr R φ=                                                               (8.10) 

 

 ���)����	�!	�:���� 7r  8r  �+���'� 

6
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7

tan
r

r
φ η= =    )"��	���*����5���*�  2                                      (8.11) 
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r
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R φ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
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                                               (8.12) 

 

 

 ��������������� �����A&������)����4"#�
*�#�������$��5���*� 1 ��+5���*� 2 �����

����� 8.6 ��+ 8.12 ����0��	� 

 

8.3 ���
��
��;!��� �
����
�
���!������ 

����**�# 7 *�#��*0����&����������)�"#��*�#���&�'�
���()��*��������������

����������	�� �+�����������)�"#��*�#��������������	���� 

 

( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
2 ( )sin cos

3
CVT a b x yI m l m l l P r Pθ λ θ θ⎛ ⎞Τ = + + − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
&&                (8.13) 

 

( )2 2

2 2 1 1 2 1 2 2 2

1
2 ( )sin cos

3
CVT a b x yI m l m l l P r Pθ λ θ θ⎛ ⎞Τ = + + − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
&&             (8.14) 

 

(�
*�# 
1

Τ
2
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��"#��0����	�����&�'�&��
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λθ θ θ

⎛ ⎞+ + ⎛ ⎞− −⎜ ⎟Τ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Τ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠+ + ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠
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*�#!��������������)"� Inertia Matrix ���&�'�
���()��*���������� �	����� 

8.4 �
��������
��;!���#
�@���������������������
�������� 
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���()��*��������������*�#�$����������	�����#
��	����*��
'���'���"#��

$���*�������� �+*0�����0�&������*������)�"#��*�#������
��� ��(�
�����	����������

����)�"#��*�#���*�������$��5���*�  ���
��'������	��	���*����5���*�  59#���������	
������$�$��5���

*�  2 $��  

59#��0�&�	����)��)������)�"#��*�#���&�'�
���()��*������������������&��)�"#��*�#

���+��� x-y (�
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�$�����
��3�����A�&����
����)�"#��*�#���!"��*�#���

*0������ ()"����)��)��)'���� φ  �!"#��&����
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	��0��&�'�*�#�������)  ��'�+�'
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 ����� 
1CVTI  ��+ 

2CVTI  *�#&������������� 8.6 ��+ 8.12 ����0��	���%������
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TCP/IP �
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����$� 
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�+�	� ��+���	�A���&	� (Encoder) *	��&�� 6 �	�*�#�0��&�'� �'��1 )"����*�# Output Shaft *	�����

�����
'���+�	� ���*�#�������*	������������$����	�����	���*��
'���+�	� ���*�#�!������&�9#�

�	� ���*��
���*�#����'������+&�'�����*'���'���	����*'������� Pantograph �$��0�&�	���3�

������������*�#&������+)�����3����&����������	��1 �	����*�# 8.6 A9� ���*�# 8.10 

 

 

 
���*�# 8.6 Pantograph Cobot 
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���*�# 8.7 ��������	�$��5���*�  ��+ Encoder 

 

 
���*�# 8.8 Encoder *�#����	� Output Shaft *	��������� 
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���*�# 8.9 Encoder *�#����	��!������ 

 

 
���*�# 8.10 Encoder *�#����+&�'������'���� Pantograph 
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8.6 �#������-/$-��
������������������������
�������� 

������
�(������)��)�� �+*0�������
���(������ Matlab ���'����� Simulink 

*�#���
�(�������9������%� Block �����0����'��	� �	���� 

 
���*�# 8.11 Block (������*�#�$�)��)�� 

 

 ������ 8.11 Block ���(��������+�������
 Block 
'�
1 �	����  

• Block Encoder  �+*0�&���*�#�	�)'���� ��+)'�)�����3��$����� ���$��&�'�
���

()��*�������������� *	�� 6 ��� 

• Block FW kinematics  *0�&���*�# ����)'�*�#����� Block Encoder  *�#�
�'��

�������$����� �&���%��$������*�#���
������&�'�
���()��*�������������� 

• Block Path Length *0�&���*�#)0����&�)'� 's  �0�&�	��$�����0��&�'����

���
���&�'�
���()��*�������������� 

• Block Control Path *0�&���*�#���������*���&����
������&�'�
���()��*

�������������� �)�"#��*�#��� 
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• Block Control Model *0�&���*�#������������-�������)�"#��*�#*�#���
����

��%����-����������	���*� �0�&�	��$�)��)�������	�����#
�$���	���*�*	�����

�������&�'�
���()��*�������������� 

• Block Control I *0�&���*�#)0����&�)'���������	�����#
�$���	���*�*	�����

�������&�'�
���()��*�������������� ��"#�*0�����0�&��)'�)����4"#�


����Z���*�#������� 

• Block Motors *0�&���*�#�	�)'��	WW��*�#�$�)��)������������$����	�����#
�

�	���*�*	��������� �����)��)���������#
���� ��+)�����3����������#
�

���������&������*�������$��5���*�  *	����� 

• Block Getdata *0�&���*�#������	�)'��'��1������*����*�# Target PC ����

�'���	���*�# Host PC 

 

8.7 �
�$
���$��
��
���!�������#D���$��� 

�0�&���&�����*������)�"#��*�#������
���&�'�
���()��*�������������� ��%�

������� �����	���� y *�# x = 0 ������#����*�# [ ]0 0.4
T ����������
�������*�#�0��&�'� 

[ ]0 0.2
T ��%��+
+*�� 20 5�. �	����*�# 8.12 

 
���*�# 8.12 ����*������)�"#��*�#��%�������� 
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8.7.1 ��
��
�
F���������������������
��������  

&�	����*�#���0�&������*������)�"#��*�#������
���&�'�
���()��*�������

����������� �9���*0����*����&�)��������A����������)����4"#�
���&�'�
���()��*���

�����������  

����)�"#��*�#������
������&�'�
���()��*���������������	������������

��	�����#
��	���*����$��5���*�  *	��������� 59#�)'��	���*�*�#$��5���*�  *�#��������	��&�	�������

��	�����$��������� *���'����������**�# 5 �+��)'��������*'��	� 8.5 �	����������*�# 5.8  

���)��)��)'�)����4"#�
����Z���&�'�
���()��*���������������	���3��,	
���

��	�����#
��	���*����$��5���*�  *	��������� �$'��	� �	��	�������A&�)'�)����4"#�
����Z*�#

&�'�
���()��*�������������������A*0���(�
�'��������"#�A����	���� 

*0����&�)����	�!	�:����)'�)����4"#�
����Z�	�)'��	���*�*�#&�'�
���()��*

���������������������(�
����0�&��)'�)����4"#�
����Z���
*�#���*�#&�'�
���()��*���

����������������A*0��� ����*0�����!�#�)'�)����4"#�
����Z��"#�
1 !�����	���� )'��	���*�

*�#5���*�  ��'�+����*0��� ��"#�A9�)'��	���*� �*'��	� 8.5 �3���'�)'�)����4"#�
����Z������*�#&�'�
���

()��*�������������� *0�����)'��*'��� ��U�*��*^8`��	����*�# 8.13 

 
���*�# 8.13 )����	�!	�:��+&�'��)'�)����4"#�
�	�)'��	���*� 

 

������*�# 8.13  ��"#�)'��	���*���������)'� 8.5 �+&�)'�)����4"#�
����Z���������

$���������*0���)"� 0.078 N.m �+���'� &�'�
���()��*����������������������A�����)'�

)����4"#�
����Z���+&�'�� 0.0625-0.078 N.m �0�&�	�����*����%�����������*�#��������

����� 
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8.7.2 ��G��
�$
���
��
��;!���#
�@���������������������
�������� 

&�'�
���()��*���������������+�����)'�)����4"#�
����Z ��������)��)��

�����	�����#
����&������$��5���*�  *	��������� )"������	�����#
����������&���������*��

��� *	����� (
1

φ  ��+
2

φ ) 59#������A&�)����	�!	�:����)'�)����4"#�
����Z�	����������

&������$��5���*�  ���	���� 

 
���*�# 8.14 )����	�!	�:��+&�'��)'����������&������5���*� �	�)'�)����4"#�
����Z 

 

������*�# 8.14 !��'���"#� �����	����&������*�������$��5���*�  &�"����

��	�����#
�������)'�
1

φ  ��+
2

φ  �	���+��%������	�����#
�)'��	���*����$��5���*�  *	��������� 59#�

�����	�����#
�)'��	���'������+�'�U��&�)'�)����4"#�
����Z�	����)'�����#
�����
�	���� ��"#�)'�

��� 
1

φ  ��+
2

φ  ��)'����
)"� 0 ��,� )'�)����4"#�
����Z*�#�� )"�)'�*�#���
��� �'������!�#�)'�

���������"#�
1 ��A9�)'���+��� 60 ��,� )'�)����4"#�
����Z*�#���������)'�*�#�!�#��9��*�#�+

�'��� ��'&�	������� 60 ��,���%�������A9������������)'� 90 ��,� )'�)����4"#�
����Z*�#

���������)'��!�#�����9���
'�������3� ��"#������'� )'�)����4"#�
����Z���&�'�
���()��*���

����������� �	���9���
�'�	�)'������	�����#
���� &�"�)'���	�����#
��	���*� 
��0��	���� 59#���"#�

)'������)'����
 )'�)����4"#�
����Z�3��)'�*�#���
��� �)'��"#�)'������)'����1 ��"#�
��0��	����

���������*0��&�)'�)����4"#�
����Z*�#��������	����)'�����9����%��
'����� 
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8.7.3 ��
��
�
F����
�$
���
��
��;!���#
�@���������������������
����

���� 

��"#�*������������)'�)����4"#�
*�#&�'�
���()��*�������������������A*0���

���� ��+)����	�!	�:��+&�'�������	�����#
�����	���*��	�)'�)����4"#�
����Z���� �'����+

*0����*�����	�)'�����9�*�#���
������&�'�
���()��*�������������� (�
����:����*����

�	���� 

• �0�&��)'��	���*�*�#��)'����
��� )"� 0

• *0����*�����)�"#��*�#���
����&���������*��*�#�������������

• ����+*�#�)�"#��*�#���
����3�+�9����
���U'����$	#������ �!"#�&�)'����

*�#�$��0�&�	�����)�"#��*�#�����

• *0����*����5�0� �!"#�&�)'��4��#
������*�#�$��)�"#��*�#���
���

• *0����*�����$'�������'����#
�)'��	���*��!�#��9����A9�)'�������*�#&�'�
���

()��*���������������������)"� 8.5

&�	����*�#��*0����*�������� �0�)'�����9�*�#�$��)�"#��*�#��&�)����	�!	�:��	�)'�

�	���*����	���� 

 
���*�# 8.15 )����	�!	�:��+&�'��)'��	���*��	�)'�����)�"#��*�#���
��� 

������*�# 8.15 ������!��'���"#�*0�����!�#�)'��	���*����&�'�
���()��*�������

����������� )'����������)�"#��*�#���
������&�'�
���()��*���������������	���+��)'�
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�!�#��9�����
 ��'��"#�����)'��	���*���)'��!�#�����9�� )'�)����4"#�
����Z*�#���+��)'��!�#�����9��

�$'����
��	� �	�*�#��'������&	���� 8.6.1 59#�&��
)������'� ��"#�*0�����!�#�)'��	���*� ����
���

�'�)'�)����4"#�
����Z����9�� 59#��3)"��+*0��&����
������&�'�
���()��*�������������� 

&�	��9���9�*0��&������!�#����������)�"#��*�#���
������&�'�
���()��*���������������!�#�

����9�� (�
�����A������&����
�����)�������9��'�&�	��9����������$�����)�"#��*�#���
��� 1 

N ���"���'��)�"#��*�#���
�*�*�#&�	��9�� �����!�#�����)�"#��*�#���
�����A9� 13 N 

 

8.7.4 %��
��������
��
��;!���#
�@���#H����&� 

���)��)������)�"#��*�#������
���&�'�
���()��*��������������(�
��:����

������	� (�
�0�&������*������)�"#��*�#���*�#����������)"�������� �����A*0���(�
���

)��)��)'���� 
1

φ  ��+
2

φ  ��+)'� 
1

φ&  ��+
2

φ& *�#*0��&����
����	���)�"#��*�#��%�����������

����*��*�#���0�&���� �	�*�#����'��������������**�# 7 ��'��"#��������)���)��)��)'�)���

�4"#�
����Z�	�� *0�(�
���)��)��)'���� 
1

φ  ��+
2

φ �$'��	� �	��	����"#�*0����)��)���&����


������&�'�
���()��*���������������	���)�"#��*�#��������*��*�#�0�&���� !�����	�

�0�&��)'�)����4"#�
*�#�������������!�����	��	�� �+����*0����)��)�� )'���� 
1

φ  ��+
2

φ  �&�

��*	������)�"#��*�#�������*����+��*	��)'�)����4"#�
����Z���*�#����������������
��	� 

 

8.7.4.1 �*
��,��
��
��;!���#
�@ ���
�&� 0.063 N.m 

��"#��0�&��)'�)����4"#�
����Z �*'��	� 0.063 N.m �����&����
����)�"#��*�#

�������*��*�#������������� (�
�+&�'��*����*0��������)�"#��*�#����������*������ 

��U����*�����	���� 

 
���*�# 8.16 ����*������)�"#��*�#������
��� ��"#� I =0.063 N.m 
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������*�# 8.16 !��'� ��"#�*0�����)�"#��*�#���������#���������)�"#��*�#��������*��*�#

���������� ���
������&�'�
���()��*�������������� �����A�)�"#��*�#��������*��*�#

���0�&����������
'��A������  

 
���*�# 8.17 )'�)����4"#�
����Z*�#��������*���� 

 

 ������*�# 8.17 !��'� ��"#����#�*0�����)�"#��*�#���
�����������*������)�"#��*�#*�#��

������������	�� &�'�
���()��*���������������3�������)'�)����4"#�
����Z�9���!"#�����

����)�"#��*�# 59#��������+�	�����'�  (�
�������)'�)����4"#�
����Z*�#�������������	���+��)'�

���*�#���0�&������� ��'����0��&�'�*�#��)'��!�#������'����� ��"#�������"#�*0�����)�"#��*�#���


��� ��������)�"#��*�#����������*��*�#�0�&���� ������$����	��	���*��9���&����!"#���	��&�

���
����)�"#��*�#��	���
	��0��&�'�*�#A������ *0��&����)'�)����4"#�
����Z����#
����� 

 
���*�# 8.18 )'���� 

1
φ  ��"#� I =0.063 N.m 
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���*�# 8.19 )'���� 

2
φ  ��"#� I =0.063 N.m 

 

 ������*�# 8.18 ��+ 8.19 ����)'����������&������$��5���*�  )"���� 
1

φ  ��+ ��� 
2

φ  

����0��	� !��'�)'����*�#���	���'����)'��*'��	� 61.07 ��,� ���*�#��*0����*���������������

���*�# 8.14 ��%��!��+�'� ���
������)�"#��*�#��������*��*�#���0�&����������� ��'���

�)�"#��*�#������*��*�#���0�&�������A�������������� ��"#����
����)�"#��*�#����������*��

*�#��0�&������� �+���3��*0����)��)���&����
����)�"#��*�#��	������
	�����*��*�#��

����������� �9����������	�)'������%�)'�*�#*0��&����
����	����	���
	�����*��*�#�0�&�� 

�9�*0��&�)'����*�#������	�������)'�*�#)�*�#�������� 

 &�	����*�#��*0����*�����)�"#��*�#���
������&�'�
���()��*��������������*�#

�0�&���&�)'�)����4"#�
����Z���*'��	� 0.063 N.m �'�����*0����*�����$'�������'*0����

����#
�)'�)����4"#�
����Z��%�)'��'��1 �!�#��9�����A9�)'�������*�#&�'�
���()��*����������

���������A������� �	���� 

 

8.7.4.2 �*
��,��
��
��;!���#
�@ ���
�&� 0.0675 N.m 

�0�&��)'�)����4"#�
����Z�&���)'��*'��	� 0.0675 N.m ����*0����*�����)�"#��*�#

���
�����������*��*�#���0�&���� U�*�#��������*�������	���� 
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���*�# 8.20 U����*������"#��0�&��)'�)����4"#�
�*'��	� 0.0675 N.m 

 

 &�	����*0����*����������U��	����*�# 8.20 !��'���"#��)�"#��*�#���
�������

����*��*�#��������)"�����0��&�'�[ ]0 0.4
T  �
	��0��&�'� [ ]0 0.2

T  ��%��+
+*�� 20 5�. 

&�'�
���()��*�������������������A)��)���&����
����)�"#��*�#��������*��*�#������

�����
'��A������ 59#�����)�"#��*�#��$'���+
+*���	����'���#������A9��+
+ 10 5�.U��*������

�)�"#��*�#���
��������������*��*�#���������������3����
 &�'�
���()��*��*0����

)��)����	���� 
1

φ  ��+ 
2

φ  �!"#��&����
����)�"#��*�#��	���
	�����*�����
'��A������ ��'

��$'�����
�������)�"#��*�# ��$'������ 20 5�. U��*������*0������'�
�"����������
���

�9�*0��&� )'���� 
1

φ  �9��������U��!��������9�� 
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8.7.4.3 �*
��,��
��
��;!���#
�@ ���
�&� 0.0735 N.m 

 �'�����*0�����0�&���&�)'�)����4"#�
����Z ��)'��*'��	� 0.0735 N.m ����*0�

����)�"#��*�#���
�����������*��*�#���0�&���� ��U��	���� 

 

 
���*�# 8.21 U����*������"#��0�&��)'�)����4"#�
�*'��	� 0.0735 N.m 

 

 ������*�# 8.21 !��'�������*�����0�&��)'�)����4"#�
����Z�&���)'��*'��	� 

0.0735 N.m �����&����
����)�"#��*�#��������*��*�#�0�&���� �+��)'�)����4"#�
����Z���

���*������)'��*'��	� )'�*�#���0�&���� ��+ ���
����)�"#��*�#��������*��*�#��������

����� ��+��"#�A9��+
+��+��� 3 5�.U��*������*0�������������)�"#��*�#(�
����)�"#��*�#���

�������*��*�#�0�&���� &�'�
���()��*�9���*0����)��)��)'���� 
1

φ  ��+ 
2

φ  �&��!�#�)'�)���

�4"#�
 � �0��&�'��	���'�� ��*�,*��*�#����������*������)�"#��*�# !����*	��*0������	�)'���� 

1
φ  ��+ 

2
φ  �!"#��&����
����)�"#��*�#����&�����*��*�#���0�&������� 
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8.7.4.4 �*
��,��
��
��;!���#
�@ ���
�&� 0.0775 N.m 

 �'�����*0�����0�&���&�)'�)����4"#�
����Z ��)'��*'��	� 0.0775 N.m ����*0�

����)�"#��*�#���
�����������*��*�#���0�&���� ��U��	���� 

 

 
���*�# 8.22 U����*������"#��0�&��)'�)����4"#�
�*'��	� 0.0775 N.m 
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-�)U��� �. 
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�.1 �U����� ADlink PCI-9112 Multifunction DAS Card 

 
���*�# �.1 Multifunction DAS Card 

 

��
�+���
���� Multifunction DAS Card 

 

• �$�$'�����
���)��!���������� PCI ��� 32-bit 

• ��)����+���
����-�)�	���� ������  12-bit 

• �� A/D FIFO Memory �
�'���	��U����� 

• ���+����"��)��&�$'���	WW�� ����	�(��	�� 

• ��$'���	WW���	���� ������ 16 Single �End/8 Differential 

• ��$'���	WW���'������� ������ 12-bit monolithic multiplying 2 $'�� 

• ��$'���	WW���	���� ������� 16 $'�� 

• ��$'���	WW���'������� ������� 16 $'�� 

• �������$"#���'���
��� D-Type 37 pin 
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�.2 �U����� ADlink PCI -8133 PCI Bus Advanced Data Acquisition Card 

 

 
 

���*�# �.2 PCI Bus Advanced Data Acquisition Card 

 

��
�+���
���� PCI Bus Advanced Data Acquisition Card 

 

• �$�$'�����
���)��!���������� PCI ��� 32-bit 

• ��$'���'��	��	��	������&	� ��� quadruple AB phase 3 $�� 

• ������ 5000V rms isolation �0�&�	� �	WW����������&	����	� 

• ���	��	� �9��-����� 16-bit 

• ���	������	WW������������ de-glitch �0�&�	�*��$'���	WW������ 

• �����A(������)���A�#�0�&�	� �	������	WW������������ de-glitch 

�'��&����� 

• ���	������ 12-bit PWM waveform 3 $�� 

• ���	��	��	WW���*������	WW������������	��'��&����� 2 $�� 
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�0�&���&����&�'�
�����������3� )"� )'��	,����)'����
1��"#��*�
��	�)���
��������

&�'�
��� 

 
���*�# �.1������&�'�
��� 

 

Y

X

Z

2

L

2

L

dx

x



 81

I  &������ Mass moment of Inertia 

xI  2

xr dm= ∫ 2 2( ) 0y z dm= ∫ + =  

zI  2

zr dm= ∫  
2 2

2 2

2 2
L L

L L
x dm x dxρ= =∫ ∫  

21

12
mL=  

21

12
z y

I I mL= =  

�+��)'�)����4"#�
������&���������&�'�
���� ��� CG �������������)'��*'��	� 

 

21

12
I mL=                                                           (�.1) 
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����+�������&���*�#���
���&�'�
��� �'�$'*�#��� CG ������

&�'�
��� �	��	���9�����*0����
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���&��������� CG ��������
	�*�#���
������&�'�
��� 

 

 
���*�# �.2 ���
��
���&���������&�'�
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������ �+*0����
��
���&������ z zI I ′→  (�
�$� &�	������ Parallel Axis 

Theorem Mass Moment   

���   2I I md′ = +  

    zI ′ 221

12 2

LmL m= +  

           2 21 1

12 4mL mL= +   

            �+��  21

3zI mL′ =                                                    (�.2) 

Z ′
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�.2 ��
��;!������/�,�<Q�� 

�$'��	����  

 
���*�# �.3 �j��� 

 

���	�A�1&�9#��
�' ��'�����������*�#�	�A�)'�1&�9#� �	�A�59#���)'�)����4"#�
 J  �
�'�3�+�)�"#��*�#

����
)�����'��$�����)'�1&�9#� θ&&  ����`���*�#����������	� 

 

JθΤ = &&                                                              (�.3) 

 

�.3 �
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��8R� 
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1 1 2 2
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 �������+���'�   
2 2 2

Fr J θ= &&                                                          (�.6) 

            2 2

2

J
F

r

θ
=

&&
      �*�)'���������� (1.3) 
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�+���'�         T  ( )2

1 2 1
J Jη θ= + &&                                                    (�.7) 
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��"#������+��5���*� ��+������
�+��
'�
1 &��
�+�� �	��	�������A���
� Free 

body diagram (FBD) ��%��+��
'�
1 ���	����  

 

FBD 1 Shaft 1 

 
 

���*�# �.8 FBD 1 

 

�+���'�  
1 1 1 1

T J F rθ= +&&                                                    (�.8) 

 

FBD 2 ����� 1 

 
���*�# �.9 FBD 2 

 

�+���'�  
1 2 2 2 2 3

F r J F rθ= +&&                                           (�.9) 
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3 1

sinr R φ=  

  3

1

2

tan
r

r
φ=  

  

FBD 3 Common Shaft 

 
���*�# �.10 Common Shaft 

 

�+���'� 
2 4 3 3 3 5F r J F rθ= +&&                                              (�.10) 

FBD 4 ����� 2  

 
���*�# �.11 *����� 2 

�+���'�  
3 6 4 4 4 7F r J F rθ= +&&                                                    (�.11) 
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7
2

6

tan
r

r
φ=  

 

FBD 5 Shaft 2 

 
 

���*�# �.12 Shaft 2 

 

�+���'�  4 8 5 5F r J θ= &&                                           (�.12) 

 

�'���*0�����*�)'�������'��1 �	���� 

�������� (2.5)  

�+�� 5 5
4

8

J
F

r

θ
=

&&
 �*�)'���������� (�.11) 

�+�� 7
3 6 4 4 5 5
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F r J J

r
θ θ= +&& &&  ��' 7

5 4
8

r

r
θ θ=&& &&  

�+�� 27
3 4 5 4

6 8

1
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r

F J J
r r

θ
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

&&  �*�)'���������� (�.10) 

�+�� 
2

5 7
2 4 3 3 4 5 4

6 8

r r
F r J J J

r r
θ θ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

&& &&  ��' 5
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6

r

r
θ θ=&& &&  

�+��    
2 2 2

5 5 7
2 3 4 5 3

4 6 6 8
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F J J J
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θ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

&&  �*�)'���������� (�.9) 

�+�� 
2 2 2

3 5 5 7
1 2 2 2 3 4 5 3

4 6 6 8

r r r r
F r J J J J

r r r r
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⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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 �*�)'���������� (�.8) �+�� 
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3 3 5 3 5 71

1 1 2 3 4 5 2

2 4 4 6 4 6 8

r r r r r rr
T J J J J J

r r r r r r r
θ θ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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T J J J J J

r r r r r r r r r r
θ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

&&

(�.13) 

 

∴ �+�� Intertia Equivalent )"� 

 
2 2 22 2 2 2 2 2 2
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equ
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J J J J J J

r r r r r r r r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(�.14) 
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= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(�.15) 

 

 

 

 

 

 

 
 



 89

-�)U��� ). 

 

(������*�#�$��0�&�	�)��)��&�'�
���()��*�������������� 

 

 ��-�)U����9��+��%��������(������*�#�$��0�&�	�)��)��&�'�
���()��*�������

������� (�
(������*�#�$�)��)��&�'�
���()��*���������������	�� �+�$�(������ MATLAB 

���'����� Real Time Work Shop *�#���
��'� xPC �����)��)��&�'�
���()��* 

 59#�����$� xPC �����)��)���	�� �+�$�!"��?�����������
� s-function ��-�8� C ��

�������� Block �9�����$��0�&�	�)��)�����'���'��1 �	���� 

 

).1 (���������)��)��&�'�
���()��*�����������������'�������������������

�)�"#��*�#���&�'�
���()��* 
/* sinesolve.c- xPC Target, non-inlined S-function for CVT Model  */

#define S_FUNCTION_LEVEL 2
#define S_FUNCTION_NAME  ikineCVT
                                        
#include    <stddef.h>
#include    <stdlib.h>
#include    <math.h>

#include    "simstruc.h"

#ifdef      MATLAB_MEX_FILE
#include    "mex.h"
#else
#include    <windows.h>
#endif

/* Input Arguments */
#define NUM_PARAMS              (1)
#define SAMPLE_TIME_PARAM       (ssGetSFcnParam(S,0))

/* Convert S Function Parameters to Varibles */

#define SAMPLE_TIME             ((real_T) 
mxGetPr(SAMPLE_TIME_PARAM)[0])
#define SAMPLE_OFFSET           ((real_T) 
mxGetPr(SAMPLE_TIME_PARAM)[1])
#define NUM_IN                  (5)
#define NUM_OUT                 (5)
#define pi                      (3.141592)
static char_T msg[256];

/*====================*
 * S-function methods *
 *====================*/
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static void mdlCheckParameters(SimStruct *S)
{
}
static void mdlInitializeSizes(SimStruct *S)
{
    uint_T i;

    ssSetNumSFcnParams(S, NUM_PARAMS);
    if (ssGetNumSFcnParams(S) == ssGetSFcnParamsCount(S)) {
        mdlCheckParameters(S);
        if (ssGetErrorStatus(S) != NULL) {
            return;
        }
    } else {
        return; /* Parameter mismatch will be reported by Simulink */
    }

    ssSetNumContStates(S, 0);
    ssSetNumDiscStates(S, 0);

    if (!ssSetNumInputPorts(S, NUM_IN)) return;

    for (i=0;i<NUM_IN-1;i++) {
        ssSetInputPortWidth(S, i, 2);
        ssSetInputPortDirectFeedThrough(S,i,1);
    }
     ssSetInputPortWidth(S, 4, 1);
if (!ssSetNumOutputPorts(S, NUM_OUT)) return;

    for (i=0;i<NUM_OUT-3;i++) {
        ssSetOutputPortWidth(S, i, 2);
    }
     ssSetOutputPortWidth(S, 2, 2);
     ssSetOutputPortWidth(S, 3, 2);
     ssSetOutputPortWidth(S, 4, 1);
    ssSetNumSampleTimes(S, 1);
    ssSetNumIWork(S, 0);
    ssSetNumRWork(S, 0);
    ssSetNumPWork(S, 0);
    ssSetSFcnParamNotTunable(S,0);

   

   
    ssSetOptions(S, SS_OPTION_EXCEPTION_FREE_CODE | 
SS_OPTION_PLACE_ASAP);
}

static void mdlInitializeSampleTimes(SimStruct *S)
{
    ssSetSampleTime(S, 0, SAMPLE_TIME);
    ssSetOffsetTime(S, 0, SAMPLE_OFFSET);
}

#define MDL_START
static void mdlStart(SimStruct *S)
{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE
#endif /* MATLAB_MEX_FILE */

}
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static void mdlOutputs(SimStruct *S, int_T tid)
{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE

real_T *zeta1,*zeta2,*zeta3,*zeta4,*zeta5;  
//,x,y,z,r,phi,beta,omega,pitch,yaw;

real_T 
s,L1,L2,d,x,y,K1,K2,sk1,sk2,U1,U2,V1,V2,U1_x,U1_y,V1_x,V1_y,U2_x,U2_y
,V2_x,V2_y;
real_T 
U1_xx,U1_yy,V1_xx,V1_yy,U1_xy,V1_xy,U2_xx,U2_yy,V2_xx,V2_yy,U2_xy,V2_
xy,ui,ki;
real_T the1,the2,the3,the4,s3,c3,s4,c4,Tri,Phi,Phi_t,normJT,normDTj;
real_T normR_t,V;

real_T 
R[2][1],T[2][1],kN[2][1],R_t[2][1],Vj[2][1],Vi[2][1],Tj[2][1],kNj[2][
1],ti[2][1],kni[2][1];
real_T JT[2][1],JkN[2][1],DTj[2][1],DkNj[2][1];
real_T Tbar[1][2],Tjbar[1][2],tibar[1][2];
real_T 
J[2][2],H1[2][2],H2[2][2],D[2][2],q[4][1],eye[2][2],TjTjbar[2][2],tit
ibar[2][2];
real_T AA[2][2],BB[1][2],CC[1][2],DD[2][1],EE[2][1],AAA[2][2];

InputRealPtrsType A;
InputRealPtrsType B;
InputRealPtrsType C;
InputRealPtrsType E;
InputRealPtrsType F;

    A=ssGetInputPortSignal(S,0);
    B=ssGetInputPortSignal(S,1);
    C=ssGetInputPortSignal(S,2);
    E=ssGetInputPortSignal(S,3);
    F=ssGetInputPortSignal(S,4);

    zeta1=ssGetOutputPortSignal(S,0);
    zeta2=ssGetOutputPortSignal(S,1);
    zeta3=ssGetOutputPortSignal(S,2);
    zeta4=ssGetOutputPortSignal(S,3);
    zeta5=ssGetOutputPortSignal(S,4);

    //Define Parameter
    R[0][0]=*A[0];
    R[1][0]=*A[1];
    R_t[0][0]=*B[0];
    R_t[1][0]=*B[1];
    T[0][0]=*C[0];
    T[1][0]=*C[1];
    kN[0][0]=*E[0];
    kN[1][0]=*E[1];
    s=*F[0];

    L1=0.25;
    L2=0.3;
    d=0.1;
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    //Define
    x=R[0][0];
    y=R[1][0];
    x=x+d/2;

    //Find Constant
     K1=(pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2))/(2*L1*L2);
     K2=(pow((x-d),2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2))/(2*L1*L2);

     sk1=sqrt(1-pow(K1,2));
     sk2=sqrt(1-pow(K2,2));

    

     
     U1=L1*y+L2*K1*y+L2*sk1*x;
     V1=L1*x+L2*K1*x-L2*sk1*y;
     U2=L1*y+L2*K2*y-L2*sk2*(x-d);
     V2=L1*(x-d)+L2*K2*(x-d)+L2*sk2*y;
     
   //First Derivative
    U1_x=x*y/L1+L2*sk1-(K1*pow(x,2))/(L1*sk1);
    U1_y=L1+L2*K1+pow(y,2)/L1-(K1*x*y)/(L1*sk1);
    V1_x=L1+L2*K1+pow(x,2)/L1+(K1*x*y)/(L1*sk1);
    V1_y=x*y/L1-L2*sk1+(K1*pow(y,2))/(L1*sk1);
    U2_x=(x-d)*y/L1-L2*sk2+(K2*pow((x-d),2))/(L1*sk2);
    U2_y=L1+L2*K2+pow(y,2)/L1+(K2*(x-d)*y)/(L1*sk2);
    V2_x=L1+L2*K2+pow((x-d),2)/L1-(K2*(x-d)*y)/(L1*sk2);
    V2_y=(x-d)*y/L1+L2*sk2-(K2*pow(y,2))/(L1*sk2);

    
    //Second Derivative 
    U1_xx=1/L1*y-2/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*pow(x,3)*pow((pow(x,2)+pow(
y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)-3/L2/pow((4-
pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*x*(pow(x,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2)-2/L2/pow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*pow(x,3)/pow(L1,2);
    U1_yy=3/L1*y-2/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*x*pow((pow(x,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)*pow(y,2)-2/L2/pow((4-
pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*x*pow(y,2)/pow(L1,2)-
1/L2/pow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*x*(pow(x,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2);
    V1_xx=3*x/L1+2/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*pow(x,2)*pow((pow(x,2)+pow(
y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)*y+1/L2/pow((4-
pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*(pow(x,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2)*y+2/L2/pow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*pow(x,2)/pow(L1,2)*y;
    V1_yy=x/L1+2/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*pow(y,3)*pow((pow(x,2)+pow(
y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)+3/L2/pow((4-
pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*(pow(x,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2)*y+2/L2/pow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-
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pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*pow(y,3)/pow(L1,2);
    U1_xy=x/L1-2/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*pow(x,2)*pow((pow(x,2)+pow(
y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)*y-2/L2/pow((4-
pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*pow(x,2)/pow(L1,2)*y-
1/L2/pow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*(pow(x,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2)*y;
    V1_xy=1/L1*y+2/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*x*pow((pow(x,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)*pow(y,2)+2/L2/pow((4-
pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*x*pow(y,2)/pow(L1,2)+1/L2/p
ow((4-pow((pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*x*(pow(x,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2);

    U2_xx=1/L1*y+1/2/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*(x-d)*pow((pow(x-
d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)*pow((2*x-
2*d),2)+1/L2/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*(pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2)*(2*x-2*d)+1/2/L2/pow((4-pow((pow(x-
d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*(x-
d)*pow((2*x-2*d),2)/pow(L1,2)+1/L2/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*(x-d)*(pow(x-
d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2);
    U2_yy=3/L1*y+2/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*(x-d)*pow((pow(x-
d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)*pow(y,2)+2/L2/pow((4-
pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*(x-
d)*pow(y,2)/pow(L1,2)+1/L2/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*(x-d)*(pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2);
    V2_xx=1/L1*(x-d)+(2*x-2*d)/L1-1/2/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x-
d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*y*pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)*pow((2*x-2*d),2)-1/2/L2/pow((4-
pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*y*pow((2*x-
2*d),2)/pow(L1,2)-1/L2/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*y*(pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2);
    V2_yy=1/L1*(x-d)-2/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*pow(y,3)*pow((pow(x-
d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)-3/L2/pow((4-
pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*y*(pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2)-2/L2/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*pow(y,3)/pow(L1,2);
    U2_xy=1/2*(2*x-2*d)/L1+1/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x-
d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*(x-
d)*pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)*(2*x-
2*d)*y+1/L2/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*(x-d)*y/pow(L1,2)*(2*x-
2*d)+1/L2/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
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pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*y*(pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2);
    V2_xy=1/L1*y-1/pow(L2,3)/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(3/2))*pow(y,2)*pow((pow(x-
d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2)),2)/pow(L1,4)*(2*x-2*d)-
1/L2/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*pow(y,2)*(2*x-
2*d)/pow(L1,2)-1/2/L2/pow((4-pow((pow(x-d,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-
pow(L2,2)),2)/pow(L1,2)/pow(L2,2)),(1/2))*(pow(x-d,2)+pow(y,2)-
pow(L1,2)-pow(L2,2))/pow(L1,2)*(2*x-2*d);

        
    //Jacobian
    J[0][0]=(V1*U1_x-U1*V1_x)/(pow(U1,2)+pow(V1,2));
    J[0][1]=(V1*U1_y-U1*V1_y)/(pow(U1,2)+pow(V1,2));
    J[1][0]=(V2*U2_x-U2*V2_x)/(pow(U2,2)+pow(V2,2));
    J[1][1]=(V2*U2_y-U2*V2_y)/(pow(U2,2)+pow(V2,2));

    //Hesian
    H1[0][0]=((pow(U1,2)+pow(V1,2))*(V1*U1_xx-U1*V1_xx)-2*(V1*U1_x-
U1*V1_x)*(U1*U1_x+V1*V1_x))/pow(pow(U1,2)+pow(V1,2),2);
    H1[1][1]=((pow(U1,2)+pow(V1,2))*(V1*U1_yy-U1*V1_yy)-2*(V1*U1_y-
U1*V1_y)*(U1*U1_y+V1*V1_y))/pow(pow(U1,2)+pow(V1,2),2);
    H1[0][1]=((pow(U1,2)+pow(V1,2))*(V1_x*U1_y+V1*U1_xy-U1_x*V1_y-
U1*V1_xy)-2*(V1*U1_y-
U1*V1_y)*(U1*U1_x+V1*V1_x))/pow(pow(U1,2)+pow(V1,2),2);
    H1[1][0]=((pow(U1,2)+pow(V1,2))*(V1_y*U1_x+V1*U1_xy-U1_y*V1_x-
U1*V1_xy)-2*(V1*U1_x-
U1*V1_x)*(U1*U1_y+V1*V1_y))/pow(pow(U1,2)+pow(V1,2),2);

    H2[0][0]=((pow(U2,2)+pow(V2,2))*(V2*U2_xx-U2*V2_xx)-2*(V2*U2_x-
U2*V2_x)*(U2*U2_x+V2*V2_x))/pow(pow(U2,2)+pow(V2,2),2);
    H2[1][1]=((pow(U2,2)+pow(V2,2))*(V2*U2_yy-U2*V2_yy)-2*(V2*U2_y-
U2*V2_y)*(U2*U2_y+V2*V2_y))/pow(pow(U2,2)+pow(V2,2),2);  
    H2[0][1]=((pow(U2,2)+pow(V2,2))*(V2_x*U2_y+V2*U2_xy-U2_x*V2_y-
U2*V2_xy)-2*(V2*U2_y-
U2*V2_y)*(U2*U2_x+V2*V2_x))/pow(pow(U2,2)+pow(V2,2),2);
    H2[1][0]=((pow(U2,2)+pow(V2,2))*(V2_y*U2_x+V2*U2_xy-U2_y*V2_x-
U2*V2_xy)-2*(V2*U2_x-
U2*V2_x)*(U2*U2_y+V2*V2_y))/pow(pow(U2,2)+pow(V2,2),2); 

    //find Tj=JT/normJT
    JT[0][0]=J[0][0]*T[0][0]+J[0][1]*T[1][0];
    JT[1][0]=J[1][0]*T[0][0]+J[1][1]*T[1][0];
    normJT=sqrt(pow(JT[0][0],2)+pow(JT[1][0],2));

    
    if (normJT!=0.0)
    {   
        Tj[0][0]=JT[0][0]/normJT;
        Tj[1][0]=JT[1][0]/normJT;
    }
    else
    {   /*normJT=0.000001;*/
        Tj[0][0]=JT[0][0]/0.000001;
        Tj[1][0]=JT[1][0]/0.000001;
    }

    // FInd kNj=1/pow(normJT,2)*([eye-
TjTjbar]*([T'*H1*T;T'*H2*T]+J*kN));
    //begin
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    //Idendity Matrix 2x2
    eye[0][0]=1;
    eye[0][1]=0;
    eye[1][0]=0;
    eye[1][1]=1;
    

    
    Tbar[0][0]=T[0][0];
    Tbar[0][1]=T[1][0];

    
    Tjbar[0][0]=Tj[0][0];
    Tjbar[0][1]=Tj[1][0];
    TjTjbar[0][0]=Tj[0][0]*Tjbar[0][0];
    TjTjbar[0][1]=Tj[0][0]*Tjbar[0][1];
    TjTjbar[1][0]=Tj[1][0]*Tjbar[0][0];
    TjTjbar[1][1]=Tj[1][0]*Tjbar[0][1];
    
    //AA =(eye-TjTjbar)/pow(normJT,2)
    
    if (normJT!=0.0)
    {   
        AA[0][0]=(eye[0][0]-TjTjbar[0][0])/pow(normJT,2);
        AA[0][1]=(eye[0][1]-TjTjbar[0][1])/pow(normJT,2);
        AA[1][0]=(eye[1][0]-TjTjbar[1][0])/pow(normJT,2);
        AA[0][1]=(eye[0][1]-TjTjbar[0][1])/pow(normJT,2);
    }
    else
    {   /*normJT=0.000001;*/
        AA[0][0]=(eye[0][0]-TjTjbar[0][0])/0.000001;
        AA[0][1]=(eye[0][1]-TjTjbar[0][1])/0.000001;
        AA[1][0]=(eye[1][0]-TjTjbar[1][0])/0.000001;
        AA[0][1]=(eye[0][1]-TjTjbar[0][1])/0.000001;
    }

    
    //BB =Tbar*H1
    BB[0][0]=Tbar[0][0]*H1[0][0]+Tbar[0][1]*H1[1][0];
    BB[0][1]=Tbar[0][0]*H1[0][1]+Tbar[0][1]*H1[1][1];

    
    //CC =Tbar*H2
    CC[0][0]=Tbar[0][0]*H2[0][0]+Tbar[0][1]*H2[1][0];
    CC[0][1]=Tbar[0][0]*H2[0][1]+Tbar[0][1]*H2[1][1];
    
    //DD DD[0][0]=BB*T [Tbar*H1*T] DD[1][0]=CC*T [Tbar*H2*T]
    DD[0][0]=BB[0][0]*T[0][0]+BB[0][1]*T[1][0];
    DD[1][0]=CC[0][0]*T[0][0]+CC[0][1]*T[1][0];
    
    //J*kN
    JkN[0][0]=J[0][0]*kN[0][0]+J[0][1]*kN[1][0];
    JkN[1][0]=J[1][0]*kN[0][0]+J[1][1]*kN[1][0];
    
    //EE [T'*H1*T;T'*H2*T]+J*kN
    EE[0][0]=DD[0][0]+JkN[0][0];
    EE[1][0]=DD[1][0]+JkN[1][0];

    
    kNj[0][0]=AA[0][0]*EE[0][0]+AA[0][1]*EE[1][0];
    kNj[1][0]=AA[1][0]*EE[0][0]+AA[1][1]*EE[1][0];
    //End    
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    //coupling Space
    D[0][0]=1;
    D[0][1]=0;
    D[1][0]=0;
    D[1][1]=1;
    
    DTj[0][0]=D[0][0]*Tj[0][0]+D[0][1]*Tj[1][0];
    DTj[1][0]=D[1][0]*Tj[0][0]+D[1][1]*Tj[1][0];
    normDTj=sqrt(pow(DTj[0][0],2)+pow(DTj[1][0],2));

        
    if (normDTj!=0.0)
    {   
        ti[0][0]=DTj[0][0]/normDTj;
        ti[1][0]=DTj[1][0]/normDTj;
    }
    else
    {   normDTj=0.000001;
        ti[0][0]=DTj[0][0]/normDTj;
        ti[1][0]=DTj[1][0]/normDTj;
    }

    
    tibar[0][0]=ti[0][0];
    tibar[0][1]=ti[1][0];
        
    // FInd knj=1/pow(norm(D*ti),2)*([eye-ti*ti']*(D*kNj));
    //begin
    titibar[0][0]=ti[0][0]*tibar[0][0];
    titibar[0][1]=ti[0][0]*tibar[0][1];
    titibar[1][0]=ti[1][0]*tibar[0][0];
    titibar[1][1]=ti[1][0]*tibar[0][1];

    
    //AAA =(eye-titibar)/pow(normDTj,2)
        if (normDTj!=0.0)
    {   
        AAA[0][0]=(eye[0][0]-titibar[0][0])/pow(normDTj,2);
        AAA[0][1]=(eye[0][1]-titibar[0][1])/pow(normDTj,2);
        AAA[1][0]=(eye[1][0]-titibar[1][0])/pow(normDTj,2);
        AAA[0][1]=(eye[0][1]-titibar[0][1])/pow(normDTj,2);
    }
    else
    {   normDTj=0.000001;
        AAA[0][0]=(eye[0][0]-titibar[0][0])/pow(normDTj,2);
        AAA[0][1]=(eye[0][1]-titibar[0][1])/pow(normDTj,2);
        AAA[1][0]=(eye[1][0]-titibar[1][0])/pow(normDTj,2);
        AAA[0][1]=(eye[0][1]-titibar[0][1])/pow(normDTj,2);
    }
    

    
    //D*kNj
    DkNj[0][0]=D[0][0]*kNj[0][0]+D[0][1]*kNj[1][0];
    DkNj[1][0]=D[1][0]*kNj[0][0]+D[1][1]*kNj[1][0];
           
    kni[0][0]=AAA[0][0]*DkNj[0][0]+AAA[0][1]*DkNj[1][0];
    kni[1][0]=AAA[1][0]*DkNj[0][0]+AAA[1][1]*DkNj[1][0];
    
    //find magnitude of kni
    ki=sqrt(pow(kni[0][0],2)+pow(kni[1][0],2));
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    //End  
    
    //Steering Space
    if (ti[0][0]!=0)
        Tri=ti[0][1]/ti[0][0];
    else Tri=ti[0][1]/0.00001;
    

    
    //Tri=R_t[1][0]/R_t[0][0];
    
    //Phi=atan(sqrt(2)*((1+Tri)/(1-Tri)));
    //Phi=atan(sqrt(2)*tan(atan(Tri)+pi/4))+pi/2;
    Phi=atan(sqrt(2)*tan(atan(Tri)+pi/4))+pi/4; 

     
    //check forward kinematic
    //xr=L1*cos(q(1)*pi/180)+L2*cos(q(1)+q(3)*pi/180);
    //yr=L1*sin(q(1)*pi/180)+L2*sin(q(1)+q(3)*pi/180);
       
    //Invert Kinematics

    c3=(pow(x,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2))/(2*L1*L2);
    s3=sqrt(1-pow(c3,2));
    the3=(180/pi)*(-acos(c3));
    if (the3>0)
         the3=the3;
    else the3=360+the3;

    
    the1=(180/pi)*atan2(L1*y+L2*c3*y+L2*s3*x,L1*x+L2*c3*x-L2*s3*y);
    if (the1>0)
         the1=the1;
    else the1=360+the1;

    c4=(pow((x-d),2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2))/(2*L1*L2);
    s4=sqrt(1-pow(c4,2));
    the4=(180/pi)*acos(c4);
    the2=(180/pi)*atan2(L1*y+L2*c4*y-L2*s4*(x-d),L1*(x-d)+L2*c4*(x-
d)+L2*s4*y);
        
    q[0][0]=the1;
    q[1][0]=the2;
    q[2][0]=the3;
    q[3][0]=the4;

    
    //Find joint velocity vector Vj=J*V
    Vj[0][0]=J[0][0]*R_t[0][0]+J[0][1]*R_t[1][0];
    Vj[1][0]=J[1][0]*R_t[0][0]+J[1][1]*R_t[1][0];
    
    //find Wheel speed ui=tibar*D*Vj
    //ui=tibar[0][0]*Vj[0][0]+tibar[0][1]*Vj[1][0];
    ui=sqrt(pow(Vj[0][0],2)+pow(Vj[1][0],2));

    
    //find velocity of steering 
    Phi_t=ui*ki;

    
    //Output parameter
    
    zeta1[0]=R[0][0];
    zeta1[1]=R[1][0];
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    zeta2[0]=T[0][0];
    zeta2[1]=T[1][0];

    
    zeta3[0]=Phi;
    zeta3[1]=0;

    zeta4[0]=Phi*180/pi;
    zeta4[1]=Phi_t*180/pi; 
    
    zeta5[0]=s;

    

  
#endif /* MATLAB_MEX_FILE */

}

static void mdlTerminate(SimStruct *S)
{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE
    
#endif /* MATLAB_MEX_FILE */
}

#ifdef  MATLAB_MEX_FILE    /* Is this file being compiled as a MEX-
file? */
#include "simulink.c"      /* MEX-file interface mechanism */
#else
#include "cg_sfun.h"       /* Code generation registration function 
*/
#endif
 

).2 (���������)��)��&�'�
���()��*�����������������'��������&� Forward 

Kinematic ���&�'�
���()��* 

 
/* sinesolve.c- xPC Target, non-inlined S-function for CVT Model  */

#define S_FUNCTION_LEVEL 2
#define S_FUNCTION_NAME  FWKineCVT
                                        
#include    <stddef.h>
#include    <stdlib.h>
#include    <math.h>

#include    "simstruc.h"

#ifdef      MATLAB_MEX_FILE
#include    "mex.h"
#else
#include    <windows.h>
#endif

/* Input Arguments */
#define NUM_PARAMS              (1)
#define SAMPLE_TIME_PARAM       (ssGetSFcnParam(S,0))
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/* Convert S Function Parameters to Varibles */

#define SAMPLE_TIME             ((real_T) 
mxGetPr(SAMPLE_TIME_PARAM)[0])
#define SAMPLE_OFFSET           ((real_T) 
mxGetPr(SAMPLE_TIME_PARAM)[1])
#define NUM_IN                  (5)
#define NUM_OUT                 (5)
#define pi                      (3.141592)
static char_T msg[256];

/*====================*
 * S-function methods *
 *====================*/

static void mdlCheckParameters(SimStruct *S)
{
}

static void mdlInitializeSizes(SimStruct *S)
{
    uint_T i;

    ssSetNumSFcnParams(S, NUM_PARAMS);
    if (ssGetNumSFcnParams(S) == ssGetSFcnParamsCount(S)) {
        mdlCheckParameters(S);
        if (ssGetErrorStatus(S) != NULL) {
            return;
        }
    } else {
        return; /* Parameter mismatch will be reported by Simulink */
    }

    ssSetNumContStates(S, 0);
    ssSetNumDiscStates(S, 0);

    if (!ssSetNumInputPorts(S, NUM_IN)) return;

    for (i=0;i<NUM_IN-1;i++) {
        ssSetInputPortWidth(S, i, 6);
        ssSetInputPortDirectFeedThrough(S,i,1);
    }
     ssSetInputPortWidth(S, 4, 1);
if (!ssSetNumOutputPorts(S, NUM_OUT)) return;

    for (i=0;i<NUM_OUT-1;i++) {
        ssSetOutputPortWidth(S, i, 2);
    }
     ssSetOutputPortWidth(S, 4, 1);
    ssSetNumSampleTimes(S, 1);
    ssSetNumIWork(S, 0);
    ssSetNumRWork(S, 2);
    ssSetNumPWork(S, 0);
    ssSetSFcnParamNotTunable(S,0);

   
    ssSetOptions(S, SS_OPTION_EXCEPTION_FREE_CODE | 
SS_OPTION_PLACE_ASAP);
}
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static void mdlInitializeSampleTimes(SimStruct *S)
{
    ssSetSampleTime(S, 0, SAMPLE_TIME);
    ssSetOffsetTime(S, 0, SAMPLE_OFFSET);
}

#define MDL_START
static void mdlStart(SimStruct *S)
{

#ifndef MATLAB_MEX_FILE
    real_T  *RWork  =   ssGetRWork(S);
    RWork[0] = 0;/* initial state  T[0][0]*/
    RWork[1] = -1;/* initial state  T[1][0]*/
    

    
#endif /* MATLAB_MEX_FILE */

}

static void mdlOutputs(SimStruct *S, int_T tid)
{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE

real_T  *RWork  =   ssGetRWork(S);
real_T *zeta1,*zeta2,*zeta3,*zeta4,*zeta5;  
//,x,y,z,r,phi,beta,omega,pitch,yaw;
real_T s,L1,L2,d,x,x1,x2,y,y1,y2,s3,c3;
real_T 
the1,the2,the3,the4,theta1,theta2,theta3,theta4,x_theta1,x_theta2,y_t
heta1,y_theta2,normR_t;
real_T R[2][1],q[6][1],R_t[2][1],q_t[6][1],J[2][2],T[2][1];
real_T Encoder[6][1],dEncoder[6][1];
real_T R_tt[2][1];

InputRealPtrsType A;
InputRealPtrsType B;
InputRealPtrsType C;
InputRealPtrsType E;
InputRealPtrsType F;

    A=ssGetInputPortSignal(S,0);
    B=ssGetInputPortSignal(S,1);
    C=ssGetInputPortSignal(S,2);
    E=ssGetInputPortSignal(S,3);
    F=ssGetInputPortSignal(S,4);
    T[0][0]=ssGetRWorkValue(S, 0);
    T[1][0]=ssGetRWorkValue(S, 1);

    zeta1=ssGetOutputPortSignal(S,0);
    zeta2=ssGetOutputPortSignal(S,1);
    zeta3=ssGetOutputPortSignal(S,2);
    zeta4=ssGetOutputPortSignal(S,3);
    zeta5=ssGetOutputPortSignal(S,4);
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    //Define Parameter
    Encoder[0][0]=*A[0];
    Encoder[1][0]=*A[1];
    Encoder[2][0]=*A[2];
    Encoder[3][0]=*A[3];
    Encoder[4][0]=*A[4];
    Encoder[5][0]=*A[5];
    
    dEncoder[0][0]=*B[0];
    dEncoder[1][0]=*B[1];
    dEncoder[2][0]=*B[2];
    dEncoder[3][0]=*B[3];
    dEncoder[4][0]=*B[4];
    dEncoder[5][0]=*B[5];
    

    
    s=*F[0];
    
    //Define
    theta1=Encoder[0][0];
    theta2=Encoder[1][0];
    theta3=275;
    theta4=Encoder[2][0];
    
    //degree to RAD
    the1=theta1*pi/180;
    the2=theta2*pi/180;
    the3=theta3*pi/180;
    the4=theta4*pi/180;
    
    //Velcocity of angle in rad/s
    q_t[0][0]=dEncoder[0][0];
    q_t[1][0]=dEncoder[1][0];
    q_t[2][0]=0;
    q_t[3][0]=dEncoder[2][0];
    

    
    L1=0.25;
    L2=0.3;
    d=0.1;
                
    //Forward kinematic
    //xr=L1*cos(q(1)*pi/180)+L2*cos(q(1)+q(3)*pi/180);
    //yr=L1*sin(q(1)*pi/180)+L2*sin(q(1)+q(3)*pi/180);
    
    //x1=L1*cos(theta1*pi/180)+L2*cos((theta1+theta3)*pi/180);
    //y1=L1*sin(theta1*pi/180)+L2*sin((theta1+theta3)*pi/180);
    
    x2=L1*cos(the2)+L2*cos(the2+the4);
    y2=L1*sin(the2)+L2*sin(the2+the4);

    
    //x=x1-d/2;
    x=x2+d/2;
    x1=x2+d;
    //y=y1;
    y=y2;
    
    //find theta3
    c3=(pow(x1,2)+pow(y,2)-pow(L1,2)-pow(L2,2))/(2*L1*L2);
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    s3=sqrt(1-pow(c3,2));
    theta3=(180/pi)*(-acos(c3));
    if (theta3>=0)
         theta3=theta3;
    else theta3=360+theta3;
    
    the3=theta3*pi/180;
    

    
    R[0][0]=x;
    R[1][0]=y; 
    
    x_theta1=-L1*sin(the1)-L2*sin(the1+the3);
    x_theta2=-L1*sin(the2)-L2*sin(the2+the4);
    y_theta1=L1*cos(the1)+L2*cos(the1+the3);
    y_theta2=L1*cos(the2)+L2*cos(the2+the4);

    
    //J[0][0]=x_theta1;
    //J[0][1]=x_theta2;
    //J[1][0]=y_theta1;
    //J[1][1]=y_theta2;
    
    //find R_t from J*q_t
    //R_t[0][0]=J[0][0]*q_t[0][0]+J[0][1]*q_t[1][0];
    //R_t[1][0]=J[1][0]*q_t[0][0]+J[1][1]*q_t[1][0];
    R_t[0][0]=-L1*sin(the2)*q_t[1][0]-
L2*sin((the2+the4))*(q_t[1][0]+q_t[3][0]);
    
R_t[1][0]=L1*cos(the2)*q_t[1][0]+L2*cos(the2+the4)*(q_t[1][0]+q_t[3][
0]);
    
    //Find T from R_t/norm(R_t)
    normR_t=sqrt(pow(R_t[0][0],2)+pow(R_t[1][0],2));

     

    if (normR_t!=0.0)
    {   
        T[0][0]=R_t[0][0]/normR_t;
        T[1][0]=R_t[1][0]/normR_t;
    }
    else
    {
        T[0][0]=R_t[0][0]/0.000001;
        T[1][0]=R_t[1][0]/0.000001;
    }

    
    //Output Parameter
    
    RWork[0] = T[0][0];/* initial indexdata T[0][0]*/
    RWork[1] = T[1][0];/* initial indexdata T[1][0]*/
    
    zeta1[0]=R[0][0];
    zeta1[1]=R[1][0];
    //zeta1[0]=dEncoder[0][0];
    //zeta1[1]=dEncoder[5][0];
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    zeta2[0]=R_t[0][0];
    zeta2[1]=R_t[1][0];
    //zeta2[0]=dEncoder[1][0];
    //zeta2[1]=dEncoder[5][0];

    
    zeta3[0]=T[0][0];
    zeta3[1]=T[1][0];

    zeta4[0]=sqrt(pow(R_t[0][0],2)+pow(R_t[1][0],2));
    zeta4[1]=sqrt(pow(T[0][0],2)+pow(T[1][0],2));

    zeta5[0]=s;

#endif /* MATLAB_MEX_FILE */

}

static void mdlTerminate(SimStruct *S)
{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE
  

  
#endif /* MATLAB_MEX_FILE */
}

#ifdef  MATLAB_MEX_FILE    /* Is this file being compiled as a MEX-
file? */
#include "simulink.c"      /* MEX-file interface mechanism */
#else
#include "cg_sfun.h"       /* Code generation registration function 
*/
#endif
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/* sinesolve.c- xPC Target, non-inlined S-function for CVT Model  */

#define S_FUNCTION_LEVEL 2
#define S_FUNCTION_NAME  ControlPath
                                        
#include    <stddef.h>
#include    <stdlib.h>
#include    <math.h>

#include    "simstruc.h"

#ifdef      MATLAB_MEX_FILE
#include    "mex.h"
#else
#include    <windows.h>
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#endif

/* Input Arguments */
#define NUM_PARAMS              (1)
#define SAMPLE_TIME_PARAM       (ssGetSFcnParam(S,0))

/* Convert S Function Parameters to Varibles */

#define SAMPLE_TIME             ((real_T) 
mxGetPr(SAMPLE_TIME_PARAM)[0])
#define SAMPLE_OFFSET           ((real_T) 
mxGetPr(SAMPLE_TIME_PARAM)[1])
#define NUM_IN                  (5)
#define NUM_OUT                 (5)
#define pi                      (3.141592)
static char_T msg[256];

/*====================*
 * S-function methods *
 *====================*/

static void mdlCheckParameters(SimStruct *S)
{
}

static void mdlInitializeSizes(SimStruct *S)
{
    uint_T i;

    ssSetNumSFcnParams(S, NUM_PARAMS);
    if (ssGetNumSFcnParams(S) == ssGetSFcnParamsCount(S)) {
        mdlCheckParameters(S);
        if (ssGetErrorStatus(S) != NULL) {
            return;
        }
    } else {
        return; /* Parameter mismatch will be reported by Simulink */
    }

    ssSetNumContStates(S, 0);
    ssSetNumDiscStates(S, 0);

    if (!ssSetNumInputPorts(S, NUM_IN)) return;

    for (i=0;i<NUM_IN-1;i++) {
        ssSetInputPortWidth(S, i, 2);
        ssSetInputPortDirectFeedThrough(S,i,1);
    }
     ssSetInputPortWidth(S, 4, 1);
if (!ssSetNumOutputPorts(S, NUM_OUT)) return;

    for (i=0;i<NUM_OUT-1;i++) {
        ssSetOutputPortWidth(S, i, 2);
    }
    ssSetOutputPortWidth(S, 4, 1);
    ssSetNumSampleTimes(S, 1);
    ssSetNumIWork(S, 0);
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    ssSetNumRWork(S, 0);
    ssSetNumPWork(S, 0);
    ssSetSFcnParamNotTunable(S,0);

   

   
    ssSetOptions(S, SS_OPTION_EXCEPTION_FREE_CODE | 
SS_OPTION_PLACE_ASAP);
}

static void mdlInitializeSampleTimes(SimStruct *S)
{
    ssSetSampleTime(S, 0, SAMPLE_TIME);
    ssSetOffsetTime(S, 0, SAMPLE_OFFSET);
}

#define MDL_START
static void mdlStart(SimStruct *S)
{

#ifndef MATLAB_MEX_FILE

    
#endif /* MATLAB_MEX_FILE */

}

static void mdlOutputs(SimStruct *S, int_T tid)
{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE

real_T *zeta1,*zeta2,*zeta3,*zeta4,*zeta5;  
//,x,y,z,r,phi,beta,omega,pitch,yaw;
real_T s,sp;
real_T a,d1,d2;
real_T 
R[2][1],R_t[2][1],Rp[2][1],T[2][1],Tp[2][1],kNp[2][1],Np[2][1];
real_T normkNp;

InputRealPtrsType A;
InputRealPtrsType B;
InputRealPtrsType C;
InputRealPtrsType E;
InputRealPtrsType F;

    A=ssGetInputPortSignal(S,0);
    B=ssGetInputPortSignal(S,1);
    C=ssGetInputPortSignal(S,2);
    E=ssGetInputPortSignal(S,3);
    F=ssGetInputPortSignal(S,4);

    zeta1=ssGetOutputPortSignal(S,0);
    zeta2=ssGetOutputPortSignal(S,1);
    zeta3=ssGetOutputPortSignal(S,2);
    zeta4=ssGetOutputPortSignal(S,3);
    zeta5=ssGetOutputPortSignal(S,4);    
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    //Defind Parameter

    R[0][0]=*A[0];
    R[1][0]=*A[1];
    R_t[0][0]=*B[0];
    R_t[1][0]=*B[1];
    T[0][0]=*C[0];
    T[1][0]=*C[1];
    //V[0][0]=*E[0];
    //V[1][0]=*E[1];
    sp=*F[0]; 
    
    //defind Path sp 
    //sp=sp+((R[0][0]-Rp[0][0])*Tp[0][0])+((R[1][0]-
Rp[1][0])*Tp[1][0]);

    

    
    //Circle Path
    a=0.05;
    d1=-0.05;
    d2=0.4;
    
    Rp[0][0]=a*cos(sp/a)+d1;
    Rp[1][0]=a*sin(sp/a)+d2;

    
    Tp[0][0]=-sin(sp/a);
    Tp[1][0]=cos(sp/a);

    
    kNp[0][0]=(1/a)*-cos(sp/a);
    kNp[1][0]=(1/a)*-sin(sp/a);

/*  //linear Path
    d1=0;
    d2=0.4;
    Rp[0][0]=d1;
    Rp[1][0]=-sp+d2;
    
    Tp[0][0]=0;
    Tp[1][0]=-1;

    
    kNp[0][0]=0;
    kNp[1][0]=0;
   */

  
   /* //linear Path
    d1=0;
    d2=0;
    Rp[0][0]=sp+d1;
    Rp[1][0]=sp+d2;
    
    Tp[0][0]=1;
    Tp[1][0]=1;

    
    kNp[0][0]=0;
    kNp[1][0]=0;
   */
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    normkNp=sqrt(pow(kNp[0][0],2)+pow(kNp[1][0],2));
    if (normkNp!=0.0)
    {   
       Np[0][0]=kNp[0][0]/normkNp;
       Np[1][0]=kNp[1][0]/normkNp;   
    }
    else
    {
       Np[0][0]=kNp[0][0]/0.00001;
       Np[1][0]=kNp[1][0]/0.00001;
    }

    //Output Parameter
    

    
    zeta1[0]=Rp[0][0];
    zeta1[1]=Rp[1][0];
    
    zeta2[0]=Np[0][0];
    zeta2[1]=Np[1][0];
    
    zeta3[0]=Tp[0][0];
    zeta3[1]=Tp[1][0];

    
    zeta4[0]=kNp[0][0];
    zeta4[1]=kNp[1][0];

       
    zeta5[0]=sp;

#endif /* MATLAB_MEX_FILE */

}

static void mdlTerminate(SimStruct *S)
{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE
  

  
#endif /* MATLAB_MEX_FILE */
}

#ifdef  MATLAB_MEX_FILE    /* Is this file being compiled as a MEX-
file? */
#include "simulink.c"      /* MEX-file interface mechanism */
#else
#include "cg_sfun.h"       /* Code generation registration function 
*/
#endif
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/* sinesolve.c- xPC Target, non-inlined S-function for CVT Model  */

#define S_FUNCTION_LEVEL 2
#define S_FUNCTION_NAME  ControlInertia
                                        
#include    <stddef.h>
#include    <stdlib.h>
#include    <math.h>

#include    "simstruc.h"

#ifdef      MATLAB_MEX_FILE
#include    "mex.h"
#else
#include    <windows.h>
#endif

/* Input Arguments */
#define NUM_PARAMS              (1)
#define SAMPLE_TIME_PARAM       (ssGetSFcnParam(S,0))

/* Convert S Function Parameters to Varibles */

#define SAMPLE_TIME             ((real_T) 
mxGetPr(SAMPLE_TIME_PARAM)[0])
#define SAMPLE_OFFSET           ((real_T) 
mxGetPr(SAMPLE_TIME_PARAM)[1])
#define NUM_IN                  (5)
#define NUM_OUT                 (5)
#define pi                      (3.141592)
static char_T msg[256];
  
/*====================*
 * S-function methods *
 *====================*/

static void mdlCheckParameters(SimStruct *S)
{
}

static void mdlInitializeSizes(SimStruct *S)
{
    uint_T i;

  
    ssSetNumSFcnParams(S, NUM_PARAMS);
    if (ssGetNumSFcnParams(S) == ssGetSFcnParamsCount(S)) {
        mdlCheckParameters(S);
        if (ssGetErrorStatus(S) != NULL) {
            return;
        }
    } else {
        return; /* Parameter mismatch will be reported by Simulink */
    }
    ssSetNumContStates(S, 0);
    ssSetNumDiscStates(S, 0);
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    if (!ssSetNumInputPorts(S, NUM_IN)) return;

    for (i=0;i<NUM_IN-1;i++) {
        ssSetInputPortWidth(S, i, 2);
        ssSetInputPortDirectFeedThrough(S,i,1);
    }
     ssSetInputPortWidth(S, 4, 1);
if (!ssSetNumOutputPorts(S, NUM_OUT)) return;

    for (i=0;i<NUM_OUT-1;i++) {
        ssSetOutputPortWidth(S, i, 2);
    }
    ssSetOutputPortWidth(S, 4, 1);
    ssSetNumSampleTimes(S, 1);
    ssSetNumIWork(S, 0);
    ssSetNumRWork(S, 2);
    ssSetNumPWork(S, 0);
    ssSetSFcnParamNotTunable(S,0);

   
    ssSetOptions(S, SS_OPTION_EXCEPTION_FREE_CODE | 
SS_OPTION_PLACE_ASAP);
}

static void mdlInitializeSampleTimes(SimStruct *S)
{
    ssSetSampleTime(S, 0, SAMPLE_TIME);
    ssSetOffsetTime(S, 0, SAMPLE_OFFSET);
}

#define MDL_START
static void mdlStart(SimStruct *S)
{

#ifndef MATLAB_MEX_FILE

    real_T  *RWork  =   ssGetRWork(S);
    RWork[0] = 0;/* initial state  S*/
    RWork[1] = 0;/* initial state  dS*/
    
#endif /* MATLAB_MEX_FILE */

}
static void mdlOutputs(SimStruct *S, int_T tid)

{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE
real_T  *RWork  =   ssGetRWork(S);
real_T *zeta1,*zeta2,*zeta3,*zeta4,*zeta5;  
//,x,y,z,r,phi,beta,omega,pitch,yaw;
real_T Icvt1,Icvt2,I,I1,I2,Phi,Phi1,Phi2,Phi_t;
real_T L1,L2,d,R,r1,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,J2,J4;
real_T N,n1,n2,m,ma,mb,s,ds;
real_T c1,c2;

InputRealPtrsType A;
InputRealPtrsType B;
InputRealPtrsType C;
InputRealPtrsType E;
InputRealPtrsType F;
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    A=ssGetInputPortSignal(S,0);
    B=ssGetInputPortSignal(S,1);
    C=ssGetInputPortSignal(S,2);
    E=ssGetInputPortSignal(S,3);
    F=ssGetInputPortSignal(S,4);
    s=ssGetRWorkValue(S, 0);
    ds=ssGetRWorkValue(S, 1);

    zeta1=ssGetOutputPortSignal(S,0);
    zeta2=ssGetOutputPortSignal(S,1);
    zeta3=ssGetOutputPortSignal(S,2);
    zeta4=ssGetOutputPortSignal(S,3);
    zeta5=ssGetOutputPortSignal(S,4);    

    
    //Defind Parameter

    Phi=*A[0];
    I=*B[0];
    s=*F[0]; 
    
    //parameter
    L1=0.25;
    L2=0.3;
    d=0.1;
    m=0.65;
    ma=0.5;
    mb=0.5;
    R=0.12;
    r1=0.015;
    r4=0.015;
    r5=0.015;
    r8=0.015;
    J2=(0.4)*m*pow(R,2);
    J4=(0.4)*m*pow(R,2);

    

    
    I=I-2*((1/3)*ma*pow(L1,2)+mb*pow(L1,2));
    //Find n1 , n2
    N=tan(Phi);

    c1=sqrt((pow(r1,2)*J2+pow(r8/N,2)*J4)/(pow(R,2)*I+(1/pow(N,2)-
1)*pow(r8,2)*J4));
    c2=sqrt((pow(N*r1,2)*J2+pow(r8,2)*J4)/(pow(R,2)*I+(pow(N,2)-
1)*pow(r8,2)*J4));
    if (c1>=0.9999)
        c1=0.9999;
    if (c2>=0.9999)
        c2=0.9999;
    Phi1=-acos(c1);
    Phi2=acos(c2);

    
    //Find Inertia CVT
    
Icvt1=pow((r1/(R*cos(Phi1))),2)*J2+pow((tan(Phi1)),2)*pow((r1/r4),2)*
pow((r5/(R*sin(Phi2))),2)*J4;
    
Icvt2=pow((r8/(R*cos(Phi2))),2)*J4+pow((tan(Phi2)),2)*pow((r8/r5),2)*
pow((r4/(R*sin(Phi1))),2)*J2;
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    */
    //Inertia
    I1=Icvt1+(1/3)*ma*pow(L1,2)+mb*pow(L1,2);
    I2=Icvt2+(1/3)*ma*pow(L1,2)+mb*pow(L1,2);

    
    //Output Parameter
    RWork[0] = 0;/* initial indexdata s*/
    RWork[1] = 0;/* initial indexdata ds*/
    
    zeta1[0]=tan(Phi1);
    zeta1[1]=tan(Phi2);

    
    zeta2[0]=I1+I2;
    zeta2[1]=Phi*180/pi;
    
    zeta3[0]=tan(Phi1);
    zeta3[1]=tan(Phi2);

    

    
    zeta4[0]=Phi1*180/pi;
    zeta4[1]=Phi2*180/pi;
       
    //zeta5[0]=Phi*180/pi;

#endif /* MATLAB_MEX_FILE */

}
  
static void mdlTerminate(SimStruct *S)
{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE
    
#endif /* MATLAB_MEX_FILE */
}

#ifdef  MATLAB_MEX_FILE    /* Is this file being compiled as a MEX-
file? */
#include "simulink.c"      /* MEX-file interface mechanism */
#else
#include "cg_sfun.h"       /* Code generation registration function 
*/
#endif
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/* sinesolve.c- xPC Target, non-inlined S-function for CVT Model  */

#define S_FUNCTION_LEVEL 2
#define S_FUNCTION_NAME  Path_Length_Close
                                        
#include    <stddef.h>
#include    <stdlib.h>
#include    <math.h>

#include    "simstruc.h"

#ifdef      MATLAB_MEX_FILE
#include    "mex.h"
#else
#include    <windows.h>
#endif

/* Input Arguments */
#define NUM_PARAMS              (1)
#define SAMPLE_TIME_PARAM       (ssGetSFcnParam(S,0))

/* Convert S Function Parameters to Varibles */

#define SAMPLE_TIME             ((real_T) 
mxGetPr(SAMPLE_TIME_PARAM)[0])
#define SAMPLE_OFFSET           ((real_T) 
mxGetPr(SAMPLE_TIME_PARAM)[1])
#define NUM_IN                  (5)
#define NUM_OUT                 (5)
#define pi                      (3.141592)
static char_T msg[256];

/*====================*
 * S-function methods *
 *====================*/

static void mdlCheckParameters(SimStruct *S)
{
}
static void mdlInitializeSizes(SimStruct *S)
{
    uint_T i;

  
    ssSetNumSFcnParams(S, NUM_PARAMS);
    if (ssGetNumSFcnParams(S) == ssGetSFcnParamsCount(S)) {
        mdlCheckParameters(S);
        if (ssGetErrorStatus(S) != NULL) {
            return;
        }
    } else {
        return; /* Parameter mismatch will be reported by Simulink */
    }
    ssSetNumContStates(S, 0);
    ssSetNumDiscStates(S, 0);
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    if (!ssSetNumInputPorts(S, NUM_IN)) return;

    for (i=0;i<NUM_IN-1;i++) {
        ssSetInputPortWidth(S, i, 2);
        ssSetInputPortDirectFeedThrough(S,i,1);
    }
     ssSetInputPortWidth(S, 4, 1);
if (!ssSetNumOutputPorts(S, NUM_OUT)) return;

    for (i=0;i<NUM_OUT-1;i++) {
        ssSetOutputPortWidth(S, i, 2);
    }
    ssSetOutputPortWidth(S, 4, 1);
    ssSetNumSampleTimes(S, 1);
    ssSetNumIWork(S, 0);
    ssSetNumRWork(S, 2);
    ssSetNumPWork(S, 0);
    ssSetSFcnParamNotTunable(S,0);

   
    ssSetOptions(S, SS_OPTION_EXCEPTION_FREE_CODE | 
SS_OPTION_PLACE_ASAP);
}

static void mdlInitializeSampleTimes(SimStruct *S)
{
    ssSetSampleTime(S, 0, SAMPLE_TIME);
    ssSetOffsetTime(S, 0, SAMPLE_OFFSET);
} 
#define MDL_START
static void mdlStart(SimStruct *S)
{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE
    real_T  *RWork  =   ssGetRWork(S);

    RWork[0] = 0;/* initial state  S*/
    RWork[1] = 0;/* initial state  dS*/
    
#endif /* MATLAB_MEX_FILE */

} 
static void mdlOutputs(SimStruct *S, int_T tid)
{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE
real_T  *RWork  =   ssGetRWork(S);
real_T *zeta1,*zeta2,*zeta3,*zeta4,*zeta5;  
//,x,y,z,r,phi,beta,omega,pitch,yaw;
real_T t,s,s1,ds,sp,normR_t;
real_T a,d1,d2;
real_T R[2][1],R_t[2][1],Rp[2][1],Tp[2][1],kNp[2][1];
  
InputRealPtrsType A;
InputRealPtrsType B;
InputRealPtrsType C;
InputRealPtrsType E;
InputRealPtrsType F;

    A=ssGetInputPortSignal(S,0);
    B=ssGetInputPortSignal(S,1);
    C=ssGetInputPortSignal(S,2);
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    E=ssGetInputPortSignal(S,3);
    F=ssGetInputPortSignal(S,4);
    s=ssGetRWorkValue(S, 0);
    ds=ssGetRWorkValue(S, 1);

    zeta1=ssGetOutputPortSignal(S,0);
    zeta2=ssGetOutputPortSignal(S,1);
    zeta3=ssGetOutputPortSignal(S,2);
    zeta4=ssGetOutputPortSignal(S,3);
    zeta5=ssGetOutputPortSignal(S,4);    

    
    //Defind Parameter 
    R[0][0]=*A[0];
    R[1][0]=*A[1];
    R_t[0][0]=*B[0];
    R_t[1][0]=*B[1];
    Rp[0][0]=*C[0];
    Rp[1][0]=*C[1];
    Tp[0][0]=*E[0];
    Tp[1][0]=*E[1];

    //defind Path sp 
    a=0.05;
    d1=0;
    d2=0.3;
    t=0.001;
    
    normR_t=sqrt(pow(R_t[0][0],2)+pow(R_t[1][0],2));
     if (normR_t<=0.0001)
    {   
        normR_t=0;
        ds=0;
    }
     else
    {  
        ds=normR_t*t;
        s=s+ds;
    }   
      //Circle Path
    a=0.05;
    d1=-0.05;
    d2=0.4;
    
    Rp[0][0]=a*cos(s/a)+d1;
    Rp[1][0]=a*sin(s/a)+d2;

    
    Tp[0][0]=-sin(s/a);
    Tp[1][0]=cos(s/a);

    
    kNp[0][0]=(1/a)*-cos(s/a);
    kNp[1][0]=(1/a)*-sin(s/a);

/*  //linear Path
    d1=0;
    d2=0.4;
    Rp[0][0]=d1;
    Rp[1][0]=-s+d2;
    
    Tp[0][0]=0;
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    Tp[1][0]=-1;
    
    kNp[0][0]=0;
    kNp[1][0]=0;
   */

  
   /* //linear Path
    d1=0;
    d2=0;
    Rp[0][0]=s+d1;
    Rp[1][0]=s+d2;
    
    Tp[0][0]=1;
    Tp[1][0]=1;
    
    kNp[0][0]=0;
    kNp[1][0]=0;
   */
     //defind Path sp 
    sp=s+((R[0][0]-Rp[0][0])*Tp[0][0])+((R[1][0]-Rp[1][0])*Tp[1][0]);
    
    //Output Parameter
    RWork[0] = sp;/* initial indexdata s*/
    RWork[1] = ds;/* initial indexdata ds*/
    
    zeta1[0]=normR_t;
    zeta1[1]=0;
    
    zeta2[0]=sp;
    zeta2[1]=ds;
    
    zeta3[0]=0;
    zeta3[1]=0;
    
    zeta4[0]=0;
    zeta4[1]=0;

       
    zeta5[0]=s;

#endif /* MATLAB_MEX_FILE */

}
static void mdlTerminate(SimStruct *S)

{
#ifndef MATLAB_MEX_FILE
  
#endif /* MATLAB_MEX_FILE */
}

#ifdef  MATLAB_MEX_FILE    /* Is this file being compiled as a MEX-
file? */
#include "simulink.c"      /* MEX-file interface mechanism */
#else
#include "cg_sfun.h"       /* Code generation registration function 
*/
#endif
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�����#/���)������"������!���������"�����))�	��Q���! Double ISVT : 

Double Infinitely Stepless Variable Transmission [V����\"��))<���

�Q�������$�	��<���)������"������!�!3���������"�������	���
�������!

��� −∞ <V� ∞  ISVT "��"��\"��/�����)���$Q��*$Q����)����Q���"


�������"$,�������Q�����"�������%����"
����"�� [V�������)��!3
� 

Haptic Interface, Passive Robots, �
	<V�����Q���"���	"�:�/��)

���"�"�/ (Cobot) )�
�	"��������
<V���))$���Q�����))����"�����))

���"] �.��������)����)^�3��_"<V���������Q���" ����'�)��<V��������

�Q���" �������)) ������$�3�������)��� ISVT �))�����	 

[V���!3$�3���3"�))�"��3
�$�_� ^"$�
"$�!�3���!3�Q�����!�����)

�3"�)) ISVT ���"Q��$"�`�����!��� 
������/`����$���`����

��"
���� 

 

Abstract 

This paper presents design and development of a double j 

ISVT (Infinitely Stepless Variable Transmission). The mechanism 

enables users to adjust transmission ratio form −∞ to ∞ . A 

ISVT is a key element for research area of Haptic Interface, 

Passive Robots, and Collaborative Robot (Cobot). We reviewed 

and compared several types of CVTs. In addition we present the 

design and construction of the double ISVT prototype. Then, we 

performed transmission experiment. The results, discussion, and 

future work are provided. 

 

1.
���� 

^"�{���)�"��))����� (���" ���"�"�/���$�����	) �!3	����"Q�

��))$��<����Q���� (transmission) 	�^�3���%��"/^"�,��))����] 

�����	�� ���������!����!3�����))$��<����Q���� ���^�3��"��,�^"�{���)�"

"��"��	��3��Q���!^"!3�"���������! (transmission ratio) ��\"�����

	�� ��
��������" ������!�������"�����/�!^"���������� ����������!

���)�!3�))���")�"�!^"�����/�<�"�/ ���������!���)���!3�������� 

�"�������" CVT (Continuous Variable Transmission)  

��!	����	�������"
����"�� �����.�+"������#/���^�3$Q����)

���)������"������!��� −∞ <V� ∞  [V���	��
�	
�� �����#/"��

$�	��<���)������!^�3 Output 	���)
� (�	�������)��) Input) ��� 	�

���) [V��$�	��<�����"Q���^�3^" ��"
������!�)$,����" ���"�"�/ Cobot 

[7,8,9]  

 

2. �	����������!�"� CVT 

�{���)�" CVT �_	�^�3��"��,����������"�! [V����
�������� CVT 

����!3�V�:�	�.�$�����	�!�������"�� 
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2.1 RUBBER V-BELT CVT  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

��
 RUBBER V-BELT CVT [1] "��"�����)!3
� Pulley ��
��)

�����
��	 [V�� Pulley �������)��!3
���)�����,�"�����)��)���

�����"����!3 %!���������"��������) Pulley "��"���Q�^�3���!���

������"���	������
 Pulley [V��$��.�"�����
����,�)" Pulley �	������!

��������"��������) Pulley ����$�����$�	.�"'/��" �_�����!���������"

������!�!3 %!�������!�� �����$�
"���
��� ���	� Pulley ��
��	 ��) 

Pulley ��
��) "��"��� 

 

2.2 TOROIDAL CVT 

 

 

Toroidal CVT [2] "�����)����\" Half-Toroidal CVT ��� Full-

Toroidal CVT �V�"��,���) ���:#�������&�.��� variator    

��������Q���"��� Half-Toroidal CVT ��^�3��
 Loading Cam 

������"����	�" (Torque) ^�3��\"���^"�"
��"   (Thrust)  Input 

��� Output Disc �����)���	���� Loading Cam ��� Power Roller  

2 �,� �����,����
��� Disc ����$�� �_��$�������)�����"%!�����������

"�Q�	�"�"�!.���: ���$�	��<$�3������3�"�������"�!3�����	�� 

���^�3���!���!�"$,�^"���$��<����Q������� CVT "�� (%!�����������

$�	 �̀$���
���%�����)%���)  
�'����������"������!��� Half-

Toroidal CVT   "���Q�%!����)�!��
 Power Roller  ��)��"�	�" [V��

��\"���������"���	������!$�	`�$���
��� Power Roller  ��) Input ��� 

Output Disc !��&�. %!�������!"��"�� �����$�
"���
��� ro ��) ri  

 

2.3 HYDROSTATIC CVT 

 

 

 

 

 

 

Hydrostatic CVT [3] "�������)��!3
� hydrostatic pump 

��� hydrostatic motor ��\"�����#/���� ��������Q���"��� 

Hydrostatic CVT �� input ���Q������) pump �.�����\"���$��<���

.�����"����������� %!���������	����!�"�.��	�V�"���	�"��
 

motor �.�������) output ����� %!���	���
 variable displacement 

unit �.����Q�������)������"������!�����
�"V��������\"��
�!��
��) 

Motor ����_�!3 %!�������!"��"�_��`�����������!�"������!�V�""��"���  

 

2.4 RATCHETING CVT 

Ratcheting CVT [4] 	���������"V��
�� Crank-CVT, Variable-

Stroke CVT ���Q���"%!����������"��������"����))�	�"����\"���

�����" ����))���)�����)	� ��3
�Q�����������������"��� ^�3���)��

��\"�))�	�"��	�!�	 %!�^"���"��� ������$�3����������"������)��

���)	������������"����))�	�" ���	���������"������)�����)	��_

��<,������!3
��������" one-way-clutch (or free-wheel) �.��������

�������������"������)����\"�))�	�"��	�!�	 �.��������^�3��������"���

��) ����)�3��^�3 several out-of-phase cranks [4] !3
� 

�	����Q�����V�:� CVT �"�!����]�3���3"��3
 �_"Q�	�
������/

$��� �3�!� �3��$�����������"�!!��^"�������� 1  

 

�������� 1 �$!�<V��3�!� �3��$����� CVT �))����] 

 

������.����#���3
$���
���	�	��"�!^!��	��$	�����"Q�	��Q�

��\" ISVT *�#�����A��	�����#
��	���*����
'���'���"#����+��$'���	���

*���� −∞ A9� ∞ �"������� CVT ^"������"�! 	���!�Q���!^"���

������"������![V����\"��
^�$Q��*�����"
�������""�� !��"��"�V��3��

�V�:���
�'���������$�	��<���)������"������!^�3�!3��	����3����� 

�������V�:����3�	,����
�'����!�" ��:9�����] %!��3��$�!

#�
�����!3����������.�+"������#/���)������"������!���������"����

�"�!��� CVT �3�!� �3��$�� 

1. RUBBER V-

BELT CVT 

�	����!����������	���������"
�	��_
 

	�
�	����"����^"�����\"������! 

^�3��"���� �	�������� 

	���!�Q���!^"���������"������! 

2.Toroidal CVT �	����!����������	���������"
�	��_
 

	�
�	����"����^"�����\"������! 

	��"�!��_� $���Q�����!3$,�$�! 

	���!�Q���!^"���������"������! 

3. Hydrostatic 

CVT 

�	����!����������	���������"
�	��_
 

	�
�	����"����^"�����\"������! 

	���!�Q���!^"���������"������! 

��))	����$��'�&�.�.���  60 j 

80% 

4. Ratcheting 

CVT 

 

�	����!����������	���������"
�	��_
 

	�
�	����"����^"�����\"������! 

 

	���!�Q���!^"���������"������! 

�Q��������!3���	��	�$	�Q��$	� 

�,���� 1 Rubber V-Belt CVT [1]

�,���� 2 Toroidal CVT [2]

�,���� 3 Hydrostatic CVT [3]

�,���� 4 Ratcheting CVT [4]
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���	��#$	)���!������
%!�^�3 Spherical CVT !�����������!����$!�^"

��
�3�<�!�� 

3. Spherical CVT : #�	��������� 

 
 

 

.����#��,���� 5 ([3��) <3�"Q���� wheel 	�^�3��\" CVT ���
���

�`�"��"�) x-y 
�	��_
����`�"��"�) Vy ��� Vx  ��<,�
)�	��\"

�����$�
"!3
�	�	 α (steering angle) ����3�%!���� Vy / Vx = tan (α)  

^"�#��!��
��"<3�^�3�������������"
�	��_
�����$3" Vx ��� Vy ^�3��\"


�	��_
����	�	 w1 ��� w2 !���,���� 5 ([3��)  ������!3 CVT ������)

������!���
�	��_
����	�	�!3���������"����������� −∞ <V� ∞  <3�	3
"

�`�"��"�) x-y ^�3��\"�����	���!3 CVT ��\"�����	 !������$!�^"

�,���� 5 (�
�) �����	���	�"��)��"�	�"��� �̀�"��!�,"�/�������

�"��������"�	�"��������	�_���"�"��) ��"��� steering 

rollers <3����������"	�	 steering angle (α) ��"��� steering rollers 

([V���Q��"3������	��"��) wheel ^"�,�[3��) �_��������"����		�̀ ��Q�^�3

���� d1 ��� d2 (�������
�����"�	�"��������	��)��!$�	`�$���

�3���) w1 ��� �3���) w2 ) ������"�� 	�`��Q�^�3������!������"��

���"��" %!����������! w1 /w2  ������) d1 / d2   �������� CVT ����&�

"��
�� Spherical CVT $������$Q��*^"����Q���"��� Spherical CVT 

�"�!"������!�,"�/������������	�3����,������!�V��������� CVT 

�$	� !���,���� 6 ��� Moore [5]  �!3����)) Spherical CVT %!�^�3 

�����	%���	��$3" �̀��,"�/�����"�!1.5"��
 ��� metal rollers 4 ��
 

(minimum constrains) ^"���
)�	��!�,"�/������������	%��� 

��������
�� Tetrahedral CVT 

 

 

 

 

 

 

 

�,���� 6 Tetrahedral CVT [5] 

 

4. �������

��$%�&����������&��

 ISVT 

^"��"
����"���!3�Q����Q�"
# ����)) ���$�3����! �����#/ 

ISVT ����!3̂ �3��������!��
��"��) Tetrahedral CVT �V�"	� 
������$�/

����������"V�������"
����"���� $�	��<"Q��3"�)) ISVT "����^�3^"

��"
�������	����.�+"����!3�"���"�"�/%)��������!3 [V����\"$�
"���

��$���Q�������
����3����������"�"�/%)�� %!��������))�����#/

"��"�������)!3
����"Q� Tetrahedral CVT 2 ��!	��Q���"

!3
���" �.����.��	
�'���������	���^"���$��<����Q����  ��������
�� Double 

CVT ���	����:#���	��"��)���"Q� Tetrahedral CVT 2 ��!	������3�

!3
���"%!�	���"$		�����,�����V��������������#/ �.��� �����

$�	��<�����"����)��� Output �������\" Five bar linkage ��\" 
Pentograph $Q����)��"
���)��!�)$,������ %!������#/�������))

�V�"	�

�$!�

!��^"�,���� 7  

 

 

��!�����#/����]��� ISVT ��  

1. �����	�"�!�$3"`��"�,"�/���� 4 "��
 �Q��������� ���	�


�	��	���������$,� 

2. ��! Input ��������)!3
� Torque motor ���^�3$Q����)$��

�Q����^�3��) ISVT ����3��,����"$Q����)^�3�	�"�,���3
���

�� 

3. ��!���)������"������! ( Steering Wheel ) ��������)!3
� 

Steering motor ���^�3$Q����)���)	�	����3����)������! 

����3��,����"$Q����)���)��"�	�"����,���3
����� 

4. ��! Output [V��	���,������	! 2 ��! �����)!3
��3��,����"

$Q����)��)������!����,���3
����� ����.�� Output  

$Q����) ��������#/"Q�������!���$�������� ISVT ��^�3��" 

�����#/ ISVT �������))"������+������� Double ISVT $�	��<

�Q���"��
	��"���������"�������$���!3%!���!��
 Coupling ��������,�

�����! Input !������$!���,�^"�,���� 7 $�
"��! Steering Wheel "��"����$��

�3��^�3 motor 
)�	��$�������" �.���$������^�3 motor �	�"����\"

	�	���������"����������" �_��$�	��<�Q��"!^�3 Output ����$���3����� 

ISVT 	�������!���������"����������" 

�����������!3�Q��������	�"���
������/�������)) (Design 

�,���� 5 ���������� Spherical CVT [5]

�,���� 8 �,��3"�))������������#/$��<���
�	��_
 

�))���)������!�!3����"���� Double ISVT  

�,���� 7 <V����������!����]��������#/ ISVT
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review) ���	��V��Q����$�3���)) (Drawing) ����Q��"!���������!

����]��������#/ ISVT �Q�����V�"�,� ��![��������#/ ��������)

�����#/�����	!��3�!3
���" !���$!�^"�,���� 8 

$�
"�����)����]��������#/ ISVT "���V�"�,�!3
������� CNC 

�"��������3�����
�	���������$,� %!�� �̀"��" (Base) "��"�Q�	���� 

Stainless Steel �.���
�	��_���� �.������]���^�3 �Q�	���� 

���_���3� $�
"�����)�V�"�,����"]^�3 ��,	�"�	 ��\"
�$!����� �,���3
���

^�3�Q�	���� ������"�!�$3"`��"�,"�/���� 4 "��
 ����,��3����^�3�Q�

%!��������)�,����"���
�	��_� CHA80 ��)"��"�3�����Q�������_� 

��������Q���"��� ISVT �� ����Q����^$� Input ��3������ 

Torque motor �.���^�3�,������	��������	�" ��3
�Q�������)	�	���

��!)���)�����
 (Steering wheel) ����\"	�	 (α) ����] $��`�^�3��"

�	�"����,���3
������"�� �Q�^�3�!3
�	��_
��������� Output "��"	���

����]��"����� !��"��"����V�$�	��<�Q��"!�����$�
"����!��)

���
��� input wheel ��� out put wheel %!�������)������"	�	���,�

�3�)���)�����
 (α)  "��"��� 

�3�!������))�����)�����"���^�3^"�����#/ ISVT �� 	�
�	

����"�������
������������"
�	��_
 ���	��3��$���� ���<�����!�Q����

�V�"��,���)����$��!��"���
���`�
$�	 �̀$ �����������_��	�3��$��

!������
	��!3��\"�3��Q���!^"�������))�.���^"&������$�	��<

.����#�^�3
�$!����	�
�	
�	�$��!��"�����"$,� 

 

5. ����'����$#�����(") 

�����
������/��
�	$�	.�"'/��������#�����
���������!��)

�Q���"����"�	�"��� Steering shaft [6] $�	��<����"
�	$�	.�"'/

�!3��\"$	��� 

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
°−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= − 45

2

tan
tantan

1 θ
T                   (1) 

�	��� T = ������! ; θ  =  Steering Angle 

 

���$	������ (1) ����_"�!3
��	�	����,��3���! Steering Angle 

(θ ) ��)������! (T) 	�
�	$�	.�"'/�����"%!���� !��"��"�	��� 

πθ 20 ≤≤ ���Q�^�3������!	�����,�^"��
� −∞ <V� ∞  !��"��"����_"

�!3
��^"�����:9���)) ISVT "��$�	��<�����^�3`���.'/��\"����	


�	�3����� 
�	$�	.�"'/���
���������! (T) ��� Steering Angle 

(θ ) �$!���\"����^"�,���� 9 

����_"
�� �	����Q����������"�� Steering Angle (θ ) ����	

��� 0 ��<V� 180 ���� ������! (T) �_�����!���������"������

^"��
� −∞ <V� ∞  ��	����3����� 

 

6. ��������#��	�����*��������� ISVT 

�	����!3$�3����
�����#/��3
 ���
	�	���"�����#/"��%!��������� 

^�3%�����	 Visual C++ [V��%!�����Q�������Q�$��� �̀�"�	.�
����/ 

�.���
)�	����Q���"�����! CVT �̀�" Card 
)�	 (Spii PCI 

Controller)  


�'�����!�����������!��������#/ ISVT �Q�%!��Q��"!	�	

��� Steering wheel (α) %!�����	����� 0 ���� ��3
�Q����^$� Input 

��3������
�	��_
���"V����3
�Q����
�!��
�	��_
����!3���	���� 

Output ��3
"Q�	���������! ��3
)�"�V���������!����
3 ��3
���

������"
�	��_
 Input ��\"������]����]�� �.���"Q�	�����������!

����������Q���"�� Steering wheel (α) �"V��] ���	��_�Q�������)�.��	�� 

Steering wheel (α) ��� 0 ���� ��3
�Q��������������!������ ������

������ %!����������"
�	��_
 Input ����]�� ��3
�Q����)�"�V�

������
3�"�) 180 ���� 

 

7. +��������� 

�������!��� ����!3�Q����)�"�V������� ] �� Velocity ��� 

Input, Output ��� Steering angle �������"��""Q������� ] 	��Q����

.�_��������
�	$�	.�"'/���
���������!3�������!�����)`����

��:9� ^"�,���� 10 

         
�,���� 10 ������������)����)��:9���)`�����!��� 

 

8. %�����$����'����$#�+� 

��
�����!3`�����!���^��3������)�����:9� �����	�	 Steer 	�

����,�^"��
� 0-15 ��� 70-180 ���� [V���� Maximum velocity ratio 

�����!�����#/ CVT $�3���!3��	������	�# ±1.8 [V����`�!.��!���

���!�V�"��_�"3��������!���`�������$������
����3� Input, Output   

��)�,������	 �Q�^�3�� Velocity ratio 	���"3���
�������:9���,�

��_�"3�� 

��
�����!3��`�!.��!��������:9� �����	�	 Steer  	�����,�

^"��
� 16- 21 ��� 52-69 ���� ���	���"3���
�������:9������
����

�,���� 9 �����$!�
�	$�	.�"'/ T ��) θ
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�	�$�	��<
�!���!3 �����	�	 Steer 	�����,�^"��
� 22-51 ���� 	�`�

�"����	���� �3��Q���!��������#/�3"�))[V���!3��� 	�����/���^�3̂ "���

�!���	��"�!��_����!�� 	�����$������Q���! $��`�^�3 Torque ���

$�3���V�"�!3	��"�!�	��.���.���������)��! CVT �Q���" ����3�����Q�

���.����,����"���	�
�	��_�"3�����"���Q�^�3��!$�	`�$���
����,����

��	����3����� ] 	����:#���\".��"����	��!3��\"��!��	��:9� [V��$��`�

^�3��!��!�����"����	�"���� 3 �	���\"�$3"�����\"��"�)]�"V�� �Q�^�3

��"����	�"����,������	�	�����������"������)"��"�)!������
 

�Q�^�3 # ��
�	�	 Steer �������
	� �� Velocity ratio �V�	���`�!.��!

�������:9���	�������
	��3���3"  

 

9.����'�	�,������ 

���
����^"�"���3���"3���������#/ ISVT "������\"���.�+"�

���$��'�&�.��������#/^�3$,��V�" �3��Q���!��������#/ ISVT "����,����

���$���Q����!3
�����$��!��"���
���.��"`�
�����	��)�3��,����" ���

���	���"3����,� ������!������"�<����
���`�
$�	 �̀$!������
 #�
����

�!3�����	�����.�+"�^"$�
""�� %!��������))�3��,����"^�3	�
�	��_�

���$,��V�" .�3�	��)�.��	����!�#�^�3��" (Preload) ^�3$,��V�" ����	�

<V���)�Q�^�3�,��������3��,����"��� �̀
$�	 �̀$���!���������"�,��� [V��<3�

$�	��<.�+"���	�������
	����Q�^�3 �����#/ ISVT 	�������!���

^��3������)�����:9�	�������V�" .�3�	��)$�	��<$��<����Q�������

�����
�����#/ ISVT ���	������$,��V�"�!3���!3
� 

�����#/ ISVT ���#�
�����!3�Q����.�+"��V�"$�	��<"Q���

��������	�	� Five bar linkage ��%� Pentograph manipulator [V����^�3

������)������"������!��������#/ ISVT ^"���
)�		�	����3���� 

(Joint) ����$���.���^�3������"�� (Tool tip) ��� Pentograph 	����

�����������"�������3����� ��))"��$�	��<��\"�!3���� Active ��� 

Passive $Q����)��)) Active ��!
)�	��$���^�3 Torque motor $��

�Q��������� ISVT <3���!������ Torque motor ��))�_����\" Passive 

%!���
)�	��������� Tool tip �!3!3
����
)�	������!���
���

�3���� %!�������)��	�	 steering ��� ISVT "��"��� 
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Path Simulation of Pantograph Cobot 
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)�
�	"��"Q��$"����.�+"����"�"�/%)���3"�))$��	����������Q�������
)�	��������"��� ���"�"�/"�������)!3
�$��

$�
"������$�
"��������
�� Double CVT $�3������3�����)) Spherical CVT �Q�"
"$����!��������"�))�"�" $�
"���$��

��\"��"�� pantograph �	�����!����)" Double CVT ������"�������"����!3$��	���̂ "��"�) "�����"���!3�'�)������$Q��*

���
������/��������"���������
)�	������"�"�/ ����!3�Q�������
)�	��������"�������$3"���
���	������"�"�/

�!3`���	!����$�!�3����)���
������/ 

 

1. ������/��� 

��"
�������""���!3"Q�  Spherical CVT[2] 	�^�3̂ "��"

���!3�"���"�"�/%)�� (Cobot: :Collaborative Robot) 

[V����\"���"�"�/���<,�����))	��.�������Q���"��
	��)

	"�:�/�!3%!����)".��"�������Q���"�!��
��"�����

���!&�� ���"�"�/%)����\"�����#/���!3�"���"�"�/���	�

.������	��\"�.$[�� (Passive) �	�	��3"�Q��"�!$���Q����

$,���)) ������Q�������	"�:�/^"��������"��� %)��

�.����Q��"3�����Q��"!��������������"�����.�3�	��"^"

.��"�������Q���"�!��
��" ���"�"�/%)�����^�3^"��"
����"��

��\"���"�"�/%)���"�!�"�"�����"���^"$��	���̂ "

�,��))�����"�� pantograph 

 

2. ����'���$#�	�����
�0���&�*��#�������;�
�� 

���"�"�/%)��<,�����))	�^�3$�	��<�Q���"

��
	��)	"�:�/^".��"����Q���"(workspace)�!��
��" 

���"�"�/%)�����������)���"�"�/���������#/�����

��"����/��[ (Haptic Interface) ���
�����������"�"�/%

)�����	�$�3����������������	�)���)��������"������

,̀3^�3��"������Q��.���������"������������`,3^�3��"��\"

��������"��"  ,̀3^�3��"����\"`,3�Q��"!��������"������ ���

�Q���"������"�"�/%)���V���\"����Q���"^"��))�.$

[�� (Passive) [V�����!&����� ,̀3^�3^"����Q���"  

���"�"�/%)���	�^�3	�����/���������#/�3"�Q���� 

(actuators) �.���$���Q����^�3��)����/ (joints) ������"�"�/

%)����^�3[�
��� (CVTs : Continuous Variable 

Transmission) ^"���
)�	
�	$�	.�"'/���
���

�������_
������������/  �Q�^�3$�	��<
)�	���

�����������"���������"�"�/%)���!3 �����#/[�
���"����

$�3��$�3���3�)���)�))"�"%�%�%"	� (nonholonomic 

constraints) ^�3��)���"�"�/%)��%!����
���	�
�����"�"�/

%)����	��Q�"
"	�������Q���" (task space) �������_

��	 ��������"���������"�"�/%)����	��.��� 1 ����

��$�� (Degree of Freedom) ����"��" ����Q���"��� 

���"�"�/%)����	�����Q���" 2 ���:#��� 1) ���

�Q���"�))��$�� ( Virtual Caster ) ����Q���"^"

���:#�"�� ,̀3^�3���,3$V���	��"��)$�	��<�����"����!3�����

��$�� ���"�"�/%)����������"��������������"������

���"�"�/%)��^�3��\"����	��������"������`,3^�3 ���2) 

����Q���"�)))���) ( Virtual Wall ) [V����)���)���
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�����������"������	"�:�/ .����#���
�����^"���$�3��

�Q��.��$	��" �	��� ,̀3^�3�����"�����3����Q��.��$	��" ,̀3^�3

���	�$�	��<�����"���"�"�/%)��^�3�����Q��.��!3 ���

���<�����	�Q��.� ���<3������"�������Q��.�

��� "�"�/ %)�������) ���Q � ��" ^"�))��$��  !,

���������!�.��	���	�!3^")�
�	 [7] 

 

3. Spherical CVT  

 
�,���� 1 ���������� Spherical CVT [1] 

 

.����#��,���� 1 ([3��) <3�"Q�����3� [5,6] 	�^�3��\" 

CVT ���
���� �̀"��"�) x-y 
�	��_
���� �̀"��"�) Vy 

��� Vx  ��<,�
)�	��\"�����$�
"!3
�	�	 α (steering 

angle) ����3�%!���� Vy / Vx = tan (α)  ^"�#��!��
��"

<3�^�3�������������"
�	��_
�����$3" Vx ��� Vy ^�3��\"


�	��_
����	�	 w1 ��� w2 !���,���� 5 ([3��)  ������!3 

CVT ������)������!���
�	��_
����	�	�!3���������"����

������� −∞ <V� ∞  <3�	3
"� �̀"��"�) x-y ^�3��\"�����	

���!3 CVT ��\"�����	 !������$!�^"�,���� 1 (�
�) ���

��	���	�"��)��"�	�"��� �̀�"��!�,"�/��������"���

�����"�	�"��������	�_���"�"��) ��"��� 

steering rollers <3����������"	�	 steering angle (α) 

��"��� steering rollers ([V���Q��"3������	��"��) wheel 

^"�,�[3��) �_��������"����		�̀ ��Q�^�3���� d1 ��� d2 

(�������
�����"�	�"��������	��)��!$�	`�$����3�

��) w1 ��� �3���) w2 ) ������"�� 	�`��Q�^�3������!

������"�����"��" %!����������! w1 /w2  ������) d1 / d2   

�������� CVT ����&�"��
�� Spherical CVT $������$Q��*^"

����Q���"��� Spherical CVT �"�!"������!�,"�/����

��������	�3����,������!�V��������� CVT �$	� !���,�

��� 4 ��� Moore [2]  �!3����)) Spherical CVT %!�^�3 

�����	%���	��$3"`���,"�/�����"�!1.5"��
 ��� metal 

rollers 4 ��
 (minimum constrains) ^"���
)�	��!

�,"�/������������	%��� ��������
�� Tetrahedral 

CVT 

 

�,���� 2 Tetrahedral CVT [2] 

 

4. ����'�,��������

*�� Pantograph Cobot 

Cheepsumol ���#� [7] �!3.�+"����

����))���"�"�/%)��$��	���%!�^�3 Spherical CVT 

�Q�"
"$����!����))�"�"��" ^"��"
����"���!3�Q����

Q�"
# ����)) ���$�3����! �����#/ CVT ����!3̂ �3

��������!��
��"��) Tetrahedral CVT �V�"	� 2 ��! ^"���

����!��� CVT ��	��.����".������.������/.�� �����

�!����.������$�����)�!3!3
� steering wheel.  

^"�������))"�������	�.����������/.����� 

CVT ��!����"V����3���)�.��������".����� CVT ��!���

$��    �.������$��<����Q������3�!3
���"��������
�� 

Double CVT  

 
 

�,���� 3 ���������!����]��������#/ Double CVT 

��!�����#/����]��� Double CVT ��  

1. �����	�"�!�$3"`��"�,"�/���� 4 "��
�Q�"
"$��

�,����	�
�	��	���������$,� 

2. ��! Input ��������)!3
� Torque motor ��)����.��

���� ^�3$Q����)$���Q����^�3��) Double CVT ����3�

�,����"$Q����)^�3�	�"�,���3
����� 

3. ��!���)������"������! ( Steering Wheel ) ���

�����)!3
� Steering motor ���^�3$Q����)���)	�	

����3����)������! ����3��,����"$Q����)���)��"

�	�"����,���3
����� 

4. ��! Output [V��	���,������	! 2 ��! �����)!3
��3��,

����"$Q����)��)<����Q��������,���3
����� ���

�.�� Output  $Q����) ��������#/"Q�������!���

$�������� Double CVT ��^�3��" 

������3����� Double CVT $�	��<�Q���"��
	��"

���������"�������$���!3%!���!��
 Coupling ��������,����

��! Input !������$!���,�^"�,���� 3 $�
"��! Steering Wheel 

"��"����$���3��^�3 motor 
)�	��$�������" �.���$������

^�3 motor �	�"����\"	�	���������"����������" �_��

$�	��<�Q��"!^�3 Output ����$���3����� CVT 	������

�!���������"����������"��	�3����� $�
"�����)����]

��������#/ Double CVT "���V�"�,�!3
������� CNC 
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�"��������3�����
�	���������$,� %!��`�"��" (Base) 

"��"�Q�	���� Stainless Steel �.���
�	��_���� �.��

����]���^�3 �Q�	���� ���_���3� $�
"�����)�V�"�,����"]

^�3 ��,	�"�	 ��\"
�$!����� �,���3
���^�3�Q�	���������

�"�!�$3" �̀�"�,"�/���� 4 "��
 ����,��3�^�3�,����"
�	

��_� CHA80 ������)"��"�3�����Q�������_� �3"�))

��� Double CVT �$!�^"�,��� 4 

 
�,���� 4 �,��3"�))������������#/$��<���
�	��_
�))

���)������!�!3����"���� Double CVT 

��������Q���"��"�"V����� Double CVT �����

^�3 Input ��� Torque motor ������.������ �.���$���Q����

^�3�,������	�����������$���,�^"�
���!��
��" ��3


�Q��"!������!������ CVT ��%!����)	�	�����!)���)

�����
 (Steering wheel) ����\"	�	 (α) ����] �.���
)�	


�	��_
��������� Output1 ��� Output2 !��"��"�V�

$�	��<�Q��"!�����$�
"����!��)���
��� Input  ��) 

Output1 �����) Output2 ^"��#�"�������#/"���Q��"3����

�$	��"��)�����#/$���Q�����))���)
�	��_
$����" 

(Output $����") ������)�!3���������"���������$��%!�	�

��" Input ��
	��"��"�!��
 

 

5. Pantograph Cobot 

�,��))�Q���"���$Q��*������:#��"V��[V��"Q�	�^�3��)

�������������"�"�/%)�� %!��.������	��!3�Q��"3����

��) Input ������Q��"3�����������	��� CVT ����$����! ^"

��#�"�������������"����3���)��"�.�� Output1 ��� 

Output2 ��� Double CVT  �����������"����

<,�
	�	!3
������$�
"
�	��_
���  Output1 �����) 

Output2 [V�����!���������
)�	������!��� CVT ����

$�� �	������"Q���� Five bar linkage 	������)���!3�" 

output �����! CVT ����$���_���!3��\" ���"�"�/%)��

^"�,��)) Pantograph Cobot !��^"�,���� 5  
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���)��������"������%)��%!����
����

�)����\" 4 ����&�!3
���" [3,5] �� ���&,	��Q���"������ 

(Configuration Space : TC ) )��<V���������"������

�Q���"���������%)�� ���&,	�����/ (Joint Space 

: jC ) )��<V���������"�������3�������%)�� ���&,	�

�����),� (Coupling Space : i∑ ) )��<V�
�	$�	.�"'/

���
�����������"������������3����[V��$�3��
�	$�	.�"'/

��"%!�`��"�������[�
������ ���&,	����	�	���)������! 

(Steering Space : Φ ) )��<V�	�	���[�
����3���	�"���)��

[V���_����$�**�#�������3��
)�	 �Q�!�)��������,���

����	�3"����������������"���^"���&,	��Q���"������

���"��"��������\"��������"���^"���&,	�����/ ���"��"

�Q������),���������"���^"���&,	�����/����,����,�[V���_��

�!3��\"��������"���^"���&,	������),��	����!3��������"���

^"���&,	������),���3
�_$�	��<�Q����Q�"
#	�	���[�
���

�3���	�"���)��[V���_�����&,	����	�	���)������!"��"��� 

�Q�!�)��������,���\"!���,���� 6 
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7. �����
�����$��������������
��� 

���
)�	%)��"��"�������������
)�	

���"�"�/���
�� ����
��"��������3���Q����
)�	

�Q���"����3
 ����3��
)�	^�3��������������"������%

)������	�$3"�������Q��"!�
3 # �Q���"������Q��"!���

!3
� !��"��"��
����3"��\"�����Q���"�����%)�� ���


)�	%)����^�3
�'����
)�	�))^�3�����"��	

�$3"��� (Path Following Control) ������Q��"!

�$3"�������3�����^"%�����	 ��3
�V�
)�	������^�3%

)��
�����3�$,��$3"���"��" %!�^�3.��"��"���
�'����

���"���)^�3��\"�����$3" (Feedback Linearization) ���

���������������"��� (Curvature Transformation) [3,5] 

!�����!3�'�)��%!��������� 

�Q��"!^�3�$3"������%)���3���!�"���� pS  %!����

�Q���"�����%)�������!�"��,�)"�$3"��� S  !���,���� 7 
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)�	����!�"���%)���_���3�����)���
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����	���%)��
�����3�$,��$3"�������3�������3
�V��Q����


)�	��������������"���^�3��\"����	�$3"������

�3����� 
�'����!������
$�	��<�Q��!3%!�������)^�3

�
����/ T
r

 	�������.�����3��� pS  ���"��"�	���%)��

�����"�����,�)" pS  ��3
 �_�Q�������)�
����/ T
r

 ^�3

��\"����	�
����/ pT
r

 �_���Q�^�3%)�������"�����

��	�$3"�������3�����%!�������)����#�/���"���) 

 
�,���� 7 �$3"�������!�"���%)�� 
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�Q��!3%!�������)������!���[�
���%!���������,�

���
������&,	��Q���"������������&,	������	�	���)

������! ��	�	���)������!�Q�^�3�!3���
����/ T
r

 ���

�3�������!���$�/����^"���
)�	�_�����Q�"
#��

���
����/ T
r

 ���	�"��"��� ����.���^�3���
)�		�


�	��)����)^"�Q�!�)����"���	 �V��3��Q�"
#����

�"�.�"'/������
����/ T
r

 ���	�!3
�[V���_����

�
����/���������)��������"��� Nκ
r

 (Curvature 

Vector)  "��"��� "��������Q�"
#�����
����/ 

Nκ
r

 ��3
�_
����3��Q�"
#���Q���"��)"�$3"������

�3����������^�3%)�������"�����3���!3
��.���^�3%)�

�$�	��<�����"��3�$,��$3"�������3������!3�������)����) 

���Q�"
#���Q���"��!������
$�	��<���!3%!����

Q�"
#�����������)"�$3"�������3����� ps   

!��"��"^"���Q�"
#�V��Q���\"�3��Q�"
#���
����/ 

Nκ
r

 ������� ps  ���	�^�3�!3[V��$�	��<�Q��!3%!�^�3


�'����"���)^�3��\"�����$3" (Feedback Linearization) !��

�`"&,	����
)�	^"�,���� 10  
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8. ���������������������*�� Pantograph Cobot 

^"$�
""��"Q��$"�����Q����`����
)�	�$3"���

��������"���^�3��)���"�"�/ Pantograph Cobot !������!3
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 ^"��
�����"������Q��"!^�3�$3"���������

�3�����^�3%)��
�����3������$3"
���	!��$	���

�����"���� 
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r

 

0 0

t t
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A
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�� 

 

     

1 2
( ) cos , sin

p p
p p

s s
R s A d A d

A A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

r   (4) 

sin , cosp p
p

s s
T

A A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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  (5) 

1
cos , sin

p p
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N

A A A
κ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

r
 (6) 
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�������/ 1 �������/ 2 ���� d  ��\"��

��	�������))���������	!�� 
1 0.25L =  
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�$3"����!�"�Q����������"�"�/%)���!3�$!��
3̂ "
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�	"��"Q��$"����.�+"����"�"�/%)���."%�����

�3"�))$��	��� [V�������)!3
� Spherical CVT �Q�"
"$����!������

��"�))�"�" �����
�� Double CVTs %!��.��!3�"�������������� 

CVTs �����	��)�3������������"�� pantograph �Q�^�3������"��

�����"����!3$��	���^"��"�) "�����"���!3�'�)������$Q��*���


������/��������"���������
)�	������"�"�/ �V�:�
�	$�	.�"'/

���
�	��������������	�`�������"�"�/%)���3"�))$��	��� ���

�"
�!�����
)�	
�	�������������)���"�"�/%)���3"�))$��

	��� 

 

Abstract 

This paper presents the development of a 2-DOF 

Pantograph Cobot. The cobot consists of two Spherical CVTs 

connecting in parallel. Outputs of each CVT are connected to 

joints of a pantograph linkage. The end effector can move in two 

dimensional planar workspace. Here motion analysis, path 

control, and control concept of apparent inertia are presented. 

 

1. ������/��� 

��"
�������""��"Q��$"����"�"�/%)��$��	��� (2-DOF Cobot: 

:Collaborative Robot) ���^�3 Spherical CVT[2] [V����\"���"�"�/���<,�

����))	��.�������Q���"��
	��)	"�:�/�!3%!����)".��"�������Q���"

�!��
��"��������!&�� %!��������"�"�/%)����\"�����#/���!3�"

���"�"�/���	�.������	��\"�.$[�� (Passive) �	�	��3"�Q��"�!$���Q����$,�

��)) ���"�"�/̂ �3�Q�������	"�:�/^"��������"�������Q��"3�����.���

�Q��"!��������������"���  ���"�"�/%)�����^�3̂ "��"
����"����\"

���"�"�/%)���"�!�"�"�����"���^"$��	���̂ "�,��))�����"�� 

pantograph ��������_��	���"�"�/�3"�))"������))^�3$�	��<�.��	

�Q���������))�!3 �������	�������
���������!^")�
�	"�� 

 

2. ����'���$#�	�����
�0���&�*��#�������;�
�� 

���"�"�/%)�����������)���"�"�/���������#/����� (Haptic 

Interface) ���
�����������"�"�/%)�����	�$�3����������������	�

)���)��������"������ ,̀3^�3��"������Q��.���������"������������

,̀3^�3��"��\"��������"��"  `,3^�3��"����\"`,3�Q��"!��������"������ ���

�Q���"������"�"�/%)���V���\"����Q���"^"��))�.$[�� 

(Passive) [V�����!&����� ,̀3^�3^"����Q���"  

���"�"�/%)���	�^�3	�����/���������#/�3"�Q���� (actuators) 

�.���$���Q����^�3��)����/ (joints) ������"�"�/%)����^�3[�
��� (CVTs : 

Continuous Variable Transmission) ^"���
)�	
�	$�	.�"'/

���
����������_
������������/ �Q�^�3$�	��<
)�	���������

�����"���������"�"�/%)���!3 �����#/[�
���"����$�3��$�3���3�)���)

�))"�"%�%�%"	� (nonholonomic constraints) ^�3��)���"�"�/%

)��%!����
���	�
�����"�"�/%)����	��Q�"
"	�������Q���" (task 

space) �������_��	 ��������"���������"�"�/%)����	��.��� 1 ����

��$�� (Degree of Freedom) ����"��"[V����^"��������������"���

"��"��� ����Q���"������"�"�/%)����	�����Q���" 2 ���:#��� 1) 
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����Q���"�))��$�� ( Virtual Caster ) ����Q���"^"���:#�"�� `,3^�3

���,3$V���	��"��)$�	��<�����"����!3�������$�� ���"�"�/%)����

������"��������������"���������"�"�/%)��^�3��\"����	���

�����"������ ,̀3^�3 ��� 2) ����Q���"�)))���) ( Virtual Wall ) [V����

)���)��������������"������	"�:�/ .����#���
�����^"���$�3��

�Q��.��$	��" �	��� ,̀3^�3�����"�����3����Q��.��$	��" `,3^�3���	�$�	��<

�����"���"�"�/%)��^�3�����Q��.��!3 ������<�����	�Q��.� ���

<3������"�������Q��.����"�"�/%)�������)���Q���"^"�))��$�� 

!,���������!�.��	���	�!3^")�
�	 [7] 

 

3. Spherical CVT  

 
�,���� 1 ���������� Spherical CVT [1] 

 

.����#��,���� 1 ([3��) <3�"Q�����3� [5,6] 	�^�3��\" CVT ���
���

�`�"��"�) x-y 
�	��_
����`�"��"�) Vy ��� Vx  ��<,�
)�	��\"

�����$�
"!3
�	�	 α (steering angle) ����3�%!���� Vy / Vx = tan (α)  

^"�#��!��
��"<3�^�3�������������"
�	��_
�����$3" Vx ��� Vy ^�3��\"


�	��_
����	�	 w1 ��� w2 !���,���� 5 ([3��)  ������!3 CVT ������)

������!���
�	��_
����	�	�!3���������"����������� −∞ <V� ∞  <3�	3
"

�`�"��"�) x-y ^�3��\"�����	���!3 CVT ��\"�����	 !������$!�^"

�,���� 1 (�
�) �����	���	�"��)��"�	�"��� �̀�"��!�,"�/�������

�"��������"�	�"��������	�_���"�"��) ��"��� steering 

rollers <3����������"	�	 steering angle (α) ��"��� steering rollers 

([V���Q��"3������	��"��) wheel ^"�,�[3��) �_��������"����		�̀ ��Q�^�3

���� d1 ��� d2 (�������
�����"�	�"��������	��)��!$�	`�$���

�3���) w1 ��� �3���) w2 ) ������"�� 	�`��Q�^�3������!������"��

���"��" %!����������! w1 /w2  ������) d1 / d2   �������� CVT ����&�

"��
�� Spherical CVT $������$Q��*^"����Q���"��� Spherical CVT 

�"�!"������!�,"�/������������	�3����,������!�V��������� CVT 

�$	� !���,���� 2 Moore [2]  �!3����)) Spherical CVT %!�^�3 ���

��	%���	��$3" �̀��,"�/�����"�!1.5"��
 ��� metal rollers 4 ��
 

(minimum constrains) ^"���
)�	��!�,"�/������������	%��� 

��������
�� Tetrahedral CVT 

 
�,���� 2 Tetrahedral CVT [2] 

 

4. ����'�,��������

*�� Pantograph Cobot 

Cheepsumol ���#� [7] �!3.�+"��������))���"�"�/%

)��$��	���%!�^�3 Spherical CVT �Q�"
"$����!����))�"�"��" ^"

��"
����"���!3�Q����Q�"
# ����)) ���$�3����! �����#/ CVT ����!3

^�3��������!��
��"��) Tetrahedral CVT �V�"	� 2 ��! ^"�������!��� 

CVT ��	��.����".������.������/.�� ������!����.������$�����)

�!3!3
� steering wheel.  

^"�������))"�������	�.����������/.����� CVT ��!���

�"V����3���)�.��������".����� CVT ��!���$��    �.������$��<���

�Q������3�!3
���"��������
�� Double CVT  

 
 

�,���� 3 ���������!����]��������#/ Double CVT 

��!�����#/����]��� Double CVT ��  

1. �����	�"�!�$3" �̀�"�,"�/���� 4 "��
�Q�"
"$���,����	�
�	

��	���������$,� 

2. ��! Input ��������)!3
� Torque motor ��)����.������ ^�3

$Q����)$���Q����^�3��) Double CVT ����3��,����"$Q����)^�3�	�"

�,���3
����� 

3. ��!���)������"������! ( Steering Wheel ) ��������)!3
� 

Steering motor ���^�3$Q����)���)	�	����3����)������! ����3��,

����"$Q����)���)��"�	�"����,���3
����� 

4. ��! Output [V��	���,������	! 2 ��! �����)!3
��3��,����"$Q����)

��)<����Q��������,���3
����� ����.�� Output  $Q����) ���

�����#/"Q�������!���$�������� Double CVT ��^�3��" 

 

������3����� Double CVT $�	��<�Q���"��
	��"���������"

�������$���!3%!���!��
 Coupling ��������,������! Input !������$!���,�^"

�,���� 3 $�
"��! Steering Wheel "��"����$���3��^�3 motor 
)�	��$��

�����" �.���$������^�3 motor �	�"����\"	�	���������"����������" �_��

$�	��<�Q��"!^�3 Output ����$���3����� CVT 	�������!���������"

����������"��	�3����� $�
"�����)����]��������#/ Double CVT 

"���V�"�,�!3
������� CNC �"��������3�����
�	���������$,� %!��`�"

��" (Base) "��"�Q�	���� Stainless Steel �.���
�	��_���� �.��

����]���^�3 �Q�	���� ���_���3� $�
"�����)�V�"�,����"]^�3 ��,	�"�	 

��\"
�$!����� �,���3
���^�3�Q�	����������"�!�$3" �̀�"�,"�/���� 4 

"��
 ����,��3�^�3�,����"
�	��_� CHA90 ������)"��"�3�����Q����

���_� �3"�))��� Double CVT �$!�^"�,��� 4 
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�,���� 4 �,��3"�))������������#/$��<���
�	��_
�))���)������!�!3

����"���� Double CVT 

 

��������Q���"��"�"V����� Double CVT �����^�3 Input ��� 

Torque motor ������.������ �.���$���Q����^�3�,������	�����������

$���,�^"�
���!��
��" ��3
�Q��"!������!������ CVT ��%!����)

	�	�����!)���)�����
 (Steering wheel) ����\"	�	 (α) ����] �.���


)�	
�	��_
��������� Output1 ��� Output2 !��"��"�V�$�	��<

�Q��"!�����$�
"����!��)���
��� Input ��) Output1 �����) 

Output2 ^"��#�"�������#/"���Q��"3�����$	��"��)�����#/$���Q�����))

���)
�	��_
$����" (Output $����") ������)�!3���������"�������

��$��%!�	���" Input ��
	��"��"�!��
 

 

5. Pantograph Cobot 

�,��))�Q���"���$Q��*������:#��"V��[V��"Q�	�^�3��)����������

���"�"�/%)�� %!��.������	��!3�Q��"3������) Input ������Q��"3����

�������	��� CVT ����$����! ^"��#�"�������������"�� Pantograph 

��3���)��"�.�� Output1 ��� Output2 ��� Double CVT  ������

�����"����<,�
	�	!3
������$�
"
�	��_
���  Output1 �����) 

Output2 [V�����!���������
)�	������!��� CVT ����$�� �	������

"Q���� Five bar linkage 	������)���!3�" output �����! CVT ����

$���_���!3��\" ���"�"�/%)��^"�,��)) Pantograph Cobot !��^"�,�

��� 5  

������"������"�"�/�������"����!3̂ "��"�) X-Y %!������


)�	��������������"������������"���������)	�	������!��� 

CVT ^"�#��Q���"��
	��)	"�:�/ `,3^�3����������)�����"�������

��"�����������������"�������\"��	�����$�
"
�	$�	.�"'/��� 

Output1 ��)  Output2 [V����))��\" ,̀3
)�	 ^"���
�����������"���

��))
)�	���)	�	������!��\"������] �.���)���)������^�3��"��

��	�$3"������%�����	�
3 �,���� 5 �!3�$!����"�"�/��"�� 

Pantograph Cobot 

 

 
�,���� 5 Pantograph Cobot 

 

6. #�	�����'����$#�������������*��#�������;�
���

*��� 

����Q���"���%)��"��"���	�^�����)���)�����#/�3"�Q����

�.���^�3���!����Q���"%!���� �����)���)��������������"������

������" !��"��""������3������"��$��/�))���3���"3����

�3�"���)�����"��!�����"���
������/��������"���������"�"�/���
��  

�3��
������/��"��$��/������"�"�/%)��[V���	��!3̂ �3�
�����^�3����

�Q���"�� (pathlength) ��\"��
��� ���
������/��������"������%

)��"��"���	�
������/�.������Q���"�� �������\"���
������/^"	���

��������"������"]!3
��!3��� 
�	��_
�����"�!��������� 
�	%3� 

�
����/���������)��������"��� �������������%)�������"����� ���


������/��.���	�����/!������
��^�3^"����������)����Q���"���

%)��  

���)��������"����������)"�/%)��%!����
�����)����\" 4 

����&�!3
���" [3,5] �� ���&,	��Q���"������ (Configuration Space 

: TC ) )��<V���������"�������Q���"���������%)�� ���&,	�����/ 

(Joint Space : jC ) )��<V���������"�������3�������%)�� ���&,	�

�����),� (Coupling Space : i∑ ) )��<V�
�	$�	.�"'/���
������

�����"������������3����[V��$�3��
�	$�	.�"'/��"%!�`��"�������[�
�

����� ���&,	����	�	���)������! (Steering Space : Φ ) )��<V�	�	���

[�
����3���	�"���)��[V���_����$�**�#�������3��
)�	 �Q�!�)���

�����,�������	�3"����������������"���^"���&,	��Q���"������

���"��"��������\"��������"���^"���&,	�����/ ���"��"�Q������),����

�����"���^"���&,	�����/����,����,�[V���_���!3��\"��������"���^"���&,	�

�����),��	����!3��������"���^"���&,	������),���3
�_$�	��<�Q����

Q�"
#	�	���[�
����3���	�"���)��[V���_�����&,	����	�	���)������!

"��"��� �Q�!�)��������,���\"!���,���� 6 
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�,���� 6 �`"`�����������"���)����Q���"���%)�� 

 

7. �����
��� Pantograph  

���
)�	%)��"��"�������������
)�	���"�"�/���
�� 

����
��"��������3���Q����
)�	�Q���"����3
 ����3��
)�	^�3

��������������"������%)������	�$3"�������Q��"!�
3 # �Q���"��

����Q��"!���!3
� !��"��"��
����3"��\"�����Q���"�����%)�� ���


)�	%)����^�3
�'����
)�	�))^�3�����"��	�$3"��� (Path 

Following Control) ������Q��"!�$3"�������3�����^"%�����	 ��3


�V�
)�	������^�3%)��
�����3�$,��$3"���"��" %!�^�3.��"��"���


�'�������"���)^�3��\"�����$3" (Feedback Linearization) ������

������������"��� (Curvature Transformation) [3,5] !�����!3�'�)��

%!��������� 

�Q��"!^�3�$3"������%)���3���!�"���� pS  %!�����Q���"��

���%)�������!�"��,�)"�$3"��� S  !���,���� 7 
�'����
)�	

����!�"���%)���_���3�����)����������!�"���%)������^�3��"

��3����$3"�������3����� ����	���%)��
�����3�$,��$3"�������3�������3


�V��Q����
)�	��������������"���^�3��\"����	�$3"�������3����� 


�'����!������
$�	��<�Q��!3%!�������)^�3�
����/ T
r

 	�������.���

��3��� pS  ���"��"�	���%)�������"�����,�)" pS  ��3
 �_�Q�������)

�
����/ T
r

 ^�3��\"����	�
����/ pT
r

 �_���Q�^�3%)�������"�����

��	�$3"�������3�����%!�������)����#�/���"���) 

 
�,���� 7 �$3"�������!�"���%)�� 

������)����������
����/ T
r

 ^"������)����_$�	��<�Q��!3%!����

���)������!���[�
���%!���������,����
������&,	��Q���"������

������&,	������	�	���)������! ��	�	���)������!�Q�^�3�!3��

�
����/ T
r

 ����3����� ��!���$�/����^"���
)�	�_�����

Q�"
#�����
����/ T
r

 ���	�"��"��� ����.���^�3���
)�		�
�	

��)����)^"�Q�!�)����"���	 �V��3��Q�"
#�����"�.�"'/�����

�
����/ T
r

 ���	�!3
�[V���_�����
����/���������)��������"��� 

Nκ
r

 (Curvature Vector)  "��"��� "��������Q�"
#����

�
����/ Nκ
r

 ��3
�_
����3��Q�"
#���Q���"��)"�$3"������

�3����������^�3%)�������"�����3���!3
��.���^�3%)��$�	��<�����"

��3�$,��$3"�������3������!3�������)����) ���Q�"
#���Q���"��

!������
$�	��<���!3%!����Q�"
#�����������)"�$3"������

�3����� ps   

!��"��"^"���Q�"
#�V��Q���\"�3��Q�"
#���
����/ Nκ
r

 ���

���� ps  [V��$�	��<�Q��!3%!�^�3
�'����"���)^�3��\"�����$3" 

(Feedback Linearization) !���`"&,	����
)�	^"�,���� 8  

Define Path

Calculate
Parameter

, ,p p pR T Nκ
r r r

, ,R T Nκ
r r r

Plant

Control

Nκ
r

ps

Transformation

iΦ
Adjust

Steering
Angles

Actual Path

Result

 
�,���� 8 �`" �̀����
)�	 [4] 

 

���������!���`�����Q�����$3"�����������"���������"�"�/

pantograph %)�� ���^�3%��$�3�����
)�	!������
"����,�^"

)�
�	 [11]  

 

8. �����=���� (Inertia) 

 �����	����������������"
����"��������V�:�
�	���������

��)) %!���.�����������
�	��������������^"�#����	"�:�/�����"

������"�����"�"�/ 
�	���������#$	)������$$�����.����	�3�"

���������"������������"������
��<�"��"[7] �	��
�	
�� ^"
��<�̂ !] 

�	������!��������"���
��<����������3�"��������"���  
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8.1 ����=������$���
'��=����(Inertia force and Inertia torque ) 

�	���
��<�	���������"����)) Plane Motion [9,10] ��3
���!3$	���

�����������"���!��"�� 

    GF mA∑ =                                    (1) 

    G GM I α∑ =                       (2) 

 %!���� F∑ ��`��
	����������Q����&��"��
��<������	!���

����Q���)
��<�����Q���������"��� 

        M ��	
����
��<� 

  GA  ��
�	���������! G [V����\"��!�,"�/<�
����
��<� 

       GM∑ ��`��
	���%	�	"�/����������Q����&��"��
��<�

�����	!��)��"��� �̀�" ��! G [V�������������)��"�)�����������"���

���
��<� 

  GI  �� Mass Moment of Inertia ���
��<���)��"��� �̀�"��! G 

   α  ��
�	��������	�	���
��<� 

 

8.2 �����=�����	
#�������;�
���

*���%���'�' 

 
��<��	������!��������"��������!
�	���������
��<� ���"�"�/%)�

���	��������"���^".��"�������Q���" (Work Space) �����!
�	������

������V�" [V��
�	���������������V�"^"������Q���"��^".��"������

�Q���""��"�	�������" �"�������%��$�3�����%)�����[V��	��������


�	�����������"���%)�� �����! CVT ���%)��!3
�  

 `�����)���
�	���������������	�������"^"������Q���"�����

.��"�������Q���"	�`�^�3	"�:�/������������������"�,3$V�
������3�"���

�����"������%)��^"������Q���"��	����	�������" ���")���Q���"��

�,3$V��"�����)���Q���"���)��
�� 

 ����!_"�"V�����$Q��*^"��"
����"�����Q�����V�:�
�	������

�����������!�V�"������"�"�/%)���))�"�"$��	��� ����Q����

����))��))
)�	^�3
�	�����������������!�V�"	���������"����

�	!^".��"�������Q���" �Q�^�3"������������������"�	��,3$V�<V�
�	

����������
�	�������	��������"���^".��"�������Q���"^"�����

�Q���"�� 

 �������!_"�"V���������V�:�
�	�������������������#/ ���

$�	��<
��	
�	�����������"��	�^�3^"����Q����"�Q��"���$	��"

���
��<��!3̂ "$<�"����#/����]��"�!3%!����
)�	
�	������

�����������"�"�/%)��^"�#�����Q���"��
	��)	"�:�/ 

 

8.3 ����'�,������
��������=��������>*��#�������;�
��

�

*���%���'�' 

 ���"�"�/%)���))�"�"$��	������^�3�����#/���)������"��"���

�!���������"�����"�!�����	"�� ���Q��"!�$3"�����������"������

������"%!�������)������!��� CVT [V��^"��"
����"���!3̂ �3��! 

CVT 2 ��! [V��$Q����)���
)�	��������"���������"�"�/%)�� 

(��	������3
"��^�3��! CVT �.�����!�!��
�_$�	��<^�3������"

�����"�����^".��"�������Q���"�!3������	�$�	��<�Q����
)�	
�	

�����������������!�V�"�!3) !��"��"������^�3 CVT $����!%!��Q����

�Q��"!������)������!��� CVT ����$��^�3	��������	��$	�_��

$�	��<
)�	
�	�����������������!�V�"�!3 ���<3��3�����$�	��<

�.��	�Q���������))�.�����
�^"��������"����!3 

 

 

 
�,���� 9 �$!���������"������������" 

 

.����#�����,�^"�#����	"�:�/�Q���"��
	��)���"�"�/%

)�� ��! CVT ���%)�����Q��"3�����Q��"!�����������������"��� 

$�
"�������Q�^�3������"�����"���"��"	"�:�/$�������3���^�3���!���

�����"�����	$	��� 

 

1 2
( , , )jF I C r r a=                           (3) 

 

%!���� I  ��
�	�����������������!�V�"���%)�� [V����


�	������"����������"����	 %��$�3�� (Configuration) ���%)�� 

[V���� I  "��"�V�"��,���)��
�������] ��	�{��/���" 
1 2

( , , )JI C r r  %!�

��� JC  �� Joint Space ��� %)��  

         
1
r    �� ������!���
���
�	��_
��� ����/ 1 ��� 
�	��_


����.������ [V���_�� ������!��� CVT1 ������)�!3  

        
2

r    �� ������!���
���
�	��_
����.������ ���
�	��_


��� ����/ 2  [V���_�� ������!��� CVT2 ������)�!3 

 

       %!����               
1 2

R r r= ×                                   (4) 

     R    ��������!�
	�����))[V���_��������!���
���Output1 

���Output2 (!,^"�,���� 3) 

)'�)����4"#�
����Z*�#�����9���������������%�j_���$	�����	����

���*�#����'������� )"� JC  ����'  
1

θ  
2

θ  
3

θ  4θ   �	������
5�

������()��* 59#�)'�����'��1 �+����#
������0��&�'�������
���

()��* ��+����#
���������*������)�"#��*�#*�#������������� )'�

)����4"#�
����Z�������������A)0������ ��'�'�����A)��)��

)����4"#�
����Z�&���%�����)'�*�#��������&�  �
'����3���)���

�4"#�
����Z���*	���+���9���
�'�	��	���*���� CVT *	��������
 

F
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�	��	����������A)��)��)����4"#�
����Z���*	���+���� (�
�����	�

����	���*���� CVT *	#�������
)'�*�#�&��+���!"#��&�)����4"#�
����Z

*�#�����9����)'����*�#����������  �������	�)'� 
1
r  ��+ 

2
r  �	������+

��	�)'�����*�#�����������������&��	�!	�:��	� (�
*�#)'��	���*����

����+�� ( R ) �'����#
���!"#��&�()��*�)�"#��*�#��������*��*�#

����������� 

 

9. %��� ��$����'�	�������	������'���� 

)�
�	"��"Q��$"��������))���.�+"��3"�))���"�"�/ 

Pantograph Cobot $��	������^�3 Spherical CVT�Q�"
"$����! %!�

"Q��$"��������^"���
������/��������"���������
)�	 

"�����"���!3�$!�<V�
�	$�	.�"'/���
���
�	��������)���"�"�/ ���

�"
�!�����"Q�
�	����������� 	�^�3
)�	���"�"�/%)�� 

 ��"
��������Q����!Q��"�"��,�"���Q�����V�:������
��)���^�3
�	������

����� ^"���
)�	���"�"�/%)��$��	��� [V�����Q������


�	$�	.�"'/���
�	������ ��)����
�������] ��	�{��/���" 

1 2
( , , )JI C r r  �
	���������$	���.���$��/�����)) �	�����


�	$�	.�"'/���
�	�������������)����
�������]�!3��3
 ����_

$�	��<�����"Q�$	�������
�	$�	.�"'/"��	�^�3
)�	����Q���"���

���"�"�/ %!���"Q�	���
	��)����Q���������"���^"�	.�
����/���

!Q��"�"�����
��"3���3
 ����!����.���
������/`�����!3������)����

����!_"!3�"����] 
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�����������)�#���
������� ��;�����#/	��
������� #�`,3
����
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�'������$	������
�	�����������������"�"�/%)���3"�))$��

	��� ���"�"�/"�������)!3
�$��$�
"������$�
"��������
�� Double 

CVT $�3������3�����)) Spherical CVT �Q�"
"$����!��������"�))

�"�" $�
"���$����\"��"�� pantograph �	�����!����)" Double CVT 

������"�������"����!3$��	���^"��"�) ���"�"�/%)���Q���"

��
	��)	"�:�/!��"��"	"�:�/����)�,3<V�
�	���������������"���"�"�/ 

�.����V�:����
)�	
�	������������V��Q���\"�3����$	���

.���$��/�����"���"�"�/ ����"���������\"��"���))�"�"!��"��"  

^"�����$	���
�	����������9"��"��^�3
�'������"��	,�����" 

(Lagrangian Formulation)  

 

Abstract 

This paper presents the development of a 2-DOF Cobot and 

also describes equations of appearance inertia of a 2-DOF 

Cobot. The cobot�s mechanism consists of two parts. The first 

part is called Double CVT which made from two Spherical CVTs 

connected in parallel. The second part is a pantograph 

manipulator. When installing the pantograph manipulator on 

Double CVT, the end effectors can move in x-y horizontal plane. 

Since the Cobot works directly with human operator, he/she will 

sense different inertia in different configurations. In order to 

control the apparent inertia, we derive dynamics equation of the 

patograph using Lagrangian Formulation. 

 

1. 
���� 

��"
�������""���!3"Q�  Spherical CVT[1] 	�^�3^"��"���!3�"

���"�"�/%)�� (Cobot: :Collaborative Robot) [V����\"���"�"�/���

<,�����))	��.�������Q���"��
	��)	"�:�/�!3%!����)".��"������

�Q���"�!��
��"��������!&�� ���"�"�/%)����\"�����#/���!3�"

���"�"�/���	�.������	��\"�.$[�� (Passive) �	�	��3"�Q��"�!$���Q����$,�

��)) ������Q�������	"�:�/^"��������"��� %)���.����Q��"3����

�Q��"!��������������"�����.�3�	��"^".��"�������Q���"�!��
��" 

���"�"�/%)�����^�3̂ "��"
����"����\"���"�"�/%)���"�!�"�"�����"���

^"$��	���̂ "�,��))�����"�� pantograph [V�������"���^"��"�) 

$��	��� !��"��"�V��	�$�	��<^�3
�'���������"���))�"���	���
��^"

�����$	���.���$��/ ^"��"
����"��^�3
�'�������������j�����$	#� 

�����!�,��))^�3��
,#�����"  

 

2. ����'���$#�	�����
�0���&�*��#�������;�
�� 

���"�"�/%)��<,�����))	�^�3$�	��<�Q���"��
	��)	"�:�/^"

.��"����Q���"(workspace)�!��
��" ���"�"�/%)�����������)���"�"�/

���������#/�������"����/��[ (Haptic Interface) ���
��������

���"�"�/%)�����	�$�3����������������	�)���)��������"������

,̀3^�3��"������Q��.���������"������������ ,̀3^�3��"��\"��������"��"  
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,̀3^�3��"����\" ,̀3�Q��"!��������"������ ����Q���"������"�"�/%

)���V���\"����Q���"^"��))�.$[�� (Passive) [V�����!&�����`,3^�3

^"����Q���"  

���"�"�/%)���	�^�3	�����/���������#/�3"�Q���� (actuators) 

�.���$���Q����^�3��)�3���� (joints) ������"�"�/%)����^�3[�
��� (CVTs : 

Continuous Variable Transmission) ^"���
)�	
�	$�	.�"'/

���
����������_
���������3���� �Q�^�3$�	��<
)�	���������

�����"���������"�"�/%)���!3 �����#/[�
���"����$�3��$�3���3�)���)

�))"�"%�%�%"	� (nonholonomic constraints) ^�3��)���"�"�/%

)��%!����
���	�
�����"�"�/%)����	��Q�"
"	�������Q���" (task 

space) �������_��	 ��������"���������"�"�/%)����	��.��� 1 ����

��$�� (Degree of Freedom) ����"��" ����Q���"��� ���"�"�/%)��

��	�����Q���" 2 ���:#��� 1) ����Q���"�))��$�� ( Virtual Caster 

) ����Q���"^"���:#�"�� ,̀3^�3���,3$V���	��"��)$�	��<�����"����!3

�������$�� ���"�"�/%)����������"��������������"���������"�"�/%

)��^�3��\"����	��������"������`,3^�3 ��� 2) ����Q���"�)))���) 

( Virtual Wall ) [V����)���)��������������"������	"�:�/ .����#�

��
�����^"���$�3���Q��.��$	��" �	���`,3^�3�����"�����3����Q��.�

�$	��" ,̀3^�3���	�$�	��<�����"���"�"�/%)��^�3�����Q��.��!3 �����

�<�����	�Q��.� ���<3������"�������Q��.����"�"�/%)����

���)���Q���"^"�))��$�� !,���������!�.��	���	�!3^")�
�	 [4] 

 

3. ����'�,��������

*�� Pantograph Cobot 

Cheepsumol ���#� [4] �!3.�+"��������))���"�"�/%

)��$��	���%!�^�3 Spherical CVT �Q�"
"$����!����))�"�"��" ^"

��"
����"���!3�Q����Q�"
# ����)) ���$�3����! �����#/ CVT ����!3

^�3��������!��
��"��) Tetrahedral CVT �V�"	� 2 ��! ^"�������!��� 

CVT ��	��.����".������.������/.�� ������!����.������$�����)

�!3!3
� steering wheel.  

^"�������))"�������	�.����������/.����� CVT ��!���

�"V����3���)�.��������".����� CVT ��!���$��    �.������$��<���

�Q������3�!3
���"��������
�� Double CVT  

 
 

�,���� 1 ���������!����]��������#/ Double CVT 

 

��!�����#/����]��� Double CVT ��  

1. �����	�"�!�$3" �̀�"�,"�/���� 4 "��
�Q�"
"$���,����	�
�	

��	���������$,� 

2. ��! Input ��������)!3
� Torque motor ��)����.������ ^�3

$Q����)$���Q����^�3��) Double CVT ����3��,����"$Q����)^�3�	�"

�,���3
����� 

3. ��!���)������"������! ( Steering Wheel ) ��������)!3
� 

Steering motor ���^�3$Q����)���)	�	����3����)������! ����3��,

����"$Q����)���)��"�	�"����,���3
����� 

4. ��! Output [V��	���,������	! 2 ��! �����)!3
��3��,����"$Q����)

��)<����Q��������,���3
����� ����.�� Output  $Q����) ���

�����#/"Q�������!���$�������� Double CVT ��^�3��" 

 

������3����� Double CVT $�	��<�Q���"��
	��"���������"

�������$���!3%!���!��
 Coupling ��������,������! Input !������$!���,�^"

�,���� 3 $�
"��! Steering Wheel "��"����$���3��^�3 motor 
)�	��$��

�����" �.���$������^�3 motor �	�"����\"	�	���������"����������" �_��

$�	��<�Q��"!^�3 Output ����$���3����� CVT 	�������!���������"

����������"��	�3����� $�
"�����)����]��������#/ Double CVT 

"���V�"�,�!3
������� CNC �"��������3�����
�	���������$,� %!��`�"

��" (Base) "��"�Q�	���� Stainless Steel �.���
�	��_���� �.��

����]���^�3 �Q�	���� ���_���3� $�
"�����)�V�"�,����"]^�3 ��,	�"�	 

��\"
�$!����� �,���3
���^�3�Q�	����������"�!�$3" �̀�"�,"�/���� 4 

"��
 ����,��3�^�3�,����"
�	��_� CHA90 ������)"��"�3�����Q����

���_� �3"�))��� Double CVT �$!�^"�,��� � 2 

 
�,���� 2 �,��3"�))������������#/$��<���
�	��_
�))���)������!�!3

����"���� Double CVT 

 

��������Q���"��"�"V����� Double CVT �����^�3 Input ��� 

Torque motor ������.������ �.���$���Q����^�3�,������	���������

$���,�^"�
���!��
��" ��3
�Q��"!������!������ CVT ��%!����)

	�	�����!)���)�����
 (Steering wheel) ����\"	�	 (α) ����] �.���


)�	
�	��_
��������� Output1 ��� Output2 !��"��"�V�$�	��<

�Q��"!�����$�
"����!��)���
��� Input ��) Output1 �����) 

Output2 ^"��#�"�������#/"���Q��"3�����$	��"��)�����#/$���Q�����))

���)
�	��_
$����" (Output $����") ������)�!3���������"�������

��$��%!�	���" Input ��
	��"��"�!��
 

 

4. Pantograph Cobot 

�,��))�Q���"���$Q��*������:#��"V��[V��"Q�	�^�3��)����������

���"�"�/%)�� %!��.������	��!3�Q��"3������) Input ������Q��"3����

�������	��� CVT ����$����! ^"��#�"�������������"����3���)
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��"�.�� Output1 ��� Output2 ��� Double CVT  �����������"

����<,�
)�	!3
������$�
"
�	��_
���  Output1 �����) 

Output2 [V�����!���������
)�	������!��� CVT ����$�� �	������

"Q���� Five bar linkage 	������)���!3�" output �����! CVT ����

$���_���!3��\" ���"�"�/%)��^"�,��)) Pantograph Cobot !��^"�,�

��� 3  

������"������"�"�/�������"����!3̂ "��"�) X-Y %!������


)�	��������������"������������"���������)	�	������!��� 

CVT ^"�#��Q���"��
	��)	"�:�/ `,3^�3����������)�����"�������

��"�����������������"�������\"��	�����$�
"
�	$�	.�"'/��� 

Output1 ��) Output2 [V����))��\" ,̀3
)�	 ^"�#������"�����))


)�	���)	�	������!��\"������] �.���)���)������^�3��"����	

�$3"������%�����	�
3 �,���� 3 �!3�$!����"�"�/��"�� Pantograph 

Cobot 

 

 
�,���� 3 Pantograph Cobot 

 

 

5. Lagrangian Dynamic of the Pantograph 

�"����������"�"�/%)���)) Pantograph ��\"�����))�"�" 

!��"��"�V�^�3��:9��������������
������/�����"���))�"���	

%!�����	��!3 [V��^"��"
����"���!3̂ �3���������� Lagrangian 

Formulation[2] 

Lagrangian ��\"
�'��������"��$��/������"�"�/����&��"V�� 

[V���������������!���`��������
���.�����"����)��) ��
������

��))����
�� 	�^�3^"���Q�"
# [V�������"���	 �����" (L) !��"�� 

L K P= −  
 %!���� L  �� ��
�����"  K  �� .�����"��"/ P  ��

.�����"����/ 

%!����$	��� �����" ��������	�^�3��\"�"�! ��� 1 (Lagrangian 

equation of the first type)[2] [V���,��))���$	���	�!��"�� 

 

1

k
i

j i

ij j j

d L L
Q

dt q q q
λ

=

⎛ ⎞ ∂Γ∂ ∂
− = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑
&                (1) 

$Q����) j = 1 <V� n 

�	��� iΓ  �� �{��/���"�����"�� $	������ i 

 k   �� �Q�"
"����{��/���"�����"�� 

     iλ  �� ��
,#�����" 

       n  �� �Q�"
"���.���!���(Coordinate) 


�'�^"�����3$	����� �����!$	��������"^�3��,�^" 2 �,��)) 

�,��))����������!�,��))^�3��
,#�����" ��\"��
�������3�����
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Coordinate)  ����Q�"
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��)��
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%!���� input �����))�������"�����\"	�	 
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2
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���

���&�'�
���()��* %!�����������
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2
r  ��	�Q�!�) 
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θ
2

θ ��\" 
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��	���))$	��������	! 4 $	��� 

^" 4 ��
��� ��
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1
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2
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3
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1
Q

2
Q  ��\"���&��"�����
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0i i iB P bΓ = − =                            (4) 

2 2 2( ) ( ) 0i x i i y iP r ac P as bθ θΓ = + − + − − =   (5) 
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2
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2 3
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θ

θ
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& &

&
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pK  �� Kinetic Energy �����! P  

aiK  �� Kinetic Energy ��� link 1  
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������! P 
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���� link 1 

bm  �� 	
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mI  �� Inertia ��� %)�� 
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�	��� 
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