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 This research is concentrating on development software to solve nonlinear programming 
problem with equality piecewise linear constraints and inequality nonlinear constraints based on a 
method of the cutting-plane. This iterative method is used to find the maximum for the 
Lagrangian dual function. The procedure of finding gradient and Hessian of function use the 
ADOL-C program. GNU Linear Programming Kit is chosen to solve a linear programming. The 
Newton, steepest descent and combination of Newton and steepest descent method is used for 
solving system of nonlinear equation. We compare the result with the commercial optimization 
software GAMS. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
ในปจจุบันองคกรตาง ๆ ไดมีการเพิ่มขนาดขององคกรเองใหโตขึ้นตามการขยายตัวอยาง

รวดเร็วของภาวะเศรษฐกิจ ซ่ึงทําใหองคกรน้ันมีความซับซอนมากข้ึน เปนผลใหผูบริหารองคกร
น้ันมีการตัดสินใจที่ซับซอนขึ้น การตัดสินใจผิดพลาดของผูบริหารอาจกอใหเกิดความเสียหายตอ
กิจการขององคกร ทําใหมีผูพยายามหาวิธีการอยางมีหลักการในการแกปญหา โดยกําหนดแนวทาง
ของปญหา จุดประสงค วิธีการดําเนินงาน เพ่ือใหการตัดสินใจเกิดความผิดพลาดที่นอยที่สุด และ
สงผลดีตอองคกรมากที่สุด วิชาการแขนงหนึ่งไดถูกพัฒนาขึ้นเพื่อหาหลักการดําเนินงานดังกลาวคือ
วิชาที่วาดวย การวิจัยดําเนินงาน  

 
การวิจัยดําเนินงาน เปนวิชาการแขนงหนึ่งซ่ึงเกิดขึ้นระหวางสงครามโลกครั้งที่ 2 เพ่ือใช

บริหารงานทางทหาร  เมื่อสงครามสิ้นสุดลงความสําเร็จของทีมงานทางทหารที่ใชหลักวิจัย
ดําเนินงานเริ่มถูกนํามาใชในวงการอุตสาหกรรม เพ่ือนํามาแกไขปญหาที่ซับซอนดานการผลิต การ
ขนสงและการจัดการ ความนิยมของการวิจัยดําเนินงานจึงมีเพ่ิมข้ึน จุดประสงคหลักในการวิจัย
ดําเนินงาน คือการหาแนวทางปฏิบัติที่ทําใหไดผลลัพธเหมาะสมที่สุดภายใตเงื่อนไขที่กําหนด โดย
ผลลัพธที่ไดตองสอดคลองกับจุดมุงหมายของการแกปญหา 

 
กําหนดการเชิงเสน เปนเทคนิคในการแกปญหาทางการวิจัยดําเนินงานที่มีลักษณะ

ความสัมพันธของตัวแปรตาง ๆ ที่เก่ียวของเปนฟงกชันเชิงเสน เราสามารถมองผลความกาวหนา
ทางคณิตศาสตร ซ่ึงมีความคิดริเร่ิมมาจากนักคณิตศาสตรและนักวิทยาศาสตรหลาย ๆ ทาน เชน 
Von Neumann, J.  เริ่มใชทฤษฎีสูงสุด-ตํ่าสุดในทฤษฎีของเกมในป 1928 และถูกพัฒนานําไปใชใน
ปญหาทางการขนสงในป 1941 เทคนิคดังกลาวนําไปใชกับการแกปญหาทางโภชนาการในป 1945 
โดย Stigler, G. จากน้ันในป 1947 Dantzig, G. B., Marshall, C. W. และเพ่ือนรวมงานในกองทัพ 
อากาศสหรัฐอเมริกาไดใชวิธีทางคณิตศาสตร และเทคนิคท่ีเก่ียวของมาแกปญหาทางการวางแผน
โครงงานในกองทัพ โดยเร่ิมจัดรูปองคกรทั้งหมดใหมีความสัมพันธทางคณิตศาสตรเปนฟงกชันเชิง
เสน แลวใชวิธีทางคณิตศาสตรแกปญหานั้น ผลงานที่ปรากฏไดรับการยอมรับเปนอยางมาก ทําให
เกิดวิธีการที่เรียกวา simplex method ซ่ึงเปนเทคนิคที่ใชสําหรับแกปญหากําหนดการเชิงเสนที่มี
ประสิทธิภาพ 
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ปญหาการวิจัยดําเนินงานบางปญหามีลักษณะความสัมพันธของตัวแปรตาง ๆ เปนแบบไม
เชิงเสน  พิจารณาตัวอยางตอไปน้ี โรงงานแหงหน่ึงผลิตสินคา 3 ชนิด โดยที่ปริมาณการขายของ
สินคาแตละชนิดข้ึนอยูราคาของสินคา ยกเวนสินคาชนิดที่ 3 ท่ีปริมาณการขายของสินคาจะขึ้นอยู
กับราคาของสินคาชนิดที่ 2 และชนิดที่ 3 ดวย สมมุติให ix  คือปริมาณการขายของสินคาชนิดที่ i
โดยท่ี 321 ,,i =  ฝายผลิตควรจะดําเนินการผลิตอยางไรจึงจะไดผลกําไรสูงที่สุด เมื่อกําไรทั้งหมดที่
ไดจากการผลิตสินคาทั้ง 3 ชนิดมีความสัมพันธดังน้ี 
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จะเห็นไดวาปญหาขางตนมีความสัมพันธของตัวแปรเปนแบบไมเชิงเสน ดังน้ันเราจะเรียกปญหานี้
วา ปญหากําหนดการไมเชิงเสน 
  

สําหรับวิธีการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนนั้นมีอยูหลายวิธี ในป 1951 
Kuhn, H. W. และ Tucker A. W. ไดนําเสนอ Lagrange multipliers เพ่ือหาผลเฉลยของปญหา
กําหนดการไมเชิงเสนแบบที่มีเงื่อนไขบังคับแบบสมการ ในป 1956 Frank, M.  และ P. Wolfe ได
คิดคนวิธีการใชทิศทางที่เปนไปไดเพ่ือใชในการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนแบบที่
มีเงื่อนไขบังคับเปนอสมการเชิงเสน ตอมาในป 1955 Camp, G. D. ไดคิดคน penalty method เพ่ือ
ใชหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนทั้งในกรณีเงื่อนไขบังคับเปนฟงกชันเชิงเสน และ
ฟงกชันไมเชิงเสน แตขอเสียของวิธีน้ีคือการเลือก penalty function ใหสอดคลองกับปญหาน้ัน
คอนขางจะยุงยากและซับซอน ในป 1960 Kelley, J. E. ไดเสนอวิธีหาผลเฉลยปญหากําหนดการไม
เชิงเสนแบบมีเงื่อนไข โดยวิธีระนาบตัด (cutting-plane)  จากนั้นในป 1971 Zangwill, W. I. ได
เสนอวิธีระนาบตัด ซ่ึงมีความแตกตางจากของ Kelley, J. E. คือ วิธีระนาบตัดของ Zangwill, W. I  
เปนการหาผลเฉลยของปญหาคูควบที่เกิดจากฟงกชัน Lagrangian dual แทนปญหากําหนดการไม
เชิงเสนต้ังตน 
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 งานวิจัยน้ีไดสรางซอฟตแวรสําหรับแกปญหากําหนดการไมเชิงเสนภายใตเงื่อนไขบังคับ
สมการเชิงเสนเปนชวงและอสมการไมเชิงเสนโดยวิธีระนาบตัด ซ่ึงมีรูปแบบการหาผลเฉลยที่
สามารถเขียนเปนขั้นตอนวิธีสรางซอฟตแวรคอมพิวเตอร ขั้นตอนการหาผลเฉลยของปญหา
กําหนดการไมเชิงเสนโดยวิธีระนาบตัดน้ันประกอบดวยการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิง
เสน การคํานวณคา gradient และ Hessian ของฟงกชันจุดประสงคและฟงกชันเงื่อนไขบังคับ และ
การหาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสน ในข้ันตอนการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิง
เสน เราเรียกใชคําสั่งใน library ของ GNU Linear Programming Kit (GLPK) ซ่ึงเปนคําส่ังที่ใชเพ่ือ
หาผลเฉลยโดยวิธี revised simplex ในขั้นตอนการหาคา gradient และ Hessian ของฟงกชัน
จุดประสงคและฟงกชันเงื่อนไขบังคับใชหลักการ automatic differentiation โดยเรียกใชคําสั่งใน 
library ของ ADOL-C และในขั้นตอนการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนแบบมี
เงื่อนไขเปนสมการ เราใช Lagrange multipliers เพ่ือเปลี่ยนปญหาใหเปนปญหากําหนดการไมเชิง
เสนแบบไมมีเงื่อนไข ในข้ันตอนการหาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสนเราจะใชวิธี Newton 
และวิธี steepest descent เพ่ือนําเวลาที่ไดจากการหาผลเฉลยในแตละวิธีนํามาเปรียบเทียบ 
 
 วิทยานิพนธน้ีแบงออกเปน 5 บท ในบทที่ 1 จะเปนบทนําซ่ึงกลาวถึงที่มาของการวิจัย
ดําเนินงาน วัตถุประสงคของงานวิจัย และงานวิจัยอ่ืนที่เก่ียวของ  

 
บทที่ 2 กลาวถึงความรูพ้ืนฐานที่เก่ียวกับงานวิจัย ปญหากําหนดการเชิงเสน ปญหา

กําหนดการไมเชิงเสน ฟงกชัน Lagrangian dual ซ่ึงจะอธิบายถึงความหมายทางเรขาคณิตของ
ปญหา Lagrangian dual และทฤษฎี strong duality รวมถึงวิธีการระนาบตัดของ Zangwill, W. I.  

 
บทที่ 3 กลาวถึงการสรางซอฟตแวร ขั้นตอนวิธีระนาบตัด ขั้นตอนวิธีระนาบตัดแบบขยาย

ท่ีสามารถใชหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนภายใตเงื่อนไขบังคับอสมการไมเชิงเสน 
และสมการเชิงเสนเปนชวง รวมทั้งผังงานโครงสรางของซอฟตแวรในสวนที่เปนโปรแกรมหลัก 
และสวนที่เปนโปรแกรมยอยที่ใชหาผลเฉลยของปญหาหลักและปญหายอย  

 
บทที่ 4 อธิบายถึงขั้นตอนกอนการใชงาน และข้ันตอนการใชงาน แสดงตัวอยางการเตรียม

แฟมขอมูลที่จะเปนตัวกําหนดเงื่อนไขตาง ๆ ของปญหา และวิธีการเปลี่ยนแปลงฟงกชันท้ังฟงกชัน
จุดประสงค และฟงกชันเงื่อนไขบังคับ 

 
บทที่ 5 กลาวถึงการเปรียบเทียบผลลัพธที่ไดจากซอฟตแวรที่สรางขึ้น กับผลลัพธที่ไดจาก

โปรแกรม GAMS และสรุปผลงานวิจัย  
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ภาคผนวกจะแบงออกเปน 2 หมวด ในหมวด ก จะอธิบายถึงวิธีการหาผลเฉลยของระบบ
สมการไมเชิงเสนโดยวิธี Newton, steepest descent และ combination of Newton and steepest 
descent (combine N_S) ที่นํามาใชในซอฟตแวร และในภาคผนวก ข จะอธิบายถึงโปรแกรม 
Automatic Differentiation of Algorithms written in C/C++ (ADOL-C) ที่ใชสําหรับหาคา gradient 
และ Hessian ของฟงกชัน โปรแกรม GNU Linear Programming Kit (GLPK) ที่ใชหาผลเฉลยของ
ปญหากําหนดการเชิงเสน และโปรแกรม General Algebraic Modeling System (GAMS) ที่ใช
สําหรับหาผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหากําหนดการไมเชิงเสน เพ่ือใชในการเปรียบเทียบความ
ถูกตองและเวลาที่ใชในการประมวลผลกับซอฟตแวรที่สรางขึ้น ดังจะกลาวรายละเอียดในแตละบท
ตอไป 
 



บทท่ี 2 
ความรูพื้นฐานในงานวิจัย 

 
 ในบทนี้ จะกลาวถึงความรูพ้ืนฐานที่เก่ียวกับงานวิจัย ปญหากําหนดการเชิงเสน ปญหา
กําหนดการไมเชิงเสน ฟงกชัน Lagrangian dual ความหมายทางเรขาคณิตของปญหา Lagrangian 
dual และทฤษฎี strong duality รวมถึงวิธีการระนาบตัดของ Kelley, J. E. 
 
2.1 ปญหากําหนดการเชิงเสน 
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 ปญหากําหนดการเชิงเสนที่จะศึกษาในวิทยานิพนธน้ี เปนปญหาการหาคามากสุด โดยที่ 
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รูปที่ 2-1 แสดงถึงคอนทัวรของฟงกชันจุดประสงคกับบริเวณที่เปนไปได 
 

ผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหากําหนดการเชิงเสนหาไดจากการเลื่อนระนาบ 21 3xxz +=

ไปในทิศทาง c ใหไกลที่สุดโดยที่ระนาบนั้นยังคงอยูในบริเวณที่เปนไปได ดังน้ันผลเฉลยเหมาะ
ที่สุดจะเกิดเฉพาะที่จุดมุมของบริเวณที่เปนไปไดเทาน้ัน 
  
2.2 ปญหากําหนดการไมเชิงเสน 
 พิจารณาปญหา 
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)(minimize f

 

 
เม่ือ mnn ,f RRgRR →→ ::  และ ln RRh →:  โดยท่ี t)( n21 ,...,x,xx=x เรียกวาตัวแปร
ตัดสินใจ n  คือจํานวนตัวแปรตัดสินใจ ฟงกชัน f เรียกวาฟงกชันจุดประสงค ฟงกชันอสมการg
และฟงกชันสมการh เรียกวาฟงกชันเงื่อนไขบังคับ 
 สําหรับเวกเตอร x ซ่ึงสอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับเรียกวา ผลเฉลยที่เปนไปได บริเวณที่
รวบรวมผลเฉลยที่เปนไปไดเรียกวา บริเวณที่เปนไปได  
 ปญหาน้ีเรียกวาปญหากําหนดการไมเชิงเสน ถามีฟงกชันใดฟงกชันหน่ึงในปญหานี้ ไมวา
จะเปนฟงกชันจุดประสงค หรือฟงกชันเงื่อนไขบังคับเปนฟงกชันไมเชิงเสน แตถาเมื่อใดฟงกชัน
ทุกฟงกชันในปญหาน้ีเปนฟงกชันเชิงเสนแลว ปญหาน้ีเรียกวาปญหากําหนดการเชิงเสน 
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สําหรับการหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนคือการหา x  ท่ีอยูในบริเวณที่
เปนไปไดที่ทําให )()( xx ff ≤ สําหรับทุก x ที่อยูในบริเวณท่ีเปนไปได จุด x น้ีเรียกวาผลเฉลย
เหมาะที่สุด 

 
ปญหากําหนดการไมเชิงเสนที่จะศึกษาในวิทยานิพนธมีรูปท่ัวไปดังน้ี 
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โดยที่   เปนฟงกชันนูนตอเน่ืองที่สามารถหาอนุพันธได และ RR →nh : เปนฟงกชันเชิงเสน ใน
บางครั้ งปญหากําหนดการไม เชิง เสนอาจตองการหาคา สูงสุดของฟงก ชันจุดประสงค 
( )(maximize xf ) เราสามารถแปลงปญหากําหนดการไมเชิงเสนเปน )(minimize xf−  และ
สําหรับเงื่อนไขบังคับ )(xg  อาจอยูในรูป 0xg ≥)( เราสามารถแปลงเงื่อนไขบังคับใหอยูในรูป 
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จะเห็นไดวาปญหานี้มีฟงกชันจุดประสงคคือ 2
2
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รูปที่ 2-2 แสดงถึงคอนทัวรของฟงกชันจุดประสงคตัดกับบริเวณที่เปนไปไดที่จุด (2,1) ซ่ึงเปนผล
เฉลยเหมาะทีสุ่ดของปญหา 

  
การหาผลเฉลยนี้คือ การหาจุดในบริเวณท่ีเปนไปไดท่ีทําใหคา 2

2
2

1 )2(3)( −+− xx มี
คานอยที่สุด จากสมการวงกลม cxx =−+− 2

2
2

1 )2(3)(  เมื่อ 0≥c จะเห็นไดวา c  คือรัศมี
ของวงกลม และ (3,2) คือจุดศูนยกลางของวงกลม เราตองการหาวงกลมที่มีรัศมีนอยที่สุด โดยที่
เสนรอบรูปของวงกลมน้ันยังตัดกับบริเวณที่เปนไปได(บริเวณแรเงาในรูป 2-2) จากรูปที่ 2-2 คา c
ที่เล็กที่สุดคือ 2 และสัมผัสกับบริเวณที่เปนไปไดคือ (2,1) ดังน้ันผลเฉลยเหมาะที่สุดเกิดขึ้นที่จุด 
(2,1) และใหคาจุดประสงคเทากับ 2  
 การหาผลเฉลยโดยวิธีน้ีจะไมสะดวกเมื่อปญหากําหนดการไมเชิงเสนมีตัวแปรมากกวา 2 
ตัวข้ึนไป หรือฟงกชันจุดประสงคและฟงกชันเงื่อนไขบังคับมีความซับซอนมาก 
 
 
 
 
 

3g

1x

2x

1g

2g ( )23 ,
•

Contours of the 
objective function 

( )12 ,
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2.3 Lagrangian dual 
 
พิจารณาปญหากําหนดการไมเชิงเสน 
 

0xh
0xg

x

=
≤

)(
)(tosubject
)(minimize:primal f

 

 
เม่ือ mnnf RRgRR →→ :,: , ln RRh →:  และ nRx ∈ จะมีปญหาคูควบที่เรียกวาปญหา 
Lagrangian dual ซ่ึงอยูในรูปแบบ 
 

0u
vu

≥  tosubject
),( maximize:duallagrangian θ  

 
เม่ือฟงกชัน Lagrangian dual คือ { }nttf,θ Rxxhvxguxvu ∈++= :)()()(inf)(  
 
 ฟงกชัน Lagrangian dual θ  อาจจะมีคาเขาใกล ∞−  สําหรับบางเวกเตอร ),( vu จากปญหา
น้ีจะเห็นไดวาเงื่อนไขบังคับ )(xg และ )(xh  ในปญหา Primal ถูกรวมอยูในฟงกชันจุดประสงคใน
ปญหา Lagrangian dual โดยใช Lagrange multipliers u และ v  โดยที่u  สัมพันธกับเงื่อนไขบังคับ

0xg ≤)(  ทําให 0u ≥  ขณะที่ v  สัมพันธกับเงื่อนไขบังคับ 0xh =)(  ทําให v  จึงเปนตัวแปรไม
จํากัด 
  
 
2.3.1 การแปลความหมายทางเรขาคณิตของปญหา Lagrangian dual 
 พิจารณากรณีที่ปญหากําหนดการไมเชิงเสนมีเพียง 1 เงื่อนไขบังคับที่เปนอสมการ น่ันคือ

RR →ng :   และสนใจเฉพาะ Bx∈  เม่ือ nRB ⊆ และB  เปนเซตนูน ดังน้ันปญหา
กําหนดการไมเชิงเสนจึงอยูในรูปแบบ 

Bx
x
x

∈
≤ 0)(toubject

)(minimize:P
gs
f
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ใหเซต )(),(:){(G xx fzgyy,z ===  สําหรับทุก } Bx∈ ดังแสดงในรูปที่ 2-3 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2-3 แสดงบริเวณที่เกิดจากการสง x ในเซต B ไปยังเซต G โดยผานฟงกชัน f,g  
  

ดังน้ันผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหา P คือการหาคูอันดับใน G โดยที่ 0≤y  และทําให z
มีคานอยที่สุด จากรูปที่ 2-4 แสดงวาคูอันดับ )( z,y เปนผลเฉลยของปญหา P 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2-4 แสดงจุดที่เปนผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหา P 
ปญหา Lagrangian dual ท่ีสอดคลองกับปญหา P คือ 

( )
0tosubject

maximize:LD
≥u
uθ  

เมื่อ { }Bxxx ∈+= :)()(inf)( ugfuθ  
สมมุติวาเราสามารถหาคาที่นอยที่สุดของ )()( xx guf +  เม่ือ Bx∈ ได ดังน้ันเรา

สามารถกลาวไดวา { }Bxxx ∈+ :)()(inf ugf มีคาเทากับ  )()(minimum xgx uf + สําหรับทุก
Bx∈  เน่ืองจาก )(xgy = และ )(xfz = สําหรับ Bx∈  ดังน้ัน )(uθ ก็คือการหาคานอยที่สุด

)( z,y

B
x

)](),([ xxg f

y

z

G

B
x

y

z

G

)](),([ xxg f
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ของ uyz + บนเซตG น่ันเอง จะเห็นไดวา α=+ uyz เปนสมการเสนตรงที่มีความชัน u− และมี
จุดตัดบนแกน z  คือ α  ดังแสดงในรูปที่ 2-5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2-5 แสดงสมการเสนตรงที่ตัดแกน z ที่ α  
 
การหาคานอยที่สุดของ uyz + บนเซตG ทําไดโดยเลื่อนเสนตรง α=+ uyz  ในทิศทางที่

ขนานกับเสนตรงเดิม และทําใหจุดตัดบนแกน z มีคานอยที่สุดในขณะที่เสนตรงน้ันยังคงสัมผัสกับ
เซตG ซ่ึงก็คือการเล่ือนเสนตรงไปใหสัมผัสอยูใตเซตG น่ันเอง ดังน้ันจุดตัดบนแกน z  คือ )(uθ  
ดังแสดงในรูปท่ี 2-6 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2-6 แสดงจุดตัดบนแกน z ที่เปน )(uθ  
 
ดังน้ันปญหา LD คือการหาความชันของ supporting hyperplane ที่ทําใหจุดตัดบนแกน z มี

คามากที่สุด จากรูปท่ี 2-7 จะเห็นไดวาสมการเสนตรง αyuz =+ ที่มีความชัน u− และสัมผัสเซต
G  ที่จุด )( z,y เปนสมการที่ใหผลเฉลยของปญหา LD น่ันคือมีผลเฉลยเหมาะที่สุดคือu  และมีคา
จุดประสงคคือ z นอกจากนั้น คาจุดประสงคของปญหา P และคาจุดประสงคของปญหา LD ยังมีคา
เทากันสําหรับในกรณีน้ีดวย  

ความชัน 

α

ความชัน 

α=+ uyz
u− y

z

G

y

z

)(uθ

α

α

α

u−

G
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รูปท่ี 2-7 แสดงจุดที่เปนผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหา LD 
 
ตัวอยางที่ 3 

0
04tosubject

minimize

21

21

2
2

2
1

≥
≤+−−

+

x,x
xx
xx

 

 
จะเห็นไดวาปญหาน้ีมีผลเฉลยเหมาะที่สุดเกิดขึ้นที่ )2,2(),( 21 =xx มี คาจุดประสงคเทากับ 8 
ให 4)( 21 +−−= xxg x และ }0:){( 2121 ≥= x,xx,xB  ไดฟงกชัน Lagrangian dual   

}0:)4(inf{)( 2121
2
2

2
1 ≥+−−++= x,xxxuxxuθ   

ดังน้ันปญหา Lagrangian dual ที่สอดคลองกับปญหาน้ีคือ  

0  tosubject
)( maximize
≥u
uθ  

จาก Kaczor, W. J. และ Nowak, M. T. [1] จะไดวา 
uxuxxxuxxx,xxxuxx 4}0:inf{}0:inf{}0:)4(inf{ 22

2
211

2
12121

2
2

2
1 +≥−+≥−=≥+−−++

 
ให  uxxx −= 2)(ϕ  เม่ือ 0≥x  และ 0≥u  

จุดวิกฤตของ )(xϕ  คือ x เม่ือ 0)(
=

dx
xdϕ  

       ux
dx
xd

−= 2)(ϕ  

 ดังน้ัน 
2
ux =  พิจารณา 2)(

2

2

=
dx
xd ϕ  แสดงวา )(xϕ จะมีคาต่ําสุดที่ x เน่ืองจาก

0)(
2

2

>
dx
xd ϕ  คาขอบเขตลางมากสุดของϕ  เกิดข้ึนที่ 

2
ux =    

จึงสรุปไดวาคาขอบเขตลางมากสุดของ )(uθ  เกิดขึ้นที่
221
uxx ==  เมื่อ 0≥u   

)()( uθz,y =

ความชัน u−
y

z

G
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uu

uuu

uuuuuu

4
2

4
2

)4
22

(
44

)(

2

2
2

22

+−=

+−=

+−−++=θ

 

ดังน้ัน 0:4
2

)(
2

≥+−= uuuuθ  

เน่ืองจาก 2u เปนฟงกชันพาราโบลาหงายซึ่งเปนฟงกชันนูน ดังน้ัน
2

2u
− จึงเปนฟงกชันเวา 

และ u4 เปนฟงกชันเชิงเสนจึงเปนทั้งฟงกชันนูนและฟงกชันเวา จาก Peressini, A. L. และ 

Sullivan, F. E. [2] ดังน้ัน uu 4
2

2

+− เปนฟงกชันเวา จึงสรุปไดวา )(uθ  เปนฟงกชันเวาและคาที่

มากที่สุดที่เกิดบนชวง 0≥u เกิดขึ้นที่ 4=u  และ 8)( =uθ  ดังน้ัน คาจุดประสงคจึงมีคาเทากับ 8 
 
 ตอไปเราจะพิจารณาปญหาบนระนาบ yz  เม่ือ ( )xg=y และ ( )xfz =  เราสนใจในการ
หาเซต G ซ่ึง 2

2
2
121 4,:){(G xxzxxyy,z +=+−−==  สําหรับทุก }0 21 ≥x,x  ซ่ึงกระทําได

โดยการหาขอบเขตลางและขอบเขตบนของเซต G ซ่ึงแทนดวย )(y′α  และ )(y′β  ตามลําดับ 
 

 ให )(y′α  และ )(y′β  คือ คาจุดประสงคที่เหมาะที่สุดของปญหา P1 และ P2 ตามลําดับ 
 

0
4tosubject              

minimize        :P1

21

21

2
2

2
1

≥

′=+−−
+

x,x
yxx

xx
 

0
4tosubject              

maximize        :P2

21

21

2
2

2
1

≥

′=+−−
+

x,x
yxx

xx
 

 จากเงื่อนไขบังคับของทั้งสองปญหา yxx ′=+−− 421  จะได yxx ′−=+ 421  และ
0, 21 ≥xx  ดังน้ัน 4≤′y  และเมื่อคา y′ ลดลง 21 xx + จะมีคาเพ่ิมมากขึ้น 
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รูปที่ 2-8 ผลเฉลยทางเรขาคณิตของปญหากําหนดการไมเชิงเสน P1 และ P2 
  
 

ใหฟงกชันจุดประสงค 2
2

2
121 ),( xxxx +=η  จาก yxx ′−=+ 421 จะได 12 4 xyx −′−=  

แทน 2x  ลงใน ),( 21 xxη  ดังน้ันตัวแปรในฟงกชันจุดประสงคจะถูกลดลงเหลือเพียงตัวแปรเดียว จะ
ได 
 

2
1

2
1

2
11

22
1

2
1

2
11

)4()4(22

)4(2)4(

)4()(

yyxx

xyxyx

xyxx

′−+′−−=

+′−−′−+=

−′−+=η

 

ดังน้ัน 2
1

2
11 )4()4(22)( yyxxx ′−+′−−=η   

 
 เน่ืองจาก y′ เปนคาคงที่ใน )( 1xη  ดังน้ัน 2

1 )4()4(2 yyx ′−+′−−  เปนฟงกชันเชิง
เสนจึงเปนทั้งฟงกชันนูนและฟงกชันเวา และ 2

12x เปนฟงกชันพาราโบลาหงายซึ่งเปนฟงกชันนูน 
จึงสรุปไดวา )( 1xη เปนฟงกชันนูน 
 จุดวิกฤตของ )( 1xη  จะเกิดขึ้นท่ี 1x  เม่ือ 0

)(

1

1 =
dx
xdη  

)-(424)(
1

1

1 yx
dx
xd ′−=

η  

 
2

)-(4
4

)-(42
1

yyx
′

=
′

=   จากนั้นตรวจสอบ 2
1

1
2 )(
dx
xd η  ถา 0

)(
2
1

1
2

>
dx
xd η แลว )( 1xη

จะมีคาตํ่าสุดที่ 1x  

Contours of the 
objective function

( )04 ,y′−

( )y, ′−40







 ′−′−

2
4

2
4 y,y

1x

2x
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     4)(
2
1

1
2

=
dx
xd η  

 ดังน้ันที่ 
2

)-(4
1

yx
′

= จะทําให )( 1xη มีคาตํ่าสุดวงกวาง 

2
)-(4

2
)-(442

y

yyx

′
=

′
−′−=

 

 จึงสรุปไดวาจุด 





 ′′

2
)-(4

2
)-(4 y,y  เปนจุดที่ทําให ),( 21 xxη มีคาต่ําสุด ดังน้ันคา

จุดประสงคจะมีคาเทากับ 

2
)4(

2
4

2
4 222 yyy ′−

=





 ′−

+





 ′−  

 

กลาวคือ  ( ) ( )
2

4 2yy
′−

=′α  
เน่ืองจากจุดวิกฤตของ ),( 21 xxη  มี 3 จุดคือ จุดขอบ )0-(4 ,y′ , )-(0,4 y′ และจุด







 ′′

2
)-(4

2
)-(4 y,y  จะพิจารณาอีก 2 จุดที่เหลือ  

 
ท่ีจุด )0-(4 ,y′ , ( ) ( )22

21 404),( yyxx ′−=+′−=η  
ท่ีจุด )-(0,4 y′ , ( ) ( )22

21 440),( yyxx ′−=′−+=η  
  

ดังน้ัน 2 จุดน้ีคือจุดที่ทําให ),( 21 xxη มีคามากที่สุด กลาวคือ ( ) ( )24 yy ′−=′β  เซต G 
จึงมีลักษณะดังรูป 2-9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2-9 แสดงเซต G ของตัวอยาง 2 

G 

สมการเสนตรงมีความชันเทากับ -4 

คาจุดประสงคของปญหา 

4

z

y

( ) ( )24 yy −=β

( ) ( )
2

4 2yy −
=α
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 จากรูปที่ 2-9 จะเห็นไดวา สมการเสนตรงที่มีความชันเทากับ –4 สัมผัสกับเซต G ที่จุด
)8,0( เปนสมการเสนตรงที่ใหผลเฉลยของปญหา Lagrangian dual น่ันคือมีผลเฉลยเหมาะที่สุด

เทากับ 4 และมีคาจุดประสงคเทากับ 8 
 
2.3.2 Strong Duality Theorem 

ให RR →nf :  และ mn RRg →:  เปนฟงกชันนูน และ ln RRh →: เปนฟงกชัน
เชิงเสน ถามี x̂ ซ่ึง 0xh0xg =≤ )()( ˆ,ˆ  แลว 

{ } { }0uvu0xh0xgx ≥==≤ :),(sup)()(:)(inf θ,f  
 

ถาเรากําหนดเงื่อนไขของปญหา เพ่ือกําจัดผลตางระหวางคาจุดประสงคของปญหา primal 
และ  Lagrangian dual แลว เราสามารถหาผลเฉลยของปญหา primal โดยหาผลเฉลยของปญหา 
Lagrangian dual แทน สําหรับการหาผลเฉลยของปญหา Lagrangian dual ในวิทยานิพนธน้ีเราจะใช
วิธี cutting-plane โดยมีขั้นตอนวิธีดังน้ี 
 
2.3.3 วิธี Cutting-Plane 

พิจารณาปญหากําหนดการไมเชิงเสน 

0xh
0xg

x)I(

=
≤

)(
)(tosubject

)(minimize f
 

เม่ือ mnn :g,:f RRRR →→ , lnh RR →: เมื่อ nRx ∈  สําหรับการหาผลเฉลยของปญหา
)( I โดยวิธี cutting-plane จะไมไดหาผลเฉลยของปญหาโดยตรง แตจะหาผลเฉลยของปญหาคูควบ

ท่ีเรียกวาปญหา Lagrangian dual )( ΙΙ  
 

0u
vu)II(

≥  tosubject
),( maximize θ  

โดยที่ }: )()()(inf{),( nttfθ Rxxhvxguxvu ∈++=        
 

เมื่อเราสมมุติให  ),( vuθz =  เพราะฉะนั้น )()()( xhvxgux ttfz ++≤  สําหรับทุก 
nRx ∈  ดังน้ันปญหา ),(maximize vuθ โดยที่ 0u ≥  จึงสมมูลกับปญหา )( ΙΙΙ  

 

0u

Rxxhvxgux

)III(

≥

∈++≤ nttfz

z

ทุก)()()(tosubject

maximize
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จะเห็นไดวาปญหา )( ΙΙΙ เปนปญหากําหนดการเชิงเสนที่มีจํานวนเงื่อนไขบังคับไมจํากัด 
ซ่ึงยากตอการหาผลเฉลย ดังน้ันเราจะพิจารณาหาผลเฉลยของปญหา )( VΙ แทนปญหา )( ΙΙΙ   
 

( ) ( ) ( )

0u
xhvxgux

)IV(

≥
−=++≤ 110;)()()(tosubject

maximize

k,...,,jfz

z
jtjtj  

เม่ือ ( ) ( ) ( ) nk,...,, Rxxx ∈−110  จะเห็นวาปญหา )( VΙ เปนปญหากําหนดการเชิงเสนที่มี
จํานวนเงื่อนไขบังคับจํากัด สมมุติวาไดผลเฉลยเปน ( ) ( ) ( )),( kkk ,z vu แตเรายังไมสามารถยืนยันไดวา

( ) ( ) ( )),( kkk ,z vu  จะเปนผลเฉลยของปญหา )( ΙΙΙ ดวย เน่ืองจากปญหา )( VΙ น้ี เราพิจารณาเพียงแค
( ) ( ) ( )110 −k,...,, xxx เทาน้ันอาจจะมี nRx ∈′ ที่ไมใช ( ) ( ) ( )110 −k,...,, xxx ที่ทําให z ขัดแยงกับ

เงื่อนไขบังคับในปญหา )( ΙΙΙ น่ันคือ )()()( xhvxgux ′+′+′> ttfz ดังน้ันเราจึงตองทดสอบวา
ผลเฉลยจากปญหา )( VΙ  สอดคลองกับทุกเงื่อนไขบังคับของปญหา )( ΙΙΙ  หรือไม โดยพิจารณา
หาผลเฉลยของปญหา )(V  

 
( ) ( )

n

tktkf

Rx

xhvxgux)V(

∈

++

tosubject

)()( )(minimize  

สมมุติได ( )kx เปนผลเฉลยของปญหา )(V  น่ันหมายความวา ที่ ( ) ( ))()( kk ,, vuvu =  คา x ที่
ทํ า ใ ห  ( ) ( ) )()( )( xhvxgux tktkf ++ มี ค า น อ ย ที่ สุ ด คื อ ( )kx  ดั ง น้ั น

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))()( )( ktkktkkk fθ xhvxgux ++=  ถา ( ) ( )kk θz ≤ แลวแสดงวา ( )kz สอดคลองกับทุกเงื่อนไข
บังคับของปญหา )( ΙΙΙ ทําให ( ) ( ))( kk ,vu เปนผลเฉลยของปญหา )( ΙΙ  ในทางปฏิบัติเราสามารถหา
คา ( )kz  ที่มีคาใกลเคียง ( )kθ มากพอที่จะยอมรับไดน่ันคือ ( ) ( ) ε≤− kk θz  โดยที่ε  เปนจํานวนจริง
ท่ีมีนอยมาก แตถา ( ) ( ) ε>− kk θz แสดงวา ( ) ( ) ( ))( kkk ,,z vu ผลเฉลยนี้ไมสอดคลองกับเงื่อนไขของ
ปญหา )( ΙΙΙ  ดังน้ันเราจึงตองเพ่ิมเงื่อนไขบังคับ ( ) ( ) ( ))()()( ktktkfz xhvxgux ++≤  ในปญหา

)( VΙ แลวกลับไปหาผลเฉลยของปญหา )( VΙ ใหม ทําเชนน้ีเรื่อยไปจนกระทั่งไดผลเฉลยของ
ปญหา )( ΙΙ หรือจํานวนครั้งของการทําซ้ํามากกวาที่กําหนดไว 
 



บทที่ 3 
การสรางซอฟตแวร 

 
 ในบทน้ีเราจะกลาวถึงรายละเอียดของขั้นตอนวิธี cutting-plane และผังงานของซอฟตแวร
ท่ีใชหาผลเฉลยที่เหมาะสมที่สุดของปญหากําหนดการไมเชิงเสนภายใตเงื่อนไขบังคับอสมการไม
เชิงเสนและสมการเชิงเสนเปนชวง การสรางซอฟตแวรในวิทยานิพนธน้ีไดใชภาษาซี เน่ืองจากเรา
สามารถเรียกใชซอฟตแวรที่ใชหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน และซอฟตแวรที่ใชหา
อนุพันธของฟงกชันที่เขียนโดยใชภาษาซีอยูแลว 
 
3.1 ข้ันตอนวิธีระนาบตัด (Cutting-Plane Algorithm) 

 
( )
( )
( ) 0

tosubject

minimize

=

≤

xh

0xg

xf

 

 
ให nRx∈ , RR →nf : และ mn RRg →:  เปนฟงกชันนูนตอเน่ืองที่สามารถหาอนุพันธได
และ ln RRh →:  เปนฟงกชันเชิงเสน ปญหา Lagrangian dual ที่สอดคลองกับปญหาน้ีคือ 
 

0u

vu

≥  tosubject

),( maximize θ  

โดยที่ } : )()()(inf{),( nttfθ Rxxhvxguxvu ∈++=   
 
ขั้นตอนเริ่มตน 

กําหนด ( )0x  ซึ่ง ( ) 0xg ≤)( 0  และ ( ) 0)( 0 =xh  ให 1=k  แลวเขาสูขั้นตอนหลัก 
โดยที่ 

( )

( )

( )

( ) 



















=

)(g

)(g
)(gg

)(

0
m

0
2

0
1

0

x

x
x

xg
#
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ขั้นตอนหลัก 
ขั้นที่ 1 :  หาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหาหลัก 

 

( ) ( ) ( )

0u
xhvxgux

≥
−=++≤ 110;)()()(tosubject

maximize
k,...,,jfz

z
jtjtj  

ให ( ) ( ) ( )),( kkk ,z vu เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหาหลัก 
 
ขั้นที่ 2 :   หาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหายอย  

 
( ) ( )

n

tktkf
Rx

xhvxgux
∈

++

tosubject
)()( )(minimize  

ให ( )kx เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหายอย  
 
ขั้นที่ 3  ให ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))()( )( ktkktkkk fθ xhvxgux ++=  
 
ขั้นที่ 4 ถา ( ) ( ) εθz kk <− แลวหยุด ( ) ( ) ( )),( kkk ,θ vu เปนคาประมาณของผลเฉลยที่เหมาะ

ท่ีสุดของปญหา lagrangian dual เม่ือ ε เปนจํานวนจริงบวกที่มีขนาดเล็ก 
ถาไมเชนน้ันใหเพ่ิมเงื่อนไขบังคับ ( ) ( ) ( ))()()( ktktkfz xhvxgux ++≤ ในปญหา
หลัก เพ่ิมคา 1+= kk  แลวกลับไปขั้นตอนหลักอีกคร้ัง 

 
3.2 ข้ันตอนวิธีระนาบตัดแบบขยายออก (Extended Cutting Plane Algorithm) 

เราไดดัดแปลงและขยายวิธีการระนาบตัดใหหาผลเฉลยไดงายขึ้น ทั้งยังสามารถใชในกรณี
ที่ปญหากําหนดการไมเชิงเสนมีเงื่อนไขบังคับเปนสมการเชิงเสนเปนชวงได ปญหากําหนดการไม
เชิงเสนที่จะศึกษาในวิทยานิพนธมีรูปแบบดังน้ี 

 

0)(
)(tosubject
)(minimize :P

=
≤

x
0xg

x

h

f
 

  
เม่ือ Dx ∈ และ m,f RDgRD →→ ::  เปนฟงกชันนูนตอเน่ืองท่ีสามารถหาอนุพันธได 

และ :h →D R  โดยที่ nRD ⊆ ในกรณีที่ h เปนฟงกชันเชิงเสนจะมีเงื่อนไขดังน้ี 
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• h เปนฟงกชันตอเน่ือง 
• ให bxa ≤≤ 1 และ lt,,t,t …10 โดยที่ bttta l =<<<= …10  แลว [ ] 1

1
−

− ×= n
iii t,t RD

สํ า ห รั บ l,,,i …21= โ ด ย ท่ี  DD =
=
∪
l

i
i

1

แล ะ  ( ) ( ) φji =DD intint ∩ เ มื่ อ  ji ≠ แล ะ 

( )iDint หมายถึงx ทุกตัวที่อยูใน iD  
• ( ) i

t
i ch += xpx ถา iDx ∈ เม่ือ RRp ∈∈ i

n
i c,  

 
 ผลเฉลยที่เหมาะที่สุดที่ไดจากแตละชวงจะเปนคาต่ําสุดเฉพาะที่ ถานําผลเฉลยที่เหมาะที่สุด
ที่ไดจากแตละชวงมาเปรียบเทียบกัน ผลเฉลยที่มีคานอยที่สุดจะเปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดสําหรับ
ปญหากําหนดการไมเชิงเสน กลาวคือ ผลเฉลยนี้เปนคาต่ําสุดวงกวางนั่นเอง 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่3.1 แสดงถึงตัวอยางโดเมนของ x  

 
ขั้นตอนวิธีสําหรับวิธีระนาบตัดแบบขยายออก 

ข้ันที่ 1:  แบงปญหากําหนดการไมเชิงเสนออกเปนชวงตามเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสน 
ข้ันที่ 2:  หาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงในแตละชวง 
ข้ันที่ 3:  นําผลเฉลยที่ไดจากแตละชวงมาเปรียบเทียบ 

  
 
 
 

1D 2D 3D

2x

1x1lx
2lx 3lx
1ux 2ux 3ux
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ปญหากําหนดการไมเชิงเสนในชวงที่ iDx ∈ มีรูปแบบดังน้ี 
ปญหา (I) 

i

h

f

Dx
x

0xg
x

∈
=
≤

0)(
)(tosubject
)(minimize

 

 
โดยที่ { } 1

11
−×≤≤= n

uilii xxx|x RD  และ RD →if : , m
i RDg →:  เปนฟงกชันนูนตอเน่ืองที่

สามารถหาอนุพันธไดและ RDh →i:  โดยที่ ( ) i
t
i ch += xpx เมื่อ RRp ∈∈ i

n
i c,  ดังน้ัน

ปญหากําหนดการไมเชิงเสนจึงอยูในรูป  
ปญหา (II) 

( )
( )

( ) 0

0
0

tosubject
minimize

1

1

=+=

≤−
≤+−
≤

i
t
i

ui

li

ch

xx
xx

f

xpx

0xg
x

 

 
เราจะเพิ่มฟงกชัน lixx +− 1  และ uixx −1 ลงใน g  ดังน้ัน 2: +→ m

i RDg โดเมนของ x
สามารถเปลี่ยนจาก iD เปน nR โดยไมทําใหบริเวณที่เปนไปไดเปลี่ยนไป เน่ืองจากเราเพิ่มเงื่อนไข

01 ≤+− lixx และ 01 ≤− uixx  ลงในปญหากําหนดการไมเชิงเสนดังรูป 3.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 3.2 แสดงถึงบริเวณที่เปนไปไดของปญหา (I) และปญหา (II) 
 
จาก Bazaraa, Sherali and Shetty [3] ให ( ){ }0: =+=∈=′ i

t
i

n ch xpxRxD  ดังน้ัน
ปญหากําหนดการไมเชิงเสนจึงอยูในรูป 

2x

1x1lx 1ux

2x

1x1lx 1ux
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( )
( )
Dx
0xg

x

′∈
≤tosubject

minimize f
 

  
ดังน้ันปญหา lagrangian dual ที่สอดคลองกับปญหาน้ีคือ 
 

0u
u
≥  tosubject
)( maximize θ  

โดยท่ี } : )()(inf{)( Dxxguxu ′∈+= tfθ        
 

ขั้นตอนเริ่มตน 
กําหนด ( ) Dx ′∈0 , ( ) 0xg ≤)( 0 ให 1=k  และเขาสูขั้นตอนหลัก 

 
ขั้นตอนหลัก 
ขั้นที่ 1:  หาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหาหลัก 

( ) ( )

0u
xgux

≥
−=+≤ 110;)()(tosubject

maximize
k,...,,jfz

z
jtj  

ให ( ) ( ))( kk ,z u เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหาหลัก เราสังเกตไดวาเมื่อ 1=k

แลวผลเฉลยที่เหมาะที่สุดจะได ( ) ( ) ( ) 0ux == 111 )( ,fz  เพราะวา ( ) 0xg ≤)( 0 ดังน้ัน
การที่จะหาคา z ที่มากที่สุดตองให 0u = เพราะถา u เพ่ิมขึ้น คา z จะลดลง หลังจาก
น้ันเมื่อ k เพ่ิมขึ้นเร่ือย ๆ บริเวณที่เปนไปไดของปญหาจะมีพ้ืนที่ลดลงอาจจะเปนไดทั้ง
กรณีที่พ้ืนที่มีขอบเขต(bounded) หรือพ้ืนที่ไมมีขอบเขต(unbounded) ซ่ึงจะขึ้นอยูกับ
เงื่อนไขบังคับที่เพ่ิมเขามาในแตละรอบที่เพ่ิมคา k  แตทุกคร้ังเราสามารถหาผลเฉลยที่
เหมาะที่สุดไดเน่ืองจากคาจุดประสงคของปญหาขึ้นอยูกับตัวแปร z เพียงตัวเดียว
เทาน้ัน น่ันคือเราตองหาจุดขอบของบริเวณที่เปนไปไดที่ทําใหคา z มีคามากที่สุด 

 
ขั้นที่ 2: หาผลเฉลยที่เหมาะที่สุดของปญหายอย  

( )

Dx
xgux

′∈
+

tosubject
)( )(minimize

tkf  

  สามารถเขียนไดเปน 
( )

( ) 0tosubject
)( )(minimize

=
+
x

xgux
h

f
tk
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0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 2.5

0.5

0.25

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

2

( )xh

จะเห็นไดวาปญหาน้ีเปนปญหากําหนดการไมเชิงเสน ที่มีเงื่อนไขบังคับเปนสมการเชิงเสน 
ดังน้ันเราสามารถหาอนุพันธยอยอันดับที่หน่ึงของเงื่อนไขบังคับได จาก Frederick Hiller, 
Gerald Lieberman [4] เราสามารถลดรูปปญหาน้ีใหเปนปญหากําหนดการไมเชิงเสนที่ไมมี
เงื่อนไขบังคับได โดยใช lagrange multiplierw  เพ่ือกําจัดเงื่อนไขบังคับ 0)( =xh  โดยที่ w  
เปนตัวแปรแบบไมจํากัดคา ดังน้ันปญหากําหนดการไมเชิงเสนน้ี จึงอยูในรูป 

 
( ) )()( )(minimize xxgux whf
tk ++  

ให ( )kx เปนผลเฉลยเหมาะที่สุดของปญหายอย 
 
ขั้นที่ 3:  ให ( ) ( ) ( ) ( ))( )( ktkkk fθ xgux +=  
 
ขั้นที่ 4:  ถา ( ) ( ) εθz kk <−  แลวจึงหยุดจะได ( ) ( )),( kkθ u เปนผลเฉลยเหมาะที่สุดของ

ปญหา lagrangian dual สําหรับกรณีที่ iDx ∈ เม่ือ ε เปนจํานวนจริงบวกที่มีขนาด
เล็ก ถาไมเชนนั้นใหเพ่ิมเงื่อนไขบังคับ ( ) ( ))()( ktkfz xgux +≤  ในปญหาหลัก 
เพ่ิมคา 1+= kk  แลวกลับไปข้ันตอนหลักอีกครั้ง 
 

ตัวอยางที่ 1  

432

01
2
7tosubject

4
1)2(minimize

21

21

2
2

2
1

=+

≤−−

+−

xx

xx

xx

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.1 แสดงถึงคอนทัวรของฟงกชันจุดประสงคตัดกับบริเวณที่เปนไปไดของตัวอยางที่ 1 
 

Contours of the 
objective function 

( )xg
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ในปญหากําหนดการไมเชิงเสนนี้มี ( ){ }2
211 RDD ∈== x,x เราให 

( ){ }432: 2121 =+=′ xxx,xD  
 

ฟงกชัน lagrangian dual 
}432:)12

7(4
1)2min{()( 2121

2
2

2
1 =+−−++−= xxxxuxxuθ  

 
ขั้นตอนเริ่มตน 

( ) 110
2
1

4
5 60 ==






= − k,,, εx  

 
ข้ันตอนหลัก 

รอบที่ 1 
ขั้นที่ 1: 

0
2
3

8
5tosubject

maximize

≥

−≤

u

uz

z

 

เม่ือ ( )( ) ( )( )
2
3

8
5 00 −== xx g,f  ได ( ) ( ) 08

5 11 == u,z  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 
ขั้นที่ 2: 

432tosubject
4
1)2(minimize

21

2
2

2
1

=+

+−

xx

xx  

ได ( ) ( )021 ,=x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 
ขั้นที่ 3: ( ) 01 =θ   
ขั้นที่ 4: ( ) ( )11 zθ <  
 

รอบที่ 2 
ขั้นที่ 1: 

0
0

2
3

8
5tosubject

maximize

≥
+≤

−≤

u
uz

uz

z

 

เม่ือ ( )( ) ( )( ) 10 11 == xx g,f  ได ( ) ( )

4
1

4
1 22 == u,z  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 
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ขั้นที่ 2: 

432tosubject

)12
7(4

1
4
1)2(minimize

21

21
2
2

2
1

=+

−−++−

xx

xxxx  

ได ( ) ( )4
1

8
132 ,=x เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 

ขั้นที่ 3: ( )
32
32 =θ  

ขั้นที่ 4:  ( ) ( )22 zθ <  
 

รอบที่ 3 
ขั้นที่ 1: 

0
4
1

32
5

0
2
3

8
5tosubject

maximize

≥

−≤

+≤

−≤

u

uz

uz

uz

z

 

เม่ือ ( )( ) ( )( )
4
1

32
5 22 −== xx g,f  ได ( ) ( )

8
1

8
1 33 == u,z  เปนผลเฉลยที่เหมาะ

ที่สุด 
ขั้นที่ 2: 

432tosubject

)1
2
7(

8
1

4
1)2(minimize

21

21
2
2

2
1

=+

−−++−

xx

xxxx  

ได ( ) 





=

8
1

16
293 ,x  เปนผลเฉลยที่เหมาะที่สุด 

ขั้นที่ 3: ( )

128
113 =θ   

ขั้นที่ 4: ( ) ( )33 z<θ  
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ผลลัพธจาก 4 ขั้นตอนแรกเปนตามตารางดังน้ี 
 
Iteration ( )k  Constraint Added ( ) ( )( )kk u,z  ( )tkx  ( )kθ  

1 uz
2
3

8
5
−≤  






 0

8
5 ,  ( )02 ,  0  

2 uz +≤ 0  







4
1

4
1 ,  








4
1

8
13 ,  

32
3  

3 uz
4
1

32
5
−≤  








8
1

8
1 ,  








8
1

16
29 ,  

128
11  

4 uz
8
3

128
5

+≤  







16
3

64
7 ,  








16
3

32
55 ,  

512
51  

ฟงกชัน Lagrangian Dual มีคาสูงสุดที่ 
5
1

=u  โดยท่ี 
10
1

=θ  
 

ตัวอยางที่ 2 





∈=−−
∈=−+

=

≤−+

−+−

221

121

2
2

2
1

2
2

2
1

0124
042

)(

05tosubject
)2()3(minimize

Dx
Dx

x
;xx
;xx

h

xx
xx

 

เม่ือ { } RD ×≤≤= 11- 111 xx และ { } RD ×≤≤= 21 112 xx  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปที่ 3.2 แสดงถึงคอนทัวรของฟงกชันจุดประสงคตัดกับบริเวณที่เปนไปไดของตัวอยางที่ 2 

Contours of the 
objective function

1 0.6 0.2 0.2 0.6 1 1.4 1.8 2.2 2.6 3

0.4

0.8
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4

( )xg

( )x2h

( )x1h
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ขั้นที่ 1:  แบงปญหาออกเปน 2 สวน 
สวนที่ 1 สวนที่ 2 
( ) ( )22

1 2

2 2
1 2

1

1

1 2

minimize 3 2

subject to 5 0
1 0
1 0

2 4 0

x x

x x
x
x

x x

− + −

+ − ≤
− − ≤

− ≤

+ − =

 

( ) ( )22
1 2

2 2
1 2

1

1

1 2

minimize 3 2

subject to 5 0
1 0
2 0

4 2 1 0

x x

x x
x
x

x x

− + −

+ − ≤
− + ≤

− ≤

− − =

 

 
ฟงกชัน lagrangian dual สําหรับสวนท่ี 1 

}042:1)-(1)-(-5)-()2()3min{()( 211312
2
2

2
11

2
1

2
1 =−+++++−+−= xxxuxuxxuxxuθ

ฟงกชัน lagrangian dual สําหรับสวนท่ี 2 
}0124:2)-(1)(-5)-()2()3min{()( 211312

2
2

2
11

2
1

2
1 =−−+++++−+−= xxxuxuxxuxxuθ

 
ขั้นที่ 2: หาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสนในชวงที่ 1 ( ) ( )5110 .,=x  

ผลลัพธจาก 4 ขั้นตอนแรกเปนตามตารางดังน้ี 
Iteration ( )k  Constraint Added ( ) ( ) ( ) ( )( )kkkk u,u,u,z 321  ( )tkx  ( )kθ  

1 3219 uuuz −−−≤  ( )0009 ,,,  ( )8042 .,.  81.  
2 321 41434181 u.u.u..z +−+≤  ( )0036 ,,,  ( )4121 .,.  21.−  
3 321 20226163 u.u.u..z +−−≤  ( )540054 .,,,.  ( )7160 .,.  054.  
4 321 3040751855 u.u.u..z −+−≤  ( )75300354 .,,,.  ( )55190 .,.  2374.  

ฟงกชัน lagrangian dual มีคาสูงสุดที่ ( )5300 .,,=u  โดยที่ 254.θ =  
 

หาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสนในชวงที่ 2, ( ) ( )5110 .,=x  
ผลลัพธจาก 4 ขั้นตอนแรกเปนตามตารางดังน้ี 
Iteration ( )k  Constraint Added ( ) ( ) ( ) ( )( )kkkk u,u,u,z 321  ( )tkx  ( )kθ  

1 31751254 uu..z −−≤  ( )000254 ,,,.  ( )7261 .,.  452.  
2 321 4060854452 u.u.u..z −−+≤  ( )0027307733 ,,.,.  ( )1231 .,.  23.  
3 321 70301192 u.u.u..z −−+≤  ( )0047404213 ,,.,.  ( )7160 .,.  2553.  
4 321 850150440463 u.u.u..z −−−≤  ( )0036603033 ,,.,.  ( )9512251 .,.  2643.  
ฟงกชัน lagrangian dual มีคาสูงสุดที่ ( )003970 ,,.=u  โดยที่ 273.θ =  
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ขั้นที่ 3: เปรียบเทียบคาตํ่าสุดเฉพาะที่ของแตละชวง 
คาต่ําสุดเฉพาะที่จากชวงที่ 1 เทากับ 4.25 
คาต่ําสุดเฉพาะที่จากชวงที่ 2 เทากับ 3.27 
ดังน้ันคาตํ่าสุดวงกวางเทากับ 3.27 
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3.3 ผังงาน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ไมใช 

ใช 

n = จํานวนตัวแปรอิสระ 
NH = จํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสน 
NG = จํานวนเงื่อนไขบังคับอสมการ 
 

ใช 

ไมใช 

เริ่มตน 

โมดูล A 
หาคา ( )0x  

อานคา 
n, NH, NG 

เปรียบเทียบผลเฉลยในแตละชวงเพื่อหา 
คาต่ําสุดวงกวาง 

จบ 

โมดูล B 
หาคาต่ําสุดเฉพาะที่ของชวงที่ i 

i = 1 

i≤NH 

i =i+1 

 หาคา ( )0x ของแตละชวง 

ผูใชกําหนดเอง 

    ( ) 0xg ≤)( 0

ออกจากโปรแกรม 
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โมดูล A แผนผังการหาคาเร่ิมตนเมื่อ jDx ∈ เม่ือ NH21 ,,,j …=  
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เริ่มตน 

    อานคา         , ujxljx

 

ไมใช 
ใช ไมใช 

ไมใช 

ไมใช 

ไมใช 

ใช 

ใช 

ใช 

ใช 

 

i ≤NG 

i = 1 

หาจุดตัดระหวางเงื่อนไขบังคับ 
)(xh กับ )(xig  

i = i+1 

จบ 

 

 

มีจุดตดัคือ  
x ′

( )
ujxx =0

0xg ≤′)(  ( ) xx ′=0

เมื่อ   NG คือจํานวนเงื่อนไขบังคับอสมการ 
         NH = จํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสน 
         ujlj ,xx คือจุดท่ีอยูบนขอบเขตลางและขอบเขตบน  
          ของ jD ตามลําดับ โดยที่ ( ) ( ) 0== ujlj hh xx  

( ) 0xg ≤)( 0

( ) 0xg ≤)( 0

( )
ljxx =0

ออกจากโปรแกรม 

 
ได ( )0x   

เมื่อ jDx∈  

โมดูล A ไมสามารถหา ( )0x  ในชวง jDx∈  
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B แผนผังการหาคาต่ําสุดเฉพาะที่เมื่อ jDx∈ เมื่อ NH21 ,,,j …=   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

ไมใช 

ใช 

เริ่มตน 

k = 1 

ไมใช 

ใช 

จบ 

ไมใช 

ใช 

หาผลเฉลยของ  
ปญหาหลัก  B1 

หาผลเฉลยของ 
 ปญหายอย  B2 

k = k+1 

( ) ( ) ( ) ( ))()( ktkkk fθ xgux +=  

เพ่ิมเงื่อนไขบังคับ 
( ) ( ))()( ktkfz xgux +≤

 

ได ( ) ( )kk z,u  

( ) ( ) εθz kk <−

k     MAXIT ≤

เมื่อ NH คือจํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสน 
       MAXIT คือจํานวนการทําซ้ําที่มากที่สุดที่กําหนดไว  
       ε คือจํานวนจริงบวกที่มีขนาดเล็ก 

  ได ( )kx  ออกจากโปรแกรม 

ไมมีคําตอบ 

( )kx เปนคาประมาณของผลเฉลยที่เหมาะที่สุดใน jD  
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เริ่มตน 

จบ 

สรางปญหากําหนดการเชิงเสน 
   
 

เรียกใช GLPK 

( ) ( )

0u
xgux

≥
−=+≤ 110)()(tosubject

maximize
k,...,,jfz

z
jtj สําหรับ

B1 แผนผังการหาผลเฉลยของปญหาหลัก 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ได ( ) ( )kk z,u  
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B2 แผนผังการหาผลเฉลยของปญหายอย 
 

ปญหายอยคือ   
 

( ) )()( )()(minimize xxguxx whfw,S
tk ++=  เม่ือ jDx∈ สําหรับ NH21 ,,,j …=  

 
เมื่อ NH คือจํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสนปญหาขางตนเปนปญหา

กําหนดการไมเชิงเสนแบบไมมีเงื่อนไข และ )( w,S x เปนฟงกชันนูนตอเน่ืองที่สามารถหาอนุพันธ
ได จากความรูทางแคลคูลัสฟงกชัน )( w,S x จะมีคาตํ่าสุดสัมพัทธเม่ือ 0x =∇ )( w,S น่ันคือ 
 

0)(

0)(

0)(

0)(

2

1

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

w
w,S

x
w,S

x
w,S

x
w,S

n

x

x

x

x

#  

 
 ดังน้ันการหาผลเฉลยของปญหายอยคือการแกปญหาระบบสมการไมเชิงเสน สําหรับ
งานวิจัยน้ีเลือกใชวิธี Newton, วิธี steepest descent และวิธี combine N_S มาใชในการหาผลเฉลย
ของระบบสมการไมเชิงเสนซึ่งไดเขียนรายละเอียดของทั้ง 3 วิธีไวในภาคผนวก ก โดยผูใชสามารถ
เลือกใชวิธีใดวิธีหน่ึงได ถาผูใชไมกําหนดโปรแกรมจะใชวิธี combine N_S เราสามารถเขียนสรุป
เปนผังงานไดดังน้ี 
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เริ่มตน 

จบ 

อาน ( )ku  

เรียกใช  ADOL-C เพื่อหา 
)( w,S x∇  

ใช  steepest descent 
หรือ Newton 

หรือ combine N_S 

( ) )()( )()( xxguxx whfw,S
tk ++=  

ไดระบบสมการไมเชิงเสน 

0)(

0)(

0)(

0)(

2

1

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

w
w,S

x
w,S

x
w,S

x
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บทที่ 4 
การใชงานซอฟตแวรที่สรางขึ้น 

 
4.1 ขั้นตอนกอนใชงาน 
 ซอฟตแวร CUT ท่ีสรางข้ึนบีบอัดไฟลขอมูลทั้งหมดอยูในไฟล CUT.tar.gz เร่ิมตนการใชงาน 
ตองคลายไฟลออกมาโดยใชคําสั่ง 

$gunzip CUT.tar.gz  
 คําส่ังน้ีหมายถึง ใหคลายไฟล CUT.tar.gz เปน CUT.tar จากน้ันใชคําส่ัง 

$tar –xvf CUT.tar 
 คําส่ังน้ีหมายถึง คลายไฟล CUT.tar เปน directory CUT ซ่ึงประกอบไปดวยไฟลและกลุมไฟล
ที่อยูใน directory ดังน้ี 

 
1. Directory ประกอบดวย 3 กลุมคือ 

include  เปน directory ที่ประกอบไปดวย header file ของ GLPK 
LIB เปน directory ที่ประกอบไปดวย library file ของ GLPK คือ libglpk.a และ 

library file ของ ADOL-C คือ libad.a 
SRC  เปน directory ที่ประกอบไปดวย header file ของ ADOL-C 

2. File ประกอบดวย 6 ไฟลคือ 
adol.c เปนไฟลที่ใชในการคํานวณหาคา gradient และ Hessian ของฟงกชันจุดประ 

สงคในปญหายอย 
tag.c เปนไฟลที่ใชในการคํานวณหาคา gradient ของเงื่อนไขบังคับของปญหากํา 

หนดการไมเชิงเสนทั้งที่เปนอสมการไมเชิงเสน และสมการเชิงเสนเปนชวง 
initial.c     เปนไฟลที่ใชหาคาเริ่มตนใหกับปญหา 
cut.c      เปนไฟลหลักควบคุมการทาํงานตามวิธีระนาบตัด 
prob.txt     เปนไฟลขอมูลของปญหา 
makefile   เปนไฟลที่ส่ังใหคอมพิวเตอรแปลโปรแกรมเปนภาษาเครื่องคอมพิวเตอร 
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4.2 ขั้นตอนการใชงาน 
 

เริ่มตนการใชงาน ผูใชงานตองเตรียมไฟลขอมูล prob.txt และกําหนดฟงกชันตาง ๆ ใน file 
adol.c, tag.c, initial.c และ cut.c แลวพิมพคําสั่ง 

$makefile 
 
คอมพิวเตอรแปลโปรแกรมเปนภาษาเครื่อง เราสามารถดูผลลัพธที่ไดจากการพิมพคําสั่ง 

$./cut 
 
ตัวอยางที่1  
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รูปที่ 4.1 แสดงถึงบริเวณที่เปนไปไดและโดเมน x ของตัวอยางที่ 1 
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ตัวอยางที่2  
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เม่ือ { } RD ×≤≤= 11- 111 xx  และ { } RD ×≤≤= 21 112 xx  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4.2 แสดงถึงบริเวณที่เปนไปไดและโดเมน x ของตัวอยางท่ี 2 
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ไฟล prob.txt เปนไฟลที่ใชบันทึกรายละเอียดของปญหาคือ วิธีที่ใชสําหรับแกปญหาระบบสมการไม
เชิงเสน (1= วธีิ Newton, 2=วิธี steepest descent, 3=วธีิ combine N_S) จํานวนตัวแปรอิสระ จํานวน
เงื่อนไขบังคับอสมการ และจํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสน หากสมการเชิงเสนมีมากกวา 
1ชวง จะตองบอกถึงจุดที่เปนจุดเริ่มตนและจุดปลายของแตละชวง เพ่ือชวยใหการหาคา ( )0x  สะดวก
และมีความถูกตองมากขึ้น 

ตัวอยางที่ 1 ตัวอยางที่ 2 
1 // วิธีแกปญหาระบบสมการไมเชิงเสน 
2 //จาํนวนตัวแปรอิสระ 
1 //จาํนวนเงื่อนไขบังคับอสมการ 
1            //จาํนวนชวงของเงือ่นไขบังคับสมการเชิงเสน 
 

1 // วิธีแกปญหาระบบสมการไมเชิงเสน 
2 //จาํนวนตัวแปรอิสระ 
3 //จาํนวนเงื่อนไขบังคับอสมการ 
3            //จาํนวนชวงของเงือ่นไขบังคับสมการเชิงเสน 
-1 2.5// ( )21 x,x  ที่เปนจุดเริ่มตนของ )(1 xh  
1 1.5// ( )21 x,x  ที่เปนจุดปลายของ )(1 xh  
2 3.5// ( )21 x,x  ที่เปนจุดปลายของ )(2 xh  
 

 
ไฟล tag.c มีการเปลี่ยนฟงกชันยอย 2 ฟงกชันคือ 
(1) adouble GX(int i, adouble xx[])  เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงือ่นไขบังคับ )(xxg ของปญหา

กําหนดการไมเชิงเสน โดยมีขอมูลเขา 2 ตวัคือ  
- ขอมูลเขา int i มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาท่ีแสดงใหรูวาเปนการคํานวณจากฟงกชัน 

g  ตัวไหน เชนถา i=0 แสดงวาเปนการคํานวณจากฟงกชัน 1g   
- ขอมูลเขา adouble xx[] มีชนิดตัวแปรเปน adouble ซ่ึงเปนตัวแปรในโปรแกรม ADOL-C xx

จะรับคาจาก x ท่ีอยูในโปรแกรมหลัก  
ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxig  

 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
adouble GX(int i, adouble xx[]) 
{ adouble gg; 

 switch(i+1) 
 { case 1:  gg = xx[0]-7.0/2.0*xx[1]-1; break; 
 } 

return gg; 
} 
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/* ตัวอยางที่ 2 */ 
adouble GX(int i, adouble xx[]) 
{ adouble gg; 

 switch(i+1) 
{ case 1:  gg = xx[0]* xx[0]+ xx[1]* xx[1]-5; break; 
 case 2 : gg = -xx[0]; break; 

  case 3: gg = -xx[1]; break; 
 }  

return gg; 
} 

 
(2) adouble HX(int pcs, adouble xx[])  เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงือ่นไขบังคับ )(xxh ของปญหา

กําหนดการไมเชิงเสน โดยมีขอมูลเขา 2 ตวัคือ  
- ขอมูลเขา int pcs มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาที่แสดงใหรูวา xx อยูใน D ใด ถา pcs=0 

แสดงวา 1Dxx∈  
- ขอมูลเขา adouble xx[] มีชนิดตัวแปรเปน adouble ซ่ึงเปนตัวแปรในโปรแกรม ADOL-C xx

จะรับคาจาก x ท่ีอยูในโปรแกรมหลัก  
ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxh เมื่อ pcsDxx∈  

 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
adouble HX(int pcs, adouble xx[]) 
{ adouble hh; 
 switch(pcs+1) 
     {  case 1:  hh = 2*xx[0]+3*xx[1]-4;  break; 
 } 

return hh; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
adouble HX(int pcs, adouble xx[]) 
{ adouble hh; 
 switch(pcs+1) 
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 {  case 1:  hh = xx[0]+2*xx[1]-4;  break; 
     case 2:  hh = 4*xx[0]-2*xx[1]-1;  break;  
 } 

return hh; 
} 

 
ไฟล initial.c  มีการเปลี่ยนฟงกชันยอย 2 ฟงกชันคือ 
(1) double GX(int i, double xx[])  เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงื่อนไขบังคับ )(xxg ของปญหากําหนดการ

ไมเชิงเสน โดยมีขอมูลเขา 2 ตัวคือ 
- ขอมูลเขา int i มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาท่ีแสดงใหรูวาเปนการคํานวณจากฟงกชัน 

g  ตัวไหน เชนถา i=0 แสดงวาเปนการคํานวณจากฟงกชัน 1g  
- ขอมูลเขา double xx[] มีชนิดตัวแปรเปน double xx จะรับคาจาก x ที่อยูในโปรแกรมหลัก 
ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxig  

 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
double GX(int i,double *xx) 
{ double gg; 

switch(i+1) 
 {  case 1: gg = xx[0]-7.0/2.0*xx[1]-1; break; 
              } 

return gg; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
double GX(int i,double *xx) 
{ double gg; 

switch(i+1) 
 {  case 1: gg = xx[0]* xx[0]+ xx[1]* xx[1]-5; break; 
                case 2: gg = -xx[0]; break; 
                case 3: gg = -xx[1]; break; 
              } 

return gg; 
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} 
 
(2) ฟงกชัน double HX(int pcs, double xx[])  เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงื่อนไขบังคับ )(xxh ของปญหา

กําหนดการไมเชิงเสน โดยมีขอมูลเขา 2 ตวัคือ  
- ขอมูลเขา int pcs มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาที่แสดงใหรูวา xx อยูใน D ใด ถา pcs=0 

แสดงวา 1Dxx∈  
- ขอมูลเขา double xx[] มีชนิดตัวแปรเปน double xx จะรับคาจาก x ที่อยูในโปรแกรมหลัก  
ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxh เมื่อ pcsDxx∈  

 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
double HX(int pcs, double *xx) 
{    double hh; 
 switch(pcs+1) 
     {  case 1:  hh = 2*xx[0]+3*xx[1]-4;  break; 
 } 
     return hh; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
double HX(int pcs, double *xx) 
{    double hh; 
 switch(pcs+1) 
 {  case 1:  hh = xx[0]+2*xx[1]-4;  break; 
     case 2:  hh = 4*xx[0]-2*xx[1]-1;  break; 
 } 
 return hh; 
} 

 
ไฟล adol.c  มีการเปลี่ยนฟงกชันยอย 3 ฟงกชันคือ 
(1) ฟงกชัน adouble FX( adouble xx []) เปนฟงกชันที่ใชคํานวณคาจุดประสงค มีขอมูลเขาคือ xx มี

ชนิดตัวแปรเปน adouble ซ่ึงเปนตัวแปรในโปรแกรม ADOL-C โดยที่ xx จะรับคาจากx ที่อยูใน
โปรแกรม หลัก ขอมูลออกที่ไดคือคาที่ไดจากการคาํนวณ )(xxf  
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/* ตัวอยางที่ 1 */ 
adouble FX( adouble xx[]) 
{  adouble f; 
   f = (xx[0]-2)*( xx[0]-2)+0.25*xx[1]* xx[1]; break; 

return f; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
adouble FX( adouble xx[]) 
{  adouble f; 
  f = (xx[0]-3)*( xx[0]-3)+( xx[1]-2)*( xx[1]-2); break; 

return f; 
} 

 
(2) ฟงกชัน adouble GX(int pcs,int i, adouble xx[]) เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงื่อนไขบังคับ )(xxg ของ

ปญหากําหนดการไมเชิงเสน จะเห็นไดวาฟงกชัน GX ในไฟล adol.c แตกตางจากไฟล tag.c  และ 
initial.c ที่มีขอมูลเขาถึง 3 ตัวคือ  
- ขอมูลเขา int pcs มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาที่แสดงใหรูวา xx อยูใน D ใด ถา pcs=0 

แสดงวา 1Dxx∈  
- ขอมูลเขา int i มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาท่ีแสดงใหรูวาเปนการคํานวณจากฟงกชัน 

g  ตัวไหน แตจะแตกตางกับไฟล tag.c และ initial.c ที่วา )(xxg  ในไฟล adol.c จะเพิ่ม
เงื่อนไขบังคับวา xx จะตองอยูใน pcsD   

- ขอมูลเขา adouble xx[] มีชนิดตัวแปรเปน adouble ซ่ึงเปนตัวแปรในโปรแกรม ADOL-C xx
จะรับคาจาก x ท่ีอยูในโปรแกรมหลัก  

ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxig  
 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
adouble GX(int pcs,int i, adouble xx[]) 
{  adouble gg; 
   switch(pcs+1) 
              {  case 1: switch(i+1) 
                {   case 1: gg = gg = xx[0]-7.0/2.0*xx[1]-1; break; 
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                             } 
   break; 
 } 

return gg; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
adouble GX(int pcs,int i, adouble xx[]) 
{  adouble gg; 
   switch(pcs+1) 
              {  case 1: switch(i+1) 
   { case 1: gg = xx[0]* xx[0]+ xx[1]* xx[1]-5; break; 
    case 2: gg = -xx[0]; break; 
    case 3: gg = -xx[1]; break; 
    case 4: gg = -xx[0]-1; break; //lower bound 1D  
    case 5: gg = xx[0]-1; break; // upper bound 1D  
   } 
                   break; 
  case 2:  switch(i+1) 

  {   case 1: gg = xx[0]* xx[0]+ xx[1]* xx[1]-5; break; 
                case 2: gg = -xx[0]; break; 
                case 3: gg = -xx[1]; break; 
                case 4: gg = -xx[0]+1; break; //lower bound 2D  
                case 5: gg = xx[0]-2; break;   //upper bound 2D  
  } 
   break; 
} 
return gg; 

} 
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(3) ฟงกชัน adouble HX(int pcs, adouble xx[])  เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงื่อนไขบังคับ )(xxh ของ
ปญหากําหนดการไมเชิงเสน โดยมีขอมูลเขา 2 ตวัคือ 
- ขอมูลเขา int pcs มีชนิดตัวแปรเปนจํานวนเต็ม เปนคาที่แสดงใหรูวา xx อยูใน D ใด ถา pcs=0 

แสดงวา 1Dxx∈  
- ขอมูลเขา adouble xx[] มีชนิดตัวแปรเปน adouble ซ่ึงเปนตัวแปรในโปรแกรม ADOL-C xx

จะรับคาจาก x ท่ีอยูในโปรแกรมหลัก  
ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xxh เมื่อ pcsDxx∈  

  
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
adouble HX(int pcs,adouble xx[]) 
{  adouble hh; 
  switch(pcs+1) 
 {  case 1: hh = 2*xx[0]+3*xx[1]-4;  break; 
      } 
 return hh; 
} 
 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
adouble HX(int pcs,adouble xx[]) 
{  adouble hh; 
  switch(pcs+1) 
 { case 1: hh = xx[0]+2*xx[1]-4;  break; 
  case 2: hh = 4*xx[0]-2*xx[1]-1;  break; 
 } 

return hh;  
} 
 
ไฟล cut.c มีการเปลี่ยนฟงกชันยอย 2 ฟงกชันคือ 
(1) ฟงกชัน double FX( double x[]) เปนฟงกชันที่ใชคํานวณคาจุดประสงค มีขอมูลเขาคอื x ซ่ึงเปนตัว

แปรชนิด double ขอมูลออกที่ไดคือคาท่ีไดจากการคํานวณ )(xf  
 

 



 45

/* ตัวอยางที่ 1 */ 
double FX( double x[]) 
{  double f; 
 f = (x[0]-2)*(x[0]-2)+0.25*x[1]*x[1]; break; 

return f; 
} 

 
/* ตัวอยางที่ 2 */ 
double FX( double x[]) 
{  double f; 
   f = (x[0]-3)*(x[0]-3)+(x[1]-2)*(x[1]-2);  break; 

return f; 
} 

 
(2) ฟงกชัน double GX(int pcs,int i, double x[]) เปนฟงกชันที่ใชคํานวณเงื่อนไขบังคับ )(xg ของ

ปญหากําหนดการไมเชิงเสน จะเห็นไดวาฟงกชัน GX ในไฟล cut.c แตกตางจากไฟล tag.c  และ 
initial.c ที่มีขอมูลเขาถึง 3 ตัว และแตกตางจากไฟล adol.c ที่ขอมูลเขาของ x เปนตัวแปรชนิด 
double และขอมูลออกที่ไดก็เปนชนิด double ที่เปนเชนนั้นเพราะวา ฟงกชัน GX ที่อยูในไฟล cut.c 
เปนโปรแกรมหลัก แตฟงกชัน GX ในไฟล adol.c เปนฟงกชันที่ใชในโปรแกรม ADOL-C ดังน้ัน
ชนิดของตัวแปรจึงเปน adouble  

 
/* ตัวอยางที่ 1 */ 
double GX(int pcs,int i, double x[]) 
{  double gg; 
   switch(pcs+1) 
              {  case 1: switch(i+1) 
                {   case 1: gg = x[0]-7.0/2.0*x[1]-1; break; 
                 } 
    break; 
 } 

return gg; 
} 
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/* ตัวอยางที่ 2 */ 
double GX(int pcs,int i, double x[]) 
{  double gg; 
   switch(pcs+1) 
              {  case 1: switch(i+1) 
   { case 1: gg = x[0]*x[0]+x[1]*x[1]-5; break; 
    case 2: gg = -x[0]; break; 
    case 3: gg = -x[1]; break; 
    case 4: gg = -x[0]-1; break; //lower bound 1D  
    case 5: gg = x[0]-1; break; // upper bound 1D  
   } 
                   break; 
  case 2:  switch(i+1) 

  {   case 1: gg = x[0]*x[0]+x[1]*x[1]-5; break; 
   case 2: gg = -x[0]; break; 
    case 3: gg = -x[1]; break; 
                case 4: gg = -x[0]+1; break; //lower bound 2D  
                case 5: gg = x[0]-2; break;  //upper bound 2D  
  } 
  break; 

 } 
return gg; 

} 
 



บทที่ 5 
การทดสอบซอฟตแวรและบทสรุป 

 
5.1 การทดสอบผลการวิจัย 
 การทดสอบซอฟตแวรสําหรับหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนภายใตเงื่อนไข
บังคับอสมการไมเชิงเสน และสมการเชิงเสนเปนชวง ไดทําการทดสอบกับปญหาทั้งหมด 10 
ตัวอยาง โดยให 0001.0=ε  ซ่ึงไดแสดงผลลัพธจากการประมวลผลทั้งหมด และคํานวณเวลาที่ใช
ในการประมวลผลดังรูปที่ 5-1 
 
clock_t start,end; 
double time; 
start = clock(); 
. 
. 
. 
end = clock(); 
time = ((double)(end-start))/CLOCKS_PER_SEC; 
 

รูปที่ 5-1 แสดงการคํานวณหาเวลาในการประมวณผล 
 
ปญหา NLP1 

( )

0432

012
7tosubject

4
12mininmize

21
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2
2

2
1

=−+

≤−−

+−

xx

xx

xx

 

 
คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t.,. 199996069996710 =x  

จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ
คํานวณไดดังน้ี 
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Iteration Software Optimal solution Objective value 
Cutting Total 

Time 

NEWTON (1.709375 , 0.193750) 0.099902 6 12 0.03 
Steepest descent (1.709379 , 0.193748) 0.099902 6 267 1.14 CUT 
Combine N_S (1.709375 , 0.193750) 0.099902 6 18 0.04 
GAMS (1.7 , 0.2) 0.1 1 0.11 

 
ปญหา NLP2 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t.,. 251759125175810 =x  
จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ

คํานวณไดดังน้ี 
 

Iteration 
Software Optimal solution Objective value 

Cutting Total 
Time 

Newton (0.002734 , 0.002734) 1.99997 10 44 0.08 
Steepest descent (0.002667 , 0.002672) 1.999962 10 5817 24.72 Cut 
Combine N_S (0.002734 , 0.002734) 1.99997 10 57 0.08 
GAMS (0.000 , 0.000) 2 1 0.11 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t.,. 999998000000000 =x  
จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ

คํานวณไดดังน้ี 
 

Iteration 
Software Optimal solution Objective value 

Cutting Total 
Time 

Newton (0.662608 , 0.867478) -6.613143 8 14 0.03 
Steepest descent (0.662599 , 0.867480) -6.613143 8 173 0.82 Cut 
Combine N_S (0.662609 , 0.867478) -6.613143 8 23 0.07 
GAMS (0.659 , 0.868) -6.613143 8 0.11 

 
 
ปญหา NLP4 
 

3

2

1

321

3
2
1

32
2
21

2
1

0

20

40

0255

406tosubject

2624minimize
2

1

x
x
x

xxx
xex

xxxxxe
x

x

≤

≤≤

≤≤

=−+−

≤++

+−+++

 

 
คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t.,.,. 8076924000000096153800 =x  

จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ
คํานวณไดดังน้ี 

 
Iteration Software Optimal solution Objective 

value Cutting Total 
Time 

Newton (0.000759 , 1.400000 , 5.279848) 7.079999 10 45 0.11 
Steepest descent (0.000758 , 1.400000 , 5.279848 7.079999 10 248 1.2 Cut 
Combine N_S (0.000759 , 1.400000 , 5.279848 7.079999 10 55 0.15 
GAMS (0.000 , 1.400 , 5.280) 7.08 51 0.11 
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ปญหา NLP5 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t.,.,.,. 67123308219181876712080821900 =x  

จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ
คํานวณไดดังน้ี 
 

Iteration Software Optimal solution Objective 
value Cutting Total 

Time 

Newton (0.761614,0.380807,0.299763,1.199051) 5.227972 2 6 0.03 
Steepest descent (0.761614,0.380807,0.299763,1.199051) 5.227972 2 120 0.62 Cut 
Combine N_S (0.761614,0.380807,0.299763,1.199051) 5.227972 2 7 0.03 
GAMS (0.762 , 0.0381 , 0.300 , 1.199) 5.228 9 0.05 

 
 
 
ปญหา NLP 6 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t999999.0,999999.00 =x  
จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ

คํานวณไดดังน้ี 
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Iteration Software Optimal solution Objective value 
Cutting Total 

Time 

Newton      
Steepest descent (0.999812 , 0.999812) 1.386241 7 3524 16.54 Cut 
Combine N_S      
GAMS (1.000 , 1.000) 1.386 1 0.05 

 
 จากปญหานี้จะเห็นไดวาเราไมสามารถหาผลเฉลยโดยวิธี Newton และ Combine N_S ที่
เปนเชนนี้เพราะวาในขั้นตอนการหาผลเฉลยของทั้ง 2 วิธีมีการหาเมทริกซผกผันของ  
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เม่ือ 1 2( , )x x เขาใกล (1.000 ,1.000) ซ่ึงเปนผลเฉลยเหมาะที่สุด จะเห็นไดวา เมทริกซน้ีมีดีเทอร
มิแนนตเทากับ 0 ซ่ึงทําใหเราไมสามารถหาเมทริกซผกผันได 

 

ปญหา NLP 7 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t391667.1,725.0,383333.2,125.1,991667.00 =x  

จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ
คํานวณไดดังน้ี 
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Iteration Software Optimal solution Objective 
value Cutting Total 

Time 

Newton (0.379685,0.094921,3.940343,0.094921,0.549786) 17.895423 2 7 0.01 
Steepest descent (0.379699,0.094921,3.940337,0.094921,0.549786) 17.895423 2 515 2.62 Cut 
Combine N_S (0.379684,0.094920,3.940340,0.094921,0.549786) 17.895423 2 29 0.03 
GAMS (0.380 , 0.095 , 3.940 , 0.095 , 0.550 ) 17.895 12 0.06 

 
 
ปญหา NLP 8 
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คาเริ่มตนที่ไดจากโปรแกรมคือ ( ) ( )t2,1,0,1,0,1,0,1,0,10 =x  

จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ
คํานวณไดดังน้ี 
 

Iteration Software Optimal solution Objective 
value Cutting Total 

Time 

Newton (0.153879,0.051293,0.002883,0.153879,-0.001604 
0.001668,0.041034,0.307757,-0.000152,0.025646) 

0.153284 59 118 0.76 

Steepest 
descent 

(0.154536,0.051512,-0.001135,0.154536,0.000230 
0.003471,0.041210,0.309073,0.000045,0.025756) 

0.153261 61 5139 38.49 Cut 

Combine 
N_S 

(0.153896,0.051346,0.000641,0.153896,-0.001632 
0.001552,0.041135,0.307481,-0.000211,0.025713) 0.153275 59 311 1.32 

GAMS (0.153 , 0.051 , 0.000 , 0.153 , 0.000 , 0.000 , 0.041, 
0.0307 , 0.000 , 0.026) 0.153 40 0.11 
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ปญหา NLP 9 
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เม่ือ { } RD ×≤≤−= 11| 111 xx และ { } RD ×≤≤= 21| 112 xx  
 
จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ

คํานวณไดดังน้ี 
 

   PCS1 PCS2 
Initial (1 , 1.5) (1 , 1.5)  
Optimal solution  (1.005468 , 1.497266) (1.194531 , 1.889063)  
Objective value  4.249963 3.270174  

Cutting  9 9  
Newton 

Iteration 
Total 15   17 

Optimal solution  (1.005468 , 1.497256) (1.194524 , 1.889047)  
Objective value  4.249963 3.270174  

Cutting 9  9 
Steep 

descent 
Iteration 

Total 266  145 
Optimal solution  (1.005468 , 1.497266) (1.194530 , 1.889059)  
Objective value  4.249963 3.270174  

Cutting 9  9 
Combine 

N_S 
Iteration 

Total 24  28 
Optimal solution  (1.000 , 1.500) (1.195 , 1.890)  
Objective value 4.25  3.27 GAMS 

Iteration  1 6 
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  Newton Steepest descent Combine N_S GAMS 

Optimal solution  (1.194531,1.889063)  (1.194524,1.889047)    (1.194530,1.889059)  (1.195 , 1.890)   

Global minimum  3.270174   3.270175   3.270174   3.27 

Piecewise No. 2  2  2   2 

Total time  0.07 1.85   0.09 1.16  
 
 
 

ปญหา NLP10 
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เม่ือ { } 2

111 11| RD ×≤≤−= xx , { } 2
112 21| RD ×≤≤= xx และ 

{ } 2
113 42| RD ×≤≤= xx  

 
จากการหาผลเฉลยโดยใชซอฟตแวรที่สรางขึ้นกับ GAMS สามารถเปรียบเทียบผลการ

คํานวณไดดังน้ี 
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   PCS1 PCS2 PCS3 

Initial (1 , 2 , 3) (1 , 2 , 3)  (2 , 3 , 2) 
Optimal solution (-0.0050,2.4366,1.6244)  (0.9913,2.617,1.7478)  (1.9915,2.9889,1.9926) 
Objective value 2.640612  3.562458 5.999909 

Cutting  9 10 9 
Newton 

Iteration 
Total  18 20 18 

Optimal solution (-0.0050,2.4366,1.6244)  (1.0087,2.6283,1.7522) (1.9915,2.9889,1.9926) 
Objective value 2.640612  3.562457 5.999909 

Cutting  9 10 9 
Steep 

descent 
Iteration 

Total 3457 5241 3874 
Optimal solution (-0.0050,2.4366,1.6244)  (0.9925,2.6191,1.7510) (1.9917,2.9889,1.9926) 
Objective value 2.640612  3.562459 5.999909 

Cutting  9 10 9 
Combine 

N_S 
Iteration 

Total 38 55 41 
Optimal solution  (0.000 , 2.437 , 1.625) (1.000 , 2.625 , 1.750)  (2.000 , 3.000 , 2.000)  
Objective value  2.641 3.562  6 GAMS 

Iteration 3  3 3 
 
 

  Newton Steepest descent Combine N_S GAMS 

Optimal solution
 (-0.0050,2.4366, 

1.6244)  
(-0.0050,2.4366, 

1.6244)   
(-0.0050,2.4366, 

1.6244)   
(0.000 , 2.437 , 1.625) 

Global 
minimum 

2.640612    2.640612   2.640612   2.641 

Piecewise No. 1  1 1 1 

Total time 0.17  63.3  0.34   0.28 
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5.2 สรุปผล  
จากการสรางซอฟตแวรเพ่ือหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสนภายใตเงื่อนไข

บังคับอสมการไมเชิงเสน และสมการเชิงเสนเปนชวงโดยใชวิธี cutting-plane สามารถหาผลเฉลย
ไดจริงเมื่อเปรียบเทียบการคํานวณหาผลเฉลยโดยใชโปรแกรม ผลเฉลยเหมาะที่สุดที่ไดมีคาเทากัน 
หรือแตกตางกันที่ทศนิยมตําแหนงที่ 3  
 

กราฟแสดงเวลาของการประมวลผล

0
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รูปที่ 5.1 แสดงถึงเวลาในการประมวลผลของทั้ง 4 วิธีโดยพิจารณาเฉพาะกรณีที่จํานวนชวงของ
เงื่อนไขบังคับสมการเชิงเสนเปน 1 เทาน้ัน 

 
จากรูปที่ 5.1จะเห็นไดวาเวลาที่ใชในซอฟตแวรที่สรางขึ้นระหวางวิธีการหาผลเฉลยระบบ

สมการไมเชิงเสนโดยวิธี Steepest descent กับวิธีอื่น ๆ แตกตางกันอยูมาก เวลาที่ใชในวิธี Newton 
และวิธี Combine N_S นอยกวาเวลาที่ใชในวิธี Steepest descent เน่ืองจากการทาํซํ้าของวิธี Steepest 
descentในขั้นตอนการหาผลเฉลยระบบสมการไมเชิงเสน มากกวาทั้ง 2 วิธีน่ันเอง 
 

ดังน้ันเราจะพิจารณาเวลาที่ใชในการประมวลผลจากซอฟตแวรที่สรางข้ึนโดยใชวิธี 
Newton และวิธี Combine N_S หาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสนกับเวลาที่ใชในการ
ประมวลผลจากโปรแกรม GAMS ดังแสดงในรูปที่ 5.2 
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กราฟแสดงเวลาของการประมวลผล
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รูปที่ 5.2 แสดงถึงเวลาในการประมวลผลของวิธี Newton, วิธี Combine N_S และเวลาในการ

ประมวลผลจากโปรแกรม GAMS โดยพิจารณาเฉพาะกรณีที่จํานวนชวงของเงื่อนไขบังคับสมการ
เชิงเสนเปน 1 เทาน้ัน 

 
จากรูปที่ 5.2 จะเห็นไดวาเวลาที่ใชในการประมวลผลจากซอฟตแวรที่สรางขึ้นโดยใชวิธี 

Combine N_S จะใชเวลามากกวาวิธี Newton เน่ืองจากมีจํานวนการทําซ้ําในข้ันตอนการหาผลเฉลย
ของระบบสมการไมเชิงเสนมากกวาเพราะมีการใชวิธี Steepest descent ในชวงแรกจากนั้นจึง
เปลี่ยนไปใชวี Newton  

สําหรับเวลาที่ใชในการประมวลผลจากซอฟตแวรที่สรางขึ้นโดยใชวิธี  Newton นอยกวา
เวลาที่ใชในการประมวลผลจากโปรแกรม GAMS เม่ือปญหามีจํานวนตัวแปรอิสระนอย หรือคา
เร่ิมตน ( )0x อยูใกลกับผลเฉลยจริง  
   

ขอเสนอแนะเกี่ยวกับงานวิจัยขั้นตอไป ศึกษาวิธีการพัฒนาซอฟตแวรน้ีใหผูใชสามารถใช
งานไดงายขึ้น ไมจําเปนตองแกไขไฟลทุกครั้งที่ตองการใชงานจริง และหาวิธีการท่ีจะขยายขอบเขต
ของปญหาใหใชไดในกรณีที่ฟงกชันเปนฟงกชันนูนแตไมสามารถหาอนุพันธไดเชน ฟงกชันคา
สัมบูรณ 
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ภาคผนวก ก 
 
Solution of system of nonlinear equation 
 ขั้นตอนในการหาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสนนั้นยุงยากกวาการผลเฉลยของระบบ
สมการเชิงเสนอยูมาก โดยสวนมากเราจะหลีกเลี่ยงฟงกชันไมเชิงเสน โดยการหาฟงกชันเชิงเสนมา
ประมาณฟงกชันไมเชิงเสน แตถาเมื่อใดที่การหาฟงกชันเชิงเสนที่ใชประมาณฟงกชันไมเชิงเสนไม
สามารถทําได หรือเปนไปไดยากแลว เราจะใชวิธีการประมาณคาผลเฉลยของสมการไมเชิงเสนมา
ประยุกตใชแทน 
 
Newton method 
 วิธี Newton สําหรับการประมาณคาผลเฉลย x สําหรับปญหาสมการไมเชิงเสน 

0)( =xf  
เม่ือ RR →:f  ตองการ คาเร่ิมตน ( ) R∈0x และนิยามลําดับของ ( )kx โดย 
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1
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−
−

′
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k
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xf
xfxx  

สําหรับการหาผลเฉลย x สําหรับปญหา 
0xF =)(   

 
โดยที่        และ RRRRRR →→→ nn

2
n

1 ::: mf,,f,f …  
 
 
เราตองการ คาเริ่มตน ( ) nRx ∈0  และนิยามลําดับของ ( )1−kx  โดย 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 1:)()( 1111 ≥−= −−−− kkkkk xFxJxx  
เม่ือ )(xJ คือเมทริกซ Jacobian 
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ขนาดของเมทริกซ )(xJ เกิดขึ้นได 3 กรณีคือ nm > , nm < และ nm =  เม่ือm เปน
จํานวนสมการไมเชิงเสน และn  เปนจํานวนตัวแปรในระบบสมการ ในกรณีที่ nm > และ nm <  
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เราไมสามารถหาดีเทอรมิแนนตของ )(xJ ได ดังน้ันการหา ( )[ ] 11 )(
−−kxJ ตองใช QR-factorization 

ระบบสมการไมเชิงเสนในวิทยานิพนธน้ีเราสนใจเพียงกรณีเดียวคือ nm = เน่ืองจาก  
)()( )()( 21212121 nn

t
knn x,x,xwhx,x,xx,x,xfw,x,x,xS ………… ++= gu  

เราตองการหาผลเฉลย )( 21 nx,x,x …  ท่ีทําให 0=∇ )( 21 w,x,x,xS n… น่ันคือ 
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จะเห็นไดวาระบบสมการนี้มีจํานวนตัวแปรเทากับจํานวนสมการ 
 
เราจําเปนตองหา เมทริกซ ( )[ ] 11 )(

−−kxJ ทุกการทําซํ้า ในทางปฏิบัติเราจึงหลีกเลี่ยงโดยการ
หา ( )1−ky  ที่สอดคลอง  

( ) ( ) ( ))()( 111 −−− −= kkk xFyxJ  
น่ันคือ     ( ) ( )[ ] ( ))()( 1111 −−−− −= kkk xFxJy  
ดังน้ัน    ( ) ( ) ( ) 1:11 ≥+= −− kkkk yxx  
 
ตัวอยาง ระบบสมการไมเชิงเสน 
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เม่ือกําหนดให ( ) ( )t.,.,. 1010100 −=x  แลววิธี Newton จะลูเขาสูคําตอบและมีผลเฉลย
โดยประมาณอยูที่ ( )t.,,. 523598770050 −   
เมทริกซ Jacobian สําหรับระบบสมการไมเชิงเสนนี้คือ 
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ดังน้ันที่การทําซํ้าที่ k เราตองการผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน  

( ) ( ) ( ))()( 111 −−− −= kkk xFyxJ  
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เราอาจใชวิธี Finite difference ในการประมาณคาอนุพันธ หรือเรียกใชโปรแกรม ADOL-C 

เพ่ือคํานวณหาอนุพันธท่ี ( )1−kx  ได 
ผลลัพธที่ไดจากการทําซ้ํามีดังน้ี 
 

k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( )1−− kk xx  
0 0.10000000 0.10000000 -0.10000000  
1 0.50003712 0.01946686 -0.52152047 0.422 
2 0.00158859 0.00158859 -0.52355711 0.00179 
3 0.50000034 0.00001244 -0.52359845 0.000158 
4 0.50000000 0.00000000 -0.52359877 0.00000124 
5 0.50000000 0.00000000 -0.52359877 0 

 
จากตัวอยางที่ผานมา วิธี Newton สามารถลูเขาสูผลเฉลยไดเร็วมาก อยางไรก็ตามวิธีน้ี

ตองการคาเริ่มตน ( )0x  ที่ดีพอ ไมเชนน้ันแลว วิธี Newton น้ีอาจจะไมลูเขาสูผลเฉลยเชน เม่ือเรา
เลือก ( ) ( )t,, 10001000 =x จะไดผลลัพธจากการทําซ้ําดังน้ี 
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k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( )1−− kk xx  
0 100.00000000 0.00000000 100.00000000  
1 0.50000000 -840.05711662 4200.80918189 4.300809e+03 
2 0.74877177 -420.09211710 -6300.89591726 2.100087e+03 
3 1.12072258 -210.07671804 -9450.87995117 3.149984e+03 

#  #  #  #  #  
9 -2594.75322379 30.54168612 -0.47359878 1.489677e+05 

10 nan nan nan  
 

 
 
Steepest descent 
 ขอดีของวิธี Newton ที่ใชสําหรับหาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสนคือ ลูเขาสูผลเฉลย
ไดเร็ว แตเราจําเปนตองรูคาเริ่มตน ( )0x  ที่ใกลกับผลเฉลยมากพอ วิธี steepest descent ที่จะกลาวถึง
ตอไปน้ี เปนวิธีที่ไมสนใจคาเริ่มตน ( )0x วาจะมีคาเทาใด แตใชเวลาในการลูเขาสูผลเฉลยชามาก 
 
ระบบสมการไมเชิงเสน 
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จะมีผลเฉลยอยูที่ ( )tnx,,x,x …21=x เมื่อฟงกชัน g  นิยามโดย 
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มีคาต่ําสุดเทากับ 0 
 จากทฤษฎี Extreme value ฟงกชันตัวแปรเดียวที่สามารถหาอนุพันธไดจะมีคาตํ่าสุด
สัมพัทธ เม่ืออนุพันธของฟงกชันมีคาเทากับ 0 เราสามารถขยายผลนี้มาใชในกรณีที่เปนฟงกชัน
หลายตัวแปร โดยอาศัย gradient ของฟงกชัน เมื่อ 

( ) ( ) ( ) ( )








∂
∂

∂
∂

∂
∂=∇

nx
g,,x

g,x
gg xxxx "

21
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 กลาวคือฟงกชัน g  จะมีคาตํ่าสุดสัมพัทธที่ x ถา ( ) 0x =∇g  หลักการของวิธี steepest 
descent คือ การหาคา x  ที่ทําให ( ) 0x =∇g และนิยามลําดับของ ( )kx  โดย 

( ) ( ) ( )( ) 1:11 ≥∇−= −− kgα kkk xxx  
 
เม่ือ ( )( )1−∇− kg x  คือทิศทางที่ทําให ( )( )1−kg x  มีคาลดลงมากที่สุด และ ( )( ) ( )( )1−< kk gg xx  สําหรับ
การเลือกคา α  เราจะพิจารณาฟงกชันของหนึ่งตัวแปร ( ) ( ) ( )( )( )11 −− ∇−= kk gαgαh xx เราจะใช α
ท่ีทําใหคา ( )αh  มีคานอยที่สุด น่ันคือการหาผลเฉลยของ 
 

( ) ( ) ( )( )( )
0tosubject

minimize 11

>
∇−= −−

α
gαgαh kk xx  

 
การหาคาท่ีต่ําที่สุดของ ( )αh  โดยวิธีตรง จําเปนตองใชอนุพันธของ ( )αh  และหาผลเฉลยของ
สมการไมเชิงเสนตัวแปรเดียวซ่ึงใชเวลานาน Burden, R. L. และ Faires, J. D. [5] ไดนําเสนอวิธีการ
ประมาณ ( )αh  ดวยพหุนามกําลังสอง ( )αP และจํานวนจริง 3 จํานวน 321 ααα ,, ใหเขาใกลกับ
คาที่ตํ่าที่สุดของ ( )αh มากที่สุด โดยใช Newton’s Interpolatory Divided-Difference Formula 

( ) [ ] [ ]( ) [ ]( )( )
[ ]( )( ) ( )110210

102100100nP

−−−−++
−−+−+=

nn aaaaaaa,,a,a,af
aaaaa,a,afaaa,afafa

………
 

เม่ือ 2=n  
( ) [ ] [ ]( ) [ ]( )( )1021001002P aaaaa,a,afaaa,afafa −−+−+=  

เม่ือ  [ ] ( )ii afaf =  
 [ ] [ ] [ ]

ii

ii
ii aa

afafa,af −
−=

+

+
+

1

1
1  

 [ ] [ ] [ ]
ii

iiii
iii aa

a,afa,afa,a,af −
−=

+

+++
++

2

121
21  

 
ดังแสดงในตัวอยาง 
 
ตัวอยาง ระบบสมการไมเชิงเสน 
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( )
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31020

00611081
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2
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− πxe
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หาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสน โดยวิธี steepest descent  
ให ( ) ( )t,, 0000 =x  
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และ 
( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]23213

2
3212

2
3211321 x,x,xfx,x,xfx,x,xfx,x,xg ++=  

เม่ือ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xFxJ

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxxx

t

x
ffx

ffx
ff

,x
ffx

ffx
ff

,x
ffx

ffx
ffgx,x,xg

2

222

222

222

3

3
3

3

2
2

3

1
1

2

3
3

2

2
2

2

1
1

1

3
3

1

2
2

1

1
1321

=





∂
∂+∂

∂+∂
∂

∂
∂+∂

∂+∂
∂





∂
∂+∂

∂+∂
∂=∇≡∇

 

 
สําหรับ ( ) ( )t,, 0000 =x  
จะได  

( )( ) ( )( ) ( )t.,.,.g,.g 99958300193062002145140975111 00 −−=∇= xx  
 
เน่ืองจาก ( ) ( ) ( )( )001 xxx gα∇−=  ดังน้ันเราจะตองหาα ที่ทําให ( )( )1xg มีคานอยที่สุดโดย Newton’s 
Interpolatory Divided-Difference Formula  
ให ,k 1= 0 1 1 2 2 30, 0.5, 1a a aα α α= = = = = = และ ( ) ( )( )( )1 1k k

i iG g gα− −= − ∇x x  
[ ] 10 Gaf =  

 [ ] 1
12

12
10 Hαα

GGa,af =−
−=  

 [ ] 2
23

23
21 H

GG
a,af =

−
−

=
αα

 

[ ] [ ] [ ]
3

13

12

13

1021
210 H

HHa,afa,af
a,a,af =

−
−

=
−
−

=
αααα

 

 ( ) ( )2311 ααααα −++= HHGP  
 
ดังน้ัน 

1 1

2 2 1

3 3 2 3

0, 111.975,
0.5, 2.53357, 218.878,
1, 93.5649, 182.059, 400.937

G
G H
G H H

α
α
α

= =
= = = −
= = = =

 

และ  
( ) ( )50937400878218975111 ....P −+−= αααα  

เน่ืองจาก ( )αP  มีคานอยสุดที่ ( ) 3242420 .P =α  ดังน้ัน 52295900 .=α  และ 
( ) ( ) ( )( )[ ] ( )t.,.,.g. 522741001009640011218205229590 001 −=∇−= xxx  
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ดังน้ัน ( )( ) 3276221 .g =x  
 

ผลลัพธที่ไดจากการทําซํ้ามีดังน้ี 
 

k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( ) ( )( )kkk x,x,xg 321  
0 0.0 0.0 0.0 111.975 
1 0.0112182 0.0100964 -0.522741 2.32762 
2 0.137860 -0.205453 -0.522059 1.27406 
3 0.266959 0.00551102 -0.558494 1.06813 
4 0.272734 -0.00811751 -0.522006 0.468309 
#  #  #  #  #  

119 0.49898101 -0.00006058 -0.52362759 0 
 
จากตารางขางตน จะเห็นไดวา วิธี steepest descent มีการลูเขาสูผลเฉลยชามาก หลังจาก

การทําซ้ําครั้งที่ 1 คา ( ) ( ) ( )( )kkk x,x,xg 321  มีคาลดลงนอยมาก เมื่อเทียบกับการทําซํ้าคร้ังแรก แตขอดี
ของวิ ธี น้ี คือ  เราสามารถใชค า เริ่มตน ( )0x ใดก็ได  จากตัวอย างที่ผ านมาเมื่ อ กําหนดให 

( ) ( )t,, 10001000 =x จะเห็นไดวาวิธี Newton ไมลูเขาสูผลเฉลย สําหรับวิธี steepest descent 
ผลลัพธที่ไดจากการทําซ้ํามีดังน้ี 

 
k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( ) ( )( )kkk x,x,xg 321  
0 100 0 100 100278416.54681215 
1 99.01634906 0.17847847 99.97599311 100134057.04954873 
2 98.04437641 0.41231675 99.95172866 96126418.29077032 
3 97.12553776 0.80624910 99.92821595 91863600.73902583 
4 96.33327751 1.41607970 99.90747162 86822428.75550768 
#  #  #  #  #  

50643 0.50102151 0.00006087 -0.52357041 0.00000968 
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Combination of Newton and steepest descent (combine N_S) 
 วิธี Newton มีการลูเขาสูผลเฉลยเร็วมาก แตตองการคาเร่ิมตน ( )0x ที่ใกลเคียงผลเฉลยมาก
พอ แตวิธี steepest descent สามารถใชคาเร่ิมตนใดก็ได แตมีการลูเขาสูผลเฉลยชามาก เม่ือนําขอดี
ของแตละวิธีมารวมกัน โดยเร่ิมจากการหาผลเฉลยโดยวิธี steepest จนกระทั่ง 

( ) ( ) ( ) ( ) ε<− +
321

1
321 ,,,, xxxgxxxg kk  

จากนั้นจึงเปลี่ยนไปใชวิธี Newton หาผลเฉลยตอไป โดยใช ( )1+kx เปนคาเร่ิมตนของวิธี Newton 
โดยที่ ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]2

3213
2

3212
2

3211321 ,,,,,,,, kkkkkkkkkk xxxfxxxfxxxfxxxg ++=  สําหรับใน
วิทยานิพนธน้ี เราเลือก 1=ε เพราะวาถาเลือก ε  ที่มีคานอยมากจะทําใหเสียเวลาการทําซํ้าใน
ข้ันตอน steepest descent มากไป แตถาเลือกε  ที่มีคามากเกินไป อาจทําใหวิธี Newton ไมลูเขาสูผล
เฉลย  
 
ตัวอยาง ระบบสมการไมเชิงเสน 

( )

( )
03

31020

00611081

02
13

3

3
2

2
2
1

321

21 =−++

=+++−

=−−

− πxe

,.xsin.xx

,xxcosx

xx

 

หาผลเฉลยของระบบสมการไมเชิงเสน โดยวิธี combine N_S ให ( ) ( )t,, 10001000 =x ผลลัพธที่
ไดจากการทําซ้ํามีดังน้ี 
 

k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( ) ( )( )kkk x,x,xg 321  
0 100 0 100 100278416.54681215 
1 99.01634906 0.17847847 99.97599311 100134057.04954873 
2 98.04437641 0.41231675 99.95172866 96126418.29077032 
3 97.12553776 0.80624910 99.92821595 91863600.73902583 
#  #  #  #  #  

20892 65.43936752 7.17340556 2.48467886 41643.82332295 
20893 65.43892838 7.17250815 2.48469276 41642.82324227 

 
จะเห็นไดวา ( ) ( ) ( ) ( ) 1,,,, 321

20893
321

20892 <− xxxgxxxg ดังน้ันจึงเปลี่ยนไปใชวิธี Newton หา
ผลเฉลย โดยท่ี ( )0x ของวิธี Newton คือ (65.43892838 , 7.17250815 , 2.48469276 ) 
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k  ( )kx1  ( )kx2  ( )kx3  ( ) ( )1−− kk xx  

20894 11.80179229 1.40611448 0.47359878 7.724072e+01 
20895 -0.56251311 -0.03489793 -0.47359888 1.236431e+01 
20896 0.50005938 -0.00896540 -0.52322072 6.245373e-02 
20897 0.50000336 0.00036949 -0.52358910 8.595916e-03 
20898 0.50000001 0.00000068 -0.52359876 3.688071e-04 
20899 0.50000000 0.00000000 -0.52359878 6.814229e-07 
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ภาคผนวก ข 

 
โปรแกรมคํานวณหาคาอนุพันธของฟงกชัน ADOL-C 
  

Automatic differentiable of algorithms written in C/C++ หรือ ADOL-C คือซอฟตแวรที่
ใชคํานวณหาคาอนุพันธของฟงกชันโดยใชวิธีการ Automatic differentiable พัฒนาขึ้นโดย 
Griewank, A., Juedes, D., Mitey, H., Utke, J., Vogel, O., และ Walther, A. นักวิทยาศาสตรของสถาบัน 
Institute of Scientific Computing Technical University Dresden ประเทศเยอรมนี ในป ค.ศ. 1999 
เขียนโดยใชภาษา C/C++ มีการสราง header file และ library file ขึ้นมาใชเอง โดยท่ัวไปหลัก
ไวยากรณในการเขียนโปรแกรมใน ADOL-C จะเหมือนกับภาษา C และ C++ จะมีแตกตางกันอยู
บาง เชน ชนิดของตัวแปร และฟงกชันการใชงานเฉพาะที่มีอยูในโปรแกรม ADOL-C เทาน้ัน 
 
ตัวอยาง การใชงานโปรแกรม ADOL-C เพ่ือหา Gradient และ Hessian ของ 

)42()2()3()( 213
2

2
2

1321 −++−−−= xxxxxx,x,xf   
ท่ีจุด ( ) )000(0 ,,=x  
 
 
#include “adolc.h”   // ประกาศ header file ของ ADOL-C 
#include <iostream.h>   // ประกาศ header file ของ C 
 
int main(void) 
{ 
 int I,J,n; 
 int tag=1;   // กําหนดหมายเลขใหกับเทป 

n=3;    // กําหนด จํานวนตัวแปรอิสระ  
double xp[n]; 
double yp; 
double Grad[n]; 
double Hess[n][n];    
adouble *x = new adouble[n]; 
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adouble y; 
for(I=0 ;I<n; I++) 
    xp[I]=0;    // กําหนด x เริ่มตน 
trace(on(tag);    // เริ่มเทป 
for(I=0 ;I<n; I++) 
    x[I] <<= xp[I]; 
y=(x[0]-3)*( x[0]-3)- (x[1]-2)*( x[1]-2)+x[2]*(x[0]+2*x[1]-4) // กําหนดฟงกชัน 
y >>= yp;    // กําหนดคาใหตัวแปรตาม 
delete[] x;    // ลบตัวแปร 
trace_off(tag);    // ปดเทป 
gradient(tag,n,xp,Grad);  // ฟงกชันหาคา Gradient 
printf(“ Gradient of f(x,y)\n “); 
for(I=0 ;I<n; I++) 
 printf(“ %.3lf\t ”,Grad[I]); 
hessian(tag,n,xp,Hess);  // ฟงกชันหาคา Hessian 
printf(“ Hessian of f(x,y)\n “); 
for(I=0 ;I<n; I++) 
   { for(J=0 ;J<n; J++) 
     printf(“ %.3lf\t ” Hess[I][J]); 
      printf(“ \n “); 
    } 
return 0; 

} 
 

 
หลังจากไดชุดคําส่ังหลักแลว ขั้นตอนตอไปคือส่ังใหตัวแปรภาษาซีทําการแปลชุดคําส่ังดวยคําส่ัง
ตอไปน้ี 

$g++ -c –I../SRC adol.c –o adol.out 
 คําส่ังน้ีหมายถึง ใหแปลชุดคําส่ังท่ีอยูในไฟลที่ชื่อ adol.c โดยใช header file ที่อยูใน
แฟมขอมูลที่ช่ือ SRC แลวใหเก็บผลลัพธท่ีไดไวในไฟลที่ชื่อ adol.out ซ่ึงเปนไฟลที่สามารถใชงาน
ไดและคําส่ังตอไปนี้เปนคําส่ังในการเรียกใชงานไฟล adol.out 

$./adol.out 



 71

และจะไดผลลัพธคือ gradient และ Hessian ของ )( 321 x,x,xf  ที่จุด ( ) )000(0 ,,=x  
 
gradient of f(x,y) 
-6.000  4.000  -4.000 
Hessian of f(x,y) 
2 0 0 
0 -2 0 
1 2 0 

 
จากตัวอยางจะเห็นไดวา คําส่ัง Hessian จะคํานวณเพียงเมทริกซสามเหลี่ยมลางของ ( ))( 02 xf∇  
เทาน้ัน คาในตําแหนงอื่นจะเปน 0 ทั้งหมด และอนุพันธที่หาจาก ADOL-C จะไดเปนจํานวนจริง 
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โปรแกรมคํานวณหาผลเฉลยกําหนดการเชิงเสน GLPK 
  

GNU Linear Programming Kit หรือ GLPK เปนโปรแกรมสําหรับหาผลเฉลยของปญหา
กําหนดการเชิงเสนโดยวิธี Revised Simplex method พัฒนาขึ้นโดยนักวิทยาการคอมพิวเตอรชาว
รัสเซีย Makhorin, A. [6], Department for Applied Informatics, Moscow Aviation Institute ในป 
ค.ศ. 2000 มีการสราง header file และ library file ขึ้นมาใชเอง 
 
ตัวอยาง การใชงานโปรแกรม GLPK เพ่ือหาผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน 
 

 

0
300622
6005410
100tosubject

4610maximize

331

321

321

321

321

≥
≤++
≤++
≤++

++=

x,x,x
xxx
xxx
xxx

xxxz

 

จากปญหาดังกลาว กําหนดให 

321

321

321

622
5410
xxxr
xxxq

xxxp

++=
++=

++=
 

เม่ือ qp ,  และ r คือตัวแปรที่กําหนดขึ้นมาเพื่อความสะดวกในการอางอิง ดังน้ันจะไดวา 

300
600
100

≤<∞−
≤<∞−
≤<∞−

r
q
p

 

และ 

∞+<≤
∞+<≤
∞+<≤

3

2

1

0
0
0

x
x
x

 

  
จากขอมูลของปญหากําหนดการเชิงเสนที่ได เมื่อนําไปสรางเปนชุดคําส่ังภาษาซี พรอมกับการ
เรียกใชชุดคําสั่งของ GLPK 
 
/* sample.c */ 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include "glpk.h" 
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int main(void) 
{     LPX *lp; 
      int rn[1+9], cn[1+9]; 
      double a[1+9], Z, x1, x2, x3; 
 
s1:   lp = lpx_create_prob(); 
s2:   lpx_set_prob_name(lp, "sample"); 
 
s3:   lpx_add_rows(lp, 3); 
 
s4:   lpx_set_row_name(lp, 1, "p"); 
s5:   lpx_set_row_bnds(lp, 1, LPX_UP, 0.0, 100.0); 
s6:   lpx_set_row_name(lp, 2, "q"); 
s7:   lpx_set_row_bnds(lp, 2, LPX_UP, 0.0, 600.0); 
s8:   lpx_set_row_name(lp, 3, "r"); 
s9:   lpx_set_row_bnds(lp, 3, LPX_UP, 0.0, 300.0); 
 
s10:  lpx_add_cols(lp, 3); 
 
s11:  lpx_set_col_name(lp, 1, "x1"); 
s12:  lpx_set_col_bnds(lp, 1, LPX_LO, 0.0, 0.0); 
s13:  lpx_set_col_name(lp, 2, "x2"); 
s14:  lpx_set_col_bnds(lp, 2, LPX_LO, 0.0, 0.0); 
s15:  lpx_set_col_name(lp, 3, "x3"); 
s16:  lpx_set_col_bnds(lp, 3, LPX_LO, 0.0, 0.0); 
 
s17:  rn[1] = 1, cn[1] = 1, a[1] =  1.0; 
s18:  rn[2] = 1, cn[2] = 2, a[2] =  1.0; 
s19:  rn[3] = 1, cn[3] = 3, a[3] =  0.0; 
s20:  rn[4] = 2, cn[4] = 1, a[4] = 10.0; 
s21:  rn[5] = 3, cn[5] = 1, a[5] =  2.0; 
s22:  rn[6] = 2, cn[6] = 2, a[6] =  4.0; 
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s23:  rn[7] = 3, cn[7] = 2, a[7] =  2.0; 
s24:  rn[8] = 2, cn[8] = 3, a[8] =  5.0; 
s25:  rn[9] = 3, cn[9] = 3, a[9] =  6.0; 
s26:  lpx_load_mat3(lp, 9, rn, cn, a); 
 
s27:  lpx_set_obj_dir(lp, LPX_MAX); 
 
s28:  lpx_set_col_coef(lp, 1, 10.0); 
s29:  lpx_set_col_coef(lp, 2, 6.0); 
s30:  lpx_set_col_coef(lp, 3, 4.0); 
 
s31:  lpx_simplex(lp); 
 
s32:  Z = lpx_get_obj_val(lp); 
s33:  lpx_get_col_info(lp, 1, NULL, &x1, NULL); 
s34:  lpx_get_col_info(lp, 2, NULL, &x2, NULL); 
s35:  lpx_get_col_info(lp, 3, NULL, &x3, NULL); 
 
s36:  printf("\nZ = %g; x1 = %g; x2 = %g; x3 = %g\n", Z, x1, x2, x3); 
 
s37:  lpx_delete_prob(lp); 
 
      return 0; 
} 
 
 

หลังจากไดชุดคําส่ังหลักแลว ข้ันตอนตอไปคือส่ังใหตัวแปรภาษาซีทําการแปลชุดคําส่ัง
ดวยคําสั่งตอไปน้ี 

 
$gcc  sample.c  –I../glpk-4.0/include ../glpk-4.0/libglpk.a  –o sample.out 
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 คําสั่งน้ีหมายถึง ใหแปลชุดคําสั่งในไฟลที่ช่ือ sample.c โดยใช header file ที่อยูในแฟมที่
ช่ือ include และ library file ท่ีชื่อ libglpk.a แลวใหเก็บผลลัพธในไฟลที่ชื่อ sample.out ซ่ึงเปนไฟล
ท่ีสามารถใชงานได และคําส่ังตอไปนี้เปนคําสั่งในการเรียกใชงานไฟล sample.out 
 

$./sample.out 
 

และจะไดผลลัพธคือผลเฉลยของปญหากําหนดการเชิงเสน  
 
*     0:   objval =   0.000000000e+00   infeas =   0.000000000e+00 (0) 
*     2:   objval =   7.333333333e+02   infeas =   0.000000000e+00 (0) 
OPTIMAL SOLUTION FOUND 
 
Z = 733.333; x1 = 33.3333; x2 = 66.6667; x3 = 0 
 
 
 
น่ันคือ ปญหากําหนดการเชิงเสนมีผลเฉลยที่เหมาะสมที่สุดคือ  

333733.z =   
ซ่ึงเปนคาที่ไดจาก   0666766333333 321 === x,.x,.x  
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โปรแกรมคํานวณหาผลเฉลยกําหนดการไมเชิงเสน GAMS 
General Algebraic Modeling System หรือ GAMS เปนโปรแกรมสําหรับหาผลเฉลยของ

ปญหากําหนดการเชิงเสนและปญหากําหนดการไมเชิงเสน พัฒนาขึ้นในชวงปค.ศ. 1980-1990โดย 
GAMS Development Corporation  
 
ตัวอยาง การใชงานโปรแกรม GAMS เพ่ือหาผลเฉลยของปญหากําหนดการไมเชิงเสน 
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จากปญหาดังกลาว สามารถเขียนเปนชุดคําส่ังในโปรแกรม GAMS ไดดังรูป 6-1 หลังจากนั้นบันทึก
ไวในไฟล 1.gms 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6-1 แสดงชุดคําส่ังของปญหาในตัวอยาง 
 
จากนั้นสั่งรันโปรแกรมจะไดผลลัพธดังรูป 6-2 
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รูปที่ 6-2 แสดงผลลัพธจากการรันโปรแกรม 
หลังจากรันโปรแกรมจะไดไฟล 1.lst ที่แสดงผลลัพธของปญหากําหนดการไมเชิงเสนนี้ ดังรูป 6-3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 6-3 แสดงผลลัพธจากไฟล 1.lst  
จากไฟล 1.lst ผลเฉลยเหมาะที่สุดคือ 2.0,7.1 == yx และคาฟงกชันจุดประสงคเทากับ 0.1 
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ประวัติผูเขยีนวิทยานิพนธ 
 
ช่ือ-นามสกุล  นางสาวศุภิสรา ศรีขวานทอง 
วัน เดือน ปเกิด 1 พฤษภาคม พ.ศ.2523 
ภูมิลําเนา กรุงเทพมหานคร 
สําเร็จการศึกษา วิทยาศาสตรบัณฑิต สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาพระนครเหนือ สาขา

คณิตศาสตรประยุกต คณะวิทยาศาสตรประยุกต ปการศึกษา 2543 
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