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The double-base number system (DBNS) designed for parallel computing 

which has an advantage in arithmetic operations especially for multiplication and 
addition. Many exponential properties and identity rules had been proposed in 
order to simplify arithmetic operations. Unfortunately, division seem to have many 
disadvantages in the case that a denominator contains many terms. 

In this work, a single term representation for any number is investigated. 
We proposed an approximation algorithm for reducing a number of terms, 
especially for an integer. We also proposed a division algorithm together with the 
proof of correctness. Finally, reduction of an operation time is shown to be 
realized using a preprocessing table. We expect the idea of this thesis may be 
useful for future works which are related to some researches in hardware design or 
computer architecture. 
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บทที่ 1 

บทน า 

1.1 ความเป็นมาและความส าคัญของปัญหา 

  ในระบบจ านวนฐานคู่ (Double-Base Number System)  ซึ่งได้มีการเสนอในงานวิจัย
ของดิมิทรอฟและคณะ [1] ในปี ค.ศ. 1997 นั้นมีการใช้ประโยชน์ของรูปแบบแทนจ านวนเพ่ือ
ประยุกต์ส าหรับการเพ่ิมประสิทธิภาพการค านวณในงานวิจัยส่วนใหญ่ 2 ประเภท ได้แก่วิทยาการ
เข้ารหัสลับ (Cryptography) ซึ่งสามารถติดตามได้ในงานวิจัยดังนี้ [2-12] และงานวิจัยที่เกี่ยวกับการ
ประมวลผลสัญญาณ  (Signal processing) โดยในระบบจ านวนฐานคู่นั้นมีข้อดีในเรื่องของการ
ด าเนินการคูณที่มีประสิทธิภาพโดยอาศัยคุณสมบัติของเอกซ์โพเนนเชียล  (Exponential property)  
และคุณสมบัติการกระจาย (Distribution property)  ซ่ึงทั้งในปี  ค.ศ. 2004   งานวิจัยของเบิร์ธและ 
อิมเบิร์ท [13] ได้มีการเสนอวิธีการหารูปแบบแทนจ านวนเพียงพจน์เดียวที่มีค่ามากที่สุดซึ่งไม่เกินกว่า
ค่าที่ก าหนดให้ในระบบจ านวนฐานคู่ ซึ่งเป็นการเพ่ิมประสิทธิภาพเชิงเวลาของอัลกอริทึมหารูปแบบ
แทนจ านวนฐานคู่ แต่อย่างไรก็ตามเมื่อท าการแปลงจ านวนใด ๆ ให้อยู่ในรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ 
จ านวนพจน์ที่เกิดจากการแปลงนั้นจะประกอบไปด้วย 2 กรณีหลัก ๆ ได้แก่พจน์เดียว (Single Digit) 
หรือหลายพจน์ (Multi-Digit) โดยการด าเนินการคูณในระบบจ านวนฐานคู่จะสามารถด าเนินการได้
อย่างมีประสิทธิภาพ ไม่ว่าทั้งสองจ านวนจะอยู่ในรูปแบบพจน์เดียวหรือหลายพจน์ แต่ทว่าส าหรับการ
ด าเนินการหารนั้นจะด าเนินการได้ก็ต่อเมื่อตัวหารอยู่ในรูปแบบพจน์เดียวเท่านั้น   โดยในงานวิจัย
ของมิชราและดิมิทรอฟ [14] ปี ค.ศ. 2007 ได้มีการน าเสนอทฤษฏีกราฟเพ่ือเป็นเครื่องมือในการท า
ความเข้าใจเกี่ยวกับระบบจ านวนฐานคู่ อีกทั้งยังได้กล่าวถึงเงื่อนไขของกระบวนการหารที่ตัวหารนั้น
จ าเป็นต้องอยู่ในรูปแบบพจน์เดียว นั่นหมายความว่าเราจะต้องหารูปแบบแทนจ านวนของจ านวนใด 
ๆ ด้วยพจน์เดียว ซึ่งในปี ค.ศ. 1999 งานวิจัยของดิมิทรอฟ , จูเลี่ยนและมิลเลอร์ [15] ได้นิยาม
ความหมายของรูปแบบบัญญัติ (Canonic form) คือจ านวนพจน์ซึ่งไม่ใช่ศูนย์ที่น้อยที่สุด รวมถึงมีการ
น าเสนอเซตของเอกลักษณ์เพ่ือลดจ านวนพจน์ในระบบจ านวนฐานคู่ให้อยู่ในรูปแบบบัญญัติโดยอาศัย
ความสัมพันธ์ของเลขชี้ก าลังพจน์ในสองมิติ แต่อย่างไรก็ตามเอกลักษณ์ที่ได้น าเสนอมานั้น ท าให้เกิด
จ านวนพจน์ที่น้อยที่สุดแต่ไม่ใช่จ านวนพจน์เพียงพจน์เดียว ซึ่งในทางปฏิบัติแล้วส าหรับบางจ านวนจะ
ไม่สามารถแสดงให้อยู่รูปพจน์เดียวได้เสมอ ดังนั้นวิธีการแก้ไขปัญหาคือการประมาณค่าจ านวนเต็ม
บวกใด ๆ ให้อยู่ในรูปพจน์เดียวแทน ทั้งนี้ปัญหาข้างต้นที่ได้กล่าวมานั้น จึงเป็นเหตุผลและแรง
บรรดาลใจในงานวิจัยนี้ ซึ่งผู้วิจัยได้น าเสนอทฤษฏีที่รับรองกระบวนการประมาณจ านวนเต็มบวกใด ๆ 
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ให้อยู่ในรูประบบจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียวด้วยอัลกอริทึมประมาณค่าซึ่งได้ปรับแต่งจากงานวิจัย  
[16] ในปี ค.ศ. 2007 ที่ได้เสนออัลกอริทึมการประมาณค่าเพ่ือลดการเรียกใช้ตารางเรียกดูค่าซึ่งเป็น
ข้อด้อยของระบบจ านวนลอการิทึมมิติคู่ (Double Dimensional Logarithmic Number System) 
โดยผลลัพธ์จากการประมาณค่าจ านวนเต็มบวกใด ๆ จะอยู่ในรูปแบบจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียว ซึ่ง
ท าให้การด าเนินการเชิงตัวเลขของการหารนั้นมีประสิทธิภาพมากขึ้นและผู้วิจัยยังได้น าเสนอ
อัลกอริทึมการหารจากผลลัพธ์ที่ เกิดจากการประมาณค่าด้วยพจน์เดียว รวมถึงน าผลลัพธ์ของการ
ประมาณค่าไปวิเคราะห์เพ่ือน าเสนออัลกอริทึมการด าเนินการทางคณิตศาสตร์อ่ืน  ๆ เพ่ิมเติม ได้แก่ 
การคูณและการหาเศษเหลือ นอกจากนี้ยังได้เสนอวิธีลดเวลาการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณ
ค่าด้วยการสร้างตารางค่าไว้ล่วงหน้า โดยให้มีค่าความซับซ้อนเชิงพ้ืนที่ (Space Complexity) น้อย
ที่สุดและมีประสิทธิภาพในทางปฏิบัติจริงมากที่สุด 
 

1.2 วัตถุประสงค์ของงานวิจัย 

1)  น าเสนออัลกอริทึมในการประมาณจ านวนเต็มบวกใด ๆ ด้วยรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียง     
     พจน์เดียว 
2)  น าเสนออัลกอริทึมการหาร, การคูณและการหาเศษเหลือจากการประมาณค่าจ านวนเต็มบวก 
    ด้วยพจน์เดียว  
3)  เสนอแนวทางในการลดเวลาของการด าเนินการของอัลกอริทึมในหัวข้อที่ 1) ด้วยการใช้ 
     ตารางเก็บค่าล่วงหน้า 
 

1.3 ขอบเขตของงานวิจัย 

1) ใช้จ านวนเต็มบวกใด ๆ ในการประมาณค่าด้วยรูปแบบจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียว 
2) น าเสนออัลกอริทึมการหาร, การคูณและการหาเศษเหลือ ซึ่งใช้การประมาณค่าด้วยพจน์เดียว 
    พร้อมบทพิสูจน์ 
3) เสนออัลกอริทึมส าหรับการสร้างตารางเก็บค่าไว้ล่วงหน้าเพื่อลดเวลาการท างานของอัลกอริทึม 
    ประมาณค่า 
 

1.4 ขั้นตอนและวิธีด าเนินการวิจัย 

 1) ศึกษาทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับระบบจ านวนฐานคู่  

      2) ปรับปรุงอัลกอริทึมในงานวิจัยก่อนหน้าให้เหมาะสมกับงานวิจัย  

      3) น าเสนอทฤษฏีที่ใช้ในการสนับสนุนงานวิจัยพร้อมกับแสดงบทพิสูจน์  
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      4) น าผลลัพธ์จากการประมาณค่ามาออกแบบอัลกอริทึมในการหาร และประยุกต์ในการ 

          ออกแบบอัลกอริทึมในการคูณและการหาเศษเหลือ 

      5) ออกแบบการทดลองเพ่ือวิเคราะห์เวลาการด าเนินการของอัลกอริทึมในการประมาณค่า 

      6) สรุปผลการท างานและปรับปรุงแก้ไข 

      7) สรุปผลและเรียบเรียงวิทยานิพนธ์  
 

1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับจากงานวิจัย 

1) สามารถประมาณค่าจ านวนเต็มบวกใด ๆ ให้อยู่ในรูปแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียว 
     2) ได้วิธีการปรับค่าคลาดเคลื่อนเมื่อน าค่าประมาณเพียงพจน์เดียวไปใช้ในอัลกอริทึมการ 
        ด าเนินการทางคณิตศาสตร์ 

 

1.6 ผลงานที่ตีพิมพ์จากวิทยานิพนธ์ 

 ส่วนหนึ่งของวิทยานิพนธ์นี้ได้รับการตีพิมพ์ในผลงานวิชาการในหัวข้อเรื่องดังนี้ 

1 ) “Approximation of Positive Integer in Double-Base Number System with A 

Single Term” โดย ธีรภัทร์ ชุนเดชสัมฤทธิ์ และอรรถสิทธิ์ สุรฤกษ์ ในงานประชุมวิชาการ

ร ะ ดั บ น า น า ช า ติ   2nd European Conference on Electrical Engineering & 

Computer Science (EECS 2018) 
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บทที่ 2  

ทฤษฏีและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

ส าหรับทฤษฎีและงานวิจัยที่เกี่ยวข้องในงานวิจัยนี้จะประกอบไปด้วย 2 กลุ่มใหญ่  ๆ คือ
ระบบจ านวนฐานคู่ (Double-Base Number System) และระบบจ านวนลอการิทึมมิติคู่แบบขยาย 
(An Extended Double Dimensional Logarithmic Number System)  

 

2.1 ระบบจ านวนฐานคู่ 

   ในงานวิจัย [1] ปี ค.ศ. 1997 ได้น าเสนอทฤษฏีความสมบูรณ์ของระบบจ านวนฐานคู่ดัง
ทฤษฏีที่ 2.1 พร้อมบทพิสูจน์  

ทฤษฏีบทที ่2.1 ส าหรับจ านวนเต็มบวกใด ๆ สามารถแสดงให้อยู่ในรูปแบบ
1

2 3i ix y

i=
 ได้เสมอ โดยที่

,x y   

ทั้งนี้การพิสูจน์ทฤษฏีบทที่ 2.1 นั้นผู้วิจัยยังได้น าเสนออัลกอริทึมเชิงละโมบในการค านวณหา
รูปแบบจ านวนฐานคู่ได้ดังอัลกอริทึมท่ี 2.1 

 

อัลกอริทึมที่ 2.1 อัลกอริทึมในการแปลงจ านวนเต็มบวกใด ๆ ให้อยู่ในระบบจ านวนฐานคู่ 

                               Algorithm2.1( n ) 

                     input: positive integer n  

                     output: 
1

2 3i ix y

i=
 that equal to n  

                                  (Represented by Array A and Array B ; 0,x y + ) 

                                  Array A: Array of exponents with base 2  

                                  Array B: Array of exponents with base 3    

                    begin 

                     1:  if ( 0n ) then do 
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                     2:     Find the largest 2-integer (x,y) that 2 3x y n  

                     3:     Insert value a to Array A 

                     4:     Insert value b to Array B 

                     5:     2 3x yn n −  

                     6:     Algorithm2.1 ( n ) 

                    End 

ซึ่งจะสังเกตุได้ว่ารูปแบบแทนจ านวนที่เกิดจากอัลกอริทึมที่ 2.1 นั้นจะประกอบไปด้วยพจน์
แรกที่มีค่ามากที่สุดและพจน์ถัดไปที่มีค่าลดลงเรื่อย ๆ โดยต่อมาในงานวิจัย [13] ปี ค.ศ. 2004 ได้
น าเสนออัลกอริทึมเพ่ือค านวณหารูปแบบแทนจ านวนฐานคู่แบบพจน์เดียวที่มีค่ามากที่สุดซึ่งไม่เกิน
จ านวนเต็มบวกที่ก าหนดมาให้ ซึ่งเป็นการเพ่ิมประสิทธิภาพเชิงเวลาของการค านวณในบรรทัดที่ 2 
ของอัลกอริทึมที่ 2.1 และยังเป็นการเพ่ิมประสิทธิภาพเชิงเวลาของการค านวณในอัลกอริทึมหา
รูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ด้วยและในปี ค.ศ. 2007 งานวิจัย [14] ได้น าเสนอทฤษฏีเกี่ยวกับกราฟแบบ
ไม่มีทิศทางและกราฟแบบมีทิศทางเพ่ือเป็นเครื่องมือส าหรับวิเคราะห์เกี่ยวกับระบบจ านวนฐานคู่และ
ยังขยายไปจนถึงระบบจ านวนหลายฐาน (Multi-Base Number System)  โดยเราสามารถแสดงรูป
แทนจ านวนของระบบจ านวนฐานคู่โดยอาศัยกราฟสองส่วน (  ฺBipartite graphs) ซึ่งจะเรียกว่ากราฟ
ระบบจ านวนฐานคู่ (DBNS-graphs) 

 
นิยามที่ 2.1.1 ก าหนดให้ n เป็นจ านวนนับใด ซึ่ง 1 1 2 22 3 2 3 2 3k ka ba b a b

n = + + + เป็นรูปแบบแทน

จ านวนในระบบจ านวนฐานคู่ 

เราสามารถแสดงจ านวน n ด้วยกราฟระบบจ านวนฐานคู่ 
nD  โดยคุณสมบัติดังนี้ 

1max { }i k ia a =  และ 
1max { }i k ib b =  จะได้ว่าเซตจุดยอดของ 

nD  คือ 

{1,2, ,2 } {1,3, ,3 }= a bV  

และเซตของเส้นเชื่อมคือ 1 1{(2 ,3 ), ,(2 ,3 )}k ka ba bE =  

ตัวอย่างที่ 2.1.1 ก าหนดให้จ านวนเต็มบวก 2 7 7 0 2 12 3 2 3 2 3n = + + ซึ่งมีค่าเท่ากับ 8,888  

                     จากนิยามก่อนหน้า จะได้ว่า 
1max { } 7i ka a = = และ 1max { } 7i k ib b = =  
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           เซตจุดยอดของ
nD คือ 2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7{1,2,2 ,2 ,2 ,2 ,2 ,2 } {1,3,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 }V =   

         และเซตของเส้นเชื่อมคือ 2 7 7 0 2 1{(2 ,3 ),(2 ,3 ),(2 ,3 )}E =  

ตัวอย่างที่ 2.1.2 ก าหนดให้ 6 2 1 3 0 22 3 2 3 2 3m = + + ซึ่งมีค่าเท่ากับ 639 

                     จะได้ว่า 
1max { } 6i ka a = = และ 

1max { } 3i k ib b = =  

           เซตจุดยอดของ
mD คือ 2 3 4 5 6 2 3{1,2,2 ,2 ,2 ,2 ,2 } {1,3,3 ,3 }V =   

         และเซตของเส้นเชื่อมคือ 6 2 1 3 0 2{(2 ,3 ),(2 ,3 ),(2 ,3 )}E =  

ส าหรับการแสดงรูปแบบแทนจ านวนที่ทุกพจน์มีค่ามากกว่าศูนย์นั้นสามารถแสดงให้เห็นด้วยกราฟ

แบบไม่มีทิศทางเพ่ือเป็นตัวอย่างดังรูปที่ 1 

 

รูปที่ 1 เลขจ านวน 3 1 0 233 2 3 2 3= + ที่ถูกน าเสนอด้วยกราฟแบบไม่มีทิศทางในระบบจ านวนฐานคู่ 
และส าหรับการแสดงค่าจ านวนที่ติดลบจะน าเสนอด้วยกราฟแบบมีทิศทาง โดยการแสดงรูปแบบเส้น

เชื่อมจะใช้เส้นเชื่อมผกผัน ดังตัวอย่างที่ 2.1.3 

ตัวอย่างที่ 2.1.3 ก าหนดให้ 6 2 1 3 0 22 3 2 3 2 3k = − − ซึ่งมีค่าเท่ากับ 513 

                     จะได้ว่า 
1max { } 6i ka a = = และ 

1max { } 3i k ib b = =  

           เซตจุดยอดของ
kD คือ 2 3 4 5 6 2 3{1,2,2 ,2 ,2 ,2 ,2 } {1,3,3 ,3 }V =   

         และเซตของเส้นเชื่อมคือ 6 2 3 1 2 0{(2 ,3 ),(3 ,2 ),(3 ,2 )}E =  

โดยสามารถสามารถแสดงให้เห็นด้วยกราฟแบบมีทิศทางเพ่ือเป็นตัวอย่างดังรูปที่ 2.2 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 7 

 

รูปที่ 2 เลขจ านวน 3 2 2 1 1 0 0 1 0 080 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3= + − − + ที่ถูกน าเสนอด้วยกราฟแบบมีทิศทาง 
ในระบบจ านวนฐานคู่ 

และผู้วิจัยยังได้เสนอกฏเกณฑ์ส าหรับการลดเส้นเชื่อม 2 เส้นที่ซ้ ากันให้เหลือเพียงแค่เส้นเชื่อมเดียว

เท่านั้น (D-Rule)  โดยผู้วิจัยนั้นได้น าทฤษฏีของกราฟที่น าเสนอก่อนหน้านี้มาเสนอเป็นนิยามของการ

ด าเนินการของจ านวนเต็มภายใต้ระบบจ านวนฐานคู่ 

การด าเนินการของจ านวนเตม็โดยใช้กราฟระบบจ านวนฐานคู่  

ก าหนดให้จ านวนเต็ม
1n และ

2n เป็นจ านวนที่ถูกแสดงในรูปแบบแทนจ านวน
1n

D และ
2nD ด้วยกราฟ

ระบบจ านวนฐานคู่ 

1) การด าเนินการบวก 

นิยามการบวกโดยใช้กราฟระบบจ านวนฐานคู่   ส าหรับ เซตจุดยอดของ 
1n

D  ซึ่ งเท่ ากับ 
1 1

1 {1,2, ,2 } {1,3, ,3 }a bV =  และเซตเส้นเชื่อมเท่ากับ 1 1

1 {(2 ,3 ), , (2 ,3 )}i ii i l l
a ba b

E = และส าหรับเซต

จุ ด ย อ ด ข อ ง  
2nD  ซึ่ ง เท่ า กั บ 2 2

2 {1,2, ,2 } {1,3, ,3 }a bV =  แ ล ะ เซ ต เส้ น เชื่ อ ม เท่ า กั บ 
1 1

2 {(2 ,3 ), , (2 ,3 )}j jj j l l
a ba b

E = ก าหนดให้ 
1 2max{ , }a a a= และ 

1 2max{ , }b b b=  จะได้ว่าผลบวกของ

1n
D แ ล ะ

2nD จ ะส าม ารถ แ ส ด ง ได้ ด้ ว ย ก ร าฟ ระ บ บ จ าน ว น ฐ าน คู่ ที่ มี เซ ต จุ ด ย อ ด เป็ น

1 2 {1,2, ,2 } {1,3, ,3 }a bV V =  และเซตเส้นเชื่อมเท่ากับ
1 2E E โดยจะขึ้นอยู่กับกฏเกณฑ์ของดี 

(D-Rule) 

2) การด าเนินการลบ 

การลบนั้นจะอาศัยกราฟแบบมีทิศทางของระบบจ านวนฐานคู่   

นิยามการลบโดยใช้กราฟระบบจ านวนฐานคู่  ส าหรับ
1n

D และ
2nD  สรุปได้ว่า 

1 2n nD D− จะเท่ากับ 

1 2
( )n nD D+ −  (สลับทุกคู่อันดับเส้นเชื่อมใน

2nD เพ่ือแสดงถึงค่าท่ีติดลบ) 

3) การด าเนินการคูณ 
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นิยาม เครื่องหมายด าเนินการ 
,c dSH ส าหรับจ านวนเต็ม ,c d และ (2 ,3 )a be = เป็นเส้นเชื่อม ก าหนดให้ 

, ,( ) ((2 ,3 )) (2 ,3 )a b a c b d

c d c dSH e SH + += =  

นิยามการคูณ โดยใช้กราฟระบบจ านวนฐานคู่   ส าหรับ เซตจุดยอดของ 
1n

D  ซึ่ งเท่ ากับ 
1 1

1 {1,2, ,2 } {1,3, ,3 }a bV =  และเซตเส้นเชื่อมเท่ากับ 1 1

1 {(2 ,3 ), , (2 ,3 )}i ii i l l
a ba b

E = และส าหรับเซต

จุ ด ย อ ด ข อ ง  
2nD  ซึ่ ง เท่ า กั บ  2 2

2 {1,2, ,2 } {1,3, ,3 }a bV =  แ ล ะ เซ ต เส้ น เชื่ อ ม เท่ า กั บ 
1 1

2 {(2 ,3 ), , (2 ,3 )}j jj j l l
a ba b

E = โ ด ย ก า ห น ด ใ ห้  E  เ ป็ น เ ซ ต ข อ ง เ ส้ น เ ชื่ อ ม  จ ะ ไ ด้ ว่ า 

, ,( ) { ( ) : }c d c dSH E SH e e E=  ดังนั้น
1 2
*n nD D จะสามารถแสดงได้ด้วยกราฟระบบจ านวนฐานคู่ที่มีเซต

จุ ด ย อ ด เ ป็ น 1 2 1 2{1,2, ,2 } {1,3, ,3 }a a b bV + +=  แ ล ะ เ ซ ต เ ส้ น เ ชื่ อ ม เ ท่ า กั บ

1 1
, 2 , 2( ) ( )

i i i il l
a b a bSH E SH E  โดยจะข้ึนอยู่กับกฏเกณฑ์ของด ี

4) การด าเนินการหาร 

การหารนั้นเป็นการด าเนินการที่จ ากัดเนื่องจากส าหรับจ านวนเต็ม
1n และ

2n ใด ๆ จะไม่สามารถหาร

1n ด้วย 
2n ได้เสมอ 

โดยเราจะสามารถหาร
1n

D ด้วย 
2nD ได้ก็ต่อเมื่อสอดคล้องกับเงื่อนไข 2 ข้อด้านล่างนี้ 

 1. 
2nD มีเพียงเส้นเชื่อม (2 ,3 )c dE = เท่านั้นหรือ

2n นั้นมีเพียงแค่พจน์ 2 3c d เดียวใน 

                      ระบบจ านวนฐานคู ่

        2. 
1n

D นั้นต้องการถูกแสดงด้วยรูปแบบแทนจ านวนที่ดี ดังนี้  

           ถ้าหาก 1 1

1 {(2 ,3 ), , (2 ,3 )}i ii i l l
a ba b

E =  

           ดังนั้น  , , ,1
k ki ia c b d k k l      

หมายเหตุ: ส าหรับเงื่อนไขนี้ไม่เป็นจริงส าหรับทุกการหารูปแทนจ านวน
1n ในกราฟระบบ 

              จ านวนฐานคู่ถึงแม้ว่า 
1n จะถูกหารด้วย

2n ลงตัว 

นิยามการหารโดยใช้กราฟระบบจ านวนฐานคู่ ถ้าหากจ านวน
1n และ

2n นั้นสอดคล้องกับเงื่อนไขทั้ง

สองดังข้างบน จะได้ว่า 
1 2
/n nD D จะสามารถแสดงได้ด้วยกราฟระบบจ านวนฐานคู่ที่มีเซตจุดยอดเป็น

1 1{1,2, ,2 } {1,3, ,3 }a c b dV − − =  และเซตเส้นเชื่อมเท่ากับ
, 1( )c dSH E− −
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 โดยส าหรับการน าเสนอนิยามของการด าเนินการหารภายใต้ระบบจ านวนฐานคู่จากการ

วิเคราะห์ด้วยทฤษฏีกราฟนั้นท าให้เราทราบได้ถึงเงื่อนไขของการหารที่ว่าจ านวนรูปแบบแทนจ านวน

ของตัวหารนั้นควรจะอยู่ในรูปพจน์เดียวเท่านั้น โดยย้อนกลับไปในปี ค.ศ. 1999 งานวิจัย [15] ได้

น าเสนอนิยามของรูปแบบบัญญัติ (Canonic form) ดังนิยามที่ 2.1.2  

นิยามที่ 2.1.2 รูปแบบบัญญัติ (Canonic form) คือรูปแบบแทนจ านวนซึ่งมีจ านวนพจน์น้อยที่สุด 

โดยที่แต่ละพจน์ไม่เท่ากับศูนย์  

โดยสามารถพิจารณาความเป็นรูปแบบบัญญัติของจ านวนได้ดังตัวอย่างที่ 2.1.4 และ 2.1.5  

ตัวอย่างที่ 2.1.4 ส าหรับรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ 1 1 0 1 0 02 3 2 3 2 3+ +  ซึ่งมีค่าเท่ากับ 10 นั้นไม่ใช่

รูปแบบบัญญัติเนื่องจากมีรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ 3 0 1 02 3 2 3+  ที่มีจ านวนพจน์สองพจน์และไม่มี

รูปแบบแทนจ านวนแบบอ่ืนที่จ านวนพจน์น้อยกว่าสองพจน์ได้อีก ดังนั้นรูปแบบบัญญัติของ 10 คือ

3 0 1 02 3 2 3+  

ตัวอย่างที่ 2.1.5 ส าหรับรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ 5 0 0 22 3 2 3+ ซึ่งมีค่าเท่ากับ 41 นั้นเป็นรูปแบบ

บัญญัติ เนื่องจากเราไม่สามารถน าเสนอจ านวน 41 ด้วยรูปแบบแทนจ านวนเพียงพจน์เดียว   

และยังได้น าเสนอเซตของเอกลักษณ์ ดังตัวอย่างที่ 2.1.6 โดยอาศัยความสัมพันธ์ของเลขชี้

ก าลังบนสองมิติเพ่ือลดจ านวนพจน์ของรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ ซึ่งเซตของเอกลักษณ์นั้นจะลด

จ านวนพจน์ของรูปแบบแทนจ านวนให้ใกล้เคียงรูปแบบบัญญัติ โดยจ านวนพจน์ที่น้อยที่สุดจะท าให้

เวลาการด าเนินการของการค านวณภายใต้ระบบจ านวนฐานคู่นั้นลดลง                           

ตัวอย่างที่ 2.1.6 ก าหนดให้ i  และ j เป็นจ านวนเต็มใด ๆ จะได้ว่าเราสามารถแทนรูปแบบแทน

จ านวนหลายพจน์ด้วยจ านวนพจน์ที่น้อยลงเมื่อเลขชี้ก าลังของรูปแบบแทนจ านวนนั้นสัมพันธ์กับ

เอกลักษณ์ดังนี้ 

เอกลักษณ์ที่ 1) 12 3 2 3 2 3i j i j i j++ =                                                                               

เอกลักษณ์ที่ 2) 1 12 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  

เอกลักษณ์ที่ 3) 1 22 3 2 3 2 3i j i j i j+ ++ =  

เอกลักษณ์ที่ 4) 1 1 1 3 12 3 2 3 2 3 2 3 2 3i j i j i j i j i j+ + + + ++ + = +  
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เอกลักษณ์ที่ 5) 1 1 1 3 52 3 2 3 2 3 2 3i j i j i j i j+ + + + ++ + =  

เอกลักษณ์ที่ 6) 4 6 42 3 2 3 2 3 2 3i j i j i j i j+ + ++ + =  

เอกลักษณ์ที่ 7) 1 2 4 32 3 2 3 2 3 2 3i j i j i j i j+ + + ++ + =  

โดยสามารถแสดงให้เห็นถึงตัวอย่างกระบวนการลดจ านวนพจน์หลังจากด าเนินการบวกของ

สองจ านวนโดยใช้เอกลักษณ์ที่ 3)  ได้ดังรูปที ่3 

 

รูปที่ 3 กระบวนการบวกและการลดจ านวนพจน์ในระบบจ านวนฐานคู่ 
และนอกเหนือจากงานวิจัยที่เกี่ยวการด าเนินการเชิงตัวเลขภายใต้ระบบจ านวนฐานคู่ก็ยังมี

งานวิจัยที่เกี่ยวกับวิทยาการเข้ารหัสลับที่อาศัยประโยชน์ของรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ไปเพ่ิม

ประสิทธิภาพในการค านวณค่าของจุดคู่อันดับ kP เมื่อ k ซึ่งถูกแสดงด้วยรูปแบบแทนจ านวน

ฐานคู่หรือจ านวนสามฐาน และ P คือจุดคู่อับดันดับเริ่มต้นในสมการเส้นโค้งอิลลิปติก (Elliptic 

Curve) หรือแม้กระทั่งสมการเส้นโค้งแบบอ่ืน ๆ โดยได้มีงานวิจัยรูปแบบนี้ตั้งแต่ปี ค.ศ. 2005 ใน

งานวิจัย [11] และมีการพัฒนาอัลกอริทึมให้มีประสิทธิภาพการค านวณที่มากข้ึนและยังประยุกต์ไปถึง

การใช้ระบบจ านวนหลายฐานเข้ามาช่วยการค านวณ kP ซึ่งสามารถติดตามงานวิจัยได้ดังนี้ [2-10, 12] 
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2.2 ระบบจ านวนลอการิทึมมิติคู่แบบขยาย 

ในงานวิจัย [16] ปี ค.ศ. 2007 ได้มีการเสนอแนวทางแก้ปัญหาในหาค้นหาค่าจากตาราง
เรียกดูค่าในระบบจ านวนลอกอริทึมมิติคู่เพ่ือใช้ในการบวกหรือลบ   ดังสมการด่านล่างนี้  

            2 3 2 3 2 3 (1 2 3 ) 2 3 ( , )a b c d a b c a b d a b c d b d− −+ = +   − −  
            2 3 2 3 2 3 (1 2 3 ) 2 3 ( , )a b c d a b c a b d a b c d b d− −− = −   − −  
            เมื่อก าหนดให้ ( , ) 1 2 3 2 3x yx y   = +  และ ( , ) 1 2 3 2 3x yx y   = −   
            โดยที่ , , , , ,x y       

ซึ่งการหาค าตอบของ ( , )x y หรือ ( , )x y จะต้องใช้ค่า x และ y เป็นตัวแปรขาเข้าเพ่ือ
น าไปค้นหาค่าในตารางเรียกดูค่า (Look-up Table) ที่ได้ประมวลผลไว้ โดยตารางเรียกดูค่านั้นต้องมี
ขนาดใหญ่เพียงพอส าหรับค่า x และ y  

ดังนั้นเพ่ือหลีกเลี่ยงการใช้ตารางเรียกดูค่า จึงได้มีการน าเสนออัลกอริทึมที่ 2.2 เพื่อประมาณ
ค่าในช่วง (1,2) รวมถึงเสนออัลกอริทึมที่ 2.3 เพ่ือปรับปรุงค าตอบของอัลกอริทึมจากประมาณค่าให้
ค าตอบนั้นมีค่าคลาดเคลื่อนไม่เกินขอบเขตที่เราก าหนดไว้เพ่ือที่จะสามารถหาค่าของ ( , )x y หรือ

( , )x y เมื่อ ,x y  
 

อัลกอริทึมที่ 2.2 อัลกอริทึมการประมาณค่าในช่วง (1,2) 
                     Algorithm2.2( x )  
                     input: x where [1,2)x  
                     output: ,b t  where ,b t  
                    begin 
                    Define  

                     8 5 3 2 5 3[0] 2 3 , [1] 2 3 , [2] 2 3 ,a a a− − −    
                     6 4 2 1 1 1[3] 2 3 , [4] 2 3 , [5] 2 3 ,a a a− − −    
                     7 4 4 3 4 2[6] 2 3 , [7] 2 3 , [8] 2 3 ,a a a− − −     
                     7 5[9] 2 3 ;a −   
                     Find the Lower Bound of x  
                     Let 

ls be of the form 2 3 ; , ,l lb t b t i  

           [0] ;ls a ;lL x s − 1i   
                      while 0L  do 

                  [ ]L x a i − ; i ++ ; [ 1]ls a i −     
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                      enddo 
                     Find the Upper Bound of x  
                     Let 

rs be of the form 2 3 ; , ,l lb t b t i  

           [9] ;rs a ;rR s x − 8i   
                     while 0R  do 

                  [ ]R a i x − ; i −−  ; [ 1]ls a i +  
                      enddo 
                     8 52 3lf

− ; 8 52 3rf
−    

                    while l l lx s x s f−  −  do 

                             
l l ls s f   

                    enddo 
                    while r r rx s x s f−  −  do 

                             
r r rs s f   

                    enddo 
                   Select the Closest Estimator  s 
                    if l rs x s x−  −  then

lb b ;
lt t  

                   else 
rb b ;

rt t  
                   endif  
                   end   
 

อัลกอริทึมที่ 2.3 อัลกอริทึมปรับความแม่นย าค าตอบจากอัลกอริทึมประมาณค่า 
                     input:  2 3u vx=  where [1,2)x and x X=  
                                [1,2)y  
                                 T: terminate condition where 0 0.5T   
                    output: 2 3b tz =  the estimation of y  
                   begin 
                   Define initial values 

arrays 2 3b t  
a[0] 8 52 3−  
a[1] 5 32 3−  
a[2] 2 12 3−  
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                   Let 
8 5

:

2 3 :

x X y
c

x X y−


= 

 
 

                   Let C c=  

                   if X y  then  y X
e

X

−
 ;

ne e ;                        

                   endif 

                   if X y  then  X y
e

C

−
 ; n

y C
e

C

−
 ;                     

                   endif 

                  0 02 3o   
                   end  false 
                  while not.end do  

                         0i   
                          while 5i   do  
                                   while [ ] 2a i   do  

                     8 5[ ] [ ] 2 3a i a i −   
                                   enddo 

                                  [ ] [ ] / 2a i a i    
                                    0 [ ] 1e a i −  
                                   if 0 ne e e−   then [ ]o a i ; 0 ne e e − ;                   
                                   endif 
                                   if e c T  then 5i   ; end true ;                
                                   else  i ++  
                                   endif 
                          enddo 
                   enddo 

                  z c o   
                  end 
 

a[3] 7 42 3−  
a[4] 4 22 3−  
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บทที่ 3  

การประมาณค่าจ านวนเต็มบวกดว้ยพจน์เดี่ยวในระบบจ านวนฐานคู่ 

3.1 บทกล่าวน า 

ในระบบจ านวนฐานคู่นั้นมีข้อดีในเรื่องของการด าเนินการคูณ เมื่อจ านวนสองจ านวนนั้นถูก
น าเสนอด้วยรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ โดยใช้อัลกอริทึมเชิงละโมบ  (Greedy algorithm) หรือ
อัลกอริทึมที่ 2.1 ที่ได้มีการเสนอในงานวิจัย [1] และยังมีการใช้อัลกอริทึมเชิงละโมบนี้ในอีกหลาย ๆ 
งานวิจัย ซึ่งในงานวิจัยนี้จะท าการศึกษาการประมาณค่าในระบบจ านวนฐานคู่โดยใช้อัลกอริทึมที่ 2.1 
ในการหารูปแบบแทนจ านวนฐานคู่จากจ านวนเต็มบวก 

โดยในงานวิจัยนี้จะแบ่งเป็น 3 ส่วนใหญ่ๆดังนี้   
ส่วนที่ 1 การประมาณค่าผลบวกของเทอม 2 3x y โดยที่ ,x y  ด้วย 2 3b t เพียงพจน์เดียวเมื่อ 

          ,b t   
ส่วนที่ 2  น าเสนออัลกอริทึมการด าเนินการพื้นฐานทางคณิตศาสตร์โดยใช้แนวคิดจากส่วนที่ 1 
ส่วนที่ 3  ลดเวลาการท างานในการหาค่าประมาณจากอัลกอริทึมการประมาณค่าโดยการสร้างตาราง 
            เก็บค่าไว้ล่วงหน้า 
 

โดยเราขอยกตัวอย่างให้เห็นข้อดีของการคูณและข้อเสียของการหารในระบบจ านวนฐานคู่ ดัง
ตัวอย่างต่อไปนี้  
ตัวอย่างที่ 3.1.1  ก าหนดให้ A เป็นจ านวนเต็มบวกและมีค่าเท่ากับ 79 ซึ่งสามารถแทนได้ด้วย

+ +3 2 1 1 0 02 3 2 3 2 3 และ  Bเป็ นจ านวนเต็มบวกที่ มีค่ า เท่ ากับ  107 ซึ่ งสามารถแทนได้ด้ วย
5 1 0 2 1 02 3 2 3 2 3+ + และเมื่อน าทั้งสองจ านวนมาด าเนินการคูณกันจะสามารถเห็นได้ดังรูปที่ 4 และ

รูปที่ 5  

 
รูปที่ 4 ตารางที่แสดงถึงต าแหน่งค่าของแต่ละพจน์ของค่า A และ B 
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รูปที่ 5 ผลลัพธ์จากการคูณและการลดจ านวนพจน์ของค าตอบ 

 

จากรูปที่ 5 จะเห็นได้ว่าผลลัพธ์การคูณของ A และ B จะได้เป็นรูปแบบแทนจ านวนที่
ประกอบไปด้วยจ านวนพจน์ซึ่งเท่ากับจ านวนพจน์คูณจ านวนพจน์ และนอกจากนั้นยังสามารถลด
จ านวนพจน์ให้เหลือน้อยลงได้เมื่อเลขชี้ก าลังของพจน์นั้นสัมพันธ ์กับเอกลักษณ์ซึ่งเป็นข้อดีของ
การคูณในระบบจ านวนฐานคู่ โดยหลักการในการคูณของระบบจ านวนฐานคู่จะอาศัยสมบัติทาง
คณิตศาสตร์อยู่ 2 ข้อคือ 

1. สมบัติการแจกแจง 

  ( ) ( ) ( )a b c a b a c + =  +  เมื่อ , ,a b c  
2. สมบัติของเอกซ์โพเนนเชียล  

  n m n mx x x + =  เมื่อ , ,x n m  
 

ในตัวอย่างต่อไปจะเป็นการพิจารณาการด าเนินการหารภายใต้ระบบจ านวนเลขฐานคู่ของการ
ด าเนินการหาร  
ตัวอย่างที่ 3.1.2  ก าหนดให้ A เป็นจ านวนเต็มบวกและมีค่าเท่ากับ 8,888 ซึ่งสามารถแทนได้
ด้วย 2 7 7 0 2 12 3 2 3 2 3+ + และก าหนดให้ B เป็นจ านวนเต็มบวกที่มีค่าเท่ากับ 2,598 ซึ่งสามารถ
แทนได้ด้วย 5 4 1 12 3 2 3+    

เมื่อน าทั้งสองจ านวนมาด าเนินการหารจะได้ว่า 
2 7 7 0 2 1

5 4 1 1

2 3 2 3 2 3

2 3 2 3

A

B

+ +
=

+
 

2 7 7 0 2 1

5 4 1 1 5 4 1 1 5 4 1 1 3 3 1 6 2 4 6 1 3 3 1 0

2 3 2 3 2 3 1 1 1

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

A

B − − − − − −
= + + = + +

+ + + + + +

 
ซึ่งหลักการในการหารของระบบจ านวนฐานคู่จะอาศัยสมบัติทางคณิตศาสตร์อยู่ 2 ข้อคือ 

1.สมบัติการแจกแจง 

  ( ) ( ) ( )a b c a b a c + =  +  เมื่อ , ,a b c  
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2.สมบัติของเอกซ์โพเนนเชียล  

  −
=

1n

m m n

x

x x
เมื่อ , ,x n m  

 
จะเห็นได้อย่างชัดเจนว่าการได้มาซึ่งค าตอบของการด าเนินการหารนั้น ไม่ได้ง่ายเหมือนกับการ

ด าเนินการคูณ ดังนั้นหากว่าเราสามารถหาค่าประมาณของตัวส่วนซึ่งอยู่ในรูปแทนจ านวนฐานคู่ 
2 3b t เมื่อ ,b t  จะท าให้ด าเนินการหารนั้นรวดเร็วมากขึ้น ดังสมการที่ 1 ด้านล่างนี้ 

      − −=

=

 =


1

1

2 3
2 3

2 3

i i

i i

x y

x b y ti
b t

i

A

B
เมื่อ ,A B +  และ , , ,i ix y b t             (1)                         

โดยใช้สมบัติของเอกซ์โพเนนเชียล / 1 /n m m nx x x −= เมื่อ , ,x n m  
 

3.2 การประมาณค่าผลบวกของเทอม 2 3x y โดยท่ี ,x y  ด้วย 2 3b t เพียงพจน์เดียวเมื่อ 

     ,b t  
 

ส าหรับการประมาณค่าในงานวิจัยนี้ เราจะเริ่มต้นจากการแปลงจ านวนเต็มบวก ให้อยู่ใน

รูปแทนจ านวนฐานคู่โดยใช้อัลกอริทึมท่ี 2.1 เนื่องจากอัลกอริทึมมีการท างานโดยใช้แนวคิดเชิงละโมบ

โดยเริ่มจากการหารูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียวที่มีค่ามากที่สุดซึ่งมีค่าไม่เกินค่าจ านวน

เต็มบวกที่ก าหนดให้และน าค่าจ านวนเต็มบวกที่ก าหนดให้มาลบออกด้วยรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่

เพียงพจน์เดียวที่มีค่ามากที่สุดแล้วน าไปเป็นค่าจ านวนเต็มบวกที่ก าหนดค่าให้อัลกอริทึมที่ 2.1 และ

กระท าแบบนี้ซ้ า ๆ จนกระทั่งค่าจ านวนเต็มบวกที่ก าหนดให้อัลกอริทึมเท่ากับศูนย์จึงหยุดการเรียกใช้

งานอัลกอริทึมจนท้ ายที่ สุ ดก็จะได้ เป็น   1 1 2 22 3 2 3 2 3n nx y x y x y+ + + ซึ่ งเท่ ากับ  เมื่ อ

,x y และ n เป็นจ านวนเต็มบวก ซึ่งพจน์แรกนั้นมีคุณสมบัติพิเศษคือ 1 12 3
2

x y   

โดยพิสูจน์ได้จากทฤษฏีบทที่ 3.1 โดยทางผู้วิจัยนั้นได้น าเสนอทฤษฏีบท 3 ทฤษฏีซึ่งประกอบไปด้วย

ทฤษฏีบทที่ 3.1, ทฤษฏีบทที่ 3.2 และทฤษฏีบทที่ 3.3 เพื่อรับรองว่าการประมาณค่าของจ านวนบวก

ใด ๆ ในงานวิจัยนี้จะสามารถใช้อัลกอริทึมการประมาณค่าในช่วง (1,2) ในงานวิจัย [16] ได้เสมอ โดย

ตัวอย่างผลลัพธ์ในท้ายที่สุดของการประมาณและปรับค่าด้วยอัลกอริทึมของงานวิจัยนี้คือ 15,162 9,5592 3−

มีค่าประมาณเท่ากับ 2,598.4860642336275 ซึ่งเป็นค่าประมาณของ 2,598 (ดังตัวอย่างที่ 3.2.2)  
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ทฤษฏีบทที่ 3.1)  ก าหนดให้จ านวนเต็มบวก n จะมีจ านวนเต็ม x และ y ที่ท าให้ 2 3
2

x yn
n   

พิสูจน์             

                 เริ่มพิจารณาจาก
3

3
loglog 1 33 3

3

n
n n− = =  

                 สมบัติของลอการิทึม  

     1) loga xa x=  

     2) log log loga a
a

M
M N

N
= −  

  เมื่อ , ,a M N + และ 1,a k   

  แต่ เนื่ องจากเลขชี้ ก าลั งของ 3 ต้องเป็นจ านวนเต็มเสมอ จึงได้ ว่าเลขชี้ ก าลั งของ 3 คือ 

3log 1n −    

  ซ่ึง 3 3log 1 log 1n n−  −    

  นั่นคือ 3log 13
3

n n−     

            พิจารณา 3 3log 1 logn n−      

            จะได้ว่า 3 3log 2 log 1n n−  −    

นั่นแสดงว่ามีค่า 3log 1n −    ซ่ึง 33 log 1log 2
2

3 3
3 3

nnn n−−   =    

ก าหนดให้ j แทนค่า 3log 1n −    จะได้ว่า
2 2

3 , 2 3
9 3 9 3

j jn n n n
      

แสดงว่าจ านวน 31, log 1i j n= = −    จะท าให้
2 2

2 3 ( , ]
9 3

i j n n
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               พิจารณาจะได้ว่า 
2

2 3 ( , )
9 2

i j n n
  หรือ

2
2 3 [ , ]

2 3
i j n n
  ซึ่งส าหรับในกรณีนี้จะสรุป

ได้เลยว่า  

จะมีจ านวนเต็ม x และ y ที่ท าให้ 2 3
2

x yn
n   

             จึงต้องพิสูจน์ในกรณี 2
2 3 ( , )

9 2
j n n

  จะมีค่าจ านวนเต็ม x และ y ที่ท าให้

2 3
2

x yn
n    

             พิจารณา 2 4
2 3 ( ,1)

9
j n

  จะสังเกตได้ว่าเมื่อค่านั้นอยู่ในช่วงที่มากกว่าหรือเท่ากับ
2

n     

จะมีค่าจ านวนเต็ม x และ y ที่ท าให้ 2 3
2

x yn
n  แต่หากค่าน้อยกว่า

2

n ก็สามารถน า 2 คูณเพ่ิม

เข้าไปเพื่อให้ค่าเกิน
2

n ได้  

ทฤษฎีบทที่ 3.2)  ก าหนดให้จ านวนเต็มบวก n จะสามารถแปลงให้อยู่ในรูปแบบผลบวกของพจน์

2 3x y ได้เมื่อ 0,x y +  

พิสูจน์         

              จากทฤษฎีบทที่ 3.1 จะได้ว่ามีจ านวนเต็ม x และ y ที่ท าให้ 2 3
2

x yn
n  โดยเลือกค่า

x และ y ที่ท าให้ค่า 2 3x y มากที่สุดและ 2 3x y n  

 หาก 1n=  สรุปได้ทันทีว่า 0 02 3n=  

 หาก 1n  สรุปได้ทันทีว่าพจน์แรกคือ 1 12 3x yn = เม่ือ 0,x y +  

             จากนั้นก าหนดให้ค่าที่เหลือคือ 1n ซึ่งเท่ากับ 1 12 3x yn− และน าค่า 1n ไปหาพจน์รูปแบบ

แทนจ านวนฐานคู่ที่มีค่ามากสุดซึ่ งไม่ เกิน  1n และหาค่า x และ y ในพจน์ต่อไปจนกระทั่ งค่า
+ +

+ −
1 1

1 2 3k kx y
kn เท่ากับศูนย ์(เมื่อ k เป็นจ านวนเต็มบวก)  

จนท้ายที่สุดสามารถเขียนได้เป็น + +

+= + + − + + − 1 11 1 2 2 2 2
2 12 3 2 3 ( 2 3 ) ( 2 3 )k kx yx y x y x y

kn n n   
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ทฤษฎีบทที่ 3.3)  ก าหนดให้จ านวนเต็มบวก ซึ่งแทนด้วย 1 1 2 22 3 2 3 2 3k kx yx y x y+ + + โดยที่

,i ix y  แ ล ะ k ซึ่ ง แ ป ล ง ค่ า โ ด ย ใ ช้ อั ล ก อ ริ ทึ ม ที่  2 . 1  เ มื่ อ พิ จ า ร ณ า 
1 11 1 2 1 2 12 3 (1 2 3 2 3 )k kx x y yx y x x y y − −− −+ + + จะได้ว่า 1 22 1 2 11 2 3 2 3 (1,2)k kx x y yx x y y − −− −+ + +   

พิสูจน ์  

              จากทฤษฏีบทที่ 3.1  ก าหนดให้จ านวนเต็มบวก n จะมีจ านวนเต็ม x และ y ที่ท าให้

2 3
2

x yn
n   

และทฤษฏีบทที่ 3.2  ก าหนดให้จ านวนเต็มบวก n จะสามารถแปลงอยู่ในรูปแบบผลบวกของพจน์ 

2 3x y ได้ 

( 1 1 2 22 3 2 3 2 3k kx xx y x yn= + + +  โดยที่ k เป็นจ านวนเต็มบวก) เม่ือ 0,x y + จากทฤษฏีบทที่ 3.1 

จะได้ว่า 2 22 3 2 3 [0, )
2

k kx xx y n
+ +  และ 1 12 3 ( , ]

2
x y n

n  

ก าหนดให้ 2 22 3 2 3k kx yx ya = + +  

เนื่องจาก 1 12 3 ( , ]
2

x y n
n  ดังนั้น 

1 1
[0,1)

2 3x y

a
  

นั่นคือ 1 22 1 2 12 3 2 3 [0,1)k kx x y yx x y y − −− − + +   

ดังนั้น 
1 1

1 (1,2)
2 3x y

a
+   

 

โดยแนวคิดหลักของงานวิจัยนี้ คือการประมาณค่าจ านวนเต็มบวก n ซึ่ งแทนด้วย
1 1 2 22 3 2 3 2 3k kx yx y x y+ + + เมื่อ 0,x y + และ k เป็นจ านวนเต็มบวกให้อยู่ในรูปแทนจ านวน

ฐานคู่ 2 3b t เพียงพจน์เดียวเมื่อ b และ t เป็นจ านวนเต็มโดยที่ 2 3b t n −  และ 0 1   โดยใช้

วิ ธี ก า ร พิ จ า ร ณ า ค่ า  n ซึ่ ง เ ท่ า กั บ  1 1 2 22 3 2 3 2 3k kx yx y x y+ + +  ห รื อ
1 11 1 2 1 2 12 3 (1 2 3 2 3 )k kx x y yx y x x y y − −− −+ + + ห ลั ง จ า ก นั้ น ท า ก า ร ป ร ะ ม า ณ ค่ า 

1 12 1 2 11 2 3 2 3k kx x y yx x y y − −− −+ + +  ให้อยู่ในรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ 2 3w z เมื่อ w และ z เป็น

จ านวนเต็ม ดังนั้นเราจะได้รูปแทนจ านวนฐานคู่ 2 3b t เพียงพจน์เดียวนั่นก็คือ 1 12 3x w y z+ + เป็น
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ค่าประมาณของจ านวนเต็มบวก n โดยเงื่อนไขที่เราจะยอมรับค่า 1 12 3x w y z+ + เป็นค าตอบก็ต่อเมื่อ

1 12 3 (0,1)x w y z n+ + −   

จากทฤษฎีบททั้ง 3 ที่ได้พิสูจน์ไว้ก่อนหน้า แสดงให้เห็นว่าเราสามารถหาค่าประมาณในรูป

แทนจ านวนฐานคู่ 2 3w z ของ 
1 12 1 2 1(1 2 3 2 3 ) (1,2)k kx x y yx x y y − −− −+ + +   ได้เสมอ เมื่อ ,w z  

โดยใช้อัลกอริทึมท่ีได้ปรับแต่งจากงานวิจัย [16]  

โดยสามารถสรุปเป็นขั้นตอนได้อย่างสั้น ๆ ดังนี้ 

กระบวนการประมาณค่าจ านวนเต็มบวกใด ๆ ให้อยู่ในรูปแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียวด้วย

ค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อน (0,1)  ที่เราก าหนด 

ขั้นตอนที่ 1  ก าหนดค่าจ านวนเต็มบวก  ในรูปแบบ + + +1 1 2 22 3 2 3 2 3n nx y x y x y เมื่อ ,x y โดย 

                แปลงค่าจากอัลกอริทึมท่ี 2.1 ซ่ึง 2 1 2 1 1 11 2 3 2 3 (1,2)n nx x y y x x y y− − − −+ + +   และ 

                ก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อน (0,1)  

ขั้นตอนที่ 2  ประมาณค่า 2 1 2 1 1 11 2 3 2 3n nx x y y x x y y− − − −+ + +  ในรูปแทนจ านวนฐานคู่ 2 3w z  

                เมื่อ ,w z  ด้วยอัลกอริทึมท่ี 3.1 

ขั้นตอนที่ 3  ปรับปรุงค่า 2 3w z ให้มีความแม่นย าตามเงื่อนไข 1 12 3x w y z + + −  เมื่อ (0,1)  

                 ดว้ยอัลกอริทึมที่ 3.2 

 

กระบวนท างานของอัลกอริทึมที่ 3.1 
ขั้นตอนที่ 1  ก าหนดค่าในช่วง (1,2)  

ขั้นตอนที่ 2  หาค่าขอบเขตล่าง (Lower) และค่าขอบเขตบน (Upper) จากค่าในตารางเริ่มต้นที่ได้ 

                ก าหนดค่าไว้แล้ว 

ขั้นตอนที่ 3  ปรับค่า Lower และ Upper ให้มีความแม่นย ามากที่สุด 

ขั้นตอนที่ 4  เลือกค่า Lower หรือ Upper ที่เข้าใกล้ค่าจริงมากที่สุด   
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อัลกอริทึมที่ 3.1  อัลกอริทึมการประมาณค่าในช่วง (1,2) ในรูปแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียว 

                       Algorithm3.1( x ) 

                       input: x where [1,2)x  

                       output: ,w z where ,w z  

                      begin 

                       Define: Initial Array A 

Index A[0] A[1] A[2] A[3] A[4] A[5] A[6] A[7] A[8] A[9] 

Item 8 52 3−  3 22 3−  5 32 3−  6 42 3−  2 12 3−  12 3−  7 42 3−  4 32 3−  4 22 3−  7 52 3−  

         

                      Find the Lower bound of x   

                       L   A[0]  

                      if  ( x > L) then 

                          for ( i=1 to 9 ) do 

                               if ( A[i] x ) then L   A[i-1] ; Break  

                               endif 

                      endif 

                      Find the Upper bound of x  

                       U   A[9] 

                      if ( x < U ) then 

                         for ( i=8 to 0 ) do 
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                              if ( A[i]  x  ) then  U = A[i+1] ; Break 

                              endif 

                      endif  

                      8 52 3lF − , 8 52 3rF −  

                      while (
lx L x F L−  −  ) do 

lL L F   

                       enddo 

                      while ( rx U x F U−  −  ) do 
rU U F   

                       enddo      

                      Select the closest value 

                      if ( L x U x−  − ) then 

                       w   exponent of Lower bound from base 2 

                       z   exponent of Lower bound from base 3 

                      else  

                       w   exponent of Upper bound from base 2 

                       z   exponent of Upper bound from base 3 

                      endif  

                      end 
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ตัวอย่างที่ 3.2.1 จงหาค่าประมาณของ 2,598 ด้วยรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียว 

วิธีท า  2,598 เมื่อแปลงให้อยู่ในรูปแทนจ านวนฐานคู่โดยอัลกอริทึมที่ 2.1 จะได้เป็น 5 4 1 12 3 2 3+  

         นั่นคือ 1 1 5 42 3 2 3x y =  โดยจะท าการประมาณค่า 
1 1

5 4

2 3
1

2 3
+  ซึ่งเท่ากับ 4 31 2 3− −+ หรือ  

         1.002314815 

         ขั้นตอนที่ 1 

          เริ่มต้นก าหนดค่า L เริ่มต้นคือ 8 52 3 1.0534979− =  ซ่ึง 8 52 3 1.002314815L −=   จึง 

          ไม่ต้องหาค่าในตารางที่เข้าใกล้ค่าจริงมากกว่านั้นแล้ว 

          เริ่มต้นก าหนดค่า U เริ่มต้นคือ 7 52 3 1.8984375− =  ซ่ึง 7 51.002314815 2 3 U− = จึง 

          ไม่ต้องหาค่าในตารางที่เข้าใกล้ค่าจริงมากกว่านั้นแล้ว  

          ก าหนดค่า 8 52 3lF
−= และ 8 52 3rF

−=  

           ขั้นตอนที่ 2 

           พิจารณา lx L x F L−  −   

                       8 5 8 51.002314815 2 3 1.002314815 2 3lF
− −−  −   

                         จะได้ว่า 0.05118 0.10754 ซึ่งไม่เป็นจริง 

                         นั่นคือเราไม่ต้องปรับค่า L ด้วยค่า lF ดังนั้น 8 52 3L −=  

           ขั้นตอนที่ 3 

           พิจารณา rx U x F U−  −   

                       7 5 7 51.002314815 2 3 1.002314815 2 3rF
− −−  −   

                       จะได้ว่า 0.89612 0.79972  ซึ่งเป็นจริง จึงต้องท าการปรับค่า U ด้วย rF  

                       นั่นคือ 7 5 15 102 3 2 3rU F − −=  =  และกลับไปท าข้ันตอนที ่3 ซ้ า 
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                       จนกระท่ัง 103 652 3 1.0157621U −= =  

                       ซึ่งเมื่อพิจารณา rx U x F U−  −   

                                          103 65 103 651.002314815 2 3 1.002314815 2 3rF
− −−  −   

                       จะได้ว่า 0.13445 0.03813 ซ่ึงไม่เป็นจริง นั่นคือหยุดการปรับค่า U 

                       ดังนั้น 103 652 3U −=  

          ขั้นตอนที่ 4 

            ท าการเปรียบเทียบ 8 51.002314815 2 3 0.0511−− =  กับ 103 651.002314815 2 3 0.1344−− =  

            จึงเลือก 103 652 3− เป็นค าตอบของการประมาณค่าเนื่องจากมีค่าคลาดเคลื่อนที่น้อยที่สุด 

            สรุปได้ว่าค่าประมาณของ 2,598 ในรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียว  

            คือ 1 1 103 65 5 4 103 65 98 692 3 2 2,632.93 2 3 2 3 2 3x y − − − =  =   

 

แต่เนื่องจากค่าประมาณจากอัลกอริทึมที่ 3.1 นั้นยังมีความแม่นย าไม่เพียงพอส าหรับใน

งานวิจัยนี้ จึงต้องมีการปรับค่าให้แม่นย ามากขึ้นตามที่เราต้องการโดยที่เราก าหนดค่าคลาดเคลื่อน

ไม่ให้ค าตอบนั้นคลาดเคลื่อนเกินกว่าขอบเขตที่เราต้องการ ตามอัลกอริทึมปรับปรุงค่าที่เราได้ปรังแต่ง

จากอัลกอริทึมในงานวิจัย [16]  

โดยสามารถอธิบายกระบวนการปรับปรุงค่าจากอัลกอริทึมที่ 3.1 ตามค่าคลาดเคลื่อน (0,1) ที่
เราก าหนดได้ดังนี้ 
ขั้นตอนที่ 1 ก าหนดค่าจ านวนเต็มบวก ให้กับอัลกอริทึมท่ี 3.1 และค่าความคลาดเคลื่อน (0,1)  

               ซึ่งจะได้ค่า 1 12 3x w y z+ + เป็นค าตอบจากการประมาณ เมื่อ , , ,x y w z  

ขั้นตอนที่ 2 ตรวจสอบค่าท่ีได้ตามเงื่อนไข 1 12 3x w y z + + −  โดยทีฺ่ (0,1)  

               ถ้าเง่ือนไขเป็นจริงส่งค่า 1 12 3x w y z+ + เป็นค าตอบแล้วสิ้นสุดการท างาน  

               แต่หากไม่เป็นไปตามเงื่อนไขให้ท างานต่อในขั้นตอนที่ 3  
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ขั้นตอนที่ 3 ปรับค่าประมาณ 2 3w z จากอัลกอริทึมที่ 3.1 ให้มีค่าน้อยกว่า 

               2 1 2 1 1 11 2 3 2 3n nx x y y x x y y− − − −+ + +  

ขั้นตอนที่ 4 ปรับค่าในตารางเริ่มต้นทั้งหมด 

ขั้นตอนที่ 5 ก าหนดให้ A เท่ากับค่าประมาณจากอัลกอริทึมที่ 3.1 คูณกับค่าในตารางที่ดีที่สุด 

ขั้นตอนที่ 6 ตรวจสอบค่าท่ีได้ตามเงื่อนไข − A  

               ถ้าเง่ือนไขเป็นจริงส่งค่า A เป็นค าตอบแล้วสิ้นสุดการท างาน  

               แต่หากไม่เป็นไปตามเงื่อนไขให้ย้อนกลับไปท างานในขั้นตอนที่ 4  

 

ซึ่งสามารถแสดงได้เห็นได้ดังอัลกอริทึมที่ 3.2 

อัลกอริทึมที่ 3.2 อัลกอริทึมในการประมาณจ านวนเต็มบวก ในรูปพจน์ 2 3b t เมื่อ ,b t  โดยแปลง

ค่าจากอัลกอริทึมที่ 2.1 ซ่ึง − 2 3b t และค่า (0,1)  คือค่าท่ีเราก าหนดให้ 

                      Algorithm3.2( ) 

            input : 
1

2 3i i

n
x y

i=

=  and (0,1)  

                      output : , ; ,b t b t  where 2 3b t −   

                     begin 

                     First Approximate 

                     Let 
1 12 3x y

q  

                     ,w z Algorithm3.1( q )  

                     Check Answer  

                     if ( 1 12 3x w y z + + −  ) then 1b x w + ; 1t y z + ; exit 

                     endif 
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                     if ( 2 3w z q ) then 2 3w zC  ; , ( 2 3 ) / 2 3w z w z
nE E q − ;  0 02 3O   

                     else  8 52 3w zC − + ; (2 3 ) /w zE q C − ; ( ) /nE q C C − ;  0 02 3O  

                      end   False 

                     Define : Initial Array A 

Index A[0] A[1] A[2] A[3] A[4] 

Item 8 52 3−  3 22 3−  5 32 3−  6 42 3−  2 12 3−  

      

                     Update All Value in Array    

                     for ( i = 0 to 4 ) do  

                          8 52 3
log (2 / [ ])n A i−     

                         8 1 5[ ] [ ] 2 3n nA i A i − −   

                     while ( not.end ) do 

                              for ( i = 0 to 4 ) do 

                                      
0e    A[i]-1  

                                     if (
0 ne E E−  ) 

                                          [ ]O A i ;
0 nE e E −  

                                     endif   

                              if ( 1 12 3x y E C    )                   

                                    end   True ; 
1 2 2 + +b x o c  ; 

1 3 3t y o c + +  

                              endif 
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                              Update All Value in Array    

                              for ( i = 0 to 4 )   

                                    8 52 3
log (2 / [ ])n A i−     

                                   8 1 5[ ] [ ] 2 3n nA i A i − −   

                    enddo 

                    end 

 

หมายเหตุ : 2o คือเลขชี้ก าลังฐานสองของค่า O  , 3o คือเลขชี้ก าลังฐานสามของค่าO  

              2c คือเลขชี้ก าลังฐานสองของค่า C  , 3c คือเลขชี้ก าลังฐานสามของค่าC   

 

ตัวอย่างที่ 3.2.2 จงหาค่าประมาณของ 2,598 ในรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียวเมื่อ

ก าหนดค่า 0.5 =  

วิธีท า 2,598 เมื่อแปลงให้อยู่ในรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่โดยอัลกอริทึมที่ 2.1 จะได้เป็น  

        5 4 1 12 3 2 3+   

        และจะได้ว่า 1 1 5 42 3 2 3x y =  

        เริ่มต้นก าหนดค่าให้ 5 4

2,598

2 3
q =  

           ขั้นตอนที่ 1 ประมาณค่า q  จากอัลกอริทึมท่ี 3.1 ซึ่งได้ว่า 103w =− และ 65z =  

           ขั้นตอนที่ 2 ตรวจสอบเงื่อนไข 1 12 3 2 3x y w z  −   

                           แทนค่าเพ่ือพิจารณาเงื่อนไข 5 4 103 652 3 2 3 2,598 0.5− −   

                                                                                    34.9 0.5   ซึ่งไม่เป็นจริง  

                           จึงต้องท างานต่อในขั้นตอนที่ 3 
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                          ถ้าหากเงื่อนไขเป็นจริง ให้ส่งค่า 1 12 3x w y z+ + เป็นค าตอบและหยุดการท างาน 

           ขั้นตอนที่ 3 ตรวจสอบค่าประมาณจากอัลกอริทึมประมาณค่าว่ามีค่ามากกว่าหรือน้อยกว่า 

                           ค่าจริง 

                           ตามเงื่อนไขดังนี ้ 2 3w z q  

                                             103 652 3 q−  ซึ่งไม่เป็นจริง 

                           ก าหนดค่า C  = 8 52 3w z− +    

                                          E  = 
2 3w z q

C

−
  

                                         nE = q C

C

−  

                                          O  = 0 02 3  

                            แทนค่าจะได้เป็น C = 103 8 65 5 111 702 3 2 3− − + −=    

                                                 E = 
103 65

111 70

2 3

2 3

q−

−

−
  

                                                nE  = 
111 70

111 70

2 3

2 3

q −

−

−
 

                                                 O = 0 02 3  

                ขั้นตอนที่ 4  ท าการปรับทุกค่าในตาราง 

                                 จงึได้ค่าในตารางใหม่ดังนี้  

                                111 -70[0] 2 3 1.0371502785538707A = =  

                                92 -58[1] 2 3 1.0513003944109913A = =  

                                65 -41[2] 2 3 1.0115288518086079A = =  

                      46 -29[3] 2 3 1.0253294077568396A = =  
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                                27 -17[4] 2 3 1.0393182483438532A = =  

                                 ก าหนดค่า End False=  

                ขั้นตอนที่ 5  พิจารณาเงื่อนไข End False=  หากเป็นจริงให้ท าต่อในขั้นตอนที่ 6 

                                 พิจารณาทุกค่าในตารางตามเงื่อนไขดังนี้ 

                                0e  = A[i]-1 และหากเข้าเงื่อนไข ( 0 ne E E−  ) จะได้ว่า O = A[i] 

                                 และ E = 0 ne E−  

                                 โดยจากการการพิจารณาทุกค่าในตาราง จึงได้ว่า  

                                1.0393182483438532O =                                                                                                       

                                0.039551089383856756E =  

                                 และพิจารณาเงื่อนไข   1 12 3x y E C  

                                 ซ่ึง 5 4 111 702 3 2 3 0.5E −    ไม่เป็นจริง 

                                 จึงต้องท าการปรับทุกค่าในตารางได้ดังนี้  

                                214 -135[0] 2 3 1.0210562897420383A = =  

                                  195 -123[1] 2 3 1.0349868310485855A = =  

                                  176 -111[2] 2 3 1.0491074304185746A = =  

                        149 -94[3] 2 3 1.0094188494143352A = =  

                                  130 -82[4] 2 3 1.0231906180412405A = =  

                                   แล้วย้อนกลับไปท าซ้ าข้ันตอนที่ 5 

                                   จนกระท่ังเงื่อนไข   1 12 3x y E C เป็นจริง จึงก าหนดให้  

                                   End True=  
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                                   ในตัวอย่างนี้ค่า 0.00019449137937555677E =   

                                                      คือค่าท่ีท าให้เงื่อนไข 1 12 3x y E C    เป็นจริง 

                ขั้นตอนที่ 6  ส่งค่า 1 12 3x y O C  เป็นค าตอบในรูปของเลขชี้ก าลัง ซ่ึง  

                                15,268 -9,6332 3O =  

                                ดังนั้นค าตอบในประมาณค่า 2,598 ในรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์ 

                                เดียวคือ 5 4 15,268 -9,633 111 70 15,162 9,5592 3 2 3 2 3 2 3− −  =  

                                ซึ่งมีค่าประมาณ 2,598.4860642336275  

                                โดยที่มีค่าคลาดเคลื่อนไม่เกิน 0.5 

 

                หลังจากที่ได้ปรับแต่งอัลกอริทึมในการประมาณค่าเพ่ือความเหมาะสมส าหรับงานวิจัยนี้ 
ดังอัลกอริทึมที่ 3.2 เราลองมายกตัวอย่างเพ่ือพิจารณาการด าเนินการหารโดยใช้อัลกอริทึมที่ 3.2 ใน
การประมาณค่าของตัวหารที่เหลือเพียงพจน์เดียวเท่านั้น 
 
ตัวอย่างที่ 3.2.3  ก าหนดให้ A เป็นจ านวนเต็มบวกและมีค่าเท่ากับ 8,888 ซึ่งสามารถแทนได้ด้วย

2 7 7 0 2 12 3 2 3 2 3+ + และก าหนดให้ B เป็นจ านวนเต็มบวกที่มีค่าเท่ากับ 2,598 ซึ่งสามารถแทนได้
ด้วย 5 4 1 12 3 2 3+ และน าค่า B เป็นค่าก าหนดให้อัลกอริทึมที่ 3.2 เพ่ือประมาณค่าในรูปแทนจ านวน
ฐานคู่เพียงพจน์เดียว โดยก าหนดค่าคลาดเคลื่อน 0.5 = จะได้ว่า 15,162 9,5592 3− เป็นค่าประมาณเพียง
พจน์เดียว  

ซึ่งค าตอบที่ได้มานั้นมีเลขชี้ก าลังที่มากซึ่งยากล าบากต่อการค านวณโดยตรง จึงได้มีแนว
ทางแก้ไขปัญหาดังนี้ 

ส าห รั บ ก ารค าน ว ณ 2 3b t เมื่ อ ,b t  ก าห น ด ให้ 2 3x t= แ ละ 2log 3x t=  จ ะ ได้ ว่ า 
2 2log 3 log 32 3 2 2 2b t b t b t+= =   

ดังนั้นจากวิธีการค านวณที่เราได้เสนอในข้างต้น จะได้ว่า 15,162 9,5592 3 2,598.4860642336275− =  

พิจารณา − − −

−

+ +
 = + + =

2 7 7 0 2 1
15,160 9,566 15,155 9,559 15,160 9,560

15,162 9,559

2 3 2 3 2 3
2 3 2 3 2 3 3.4204532101762863

2 3

A

B
 

โดยหากเราลองค านวณผลหารของทั้งสองจ านวนบนระบบจ านวนจริง 
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นั่นคือ 8,888
3.421093148575828

2,598

A

B
= = ซึ่งจะเห็นได้ว่าการด าเนินการหารที่ใช้การ

ประมาณค่าตัวหารด้วยพจน์เดียวนั้นมีค าตอบที่คลาดเคลื่อนไปจากค่าจริง ดังนั้นเราจึงต้องมีวิธีการ

แก้ไขค่าความคลาดเคลื่อนในการด าเนินการหารซึ่งใช้การประมาณตัวหารด้วยพจน์เดียวโดยจะพูดถึง

ในหัวข้อ 3.3 

3.3 น าเสนออัลกอริทึมการด าเนินการพื้นฐานทางคณิตศาสตร์โดยใช้การประมาณค่าเพียงพจน์

เดียว 

ในหัวข้อนี้จะแบ่งเป็นหัวข้อย่อยได้ 3 หัวข้อ ประกอบไปด้วย 
1. การน าค่าประมาณจ านวนเต็มบวกด้วยรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียวมา

น าเสนออัลกอริทึมการหารในระบบจ านวนฐานคู่ ซึ่งเป็นปัญหาหลักท่ีเราต้องการแก้ไข 
2. การน าค่าประมาณจ านวนเต็มบวกด้วยรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียวมา

น าเสนออัลกอริทึมการคูณในระบบจ านวนฐานคู่และวิเคราะห์ค่าความซับซ้อนเชิงเวลา 
3. การน าค่าประมาณจ านวนเต็มบวกด้วยรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียวมา

น าเสนออัลกอริทึมการหาเศษเหลือในระบบจ านวนฐานคู่  
 

3.3.1 การน าค่าประมาณจ านวนเต็มบวกด้วยรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียว

มาน าเสนออัลกอริทึมการหารในระบบจ านวนฐานคู่ 

เมื่อเราประมาณค่าส่วนในรูปพจน์ 2 3b t  โดยที่ ,b t เพียงพจน์เดียวนั้น จะเห็นได้ถึงข้อดี

ของการใช้คุณสมบัติเอกซ์โพเนนเชียล
2 3

2 3
2 3

x y
x b y t

b t
− −= เมื่อ , , ,x y b t  ส าหรับการด าเนินการหาร

ในจ านวนฐานคู่นั้นมีความรวดเร็วแต่จะมีข้อเสียในเรื่องของค าตอบที่ได้นั้นจะมีค่าคลาดเคลื่อนไปจาก
ค่าจริง ทางผู้วิจัยจึงได้ตั้งสมมติฐานที่จะแก้ไขปัญหาการด าเนินการหารให้มีค่าที่แม่นย าหรือผิดพลาด
จากค่าจริงน้อยที่สุดจากตัวแปรที่เราทราบก่อนหน้าจากอัลกอริทึมการประมาณค่าและปรับปรุงค่า  
(อัลกอริทึมที่ 3.2) ซึ่งก็คือค่าความคลาดเคลื่อนจากการประมาณจ านวนเต็มบวก โดยยังคงคุณสมบัติ

เอกซ์โพเนนเชียล 
2 3

2 3
2 3

x y
x b y t

b t
− −=  เอาไว้  

เริ่มต้นการแก้ปัญหาจากสิ่งที่ก าหนดให้คือจ านวนเต็มบวก A และ B ซึ่งอยู่ในรูปแบบแทน

จ านวน
1

2 3i ix y

i=
 เมื่อ ,i ix y   โดยที่ B สามารถประมาณได้ด้วย 2 3b t และก าหนดให้ 2 3b t = เมื่อ

,b t และค่าความคลาดเคลื่อน  คือค่าคลาดเคลื่อนที่เกิดจากการประมาณค่าซึ่งค านวณได้จาก
B −  จะได้ว่า B  = +  
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เราต้องการที่จะหาค่า A

B
 หรือ A

 +
 

และลองพิจารณา       
( )

A A A

     
= −

+ +
                                                              (2)                                                               

ก าหนดให้ A
C

 
=

+
 และแทนค่า C ลงในสมการที่ 2 

จะได้เป็น , , (1 ) ,
(1 )

A
A C A A

C C C C C
   

     


= − + = + = =

+

 

    
(1 )

A
A

B





 =

+
                                                               (3) 

ดังนั้น  1

2 3

(1 )
2 3

i ix b y t

i

b t

A

B 

− −

==
+


 ซึ่ งเห็นได้ว่ าเรายังคงคุณสมบัติของเอกซ์ โพเนนเชียลในเทอม 

1

2 3i ix b y t

i

− −

=

 เพียงแค่ท าการเพ่ิมการค านวณค่าของเทอมส่วน 1
2 3b t


+ จะท าให้ค าตอบของการ

ด าเนินการหารจากการประมาณค่าตัวส่วนด้วยพจน์เดียวตามสมการที่ 3 ที่ได้เสนอนั้นมีความแม่นย า
มากกว่าการค านวณด้วยค่าประมาณเพียงอย่างเดียว 
 

ลองพิจารณาน าสมการที่ 3 ที่ได้เสนอก่อนหน้านี้มาแสดงเป็นตัวอย่างการด าเนินการหาร ดังตัวอย่าง

ต่อไปนี้ 

ตัวอย่างที่ 3.3.1  ก าหนดให้จ านวนเต็มบวก A ซึ่งแทนได้ด้วย 2 7 7 0 2 12 3 2 3 2 3+ + และจ านวนเต็ม

บวก B  ซึ่งแทนได้ด้วย 5 4 1 12 3 2 3+ และ 15,162 9,5592 3− ซึ่งเท่ากับ 2,598.486064233675305 และเป็น

ค่าประมาณจากอัลกอริทึมที่ 3.2 โดยก าหนดค่าความคลาดเคลื่อนไว้ไม่เกิน 0.5 และจากค าตอบที่ได้

จากการประมาณจะมีค่าความคลาดเคลื่อน 0.4860642336275305 =−   

โดยค่าที่ได้ค านวณไว้ในตัวอย่างที่ 3.2.3  

คือ 
2 7 7 0 2 1

15,160 9,566 15,155 9,559 15,160 9,560
15,162 9,559

2 3 2 3 2 3
2 3 2 3 2 3 3.4204532101762863

2 3

A

B
− − −

−

+ +
 = + + =  

 หลังจากนั้นท าการน าค าตอบที่เกิดจากการหารโดยใช้ค่าประมาณตัวส่วนเพียงพจน์เดียวมา

ค านวนกับค่าตัวส่วนที่เราได้เพ่ิมข้ึนมาดังสมการที่ 3 จะได้ว่า
2 7 7 0 2 1

15,162 9,559

15,162 9,559 15,162 9,559

2 3 2 3 2 3
3.42045321017628632 3

0.4860642336275305 0.4860642336275305
1 ( ) 1 ( )

2 3

3.42109314857823 4

2 3

5
A

B

−

− −

+ +

= = =
− −

+ +
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 ซึ่งค าตอบนั้นมีความแม่นย ามากขึ้นเมื่อเทียบกับค าตอบจริงซึ่งเท่ากับ 3.4210931485758276  

หลังจากที่ เราได้เสนอวิธีการปรับค่าความคลาดเคลื่อนจากสมการที่  3 เราจะท าการ

เปรียบเทียบค่าความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึมในการหารแบบเดิมเทียบกับอัลกอริทึมในการหาร

ทีไ่ดใ้ช้สมการที่ 3  

โดยเริ่มจากตัวอย่างการหารในระบบจ านวนฐานคู่ ดังที่ได้แสดงให้เห็นในตัวอย่างที่ 3.1.2 ซึ่ง

อาศัยคุณสมบัติของเอกซ์โพเนนเชียลมาใช้ในการหาร จะสามารถแปลงเป็นอัลกอริทึมได้ดังนี้ 

 

อัลกอริทึมที่ 3.3.1 อัลกอริทึมในการหารแบบธรรมดาโดยใช้คุณสมบัติของเอกซ์โพเนนเชียล 

                        input: 
1

2 3i i

lengthof A
x y

i

A
=

=  and 
1

2 3i i

lengthof B
x y

i

B
=

=   

                                 (Represented by ArrayA2 , ArrayA3 , ArrayB2 , ArrayB3) 

                                 Array A2: Array of exponents with base 2 of value A 

                                 Array A3: Array of exponents with base 3 of value A 

                                 Array B2: Array of exponents with base 2 of value B 

                                 Array B3: Array of exponents with base 3 of value B 

                        output: w where A
w

B
=  

                       begin 

                       w  0 

                        for ( i=0 to length of A) do 

                             Denominator  0 

                             for ( j=0 to length of B) do 

                                  Denominator  Denominator + 2[ ] 2[ ] 3[ ] 3[ ]2 3ArrayB j ArrayA i ArrayB j ArrayA i− −  

                                 w  w  + (1/Denominator) 
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                       end 

             โดยค่าความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึมที่ 3.3.1 คือ ( )A Bl l  เมื่อ Al คือจ านวนพจน์

ของจ านวนเต็มบวก A และ Bl คือจ านวนพจน์ของจ านวนเต็มบวก B ซึ่งจะเห็นได้ว่าค่าความซับซ้อน

จะอยู่ในรูปผลคูณของจ านวนพจน์ทั้งสองจ านวนในระบบจ านวนฐานคู่ หลังจากนั้นเราลองพิจารณา

การหารโดยไม่ต้องอาศัยคุณสมบัติของเอกซ์โพเนนเชียล นั่นคือการหารแบบตรง ๆ โดยการรวมค่าตัว

เศษและรวมค่าตัวส่วนแล้วน าค่าผลรวมทั้งสองค่ามาหารกัน ซ่ึงสามารถแปลงเป็นอัลกอริทึมได้ดังนี้ 

 

อัลกอริทึมที่ 3.3.2 อัลกอริทึมในการหารแบบธรรมดาโดยตรง 

                        input: 
1

2 3i i

lengthof A
x y

i

A
=

=   and 
1

2 3i i

lengthof B
x y

i

B
=

=   

                                  (Represented by Array A2, Array A3, Array B2, Array B3) 

                                  Array A2: Array of exponents with base 2 of value A 

                                  Array A3: Array of exponents with base 3 of value A 

                                  Array B2: Array of exponents with base 2 of value B 

                                  Array B3: Array of exponents with base 3 of value B 

                        output: w where A
w

B
=  

                       begin 

                        Denominator  0 

                        for ( i=0 to length of B ) do 

                              Denominator  Denominator + 2[ ] 3[ ]2 3ArrayB i ArrayB i  

                        Numerator  0 

                        for ( i=0 to length of A) do 
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                              Numerator  Numerator + 2[ ] 3[ ]2 3ArrayA i ArrayA i  

                       w Numerator /Denominator 

                       end 

 

           โดยค่าความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึมที่ 3.3.2 คือ ( )A Bl l + เมื่อ Al คือจ านวนพจน์

ของจ านวนเต็มบวก A และ Bl คือจ านวนพจน์ของจ านวนเต็มบวก B ซึ่งจะเห็นได้ว่าค่าความซับซ้อนเชิง

เวลาอยู่ในรูปบวกของจ านวนพจน์ทั้งสองจ านวนในระบบจ านวนฐานคู่ ซึ่งเป็นข้อดีในเรื่องของค่า

ความซับซ้อนเชิงเวลาที่น้อยกว่าอัลกอริทึมที่ 3.3.1 ซึ่งใช้คุณสมบัติของเอกซ์โพเน็นเชียล แต่วิธีการ

หารแบบตรง ๆ ดังอัลกอริทึมที่ 3.3.2 นั้น ในทางปฎิบัติจริงอาจจะใช้งานได้ไม่ค่อยดีนัก เนื่องจากเรา

ไม่ได้ใช้ข้อดีของรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพ่ือช่วยให้การหารนั้นมีประสิทธิภาพมากขึ้นเลย 

หลังจากได้วิเคราะห์ค่าความซับซ้อนเชิงเวลาของการหารโดยใช้คุณสมบัติของเอกซ์โพเนน
เชียลและการหารแบบตรง ๆโดยไม่อาศัยคุณสมบัติของเอกซ์โพเนนเชียล เราลองมาวิเคราะห์ค่าความ
ซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึมในการหารโดยการประมาณตัวส่วนและใช้คุณสมบัติของเอกซ์โพเนน
เชียลที่อาศัยหลักการจากสมการที่ 3 ซึ่งแปลงเป็นอัลกอริทึมได้ดังนี้ 
 

อัลกอริทึมที่ 3.3.3 อัลกอริทึมในการหารโดยการประมาณค่าและใช้คุณสมบัติของเอกซ์โพเน็นเชียล 

                        Algorithm3.3.3(Array A2, Array A3, b, t,  ) 

                        input :
1

2 3i i

lengthof A
x y

i

A
=

=   , 2 3b tB  and  (0,1) where  = error of  

                                 approximate B                                          

                                  (Represented by ArrayA2 , ArrayA3 , b , t ,  )  

                                  ArrayA2 : Array of exponents with base 2 of value A 

                                  ArrayA3 : Array of exponents with base 3 of value A 

                        output : w where A
w

B
=  
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                       begin 

                        Numerator0 

                        for ( i=0 to length of A) do 

                              pArrayA2[i] - b 

                              qArrayA3[i] - t 

                              NumeratorNumerator + 2 3p q  

                        Denominator  +1 ( / 2 3 )b t  

                       w Numerator/Denominator 

                      end 

 

โดยค่าความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึมที่ 3.3.3 คือ ( )Al เมื่อ Al คือจ านวนพจน์ของ

จ านวนเต็มบวก A ซึ่งเห็นได้ว่าค่าความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึมที่ได้ใช้แนวคิดหลักจากสมการ

ที่ 3 นั้นขึ้นอยู่กับจ านวนพจน์ของตัวเศษเพียงค่าเดียวเท่านั้นและยังคงไว้ซึ่งคุณสมบัติของเอกซ์โพเน็น

เชียล ซึ่งแตกต่างจากอัลกอริทึมที่ 3.3.1 ที่ขึ้นอยู่กับจ านวนพจน์ของค่าตัวเศษคูณกับจ านวนพจน์ของ

ค่าตัวส่วน ซึ่งใช้คุณสมบัติของเอกซ์โพเน็นเชียลและอัลกอริทึมที่ 3.3.2 ที่ขึ้นอยู่กับจ านวนพจน์ของ

ค่าตัวเศษบวกกับจ านวนพจน์ของค่าตัวส่วน แต่ไม่ได้อาศัยคุณสมบัติของเอกซ์โพเนนเชียล สรุปว่า

อัลกอริทึมที่ 3.3.3 นั้นใช้ค่าความซับซ้อนเชิงเวลาน้อยที่สุดเพ่ือค านวนค าตอบในการหารของสอง

จ านวนภายใต้ระบบจ านวนฐานคู่รวมถึงยังคงไว้ซึ่งคุณสมบัติของเอกซ์โพเน็นเชียล 

 

3.3.2 การน าค่าประมาณจ านวนเต็มบวกด้วยรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียว

มาน าเสนออัลกอริทึมการคูณในระบบจ านวนฐานคู่และวิเคราะห์ค่าความซับซ้อนเชิงเวลา 

ลองมาวิเคราะห์อัลกอริทึมในการประมาณค่าไปประยุกต์ใช้กับอัลกอริทึมการด าเนินการคูณ
จะได้ดังนี้ 

 
อัลกอริทึมที่ 3.3.4 อัลกอริทึมในการคูณโดยประมาณค่าและใช้คุณสมบัติของเอกซ์โพเนนเชียล 
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                        input: 2 3h gA  , 2 3b tB  , A = error of approximate A  

                                  , B = error of approximate B 

                                  (Represented by h , g , b , t , A , B ) 

                        output: r where r A B=   

                       begin 

                        (2 3 ) (2 3 ) (2 3 )h b g t b t h g
B A A Br    + + +  +  +  

                       end 

โดยค่าความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึมที่ 3.3.4 คือ (1) ซึ่งเราจะเปรียบเทียบกับ

อัลกอริทึมการคูณแบบตรง ๆ โดยอาศัยคุณสมบัติของเอกซ์โพเน็นเชียลที่ได้มีการใช้อยู่ในหลาย  ๆ

งานวิจัย ซึ่งสามารถแสดงเป็นอัลกอริทึมได้ดังนี้ 

อัลกอริทึมที่ 3.3.5 อัลกอริทึมในการคูณแบบธรรมดาโดยใช้คุณสมบัติของเอกซ์โพเนนเชียล 

                        input:
1

2 3i i

lengthof A
x y

i

A
=

=  and 
1

2 3i i

lengthof B
x y

i

B
=

=   

                                 (Represented by Array A2, Array A3, Array B2, Array B3) 

                                 Array A2: Array of exponents with base 2 of value A 

                                 Array A3: Array of exponents with base 3 of value A 

                                 Array B2: Array of exponents with base 2 of value B 

                                 Array B3: Array of exponents with base 3 of value B 

                        output: r where r A B=   

                       begin 

                       r 0 

                         for ( i=0 to length of A) do 
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                                for ( j=0 to length of B) do 

                                       ArrayA2[i]+ArrayB2[j] ArrayA3[i]+ArrayB3[j]r r+2 ×3  

                        end 

 

โดยค่าความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึมที่ 3.3.5 คือ ( )A Bl l   เมื่อ Al คือจ านวนพจน์ของ

จ านวนเต็มบวก A และ Bl คือจ านวนพจน์ของจ านวนเต็มบวก B หากเปรียบเทียบค่าความซับซ้อนเชิง

เวลาของอัลกอริทึมที่ 3.3.4 กับอัลกอริทึมที่ 3.3.5 จะเห็นได้ว่าการประมาณด้วยพจน์เดียวนั้นท าให้

ค่าความซับซ้อนเชิงเวลาอยู่ในรูปค่าคงที่และยังคงสามารถใช้คุณสมบัติของเอกซ์โพเนนเชียลได้อยู่ แต่

ในขณะเดียวกันผลคูณที่เกิดจากการประมาณด้วยพจน์เดียวจะมีอีก 3 พจน์ที่ไม่ได้อยู่ในรูปแบบแทน

จ านวนฐานคู่ซึ่งจะท าให้ไม่สามารถใช้คุณสมบัติของเอกซ์โพเนนเชียลได้ในทันที แต่ถ้าหากเราสามารถ

แปลงค่าพจน์ที่ไม่ได้อยู่ในรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ให้อยู่ในรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่ได้จะท าให้

อัลกอริทึมในการคูณโดยประมาณค่าสามารถใช้คุณสมบัติของเอกซ์โพเน็นเชียลได้อย่างสมบูรณ์

ภายใต้ค่าความซับซ้อนเชิงเวลาเท่ากับ (1) หรือดีกว่า ( )A Bl l  

 

3.3.3 การน าค่าประมาณจ านวนเต็มบวกด้วยรูปแบบแทนจ านวนฐานคู่เพียงพจน์เดียว

มาน าเสนออัลกอริทึมการหาเศษเหลือในระบบจ านวนฐานคู่  

ส าหรับการหาเศษเหลือ ลองพิจารณาตัวอย่างดังนี้ 
ตัวอย่างที่ 3.3.2  ก าหนดให้จ านวนเต็มบวก A มีค่าเท่ากับ 189,735,964  

                      ซึ่งแทนไดด้้วย 10 11 15 5 9 6 9 1 0 3 0 02 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3+ + + + +  

                      และก าหนดให้จ านวนเต็มบวก B มีค่าเท่ากับ 31 ซึ่งแทนได้ด้วย 0 3 2 02 3 2 3+   

เมื่อเราน าค่า B ไปประมาณค่าด้วยอัลกอริทึมที่  3.2 และก าหนดขอบเขตค่าความ

คลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 จะได้ว่าค่าประมาณในรูปแบบจ านวนเพียงพจน์เดียวของ  B คือ 43 242 3− ซึ่ง

เท่ากับ 31.14438076061395 และค่าคลาดเคลื่อนของการประมาณค่าคือ  ซ่ึงมีค่าเท่ากับ  

-0.14438076061395 โดยเราต้องการหาค่า A mod B  

เริ่มพิจารณาจากนิยามของเศษเหลือ 
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นิยามของเศษเหลือ ส าหรับ ,a b + และ r คือเศษเหลือ เมื่อ r เท่ากับ moda b สามารถเขียนให้

อยู่ในรูปสมการได้ว่า a bx r= +  เมื่อ 0x + และ 0 r b   

ดังนั้น A
A B r



 
= +

  
 โดยที่ 0

A



+ 


  
เมื่อ คือค่าประมาณของ B และค่า A


 สามารถค านวณได้จาก

อัลกอริทึมท่ี 3.3.3 

         โดยเราสามารถแปลงค่า A



 
  

ให้อยู่ในเทอม
1

2 3i ix y

i=
 เมื่อ ,x y  เพ่ือให้ง่ายต่อค านวณ 

          
=

= +
1

2 3i ix y

i

rA B  

          
=

= +  +3

1

0 2 0 2 3(2 3 2 3 ) i ix y

i

rA  

          0 3 2 0

1

(2 3 2 3 2) 3i ix y

i

r A
=

 = + −   

จากตัวอย่างที่ 3.3.2 สามารถน าเสนออัลกอริทึมในการหาเศษเหลือได้ดังนี้ 

 

อัลกอริทึมที่ 3.3.6 อัลกอริทึมหาเศษเหลือโดยการประมาณค่า 

                       Algorithm3.2.6(Array A2, Array A3, Array B2, Array B3)  

                       input: 
1

2 3i i

lengthof A
x y

i

A
=

=  and 
1

2 3i i

lengthof B
x y

i

B
=

=  where ,x y  

                                 (Represented by ArrayA2, ArrayA3, ArrayB2, ArrayB3) 

                                 Array A2: Array of exponents with base 2 of value A 

                                 Array A3: Array of exponents with base 3 of value A 

                                 Array B2: Array of exponents with base 2 of value B 

                                 Array B3: Array of exponents with base 3 of value B 

                       output: r where r = A mod B 
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                      begin 

                      Approximate value B  

                      ,p q Algorithm3.2 ( B , = 0.5 ) 

                      error − 2 3p qB  

                      Divided by New Proposed Algorithm 

                      d Algorithm3.2.3(A2, A3, p , q , error)  

                      Convert Integer d to DBNS 

                      v Algorithm2.1(  d ) 

                       − r A B v  

                     end 

 

3.4 ลดเวลาการท างานในการหาค่าประมาณจากอัลกอริทึมการประมาณค่าโดยการสร้างตาราง

เก็บค่าไว้ล่วงหน้า 
 

จากหัวข้อที่ 3.3 จะเห็นได้ว่าการท่ีเราสามารถประมาณจ านวนเต็มบวกด้วย 2 3b t เพียงพจน์
เดียวเมื่อ ,b t  นั้นมีข้อดีในเรื่องของการด าเนินการทางคณิตศาสตร์ในระบบจ านวนฐานคู่ แต่อีกสิ่ง
หนึ่งที่ควรค านึงถึงคือด้านเวลาของอัลกอริทึมที่ใช้ในการประมาณค่าซึ่งถ้าวิเคราะห์ เชิงเวลาจะ
สามารถเขียนให้อยู่ในรูปอสมการได้นี้  

Approx NewOperate OperateT T T+   

:ApproxT  เวลาที่ใช้ในการประมาณค่าจ านวนเต็มบวกด้วยเมื่อ 2 3b t เมื่อ ,b t  
:NewOperateT  เวลาที่ใช้ในการค านวนการด าเนินการทางคณิตศาสตร์ด้วยอัลกอริทึมท่ีเราได้ 

             เสนอ 
:OperateT  เวลาที่ใช้ในการค านวนการด าเนินการทางคณิตศาสตร์ด้วยอัลกอริทึมแบบธรรมดา 
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นั่นหมายความเราต้องหาวิธีลดเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่า โดย
แนวทางที่เราน าเสนอคือการสร้างตารางเก็บค่าไว้ล่วงหน้าเพ่ือลดการด าเนินการของอัลกอริทึม
ประมาณค่าจ านวนเต็มบวก 

 

พิจารณาการสร้างตารางเก็บค่าจากกระบวนการประมาณค่าและปรับปรุงค่าที่ได้น าเสนอ จะ

วิเคราะห์ได้ 2 กรณี 

1. กรณีที่ไม่ได้สร้างค่าไว้ล่วงหน้า 

จ านวนค่าเริ่มต้นที่ต้องใช้ใน 2 ส่วนหลัก ๆ ประกอบไปด้วย 

- ค่าเริ่มต้น 10 ค่าส าหรับอัลกอริทึมการประมาณค่าในช่วง (1,2) ในรูปแทนจ านวนฐานคู่

เพียงพจน์เดียว (ส าหรับอัลกอริทึมท่ี 3.1) ดังตารางที ่1 

ตารางที่ 1 ค่าเริ่มต้นส าหรับอัลกอริทึมที่ 3.1 เพ่ือค านวณหาค่าประมาณที่แม่นย าที่สุด 

Index A[0] A[1] A[2] A[3] A[4] A[5] A[6] A[7] A[8] A[9] 

Item 8 52 3−  3 22 3−  5 32 3−  6 42 3−  2 12 3−  12 3−  7 42 3−  4 32 3−  4 22 3−  7 52 3−  

 

- ค่าเริ่มต้น 5 ค่าส าหรับอัลกอริทึมในการประมาณจ านวนเต็มบวก ในรูปพจน์ 2 3w z เมื่อ
,w z  (ส าหรับอัลกอริทึมท่ี 3.2) ดังตารางที่ 2 

ตารางที่ 2 ค่าเริ่มต้นส าหรับอัลกอริทึมที่ 3.2 เพ่ือสร้างค่าในช่วง 8 5(1,2 3 )− ในรูปพจน์ 2 3w z เมื่อ

,w z  
Index A[0] A[1] A[2] A[3] A[4] 

Item 8 52 3−  3 22 3−  5 32 3−  6 42 3−  2 12 3−  
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2. กรณีที่สร้างค่าไว้ล่วงหน้า  

 จากหัวข้อที่ 3.1 ในกระบวนการประมาณค่าจ านวนเต็มบวกจะเห็นได้ว่าค าตอบของ

การประมาณค่านั้นจะได้มาจากผลลัพธ์ของอัลกอริทึมที่ 3.1 คูณกับค่าท่ีเกิดจากตารางของอัลกอริทึม

ที่ 3.2 

ดังนั้นเราจึงสามารถแบ่งวิธีการสร้างตารางเก็บค่าได้เป็น 2 กรณีย่อยได้ดังนี้ 

2.1 สร้างตาราง 2 ตารางส าหรับ 2 อัลกอริทึม (อัลกอริทึมที่ 3.1 และอัลกอริทึมที่ 3.2) 

          โดยอัลกอริทึมที่ 3.1 จะต้องเก็บค่าเริ่มต้นไว้ทั้งหมด k ค่า เมื่อ k เป็นจ านวนเต็มบวก 

เนื่องจากในบทวิเคราะห์ในงานวิจัย [16] ได้เสนอว่าเราสามารถหาทุกค่าในอัลกอริทึมที่ 3.1 ได้ด้วย

จ านวนที่จ ากัด นั่นคือเราสามารถสร้างตารางเก็บค่าทั้งหมด k ค่า ซึ่งค่า k มีค่าประมาณ 80 

          ซึ่งอัลกอริทึมที่ 3.2 จะต้องเก็บค่าเริ่มต้นไว้ทั้งหมด m ค่า โดยที่ 5 | m  เมื่อ m เนื่องจาก

ทุกครั้งที่เราท าการเพ่ิมค่าที่เกิดจากการปรับค่าในตารางที่ 3.2 เราจะท าการเพ่ิมครั้งละ 5 ค่าส าหรับ

การเรียกใช้อัลกอริทึมปรับค่าในหนึ่งครั้ง 

         ดังนั้นจะได้ว่าค่าความซับซ้อนเชิงพ้ืนที่ส าหรับกรณีนี้คือ ( )k m +  

2.2 สร้างตารางเพียงตารางเดียวส าหรับเพื่อหาค่าในช่วง (1,2) ซึ่งพร้อมส าหรับการ 

     ค้นหาค าตอบได้ทันที 

 จะได้ว่าตารางเก็บค่าต้องมีขนาดเท่ากับขนาดของตารางเก็บค่าของอัลกอริทึมที่ 3.1 คูณกับ

ขนาดของตารางเก็บค่าของอัลกอริทึมที่ 3.2  

ดังนั้นจะได้ว่าค่าความซับซ้อนเชิงพ้ืนที่ส าหรับกรณีนี้คือ ( )km  

เมื่อเราท าการเปรียบเทียบค่าความซับซ้อนเชิงพ้ืนที่ของกรณี 2.1 และกรณี 2.2 จะได้เป็น  

          k m

km

+  ซึ่ง  1 1
0.2125

k m k m

km km km m k

+
= + = +  เมื่อ 5m และ 80k   
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นั่นแสดงว่าส าหรับวิธีการตารางเก็บค่าไว้ล่วงหน้าในกรณี 2.1 นั้นใช้ พ้ืนที่ เพียงไม่ถึง 21.25 

เปอร์เซ็นต์ของกรณี 2.2 จึงเป็นแนวทางที่ค่อนข้างหน้าสนใจส าหรับการประมวลผลไว้ล่วงหน้าด้วย

กรณี 2.1 

จากการพิจารณาวิธีสร้างตารางเก็บค่าที่ได้กล่าวไว้ก่อนหน้า เราจะเลือกวิธีการสร้างตาราง 2 

ตารางส าหรับ 2 อัลกอริทึม (อัลกอริทึมที่ 3.1 และอัลกอริทึมที่ 3.2 ) โดยตารางเก็บค่าส าหรับ

อัลกอริทึมที่ 3.1 นั้นจะมีขนาดเป็นค่าคงที่ แต่ส าหรับตารางเก็บค่าส าหรับอัลกอริทึมท่ี 3.2 นั้นอาจจะ

ไม่สามารถสร้างได้ด้วยขนาดที่ เป็นค่าคงที่  เนื่องจากส าหรับอัลกอริทึมที่  3.2 นั้นอาศัยการ

เปลี่ยนแปลงค่าในตารางเริ่มต้นจนกระทั่งได้ค่าท่ีสอดคล้องกับเงื่อนไขท่ีก าหนดจึงหยุดการปรับค่า  

โดยในหัวข้อนี้เราได้วิเคราะห์กระบวนการปรับค่าในตาราง ของอัลกอริทึมที่ 3.2 และได้

น าเสนออัลกอริทึมปรับค่าในตารางที่มีประสิทธิภาพด้านเวลาดีกว่าอัลกอริทึมปรับค่าในงานวิจัย [16] 

รวมถึงน าอัลกอริทึมในการสร้างตารางเก็บค่าส าหรับการด าเนินการของอัลกอริทึมที่ 3.2  

โดยหลักการของอัลกอริทึมปรับค่าคือการหาค่าในช่วง 8 5(1,2 3 )− ซึ่งเราสามารถหาค าตอบได้
จากการเปลี่ยนแปลงค่าในตารางที่ 3.2 ด้วยฟังก์ชันที่ได้เสนอในงานวิจัย [16] ดังด้านล่างนี้ 

( )F p คือฟังก์ชันในการปรับค่า p เมื่อ p คือค่าในตารางที่ 3.2 
                                 8 1 5( ) 2 3n nF p p − −=                                                           (4) 

เมื่อค่า n คือค่าจ านวนเต็มบวกท่ีน้อยที่สุดซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไข 8 5(2 3 ) 2np −   

โดยหลักการเปลี่ยนแปลงค่านี้สามารถแปลงเป็นอัลกอริทึมได้ดังนี้ 

อัลกอริทึมที่ 3.4.1 อัลกอริทึมปรับค่าเพ่ือหาค่าในช่วง 8 5(1,2 3 )−  

                        input: (1,2)p  

                        output: 8 5(1,2 3 )q −  

                       begin 

                       while ( 2p ) do 

                          8 -52 3 p p  
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                       enddo     

                       
2


p

q  

                       end 

  

          จากหลักการเปลี่ยนแปลงค่าที่เห็นได้อย่างชัดเจนคือการคูณค่า p  ด้วยค่า 8 -52 3 ไปจนกระทั่ง

ค่า p มีค่ามากกว่า 2 แล้วหารด้วย 2 ซึ่งสามารถพิจารณาปัญหาในรูปอสมการได้ดังนี้ 

8 5(2 3 ) 2np −   

8 5 2
(2 3 )n

p
−   

8 5(2 3 )

2
logn

p
−  

8 5(2 3 )

2
logn

p
−

 
=  
 

 

8 1 52 3n np p − −=   

 

เมื่อน าวิธีการเปลี่ยนแปลงค่าดัฺงอสมการข้างต้นมาน าเสนอเป็นอัลกอริทึมจะได้ดังนี้ 

อัลกอริทึมที่ 3.4.2  อัลกอริทึมเพ่ือปรับค่าเพ่ือหาค่าในช่วง 8 5(1,2 3 )−  (ปรับแต่งจากอัลกอริทึม 3.4.1) 

                         input: (1,2)p  

                         output: 8 5(1,2 3 )q −  

                        begin 

                         8 5(2 3 )

2
log −

 
  

 
n

p
 

                         8 1 52 3− −  n nq p  
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                        end 

โดยค่าความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึมปรับค่าที่เราได้เสนอ (อัลกอริทึมที่ 3.3.2) จะ

เท่ากับ θ(1) เมื่อเปรียบเทียบกับอัลกอริทึมปรับค่าในงานวิจัย [16] (อัลกอริทึมที่ 3.4.1) ซึ่งเท่ากับ 

8 5(2 3 )

2
θ( log )−

 
 
 p

  

โดยเราได้เสนอหลักการสร้างตารางค่า ซึ่ งอาศัยหลักการของอัลกอริทึมเชิงละโมบ 

เนื่องจากว่าเราไม่สามารถทราบได้ว่าในตารางควรมีค่าใดบ้าง เราจึงท าการเพ่ิมค่าเข้าไปทีละ 5 ค่า

แบบเรียงล าดับค่า จากการเรียกใช้หนึ่งครั้งของอัลกอริทึมส าหรับสร้างค่าซึ่งแปลงเป็นอัลกอริทึมจะได้

ดังนี้ 

อัลกอริทึมที่ 3.4.3  อัลกอริทึมในการสร้างตารางค่าส าหรับอัลกอริทึมท่ี 3.2 

                         input: Table ; For collect value 

                                  Array A ; Value for Update  

                         output : None 

                        begin 

                         for ( i = 0 to 4 ) do 

                             Update Value in Initial Table 

                              qAlgorithm3.4.2(A[i])   

                             Insert Value q  to Table by Sequence 

                        end 

 โดยในทางปฏิบัติแล้วเราสามารถเตรียมตารางค่าส าหรับอัลกอริทึมที่ 3.2 ได้ด้วยการ

ก าหนดค่าจ านวนรอบเพ่ือเรียกใช้อัลกอริทึมที่ 3.4.3 ซึ่งในครั้งแรกของการเรียกใช้อัลกอริทึมที่ 3.4.3 

ต้องใช้ค่าในตารางที่ 3.2 เพ่ือเป็นตัวแปรขาเข้าส าหรับการสร้างค่าในตารางและเมื่อมีการ เรียกใช้

อัลกอริทึมท่ี 3.4.3 ในครั้งถัดไปเราจะใช้ค่าในตารางที่ 3.2 ที่ได้ปรับค่าล่าสุดมาเป็นตัวแปรขาเข้า  
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บทที่ 4 

บทวิเคราะห์การประมาณค่าจ านวนเต็มบวกด้วยพจน์เดี่ยวในระบบจ านวนฐานคู่ 

ในบทนี้จะกล่าวถึงบทวิเคราะห์ในด้านต่าง ๆ ของการประมาณค่าจ านวนเต็มบวกใด ๆ ด้วย

พจน์เดี่ยวในระบบจ านวนฐานคู่ โดยจะเน้นที่การวิเคราะห์เวลาในการด าเนินการและค่าความซับซฺ้อน

เชิงเวลาของอัลกอริทึมพร้อมทั้งเปรียบเทียบ 

4.1 เวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าจ านวนเต็มบวกด้วยพจน์เดี่ยว 

ทางผู้วิจัยได้ออกแบบการทดลองเพ่ือวิเคราะห ์เวลาการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่า

จ านวนเต็มบวกด้วยพจน์เดี่ยว  

โดยผู้วิจัยได้แบ่งการทดลองออกเป็น 4 ส่วนดังนี้ 

ส่วนที่ 1 ท าการศึกษาเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง  

           (1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 

ส่วนที่ 2 ท าการศึกษาเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 

          (1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.3 

ส่วนที่ 3 ท าการศึกษาเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง  

           (1,000,000-100,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 1 

ส่วนที่ 4 ท าการเปรียบเทียบเวลาที่ในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง  

           (1,000,000-100,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนคือ 0.3 กับ 0.5 

 

ส่วนที่ 1 ท าการศึกษาเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง  

           (1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 

โดยการทดลองมีข้ันตอนดังนี้ 

1) ก าหนดให้ค่า n เท่ากับ 1,000,000 และบวกด้วยจ านวนเต็มบวกท่ีเกิดจากการสุ่ม 
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    ในช่วง (1,000,000-2,000,000)  

2) ประมาณค่าจ านวนเต็มบวก n ด้วยพจน์เดี่ยวโดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 

3) บวกค่า n ด้วยจ านวนเต็มบวกท่ีเกิดจากการสุ่มในช่วง (1,000,000-2,000,000)  

4) พิจารณาค่า n ว่ามีค่าเกิน 50,000,000 หรือไม่ 

    หากไม่เป็นจริง ให้กลับไปท าซ้ าข้ันตอนที่ 2 

    หากเป็นจริง ให้ท าต่อในขั้นตอนที่ 5 

5) น าทุกคู่อันดับ (x,y) มาแสดงด้วยกราฟ   

    โดยแสดงเป็นพิกัดดังนี้ x : จ านวนเต็มบวก n 

                                y : เวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่า หน่วยคือวินาที  

โดยผลลัพธ์จากการทดลองซ้ า 3 ครั้งสามารถดูได้ดังรูปที่ 6-8     

 
รูปที่ 6 ผลการทดลองครั้งที่ 1 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 

(1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 
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รูปที่ 7 ผลการทดลองครั้งที่ 2 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 

(1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 

 
รูปที่ 8 ผลการทดลองครั้งที่ 3 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 

(1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 
 

ส่วนที่ 2 ท าการศึกษาเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 

           (1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.3 

โดยการทดลองมีข้ันตอนดังนี้ 

1) ก าหนดให้ค่า n เท่ากับ 1,000,000 และบวกด้วยจ านวนเต็มบวกท่ีเกิดจากการสุ่ม 

    ในช่วง (1,000,000-2,000,000)  

2) ประมาณค่าจ านวนเต็มบวก n ด้วยพจน์เดี่ยวโดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.3 

3) บวกค่า n ด้วยจ านวนเต็มบวกท่ีเกิดจากการสุ่มในช่วง (1,000,000-2,000,000)  
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4) พิจารณาค่า n ว่ามีค่าเกิน 50,000,000 หรือไม่ 

    หากไม่เป็นจริง ให้กลับไปท าซ้ าข้ันตอนที่ 2 

    หากเป็นจริง ให้ท าต่อในขั้นตอนที่ 5 

5) น าทุกคู่อันดับ (x,y) มาแสดงด้วยกราฟ   

    โดยแสดงเป็นพิกัดดังนี้ x : จ านวนเต็มบวก n 

                                y : เวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่า หน่วยคอืวินาที  

โดยผลลัพธ์จากการทดลองซ้ า 3 ครั้งสามารถดูได้ดังรูปที่ 9-11      

 
รูปที่ 9 ผลการทดลองครั้งที่ 1 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 

(1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.3 
 

 
รูปที่ 10 ผลการทดลองครั้งที่ 2 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 

(1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.3 
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รูปที่ 11 ผลการทดลองครั้งที่ 3 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 

(1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.3 
 

ส่วนที่ 3 ท าการศึกษาเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง  

          (1,000,000-100,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 1 

โดยการทดลองมีข้ันตอนดังนี้ 

1) ก าหนดให้ค่า n เท่ากับ 1,000,000 และบวกด้วยจ านวนเต็มบวกท่ีเกิดจากการสุ่ม 

    ในช่วง (1,000,000-2,000,000)  

2) ประมาณค่าจ านวนเต็มบวก n ด้วยพจน์เดี่ยวโดยก าหนดค่าขอบเขตความผิดพลาดเท่ากับ 1 

3) บวกค่า n ด้วยจ านวนเต็มบวกท่ีเกิดจากการสุ่มในช่วง (1,000,000-2,000,000)  

4) พิจารณาค่า n ว่ามีค่าเกิน 100,000,000 หรือไม่ 

    หากไม่เป็นจริง ให้กลับไปท าซ้ าข้ันตอนที่ 2 

    หากเป็นจริง ให้ท าต่อในขั้นตอนที่ 5 

5) น าทุกคู่อันดับ (x,y) มาแสดงด้วยกราฟ   

    โดยแสดงเป็นพิกัดดังนี้ x : จ านวนเต็มบวก n 

                                y : เวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่า หน่วยคือวินาที  

โดยผลลัพธ์จากการทดลองซ้ า 3 ครั้งสามารถดูได้ดังรูปที่ 12-14    
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รูปที่ 12 ผลการทดลองครั้งที่ 1 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 

(1,000,000-100,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 1 

 

รูปที่ 13 ผลการทดลองครั้งที่ 2 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 
(1,000,000-100,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 1 

 

รูปที่ 14 ผลการทดลองครั้งที่ 3 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 
(1,000,000-100,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 1 
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ส่วนที่ 4 ท าการเปรียบเทียบเวลาที่ในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง  

           (1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนคือ 0.3 กับ 0.5 

โดยการทดลองมีข้ันตอนดังนี้ 

1) ก าหนดให้ค่า n เท่ากับ 1,000,000 และบวกด้วยจ านวนเต็มบวกท่ีเกิดจากการสุ่ม 

    ในช่วง (1,000,000-2,000,000)  

2) ประมาณค่าจ านวนเต็มบวก n ด้วยพจน์เดี่ยวโดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.3  

    และประมาณค่าจ านวนเต็มบวก n ด้วยพจน์เดี่ยวโดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ  

    0.5 

3) บวกค่า n ด้วยจ านวนเต็มบวกท่ีเกิดจากการสุ่มในช่วง (1,000,000-2,000,000)  

4) พิจารณาค่า n ว่ามีค่าเกิน 50,000,000 หรือไม่ 

    หากไม่เป็นจริง ให้กลับไปท าซ้ าข้ันตอนที่ 2 

    หากเป็นจริง ให้ท าต่อในขั้นตอนที่ 5 

5) น าทุกคู่อันดับ (x,y) และ (x,z) มาแสดงด้วยกราฟ   

    โดยแสดงเป็นพิกัดดังนี้ x : จ านวนเต็มบวก n 

                                y : เวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าด้วยค่าขอบเขตความ 

                                    คลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.3  หน่วยเวลาคือวินาที  

                                z : เวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าด้วยค่าขอบเขตความ 

                                    คลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5  หน่วยเวลาคือวินาที  

หมายเหตุ ก าหนดให้จุดรูปทรงดาวแทนเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่า  

             ซึ่งก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.3  

            และก าหนดให้จุดวงกลมแทนเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่า  

             ซึ่งก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 53 

โดยผลลัพธ์จากการทดลองซ้ า 3 ครั้งสามารถดูได้ดังรูปที่ 15-17   

 
รูปที่ 15 ผลการทดลองครั้งที่ 1 เปรียบเทียบเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง

(1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนที่ต่างกันคือ 0.3 กับ 0.5 
 

 

รูปที่ 16 ผลการทดลองครั้งที่ 2 เปรียบเทียบเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง
(1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนที่ต่างกันคือ 0.3 กับ 0.5 
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รูปที่ 17 ผลการทดลองครั้งที่ 3 เปรียบเทียบเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง
(1,000,000-50,000,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนที่ต่างกันคือ 0.3 กับ 0.5 

 

จากการทดลองเพ่ือสังเกตุเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่านั้น ผู้วิจัยพบว่า

เวลาในการประมาณค่าจ านวนเต็มบวกด้วยพจน์เดี่ยวในระบบจ านวนฐานคู่นั้นอยู่ในรูปเอกซ์โพเนน

เชียล โดยเวลาการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่านั้นจะแปรผันตรงกับจ านวนเต็มบวกท่ีเป็นตัว

แปรขาเข้า หรือเวลาการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่านั้นจะแปรผกผันกับค่าขอบเขต

ความคลาดเคลื่อนที่เป็นตัวแปรขาเข้า 

 

4.2 ค่าความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึมการด าเนินการทางคณิตศาสตร์  

ส าหรับอัลกอริทึมประมาณค่านั้นเป็นอัลกอริทึมที่ท างานโดยวิธีค้นเฉพาะที่ (local search) 

ซึ่งจะหยุดการท างานก็เม่ือเจอค่าประมาณท่ีให้ความคลาดเคลื่อนไม่เกินค่าขอบเขตความผิดพลาดที่

ก าหนดให้ ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ในรูปค่าความซับซ้อนเชิงเวลาได้เป็น 1( ) −   

ส าหรับค่าความซับซ้อนเชิงเวลาของอัลกอริทึมการหารที่ผู้วิจัยได้เสนอจะอยู่ในรูป ( )Al  

เมื่อ Al  คือจ านวนพจน์ในระบบจ านวนฐานคู่ของจ านวนเต็มบวก A ซึ่งอาศัยคุณสมบัติของเอกซ์โพเน็น

เชียลในการด าเนินการหาร ซึ่งน้อยที่สุดเมื่อเปรียบเทียบกับอัลกอริทึมการหารที่ไม่ได้อาศัยการ

ประมาณค่าตัวส่วนทั้ง 2 อัลกอริทึม ได้แก่ อัลกอริทึมการหารแบบอาศัยคุณสมบัติของเอกซ์โพเน็น

เชียล ค่าความซับซ้อนเชิงเวลาจะอยู่ในรูป ( )A Bl l   และอัลกอริทึมการหารโดยตรง ค่าความ

ซับซ้อนเชิงเวลาจะอยู่ในรูป ( )A Bl l +  แต่ทั้งนี้กระบวนการหารโดยใช้อัลกอริทึมที่ผู้วิจัยเสนอนั้น

อาจจะช้าในทางปฏิบัติ เนื่องด้วยการค านวณเลขชี้ก าลังของพจน์ส่วนที่เป็นจ านวนเต็มซึ่งมีค่ามาก 

ส าหรับอัลกอริทึมการคูณที่อาศัยการประมาณค่ามาประยุกต์โดยการประมาณค่าจ านวน

เต็มที่ด าเนินคูณทั้งสองจ านวนให้อยู่ในรูปพจน์เดี่ยวและใช้ค่าคลาดเคลื่อนจากการประมาณมาเป็นตัว

แปรขาเข้า ดังที่เสนอไว้ในบทที่ 3 ค่าความซับซ้อนเชิงเวลาจะอยู่ในรูปค่าคงคงที่หรือ (1) เมื่อ

เปรียบเทียบกับการอัลกอริทึมการคูณท่ีไม่ได้อาศัยการประมาณค่าคือ ( )A Bl l    
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4.3 การสร้างตารางเก็บค่าไว้ล่วงหน้าเพื่อลดเวลาการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่า  

ผู้วิจัยได้ท าการออกแบบการทดลองเพ่ือเปรียบเทียบความแตกต่างด้านเวลาในการ

ด าเนินการหาค่าประมาณจ านวนเต็มบวกด้วยพจน์เดี่ยวในระบบจ านวนฐานคู่ ระหว่างกรณีที่ไม่ได้

เตรียมตารางเรียกดูค่าไว้ล่วงหน้ากับกรณีที่มีการเตรียมตารางเรียกดูค่าซึ่งมีค าตอบของการประมาณ

ค่าอยู่ในตารางนั้นแล้ว 

โดยขั้นตอนการทดลองมีดังนี้ 

1) ก าหนดตารางค้นหาค่าเริ่มต้นที่เป็นอาเรย์ว่างขึ้นมา 

2) ก าหนดให้ค่า n เท่ากับ 10,000 และบวกด้วยจ านวนเต็มบวกที่เกิดจากการสุ่ม 

    ในช่วง (5,000-10,000)  

3) ประมาณค่าจ านวนเต็มบวก n ด้วยพจน์เดี่ยวโดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5  

    โดยเริ่มจากหาค าตอบในตารางค้นหาค่า 

    -หากในตารางค้นหาค่ามีค าตอบ ให้ส่งค าตอบของการประมาณค่ากลับไปในรูปแบบของเลขชี้ 

     ก าลัง 

    -หากไม่พบค าตอบ ให้ท าการเปลี่ยนแปลงค่าในตารางพร้อมกับใส่ค่าไปในตารางเรียกดูค่า 

     ตามล าดับจากน้อยไปมากและท ากระท าแบบนี้ซ้ า ๆ ไปจนกระทั่งพบค าตอบ  

    หากในตารางค าตอบค้นหาค่ามีค าตอบอยู่แล้วให้ท าการจับเวลาในการเรียกดูค่า 

    และหากในตารางค าตอบค้นหาค่ายังไม่มีค าตอบให้ท าการเปลี่ยนแปลงค่าในตารางพร้อมกับใส่ค่า 

    ในตารางเรียกดูค่าจนกว่าจะเจอค าตอบ หลังจากนั้นจึงท าการจับเวลาในการเรียกดูค่าในตารางที่มี 

    ค าตอบแล้ว 

4) บวกค่า n ด้วยจ านวนเต็มบวกท่ีเกิดจากการสุ่มในช่วง (5,000-10,000)  

5) พิจารณาค่า n ว่ามีค่าเกิน 500,000 หรือไม่ 

    หากไม่เป็นจริง ให้กลับไปท าซ้ าข้ันตอนที่ 3 

    หากเป็นจริง ให้ท าต่อในขั้นตอนที่ 6 
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6) น าทุกคู่อันดับ (x,y) และ (x,z) มาแสดงด้วยกราฟ   

    โดยแสดงเป็นพิกัดดังนี้ x : จ านวนเต็มบวก n 

                                y : เวลาในการค้นหาค่าในตารางค้นหาค่า กรณีท่ีในตารางค้นหาค่านั้นมี 

                                    ค าตอบอยู่หน้าแล้ว  หน่วยเวลาคือวินาที   

                                z : เวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่า หน่วยเวลาคือวินาที  

โดยผลลัพธ์จากการทดลองซ้ า 3 ครั้งสามารถดูได้ดังรูปที่ 18-23  

 

รูปที่ 18 ผลการทดลองครั้งที่ 1 แสดงเวลาในการค้นหาค่าในตารางเก็บค่าของการประมาณค่าในช่วง 
(10,000-500,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 ในกรณีท่ีตารางนั้นมีค าตอบ

ของการประมาณอยู่แล้ว 

 

รูปที่ 19 ผลการทดลองครั้งที่ 1 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 
(10,000-500,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 
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รูปที่ 20 ผลการทดลองครั้งที่ 2 แสดงเวลาในการค้นหาค่าในตารางเก็บค่าของการประมาณค่าในช่วง 
(10,000-500,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 ในกรณีท่ีตารางนั้นมีค าตอบ

ของการประมาณอยู่แล้ว 

 

รูปที่ 21 ผลการทดลองครั้งที่ 2 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 
(10,000-500,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 

 

รูปที่ 22 ผลการทดลองครั้งที่ 3 แสดงเวลาในการค้นหาค่าในตารางเก็บค่าของการประมาณค่าในช่วง 
(10,000-500,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 ในกรณีท่ีตารางนั้นมีค าตอบ

ของการประมาณอยู่แล้ว 
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รูปที่ 23 ผลการทดลองครั้งที่ 3 แสดงเวลาในการด าเนินการของอัลกอริทึมประมาณค่าในช่วง 
(10,000-500,000) โดยก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่ากับ 0.5 

 

จากการทดลองจะเห็นว่าถ้ามีการเรียกใช้อัลกอริทึมประมาณค่าหลาย ๆ ครั้ง หากเราเก็บ

ค าตอบที่ได้สร้างไว้จากการเรียกใช้อัลกอริทึมประมาณค่าครั้งล่าสุด เมื่อมีการเรียกใช้อัลกอริทึม

ประมาณค่าในครั้งไป ในกรณีที่ตารางเก็บค่ามีค าตอบของการประมาณ เราจะสามารถเรียกดูค่านั้นใน

ตารางได้ทันที และในกรณีทีไม่พบค าตอบเราสามารถน าค่าที่ปรับในตารางที่ปรับล่าสุดมาปรับต่อ

จนกระทั่งเจอค าตอบของการประมาณได้ แต่ทั้งนี้กระบวนการสร้างตารางเก็บค่าไว้ก็มีข้อด้อยคือ ใน

แต่ละครั้งของการใส่ค าตอบลงในตารางเก็บค่านั้นมีความล่าช้าซึ่งเกิดจากการใส่ค่าตามล าดับค่าจาก

น้อยไปมากและตารางเก็บค่านั้นจะต้องมีขนาดที่ใหญ่เพ่ือแลกกับความเร็วในการหาค าตอบของการ

ประมาณค่าด้วยพจน์เดียว 
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บทที่ 5  

สรุปผลงานวิจัยและข้อเสนอแนะ 

5.1 สรุปผลงานวิจัย 

งานวิจัยนี้น าเสนออัลกอริทึมประมาณค่าจ านวนเต็มบวกด้วยพจน์เดี่ยวซึ่งพัฒนามาจาก

อัลกอริทึมประมาณค่าในระบบจ านวนลอการิทึมมิติคู่แบบขยาย ซึ่งรูปแบบแทนจ านวนในระบบ

จ านวนลอการิทึมมิติคู่แบบขยายนั้นมีรูปแบบที่คล้ายคลึงกับระบบจ านวนฐานคู่ โดยผลลัพธ์จากการ

ประมาณค่าจ านวนเต็มบวกด้วยพจน์เดี่ยวในระบบจ านวนฐานคู่จากอัลกอริทึมประมาณค่าที่วิจัยนี้ได้

เสนอนั้น จะน าไปแก้ไขปัญหาการด าเนินการหารในระบบจ านวนฐานคู่ที่เงื่อนไขของการหารคือ

ตัวหารนั้นอยู่ในรูปแบบแทนจ านวนเพียงพจน์เดียวเท่านั้น ซึ่งเป็นวัตถุประสงค์หลักของงานวิจัยนี้ 

โดยงานวิจัยนี้ยังได้เสนออัลกอริทึมการหารจากการใช้พจน์ที่เกิดจากการประมาณค่าและวิธีปรับปรุง

ค าตอบของการหารให้มีความแม่นย ามากกว่าการใช้การหารด้วยพจน์ประมาณเพียงอย่างเดียว 

ผลลัพธ์จากงานวิจัยนี้ท าให้สามารถสรุปประเด็นที่น่าสนใจได้ดังนี้ 

1) ในมุมมองส าหรับการจัดเก็บค่าของจ านวนเต็มบวกที่ถูกประมาณค่าด้วยพจน์เดี่ยว เรา

สามารถเก็บเลขชี้ก าลังของฐานสองและฐานสามในหน่วยความจ าได้ทันที เนื่องจากหากเราใช้ค่า

ขอบเขตความคลาดเคลื่อนเท่า 0.5 เราจะสามารถบอกได้ว่าค่าประมาณที่เราเก็บไว้ในหน่วยความจ า

นั้นคือจ านวนเต็มบวกใดเมื่อเราท าการค านวณย้อนกลับมาด้วยวิธีการปัดเศษข้ึนหรือปัดเศษลง 

2) ส าหรับการประมาณค่าจ านวนเต็มบวกใด ๆ เพ่ือใช้เป็นตัวหารนั้นเราไม่จ าเป็นต้องใช้ค่า

ขอบเขตความเคลื่อนที่น้อยจนลู่เข้าใกล้ศูนย์เสมอไป เนื่องด้วยเหตุผลสองประการดังนี้  

   เหตุผลข้อที่ 1 หากเราก าหนดค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนที่น้อยจนเกินไป  

                     อัลกอริทึมการประมาณค่านั้นย่อมใช้เวลาในการด าเนินการที่มากข้ึน 

   เหตุผลข้อที่ 2 หากพิจารณาเทอมส่วนที่เพ่ิมเข้าไปเพ่ือท าให้ค าตอบของการหารแม่นย า 

                     มากขึ้นในอัลกอริทึมการหารที่วิจัยนี้เสนอ จะพบว่าค่าของเทอมส่วนนั้นจะ 

                     มีค่าที่ยิ่งน้อยลง ซึ่งจะส่งผลให้ค าตอบของการหารนั้นคลาดเคลื่อนไป 
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และเรายังพบว่าเราไม่สามารถค านวณได้ว่าอัลกอริทึมประมาณค่านั้นจะหยุดเมื่อไหร่จากตัว

แปรขาเข้า ซึ่งประกอบไปด้วยจ านวนเต็มบวกและค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อน ซึ่งอัลกอริทึมจะหยุด

ก็ต่อเมื่อเจอค าตอบที่สอดคล้องกับเงื่อนไขที่เรายอมรับนั่นคือเมื่อค าตอบนั้นให้ค่าคลาดเคลื่ อนน้อย

กว่าค่าที่เราก าหนดให้อัลกอริทึม แต่เราสามารถเพ่ิมประสิทธิภาพด้านความเร็วของในการหาค าตอบ

ของอัลกอริทึมประมาณค่าในกรณีที่เรามีการเรียกใช้อัลกอริทึมประมาณค่าหลาย ๆ ครั้ง โดยการเก็บ

ค าตอบที่เราเคยสร้างไว้และเก็บค่าที่ปรับเปลี่ยนไว้ล่าสุดเพ่ือน ามาปรับค่าต่อทันทีในกรณีที่ตารางเก็บ

ค่าไม่พบค าตอบที่เราต้องการ 

โดยในบทวิเคราะห์นั้นผู้วิจัยได้แสดงให้เห็นถึงทิศทางของเวลาในการด าเนินการของ

อัลกอริทึมประมาณค่าและท าการทดลองซ้ า ๆ หลาย ๆ ครั้งโดยปรับเปลี่ยนพารามิเตอร์ของ

อัลกอริทึมประมาณค่าที่แตกต่างกันออกไป การศึกษาพบว่าการที่เราจะได้มาซึ่งค าตอบของการ

ประมาณค่าที่มีค่าขอบเขตความคลาดเคลื่อนที่น้อยมาก ๆ หรือเป็นจ านวนเต็มบวกที่ใหญ่มาก ๆ นั้น

เราย่อมต้องแลกด้วยเวลาในการด าเนินการที่นานมากข้ึนเท่านั้น 

 

5.2 ข้อเสนอแนะ 

ข้อเสนอแนะจากงานวิจัยนี้คือ ส าหรับในอัลกอริทึมประมาณค่า (อัลกอริทึมที่ 3.2) ซึ่งมี

กระบวนการหาค าตอบจากการเปลี่ยนแปลงค่าในตารางเริ่มต้นซึ่งเป็นคฺ่าที่อยู่ในช่วง −8 5(1,2 3 )  ไป 

จนกระทั่งพบค าตอบที่ต้องการ หากเปลี่ยนค่าเริ่มต้นใหม่เป็นค่าอ่ืนจะส่งผลให้เราสามารถลดเวลาใน

การเข้าถึงค าตอบได้มากข้ึนเท่านั้น และพจน์เดี่ยวที่เกิดจากการประมาณค่านั้นจะมีเลขชี้ก าลังซึ่งเป็น

จ านวนที่มีค่ามาก ดังนั้นหากเราอาศัยทฤษฏีของพีชคณิตเชิงเส้นในการแปลงเลขชี้ก าลังโดยการแปลง

เชิงเส้นให้เป็นจ านวนที่น้อยลงเพ่ือความสะดวกในการค านวณและจัดเก็บค่าในหน่วยความจ า จะ

ส่งผลให้กระบวนการหารโดยการประมาณค่าตัวส่วนด้วยพจน์เดี่ยว ในระบบจ านวนฐานคู่นั้นมี

ประสิทธิภาพดียิ่งขึ้น 
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