
  

 

 

โครงการ 

การเรียนการสอนเพ่ือเสริม
ประสบการณ์ 

 
 
 
 

ช่ือโครงการ ปัญหาการตดักนัของรูปส่ีเหล่ียมคางหมู 
INTERSECTION OF TRAPZOIDS 

 
ช่ือนิสิต         นายพงศกร เกสรินทร ์ 583 35338 23 

 
ภาควิชา คณิตศาสตรแ์ละวิทยาการคอมพิวเตอร ์

 สาขาวิชา คณิตศาสตร ์ 

ปีการศึกษา 2561 
 
 
 

 

คณะวิทยาศาสตร ์  จฬุาลงกรณ์มหาวิทยาลยั 
บทคดัยอ่และแฟ้มข้อมลูฉบบัเตม็ของโครงงานทางวิชาการท่ีให้บริการในคลงัปัญญาจฬุาฯ (CUIR) 

 เป็นแฟ้มข้อมลูของนิสติเจ้าของโครงงานทางวิชาการท่ีสง่ผา่นทางคณะท่ีสงักดั  

The abstract and full text of senior projects  in Chulalongkorn University Intellectual Repository(CUIR) 

are the senior project authors' files submitted through the faculty. 



 
 

ปัญหาการตดักนัของรูปส่ีเหล่ียมคางหมู 
 
 
 
 
 
 
 
 

นายพงศกร   เกสรินทร์ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

โครงงานน้ีเป็นส่วนหน่ึงของการศึกษาตามหลกัสูตรวิทยาศาสตร์บณัฑิต 
สาขาวิชาคณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 

คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั 
ปีการศึกษา 2561 

ลิขสิทธ์ิของจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั 
  



 
 

INTERSECTION OF TRAPZOIDS 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mr.Pongsakon Ketsarin 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A Project Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 
for the Degree of Bachelor of Science Program in Mathematics 

Department of Mathematics and Computer Science 
Faculty of Science Chulalongkorn University 

Academic Year 2018 
Copyright of Chulalongkorn University 





54



54



ฉ

กติติกรรมประกาศ 

โครงงานฉบบัน้ีจะไม่ส าเร็จลุล่วงไปไดด้ว้ยดี หากไม่ไดรั้บความอนุเคราะห์และช่วยเหลือจาก
ผูมี้พระคุณหลายท่าน ดงัต่อไปน้ี ดร.กีรติ ศรีอมร ซ่ึงท่านไดใ้หค้  าปรึกษาและค าแนะน า รวมถึง
ขอ้คิดเห็นต่าง ๆ อนัเป็นประโยชน์อยา่งยิง่ ทั้งยงัช่วยแกไ้ขปัญหาต่าง ๆ ท่ีเกิดข้ึนระหวา่งดาเนินงานอีก
ดว้ย 

ขอขอบคุณรองศาสตราจารย ์ดร.ณฐัพนัธ์ กิติสิน และรองศาสตราจารย ์จิตจวบ เปาอินทร์
คณะกรรมการท่ีท าใหโ้ครงงานน้ีไดรั้บการพฒันาใหดี้ข้ึน  

สุดทา้ยขอขอบคุณบิดา มารดา และครอบครัวท่ีเป็นก าลงัใจและคอยสนบัสนุนในการท า
โครงงานมาโดยตลอด 



ช 

 

สารบัญ 

เร่ือง           หนา้ 
บทคดัยอ่ภาษาไทย           ง 
บทคดัยอ่ภาษาองักฤษ           จ 
กิตติกรรมประกาศ           ฉ 
สารบญั             ช 
สารบญัภาพ            ฌ 
บทท่ี 1 บทน า            1 
1.1 ความเป็นมาและเหตุผล          1 
1.2 วตัถุประสงค ์           1 
1.3 ขอบเขตโครงงาน           1 
1.4 ขั้นตอนการด าเนินงาน          1 
1.5 ประโยชน์ท่ีคาดวา่จะไดรั้บ          1 
1.6 โครงสร้างของรายงาน          2 
บทท่ี 2 ความรู้เบ้ืองตน้           3 
2.1.1 บทนิยามของฟังกช์นัเพิ่ม           3 
2.1.2 ทฤษฎีบทของฟังกช์นัเพิ่ม          3 
2.1.3 บทนิยามของขอบเขตบน          4 
2.1.4 บทนิยามของซูพรีมมั          4 
2.1.5 ทฤษฎีบทของซูพรีมมั          4 
บทท่ี 3 ขั้นตอนการด าเนินงาน          5 
บทท่ี 4 ผลการด าเนินงาน          10 
บทท่ี 5 ขอ้สรุปและขอ้เสนอแนะ         18 
5.1 ขอ้สรุปการด าเนินโครงงาน         18 
5.2 ผลท่ีไดรั้บ           18 
5.3 ปัญหาและอุปสรรค          21 
5.4 ขอ้เสนอแนะ           21 



ซ 

 

รายการอา้งอิง           24 
ภาคผนวก ก แบบเสนอหวัขอ้โครงงาน        25  
ภาคผนวก ข ตวัอยา่งโปรแกรม GSP V.5.06       31 
ภาคผนวก ค ตวัอยา่งโปรแกรม Wolfram Mathematica10.4      33 

ประวติัผูเ้ขียน           35 
  



ฌ 

 

สารบัญภาพ 
 

 เร่ือง                   หน้า 
รูปภาพท่ี  3.1 ส่ีเหล่ียมคางหมูท่ีมีมุมฉาก        5 

รูปภาพท่ี  3.2 ส่ีเหล่ียมคางหมูท่ีมีมุมแหลมทั้งสองมุมอยูบ่นดา้นเดียวกนั     5 

รูปภาพท่ี  3.3 ส่ีเหล่ียมคางหมูท่ีมีมุมแหลมและมุมป้านอยูบ่นดา้นเดียวกนั     5 
รูปภาพท่ี  3.1.1 กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากโดยดา้นประกอบมุมฉาก  6 

                          ทั้งสองดา้นมาจากรูปเดียวกนั   

รูปภาพท่ี  3.1.2 กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากโดยดา้นประกอบมุมฉาก  6 

                          และดา้นตรงขา้มมุมฉากมาจากรูปเดียวกนั   

รูปภาพท่ี  3.1.3 กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากโดยท่ีฐานดา้นท่ีสั้น  6 

                          และดา้นท่ีไม่เป็นมุมฉากมาจากรูปเดียวกนั   

รูปภาพท่ี  3.1.4 กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากโดยท่ีฐานดา้นท่ียาว  7 

                          และดา้นท่ีไม่เป็นมุมฉากมาจากรูปเดียวกนั   

รูปภาพท่ี  3.1.5 กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากโดยมีดา้นสามดา้น  7 

                          มาจากรูปเดียวกนั  

รูปภาพท่ี  3.2.1 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู     8 
รูปภาพท่ี  3.2.2 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู     8 
รูปภาพท่ี  3.2.3 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู     8 
รูปภาพท่ี  3.2.4 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู     8 
รูปภาพท่ี  3.2.5 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู     8 
รูปภาพท่ี  3.3.1 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู     9 



ญ 

 

รูปภาพท่ี  3.3.2 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู     9 
รูปภาพท่ี  3.3.3 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู     9 
รูปภาพท่ี  3.3.4 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู     9 
รูปภาพท่ี  3.3.5 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู     9 
รูปภาพท่ี  4.1    ส่ีเหล่ียมคางหมูท่ีมีมุมฉาก       10 

รูปภาพท่ี  4.1.1 กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากโดยดา้นประกอบมุมฉาก  11 

                          ทั้งสองดา้นมาจากรูปเดียวกนั   

รูปภาพท่ี  4.1.2 กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากโดยดา้นประกอบมุมฉาก  12 

                          และดา้นตรงขา้มมุมฉากมาจากรูปเดียวกนั   

รูปภาพท่ี  4.2.1 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการ 13 

                          โดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

รูปภาพท่ี  4.2.2 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการ 13 

                          โดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

รูปภาพท่ี  4.2.3  รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการ 13 

                          โดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

รูปภาพท่ี  4.2.4  รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการ 14 

                          โดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

รูปภาพท่ี  4.3    ค่าของ sin45°ถึง sin135°      15 

รูปภาพท่ี 4.3.1  ภาพกรณีท่ีเกิดอตัราส่วนท่ีมีค่ามากท่ีสุดของกรณีท่ี 3.1.3   16 

รูปภาพท่ี  4.4.1 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการ 17 

                          โดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 



ฎ 

 

รูปภาพท่ี  4.4.2 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการ 17 

                          โดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี  

รูปภาพท่ี  4.4.3 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการ 17 

                          โดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี  

รูปภาพท่ี  4.4.4 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการ 18 

                          โดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี  

รูปภาพท่ี  4.5    ภาพกรณีท่ีเกิดอตัราส่วนท่ีมีค่ามากท่ีสุดของกรณีท่ี 3.1.4   19 

รูปภาพท่ี  4.6.1 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการ 20 

                          โดยก าหนดดา้น C และมุม α คงท่ี  

รูปภาพท่ี  4.6.2 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการ 20 

                          โดยก าหนดดา้น C และมุม α คงท่ี  

รูปภาพท่ี  4.6.1 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการ 21 

                          โดยก าหนดดา้น C และมุม α คงท่ี  

รูปภาพท่ี 5.1 แสดงกราฟของ cosα+1

sinα
− (𝑐𝑜𝑠α + sinα) เม่ือ 0° < α < 90°  24 

รูปภาพท่ี 5.2 แสดงกราฟของ 
sinα+1

cosα
 เม่ือ 0° < α < 90°    25 

รูปภาพท่ี 5.3 แสดงกราฟของ 
cosα+1

sinα
 เม่ือ 0° < α < 90°    25 

รูปภาพท่ี 5.4 แสดงการเปรียบเทียบระหวา่ง ( sinα+3)

(cosα+2)
กบั

cosα+1

sinα
 เม่ือ 0° < α < 90° 28 

รูปภาพท่ี 5.5 แสดงการเปรียบเทียบระหวา่ง (2 sinα+3)

(2cosα+1)
กบั

cosα+1

sinα
 เม่ือ 0° < α < 90° 29 

 



ฏ 

 

รูปภาพท่ี  6.1 ตวัอยา่งการใชโ้ปรแกรม GSP ในการเล่ือนขนานส่ีเหล่ียมคางหมู  38 

รูปภาพท่ี  6.2 ตวัอยา่งการใชโ้ปรแกรม GSP ในการเล่ือนขนานส่ีเหล่ียมคางหมู  38 

รูปภาพท่ี  6.3 ตวัอยา่งการใชโ้ปรแกรม Mathematica ในการปรับค่าตวัแปรเพื่อ  40 

                       สงัเกตค่าของอตัราส่วนของดา้นท่ีตดักนั 

รูปภาพท่ี  6.4 ตวัอยา่งการใชโ้ปรแกรม Mathematica ในการเปรียบเทียบอตัราส่วน  40 
                      ของความยาวดา้นท่ีตดักนั     



1 
 

บทที่ 1 
บทน า 

 
1.1 ประวัติความเป็นมา 

ในปี ค.ศ. 1980, J.W. Fickett ไดเ้สนอการคาดคะเนเก่ียวกบัขอบเขตของอตัราส่วนของดา้นท่ี

อยูภ่ายในของรูปส่ีเหล่ียมผืนผา้ท่ีเท่ากนัทุกประการท่ีตดักนัสองรูปว่าจะมีขอบเขตท่ีเป็นไปไดต้ั้งแต่ 
1

3
 

ถึง 3 และในปี 2013 C.Nielsen and C. Powers ไดแ้สดงให้เห็นว่าส าหรับขอบเขตของอตัราส่วนของ
ดา้นท่ีอยูภ่ายในท่ีเกิดจากการตดักนัของรูปสามเหล่ียมดา้นเท่าท่ีเท่ากนัทุกประการสองรูปจะเป็นไปได้

ตั้งแต่ 
1

2
 ถึง 2 เม่ือไดล้องศึกษาปัญหาดงักล่าวกระผมจึงสงสัยว่าหากน ารูปส่ีเหล่ียมคางหมูท่ีเท่ากนัทุก

ประการมาเล่ือนขนานให้ซอ้นทบักนัจะมีขอบเขตของอตัราส่วนของดา้นท่ีอยูภ่ายในท่ีเกิดจากการตดั
ของรูปทั้งสองนั้นเป็นอยา่งไร 
1.2 วตัถุประสงค์ 

เพื่อหาขอบเขตบนและขอบเขตล่างของอตัราส่วนของดา้นภายในท่ีเกิดจากการตดักนัของรูป
ส่ีเหล่ียมคางหมูท่ีเท่ากนัทุกประการ 

1.3 ขอบเขตโครงงาน 
สนใจเฉพาะกรณีท่ีเกิดจากการเล่ือนขนานรูปหา้เหล่ียมท่ีเท่ากนัทุกประการเท่านั้น 

1.4 ขั้นตอนการด าเนินงาน 
1. ก าหนดหวัขอ้โครงงานท่ีจะศึกษาและก าหนดขอบเขตของโครงงาน 
2. ศึกษาและคน้ควา้ขอ้มูลงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัโครงงานจาก [1] และ [2] 
3. หาและพิสูจน์ขอบเขตบนและขอบเขตล่างของอตัราส่วนของดา้นภายในท่ีเกิดจากการตดักนั

ของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูท่ีเท่ากนัทุกประการ 
4. ตรวจสอบผลท่ีได ้สรุปผลและจดัท ารูปเล่มรายงาน 
5. น าเสนอผลงาน 

1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
1. ไดรู้้ถึงขอบเขตบนและขอบเขตล่างของอตัราส่วนของดา้นภายในท่ีเกิดจากการตดักนัของ

รูปส่ีเหล่ียมคางหมู 
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2. สามารถน าความรู้ในเร่ืองน้ีไปประยกุตใ์ชก้บัรูปเรขาคณิตรูปอ่ืน ๆเพื่อหาขอบเขตบนและ
ขอบเขตล่างของอตัราส่วนของดา้นภายในท่ีเกิดจากการตดักนัของรูปเรขาคณิตรูปอ่ืน ๆได ้

1.6 โครงสร้างของรายงาน 
รายงานฉบบัน้ีจะกล่าวถึงภาพรวมของการพฒันาโครงงานน้ีตามล าดบั 
บทท่ี 2 บทน้ีกล่าวถึงความรู้เบ้ืองตน้ท่ีส าคญั เพื่อใชอ้ธิบายโครงงานในส่วนต่าง ๆ  
บทท่ี 3 บทน้ีกล่าวถึงการหาแบบรูปทั้งหมดท่ีเป็นไปไดท่ี้เกิดจากการตดักนัของรูปส่ีเหล่ียมคางหมู                                           
บทท่ี 4 บทน้ีกล่าวถึงผลจากการด าเนินงาน 
บทท่ี 5 บทน้ีกล่าวถึงขอ้สรุปและขอ้เสนอแนะ 
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บทที่ 2 
ความรู้เบ้ืองต้น 

 
 บทน้ีเราจะกล่าวถึงความรู้เบ้ือตน้ท่ีส าคญัเพื่อใชอ้ธิบายโครงงานไดแ้ก่ บทนิยาม ทฤษฎี และ
สูตรการค านวณท่ีเก่ียวขอ้งกบัโครงงาน 
2.1 บทนิยามและทฤษฎทีี่เกีย่วข้อง 
บทนิยามที2่.1.1 ให ้𝐴 ⊆ ℝ และ 𝑓: 𝐴 → ℝ เป็นฟังกช์นั จะกล่าววา่ 
𝑓 เป็นฟังกช์นัเพิ่ม (increasing function) กต่็อเม่ือ ส าหรับทุก 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴  ถา้ 𝑥 < 𝑦 แลว้ 
𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦) 

ทฤษฎีบทที ่2.1.2ให ้𝑓: (𝑎, 𝑏) → ℝ เป็นฟังกช์นัซ่ึงมีนุพนัธ์ท่ีทุกจุดบน (𝑎, 𝑏)  

𝑓′(𝑥) ≥ 0 ทุก 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)กต่็อเม่ือ 𝑓 เป็นฟังกช์นัเพิม่ 

พิสูจน์ : สมมติวา่ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ทุก 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) 

ให ้𝑥, 𝑦 ∈ (𝑎, 𝑏) ซ่ึง 𝑥 ≤ 𝑦 

โดยทฤษฎีบทค่ามชัฌิม จะไดว้า่ มี 𝑐 ∈ (𝑥, 𝑦) ซ่ึง 𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥) = 𝑓′(𝑐)(𝑦 − 𝑥) 

เน่ืองจาก 𝑓′(𝑐) ≥ 0 และ 𝑦 − 𝑥 ≥ 0 

ดงันั้น 𝑓(𝑦) ≥ 𝑓(𝑥) นัน่คือ 𝑓 เป็นฟังกช์นัเพิ่ม 

ต่อไป สมมติวา่ 𝑓 เป็นฟังกช์นัเพิ่มและมีอนุพนัธ์ท่ีทุกจุดบน (𝑎, 𝑏)  

ให ้𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏)ส าหรับ 𝑥 ใด ๆในช่วง (𝑎, 𝑏) ซ่ึง 𝑥 ≠ 𝑐 จะไดว้า่ 

(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐))/(𝑥 − 𝑐) ≥ 0 จากการท่ี 𝑓 เป็นฟังกช์นัเพิ่ม 

ดงันั้น lim
𝑥→c

(
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑐)

𝑥−𝑐
) ≥ 0 

นัน่คือ 𝑓(𝑥) ≥ 0 ทุก 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) 
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บทนิยาม 2.1.3 ให ้𝐴 ⊆ ℝ 
เรียกจ านวนจริง 𝑢 วา่ขอบเขตบน (upper bound) ของเซต 𝐴 ถา้ 𝑢 ≥ 𝑎 ทุก 𝑎𝜖𝐴 และจะ 
กล่าววา่ A มีขอบเขตบน (bounded above) ถา้มีจ านวนจริง 𝑢 ท่ีเป็นขอบเขตบนของ 𝐴 
 
บทนิยาม 2.1.4 ให้ 𝐴 ⊆ ℝ จะเรียกขอบเขตบนตวัท่ีมีค่านอ้ยสุดของเซต 𝐴 ว่า ขอบเขตบนน้อยสุด 
(least upper bound) หรือ ซูพรีมัม(supremum) เขียนแทนดว้ย  sup 𝐴 นั่นคือ จ านวนจริง 𝑥 เป็น
ขอบเขตบนนอ้ยสุดของ 𝐴 ถา้ 
(i) 𝑥 เป็นขอบเขตบนของ 𝐴 และ 
(ii) ถา้ 𝑦 เป็นขอบเขตบนของ 𝐴 แลว้ 𝑥 ≤ 𝑦 

ทฤษฎีบทที2่.1.5 ให ้𝐴 ⊆ ℝ และ 𝑠 เป็นขอบเขตบนของ 𝐴 จะไดว้า่ s = sup 𝐴  
กต่็อเม่ือ ∀𝜀 > 0 ∃𝑎 ∈ 𝐴, 𝑠 − 𝜀 < 𝑎 
พิสูจน์: (→) ให ้s = sup 𝐴 และ 𝜀 > 0 
ดงันั้น 𝑠 − 𝜀 ไม่ใช่ขอบเขตบนของ 𝐴 
นัน่คือ จะมี 𝑎 ∈ 𝐴 ซ่ึง  𝑠 − 𝜀 < 𝑎 
(←) สมมติวา่ ∀𝜀 > 0 ∃𝑎 ∈ 𝐴, 𝑠 − 𝜀 < 𝑎 

ให ้𝑣 เป็นขอบเขตบนของ 𝐴 
จะแสดงวา่  𝑠 ≤ 𝑣 
สมมติวา่  𝑠 > 𝑣 
ดงันั้น   𝑠 − 𝑣 > 0  
จากสมมติฐาน จะไดว้า่ มี 𝑎 ∈ 𝐴 ซ่ึง 𝑠 − (𝑠 − 𝑣) < 𝑎 
นัน่คือ 𝑣 < 𝑎 ซ่ึงขดัแยง้กบัการท่ี 𝑣 เป็นขอบเขตบนของ 𝐴 

  



5 
 

บทที ่3 
ขั้นตอนการด าเนินงาน 

 

จากการศกึษารูปสี่เหลี่ยมคางหมพูบวา่มีสี่เหลี่ยมคางหมตูา่ง ๆ พบวา่สามารถจดักลุม่รูปสี่เหลี่ยมคางหมอูอกเป็น

สามแบบหลกั ๆ คือ  

 (i) สี่เหล่ียมคางหมท่ีูมีมมุฉาก 

 

 

 

 

 

 

 (ii) สี่เหล่ียมคางหมท่ีูมีมมุแหลมทัง้สองมมุอยู่บนด้านเดียวกนั 

 

 

 

 

 

 

(iii)สี่เหลี่ยมคางหมท่ีูมีมมุแหลมและมมุปา้นอยู่บนด้านเดียวกนั 

 

 

 

 

  

รูปท่ี 3.1 กรณีท่ีสี่เหล่ียมคางหมท่ีูมีมมุฉาก 

รูปท่ี 3.2 สี่เหลี่ยมคางหมท่ีูมีมมุแหลมทัง้สองมมุอยูบ่นด้านเดียวกนั 

รูปท่ี 3.3 สี่เหลี่ยมคางหมท่ีูมีมมุแหลมและมมุปา้นอยู่บนด้านเดียวกนั 
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ซ่ึงเม่ือพิจารณาการทบักนัของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูกรณี (i) ท่ีเท่ากนัทุกประการมาเล่ือนขนานใหท้บักนั

จะเกิดเป็นกรณีต่าง ๆไดด้งัน้ี  

3.1.1) กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากโดยดา้นประกอบมุมฉากทั้งสองดา้นมาจากรูป

เดียวกนั 

 

 

 

 

3.1.2) กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากโดยดา้นประกอบมุมฉากและดา้นตรงขา้มมุมฉากมา

จากรูปเดียวกนั 

 

 

 

 

3.1.3) กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากโดยท่ีฐานดา้นท่ีสั้นและดา้นท่ีไม่เป็นมุมฉากมา

จากรูปเดียวกนั 

 

 

 

 

รูปท่ี 3.1.1 กรณีท่ีเส้นตดักนัเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากโดยดา้นประกอบมุมฉากทั้งสองดา้นมาจากรูปเดียวกนั 

ฉาก 

รูปท่ี3.1.2 กรณีท่ีเส้นตดักนัเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากโดยดา้นประกอบมุมฉากและดา้นตรงขา้มมุมฉากมาจากรูปเดียวกนั 

ฉาก 

รูปท่ี3.1.3 กรณีท่ีเส้นตดักนัเป็นรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากโดยท่ีฐานดา้นท่ีสั้นและดา้นท่ีไม่เป็นมุมฉากมาจากรูปเดียวกนั 

ฉาก 
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3.1.4) กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากโดยท่ีฐานดา้นท่ียาวและดา้นท่ีไม่เป็นมุมฉากมา

จากรูปเดียวกนั 

 

 

 

 

 

 

3.1.5) กรณีท่ีเสน้ตดักนัเป็นรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากโดยมีดา้นสามดา้นมาจากรูปเดียวกนั 

 

 

 

 

 

 

 

  

รูปท่ี3.1.4 กรณีท่ีเส้นตดักนัเป็นรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากโดยท่ีฐานดา้นท่ียาวและดา้นท่ีไม่เป็นมุมฉากมาจากรูปเดียวกนั 

ฉาก 

รูปท่ี3.1.5 กรณีท่ีเส้นตดักนัเป็นรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากโดยมีดา้นสามดา้นมาจากรูปเดียวกนั 

ฉาก 
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และเม่ือพิจารณาการทบักนัของรูปสี่เหลี่ยมคางหมกูรณี (ii) ท่ีเทา่กนัทกุประการมาเลื่อนขนานให้ทบักนัจะเกิดเป็น

กรณีตา่ง ๆได้ดงันี ้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

รูปท่ี3.2.1 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 

รูปท่ี3.2.2 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 

รูปท่ี3.2.3 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 

รูปท่ี3.2.4 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 

รูปท่ี3.2.5การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 
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และเม่ือพิจารณาการทบักนัของรูปสี่เหลี่ยมคางหมกูรณี (iii) ท่ีเทา่กนัทกุประการมาเลื่อนขนานให้ทบักนัจะเกิดเป็น

กรณีตา่ง ๆได้ดงันี ้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี3.3.1 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 

รูปท่ี3.3.2 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 

รูปท่ี3.3.3 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 
รูปท่ี3.3.4 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 

รูปท่ี3.3.5 การตดักนักรณีต่าง ๆของส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 
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บทที ่4 
ผลการด าเนินงาน 

 
ส าหรับกรณีท่ีสี่เหลี่ยมคางหมท่ีูมีมมุฉาก 

 

 

 

 

 

 

 

จะไดว้า่ 0° < α < 90° 

𝑏 = 𝑑sinα และ 𝑎 = 𝑐 + 𝑑𝑐𝑜sα 

 

  

รูปภาพท่ี 4.1 รูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉาก 
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พิจารณากรณีท่ี 3.1.1 

 

 

เน่ืองจาก 𝑥 = 𝑧(cosα) และ 𝑦 = 𝑧(sinα) 

จะไดว้า่อตัราส่วนของความยาวดา้น คือ  
𝑥+𝑦

𝑧
  =

𝑧(cosα)+𝑧(sinα)

𝑧
 

      = 𝑐𝑜𝑠α + sinα 

เพราะฉะนั้นเราจะใชอ้ตัราส่วนของความยาวดา้นเป็น 𝑐𝑜𝑠α + sinα ในการเปรียบเทียบกบักรณี

อ่ืน ๆ 

 

 

 

 

  

รูปท่ี 4.1.1 กรณีท่ีเส้นตดักนัเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากโดยดา้นประกอบมุมฉากทั้งสองดา้นมาจากรูปเดียวกนั 

ฉาก 



12 
 

พิจารณากรณีท่ี 3.1.2 

 

 

 

เน่ืองจาก 𝑥 = 𝑧(cosα) และ 𝑦 = 𝑧(sinα) 

จะไดว้า่อตัราส่วนของความยาวดา้น คือ  
𝑥+𝑧

𝑦
  =  

𝑧(cosα)+𝑧

𝑧(sinα)
 

      =  
cosα+1

sinα
 

เพราะฉะนั้นเราจะใชอ้ตัราส่วนของความยาวดา้นเป็น 
cosα+1

sinα
 ในการเปรียบเทียบกบักรณีอ่ืน ๆ 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี4.1.2 กรณีท่ีเส้นตดักนัเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากโดยดา้นประกอบมุมฉากและดา้นตรงขา้มมุมฉากมาจากรูปเดียวกนั 

ฉาก 
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พิจารณากรณีท่ี 3.1.3 

เราจะพิจารณาเม่ือให ้𝑦, α เป็นค่าคงท่ี 

และ 0 < 𝑥 < 𝑐 เพื่อหาวา่ 𝑥 เท่าไรท่ีท าใหอ้ตัราส่วนน้ีเกิดค่าสูงสุด 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี4.2.1 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการโดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

ฉาก 

รูปท่ี4.2.2 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการโดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

ฉาก 

รูปท่ี4.2.3 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการโดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

ฉาก 
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จะไดว้า่  𝑛 = 𝑦sinα และ 𝑚 = 𝑥 + 𝑦𝑐𝑜sα 

และ 0° < α < 90° 

 

พิจารณาอตัราส่วน 
m+n

x+y
=

x+ycosα+ysinα

x+y
  เม่ือ y, α เป็นค่าคงท่ี 

พิจารณา  
d

dx
(

x+ycosα+ysinα

x+y
) = 

(𝑥+𝑦)−(𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)

(𝑥+𝑦)2  

      = 
𝑦(1−𝑐𝑜𝑠𝛼−𝑠𝑖𝑛𝛼)

(𝑥+𝑦)2  

จะเห็นไดว้า่ไม่มีจุดวกิฤต จุดไม่สามารถหาจุดท่ีท าใหเ้กิดค่าสูงสุดได ้

พิจารณาวา่  
𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑥+𝑦
  เป็นฟังกช์นัเพิม่หรือไม่ 

โดย ทฤษฎีบทที่ 2.1.2 จะไดว้า่วา่ 

 
𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑥+𝑦
  จะเป็นฟังกช์นัเพิ่มเม่ือ 

𝑦(1−𝑐𝑜𝑠𝛼−𝑠𝑖𝑛𝛼)

(𝑥+𝑦)2 ≥ 0  และ  

 
𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑥+𝑦
  จะเป็นฟังกช์นัลดเม่ือ 

𝑦(1−𝑐𝑜𝑠𝛼−𝑠𝑖𝑛𝛼)

(𝑥+𝑦)2 ≤ 0  

เน่ืองจาก y > 0 และ (x + y)2 ≥ 0 

 

รูปท่ี4.2.4 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการโดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

ฉาก 
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และ (1 − 𝑐𝑜𝑠𝛼 − 𝑠𝑖𝑛𝛼) =  −(𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑠𝑖𝑛𝛼 − 1) 

และ 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑠𝑖𝑛𝛼 − 1 = √2 (𝑠𝑖𝑛𝛼
1

√2
+ 𝑐𝑜𝑠𝛼

1

√2
) − 1 

     = √2(𝑠𝑖𝑛 (𝛼 + 45°)) − 1 

เน่ืองจาก 0° < α < 90° ดงันั้น 45° < α + 45° < 135° 

sin45° =
1

√2
 และ sin135° =

1

√2
 

 

 

 

จากกราฟจะเห็นวา่√2(sin (α + 45°)) > 1  ส าหรับทุก 0° < α < 90° 

∴ √2(sin (α + 45°)) − 1 > 0   ส าหรับทุก 0° < α < 90° 

∴ 1 − cosα − sinα < 0    ส าหรับทุก 0° < α < 90° 

∴
𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑥+𝑦
  เป็นฟังกช์นัลด 

∴
𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑥+𝑦
  จะมีค่ามากท่ีสุดเม่ือ x = 0 

  

รูปภาพท่ี 4.3 ค่าของ sin45°ถึง sin135° 
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จะไดรู้ปดงัน้ี 

 

 

 

 

 

จะไดว้า่อตัราส่วนของความยาวดา้น คือ  
𝑚+𝑛

𝑦
  =

𝑦(cosα)+𝑦(sinα)

𝑦
 

      = 𝑐𝑜𝑠α + sinα 

ซ่ึงเหมือนกบักรณีท่ี 3.1.1 

 

 

  

รูปภาพท่ี 4.3.1 ภาพกรณีท่ีเกิดอตัราส่วนท่ีมีค่ามากท่ีสุดของกรณีท่ี 3.1.3 
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พิจารณากรณีท่ี 3.1.4 

เราจะพิจารณาเม่ือให ้𝑦, α เป็นค่าคงท่ี 

 และ 0 < 𝑥 < 𝑐 เพื่อหาวา่ 𝑥 เท่าไรท่ีท าใหอ้ตัราส่วนน้ีเกิดค่าสูงสุด 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี4.4.1 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการโดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

ฉาก 

รูปท่ี4.4.2 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการโดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

ฉาก 

รูปท่ี4.4.3 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการโดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

ฉาก 
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จะไดว้า่  𝑛 = 𝑦sinα และ 𝑚 = 𝑥 + 𝑦𝑐𝑜sα 

และ 0° < α < 90° 

 

พิจารณาอตัราส่วน 
𝑚+𝑦

𝑛+𝑥
=

𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦

𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼
   เม่ือ y, α เป็นค่าคงท่ี 

พิจารณา  
d

dx
(

𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦

𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼
) = 

(𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)−(𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦)

(𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)2  

     = 
𝑦(𝑠𝑖𝑛𝛼−𝑐𝑜𝑠𝛼−1)

(𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)2  

จะเห็นไดว้า่ไม่มีจุดวกิฤต จุดไม่สามารถหาจุดท่ีท าใหเ้กิดค่าสูงสุดได ้

พิจารณาวา่ 
𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦

𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼
  เป็นฟังกช์นัเพิม่หรือไม่ 

โดย ทฤษฎีบทที่ 2.1.2 จะไดว้า่วา่ 

 
𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦

𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼
  จะเป็นฟังกช์นัเพิ่มเม่ือ 

𝑦(𝑠𝑖𝑛𝛼−𝑐𝑜𝑠𝛼−1)

(𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)2 ≥ 0  และ  

 
𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦

𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼
  จะเป็นฟังกช์นัลดเม่ือ 

𝑦(𝑠𝑖𝑛𝛼−𝑐𝑜𝑠𝛼−1)

(𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)2 ≤ 0  

เน่ืองจาก y > 0 และ (𝑥 + 𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼)2 ≥ 0 

และเน่ืองจาก 𝑠𝑖𝑛𝛼 − 1 < 0 และ 𝑐𝑜𝑠𝛼 > 0  ส าหรับทุก 0° < α < 90° 

รูปท่ี4.4.4 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการโดยก าหนดดา้น y และมุม α คงท่ี 

ฉาก 
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ดงันั้น 𝑠𝑖𝑛𝛼 − 𝑐𝑜𝑠𝛼 − 1 < 0   ส าหรับทุก 0° < α < 90° 

∴
𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦

𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼
  จะเป็นฟังกช์นัลด 

∴
x+ycosα+ysinα

x+y
  จะมีค่ามากท่ีสุดเม่ือ x = 0 

จะไดรู้ปดงัน้ี 

 

 

 

 

 

จะไดว้า่อตัราส่วนของความยาวดา้น คือ  
𝑦+𝑚

𝑛
  =  

𝑦(𝑐𝑜𝑠𝛼)+𝑦

𝑦(𝑠𝑖𝑛𝛼)
 

      =  
𝑐𝑜𝑠𝛼+1

𝑠𝑖𝑛𝛼
 

ซ่ึงเหมือนกบักรณีท่ี 3.1.2 

 

 

 

 

 

 

รูปภาพท่ี 4.5 ภาพกรณีท่ีเกิดอตัราส่วนท่ีมีค่ามากท่ีสุดของกรณีท่ี 3.1.4 
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พิจารณากรณีท่ี 3.1.5 

เราจะพิจารณาเม่ือให ้𝑐, α เป็นค่าคงท่ี 

 และ 0 < 𝑦 < 𝑑 เพื่อหาวา่ 𝑦 เท่าไรท่ีท าใหอ้ตัราส่วนน้ีเกิดค่าสูงสุด 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปท่ี4.6.1 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการโดยก าหนดดา้น C และมุม α คงท่ี 

ฉาก 

รูปท่ี4.6.2 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการโดยก าหนดดา้น C และมุม α คงท่ี 

ฉาก 
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พิจารณาอตัราส่วน 
𝑚+𝑦

𝑛+𝑥
=

𝑥+𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑦

𝑥+𝑦𝑠𝑖𝑛𝛼
   เม่ือ y, α เป็นค่าคงท่ี 

พิจารณา 
d

dy
(

y+c+ ysinα

ycosα+c
) = 

(ycosα+c)(1+sinα)−(y+c+ ysinα)(cosα)

(ycosα+c)2  

   =
ycosα+ycosαsinα+c+csinα−ycosα−ccosα−ycosαsinα

(ycosα+c)2  

   = 
c(1+sinα−cosα)

(ycosα+c)2  

จะเห็นไดว้า่ไม่มีจุดวกิฤต จุดไม่สามารถหาจุดท่ีท าใหเ้กิดค่าสูงสุดได ้

พิจารณาวา่ 
y+c+ ysinα

ycosα+c
 เป็น ฟังกช์นัเพิม่หรือไม่ 

โดย ทฤษฎีบทที่ 2.1.2 จะไดว้า่ 
y+c+ ysinα

ycosα+c
 จะเป็นฟังกช์นัเพิ่มเม่ือ 

c(1+sinα−cosα)

(ycosα+c)2 ≥ 0  

และ 
y+c+ ysinα

ycosα+c
 จะเป็นฟังกช์นัลดเม่ือ 

c(1+sinα−cosα)

(ycosα+c)2 ≤ 0 

เน่ืองจาก c > 0 และ (ycosα + c)2 ≥ 0 

และเน่ืองจาก 0 < 𝑠𝑖𝑛𝛼, 𝑐𝑜𝑠𝛼 < 1 ส าหรับทุก 0° < α < 90° 

รูปท่ี4.6.2 รูปแสดงการเล่ือนขนานของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูมุมฉากท่ีเท่ากนัทุกประการโดยก าหนดดา้น C และมุม α คงท่ี 

ฉาก 
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ดงันั้น 1 − cosα > 0   ส าหรับทุก 0° < α < 90° 

และ 1 + sinα − cosα > 0  ส าหรับทุก 0° < α < 90° 

∴
y+c+ ysinα

ycosα+c
 เป็น ฟังกช์นัเพิ่ม 

∴
y+c+ ysinα

ycosα+c
 จะมีค่ามากท่ีสุดเม่ือ y = d 

เพราะฉะนั้นเราจะใชอ้ตัราส่วนของความยาวดา้นเป็น 
y+c+ ysinα

ycosα+c
  ในการเปรียบเทียบกบักรณีอ่ืน ๆ 
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บทที ่5 
ข้อสรุปและข้อเสนอแนะ 

 

เม่ือพิจารณาค่าของ 𝑐𝑜𝑠α + sinα , 
cosα+1

sinα
 , 

d+c+ dsinα

dcosα+c
 ท่ี 0° < α < 90° 

พิจารณาระหวา่ง 𝑐𝑜𝑠α + sinα  และ  
cosα+1

sinα
 

เน่ืองจาก  
cosα+1

sinα
  =

cosα+1

sinα
 

=
2cos2(

α
2

)

2sin(
α
2

)𝑐𝑜𝑠(
α
2

)
 

 = 𝑐𝑜𝑡(
α

2
) 

และ 𝑐𝑜𝑠α + sinα   = √2(sin (α + 45°)) 

 

พิจารณาเม่ือ 0° < α < 90° 

พิจารณาค่าของ 
cosα+1

sinα
− (𝑐𝑜𝑠α + sinα)  = 𝑐𝑜𝑡 (

α

2
) − √2(sin(α + 45°)) 

  = 𝑐𝑠𝑐 (
α

2
) (𝑠𝑖𝑛 (

α

2
) − 𝑐𝑜𝑠 (

α

2
)) 2(𝑠𝑖𝑛 (

α

2
) + 𝑐𝑜𝑠 (

α

2
)) 

และเน่ืองจาก 𝑐𝑠𝑐 (
α

2
) , (𝑠𝑖𝑛 (

α

2
) − 𝑐𝑜𝑠 (

α

2
)) 2, (𝑠𝑖𝑛 (

α

2
) + 𝑐𝑜𝑠 (

α

2
)) > 0 

เพราะฉะนั้น 𝑐𝑠𝑐 (
α

2
) (𝑠𝑖𝑛 (

α

2
) − 𝑐𝑜𝑠 (

α

2
)) 2 (𝑠𝑖𝑛 (

α

2
) + 𝑐𝑜𝑠 (

α

2
)) > 0 

ท าให้
cosα+1

sinα
> 𝑐𝑜𝑠α + sinα ส าหรับทุก 0° < α < 90° 
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หรือเม่ือพิจารณากราฟของ 
cosα+1

sinα
− (𝑐𝑜𝑠α + sinα)  

 

 

 

 

 

 

 

จะเห็นวา่กราฟมีค่ามากกวา่ 0   ส าหรับทุก  0° < α < 90° 

ท าให ้
cosα+1

sinα
> 𝑐𝑜𝑠α + sinα  ส าหรับทุก  0° < α < 90° 

 

 

ท าใหไ้ดว้า่หาก  
cosα+1

sinα
> 

d+c+ dsinα

dcosα+c
 

จะไดว้า่ 
cosα+1

sinα
 เป็นอตัราส่วนท่ีท าใหเ้กิดค่าสูงสุด 

และหาก 
cosα+1

sinα
< 

d+c+ dsinα

dcosα+c
 

จะไดว้า่ 
d+c+ dsinα

dcosα+c
 เป็นอตัราส่วนท่ีท าใหเ้กิดค่าสูงสุด 

 

 

รูปภาพท่ี 5.1 แสดงกราฟของ 
cosα+1

sinα
− (𝑐𝑜𝑠α + sinα)  เม่ือ 0° < α < 90° 
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กรณี (1) พิจารณาเม่ือ c → 0 , 𝑑 เป็นค่าคงท่ีจะท าใหไ้ดว้า่ 

d+c+ dsinα

dcosα+c
→

d+ dsinα

dcosα
 =

sinα+1

cosα
 

นัน่คือเราจะพจิารณาเปรียบเทียบระหวา่ง 
sinα+1

cosα
 และ

cosα+1

sinα
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปภาพท่ี 5.2 แสดงกราฟของ 
sinα+1

cosα
 เม่ือ 0° < α < 90° 

รูปภาพท่ี 5.3 แสดงกราฟของ 
cosα+1

sinα
 เม่ือ 0° < α < 90° 
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จากกราฟจะเห็นวา่ 

 
sinα+1

cosα
 เป็นฟังกช์นัเพิ่มเม่ือ 0° < α < 90° และ 

cosα+1

sinα
 เป็นฟังกช์นัลด เม่ือ 0° < α < 90° 

และเน่ืองจาก sinα = 𝑐𝑜sα     เม่ือ α = 45°  

ดงันั้นจะไดว้า่   
sinα+1

cosα
=

cosα+1

sinα
  

และ 
sinα+1

cosα
<

cosα+1

sinα
 เม่ือ α > 45° 

และ 
sinα+1

cosα
>

cosα+1

sinα
 เม่ือ α > 45° 

 

กรณี (2) พิจารณาเม่ือ 𝑑 → 0 , 𝑐 เป็นค่าคงท่ีจะท าใหไ้ดว้า่ 

d+c+ dsinα

dcosα+c
→

 c

c
 = 1 

นัน่คือเราจะพจิารณาเปรียบเทียบระหวา่ง 1 และ
cosα+1

sinα
 

จากกราฟในรูปภาพท่ี5.3ท าใหไ้ดว้า่ 
cosα+1

sinα
> 1ทุกเม่ือ 0° < α < 90° 

 

กรณี (3) พิจารณาเม่ือ 𝑑 → ∞, 𝑐 เป็นค่าคงท่ี 

𝑑+𝑐+ 𝑑sinα

𝑑cosα+𝑐
→

𝑑+ 𝑑sinα

𝑑cosα
 =

sinα+1

cosα
 

นัน่คือเราจะพจิารณาเปรียบเทียบระหวา่ง 
sinα+1

cosα
 และ

cosα+1

sinα
 

จะท าใหไ้ดผ้ลลพัธ์เหมือนกรณี (1) 
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กรณี (4) พิจารณาเม่ือ 𝑐 → ∞, 𝑑 เป็นค่าคงท่ี 

จะท าใหไ้ดว้า่ 

𝑑+𝑐+ 𝑑sinα

𝑑cosα+𝑐
→

 𝑐

𝑐
 = 1 

นัน่คือเราจะพจิารณาเปรียบเทียบระหวา่ง 1 และ
cosα+1

sinα
 

จะท าใหไ้ดผ้ลลพัธ์เหมือนกรณี (2) 

 

กรณีอ่ืน ๆจะข้ึนอยูก่บัอตัราส่วนของ 𝑐 และ 𝑑  

อตัราส่วนต่างกนัจะท าใหไ้ดผ้ลสรุปท่ีต่างกนัออกไป 

เช่น หาก 𝑐: 𝑑 = 2: 1 

จะไดว้า่ 𝑐 = 2𝑑 

จะท าให ้
𝑑+𝑐+ 𝑑sinα

𝑑cosα+𝑐
=

𝑑+2𝑑+ 𝑑sinα

𝑑cosα+2𝑑
 

 =
𝑑( sinα + 3)

𝑑(cosα + 2)
 

 =
( sinα + 3)

(cosα + 2)
 

เม่ือพิจารณา 
( sinα+3)

(cosα+2)
เทียบกบั

cosα+1

sinα
 จะไดว้า่ 
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ท าใหไ้ดว้า่ 
𝑑+𝑐+ 𝑑sinα

𝑑cosα+𝑐
<

cosα+1

sinα
 เม่ือ α < 64.0315° 

       และ 
𝑑+𝑐+ 𝑑sinα

𝑑cosα+c
>

cosα+1

sinα
 เม่ือ α > 64.0315° 

 

 

  

รูปภาพท่ี 5.4 แสดงการเปรียบเทียบระหวา่ง 
( sinα+3)

(cosα+2)
กบั

cosα+1

sinα
 เม่ือ 0° < α < 90° 
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หาก 𝑐: 𝑑 = 1: 2 

จะไดว้า่ 𝑑 = 2𝑐 

จะท าให ้
𝑑+𝑐+ 𝑑sinα

𝑑cosα+𝑐
=

2𝑐+𝑐+2𝑐sinα

2𝑐(cosα)+𝑐
 

                        =
𝑐( 2sinα+3)

𝑐(2cosα+1)
 

                             =
 2sinα+3

2cosα+1
 

เม่ือพิจารณา
 2sinα+3

2cosα+1
 เทียบกบั

cosα+1

sinα
 จะไดว้า่ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ท าใหไ้ดว้า่ 
𝑑+𝑐+ 𝑑sinα

𝑑cosα+𝑐
<

cosα+1

sinα
 เม่ือ α < 51.9937° 

    และ 
𝑑+𝑐+ 𝑑sinα

𝑑cosα+c
>

cosα+1

sinα
 เม่ือ α > 51.9937°  

รูปภาพท่ี 5.5 แสดงการเปรียบเทียบระหวา่ง (2 sinα+3)

(2cosα+1)
กบั

cosα+1

sinα
 เม่ือ 0° < α < 90° 
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เอกสารอา้งอิง 

 

[1] Fickett, J.W.  Overlapping congruent convex bodies.  The American Mathematical Monthly 87 
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[2] Nielsen, C. and Powers, C. Intersecting equilateral triangles.  Forum Geometricorum 13 (2013): 

219-225.  
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ภาคผนวก ก 
แบบเสนอหัวข้อโครงงาน 
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ภาคผนวก ก 
แบบเสนอหัวข้อโครงงาน รายวชิา 2301399 Project Proposal 

ปีการศึกษา 2561 
ช่ือโครงงาน (ภาษาไทย) ปัญหาการตดักนัของรูปส่ีเหล่ียมคางหมู 

ช่ือโครงงาน (ภาษาองักฤษ) Intersection of trapezoid 

อาจารยท่ี์ปรึกษา อ.ดร.กีรติ ศรีอมร 

ผูด้  าเนินการ 1. นายพงศกร เกสรินทร์  5833533823 

สาขาวิชา คณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์  

คณะวิทยาศาสตร์  

จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั 

_________________________________________________________________________ 

 

หลกัการและเหตุผล 
ในปี ค.ศ. 1980, J.W. Fickett ไดเ้สนอการคาดคะเนเก่ียวกบัขอบเขตของอตัราส่วนของดา้นท่ี

อยูภ่ายในของรูปส่ีเหล่ียมผืนผา้ท่ีเท่ากนัทุกประการท่ีตดักนัสองรูปว่าจะมีขอบเขตท่ีเป็นไปไดต้ั้งแต่ 
1

3
 

ถึง 3 และในปี 2013 C.Nielsen and C. Powers ไดแ้สดงใน [2] ใหเ้ห็นว่าส าหรับขอบเขตของอตัราส่วน
ของด้านท่ีอยู่ภายในท่ีเกิดจากการตดักันของรูปสามเหล่ียมด้านเท่าท่ีเท่ากันทุกประการสองรูปจะ

เป็นไปไดต้ั้งแต่ 
1

2
 ถึง 2 เม่ือไดล้องศึกษาปัญหาดงักล่าวกระผมจึงสงสัยว่าหากน ารูปส่ีเหล่ียมคางหมูท่ี

เท่ากนัทุกประการมาเล่ือนขนานให้ซ้อนทบักนัจะมีขอบเขตของอตัราส่วนของดา้นท่ีอยู่ภายในท่ีเกิด
จากการตดัของรูปทั้งสองนั้นเป็นอยา่งไร 
วตัถุประสงค์ 

เพื่อหาขอบเขตบนและขอบเขตล่างของอตัราส่วนของดา้นภายในท่ีเกิดจากการตดักนัของรูป
ส่ีเหล่ียมคางหมูท่ีเท่ากนัทุกประการ 
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ขอบเขตของโครงงาน 
สนใจเฉพาะกรณีท่ีเกิดจากการเล่ือนขนานรูปหา้เหล่ียมท่ีเท่ากนัทุกประการเท่านั้น 
 

วธีิการด าเนินงาน 
ก.แผนการศึกษา  
1. ก าหนดหวัขอ้โครงงานท่ีจะศึกษาและก าหนดขอบเขตของโครงงาน 
2. ศึกษาและคน้ควา้ขอ้มูลงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัโครงงานจาก [1] และ [2] 
3. หาและพิสูจน์ขอบเขตบนและขอบเขตล่างของอตัราส่วนของดา้นภายในท่ีเกิดจากการตดั

กนัของรูปส่ีเหล่ียมคางหมูท่ีเท่ากนัทุกประการ 
4. ตรวจสอบผลท่ีได ้สรุปผลและจดัท ารูปเล่มรายงาน 
5. น าเสนอผลงาน 
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ข.ระยะเวลาการศึกษา 

ขั้นตอนการด าเนินงาน 
ปี 2561 ปี 2562 

ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 
ก าหนดหัวขอ้โครงงานท่ีจะศึกษา
และก าหนดขอบเขตของโครงงาน 

         

ศึกษาและค้นควา้ข้อมูลงานวิจัยท่ี
เก่ียวขอ้งกับโครงงานจาก [1] และ 
[2] 

         

หาและพิ สูจน์ขอบ เขตบนและ
ขอบเขตล่างของอตัราส่วนของดา้น
ภายในท่ีเกิดจากการตดักันของรูป
ส่ีเหล่ียมคางหมูท่ีเท่ากนัทุกประการ 

         

ตรวจสอบผลท่ีได ้สรุปผลและจดัท า
รูปเล่มรายงาน 

         

น าเสนอผลงาน          
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ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
ประโยชน์ต่อตวันิสิตท่ีท าโครงงาน 
1. ไดรั้บความรู้เร่ืองขอบเขตบนและขอบเขตล่างของอตัราส่วนของดา้นภายในท่ีเกิดจากการ

ตดักนัของรูปส่ีเหล่ียมผนืผา้และสามเหล่ียมดา้นเท่า 
2. ไดรู้้ถึงขอบเขตบนและขอบเขตล่างของอตัราส่วนของดา้นภายในท่ีเกิดจากการตดักนัของ

รูปส่ีเหล่ียมคางหมู 
 
ประโยชน์ต่อผูท่ี้มาศึกษาโครงงาน 
3. ไดรู้้ถึงขอบเขตบนและขอบเขตล่างของอตัราส่วนของดา้นภายในท่ีเกิดจากการตดักนัของ

รูปส่ีเหล่ียมคางหมู 
4. สามารถน าความรู้ในเร่ืองน้ีไปประยกุตใ์ชก้บัรูปเรขาคณิตรูปอ่ืน ๆเพื่อหาขอบเขตบนและ

ขอบเขตล่างของอตัราส่วนของดา้นภายในท่ีเกิดจากการตดักนัของรูปเรขาคณิตรูปอ่ืน ๆได ้
 

 
 
อุปกรณ์และเคร่ืองมือทีใ่ช้ 

วสัดุอุปกรณ์ 
1. กระดาษ A4 
2. เคร่ืองเขียน 
3. External Hard Disk 

ฮาร์ดแวร์ 
1. เคร่ืองพิมพ ์
2. เคร่ืองคอมพิวเตอร์ 

ซอฟตแ์วร์ 
1. โปรแกรม Microsoft Word 
2. โปรแกรม Wolfram Mathematica  
3. โปรแกรม Adobe PDF 
4. โปรแกรม Microsoft Power Point 
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งบประมาณ 
วสัดุ-อุปกรณ์ ราคา (บาท) 

1. กระดาษ A4 300 
2. External Harddisk 2500 
3. เคร่ืองเขียน 200 

 

เอกสารอา้งอิง 

[1] Fickett, J.W.  Overlapping congruent convex bodies.  The American Mathematical Monthly 87 

(December 1980): 814-815. 

[2] Nielsen, C. and Powers, C. Intersecting equilateral triangles.  Forum Geometricorum 13 (2013): 

219-225.  
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ภาคผนวก ข 

ตัวอย่างโปรแกรม GSP v.5.06 
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รูปท่ี 6.1 ตวัอยา่งการใชโ้ปรแกรม GSP ในการเล่ือนขนานส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 

รูปท่ี 6.2 ตวัอยา่งการใชโ้ปรแกรม GSP ในการเล่ือนขนานส่ีเหล่ียมคางหมู 

ฉาก 
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ภาคผนวก ค 

ตัวอย่างโปรแกรม Wolfram Mathematica10.4 
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รูปท่ี 6.3 ตวัอยา่งการใชโ้ปรแกรม Mathematica ในการปรับค่าตวัแปรเพื่อสงัเกตค่าของอตัราส่วนของดา้นท่ีตดักนั 

รูปท่ี 6.4 ตวัอยา่งการใชโ้ปรแกรม Mathematica ในการเปรียบเทียบอตัราส่วนของความยาวดา้นท่ีตดักนั 



41 
 

ประวตัผู้ิเขยีน 

  นายพงศกร  เกสรินทร์ รหสัประจ าตวันิสิต 5833533823 

  ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 

  สาขาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ 

  จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลยั 
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