
     	
โครงการ 

การเรียนการสอนเพื่อเสริมประสบการณ7	
	

	
	
ชื่อโครงการ การปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรCองบางขนาด 

 Tiling on some Deficient Rectangular Boards by L-Trominoes 

 

ชื่อนิสิต นางสาวณัฏฐณิชา สงวนพันธ7 583 35149 23 

 

ภาควิชา คณิตศาสตร7และวิทยาการคอมพิวเตอร7 

 สาขาวิชา คณิตศาสตร7  

ปjการศึกษา 2561 

 

	
	
	

	
	
	
	

คณะวิทยาศาสตร7   จุฬาลงกรณ7มหาวิทยาลัย 
	

บทคดัยอ่และแฟ้มข้อมลูฉบบัเตม็ของโครงงานทางวิชาการท่ีให้บริการในคลงัปัญญาจฬุาฯ (CUIR) 

 เป็นแฟ้มข้อมลูของนิสติเจ้าของโครงงานทางวิชาการท่ีสง่ผา่นทางคณะท่ีสงักดั  

The abstract and full text of senior projects  in Chulalongkorn University Intellectual Repository(CUIR) 

are the senior project authors' files submitted through the faculty. 



การปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพร่องบางขนาด 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
นางสาวณัฏฐณิชา สงวนพันธ์ 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

โครงงานน้ีเป็นส่วนหน่ึงของการศึกษาตามหลักสูตรวิทยาศาสตรบัณฑิต 
สาขาวิชาคณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 

คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
ปีการศึกษา 2561 

ลิขสิทธ์ิของจุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 
 



 

 
Tiling on some Deficient Rectangular Boards by L-Trominoes 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

Miss Nattanicha Sanguanpan 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

A Project Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements 
for the Degree of Bachelor of Science Program in Mathematics 

Department of Mathematics and Computer Science 
Faculty of Science 

Chulalongkorn University 
Academic Year 2018 

Copyright of Chulalongkorn University 
 









 ฉ 

กิตติกรรมประกาศ 
 

 โครงงานนี้สำเร็จลุล่วงเพราะได้รับการอนุเคราะห์อย่างเต็มที่จากบุคคลเหล่านี้ ขอขอบคุณ
ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร.รตินันท์ บุญเคลือบ อาจารย์ที่ปรึกษาโครงงานที่ได้ให้ความรู้ คำแนะนำ ความ
ดูแลเอาใจใส่เป็นอย่างดี ตลอดจนแก้ไขข้อบกพร่องต่าง ๆ มาโดยตลอดระยะเวลาการทำโครงงานจน
ทำให้โครงงานเล่มนี้เสร็จสมบูรณ์ ขอขอบคุณรองศาสตราจารย์ ดร.วิชาญ ลิ่วกีรติยุตกุล และอาจารย์ 
ดร.อธิปัตย์ ธำรงธัญลักษณ์ อาจารย์กรรมการคุมสอบคร้ังน้ี ท่ีได้ให้ข้อเสนอแนะและการตรวจทาน ทำ
ให้โครงงานมีความถูกต้องมากยิ่งขึ้น ขอขอบคุณภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์
สำหรับงบประมาณในการทำโครงงาน ท้ายนี้ข้าพเจ้าขอขอบคุณเพื่อน ๆ และครอบครัวที่เป็นกำลังใจ
ให้โครงงานเล่มน้ีผ่านลุล่วงไปได้ด้วยดี 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

สารบัญ 
 

หน@า 

บทคัดยHอภาษาไทย ............................................................................................................................... ง 

บทคัดยHอภาษาอังกฤษ  ........................................................................................................................ จ 

กิตติกรรมประกาศ ............................................................................................................................... ฉ 

สารบัญ ................................................................................................................................................. ช 

สารบัญภาพ ......................................................................................................................................... ฌ 

บทท่ี 1 บทนำและความรู@ท่ัวไป ............................................................................................................ 1 

บทท่ี 2 การปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากขนาด # × ! บางขนาด………….4 
บทท่ี 3 บทสรุปและข@อเสนอแนะ ....................................................................................................... 11 

เอกสารอ@างอิง .................................................................................................................................... 12 

ภาคผนวก แบบเสนอหัวข@อโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal ปsการศึกษา 2561 ..... 13 

ประวัติผู@เขียน ..................................................................................................................................... 17 

 

 
 
 
 
 

 

  



 

สารบัญภาพ 

หน@า 

ภาพท่ี 1.1   กระเบ้ืองแอล-โทรมิโน ...................................................................................................... 1 

ภาพท่ี 1.2  กระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 7 × 10 ............................................................... 1 

ภาพท่ี 1.3   ตัวอยHางการปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHอง                         

               ขนาด 7 × 10 ท่ีมีรูอยูHท่ีตำแหนHง (3,4).………………………………………………….…….…………2 

ภาพท่ี 2.1  การปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 4 × 7  

               เม่ือกำหนดให@รูอยูHท่ีตำแหนHง (,, -) เม่ือ , ∈ {1,2,3,4} และ - ∈ {1,2,3}….…………….……4 

ภาพท่ี 2.2  การปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 4 × 7  

               เม่ือกำหนดให@รูอยูHท่ีตำแหนHง (,, -) เม่ือ , ∈ {1,2,3,4} และ - ∈ {4,5,6,7}……………..…...4 

ภาพท่ี 2.3  การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 2456 × (2456 + 3) ออกเป|นส่ีสHวน..…..5 

ภาพท่ี 2.4  การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 28 × (28 + 3(9 + 1))   

               เม่ือรูของกระดานอยูHในคอลัมน}ท่ี , เม่ือ 1 ≤ , ≤ 4 + 39)……………………………………..….6 

ภาพท่ี 2.5  การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 2456 × (2456 + 3;)  

               เม่ือ ; เป|นจำนวนเต็มคูH ออกเป|นส่ีสHวน…………………………………..……………………………….7  

ภาพท่ี 2.6  การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 2456 × (2456 + 3;)  

               เม่ือ ; เป|นจำนวนเต็มค่ี ออกเป|นส่ีสHวน…………………………………..……………………………….8 

ภาพท่ี 2.7  การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 7 × 10 ออกเป|นสามสHวน  

               โดยมีรูอยูHในกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 4 × 7 ……..……………….……………….9 

ภาพท่ี 2.8  การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 7 × (4 + 6(< + 1))  

               ออกเป|นสามสHวน………………………………………………………………………………………………..10 

 

 

 

 

 

  

 
 



 

บทท่ี 1 

บทนำและความรู7พ้ืนฐาน 

  

  

 

ภาพ 1.1 กระเบ้ืองแอล-โทรมิโน 

กระเบื้องแอล-โทรมิโน (L-tromino) คือ กระเบื้องรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด 1 × 1 ที่ตHอกัน 3 

ชิ้นเป|นรูปตัวแอลโดยที่กระเบื้องแตHละแผHนจะต@องมีอยHางน@อย 1 ด@านที่ติดกับกระเบื้องอีกแผHนอยHาง

แนบสนิท ดังภาพ 1.1 ซึ่งในการนำกระเบื้องดังกลHาวลงไปปูจะสามารถพลิกกระเบื้องแอล-โทรมิโนไป

ในทิศทางใดก็ได@ 

 

          

          

          

          

          

          

          

 

 ภาพ 1.2 กระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 7 × 10 

 

กระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด # × ! (Deficient board) คือ กระดานรูปสี่เหลี่ยม

มุมฉากขนาด # × ! ที่มีรูขนาด 1 × 1 จำนวน 1 รูอยูHตำแหนHงใด ๆ ก็ได@บนกระดาน โดยการระบุ

ตำแหนHงของรูบนกระดานจะใช@ระบบเดียวกันกับการระบุตำแหนHงสมาชิกในเมทริกซ}ขนาด # × ! 

เชHน ในภาพ 1.2 แสดงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 7 × 10 ท่ีมีรูอยูHท่ีตำแหนHง (3,4) 
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เราจะกลHาววHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 

# × ! ได@ เมื่อไมHวHารูขนาด 1 × 1 จะอยูHที ่ตำแหนHงใดบนกระดานดังกลHาวก็ตาม จะสามารถวาง

กระเบื้องแอล-โทรมิโนให@ปáดทับกระดานดังกลHาวจนมิด โดยไมHวางเหลื่อมกัน ไมHตัดแตHงกระเบื้องและ

ไมHปáดรูนั้น ดังภาพ 1.3 เป|นตัวอยHางการปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก

พรHองขนาด 7 × 10 ท่ีมีรูอยูHท่ีตำแหนHง (3,4) 

 

          

          

          

          

          

          

          

 

ภาพ 1.3 ตัวอยHางการปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 7 × 10 

ท่ีมีรูอยูHท่ีตำแหนHง (3,4) 

 

ในปs ค.ศ. 1986 Chu และ Johnsonbaugh [1] ได@ศึกษาวิธีการปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลง

บนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด ! × ! โดยพิจารณาวHาจำนวนนับ ! ใดบ@างที่จะทำให@

สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด ! × ! ได@ ในขั้นแรก 

Chu และ Johnsonbaugh [1] ได@ข@อสังเกตพื้นฐานที่วHา ถ@าสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบน

กระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด ! × ! ได@แล@ว 3 |!8 − 1 หรือ 3 ∤ ! จากนั้นจึงได@พยายาม

พิสูจน}ทฤษฎีบทประกอบตHาง ๆ ดังตHอไปน้ี 
 

ทฤษฎีบทประกอบ 1.1 [1] สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHอง

ขนาด 24 × 24 เม่ือ < ≥ 1 ได@  
 

ทฤษฎีบทประกอบ 1.2 [1] ถ@าตำแหนHงของรูอยูHที่มุมทั้งสี่ของกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 
5 × 5 แล@ว จะสามารถปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานดังกลHาวได@  
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ทฤษฎีบทประกอบ 1.3 [1] สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด 

(2,) × (3-) เม่ือ ,, - ≥ 1 ได@  
 
ทฤษฎีบทประกอบ 1.4 [1] สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHอง

ขนาด 7 × 7 ได@  
 

 จากทฤษฎีบทประกอบที่ได@มาทั้งหมดทำให@ Chu และ Johnsonbaugh [1] สามารถใช@หลัก

อุปนัยเชิงคณิตศาสตร}มาพิสูจน}ทฤษฎีบทหลักดังตHอไปน้ีได@ 

 

ทฤษฎีบท 1.1 [1] ถ@า ! เป|นจำนวนคี่ที่ ! > 5 และ 3 ∤ ! แล@วสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลง

บนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด ! × ! ได@ 

 

ทฤษฎีบท 1.2 [1]  ถ@า ! เป|นจำนวนคูHที่ ! > 1 และ 3 ∤ ! แล@วสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลง

บนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด ! × !  ได@ 

 
ทฤษฎีบท 1.3 [1]  ถ@า ! ≠ 5 จะได@วHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุม

ฉากพรHองขนาด ! × ! ได@ก็ตHอเม่ือ 3 ∤ !        

 

จากผลงานของ Chu และ Johnsonbaugh [1] ทำให@ข@าพเจ@าได@แรงบันดาลใจในการทำ

โครงงานฉบับนี้ โดยโครงงานนี้ต@องการขยายแนวคิดของ Chu และ Johnsonbaugh [1] ไปสูHการปู

กระเบื้องลักษณะเดียวกันลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด # × ! เมื่อ # และ ! เป|น

จำนวนเต็มบวกบางจำนวนที่ # ≠ ! ซึ่งแนHนอนวHาเราจะพิจารณาเพียงจำนวนเต็ม # และ ! ท่ี     

3 |(#! − 1) เทHาน้ัน 

  



 

บทท่ี 2 

การปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรOอง 

ขนาด # × ! บางขนาด 

 
ทฤษฎีบท 2.1 สามารถปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 

2C × (2C + 3) เม่ือ ! ≥ 2 ได@ 
 
บทพิสูจนR จะพิสูจน}ทฤษฎีบทน้ีด@วยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร} 

ข้ันฐาน ให@ ! = 2 จะได@วHาสามารถปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHอง

ขนาด 4 × 7 ได@ดังแสดงในภาพ 2.1 และ 2.2 

 

     

 

2 × 3 

    

     

 

2 × 3 
    

 

ภาพ 2.1 การปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 4 × 7  

เม่ือกำหนดให@รูอยูHท่ีตำแหนHง (,, -) เม่ือ , ∈ {1,2,3,4} และ - ∈ {1,2,3}   

 

2 × 3 

    

    

2 × 3 

    

    

 

ภาพ 2.2 การปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 4 × 7  

เม่ือกำหนดให@รูอยูHท่ีตำแหนHง (,, -) เม่ือ , ∈ {1,2,3,4} และ - ∈ {4,5,6,7} 
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ขั้นอุปนัย ให@ < เป|นจำนวนนับท่ี < ≥ 2 สมมติวHา สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูป

ส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 24 × (24 + 3) ได@  

พิจารณากระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 2456 × (2456 + 3) จะได@วHาสามารถแบHง

กระดานนี้ออกเป|นสี่สHวนที่มีขนาดเป|น 24 × (24 + 3) เทHากันสองสHวน และ 24 × 24 เทHากันสองสHวน

ดังภาพ 2.3  

 

           

24 × (24 + 3) 24 × 24 

           

           

           

                24 × (24 + 3)   24 × 24 

           

 

ภาพ 2.3 การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 2456 × (2456 + 3) ออกเป|นส่ีสHวน 

 

โดยไมHเสียนัยท่ัวไปสมมติให@รูอยูHตรงตำแหนHงท่ีแรเงาในภาพ 2.3 จากสมมติฐานอุปนัยจะได@วHาสามารถ

ปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 24 × (24 + 3) ในสHวนท่ี 1 โดย

ให@รูอยู Hที ่มุมขวาลHางของกระดานสHวนนี้ได@ ตHอมาโดยทฤษฎีบทประกอบ 1.1 จะได@วHาสามารถปู

กระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 24 × 24 ในสHวนท่ี 3 โดยให@รูอยูHท่ี

มุมซ@ายลHางของกระดานสHวนนี้ได@ และสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุม

ฉากพรHองขนาด 24 × 24 ในสHวนที่ 4 โดยให@รูอยู Hที ่มุมซ@ายบนของกระดานสHวนนี้ได@ ซึ ่งรูทั ้งสาม

ดังกลHาวนี้สามารถปูทับด@วยกระเบื้องแอล-โทรมิโน 1 ชิ้นได@ดังแสดงภาพ 2.3 จึงทำให@ได@วHา นอกจากน้ี

โดยสมมติฐานอุปนัยจะได@วHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHอง

ขนาด 24 × (24 + 3) ในสHวนท่ี 2 โดยรูอยูHตรงตำแหนHงท่ีแรเงาได@  

จึงได@วHาไมHวHารูจะอยูHตรงตำแหนHงใดบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHอง 2456 × (2456 + 3) 

แล@วจะสามารถปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานน้ันได@เสมอ 
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 ดังนั้นโดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร}ทำให@สรุปได@วHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบน

กระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 2C × (2C + 3) เม่ือ ! ≥ 2 ได@                                  o 

 

ทฤษฎีบท 2.2 สามารถปูกระเบื ้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี ่เหลี ่ยมมุมฉากพรHองขนาด 

2C × (2C + 3;) เม่ือ ! ≥ 2 และ ; ≥ 1ได@ 

 

บทพิสูจนR จะพิสูจน}ทฤษฎีบทน้ีด@วยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร} 

ข้ันฐาน  ! = 2 ให@ ; เป|นจำนวนนับท่ี ; ≥ 1 
กรณี ; = 1 เราสรุปได@โดยทฤษฎีบท 2.1 วHาสามารถปูกระเบื ้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูป

ส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 28 × (28 + 3) ได@ 

ตHอมาให@ 9 เป|นจำนวนนับที่ 9 ≥ 1 สมมติวHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดาน

รูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 28 × (28 + 39) ได@  

พิจารณากระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 28 × (28 + 3(9 + 1)) จากความสมมาตร

ของตำแหนHงรูของกระดาน จึงเพียงพอที่จะพิจารณาในกรณีที่รูของกระดานดังกลHาวอยูHในคอลัมน}ที่ , 

เมื ่อ 1 ≤ , ≤ E
8F5G(H56)

8
I  ทำการแบHงกระดานดังกลHาวออกเป|นสามสHวนขนาด 28 × (28 + 39) 

จำนวน 1 กระดาน และขนาด 2 × 3 จำนวน 2 กระดานดังภาพ 2.4  

เนื่องจาก E
8F5G(H56)

8
I < 4 + 

GH

8
 < 28 + 39 ทำให@ได@วHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลง

บนกระดานทั้งสามนี้ได@ ดังนั้นสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHอง

ขนาด 28 × (28 + 3(9 + 1)) ได@  

ดังนั้นโดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร}จะได@วHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูป

ส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 28 × (28 + 3;) ได@ เม่ือ ; เป|นจำนวนนับท่ี ; ≥ 1 ได@  

 

  

28 × (28 + 39) 

2 × 3 
  

  

2 × 3 
  

 

ภาพ 2.4 การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 28 × (28 + 3(9 + 1)) เม่ือรูของกระดานอยูH

ในคอลัมน}ท่ี , เม่ือ 1 ≤ , ≤ 4 + 39 
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ขั้นอุปนัย ให@ < เป|นจำนวนนับโดยท่ี < ≥ 2 สมมติวHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดาน

รูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 24 × (24 + 3;) เม่ือ ; เป|นจำนวนนับท่ี ; ≥ 1 ได@ 

       กรณี ; เป|นจำนวนเต็มคูH พิจารณากระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 2456 × (2456 + 3;) 

จะได@วHาสามารถแบHงกระดานน้ีออกเป|นส่ีสHวนท่ีมีขนาดเป|น 24 × K24 +
GL

8
M เทHากัน ดังภาพ 2.5 

 

24 × N24 +
3;
2
O 

   

24 × N24 +
3;
2
O 

 

    

    

    

24 × N24 +
3;
2
O 

   

24 × N24 +
3;
2
O 

 

    

    

    

 

ภาพ 2.5 การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 2456 × (2456 + 3;)  

เม่ือ ; เป|นจำนวนเต็มคูH ออกเป|นส่ีสHวน  

 

โดยไมHเสียนัยท่ัวไปสมมติให@รูอยูHตรงตำแหนHงท่ีแรเงาในภาพ 2.5 จากสมมติฐานอุปนัยจะได@วHาสามารถ

ปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 24 × K24 +
GL

8
M ในสHวนที่ 2 

โดยให@รูอยูHที ่มุมขวาบนของกระดานสHวนนี้ได@ สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูป

ส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 24 × K24 +
GL

8
M ในสHวนท่ี 3 โดยให@รูอยูHท่ีมุมซ@ายลHางของกระดานสHวนน้ีได@ 

สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 24 × K24 +
GL

8
M ใน

สHวนที่ 4 โดยให@รูอยู Hที ่มุมซ@ายบนของกระดานสHวนนี้ได@ ซึ ่งรูทั ้งสามดังกลHาวนี้สามารถปูทับด@วย

กระเบื้องแอล-โทรมิโน 1 ชิ้นได@ดังแสดงภาพ 2.5 นอกจากนี้โดยสมมติฐานอุปนัยจะได@วHาสามารถปู

กระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 24 × K24 +
GL

8
M ในสHวนที่ 1 เม่ือ

รูอยูHตรงตำแหนHงท่ีแรเงาได@  

จึงทำให@ได@วHา ไมHวHารูจะอยู HตรงตำแหนHงใดบนกระดานรูปสี ่เหลี ่ยมมุมฉากพรHองขนาด 

2456 × (2456 + 3;) เมื่อ ; เป|นจำนวนเต็มคูHแล@ว จะสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดาน

น้ันได@เสมอ 
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กรณี ; เป|นจำนวนเต็มคี่ พิจารณากระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 2456 × (2456 +

3;) จะได@วHาสามารถแบHงกระดานน้ีออกเป|นสี่สHวนท่ีมีขนาดเป|น 24 × N24 + 3K
L56

8
MO เทHากันสองสHวน 

เรียกวHาสHวนที่ 1 และสHวนที่ 2 และที่มีขนาดเป|น 24 × N24 + 3 K
LP6

8
MO เทHากันสองสHวน เรียกวHาสHวนท่ี 

3 และสHวนท่ี 4 ดังภาพ 2.6 

 

24 × Q24 + 3 N
; + 1
2

OR 

   

24 × Q24 + 3 N
; − 1
2

OR 
   

   

   

24 × Q24 + 3 N
; + 1
2

OR 

   

24 × Q24 + 3N
; − 1
2

OR 
  

 

 

 

ภาพ 2.6 การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 2456 × (2456 + 3;)  

เม่ือ ; เป|นจำนวนเต็มค่ี ออกเป|นส่ีสHวน 

 

โดยไมHเสียนัยท่ัวไปสมมติให@รูอยูHตรงตำแหนHงท่ีแรเงาในภาพ 2.6 จากสมมติฐานอุปนัยจะได@วHาสามารถ

ปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 24 × N24 + 3 K
LP6

8
MO ในสHวนท่ี 

3 โดยให@รูอยูHที่มุมซ@ายลHางของกระดานสHวนนี้ได@ สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูป

สี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 24 × N24 + 3 K
L56

8
MO ในสHวนที่ 2 โดยให@รูอยูHที่มุมขวาบนของกระดาน

สHวนนี ้ได @ สามารถปูกระเบื ้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี ่ เหลี ่ยมมุมฉากพรHองขนาด 

24 × N24 + 3 K
LP6

8
MO ในสHวนที่ 4 โดยให@รูอยูHที่มุมซ@ายบนของกระดานสHวนนี้ได@ ซึ่งรูทั้งสามดังกลHาวน้ี

สามารถปูทับด@วยกระเบื้องแอล-โทรมิโน 1 ชิ้นได@ดังแสดงภาพ 2.6 นอกจากนี้โดยสมมติฐานอุปนัยจะ

ได@ว Hาสามารถปูกระเบื ้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี ่ เหลี ่ยมมุมฉากพรHองขนาด 24 ×  

N24 + 3K
L56

8
MO ในสHวนท่ี 1 เม่ือรูอยูHตรงตำแหนHงท่ีแรเงาได@  

จึงทำให@ได@วHา ไมHวHารูจะอยู HตรงตำแหนHงใดบนกระดานรูปสี ่เหลี ่ยมมุมฉากพรHองขนาด 

2456 × (2456 + 3;) เมื่อ ; เป|นจำนวนเต็มคี่ แล@วจะสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดาน

น้ันได@เสมอ 

ดังนั้นโดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร}ทำให@สรุปได@วHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบน

กระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 2C × (2C + 3;) เม่ือ ! ≥ 2 และ	; ≥ 1 ได@              o 
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ทฤษฎีบท 2.3 สามารถปูกระเบื ้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี ่เหลี ่ยมมุมฉากพรHองขนาด 

7 × (4 + 6;) เม่ือ ; ≥ 1 ได@ 
 
บทพิสูจนR จะพิสูจน}ทฤษฎีบทน้ีด@วยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร} 

ขั้นฐาน ให@ ; = 1 จากความสมมาตรของกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 7 × 10 จะเห็นได@วHา

เป|นการเพียงพอท่ีจะพิจารณาเฉพาะตำแหนHง (,, -) ของรูเม่ือ , ∈ {1,2,3,4} และ - ∈ {1,2,3,4,5,6,7} 

เมื่อแบHงกระดานดังกลHาวออกเป|นสามสHวน ขนาด 4 × 7, 4 × 3 และ 3 × 10 ดังภาพ 2.7 จะได@วHารูจะ

อยูHในตำแหนHงใดตำแหนHงหนึ่งบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 4 × 7 ซึ่งโดยทฤษฎีบท 2.1 
และ ทฤษฎีบทประกอบ 1.3 สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHอง

ขนาด 7 × 10 ได@ 

 

  

4 × 7 4 × 3 

  

  

  

3 × 10 

 

 ภาพ 2.7 การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 7 × 10 ออกเป|นสามสHวน  

โดยมีรูอยูHในกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 4 × 7  

 

ข้ันอุปนัย ให@ < เป|นจำนวนนับท่ี < ≥ 1 สมมติวHา สามารถปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูป

ส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 7 × (4 + 6<) ได@  

พิจารณากระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 7 × (4 + 6(< + 1)) จากความสมมาตรของ

กระดานดังกลHาว จะเห็นได@วHาเป|นการเพียงพอที ่จะพิจารณาเฉพาะตำแหนHง (,, -) ของรูเม่ือ 

 - ∈ {1,2,3, … ,2 + 3<} จะได@วHาเมื ่อแบHงกระดานนี้ออกเป|นสามสHวนที่มีขนาดเป|น 7 × (4 + 6<), 

4 × 6 และ 3 × 6 ดังภาพ 2.8 รูของกระดานจะอยูHในสHวนท่ีมีขนาด 7 × (4 + 6<) เทHาน้ัน  
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          4 × 6 

     

7 × (4 + 6<)     

          3 × 6 

              

 

ภาพ 2.8 การแบHงกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 7 × (4 + 6(< + 1)) ออกเป|นสามสHวน 

 

โดยสมมติฐานอุปนัยจะได@วHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHอง

ขนาด 7 × (4 + 6<) ในสHวนที่ 1 โดยรูอยูHตำแหนHงใด ๆ บนกระดานได@ และโดยทฤษฎีบทประกอบ 

1.3 จะได@วHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานขนาด 4 × 6 และ 3 × 6 ได@ จึงทำให@ได@วHา 

ไมHวHารูจะอยูHตรงตำแหนHงใดบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 7 × (4 + 6(< + 1)) แล@วจะ

สามารถปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานน้ันได@เสมอ 

 

ดังนั้นโดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร}ทำให@สรุปได@วHาสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบน

กระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด 7 × (4 + 6;) เม่ือ ; ≥ 1 ได@                         o 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

บทท่ี 3 

บทสรุปและข7อเสนอแนะ 

 

โครงงานฉบับน้ีได@ข@อสรุปวHา ถ@าขนาดของกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองอยูHในรูป 

 (i) 2C × (2C + 3;) เม่ือ ! ≥ 2 และ ; ≥ 1 และ 

 (ii) 7 × (4 + 6;) เม่ือ ; ≥ 1  
แล@วจะสามารถปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานดังกลHาวได@  

 สังเกตวHาสำหรับกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 7 × (4 + 6;) เมื่อ ; = 0  จะมีขนาด

เทHากับรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด 2C × (2C + 3;) เมื่อ ! = 2 และ ; = 1 ด@วยแนวคิดเดียวกันน้ี 

ข@าพเจ@าคาดวHาผู@ที ่สนใจจะสามารถขยายขนาดกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองจนทำให@ได@ข@อสรุปวHา

สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด (2C + 3) 	× (2C + 69) เม่ือ 

! ≥ 2 และ 9 ≥ 1 ได@ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

เอกสารอ7างอิง 

[1] I-Ping Chu, Richard Johnsonbaugh. Tiling Deficient Boards with Trominoes. 

Mathematics Magazine, 59 No.1 (1986) 34-40. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

 

 

 

 

 

 

 

ภาคผนวก



  

แบบเสนอหัวข7อโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal 

ปีการศึกษา 2561 

ช่ือโครงงาน (ภาษาไทย) การปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHอง 

ช่ือโครงงาน (ภาษาอังกฤษ) Tiling Deficient Rectangular Boards with L-Trominoes 

อาจารย}ท่ีปรึกษา ผู@ชHวยศาสตราจารย} ดร.รตินันท} บุญเคลือบ 

ผู@ดำเนินการ นางสาวณัฏฐณิชา สงวนพันธ}     รหัสประจำตัวนิสิต 5833514923 

 สาขาวิชาคณิตศาสตร} ภาควิชาคณิตศาสตร}และวิทยาการคอมพิวเตอร} 

 คณะวิทยาศาสตร} จุฬาลงกรณ}มหาวิทยาลัย 

__________________________________________________________________________________________________ 

 

หลักการและเหตุผล 

ในปs ค.ศ. 1986 Chu และ Johnsonbaugh ได@ศึกษาวิธีการปูกระเบื้องขนาด 3 ตารางหนHวยรูป

ตัวแอลหรือแอล-โทรมิโนบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสพรHอง ซึ่งก็คือกระดานรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด n x n 

ท่ีมีรูขนาด 1 x 1 บนกระดานตรงตำแหนHงใดก็ได@ จากการศึกษาของท้ังสองพบวHา สำหรับจำนวนนับ n ใดๆ 

ที่ n ¹ 5 และ 3 หาร n ไมHลงตัว สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสพรHองได@

เสมอ  
 

           ในโครงงานน้ีต@องการขยายแนวคิดของทั้งสองโดยการปูกระเบื้องลักษณะเดียวกันลงบนกระดาน

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด m x n ซึ่งคือกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด m x n ที่มีรูขนาด 1 x 1 

บนกระดานตำแหนHงใดก็ได@ และพิจารณาวHากระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาดใดบ@างที่สามารถปู

กระเบ้ืองแอล-โทรมิโนได@โดยท่ีรูสามารถอยูHได@ทุกตำแหนHงบนกระดาน 

 

วัตถุประสงคR 

เพื่อหาแบบรูปของ m และ n ที่ทำให@สามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนลงบนกระดานรูปสี่เหลี่ยม

มุมฉากพรHองขนาด m x n โดยที่รูสามารถอยูHในตำแหนHงใด ๆ ก็ได@บนกระดาน และหากปูได@จะนำเสนอ

วิธีการปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด m x n ดังกลHาว  

 

ขอบเขตของโครงงาน 

โครงงานน้ีมุHงศึกษาเฉพาะกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHองขนาด m x n และการปูกระเบ้ืองแอล-

โทรมิโนเทHานั้น โดยมีเงื่อนไขวHาต@องไมHมีการตัดแตHงกระเบื้อง ไมHปูกระเบื้องทับกัน และกระเบื้องที่ปูไมHปáดรู

ขนาด 1 x 1 บนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองดังกลHาว 
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วิธีการดำเนินงาน 

แผนการศึกษา 

1. ศึกษาวิธีการปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสพรHองแตHละขนาดและวิธีการปู

กระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบนกระดานดังกลHาวเม่ือเปล่ียนตำแหนHงของรูขนาด 1 x 1 บนกระดาน 

2. ศึกษาวิธีการปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉากพรHองขนาด m x n 

3. หาแบบรูปของ m และ n ท่ีสามารถปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโนบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHอง

ขนาด m x n ได@ 

 

ระยะเวลาท่ีศึกษา 

 

 

ข้ันตอนการดำเนินการ 

เดือน 

ก.ค. ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. 

1. ศึกษาเน้ือหาท่ีเก่ียวข@องและเสนอ

หัวข@อโครงงาน 

         

2. ดำเนินการโครงงาน 

- ศึกษาวิธีการปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิ

โนบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสมี

พรHองแตHละขนาดและวิธีการปู

กระเบ้ืองแอล-โทรมิโนลงบน

กระดานดังกลHาวเม่ือเปล่ียน

ตำแหนHงของรูขนาด 1 x 1 บน

กระดาน 

- ศึกษาวิธีการปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิ

โนบนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก

พรHองขนาด m x n 

- หาแบบรูปของ m และ n ท่ี

สามารถปูกระเบ้ืองแอล-โทรมิโน

บนกระดานรูปส่ีเหล่ียมมุมฉาก

พรHองขนาด m x n ได@ 

         

3. เขียนรายงานและนำเสนอโครงงาน 
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ประโยชนRที่คาดวOาจะได7รับ 

1. ทราบแบบรูปของ m และ n ท่ีสามารถปูกระเบื้องแอล-โทรมิโนบนกระดานรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากพรHอง

ขนาด m x n ได@ 

2. ได@ฝúกฝนการคิด วิเคราะห} ต้ังคำถามและขยายปùญหา 

 

อุปกรณRและเครื่องมือที่ใช7 

Microsoft Word Microsoft Powerpoint และ กระดาษ A4 

 

งบประมาณ 

1. กระดาษ A4  ราคา 1,000 บาท 

2. คHาถHายเอกสาร  ราคา 1,000 บาท 

3. หมึกเคร่ืองพิมพ}  ราคา 2,000 บาท 

 

เอกสารอ7างอิง 

1. สุธี ทวีวัฒนานนท}. (2014). Tiling Deficient Boards with Trominoes. Retrieved October 

18, 2018, from 

https://slideplayer.in.th/slide/2278501/?fbclid=IwAR3RVoDDo3xXrx80JxjI9 

_VT4 X1WvX2_6rYg74uZyZ6D3k4pGSJ9ndr6ji8. 

 

2. I-Ping Chu, Richard Johnsonbaugh. Tiling Deficient Boards with Trominoes. 

Mathematics Magazine, 59 No.1 (1986) 34-40. 
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ประวัติผู7เขียน 

นางสาวณัฏฐณิชา สงวนพันธ} 

รหัสนิสิต 5833514923 

สาขา คณิตศาสตร} 

ภาควิชา คณิตศาสตร}และวิทยาการคอมพิวเตอร} 

จุฬาลงกรณ}มหาวิทยาลัย 
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