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บทที่ 1 
บทน า 

 
1.1 ประวัติความเป็นมา 

ปัจจุบนัมีปัญหำเกิดขึ้นมำกมำย ไม่ว่ำจะเป็นปัญหำกำรจดักำรพื้นที่ หรือปัญหำกำรบรรจุ
ส่ิงของ ซ่ึงปัญหำเหล่ำน้ีสำมำรถแกไ้ขไดโ้ดยกำรประยกุตค์ณิตศำสตร์เขำ้มำช่วย ซ่ึง John E. Wetzel[1]
ไดศึ้กษำแนวคิดเก่ียวกบักำรใส่รูปเรขำคณิตหน่ึงรูปลงในรูปเรขำคณิตอีกรูปหน่ึง และ J.M.Sullivan[2]
ไดพ้ดูถึงรูปทัว่ไปของกำรใส่รูปเรขำคณิตลงในรูปสำมเหล่ียม 

ในปี ค.ศ. 2007 , Charles H.Jepson และ Valeria Vulpe[3]ได้เร่ิมศึกษำเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและ
เพียงพอส ำหรับกำรใส่รูปสำมเหล่ียมมุมฉำกลงในรูปสำมเหล่ียมมุมฉำกอีกรูปหน่ึง ดิฉันจึงเกิดควำม
สงสยัวำ่ถำ้เป็นรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่จะเป็นอยำ่งไร เม่ือไดล้องหำเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพียงพอส ำหรับ
กำรใส่รูปสำมเหล่ียมดำ้นเท่ำลงในรูปสำมเหล่ียมหน้ำจัว่และเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพียงพอส ำหรับกำร
ใส่รูปส่ีเหล่ียมจตุัรัสลงในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ดูแลว้ จึงสนใจที่จะศึกษำเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพยีงพอ
ส ำหรับกำรใส่รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำลงในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
1.2 วัตถุประสงค์ 

1. หำรูปแบบทัว่ไปของดำ้นที่ยำวที่สุดของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่แนบในรูปสำมเหล่ียม
หนำ้จัว่  

1.3 ขอบเขตโครงงาน 
สนใจเฉพำะกรณีรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่บรรจุลงในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่เท่ำนั้น 

1.4 ขั้นตอนการด าเนินงาน 
1. ก ำหนดหวัขอ้โครงงำนที่จะศึกษำและก ำหนดขอบเขตของโครงงำน 
2. ศึกษำและคน้ควำ้ขอ้มูลงำนวจิยัที่เก่ียวขอ้งกบัโครงงำน เช่น กรณีที่รูปสำมเหล่ียมมุมฉำกแนบ

ในรูปสำมเหล่ียมมุมฉำก 
3. ศึกษำกรณีที่เป็นไปไดท้ั้งหมดที่จะใส่รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำลงในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
4. หำควำมยำวดำ้นของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำของทุกกรณี 
5. ตรวจสอบผลที่ได ้สรุปผลและจดัท ำรูปเล่มรำยงำน 
6. น ำเสนอผลงำน 
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1.5 ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
1. ไดรั้บควำมรู้เร่ืองเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพียงพอส ำหรับกำรใส่รูปสำมเหล่ียมมุมฉำกลงในรูป

สำมเหล่ียมมุมฉำกอีกรูปหน่ึง 
2. ไดรู้้ถึงเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพยีงส ำหรับกำรใส่รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำลงในรูปสำมเหล่ียม

หนำ้จัว่ 
3. สำมำรถน ำควำมรู้ในเร่ืองน้ีไปประยุกต์ใช้กับรูปเรขำคณิตด้ำนเท่ำมุมเท่ำอ่ืนๆที่แนบในรูป

สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ได ้
1.6 โครงสร้างของรายงาน 

รำยงำนฉบบัน้ีจะกล่ำวถึงภำพรวมของกำรพฒันำโครงงำนน้ีตำมล ำดบั 
บทที่ 2 บทน้ีกล่ำวถึงควำมรู้เบื้องตน้ที่ส ำคญั เพือ่ใชอ้ธิบำยโครงงำนในส่วนต่ำงๆ 
บทที่ 3 บทน้ีกล่ำวถึงกำรหำแบบรูปทั้งหมด กำรหำควำมยำวดำ้นและพื้นที่ที่มำกที่สุด 
บทที่ 4 บทน้ีกล่ำวถึงผลจำกกำรด ำเนินงำนเป็นที่เรียบร้อยแลว้ 
บทที่ 5 บทน้ีกล่ำวถึงขอ้สรุปและขอ้เสนอแนะ 
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บทที่ 2 
ความรู้เบ้ืองต้น 

 
 บทน้ีเรำจะกล่ำวถึงควำมรู้เบื้องตน้ที่ส ำคญัเพือ่ใชอ้ธิบำยโครงงำนไดแ้ก่ บทนิยำม ทฤษฎี และ
สูตรกำรค ำนวณที่เก่ียวขอ้งกบัโครงงำน 
2.1 บทนิยามและทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 
บทนิยาม 2.1.1 รูปหลำยเหล่ียม (Polygon) คือ รูปบนระนำบ ที่มีดำ้นทุกดำ้นเป็นเสน้ตรงถำ้ทุกดำ้นยำว
เท่ำกัน เรำเรียกว่ำ รูปหลำยเหล่ียมด้ำนเท่ำ โดยรูปหลำยเหล่ียมที่มีจ  ำนวนด้ำนน้อยที่สุด คือ รูป
สำมเหล่ียม ซ่ึงมีดำ้นเป็นเสน้ตรงเพยีงสำมดำ้นเท่ำนั้น  
 
บทนิยาม 2.1.2 รูปสำมเหล่ียม(triangle)คือ รูประนำบซ่ึงลอ้มรอบดว้ยเสน้ตรง 3 เสน้ หรือ 3 ดำ้น  
 
 
 
 
 
 
จุดที่เสน้ตรงพบกนัเรียกวำ่ จุดยอด (หรือจุดมุม) ดำ้นที่อยูใ่นแนวรำบเรียกวำ่ ฐำน 
มุมที่อยูต่รงขำ้มกบัฐำนเรียกวำ่ มุมยอด ผลบวกของดำ้น 3 ดำ้นเรียกวำ่ เสน้รอบรูป  
 
เรำอำจจะแบ่งรูปสำมเหล่ียม ตำมลกัษณะของมุมและดำ้นของรูปได ้6 แบบ คือ รูปสำมเหล่ียมมุมฉำก 
รูปสำมเหล่ียมมุมแหลม รูปสำมเหล่ียมมุมป้ำน รูปสำมเหล่ียมดำ้นเท่ำ รูปสำมเหล่ียมหน้ำจัว่ และรูป
สำมเหล่ียมดำ้นไม่เท่ำ ในโครงงำนน้ีเรำสนใจเพยีง รูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่เท่ำนั้น 
  

รูปภาพที่  2.1 รูปสามเหลีย่ม 
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รูปภาพที่  2.2 สามเหลีย่มหนา้จัว่ 

บทนิยาม 2.1.3 รูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่(Isosceles Triangle) คือ รูปสำมเหล่ียมที่มีดำ้นยำวเท่ำกนัสองดำ้น 
และมุมมีขนำดเท่ำกนัสองมุม 
 

 

 

 

บทนิยาม 2.1.4 รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำ(Pentagon) คือ รูปหลำยเหล่ียมที่มีดำ้น 5 ดำ้น โดยดำ้นทุกดำ้นยำว

เท่ำกนั และมุมทุกมุมมีขนำดเท่ำกนั คือ 108 องศำ  

 

 

 

ทฤษฎีบทพีทาโกรัส 2.1.5 ก ำลงัสองของดำ้นตรงขำ้มมุมฉำกจะเท่ำกบัผลรวมของก ำลงัสองของด้ำน

ประกอบมุมฉำกที่เหลือทั้งสองดำ้น 

 

 

 

 

 

โดยที่ a คือ ดำ้นตรงขำ้มมุมฉำก  b และ c คือดำ้นประกอบมุมฉำก 

ดงันั้น a2 = b2 + c2  

 

a 
b 

c 

รูปภาพที่  2.3 ห้าเหลีย่มดา้นเท่า 

รูปภาพที่  2.4 สามเหลีย่มพีทาโกรัส 
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ทฤษฎีบท 2.1.6 ถำ้มีรูปหลำยเหล่ียมที่สำมำรถบรรจุอยูใ่นรูปสำมเหล่ียมรูปหน่ึงไดแ้ลว้รูปหลำยเหล่ียม

นั้นจะสำมำรถเคล่ือนที่ไดภ้ำยในรูปสำมเหล่ียมจนกระทัง่มีดำ้นๆหน่ึงของรูปหลำยเหล่ียมวำงอยู่บน
ดำ้นดำ้นหน่ึงของรูปสำมเหล่ียม 
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บทที่ 3 
ขั้นตอนการด าเนินงาน 

 
 ผูจ้ดัท  ำโครงงำนไดศ้ึกษำทฤษฎีบท 2.1.6 แลว้น ำมำประยกุตก์บัรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่
ใส่ในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ เพือ่หำดำ้นที่ยำวที่สุดของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่สำมำรถใส่ลงในรูป
สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ได ้โดยมีขั้นตอนดงัต่อไปน้ี 

1. ศึกษำทฤษฎีบท 2.1.6  

2. หำกรณีทั้งหมดของรูปห้ำเหล่ียมด้ำนเท่ำมุมเท่ำที่สำมำรถใส่ลงในรูปสำมเหล่ียมหน้ำจัว่ได้      
โดยใชท้ฤษฎีบท 2.1.6 ช่วยในกำรหำ  

ผูจ้ดัท  ำโครงงำนไดก้ ำหนดค่ำต่ำงๆไวด้งัน้ี 

- รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำมีควำมยำวดำ้นละ a หน่วย 
- รูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่มีฐำนยำว x หน่วย 

- มุมที่ฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่มีขนำด α องศำ 
 

 
 

 

 
 

ตวัอยำ่งของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่สำมำรถใส่ในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ได ้

 

 

 

a 

a a 

a a 

x 

α α 

α α α α 

ภำพท่ี 3.2 

รูปภาพที่  3.1 ก าหนดค่าของรูปห้าเหลีย่มดา้นเท่ามุมเท่าและรูปสามเหลีย่มหนา้จัว่  

รูปภาพที่  3.2 ตวัอย่างรูปห้าเหลีย่มดา้นเท่ามมุเท่าที่ใส่ในรูปสามเหลีย่มหนา้จัว่ได ้
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3. หำควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่สำมำรถใส่ลงในรูปสำมเหล่ียมหน้ำจัว่ได้
ของทุกกรณี โดยใชค้วำมรู้ดงัน้ี 
- ฟังกช์นัตรีโกณมิติ  

- ทฤษฎีบทพทีำกอรัส  
- สำมเหล่ียมคลำ้ย  
- คุณสมบติัของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่  

- คุณสมบติัของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำ   

-  กฎของโคไซน์ 
4. ตรวจสอบผลที่ไดจ้ำกกำรค ำนวณหำควำมยำวดำ้นของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่สำมำรถใส่

ลงในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ได ้ 

5. เปรียบเทียบควำมยำวด้ำนของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่สำมำรถใส่ลงในรูปสำมเหล่ียม
หนำ้จัว่ได ้

6. หลังจำกนั้นน ำขอ้มูลที่ได้มำหำพื้นที่ของรูปห้ำเหล่ียมด้ำนเท่ำมุมเท่ำที่สำมำรถใส่ลงในรูป
สำมเหล่ียมหน้ำจั่วได้ในทุกกรณี โดยใช้โปรแกรม The Geometer’s Sketchpad V.5.06 เพื่อ

ตรวจสอบผลที่ไดอี้กคร้ังหน่ึง  

  



8 
 

บทที่ 4 
ผลการด าเนินงาน 

 
 ในบทน้ีเรำจะกล่ำวถึงผลที่ไดจ้ำกกำรด ำเนินงำนในบทที่ 3 ว่ำออกมำเป็นอยำ่งไร ซ่ึงจะแบ่ง
ออกเป็นสองส่วนใหญ่ๆ ดงัน้ี ส่วนแรกจะกล่ำวถึงกรณีทั้งหมดที่สำมำรถใส่รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำ
ลงในรูปสำมเหล่ียมหน้ำจัว่ได ้ส่วนที่สองจะกล่ำวถึงควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่
สำมำรถใส่ลงในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่และพื้นที่ของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำ 
 
4.1 กรณทีั้งหมดที่สามารถใส่รูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าลงในรูปสามเหลี่ยมหน้าจ่ัวได้ 
เรำสำมำรถแบ่งไดเ้ป็น 2 กรณี ดงัน้ี 

1. กรณีที่รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำวำงอยูบ่นดำ้นฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
กรณีแรกสำมำรถแบ่งไดเ้ป็นกรณียอ่ยอีก 2 กรณี ดงัน้ี 
- กรณีที่ α < 36° 
 
 
 
 
 

 
 

- กรณีที่ 36° ≤ α < 90° 
กรณีที่ α = 36° 
 
 
 
 
  

รูปภาพที่  4.1.1 ห้าเหลีย่มวางบนฐาน กรณี α < 36° 

รูปภาพที่  4.1.2 ห้าเหลีย่มวางบนฐาน กรณี α = 36° 
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กรณีที่ 36° < α < 90° 
 

 
 
 
 
 
 

2. กรณีที่รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำวำงอยูบ่นดำ้นประกอบมุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
กรณีที่สองสำมำรถแบ่งไดเ้ป็นกรณียอ่ยอีก 5 กรณี ดงัน้ี 
- กรณีที่ α < 36° 

 
 
 
 
 
 

- กรณีที่ α = 36° 
 
 
 
 
 
  

รูปภาพที่  4.1.3 ห้าเหลีย่มวางบนฐาน กรณี 36° < α < 90° 

รูปภาพที่  4.1.4 ห้าเหลีย่มวางบนดา้นประกอบมุมยอด กรณี α < 36° 

รูปภาพที่  4.1.5 ห้าเหลีย่มวางบนดา้นประกอบมุมยอด กรณี α = 36° 
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รูปภาพที่  4.1.7 ห้าเหลีย่มวางบนดา้นประกอบมุมยอด กรณี α = 72° 

- กรณีที่ 36° < α < 72° 
 
 
 
 
 
 
 
 

- กรณีที่ α = 72° 
 
 
 
 
 
 
 
 

- กรณีที่ 72° < α < 90° 
 

  

รูปภาพที่  4.1.6 ห้าเหลีย่มวางบนดา้นประกอบมุมยอด กรณี 36° < α < 72° 

รูปภาพที่  4.1.8 ห้าเหลีย่มวางบนดา้นประกอบมุมยอด กรณี 72° < α < 90° 
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ก ำหนดใหฐ้ำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ยำว x หน่วย 

พจิำรณำ รูปสำมเหล่ียม AMB 

จะได ้𝐵𝑀̅̅ ̅̅ ̅ =  
𝑥

2
tan 𝛼  

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม DMB  
ดงันั้น 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅ =  

𝑥 tan 𝛼

2 tan 72
   

 

ก ำหนดให ้รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำยำวดำ้นละ a หน่วย 
เน่ืองจำก 𝑎 = 2𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅  
ดงันั้น 𝑎 =  

2𝑥 tan 𝛼

2 tan 72
=  

𝑥 tan 𝛼

tan 72
 

 

รูปภาพที่  4.2.1 หา a ของห้าเหลีย่มวางบนฐาน กรณี α < 36° 

4.2 ความยาวด้านของรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าและพื้นที่ของรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า 
 4.2.1 ความยาวด้านของรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่สามารถใส่ลงในรูปสามเหลี่ยมหน้าจ่ัวได้ 

กรณีที่รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำวำงอยูบ่นดำ้นฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
- กรณีที่ α < 36° 
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รูปภาพที่  4.2.2 หา a ของห้าเหลีย่มวางบนฐาน กรณี 36° ≤ α < 90° 

- กรณีที่ 36° ≤ α < 90° 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

ก ำหนดให ้ฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ยำว x หน่วย 

และรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำยำวดำ้นละ a หน่วย 
พจิำรณำ รูปสำมเหล่ียม GLD 

จะได ้ 𝐺𝐿̅̅̅̅ =  𝑎 sin 72  

และ 𝐿𝐷̅̅ ̅̅ =  𝑎 cos 72 

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม ALG  

ดงันั้น 𝐴𝐿̅̅̅̅ =  
𝑎 sin 72

tan 𝛼
   

 
เน่ืองจำก 𝑥 = 2 (

𝑎 sin 72

tan 𝛼
+ 𝑎 cos 72) + 𝑎  

 
จะได ้ 𝑎 =  

𝑥 tan 𝛼

2 sin 72+2 cos 72 tan 𝛼+tan 𝛼
 

 

                =  
𝑥 sin 𝛼

2 sin 72 cos 𝛼+2 cos 72 sin 𝛼+sin 𝛼
 

 

ดงันั้น 𝑎 =  
𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼+2 sin(72+𝛼)
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กรณีที่รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำวำงอยูบ่นดำ้นประกอบมุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
- กรณีที่ α < 36° 

 
 
 
 

  

ก ำหนดให ้ฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ยำว x หน่วย 

และรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำยำวดำ้นละ a หน่วย 
พจิำรณำ รูปสำมเหล่ียม OHB 

จะได ้ 𝑂𝐻̅̅ ̅̅ =  
𝑎 sin(72−2𝛼)

sin(90+𝛼)
  

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม HLD  
จะได ้𝐻𝐿̅̅ ̅̅ = 𝑎 sin(36 + 𝛼)   

และ   𝐿𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑎 cos(36 + 𝛼)   

ดงันั้น 𝑂𝐿̅̅̅̅ =  𝑎 sin(36 + 𝛼) +
𝑎 sin(72−2𝛼)

sin(90+𝛼)
 

 
พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม ALO 

ดงันั้น 𝐴𝐿̅̅̅̅ =  
𝑎 sin(36+𝛼)+

𝑎 sin(72−2𝛼)

sin(90+𝛼)

tan 𝛼
 

 
พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม DEF 
จะได ้𝐷𝐹̅̅ ̅̅ = 2𝑎 cos 36   

 

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม DPF 
จะได ้𝐷𝑃̅̅ ̅̅ = 2𝑎 cos 36 cos(72 − 𝛼)   

และ   𝑃𝐹̅̅ ̅̅ = 2𝑎 cos 36 sin(72 − 𝛼)   

รูปภาพที่  4.2.3 หา a ของห้าเหลีย่มวางบนดา้นประกอบมุมยอด กรณี α < 36° 
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พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม FPC 
จะได ้𝑃𝐶̅̅̅̅ =

2𝑎 cos 36 sin(72−𝛼)

tan 𝛼
   

 
เน่ืองจำก 

 𝑥 =
𝑎 sin(36+𝛼)+

𝑎 sin(72−2𝛼)

sin(90+𝛼)

tan 𝛼
+ 𝑎 cos(36 + 𝛼) + 2𝑎 cos 36 cos(72 − 𝛼) +

2𝑎 cos 36 sin(72−𝛼)

tan 𝛼
    

 

     =
𝑎(cos 36 sin 𝛼 cos 𝛼+sin 36 cos2 𝛼+sin 72 cos 2𝛼−cos 72 sin 2𝛼)

sin 𝛼
+ 𝑎(cos 𝛼 cos 36 − sin 𝛼 sin 36)   

        + 𝑎(2 cos 36 cos 72 cos 𝛼 + 2 cos 36 sin 72 sin 𝛼) + 𝑎 (
2 cos 36 sin 72 cos2 𝛼 − 2 cos 36 cos 72 sin 𝛼 cos 𝛼

sin 𝛼
) 

 
จะได ้

𝑎 =  
𝑥 sin 𝛼

2 cos 36 sin 𝛼 cos 𝛼 + sin 36 cos 2𝛼 + sin 72 cos 2𝛼 − cos 72 sin 2𝛼 + 2 cos 36 sin 72
 

 

    =  
𝑥 sin 𝛼

(cos 36 − cos 72) sin 2𝛼 + (sin 36 + sin 72) cos 2𝛼 + 2 cos 36 sin 72
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- กรณีที่ α = 36° 
 
 
 
 
 
 
 
  ก ำหนดให ้ฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ยำว x หน่วย 

และรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำยำวดำ้นละ a หน่วย 
พจิำรณำ รูปสำมเหล่ียม HLD 

จะได ้ 𝐻𝐿̅̅ ̅̅ =  𝑎 sin 72  

และ 𝐿𝐷̅̅ ̅̅ =  𝑎 cos 72 

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม ALH  

ดงันั้น 𝐴𝐿̅̅̅̅ =  
𝑎 sin 72

tan 𝛼
   

 
เน่ืองจำก 𝑥 = 2 (

𝑎 sin 72

tan 𝛼
+ 𝑎 cos 72) + 𝑎  

 
จะได ้ 𝑎 =  

𝑥 tan 𝛼

2 sin 72+2 cos 72 tan 𝛼+tan 𝛼
 

 

               =  
𝑥 sin 𝛼

2 sin 72 cos 𝛼+2 cos 72 sin 𝛼+sin 𝛼
 

 

ดงันั้น 𝑎 =  
𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼+2 sin(72+𝛼)
 

รูปภาพที่  4.2.4 หา a ของห้าเหลีย่มวางบนดา้นประกอบมุมยอด กรณี α = 36° 
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- กรณีที่ 36° < α < 72° 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

ก ำหนดให ้ฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ยำว x หน่วย 

และรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำยำวดำ้นละ a หน่วย 
พจิำรณำ รูปสำมเหล่ียม HDE 
จะได ้ 𝐻𝐸̅̅ ̅̅ =  2𝑎 cos 36  

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม HLE  
จะได ้𝐻𝐿̅̅ ̅̅ = 2𝑎 cos 36 sin 𝛼   

และ   𝐿𝐸̅̅̅̅ = 2𝑎 cos 36 cos 𝛼   

 

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม ALH 
ดงันั้น 𝐴𝐿̅̅̅̅ =

2𝑎 cos 36 sin 𝛼

tan 𝛼
   

 

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม ENF 
จะได ้𝐸𝑁̅̅ ̅̅ = 𝑎 cos(108 − 𝛼)   

และ   𝑁𝐹̅̅ ̅̅ = 𝑎 sin(108 − 𝛼)   

 

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม FNC 
จะได ้𝑁𝐶̅̅ ̅̅ =

𝑎 sin(108−𝛼)

tan 𝛼
   

 

รูปภาพที่  4.2.5 หา a ของห้าเหลีย่มวางบนดา้นประกอบมุมยอด กรณี 36° < α < 72° 
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- กรณีที่ α = 72° 
 
 
  

เน่ืองจำก 
𝑥 =

2𝑎 cos 36 sin 𝛼

tan 𝛼
+ 2𝑎 cos 36 cos 𝛼 + 𝑎 cos(108 − 𝛼) +

𝑎 sin(108−𝛼)

tan 𝛼
  

 
จะได ้
𝑎 =  

𝑥 tan 𝛼

2 cos 36 sin 𝛼 + 2 cos 36 cos 𝛼 tan 𝛼 + cos(108 − 𝛼) tan 𝛼 + sin(108 − 𝛼)
 

  

   =  
𝑥 sin 𝛼

2 cos 36 sin 𝛼 cos 𝛼 + 2 cos 36 cos 𝛼 sin 𝛼 + cos 108 cos 𝛼 sin 𝛼 + sin 108 sin2 𝛼 + sin 108 cos2 𝛼 − cos 108 cos 𝛼 sin 𝛼
 

 

    =  
𝑥 sin 𝛼

4 cos 36 sin 𝛼 cos 𝛼 + sin 108
 

 

    =  
𝑥 sin 𝛼

2 cos 36 sin 2𝛼 + sin 108
 

 

ก ำหนดให ้ฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ยำว x หน่วย 

และรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำยำวดำ้นละ a หน่วย 
พจิำรณำ รูปสำมเหล่ียม ADE และรูปสำมเหล่ียม CFE 
จะได ้ 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ =  𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑎  และ 𝐹𝐸̅̅ ̅̅ =  𝐶𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑎 

              𝐷𝐸̅̅ ̅̅ =  𝐴𝐸̅̅ ̅̅ = 𝐹𝐸̅̅ ̅̅ =  𝐶𝐸̅̅ ̅̅ = 𝑎 

ดงันั้น รูปสำมเหล่ียม ADE และรูปสำมเหล่ียม CFE เป็นรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
จะได ้𝑥 = 2𝑎    

ดงันั้น 𝑎 =
𝑥

2
    

 

รูปภาพที่  4.2.6 หา a ของห้าเหลีย่มวางบนดา้นประกอบมุมยอด กรณี α = 72° 
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- กรณีที่ 72° < α < 90° 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

  

ก ำหนดให ้ฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ยำว x หน่วย 

และรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำยำวดำ้นละ a หน่วย 
พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม DLE  
จะได ้𝐷𝐿̅̅ ̅̅ = 𝑎 sin(𝛼 − 36)   

และ   𝐿𝐸̅̅̅̅ = 𝑎 cos(𝛼 − 36)   

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม ALD  
จะได ้𝐴𝐿̅̅̅̅ =

𝑎 sin(𝛼−36)

tan 𝛼
   

 

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม EFG 
จะได ้𝐸𝐺̅̅ ̅̅ = 2𝑎 cos 36   

 

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม ENG 
จะได ้𝐸𝑁̅̅ ̅̅ = 2𝑎 cos 36 cos(144 − 𝛼)   

และ   𝑁𝐺̅̅ ̅̅ = 2𝑎 cos 36 sin(144 − 𝛼)   

 

พจิำรณำรูปสำมเหล่ียม GNC 
จะได ้𝑁𝐶̅̅ ̅̅ =

2𝑎 cos 36 sin(144−𝛼)

tan 𝛼
   

 

รูปภาพที่  4.2.7 หา a ของห้าเหลีย่มวางบนดา้นประกอบมุมยอด กรณี 72° < α < 90° 
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  เน่ืองจำก 
𝑥 =

𝑎 sin(𝛼−36)

tan 𝛼
+ 𝑎 cos(𝛼 − 36) + 2𝑎 cos 36 cos(144 − 𝛼) +

2𝑎 cos 36 sin(144−𝛼)

tan 𝛼
  

 
จะได ้
𝑎 =  

𝑥 tan 𝛼

sin(𝛼 − 36) + cos(𝛼 − 36) tan 𝛼 + 2 cos 36 cos(144 − 𝛼) tan 𝛼 + 2 cos 36 sin(144 − 𝛼)
 

   
    =  

𝑥 tan 𝛼

cos 36 sin 𝛼 − sin 36 cos 𝛼 + cos 36 sin 𝛼 +
sin 36 sin2 𝛼

cos 𝛼 + 2 cos 36 cos 144 sin 𝛼 +
2 cos 36 sin 144 sin2 𝛼

cos 𝛼 + 2 cos 36 sin 144 cos 𝛼 − 2 cos 36 cos 144 sin 𝛼
 

 

    =  
𝑥 sin 𝛼

2 cos 36 sin 𝛼 cos 𝛼 − sin 36 cos2 𝛼 + sin 36 sin2 𝛼 + 2 cos 36 sin 144 sin2 𝛼 + 2 cos 36 sin 144 cos2 𝛼
 

 

    =  
𝑥 sin 𝛼

2 cos 36 sin 𝛼 cos 𝛼 − sin 36 (cos2 𝛼 − sin2 𝛼) + 2 cos 36 sin 144
 

 

    =  
𝑥 sin 𝛼

2 cos 36 sin 𝛼 cos 𝛼 − sin 36 cos 2𝛼 + 2 cos 36 sin 144
 

 

    =  
𝑥 sin 𝛼

cos 36 sin 2𝛼 − sin 36 cos 2𝛼 + 2 cos 36 sin 144
 

 

    =  
𝑥 sin 𝛼

sin(2𝛼 − 36) + 2 cos 36 sin 144
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4.2.2 เปรียบเทียบความยาวด้านของรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่ใส่ลงในรูปสามเหลี่ยมหน้าจ่ัวได้ 
 

1. กรณีที่ α < 36° 
 

ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมท่ีวำงบนฐำน 
ของรูปสำมเหล่ียม 

ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมท่ีวำงบนดำ้นประกอบมุมยอด 
ของรูปสำมเหล่ียม 

𝑥 tan 𝛼

tan 72
 𝑥 sin 𝛼

(cos 36 − cos 72) sin 2𝛼 + (sin 36 + sin 72) cos 2𝛼 + 2 cos 36 sin 72
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จำกกรำฟสำมำรถสรุปไดว้ำ่ที่มุม 0° < α < 36° ควำมยำวดำ้นของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำง

บนฐำนของรูปสำมเหล่ียมหน้ำจัว่ ยำวมำกกว่ำควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบน

ดำ้นประกอบมุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 

  

รูปภาพที่ 4.2.8 กราฟผลต่างระหว่างความยาวดา้นของรูปห้าเหลีย่มดา้นเท่ามุมเท่า กรณีที่ α < 36° 
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2. กรณีที่ 36° < α < 72° 
 

ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมท่ีวำงบนฐำน 
ของรูปสำมเหล่ียม 

ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมท่ีวำงบนดำ้นประกอบมุมยอด 
ของรูปสำมเหล่ียม 

𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
 𝑥 sin 𝛼

2 cos 36 sin 2𝛼 + sin 108
 

 
 

 

 

 

 

 
จำกกรำฟสำมำรถสรุปไดว้่ำ ที่มุม 36° < α < 60° ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่

วำงบนฐำนของรูปสำมเหล่ียมหน้ำจัว่ ยำวมำกกว่ำควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำง
บนดำ้นประกอบมุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่  

ที่มุม 60° < α < 72° ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนฐำนของรูปสำมเหล่ียม
หนำ้จัว่ ยำวนอ้ยกวำ่ควำมยำวดำ้นของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนดำ้นประกอบมุมยอดของรูป
สำมเหล่ียมหนำ้จัว่  
 

  

รูปภาพที่ 4.2.9 กราฟผลต่างระหว่างความยาวดา้นของรูปห้าเหลีย่มดา้นเท่ามุมเท่า กรณีที่ 36° < α < 72° 
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3. กรณีที่ α = 60° 
 

ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมท่ีวำงบนฐำน 
ของรูปสำมเหล่ียม 

ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมท่ีวำงบนดำ้นประกอบมุมยอด 
ของรูปสำมเหล่ียม 

𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
 𝑥 sin 𝛼

2 cos 36 sin 2𝛼 + sin 108
 

 
 
 
 
 
 

จำกภำพสำมำรถสรุปไดว้่ำ ที่มุม α = 60° ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบน
ฐำนของรูปสำมเหล่ียมหน้ำจัว่ ยำวเท่ำกบัควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนด้ำน
ประกอบมุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่  

 
4. กรณีที่ α = 72° 

 
ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมท่ีวำงบนฐำน 

ของรูปสำมเหล่ียม 
ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมท่ีวำงบนดำ้นประกอบมุมยอด 

ของรูปสำมเหล่ียม 

𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
 𝑥

2
 

 
  

รูปภาพที่ 4.2.10 ผลต่างระหว่างความยาวดา้นของรูปห้าเหลีย่มดา้นเท่ามุมเท่า กรณีที่ α =  60°  

รูปภาพที่ 4.2.11 ผลต่างระหว่างความยาวดา้นของรูปห้าเหลีย่มดา้นเท่ามุมเท่า กรณีที่ α =  72° 
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จำกภำพสำมำรถสรุปไดว้่ำ ที่มุม α = 72° ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุม
เท่ำที่วำงบนฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ ยำวนอ้ยกวำ่ควำมยำวดำ้นของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำ
มุมเท่ำที่วำงบนดำ้นประกอบมุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่  
 

5. กรณีที่ 72° < α < 90° 
 

ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมท่ีวำงบนฐำน 
ของรูปสำมเหล่ียม 

ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมท่ีวำงบนดำ้นประกอบมุมยอด 
ของรูปสำมเหล่ียม 

𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
 𝑥 sin 𝛼

sin(2𝛼 − 36) + 2 cos 36 sin 144
 

 
 
 
 
 

 

 

 

จำกกรำฟสำมำรถสรุปไดว้่ำ ที่มุม 72° < α < 90° ควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้น
เท่ำมุมเท่ำที่วำงบนฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ ยำวน้อยกว่ำควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียม
ดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนดำ้นประกอบมุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่  
 

  

รูปภาพที่ 4.2.12 กราฟผลต่างระหว่างความยาวดา้นของรูปห้าเหลีย่มดา้นเท่ามุมเท่า กรณีที่ 72° < α < 90° 
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4.2.3 พื้นที่ของรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่สามารถใส่ลงในรูปสามเหลี่ยมหน้าจ่ัวได้ 
  
พื้นที่ของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนดำ้นฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
เม่ือใหฐ้ำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ยำว 1 หน่วย และเปล่ียมมุมที่ฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
พื้นที่ของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนดำ้นประกอบมุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
เม่ือใหฐ้ำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ยำว 1 หน่วย และเปล่ียมมุมที่ฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
 
 
 
 
 
 

 

 

  

รูปภาพที่  4.2.13 ตารางพืน้ที่รูปห้าเหลีย่มที่วางบนดา้นฐานของรูปสามเหลีย่ม 

รูปภาพที่  4.2.14 ตารางพืน้ที่รูปห้าเหลีย่มที่วางบนดา้นประกอบมุมยอดของรูปสามเหลีย่ม 
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จำกภำพที่ 4.2.13 และภำพที่ 4.2.14 จะไดว้ำ่  

- ที่มุม 0° < α < 60° จะเห็นไดว้ำ่ พื้นที่ของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนฐำนของรูป
สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ มีค่ำมำกกวำ่ พื้นที่ของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนดำ้น

ประกอบมุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่  
- ที่มุม α = 60° จะเห็นไดว้ำ่ พื้นที่ของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนฐำนของรูป

สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ มีค่ำเท่ำกบั พื้นที่ของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนดำ้นประกอบ

มุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
- ที่มุม 60° < α < 90° จะเห็นไดว้ำ่ พื้นที่ของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนฐำนของ

รูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ มีค่ำนอ้ยกวำ่ พื้นที่ของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่วำงบนดำ้น

ประกอบมุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่  
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บทที่ 5 
ข้อสรุปและข้อเสนอแนะ 

  
ในบทน้ีจะกล่ำวถึง ผลสรุปของรูปแบบทัว่ไปของควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุม

เท่ำที่สำมำรถใส่ลงในรูปสำมเหล่ียมหน้ำจัว่ได ้ที่ 0° < α < 90° รูปห้ำเหล่ียมด้ำนเท่ำมุมเท่ำควรเป็น
รูปแบบไหนจึงจะมีดำ้นยำวที่สุด และขอ้เสนอของโครงงำน 
 
5.1 ข้อสรุปการด าเนินโครงงาน 
 เม่ือผูด้  ำเนินโครงงำนไดห้ำกรณีทั้งหมดที่สำมำรถใส่รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่ใหญ่ที่สุดลง
ในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ไดผ้ลสรุปดงัน้ี 
รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่ใหญ่ที่สุดที่สำมำรถใส่ลงในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ได ้มีเป็น 2 กรณี คือ 

1. มีดำ้นดำ้นหน่ึงของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำวำงอยูบ่นดำ้นฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
2. มีด้ำนด้ำนหน่ึงของรูปห้ำเหล่ียมด้ำนเท่ำมุมเท่ำวำงอยู่บนด้ำนประกอบมุมยอดของรูป

สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
ซ่ึงควำมยำวดำ้นของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำมีรูปทัว่ไปดงัน้ี 
 

มุม α 
วำงบนฐำนของรูป
สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 

วำงบนดำ้นประกอบมุมยอดของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 

0° < α < 36°  
𝑥 tan 𝛼

tan 72
 𝑥 sin 𝛼

(cos 36 − cos 72) sin 2𝛼 + (sin 36 + sin 72) cos 2𝛼 + 2 cos 36 sin 72
 

α = 36° 𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
 𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
 

36° < α < 72° 𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
 𝑥 sin 𝛼

2 cos 36 sin 2𝛼 + sin 108
 

α = 72° 𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
 𝑥

2
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72° < α < 90° 𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
 𝑥 sin 𝛼

sin(2𝛼 − 36) + 2 cos 36 sin 144
 

 
เม่ือ x แทนควำมยำวฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
       α แทนมุมที่ฐำนของรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
 
และรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่มีดำ้นยำวที่สุดควรมีรูปแบบดงัน้ี 
 
มุมที่ฐำนของ
รูปสำมเหล่ียม
หนำ้จัว่ 

ควำมยำวดำ้นของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำ รูปที่เกิดขึ้น 

0° < α < 36° 𝑥 tan 𝛼

tan 72
 

 

α = 36° 𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
 

 

36° < α < 60° 𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
 

 

α = 60° 𝑥 sin 𝛼

sin 𝛼 + 2 sin(72 + 𝛼)
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α = 60° 𝑥 sin 𝛼

2 cos 36 sin 2𝛼 + sin 108
 

 

60° < α < 72° 𝑥 sin 𝛼

2 cos 36 sin 2𝛼 + sin 108
 

 

α = 72° 𝑥

2
 

 

72° < α < 90° 𝑥 sin 𝛼

sin(2𝛼 − 36) + 2 cos 36 sin 144
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5.2 ข้อเสนอแนะ 
5.2.1 กำรเปรียบเทียบควำมยำวของดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่สำมำรถใส่ลงในรูป

สำมเหล่ียมหน้ำจัว่ได ้สำมำรถเปรียบเทียบโดยใช้วิธีอ่ืนนอกจำกกำรเปรียบเทียบโดยดู
จำกกรำฟ เช่น กำรเปรียบเทียบค่ำควำมยำวดำ้นโดยตรงจำกสมกำรควำมยำวดำ้นของรูป
หำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำ 

5.2.2 ใชโ้ปรแกรมที่เป็นที่รู้จกัอยำ่งแพร่หลำย เพือ่ใหเ้ป็นประโยชน์ในวงกวำ้ง 
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ภาคผนวก ก 
แบบเสนอหัวข้อโครงงาน รายวชิา 2301399 Project Proposal 

ปีการศึกษา 2561 
ช่ือโครงงำน(ภำษำไทย) เง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพยีงพอส ำหรับกำรใส่รูปห้ำเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำ 

ลงในรูป สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
ช่ือโครงงำน(ภำษำองักฤษ) Necessary and sufficient conditions for fitting regular pentagon in  
   Isosceles triangles 
อำจำรยท์ี่ปรึกษำ  อ.ดร.กีรติ ศรีอมร 
ผูด้  ำเนินกำร  1. นำงสำวฐิติรัตน์ ศรีภทัรำพนัธุ ์ 5833513223 

สำขำวชิำ คณิตศำสตร์ ภำควชิำคณิตศำสตร์และวิทยำกำรคอมพวิเตอร์   
คณะวทิยำศำสตร์ จุฬำลงกรณ์มหำวทิยำลยั 

____________________________________________________________________ 
 
หลักการและเหตุผล 
ปัจจุบนัมีปัญหำเกิดขึ้นมำกมำย ไม่ว่ำจะเป็นปัญหำกำรจดักำรพื้นที่ หรือปัญหำกำรบรรจุส่ิงของ ซ่ึง
ปัญหำเหล่ำน้ีสำมำรถแกไ้ขไดโ้ดยกำรประยกุตค์ณิตศำสตร์เขำ้มำช่วย เช่น J.M.Sullivan ไดพู้ดถึงรูป
ทัว่ไปของกำรใส่รูปเรขำคณิตลงในรูปสำมเหล่ียม 
ในปี ค.ศ. 2007 , Charles H.Jepson และ Valeria Vulpe ไดเ้ร่ิมศึกษำเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพยีงพอส ำหรับ
กำรใส่รูปสำมเหล่ียมมุมฉำกลงในรูปสำมเหล่ียมมุมฉำกอีกรูปหน่ึง ดิฉนัจึงเกิดควำมสงสัยวำ่ถำ้เป็นรูป
สำมเหล่ียมหน้ำจั่วจะเป็นอย่ำงไร เม่ือได้ลองหำเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพียงพอส ำหรับกำรใส่รูป
สำมเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำลงในรูปสำมเหล่ียมหน้ำจัว่และเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพียงพอส ำหรับกำรใส่
รูปส่ีเหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำลงในรูปสำมเหล่ียมหน้ำจัว่ดูแล้ว จึงสนใจที่จะศึกษำเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและ
เพยีงพอส ำหรับกำรใส่รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำลงในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
 
วัตถุประสงค์ 

1. หำรูปแบบทั่วไปของด้ำนที่ยำวที่ สุดของรูปห้ำเหล่ียมด้ำนเท่ำมุมเท่ำที่แนบในรูป
สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 



33 
 

2. หำรูปแบบทั่วไปของพื้นที่ที่มำกที่ สุดของรูปห้ำเหล่ียมด้ำนเท่ำมุมเท่ำที่แนบในรูป
สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 

 
ขอบเขตของโครงงาน 
สนใจเฉพำะกรณีรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำที่แนบในรูปสำมเหล่ียมหนำ้จัว่เท่ำนั้น 
วิธีการด าเนินงาน 
ก.แผนกำรศึกษำ  

1. ก ำหนดหวัขอ้โครงงำนที่จะศึกษำและก ำหนดขอบเขตของโครงงำน 
2. ศึกษำและคน้ควำ้ขอ้มูลงำนวจิยัที่เก่ียวขอ้งกบัโครงงำน 

• ศึกษำปัญหำของกำรใส่รูปเรขำคณิตลงในรูปสำมเหล่ียม 
• ศึกษำรูปทัว่ไปของกำรใส่รูปเรขำคณิตลงในรูปสำมเหล่ียม 
• ศึกษำเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพียงพอส ำหรับกำรใส่รูป สำมเหล่ียมมุมฉำกลงในรูป

สำมเหล่ียมมุมฉำกอีกรูปหน่ึง 
3. ศึกษำกรณีที่เป็นไปไดท้ั้งหมดที่จะใส่รูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำลงในรูปสำมเหล่ียมจัว่  
4. หำควำมยำวดำ้นของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำของทุกกรณี 
5. หำพื้นที่ที่มำกที่สุดของรูปหำ้เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำวำ่เป็นกรณีใด 
6. ตรวจสอบผลที่ได ้สรุปผลและจดัท ำรูปเล่มรำยงำน 
7. น ำเสนอผลงำน 

 
ข.ระยะเวลำกำรศึกษำ 
 

ขั้นตอนกำรด ำเนินงำน ปี 2561 ปี 2562 
ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 

1. ก ำหนดหัวข้อโครงงำนที่จะศึกษำและ
ก ำหนดขอบเขตของโครงงำน 

         

2. ศึกษำและคน้ควำ้ขอ้มูลงำนวิจยัที่เก่ียวขอ้ง
กบัโครงงำน 
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3. ศึกษำกรณีที่เป็นไปไดท้ั้งหมดที่จะใส่รูปห้ำ
เหล่ียมดำ้นเท่ำมุมเท่ำลงในรูปสำมเหล่ียมหน้ำ
จัว่ 

         

4. หำควำมยำวดำ้นของรูปห้ำเหล่ียมด้ำนเท่ำ
มุมเท่ำของทุกกรณี 

         

5. หำพื้นที่ที่มำกที่สุดของรูปห้ำเหล่ียมด้ำน
เท่ำมุมเท่ำวำ่เป็นกรณีใด 

         

6. ตรวจสอบผลที่ได ้สรุปผลและจดัท ำรูปเล่ม
รำยงำน 

         

7. น ำเสนอผลงำน          
 
 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
ประโยชน์ต่อตวันิสิตที่ท  ำโครงงำน 

1. ไดรั้บควำมรู้เร่ืองเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพียงพอส ำหรับกำรใส่รูปสำมเหล่ียมมุมฉำกลงใน
รูปสำมเหล่ียมมุมฉำกอีกรูปหน่ึง 

2. ไดรั้บควำมรู้เร่ืองรูปทัว่ไปของกำรใส่รูปเรขำคณิตลงในรูปสำมเหล่ียม 
3. ได้รู้ถึงเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพียงพอส ำหรับกำรใส่รูปห้ำเหล่ียมด้ำนเท่ำมุมเท่ำลงในรูป

สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 
 
ประโยชน์ต่อผูท้ี่มำศึกษำโครงงำน 

1. ได้รู้ถึงเง่ือนไขที่จ  ำเป็นและเพียงพอส ำหรับกำรใส่รูปห้ำเหล่ียมด้ำนเท่ำมุมเท่ำลงในรูป
สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ 

2. สำมำรถน ำควำมรู้ในเร่ืองน้ีไปประยกุตใ์ชก้บัรูปเรขำคณิตดำ้นเท่ำมุมเท่ำอ่ืนๆที่แนบในรูป
สำมเหล่ียมหนำ้จัว่ได ้
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อุปกรณ์และเคร่ืองมือที่ใช้ 
วสัดุอุปกรณ์ 

1. กระดำษ A4 
2. เคร่ืองเขียน 
3. External Hard Disk 
4. หมึกเคร่ืองพมิพ ์

ฮำร์ดแวร์ 
1. เคร่ืองคอมพวิเตอร์ 
2. เคร่ืองพมิพ ์

ซอฟตแ์วร์ 
1. โปรแกรม Microsoft Word 
2. โปรแกรม Microsoft Power Point 
3. โปรแกรม Adobe PDF 
4. โปรแกรม Wolfram Mathematica 
5. โปรแกรม The Geometer’s Sketchpad  

งบประมาณ 
วสัดุ-อุปกรณ์ รำคำ 
1. กระดำษ A4 300 
2. External Harddisk 2500 
3. เคร่ืองเขียน 200 
4. หมึกเคร่ืองพมิพ ์ 1000 
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ภาคผนวก ข 
ตัวอย่างโปรแกรม GSP v.5.06 
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ภาคผนวก ข 
ตัวอย่างโปรแกรม GSP v.5.06 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

รูปภาพที่  ข-1 ผูใ้ชโ้ปรแกรมปอ้นขอ้มูล ฐาน,มุม วางบนฐาน 

รูปภาพที่  ข-2 โปรแกรมแสดงผล วางบนฐาน 
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รูปภาพที่  ข-3 ผูใ้ชโ้ปรแกรมปอ้นขอ้มูล ฐาน,มุม วางดา้นประกอบมมุยอด 

รูปภาพที่  ข-4 โปรแกรมแสดงผล วางดา้นประกอบมุมยอด 
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รูปภาพที่  ข-5 แสดงพืน้ทีรู่ปห้าเหลีย่มดา้นเท่ามมุเท่า 

รูปภาพที่  ข-6 ตารางแสดงพืน้ทีห่้าเหลีย่มที่มมุต่างๆ 
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ประวตัิผู้เขยีน 

 

นำงสำวฐิติรัตน์ ศรีภทัรำพนัธุ์ รหสัประจ ำตวั 5833513223 

ภำควชิำคณิตศำสตร์และวทิยำกำรคอมพวิเตอร์ 

สำขำคณิตศำสตร์ คณะวทิยำศำสตร์ 

จุฬำลงกรณ์มหำวทิยำลยั 
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