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บทที่ 1 

บทน ำ 

1.1 ควำมเป็นมำและเหตุผลกำรวิจัย 

 ในทางฟิสิกส์ กลศาสตร์แบบดั้งเดิม อธิบายการเคลื่อนที่ของวัตถุขนาดใหญ่ รวมไปถึงสถานะ

ของสสาร กลศาสตร์แบบดั้ งเดิมถูกใช้อธิบายกลศาสตร์นิวตันของไอแซก นิวตัน ซึ่ งอธิบาย

ความสัมพันธ์ระหว่างแรงและโมเมนตัม ซึ่งสามารถอธิบายปรากฏการณ์ต่าง ๆ ทางฟิสิกส์ได้ 

(พงษ์แก้ว, 2553) แต่เมื่อวัตถุมีขนาดเล็กหรือความเร็วสูง กลศาสตร์แบบดั้งเดิมไม่สามารถอธิบายได้ 

ในปีค.ศ. 1887 ไฮน์ริช เฮิร์ตซ์ พบว่าเมื่อฉายแสงอัลตราไวโอเล็ตไปยังขั้วไฟฟ้าซึ่งอยู่ในวงจร จะมี

ประจุไฟฟ้าหลุดออกมา ต่อมาฮอลล์วอชส์ พบว่าเมื่อมีแสงหรือคลื่นแม่เหล็กไฟฟ้าความถี่สูงตกกระทบ

ผิวโลหะ จะมีอิเล็กตรอนหลุดออกจากผิวโลหะนั้น ปรากฏการณ์นี้เรียกว่า ปรากฏการณ์โฟโตอิเล็ก 

ทริก (photoelectric effect) และเรียกอิเล็กตรอนที่หลุดออกจากผิวโลหะที่ถูกแสงว่า โฟโต

อิเล็กตรอน (photoelectron) (เจษฎา, 2554) และในปีค.ศ. 1905 อัลเบิร์ต ไอน์สไตน์ ได้อธิบาย

ปรากฏการณ์โฟโตอิเล็กทริก โดยใช้แนวคิดของพลังค์ ซึ่งพลังค์ได้ศึกษาทฤษฎีควอนตัม นั่นคือ กฎการ

แผ่รังสีของวัตถุด า ซึ่งอธิบายว่าพลังงานที่วัตถุด ารับเข้าไปหรือปล่อยออกมามีค่าเฉพาะบางค่า เรียกว่า 

ควอนตัมของพลังงานหรือโฟตอน มีค่าเท่ากับ ℎ𝑓 เมื่อ ℎ เป็นค่าคงตัวของพลังค์ และ 𝑓 เป็นความถี่

ของแสง (นรา, 2553) ซึ่งไอน์สไตน์ได้อธิบายว่าแสงมีสมบัติเป็นอนุภาค ในปีค.ศ. 1913 นีลส์ โบร์ ได้

ท าการศึกษาการเกิดสเปกตรัมของก๊าซไฮโดรเจน และได้สร้างแบบจ าลองอะตอมเพ่ือใช้อธิบาย

ลักษณะการเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนรอบ ๆ นิวเคลียสเป็นวงคล้ายกับวงโคจรของดาวเคราะห์รอบดวง

อาทิตย์ แต่ละวงจะมีระดับพลังงานเฉพาะตัว (สิขรินทร์, 2558) ในปีค.ศ. 1923 หลุยส์ เดอบรอยล์ 

เสนอว่าถ้าคลื่นประพฤติตัวเป็นอนุภาค แล้วอนุภาคก็สามารถประพฤติตัวเสมือนเป็นคลื่นได้

เช่นเดียวกัน (ไตรทศ และเพชรอาภา, 2558) หลังจากนั้น ในปีค.ศ. 1925 กลศาสตร์ควอนตัมได้

ก่อก าเนิดขึ้นและใช้อธิบายแทนกลศาสตร์แบบดั้งเดิม โดยกลศาสตร์ควอนตัมอธิบายการเคลื่อนที่ของ

วัตถุที่มีขนาดเล็กมากซึ่งเหมาะกับคลื่นรวมถึงอนุภาคในอะตอมและโมเลกุล กลศาสตร์ควอนตัม

แบ่งเป็น 2 แบบ คือ กลศาสตร์คลื่น และกลศาสตร์เมทริกซ์ ซึ่งกลศาสตร์คลื่นนั้น ในปีค.ศ. 1926 

 เออวิน ชเรอดิงเงอร์ นักฟิสิกส์ชาวออสเตรีย ได้ค้นพบสมการชเรอดิงเงอร์เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย

หรือสมการคลื่น โดยสามารถแก้สมการเพ่ือหาฟังก์ชันคลื่น ส่วนกลศาสตร์เมทริกซ์นั้น ในปีค.ศ. 1927 

https://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%84%E0%B8%AE%E0%B8%99%E0%B9%8C%E0%B8%A3%E0%B8%B4%E0%B8%8A_%E0%B9%80%E0%B8%AE%E0%B8%B4%E0%B8%A3%E0%B8%95%E0%B8%8B%E0%B9%8C
https://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B1%E0%B8%A5%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B8%B2%E0%B9%84%E0%B8%A7%E0%B9%82%E0%B8%AD%E0%B9%80%E0%B8%A5%E0%B9%87%E0%B8%95
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เวอเนอร์ ไฮเซนเบิร์ก นักวิทยาศาสตร์ชาวเยอรมัน เสนอหลักความไม่แน่นอนของไฮเซนเบิร์ก นั่นคือ 

ความไม่แน่นอนในการวัดต าแหน่งและโมเมนตัม (ภนพพร, 2555; นรา, 2553) ต่อมาชเรอดิงเงอร์ได้

พิสูจน์ว่าทั้ง 2 แบบนั้นให้ผลเหมือนกัน แต่วิธีการของชเรอดิงเงอร์สอดคล้องกับเดอบรอยล์ และเข้าใจ

ง่ายกว่ากลศาสตร์เมทริกซ์ของไฮเซนเบิร์ก 

การเปรียบเทียบระหว่างกลศาสตร์แบบดั้งเดิมและกลศาสตร์ควอนตัม 

กลศาสตร์แบบดั้งเดิม กลศาสตร์ควอนตัม 
1. ศึกษาการเคลื่อนที่ของวัตถุที่มีขนาดใหญ่กว่า
อะตอม 

1. ศึกษาการเคลื่อนที่ของวัตถุที่มีขนาดเล็กมาก
ในระดับอะตอม 

2. ระบตุ าแหน่งในการพบอนุภาคได้อย่างแม่นย า 2. ระบคุวามน่าจะเป็นในการพบอนุภาคในรูป
ของกลุ่มคลื่น 

3. เมื่อวัตถุมีขนาดเล็กจะไมส่ามารถอธิบายได้ 3. ให้ความถูกต้องในการค านวณแม่นย าแม้วัตถุมี
ขนาดเล็ก 

 เนื่องจากสมการชเรอดิงเงอร์เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยหรือสมการคลื่น สามารถหาผลเฉลย

ออกมาเป็นฟังก์ชันคลื่น และฟังก์ชันคลื่นสามารถอธิบายพฤติกรรมการเคลื่อนที่ของคลื่นได้ ดังนั้น 

เราจึงสนใจวิธีที่จะหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ และการค านวณค่าความน่าจะเป็นในการ

ส่งผ่านและการสะท้อนที่ได้จากผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ 

1.2 วัตถุประสงค์ของกำรวิจัย 

 ศึกษาสมการชเรอดิงเงอร์ หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ และหาค่าความน่าจะเป็นใน

การส่งผ่านและการสะท้อนของคลื่นด้วยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ 

ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ ส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 

1.3 ขอบเขตกำรวิจัย 

 หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลาใน 1 มิต ิและค านวณค่าความน่าจะเป็นใน

การส่งผ่านและการสะท้อนของคลื่นโดยใช้วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ 

ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ ส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 

 

https://th.wikipedia.org/w/index.php?title=%E0%B8%9F%E0%B8%B1%E0%B8%87%E0%B8%81%E0%B9%8C%E0%B8%8A%E0%B8%B1%E0%B8%99%E0%B8%84%E0%B8%A5%E0%B8%B7%E0%B9%88%E0%B8%99&action=edit&redlink=1
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1.4 ขั้นตอนกำรวิจัย 

  1.4.1 ศึกษาที่มาของกลศาสตร์ควอนตัม 

         1.4.2 ศึกษาสมการชเรอดิงเงอร์ 

         1.4.3 หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ด้วยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และใช้วิธี

เมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิหาความสัมพันธ์ระหว่างค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการ

สะท้อน 

         1.4.4 หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนด้วยวิธีการประมาณค่าแบบ 

ดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ ส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 

         1.4.5 เปรียบเทียบวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 

2X2 มิต ิกับผลเฉลยแม่นตรง 

         1.4.6 จัดท าสรุป 

         1.4.7 จัดท าเอกสารเพ่ือน าเสนอโครงงานเป็นรูปเล่ม 

         1.4.8 เตรียมส่งเล่มโครงงานฉบับสมบูรณ์ 

1.5 ประโยชน์ที่คำดว่ำจะได้รับ 

 1.5.1 ประโยชน์ต่อตัวนิสิตที่ท าโครงงาน 
- สามารถหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ด้วยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และ

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนด้วยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิล

ยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 

 1.5.2 ประโยชน์ที่ได้จากโครงงานที่พัฒนาขึ้น 

- สามารถน าเทคนิคการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนด้วยวิธีการ

ประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิเพ่ือหาค่า

ความน่าจะเป็นในระบบที่ซับซ้อนยิ่งขึ้น 
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1.6  โครงสร้ำงของรำยงำน 

 1.6.1 บทที่ 2 จะกล่าวถึงความรู้พ้ืนฐานที่ใช้ในการท าโครงงาน 

 1.6.2 บทที่ 3 จะกล่าวถึงวิธีการทางคณิตศาสตร์ส าหรับสมการชเรอดิงเงอร์ 

 1.6.3 บทที่ 4 จะกล่าวถึงค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนคลื่น ส าหรับ

พลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 

 1.6.4 บทที่ 5 จะกล่าวถึงข้อสรุปจากการท าวิจัยและข้อเสนอแนะ 
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บทที่ 2  

งำนวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

 ในบทนี้จะกล่าวถึงงานวิจัยที่เกี่ยวข้องซึ่งได้แก่ สมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลา และ

สมการชเรอดิงเงอร์ที่ขึ้นกับเวลา 

 สมการชเรอดิงเงอร์เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยหรือสมการคลื่นที่ข้ึนกับต าแหน่งและเวลา ซึ่ง
อยู่ในรูปของพลังงานรวมโดยเกิดจากผลรวมระหว่างพลังงานจลน์และพลังงานศักย์ พลังงานรวม 
(Total Energy) คือ พลังงานรวมของอนุภาค (นรา, 2553) 
  - พลังงานจลน์ (Kinetic Energy) คือ พลังงานที่เกิดขึ้นขณะวัตถุก าลังเคลื่อนที่เนื่องจากมี

แรงมากระท าต่อวัตถุและมีค่าเปลี่ยนแปลงตามอัตราเร็วของวัตถุเคลื่อนที่  พลังงานจลน์ที่ท าให้เกิด

การเคลื่อนที่   เช่น พลังงานลม พลังงานคลื่น พลังงานน้ า พลังงานเสียง (ณรงค์ฤทธิ์, 2555) 

  - พลังงานศักย์ (Potential energy) คือ พลังงานที่สะสมในวัตถุอันเนื่องมาจากต าแหน่งของ

วัตถ ุเคลื่อนที่ได้จากแรงโน้มถ่วงหรือแรงดึงดูดจากแม่เหล็ก เช่น ก้อนหินที่วางอยู่บนขอบที่สูง  

(สมพงษ์, 2539) 

โดยพลังงานศักย์แบ่งออกเป็น 2 ประเภท ดังนี้ 
 - พลังงานศักย์โน้มถ่วง (Gravitational Potential Energy)  คือ พลังงานศักย์ท่ีสะสมในวัตถุ 
เมื่ออยู่บนที่สูง พลังงานศักย์โน้มถ่วงจะมีค่ามากหรือค่าน้อย ขึ้นอยู่กับมวลและต าแหน่งแนวดิ่ง  
 - พลังงานศักย์ยืดหยุ่น (Elastic  Potential Energy)  คือ พลังงานศักย์ของสปริงขณะที่ยืด
ออก หรือหดเข้าจากต าแหน่งสมดุล (อฑิติยา, 2558) 
 สมการชเรอดิงเงอร์แบ่งออกเป็นสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลา และสมการชเรอดิงเงอร์
ทีข่ึ้นกับเวลา 
2.1 สมกำรชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลำ 
 พิจารณาจากสมการคลื่นในการสั่นของเส้นลวด น าเส้นลวดมาขึงให้ตึงระหว่างจุด 2 จุด คือ 
𝒙 = 𝟎  และ 𝒙 = 𝑳  ณ เวลา  𝒕 = 𝟎  ดึงตรงกึ่งกลางเส้นลวดแล้วปล่อย ท าให้เส้นลวดเกิดการสั่นใน
ระยะแนวดิ่ง  𝒖(𝒙, 𝒕) แต่ไม่มีการเคลื่อนที่ในแนวราบ (พรชัย, 2554) 
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ภำพที่ 2.1 แรงกระท าบนส่วนกึ่งกลางของเส้นลวด (อุษณีย์, 2557) 

จากกฎข้อทีส่องของนิวตัน  𝐹 = 𝑚𝑎 โดยที่  𝑚  คือ มวลของเส้นลวด และ  𝑎 คือ ความเร่งของการ

เคลื่อนที่ ณ จุดใดจุดหนึ่งซึ่งอยู่ระหว่าง  𝑥 และ 𝑥 + ∆𝑥 

ดังนั้น                          𝑇2 sin𝛽 − 𝑇1 sin 𝛼 = 𝜌∆𝑥 𝜕
2𝑢

𝜕𝑡2
                                               (2.1.1) 

เนื่องจาก            𝑇1𝑐𝑜𝑠𝛼 = 𝑇2 cos𝛽 = 𝑇                                         

                                                      
𝑇2 sin𝛽

𝑇2 cos𝛽
−
𝑇1 sin𝛼

𝑇1 cos 𝛼
=
𝜌∆𝑥

𝑇

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 

                                                                 tan𝛽 − tan𝛼 =
𝜌∆𝑥

𝑇

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
                                              (2.1.2) 

เพราะว่า                    tan𝛼 และ tan𝛽 เป็นความชันของเส้นลวดที่ 𝑥 และ 𝑥 + ∆𝑥 

                                                     
1

∆𝑥
[
𝜕𝑢

𝜕𝑥
|
𝑥+∆𝑥

−
𝜕𝑢

𝜕𝑥
|
𝑥
] =

𝜌

𝑇

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
                                                 (2.1.3) 

จะสังเกตได้ว่า สมการทางซ้าย คือ อัตราส่วนเชิงผลต่างของนิวตันของ  𝜕𝑢
𝜕𝑥

  ที ่𝑥 

ให้     ∆𝑥 → 0 และ 𝑐2 = 𝑇

𝜌
  เป็นค่าคงท่ี โดยที่  𝑇  คือแรงตึงในเส้นลวดระหว่างจุดสัมผัสที่จุด 𝑅  และ  

𝑆 และ 𝜌 คือ มวลของเส้นลวดต่อหน่วยความยาว ∆𝑥 ในช่วง  𝑅𝑆 

ดังนั้น                    

                                          𝑙𝑖𝑚
∆𝑥→0

1

∆𝑥
[
𝜕𝑢

𝜕𝑥
|
𝑥+∆𝑥

−
𝜕𝑢

𝜕𝑥
|
𝑥
] = 𝑙𝑖𝑚

∆𝑥→0

1

𝑐2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 

                                                                                  
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=
1

𝑐2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
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จะได้ว่า                                                      

                                                                           
𝜕2𝑢

∂𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
                                                         (2.1.4) 

เรียกสมการนี้ว่า สมกำรคลื่นใน 1 มิติ  

ดังนั้น ผลเฉลยของสมการนี้คือผลเฉลยของปัญหาค่าเริ่มต้นและค่าขอบ 

                                       
𝜕2𝑢

∂𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
                                             0 < 𝑥 < 𝐿,    𝑡 > 0             (2.1.5) 

                                       𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝐿, 𝑡) = 0,                    𝑡 ≥ 0                                    (2.1.6) 

                         𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥)            0 < 𝑥 < 𝐿                           (2.1.7) 

ซ่ึง  𝑢(𝑥, 0)  คือ การเคลื่อนที่ของเส้นลวดขึ้นอยู่กับรูปเดิมของเส้นลวดก่อนที่จะถูกปล่อยให้เคลื่อนที่ 

และ 𝑢𝑡(𝑥, 0)  คือ ความเร็วของจุดต่าง ๆ บนเส้นลวด 

สมมติว่าผลเฉลย คือ   𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) 

แทนค่า 𝑢(𝑥, 𝑡) ในสมการ (2.1.5) 

จะได้                                                           𝑋(𝑥)𝑇′′(𝑡) = 𝑐2𝑋′′(𝑥)𝑇(𝑡) 

                                                                             
𝑋′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
=
𝑇′′(𝑡)

𝑐2𝑇(𝑡)
 

และให้ 

                                                                             
𝑋′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
=
𝑇′′(𝑡)

𝑐2𝑇(𝑡)
= 𝑘 

กรณีที่ 1 ถ้า  𝑘 < 0 ให้ 𝑘 = −𝑎2, 𝑎 > 0 

              จะได้ว่า                  𝑋′′(𝑥) + 𝑎2𝑋(𝑥) = 0                                          (2.1.8) 

                     𝑇′′(𝑡) + 𝑐2𝑎2𝑇(𝑡) = 0                                                     (2.1.9)     
              มีผลเฉลยเป็น                               𝑋(𝑥) = 𝑐1 cos 𝑎𝑥 + 𝑐2 sin𝑎𝑥                                 (2.1.10) 

                𝑇(𝑡) = 𝑐3 cos 𝑐𝑎𝑡 + 𝑐4 sin 𝑐𝑎𝑡                               (2.1.11)                        

โดยใช้เงื่อนไขค่าขอบ (2.1.6)  จะได้ว่า  𝑐1 = 𝑐2 = 0  ดังนั้น  𝑋(𝑥) = 0  

ซ่ึง 𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 หมายความว่า เส้นลวดไม่มีการสั่นและขัดแย้งกับปัญหา ดังนั้น 𝑐2 ≠ 0  

จะได้ว่า                                                         sin 𝑎𝐿 = 0 

นั่นคือ                                       𝑎𝐿 = 𝑛𝜋  หรือ  𝑎𝑛 = 𝑛𝜋

𝐿
, 𝑛 = 1, 2, 3, … และให้ 𝑐2 = 1 
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และผลเฉลยที่สมนัยคือ                           𝑋𝑛(𝑥) = sin 𝑛𝜋𝐿 𝑥, 𝑛 = 1, 2, 3, …     

จากสมการ (2.1.9) จะได้ว่า                                𝑇′′(𝑡) + 𝑐2𝑎𝑛2𝑇(𝑡) = 0 

มีผลเฉลยเป็น                            𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 cos 𝑐𝑛𝜋𝐿 𝑡 + 𝐵𝑛 sin
𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡, 𝑛 = 1, 2, 3, … 

เมื่อ 𝐴n, 𝐵n   เป็นค่าคงตัวไม่เจาะจง 

ดังนั้น                                   𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝑐𝑛𝜋𝐿 𝑡 + 𝐵𝑛 𝑠𝑖𝑛
𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡) 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

𝐿
𝑥, 𝑛 = 1, 2, 3, …    

กรณีที่ 2 ถ้า  𝑘 = 0 จะได้ว่า  𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 หมายความว่า เส้นลวดไม่มีการสั่นและขัดแย้งกับปัญหา 

กรณีที่ 3 ถ้า 𝑘 > 0 ให้  𝑘 = 𝑎2, 𝑎 > 0 

              จะได้ว่า   𝑋′′(𝑥) − 𝑎2𝑋(𝑥) = 0                                          (2.1.12) 

             𝑇′′(𝑡) − 𝑐2𝑎2𝑇(𝑡) = 0                                         (2.1.13)                                                       
              มีผลเฉลยเป็น                𝑋(𝑥) = 𝑐5 cosh𝑎𝑥 +𝑐6 sinh𝑎𝑥                                (2.1.14) 

                             𝑇(𝑡) = 𝑐7 cosh𝑐𝑎𝑡 +𝑐8 sinh 𝑐𝑎𝑡                              (2.1.15) 

โดยใช้เงื่อนไขค่าขอบ (2.1.6) จะได้ว่า  𝑐1 = 𝑐2 = 0  ดังนั้น  𝑋(𝑥) = 0  ซ่ึง 𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 หมายความ

ว่า เส้นลวดไม่มีการสั่นและขัดแย้งกับปัญหา 

สรุปได้ว่า 

                  𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)
∞
𝑛=1 = ∑ (𝐴𝑛 cos

𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡 + 𝐵𝑛 sin

𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡) sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥, 𝑛 = 1, 2, 3,…∞

𝑛=1  

เป็นผลเฉลยที่สอดคล้องกับเงื่อนไขค่าขอบ (2.1.6) 

เมื่อให้ 𝑡 = 0 และใช้เงื่อนไขแรกของค่าเริ่มต้น (2.1.7) 

จะได้ว่า                                                  𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) = ∑ 𝐴𝑛 sin
𝑛𝜋

𝐿
∞
𝑛=1 𝑥  

คือการกระจายครึ่งช่วงของ 𝑓(𝑥) ในรูปอนุกรมฟูเรียร์ไซน์บนช่วง 0 < 𝑥 < 𝐿 

โดยที่                                                𝐴𝑛 = 2

𝐿
∫ 𝑓(𝑥)
𝐿

0
sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥𝑑𝑥, 𝑛 = 1, 2, 3, … 

เนื่องจาก         𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = ∑ (−𝐴𝑛
𝑐𝑛𝜋

𝐿
sin

𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡 + 𝐵𝑛

𝑐𝑛𝜋

𝐿
cos

𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡) sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥, 𝑛 = 1, 2, 3, …∞

𝑛=1  

เมื่อให้ 𝑡 = 0 และใช้เงื่อนไขท่ีสองของค่าเริ่มต้น (2.1.7) 

จะได้ว่า                                            𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) = ∑ 𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝐵𝑛 sin

𝑛𝜋

𝐿
∞
𝑛=1 𝑥 

คือการกระจายครึ่งช่วงของ 𝑔(𝑥) ในรูปอนุกรมฟูเรียร์ไซน์บนช่วง 0 < 𝑥 < 𝐿 

โดยที่                                              𝑐𝑛𝜋
𝐿
𝐵𝑛 =

2

𝐿
∫ 𝑔(𝑥)
𝐿

0
sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥𝑑𝑥, 𝑛 = 1, 2, 3, … 

                   𝐵𝑛 = 2

𝑐𝑛𝜋
∫ 𝑔(𝑥)
𝐿

0
sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥𝑑𝑥, 𝑛 = 1, 2, 3, …     
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ดังนั้น ผลเฉลยที่สอดคล้องเงื่อนไขค่าขอบ (2.1.6) และเงื่อนไขค่าเริ่มต้น (2.1.7) คือ 

                                 𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑(𝐴𝑛 cos
𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡 + 𝐵𝑛 sin

𝑐𝑛𝜋

𝐿
𝑡) sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥, 𝑛 = 1, 2, 3, …

∞

𝑛=1

 

โดยที่                𝐴𝑛 = 2

𝐿
∫ 𝑓(𝑥)
𝐿

0
sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥𝑑𝑥,        𝑛 = 1, 2, 3, … 

                                                                      𝐵𝑛 =
2

𝑐𝑛𝜋
∫ 𝑔(𝑥)
𝐿

0
sin

𝑛𝜋

𝐿
𝑥𝑑𝑥,    𝑛 = 1, 2, 3, …   

จากสมการ (2.1.4) คลื่นใน 1 มิติ คือ 

                                                                            
𝜕2𝑢

∂𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
                                         

ผลเฉลยอยู่ในรูป                                       𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)                                               (2.1.16)                  

แทนสมการ (2.1.16) ในสมการ (2.1.4) จะได้ว่า     

                                                         
𝜕2 [𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)]

∂𝑡2
= 𝑐2

𝜕2[𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)] 

𝜕𝑥2
     

                                                           𝑋(𝑥)
𝑑2 𝑇(𝑡)

𝑑𝑡2
= 𝑐2𝑇(𝑡)

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
                                     (2.1.17) 

หารตลอดสมการด้วย  𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)                                   

                                                           
1

𝑇(𝑡)

𝑑2 𝑇(𝑡)

𝑑𝑡2
=

𝑐2

𝑋(𝑥)

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
 

 เนื่องจากสมการทางซ้ายเป็นฟังก์ชันของ 𝑡 และสมการทางขวาเป็นฟังก์ชันของ 𝑥 จะเท่ากัน

ก็ต่อเมื่อทั้งสองข้างเป็นค่าคงตัว จากการค านวณหาผลเฉลยของ 𝑢(𝑥, 𝑡) พบว่าถ้า 𝑘 < 0  ให้  𝑘 =

−𝑎2, 𝑎 > 0 จะได้ผลเฉลยที่สอดคล้องกับปัญหาค่าขอบและค่าเริ่มต้น 

ดังนั้น                                                  

                                                                   
1

𝑇(𝑡)

𝑑2 𝑇(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝑎2                                                   (2.1.18) 

ให้   𝑎 = 𝜔  จะได้ว่า 

จัดรูปใหม่จะได้ว่า                                  

                                                             
𝑑2 𝑇(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝑇(𝑡)𝜔2                                                   (2.1.19) 
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𝑑2 𝑇(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝑇(𝑡)𝜔2 = 0                                 

มีผลเฉลยเป็น                              𝑇(𝑡) = 𝑐9 cos𝜔𝑡 + 𝑐10 sin𝜔𝑡                                       (2.1.20)                        

แทนสมการ (2.1.20) ในสมการ (2.1.17) 

𝑋(𝑥)
𝑑2 [𝑐9 cos𝜔𝑡 + 𝑐10 sin𝜔𝑡] 

𝑑𝑡2
= 𝑐2[𝑐9 cos𝜔𝑡 + 𝑐10 sin𝜔𝑡] 

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
 

               𝑋(𝑥)[−𝜔2𝑐9 cos𝜔𝑡−𝜔
2𝑐10 sin𝜔𝑡] = 𝑐

2[𝑐9 cos𝜔𝑡 + 𝑐10 sin𝜔𝑡] 
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
 

                     −𝜔2𝑋(𝑥)[𝑐9 cos𝜔𝑡+𝑐10 sin𝜔𝑡] = 𝑐
2[𝑐9 cos𝜔𝑡 + 𝑐10 sin𝜔𝑡] 

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
 

                                                                −𝜔2𝑋(𝑥) = 𝑐2
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
 

จัดรูปใหม่ และให้ 𝑐 = 𝑣 จะได้ว่า 

                                                                    
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
= −

𝜔2

𝑣2
𝑋(𝑥)                                                (2.1.21) 

โดยที่ 𝜔 เป็น อัตราเร็วเชิงมุม คือ มุมที่จุดศูนย์กลางที่รัศมีกวาดไปได้ใน 1 หน่วยเวลา หน่วย
เป็น 𝑟𝑎𝑑/𝑠 เราใช้ค่าคงตัวของพลังค์ในการอธิบายควอนไทเซชัน ซึ่งเป็นปรากฏการณ์ท่ีเกิดขึ้นใน
ระดับขนาดที่เล็กมาก ๆ ส าหรับอนุภาคอย่างอิเล็กตรอนและโฟตอน โดยคุณสมบัติทางฟิสิกส์
บางอย่างของอนุภาคเหล่านี้จะมีค่าที่เป็นไปได้เป็นจ านวนเท่าของค่าคงตัวหนึ่งเท่านั้น
ตัวอย่างเช่น พลังงาน  𝐸 ของแสงที่มีความถี่ 𝑓 จะมีค่าได้เป็น 𝐸 = ℎ𝑓  โดยที่ ℎ คือค่าคงตัวของพลังค์
และ ℏ = ℎ

2𝜋
 คือ ค่าคงตัวของพลังค์แบบลดค่า (reduced Planck constant) หรือบางครั้งเรียกว่าค่า

คงตัวของดิแรค บางครั้งจะเขียนปริมาณนี้ในหน่วยของ 𝜔 = 2𝜋𝑓 ซึ่งเท่ากับ 𝐸 = ℏ𝜔 และ 𝑣  เป็น 
อัตราเร็วในการเคลื่อนที่ของอนุภาค คือ ระยะทางตามเส้นรอบวงที่วัตถุเคลื่อนที่ไปได้ ใน 1 หน่วย
เวลา  มีหน่วยเป็น  𝑚/𝑠 

 

 

 

            

  
ภำพที่ 2.2 การเคลื่อนที่ด้วยอัตราเร็วเชิงมุม (ไผ่, 2560) 

https://th.wikipedia.org/w/index.php?title=%E0%B8%84%E0%B8%A7%E0%B8%AD%E0%B8%99%E0%B9%84%E0%B8%97%E0%B9%80%E0%B8%8B%E0%B8%8A%E0%B8%B1%E0%B9%88%E0%B8%99&action=edit&redlink=1
https://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%99%E0%B8%B8%E0%B8%A0%E0%B8%B2%E0%B8%84
https://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B4%E0%B9%80%E0%B8%A5%E0%B9%87%E0%B8%81%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B8%AD%E0%B8%99
https://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B9%82%E0%B8%9F%E0%B8%95%E0%B8%AD%E0%B8%99
https://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%9E%E0%B8%A5%E0%B8%B1%E0%B8%87%E0%B8%87%E0%B8%B2%E0%B8%99
https://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%84%E0%B8%A7%E0%B8%B2%E0%B8%A1%E0%B8%96%E0%B8%B5%E0%B9%88
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จากพลังงานรวมของอนุภาคสามารถเขียนได้ในรูปผลรวมของพลังงานจลน์และพลังงานศักย์ 

 
ภำพที่ 2.3 ผลรวมของพลังงานจลน์และพลังงานศักย์ 

𝐸 = 𝐾 + 𝑉  

โดยที่ 𝐾 คือ พลังงานจลน์ และ 𝑉 คือพลังงานศักย์ 

                                                                           𝐸 =
1

2
𝑚𝑣2 + 𝑉(𝑥) 

และ 𝑝 = 𝑚𝑣 จะได้ว่า 

                                                                          𝐸 =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉(𝑥) 

โดยที่ 𝑝 คือ โมเมนตัม และ 𝑚 คือ มวลของอนุภาค 

จะได้ว่า                                                        𝑝 = √2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]                                           (2.1.22) 

เดอ บรอยล์ ได้เสนอสมการที่แสดงความสัมพันธ์ระหว่างความยาวคลื่นและโมเมนตัมของโฟตอนโดย

อาศัยทฤษฎีสัมพัทธภาพของไอน์สไตน์ ซึ่งกล่าวถึงความสัมพันธ์ระหว่างพลังงาน 𝐸 และมวล 𝑚 ของ

อนุภาค คือ 

                                                                              𝐸 = 𝑚𝑐2 
และควอนตัมของพลังงาน                        𝐸 = ℎ𝑓 

ดังนั้นจะได้ว่า                                   𝑚𝑐2 = ℎ𝑓 

เมื่อ 𝑐 เป็นอัตราเร็วของแสง ในกรณีอนุภาคของแสงเคลื่อนที่ด้วยความเร็ว 𝑐 จะมีโมเมนตัมเป็นไป

ตามสมการ 

                                                                               𝑝 =
𝐸

𝑐
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ดังนั้น                                               𝑝𝑐 = ℎ𝑓                                     

                                                                        𝜆 =  
𝑐

𝑓
=
ℎ

 𝑝
 

จะได้ว่า ความยาวคลื่นของเดอบรอยล์ คือ  

λ =
ℎ

𝑝
 

จะได้ว่า                        

                                                                          λ =
ℎ

√2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]
                                          (2.1.23) 

ให้ 𝜔 = 2𝜋𝑓  และ 𝑣 = 𝑓𝜆  และ ℏ = ℎ

2𝜋
 

โดยที่ 𝑓 คือ ความถ่ีของอนุภาค และ ℎ คือค่าคงตัวของพลังค์ เป็นปริมาณที่เกี่ยวข้องกับขนาด

ของควอนตาและมีค่าเท่ากับ  6.626 × 10−34  𝐽 ∙ 𝑠 หรือเขียนในหน่วยอิเล็กตรอนโวลต์ได้เท่ากับ 

4.135 × 10−15 𝑒𝑉 ∙ 𝑠  ปริมาณอีกอย่างซึ่งมีความเกี่ยวข้องกันคือค่าคงตัวของพลังค์แบบลดค่า หรือ

บางครั้งเรียกว่าค่าคงตัวของดิแรค คือ  ℏ = ℎ

2𝜋
= 1.054 × 10−34 𝐽 ∙ 𝑠 

ดังนั้น                                 
𝜔2

𝑣2
=
4𝜋2𝑓2

𝑓2𝜆2
=
4𝜋2

𝜆2 
=
4𝜋22𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

ℎ2
=
4𝜋22𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

4𝜋2ℏ2
 

                                                           
𝜔2

𝑣2
=
2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

ℏ2
                                                         (2.1.24) 

แทนสมการ (2.1.24) ในสมการ (2.1.21) 

                                                              
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
= −

2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

ℏ2
 𝑋(𝑥)                                 

                                                  − 
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
=  𝐸𝑋(𝑥) − 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥)                                 

ดังนั้นจะได้ว่าสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลาใน 1 มิต ิคือ 

                                                  −
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥)   =  𝐸𝑋(𝑥) 

 

https://th.wikipedia.org/w/index.php?title=%E0%B8%84%E0%B8%A7%E0%B8%AD%E0%B8%99%E0%B8%95%E0%B8%B2&action=edit&redlink=1
https://th.wikipedia.org/wiki/%E0%B8%AD%E0%B8%B4%E0%B9%80%E0%B8%A5%E0%B9%87%E0%B8%81%E0%B8%95%E0%B8%A3%E0%B8%AD%E0%B8%99%E0%B9%82%E0%B8%A7%E0%B8%A5%E0%B8%95%E0%B9%8C
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จากสมการคลื่นในหนึ่งมิติสามารถขยายไปยังสามมิติได้ดังนี้ 

                                                            
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
=
1

𝑣2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
                                           (2.1.25) 

โดยที่ ∇2= 𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
  เรียกว่า ตัวด าเนินการลาปลาส ซ่ึง  𝜕

2

𝜕𝑥2
,
𝜕2

𝜕𝑦2
 ,
𝜕2

𝜕𝑧2
  เป็นอนุพันธ์

ย่อยอันดับสองในระบบพิกัดฉาก  

ดังนั้นจะได้ว่า                            

                                                                           ∇2𝑢 =
1

𝑣2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
                                                      (2.1.26) 

ให้                                        𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑇(𝑡) 

หรือ                                            𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝑋(𝑟)𝑇(𝑡)                                                  (2.1.27)         

 พลังงานรวมของอนุภาคในกลศาสตร์ฮามิลตัน เรียกว่า ฮามิลโทเนียน จะเขียนอยู่ในรูปของ

ต าแหน่งกับโมเมนตัม                              𝐻 = 𝑇 + 𝑉         

                                                                                   =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)                                       (2.1.28) 

โดยที่  𝑇  คือ  พลังงานจลน์ของอนุภาค, 𝑉  คือ  พลังงานศักย์ของอนุภาค,  𝑝 คือ โมเมนตัม และ 𝑚  

คือมวลของอนุภาค  

 ตัวด าเนินการฮามิลโทเนียนหาได้จากสมการ  (2.1.28) โดยเปลี่ยน  𝑝 และ  𝑥, 𝑦, 𝑧  ให้เป็น

ตัวด าเนินการตามพอสชูเลตที่ 4 นั่นคือ ตัวด าเนินการของการวัดปริมาณฟิสิกส์ใด หาได้จากการ

ค านวณปริมาณฟิสิกส์นั้นโดยอาศัยฟิสิกส์คลาสสิก แล้วจึงเปลี่ยนตัวแปรต่าง ๆ ให้เป็นตัวด าเนินการ 

(นรา, 2553) 

 ตัวด าเนินการฮามิลโทเนียนอาศัยตัวด าเนินการต าแหน่งและโมเมนตัมที่ได้จากพอสชูเลตที่ 3 

นั่นคือ คุณสมบัติของตัวด าเนินการที่เก่ียวข้องกับการวัดปริมาณฟิสิกส์ต่าง ๆ นั้นต้องเป็นไปตามกฎ

ความสัมพันธ์สลับที่พ้ืนฐาน (นรา, 2553) จะเขียนได้ว่า 

�̂� =
�̂�2

2𝑚
+ 𝑉(𝑥, �̂�, �̂�) 

                                                                       =
1

2𝑚
(−𝑖ℏ∇⃑⃑⃑)2 + 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
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                                                                           �̂� = −
ℏ2

2𝑚
∇2 + 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)                                 (2.1.29) 

โดยอาศัยพอสชูเลตที่ 2 นั่นคือ การวัดปริมาณฟิสิกส์ใด ๆ มีตัวแทนทางคณิตศาสตร์ คือ  

ตัวด าเนินการเฮอร์มิเชียนที่เกี่ยวข้องและค่าท่ีวัดได้คือ ค่าไอเกนของตัวด าเนินการนั้น ๆ (นรา, 2553) 

จะได้ว่า 

                                                                  �̂�𝑋(𝑟) = 𝐸𝑋(𝑟)                                                            (2.1.30) 

โดยที่   �̂� คือ ตัวด าเนินการฮามิลโทเนียน และ  𝑋(𝑟) คือ ฟังก์ชันไอเกนของ  �̂�  และ  𝐸 คือ 

ค่าไอเกน 

แทนสมการ (2.1.29) ในสมการ  (2.1.30)  จะได้ว่า 

                                                            (−
ℏ2

2𝑚
∇2 + 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧))𝑋(𝑟) = 𝐸𝑋(𝑟)                        

จะได้ว่าสมการชเรอดิงเงอร์ในสามมิติ คือ  

                                                                −
ℏ2

2𝑚
∇2𝑋(𝑟) + 𝑉(𝑟)𝑋(𝑟)  =  𝐸𝑋(𝑟)                      (2.1.31) 

 การแก้สมการเพ่ือให้ได้ผลเฉลยนั้นใช้วิธีการแยกตัวแปร เพ่ือท าให้จ านวนตัวแปรที่มีใน

สมการน้อยลง โดยจะพิจารณาการแก้สมการจากสมการชเรอดิงเงอร์สามมิติในพิกัดฉาก  

(พงษ์แก้ว, 2553) 

โดยพลังงานศักย์สามารถเขียนได้ในรูป    𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑉(𝑥) + 𝑉(𝑦) + 𝑉(𝑧)    

ดังนั้น สมการชเรอดิงเงอร์สามมิติ จะได้เป็น 

−
ℏ2

2𝑚
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
 ) 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) + (𝑉(𝑥) + 𝑉(𝑦) + 𝑉(𝑧))𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐸𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)  (2.1.32) 

ใช้วิธีแยกตัวแปร ให้                                 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)𝑍(𝑧)                                   (2.1.33)                                              

แทนสมการ (2.1.33) ในสมการ (2.1.32) จะได้ว่า       

−
ℏ2

2𝑚
(
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
 ) 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)𝑍(𝑧) + (𝑉(𝑥) + 𝑉(𝑦) + 𝑉(𝑧))𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)𝑍(𝑧)              

                                                                                        = 𝐸𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)𝑍(𝑧)         (2.1.34)    
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หารสมการ (2.1.34)  ตลอดสมการด้วย   𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)𝑍(𝑧)  จะได้ว่า 

−
ℏ2

2𝑚
(

1

𝑋(𝑥)

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥) +

1

𝑦(𝑦)

𝜕2

𝜕𝑦2
𝑌(𝑦) +

1

𝑧(𝑧)

𝜕2

𝜕𝑧2
𝑍(𝑧)) + (𝑉(𝑥) + 𝑉(𝑦) + 𝑉(𝑧)) = 𝐸 (2.1.35) 

ให้   𝐸 = 𝜖1 + 𝜖2 + 𝜖3 จะได้สมการชเรอดิงเงอร์เป็น 

                                                       −
ℏ2

2𝑚

1

𝑋(𝑥)

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥) + 𝑉(𝑥) = 휀1 

                                                       −
ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥)+𝑉(𝑥)𝑋(𝑥) = 휀1𝑋(𝑥)                           (2.1.36) 

ในท านองเดียวกันจะได้ว่า 

                                                        −
ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑦2
𝑌(𝑦) + 𝑉(𝑦)𝑌(𝑦) = 휀1 𝑌(𝑦)                          (2.1.37) 

                                                         −
ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑧2
𝑍(𝑧) + 𝑉(𝑧)𝑍(𝑧) = 휀1 𝑍(𝑧)                           (2.1.38) 

พิจารณาบ่อศักย์อนันต์      𝑉(𝑥) =   {∞, 𝑥 < 0 , 𝑥 > 𝐿 
0 ,      0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

  

โดยที่                                  𝑋(𝑥) =   {𝑋1(𝑥), 𝑥 < 0 , 𝑥 > 𝐿 
𝑋2(𝑥) ,      0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

  

กรณีที่ 1  𝑥 < 0  และ  𝑥 > 𝐿  ดังนั้น   𝑉(𝑥) = ∞  เนื่องจาก  𝑉 มีขนาดใหญ่มากจึงสามารถตัด

เทอมอ่ืนทิ้งได้ จากสมการ (2.1.35) จะได้ว่า    𝑉𝑋1(𝑥) = 0 

เนื่องจาก  𝑉 ≠ 0   จะได้ว่า                            𝑋1(𝑥) = 0                                                     (2.1.39)            

กรณีที่ 2  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 ดังนั้น   𝑉(𝑥) = 0  จากสมการ (2.1.36) จะได้ว่า                 

                                                              −
ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋2(𝑥) =  𝑋2(𝑥)              

                                                                          
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋2(𝑥) = −

2𝑚

ℏ2
휀1 𝑋2(𝑥) 

ให้  𝑘 = √2𝑚
ℏ2
휀1  จะได้เป็นผลเฉลยเป็น 

                                                                  𝑋2(𝑥) = 𝐴 cos 𝑘𝑥 + 𝐵 sin𝑘𝑥                                    (2.1.40)             

พิจารณาเงื่อนไขขอบเขต เมื่อ  𝑥 = 0  จะได้ว่า   𝑋1(0) = 𝑋2(0) = 0 
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จะได้ว่า                                                   𝐴 = 0 

ดังนั้น                                                                   𝑋2(𝑥) =
𝐵 sin𝑘𝑥                                                       (2.1.41) 

เมื่อ  𝑥 = 𝐿  จะได้ว่า                      𝑋1(𝐿) = 𝑋2(𝐿) = 0 

ดังนั้น                                                              𝐵 sin𝑘𝐿 = 0                                      

จะได้ว่า                               𝑘 = 𝑛𝜋

𝐿
      เมื่อ 𝑛 = 1, 2, 3, … 

จาก                                               𝑘 = √2𝑚
ℏ2
휀1 

ดังนั้นจะได้ว่า                             

                                                         휀1 =
ℏ2

2𝑚
(
𝑛1𝜋

𝐿
)
2 

  , 𝑛1 = 1, 2, 3,…                           (2.1.42) 

และ                                                                      𝑋𝑛1(𝑥) =

𝐵1 𝑠𝑖𝑛
𝑛1𝜋

𝐿
𝑥                                              (2.1.43) 

ในท านองเดียวกันจะได้ว่า           

                                                          휀2 =
ℏ2

2𝑚
(
𝑛2𝜋

𝐿
)2   , 𝑛2 = 1, 2, 3, …                           (2.1.44) 

                                                          휀3 =
ℏ2

2𝑚
(
𝑛3𝜋

𝐿
)2   , 𝑛3 = 1, 2, 3, …                           (2.1.45) 

                                                                     𝑌𝑛2(y) = 𝐵2 𝑠𝑖𝑛
𝑛2𝜋

𝐿
𝑦                                             (2.1.46) 

                                                                     𝑍𝑛3(z) = 𝐵3 𝑠𝑖𝑛
𝑛3𝜋

𝐿
𝑧                                             (2.1.47) 

ดังนั้น สมการชเรอดิงเงอร์ในพิกัดฉากมีผลเฉลยดังนี้ 

                                       𝐸 = 휀1 + 휀2 + 휀3 =
ℏ2

2𝑚
(
𝑛1𝜋

𝐿
)
2 

+
ℏ2

2𝑚
(
𝑛2𝜋

𝐿
)
2 

+
ℏ2

2𝑚
(
𝑛3𝜋

𝐿
)
2 

 

                                                        = 1

2𝑚
(
ℏ𝜋

𝐿
)
2
(𝑛1

2 + 𝑛2
2 + 𝑛3

2)                          (2.1.48) 

                    𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)  = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)𝑍(𝑧) = 𝐵1𝐵2𝐵3 𝑠𝑖𝑛
𝑛1𝜋

𝐿
𝑥 𝑠𝑖𝑛

𝑛2𝜋

𝐿
𝑦 𝑠𝑖𝑛

𝑛3𝜋

𝐿
𝑧       (2.1.49) 
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 ในสมการ (2.1.49) ค่าของ 𝐵1𝐵2𝐵3 คือ ค่าคงที่ใด ๆ ในการหาค่าคงที่  𝐵1𝐵2𝐵3 และ

ฟังก์ชันไอเกนนอร์แมลไลซ์ จะใช้เงื่อนไขการนอร์แมลไลเซชัน เมื่อ |𝑋(𝑥)|2 เป็นความหนาแน่นของ

ความน่าจะเป็นที่จะพบอนุภาคในขณะที่ |𝑋(𝑥)|2 𝑑𝑥  คือโอกาสที่จะพบอนุภาคในช่วง  𝑥 ถึง  𝑥 +

𝑑𝑥 หากต้องการค านวณโอกาสที่จะพบอนุภาคในทุก ๆ ที่ในปริภูมิ (วีระศักดิ์, 2559) จะได้ว่า  

∫ |𝑋(𝑥)|2 𝑑𝑥
∞

−∞

= 1 

ส าหรับบ่อศักย์อนันต์จะได้ว่า 

  ∫ |𝑋(𝑥)|2 𝑑𝑥
𝐿

0

= 1 

                                                             ∫ |𝐵1 𝑠𝑖𝑛
𝑛1𝜋

𝐿
𝑥|
2
𝑑𝑥 = 1

𝐿

0
 

                                                      |𝐵1|
2∫ 𝑠𝑖𝑛2

𝑛1𝜋𝑥

𝐿
 𝑑𝑥 = 1

𝐿

0

 

                                          
|𝐵1|

2

2
∫ (1 − 𝑐𝑜𝑠

2𝑛1𝜋𝑥

𝐿
)𝑑𝑥 = 1

𝐿

0

 

                                       
|𝐵1|

2

2
[𝑥 −

𝐿

2𝑛1𝜋
𝑠𝑖𝑛

2𝑛1𝜋𝑥

𝐿
]
𝑥=0

𝑥=𝐿

= 1 

                                                                                    
|𝐵1|

2

2
𝐿 = 1 

                                                                                            𝐵1 = √
2

𝐿
 

ในท านองเดียวกัน  𝐵1 = 𝐵2 = 𝐵3 = √2𝐿   

แทนในสมการ  (2.1.49) จะได้ว่า                        

              𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑋(𝑥)𝑌(𝑦)𝑍(𝑧) = (√
2

𝐿
)

3

sin
n1𝜋

𝐿
𝑥 sin

n2𝜋

𝐿
𝑦 sin

n3𝜋

𝐿
𝑧                (2.1.50) 

เมื่อ  𝑛𝑖 = 1, 2, 3, … และ 𝑖 = 1, 2, 3 

 



18 
 

2.2  สมกำรชเรอดิงเงอร์ที่ขึ้นกับเวลำ 

 สมการชเรอดิงเงอร์ที่ขึ้นกับเวลาพิจารณาจากทฤษฎีของพลังค์และเดอบรอยล์ โดยอาศัย

ความสัมพันธ์ระหว่างความถี่กับเลขคลื่น (วีระศักดิ์, 2559) 

 โดยพิจารณาจากคลื่นระนาบ ซึ่งเป็นคลื่นที่มีการสั่นของอนุภาคในแนวเดียวกันและมีหน้า

คลื่นในแนวระนาบ เกิดจากการที่คลื่น 2 ขบวนเคลื่อนที่ไปพร้อมกัน โดยคลื่นทั้งสองนี้มีความถี่ และ

แอมพลิจูดเท่ากัน เคลื่อนที่ไปในทิศทางเดียวกัน และมีเฟสต่างกัน   
𝜋
2
 เรเดียน 

 จากคลื่นที่มีการเคลื่อนที่เป็นคาบและเคลื่อนที่ไปทางขวาด้วยอัตราเร็ว  𝑣 จะสามารถเขียน

ฟังก์ชันคลื่นได้ในรูปของฟังก์ชันไซน์ดังนี้ 

                                                                𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐴 sin
2𝜋

𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡)                                   

โดยที่  𝐴 คือ แอมพลิจูดของคลื่น 

ดังนั้น คลื่นทั้ง 2 ขบวนเคลื่อนที่ไปพร้อมกัน จะได้ว่า  

                                                                  𝑋(𝑥, 𝑡) = {𝑋1(𝑥, 𝑡), 𝑋2(𝑥, 𝑡)} 

                                                                            = {𝐴 sin
2𝜋

𝜆
[(𝑥 − 𝑣𝑡) +

𝜋

2
] , 𝐴 sin

2𝜋

𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡)} 

เนื่องจาก  sin(𝑥 + 𝜋

2
) = cos(𝑥) 

ดังนั้นจะได้ว่า                             𝑋(𝑥, 𝑡) = {𝐴 cos 2𝜋
𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡) ,  𝐴 sin

2𝜋

𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡)} 

ซึ่งสามารถเขียนฟังก์ชันคลื่นได้ในรูปของจ านวนเชิงซ้อน นั่นคือ 

                                                                   𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐴 cos 2𝜋
𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡) + 𝑖𝐴 sin

2𝜋

𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡) 

เนื่องจาก                                       𝑒i∅ = cos∅ + 𝑖 sin∅ 

ดังนั้น                                                      𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒𝑖
2𝜋

𝜆
(𝑥−𝑣𝑡) 

หรือ                                              𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒𝑖2𝜋(
𝑥

𝜆
−𝑓𝑡) 

โดยที่  𝐴 คือ แอมพลิจูดของคลื่น,  λ  คือ ความยาวคลื่น และ  𝑓 คือ ความถี่ของคลื่น 



19 
 

เนื่องจาก ความยาวคลื่นของเดอบรอยล์   λ = ℎ

𝑝
 และทฤษฎีของพลังค์  𝐸 = ℎ𝑓 จะได้ฟังก์ชันคลื่น

เป็น 

                                                               𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒
𝑖2𝜋(

𝑥𝑝
ℎ
−
𝐸
ℎ
𝑡)      

                                            (2.2.1) 

ให้  𝑘 = 2𝜋

𝜆
  เป็นเลขคลื่นหรือค่าคงตัวของการแผ่  และ  ω = 2𝜋𝑓 เป็นอัตราเร็วเชิงมุม จะได้ว่า  

 𝑘 = 2𝜋𝑝

ℎ
=

𝑝

ℏ
  และ ω = 2𝜋𝑓 = 2𝜋𝐸

ℎ
  แทนในสมการ  (2.2.1) 

จะได้ว่า                                                  𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                                                          (2.2.2) 

ตามพอสซูเลตที่ 1 นั่นคือ ตัวแทนทางคณิตศาสตร์ของอนุภาคคือฟังก์ชันคลื่น โดยที่คุณสมบัติต่าง ๆ 

ของการเคลื่อนที่ของอนุภาคเช่น ค่าโมเมนตัมและค่าพลังงานนั้น สามารถหาได้จากฟังก์ชันคลื่น 

(นรา, 2553) 

ดังนั้น หาอนุพันธ์เทียบ  𝑡  ของฟังก์ชันคลื่นจากสมการ (2.2.2) จะได้ว่า 

                                                          
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = (−𝑖𝜔)𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                                              (2.2.3) 

คูณ  𝑖ℏ  ตลอดทั้งสมการ  (2.2.3)  จะได้ว่า 

                                                 (𝑖ℏ)
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = (𝑖ℏ)(−𝑖𝜔)𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                           

                                                     𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = ℏ𝜔𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                

เนื่องจาก  ω = 2𝜋𝑓 = 2𝜋𝐸

ℎ
    ดังนั้น  𝐸 = ℏ𝜔  จะได้ว่า   

                                                𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                

จากสมการ  (2.2.2)  จะได้ว่า 

                                                     𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝑋(𝑥, 𝑡)                                                             (2.2.4) 

โดยที่ 𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑡
  เป็นตัวด าเนินการพลังงาน   

และจากสมการ (2.2.2) อนุพันธ์อันดับสองเทียบ 𝑥 ของฟังก์ชันคลื่น จะได้ว่า 

                                                      
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥, 𝑡) = (𝑖𝑘)2𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                                      
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𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥, 𝑡) = −𝑘2𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                                      

จาก   𝑘 = 2𝜋𝑝

ℎ
=

𝑝

ℏ
   จะได้ว่า 

                                                              
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥, 𝑡) = −(

𝑝

ℏ
)
2

𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                                      

จัดรูปใหม่จะได้ว่า 

                                                                𝑝2 𝑋(𝑥, 𝑡) = −ℏ2  
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥, 𝑡)                                       (2.2.5) 

และเม่ือแทน  𝐸 = 𝑝2

2𝑚
+ 𝑉(𝑥)   ในสมการ (2.2.4)  จะได้ว่า 

                                                            𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = [

𝑝2

2𝑚
+ 𝑉(𝑥)]𝑋(𝑥, 𝑡)                     

                                                           𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) =

𝑝2

2𝑚
𝑋(𝑥, 𝑡) + 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥, 𝑡)                      (2.2.6) 

แทนสมการ  (2.2.5)  ในสมการ (2.2.6) จะได้ว่า 

                                                           𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = −

ℏ2

2𝑚
 
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥, 𝑡) + 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥, 𝑡)        (2.2.7) 

ในท านองเดียวกันจะได้ว่าสมการชเรอดิงเงอร์ที่ขึ้นกับเวลาในสามมิติ คือ  

                                                           𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑟, 𝑡) = −

ℏ2

2𝑚
 ∇2𝑋(𝑟, 𝑡) + 𝑉(𝑟)𝑋(𝑟, 𝑡)              (2.2.8) 

ซึ่งสมการชเรอดิงเงอร์ที่ขึ้นกับเวลา ผลเฉลยสามารถเขียนได้ในรูป 

                                                                     𝑋(𝑟, 𝑡) = 𝑋(𝑟)𝑇(𝑡)                                                     (2.2.9)        

แทนสมการ (2.2.9)  ในสมการ  (2.2.8) จะได้ว่า 

                                                      𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑟)𝑇(𝑡) =

−ℏ2

2𝑚
 ∇2𝑋(𝑟)𝑇(𝑡) + 𝑉(𝑟)𝑋(𝑟)𝑇(𝑡)          

                                                      𝑋(𝑟)𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑇(𝑡) = 𝑇(𝑡) [−

ℏ2

2𝑚
 ∇2 + 𝑉(𝑟)]𝑋(𝑟)          

หารด้วย  𝑋(𝑟)𝑇(𝑡) ตลอดทั้งสมการจะได้ว่า 

                                                      
1

𝑇(𝑡)
𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑇(𝑡) =

1

𝑋(𝑟)
[−

ℏ2

2𝑚
 ∇2 + 𝑉(𝑟)]𝑋(𝑟)          
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เนื่องจากสมการทางซ้ายเป็นฟังก์ชันของ 𝑡 และสมการทางขวาเป็นฟังก์ชันของ 𝑟 จะเท่ากันก็ต่อเมื่อ

ทั้งสองข้างเป็นค่าคงตัว ดังนั้นจึงก าหนดให้ค่าคงตัวเท่ากับ  𝐷 จะได้ว่า 

                                                     
1

𝑇(𝑡)
𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑇(𝑡) = 𝐷 

                                                                   
𝜕

𝜕𝑡
𝑇(𝑡) =  

𝐷

𝑖ℏ
𝑇(𝑡) 

                                                
𝜕

𝜕𝑡
𝑇(𝑡) −

𝐷

𝑖ℏ
𝑇(𝑡) = 0  

                                                                        𝑇(𝑡) = 𝑒
𝐷𝑡
𝑖ℏ  

เนื่องจาก  𝐸 = ℎ𝑓  สามารถเขียนปริมาณนี้ได้ในรูปของ  𝜔 = 2𝜋𝑓 ซึ่งเท่ากับ  𝐸 = ℏ𝜔 จึงได้ว่า 

                                                                             𝜔 =
𝐸

ℏ
 

แสดงให้เห็นว่าฟังก์ชัน  𝑇(𝑡) เป็นฟังก์ชันคลื่นที่เคลื่อนที่ด้วยอัตราเร็วเชิงมุม 

ดังนั้นสรุปได้ว่า  𝐷 = 𝐸 

                                                                        𝑇(𝑡) = 𝑒
(
𝐸𝑡
𝑖ℏ
)
                                                            (2.2.10) 

แทนสมการ (2.2.10) ในผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ข้ึนกับเวลา (2.2.9) 

จะได้ว่า                                      𝑋(𝑟, 𝑡) = 𝑒(
𝐸𝑡

𝑖ℏ
)
𝑋(𝑟)    

 ในบทที่ 2 ได้ศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวข้อง ได้แก่ สมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลา และ

สมการชเรอดิงเงอร์ที่ขึ้นกับเวลา สมการชเรอดิงเงอร์เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยหรือสมการคลื่น 

สามารถหาผลเฉลยออกมาเป็นฟังก์ชันคลื่น และฟังก์ชันคลื่นสามารถอธิบายพฤติกรรมการเคลื่อนที่

ของคลื่นได้ และพบว่าสมการชเรอดิงเงอร์สามารถท านายสมบัติของอะตอมไฮโดรเจนได้อย่างแม่นย า 

นอกจากนั้นสามารถใช้สมการชเรอดิงเงอร์ได้อย่างกว้างขวางทั้งในฟิสิกส์อะตอม ฟิสิกส์นิวเคลียร์ และ

ฟิสิกส์สถานะของแข็ง (เพชรอาภา, 2556) ในโครงงานนี้สนใจศึกษาสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับ

เวลาใน 1 มิต ิดังนั้นการขยายสมการชเรอดิงเงอร์จากหนึ่งมิติไปยังสามมิติ พิจารณาการแก้สมการ 

ชเรอดิงเงอร์สามมิติในพิกัดฉาก ซึ่งในการแก้สมการเพ่ือให้ได้ผลเฉลยนั้นใช้วิธีการแยกตัวแปร 

 

https://th.wikipedia.org/w/index.php?title=%E0%B8%9F%E0%B8%B1%E0%B8%87%E0%B8%81%E0%B9%8C%E0%B8%8A%E0%B8%B1%E0%B8%99%E0%B8%84%E0%B8%A5%E0%B8%B7%E0%B9%88%E0%B8%99&action=edit&redlink=1
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บทที่ 3 

วิธีกำรทำงคณิตศำสตร์ส ำหรับสมกำรชเรอดิงเงอร์ 

 ในบทนี้จะศึกษาการหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลา โดยใช้วิธีการ

ประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และใช้วิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ ในการหาความสัมพันธ์

ระหว่างความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน 

3.1 วิธีกำรประมำณค่ำแบบดับเบิลยูเคบี  

 วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี (WKB) ถูกค้นพบโดย Wentzel-Kramers-Brillouin ใช้
ในการหาผลเฉลยซึ่งน ามาใช้กับกรณีท่ีพลังงานศักย์มีการเปลี่ยนแปลงอย่างช้า ๆ เมื่อต าแหน่ง
เปลี่ยนไป (Slowly varying function of position) การเปลี่ยนแปลงอย่างช้า ๆ นั่นคือ พลังงาน
ศักย์จะมีค่าเปลี่ยนไปน้อยมากในช่วงที่ความยาวเปลี่ยนไปหลายช่วงของความยาวคลื่นเดอบรอยล์ 
(พงษ์แก้ว, 2553) 
พิจารณาจากสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลาในหนึ่งมิติ 

                                                                −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) + 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥) = 𝐸𝑋(𝑥) 

จัดรูปใหม่จะได้ว่า 

                                                                    
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) = −

2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝑋(𝑥)                         (3.1.1) 

ดังนั้น สามารถเขียนผลเฉลยได้ในรูป 

                                                                            𝑋(𝑥) = 𝐵(𝑥)𝑒
𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)                                              (3.1.2) 

หาอนุพันธ์อันดับสองของสมการ (3.1.2) เทียบกับ  𝑥 

  
𝑑

𝑑𝑥
𝑋(𝑥) =  

𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) + 𝐵′(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 

                   = (
𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵(𝑥) + 𝐵′(𝑥)) 𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 

 
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) =

𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

(
𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵(𝑥) + 𝐵′(𝑥))

+ (
𝑖

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥) +

𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥) + 𝐵′′(𝑥)) 𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 
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                    = −
1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+
𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+
𝑖

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+
𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+ 𝐵′′(𝑥)𝑒
𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 

                    = −
1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+
2𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+
𝑖

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+𝐵′′(𝑥)𝑒
𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 

 
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) = (−

1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥) +

2𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥) +

𝑖

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)+𝐵′′(𝑥)) 𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

      (3.1.3) 

แทนสมการ (3.1.2)  และ  (3.1.3) ในสมการ  (3.1.1) 

(−
1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥) +

2𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥) +

𝑖

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)+𝐵′′(𝑥)) 𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) = −

2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 

พิจารณาโดยการเทียบส่วนจริงของจ านวนเชิงซ้อน 

−
1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥)+𝐵′′(𝑥) = −

2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝐵(𝑥) 

−
1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥) +

2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝐵(𝑥) = −𝐵′′(𝑥) 

                                             −𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥) + 2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝐵(𝑥) = −ℏ2𝐵′′(𝑥) 

                                             −𝐺′(𝑥)2 + 2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)] = −ℏ2
𝐵′′(𝑥)

𝐵(𝑥)
 

                                                    𝐺′(𝑥)2  = 2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]+ℏ2
𝐵′′(𝑥)

𝐵(𝑥)
                                      (3.1.4) 

พิจารณาโดยการเทียบส่วนจินตภาพของจ านวนเชิงซ้อน 

                                                   
2

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥) +

1

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥) = 0 

                                                  
1

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥) = −

2

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥) 

                                                     𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥) = −2𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥) 

คูณ   𝐵(𝑥) ตลอดทั้งสมการ 

                                                   𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)2 = −2𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥)𝐵(𝑥) 

                                                   𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)2 + 2𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥)𝐵(𝑥) = 0 
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                                                                   (𝐵(𝑥)2𝐺′(𝑥))′ = 0 

ดังนั้นจะได้ว่า                                                 𝐵(𝑥)2𝐺′(𝑥) = 𝐶 

                                                                       𝐵(𝑥) =
𝑆

√|𝐺′(𝑥)|
                                                      (3.1.5) 

โดยที่  𝑆 = √𝐶 และ 𝑆  เป็นค่าคงตัว 

ท าการประมาณสมการ (3.1.4)  ให้ 

                                                                               
𝐵′′(𝑥)

𝐵(𝑥)
≪
𝐺′(𝑥)2

ℏ2
 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                                                                      𝐺′(𝑥)2 = 2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)] 

จากสมการ (2.1.22) 

                                                                         𝑝(𝑥) = √2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)] 

ดังนั้น 

                                                                     𝐺′(𝑥)2 = 𝑝(𝑥)2 

                                                                       𝐺′(𝑥) = ±𝑝(𝑥) 

                                                                        𝐺(𝑥) = ±∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥                                                 (3.1.6) 

แทนสมการ (3.1.5)  และ  (3.1.6)  ในสมการ (3.1.2) 

จะได้ว่าผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลาในหนึ่งมิติโดยใช้วิธีการประมาณค่าแบบ

ดับเบิลยูเคบี คือ  

                                                                        𝑋(𝑥) =  
𝑆

√|𝐺′(𝑥)|
𝑒±

𝑖
ℏ∫

𝑝(𝑥)𝑑𝑥  

                                                                                  =
𝑆

√𝑝(𝑥)
𝑒±

𝑖
ℏ∫

𝑝(𝑥)𝑑𝑥  
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จากสมการ (3.1.1)  ให้  

                                                      𝑘2(𝑥) =
2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)] =

𝐺′(𝑥)2

ℏ2
= 
𝑝(𝑥)2

ℏ2
 

ดังนั้นสรุปได้ว่าผลเฉลยคือ  

                                                       𝑋(𝑥) ≈
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒
±
𝑖
ℏ∫

ℏ𝑘(𝑥)𝑑𝑥 
=

𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥       (3.1.7) 

 โดยที่  𝑆 เป็นค่าคงตัว 

 ผลเฉลยที่ได้สามารถใช้ในการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน โดย

พลังงานศักยท์ี่จะศึกษาเพ่ือหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ ได้แก่  

1. พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

𝑉(𝑥) = {
𝐿, 0 ≤ x ≤ L
0, 𝑥 < 0, 𝑥 > 𝐿

 

 
 

ภำพที่ 3.1 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

 

2. พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

𝑉(𝑥) = {
𝑉0, |𝑥| ≤ 𝑎

0,  |𝑥| > 𝑎
 

 

 

  
  
  

                                                  

         ภำพที่ 3.2 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า 
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3. พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร 

𝑉(𝑥) = { 

𝑉1,                  𝑥 < 𝑎
𝑉2, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏
𝑉3,                  𝑥 > 𝑏

     

 
ภำพที่ 3.3 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร 

4. พลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน  
𝑉(𝑥) = 𝛼{𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )} 

 
                             ภำพที่ 3.4 พลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน 

5. พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ 
𝑉(𝑥) = 𝑉+∞ 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝑥 𝐿⁄ ) 

 
 

ภำพที่ 3.5 พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ เมื่อ 𝑉+∞ = 5 และ 𝐿 = 3 
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6. พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก าลังสอง 
𝑉(𝑥) = 𝑉𝑒 𝑠𝑒𝑐ℎ

2(𝑥 𝐿⁄ ) 

 

ภำพที่ 3.6 พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก าลังสอง เมื่อ 𝑉𝑒 = 10 และ 𝐿 = 5 

7. พลังงานศักย์แบบผสม 

𝑉(𝑥) =

{
 
 

 
 
0,                   𝑥 < 𝐿1
𝑉1,       𝐿1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿2
0,        𝐿2 < 𝑥 < 𝐿3
𝑉2,       𝐿3 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿4
0,                  𝑥 > 𝐿4

 

 

ภำพที่ 3.7 พลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า 𝐿1 = 1, 𝐿2 = 2,  𝐿3 = 4 และ 𝐿4 = 7  

(เพชรอาภา, ไตรทศ และกุลภัทร, 2562) 
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𝑉(𝑥) =

{
 
 

 
 
0,                                                  𝑥 < 𝐿1
(1 2⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑐)2,       𝐿1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿2
0,                                        𝐿2 < 𝑥 < 𝐿3
(1 2⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑑)2,       𝐿3 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿4
0,                                                 𝑥 > 𝐿4

 

 

ภำพที่ 3.8 พลังงานศักย์แบบดับเบิลก าแพงพาราโบลิก เมื่อ 𝐿1 = 1, 𝐿2 = 2,  𝐿3 = 4,
𝐿4 = 7, 

𝑎 = 3, 𝑏 = 1.1, 𝑐 = 1.5  และ 𝑑 = 5.5 (เพชรอาภา, ไตรทศ และกุลภัทร, 2562) 

ในกรณีที ่ 𝑬 < 𝑉  โดยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบีจะสามารถหาค่าความน่าจะเป็นในการ

ส่งผ่านและการสะท้อนได้ดังนี้  

จาก (3.1.7) ผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลาในหนึ่งมิติโดยวิธีการประมาณค่า 

แบบดับเบิลยูเคบี คือ  

          𝑋(𝑥) ≈
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±

𝑖
ℏ∫

ℏ𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑈

√𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥  

โดยที่  𝑈 = 𝑆

√ℏ
  เป็นค่าคงตัว และ 𝑘2(𝑥) = 2𝑚

ℏ2
(𝑉(𝑥) − 𝐸) 

ดังนั้นจะได้ว่า  

𝑋Ι(𝑥) =
𝐴

√𝑘(𝑥)
𝑒𝑥 𝑝 [𝑖 ∫ 𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑥

𝑎

] +
𝐵

√𝑘(𝑥)
𝑒𝑥 𝑝 [−𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑥

𝑎

] 

                          𝑋ΙΙ(𝑥) =
𝐶

√𝑘(𝑥)
𝑒𝑥 𝑝 [∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑥

𝑎

] +
𝐷

√𝑘(𝑥)
𝑒𝑥 𝑝 [−∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑥

𝑎

] 
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                                                                𝑋ΙΙΙ(𝑥) =
𝐹

√𝑘(𝑥)
𝑒𝑥 𝑝 [𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑥

𝑏

] 

และเงื่อนไขขอบเขตคือ 

                                                                                  𝑋Ι(𝑎) = 𝑋ΙΙ(𝑎) 

                                                              
𝐴

√𝑘(𝑎)
+

𝐵

√𝑘(𝑎)
=

𝐶

√𝑘(𝑎)
+

𝐷

√𝑘(𝑎)
 

                                                                                 𝐴 + 𝐵 = 𝐶 + 𝐷                                                 (3.1.8) 

                                                                                 𝑋Ι
′(𝑎) = 𝑋ΙΙ

′ (𝑎) 

√𝑘(𝑎)(𝐴𝑖𝑘(𝑎) − 𝐵𝑖𝑘(𝑎)) + (𝐴 + 𝐵)
1

2√𝑘(𝑎)

𝑘(𝑎)
=

√𝑘(𝑎)(𝐶𝑘(𝑎) − 𝐷𝑘(𝑎)) + (𝐶 + 𝐷)
1

2√𝑘(𝑎)

𝑘(𝑎)
 

                                       2𝑘2(𝑎)(𝐴𝑖 − 𝐵𝑖) + (𝐴 + 𝐵) = 2𝑘2(𝑎)(𝐶 − 𝐷) + (𝐶 + 𝐷)           (3.1.9) 

                                                                                𝑋ΙΙ(𝑏) = 𝑋ΙΙΙ(𝑏) 

      
𝐶

√𝑘(𝑏)
𝑒𝑥 𝑝 [∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] +
𝐷

√𝑘(𝑏)
𝑒𝑥 𝑝 [−∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] =
𝐹

√𝑘(𝑏)
 

ให้  θ = ∫ 𝑘(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  จะได้ว่า 

                                                  𝐶𝑒𝑥𝑝(θ) + 𝐷𝑒𝑥𝑝(−θ) = 𝐹                                                       (3.1.10) 

                                                                                𝑋ΙΙ
′ (𝑏) = 𝑋ΙΙΙ

′ (𝑏) 

√𝑘(𝑏)(𝐶𝑘(𝑏)𝑒𝑥𝑝(θ) − 𝐷𝑘(𝑏)𝑒𝑥𝑝(−θ)) + (𝐶𝑒𝑥𝑝(θ) + 𝐷𝑒𝑥𝑝(−θ))(
1

2√𝑘(𝑏)
))

𝑘(𝑏)
          

                                                                                             =

√𝑘(𝑏)𝐹𝑖𝑘(𝑏) +
𝐹

2√𝑘(𝑏)

𝑘(𝑏)
 

2𝑘2(𝑏)(𝑐𝑒𝑥𝑝(θ) − 𝐷𝑒𝑥𝑝(−θ)) + (𝐶𝑒𝑥𝑝(θ) + 𝐷𝑒𝑥𝑝(−θ)) = 2𝑘2(𝑏)𝐹𝑖 + 𝐹              (3.1.11) 

(3.1.11) − (3.1.10); 

                                                  2𝑘2(𝑏)(𝐶𝑒𝑥𝑝(θ) − 𝐷𝑒𝑥𝑝(−θ)) = 2𝑘2(𝑏)𝐹𝑖 

                                                                    𝐶𝑒𝑥𝑝(θ) − 𝐷𝑒𝑥𝑝(−θ) = 𝐹𝑖                                    (3.1.12) 
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(3.1.10) + (3.1.12); 

                                                                      2𝐶𝑒𝑥𝑝(θ) = 𝐹 + 𝐹𝑖 

                                                                                      𝐶 =
𝐹 + 𝐹𝑖

2𝑒𝑥𝑝(θ)
 

(3.1.10) − (3.1.12); 

                                                                   2𝐷𝑒𝑥𝑝(−θ) = 𝐹 − 𝐹𝑖 

                                                                                      𝐷 =
𝐹 − 𝐹𝑖

2𝑒𝑥𝑝(−θ)
 

(3.1.9) − (3.1.8); 

                                                         2𝑘2(𝑎)(𝐴𝑖 − 𝐵𝑖) = 2𝑘2(𝑎)(𝐶 − 𝐷) 

                                                                           𝐴𝑖 − 𝐵𝑖 = 𝐶 − 𝐷                                                 (3.1.13) 

แทน 𝐶 และ 𝐷 ในสมการ (3.1.8) และ (3.1.13) 

                                                              𝐴 + 𝐵 =
𝐹 + 𝐹𝑖

2𝑒𝑥𝑝(θ)
+

𝐹 − 𝐹𝑖

2𝑒𝑥𝑝(−θ)
                                   (3.1.14) 

                                                           𝐴𝑖 − 𝐵𝑖 =
𝐹 + 𝐹𝑖

2𝑒𝑥𝑝(θ)
−

𝐹 − 𝐹𝑖

2𝑒𝑥𝑝(−θ)
                                  (3.1.15) 

𝑖 × (3.1.14); 

                                                          𝐴𝑖 + 𝐵𝑖 =
𝐹𝑖 − 𝐹

2𝑒𝑥𝑝(θ)
+

𝐹𝑖 + 𝐹

2𝑒𝑥𝑝(−θ)
                                    (3.1.16) 

(3.1.15) + (3.1.16); 

                                                                 2𝐴𝑖 =
2𝐹𝑖

2𝑒𝑥𝑝(θ)
+

2𝐹𝑖

2𝑒𝑥𝑝(−θ)
 

                                                                     𝐴 =
𝐹

2𝑒𝑥𝑝(θ)
+

𝐹

2𝑒𝑥𝑝(−θ)
 

                                                                     
𝐹

𝐴
=

1

(
1

2𝑒𝑥𝑝(θ)
+

1
2𝑒𝑥𝑝(−θ)

)
 

เนื่องจาก   1

2𝑒𝑥𝑝(θ)
 คือค่าของ  𝐶  และจากผลเฉลย  

 𝑋ΙΙ(𝑥) =
𝐶

√𝑘(𝑥)
𝑒𝑥 𝑝 [∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑥

𝑎

] +
𝐷

√𝑘(𝑥)
𝑒𝑥 𝑝 [−∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑥

𝑎

] 
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ในทางฟิสิกส์หากเปรียบเทียบกับค่าความเข้มแสง ค่าท่ีตกกระทบต้องมีค่ามากกว่าค่าความเข้มแสงที่
ส่งผ่านหรือสะท้อนกลับ ในขณะที่พจน์ของ 𝐶 จะมีค่าเพ่ิมข้ึนอย่างต่อเนื่อง เมื่อ 𝑥 มีค่าเพ่ิมข้ึน ซึ่ง
ขัดแย้ง ดังนั้นเพ่ือให้มีความหมายทางฟิสิกส์จึงสมารถตัดพจน์ 𝐶 ได้ 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                                                                     
𝐹

𝐴
= 2𝑒𝑥𝑝(−θ) 

เนื่องจาก θ = ∫ 𝑘(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  ดังนั้น 

                                                                     
𝐹

𝐴
= 2𝑒𝑥𝑝(−∫ 𝑘(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

) 

                                                       𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

= 4𝑒𝑥𝑝(−2∫ 𝑘(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 

ท าการประมาณให้   𝑇 ≈ 𝑒−2∫ 𝑘(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎  เนื่องจากเป็นวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี ค่าท่ีได้จะ
เป็นค่าประมาณ 

                                                       𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

≈ 𝑒𝑥𝑝 (−2∫ 𝑘(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)                                      (3.1.17) 

ดังนั้นจะได้ว่า สมการ (3.1.17) เป็นค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านที่สามารถหาได้จากสูตรโดย

วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี ซึ่งจะน าสูตรนี้ไปใช้ในการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่าน

ส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 

3.2 วิธีเมทริกซท์รำนสเฟอร์ขนำด 2x2 มิติ 

 วิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2x2 มิติ พิจารณาจากสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลาใน

หนึ่งมิติ อธิบายความสัมพันธ์ระหว่างสัมประสิทธิ์  𝑟 และ 𝑡 โดยใช้ทฤษฎีการกระเจิงแสง และน าไปสู่

การค านวณหาความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคที่ส่งผ่านและสะท้อนกลับ  

จากสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลา 

                                                          −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) + 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥) = 𝐸𝑋(𝑥) 

จัดรูปใหม่จะได้ว่า  

                                                         −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) = 𝐸𝑋(𝑥) − 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥) 
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𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) = −

2𝑚

ℏ2
[𝐸𝑋(𝑥) − 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥)] 

                                                  
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) +

2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝑋(𝑥) = 0 

ให้   

𝑘2 =
2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)] 

จะได้ว่า 

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) + 𝑘2𝑋(𝑥) = 0 

ดังนั้นผลเฉลยเป็น                            𝑋(𝑥) = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 

เพ่ือง่ายต่อการค านวณ จึงจะพิจารณาที่  𝑉(𝑥) = 0 ดังนั้นจะได้ว่าผลเฉลย คือ  

                                                                      𝑋𝐿(𝑥) = 𝐴𝐿𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝐿𝑒

−𝑖𝑘𝑥   

                                                                    𝑋𝑅(𝑥) = 𝐴𝑅𝑒
𝑖𝑘𝑥 +𝐵𝑅𝑒

−𝑖𝑘𝑥   

พิจารณาการเคลื่อนที่จากทางฝั่งซ้าย 

 

 

  

 

ภำพที่ 3.9 ภาพแสดงการกระเจิงของอนุภาคจากการเคลื่อนที่จากทางฝั่งซ้าย 

ดังนั้น ผลเฉลยของฝั่งซ้ายคือ  

                                                                     𝑋𝐿(𝑥) = 𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝐿𝑒

−𝑖𝑘𝑥 

และผลเฉลยของฝั่งขวาคือ  

                                                                     𝑋𝑅(𝑥) = 𝑡𝐿𝑒
𝑖𝑘𝑥 
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โดยที่  𝑟𝐿 คือ สัมประสิทธิ์การสะท้อนกลับของการเคลื่อนที่จากฝั่งซ้าย และ 𝑡L คือ สัมประสิทธิ์การ

ส่งผ่านของการเคลื่อนที่จากฝั่งซ้าย 

เนื่องจาก สมการชเรอดิงเงอร์เป็นสมการเชิงอนุพันธ์อันดับสอง ดังนั้น ความสัมพันธ์เชิงเส้นของ

สัมประสิทธิ์ 𝑟L และ 𝑡L จึงสามารถเขียนอยู่ในรูปดังต่อไปนี้ 

                                                                        [
𝑡𝐿
0
] = 𝑁 [

1
𝑟𝐿
]                                                             (3.2.1) 

เมื่อเมทริกซ์  𝑁 เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 × 2 มิติ 

เนื่องจากสมการชเรอดิงเงอร์เป็นจริง ดังนั้น ผลเฉลยสังยุคของจ านวนเชิงซ้อนของสมการนี้ก็เป็นผล

เฉลยเช่นเดียวกัน 

ผลเฉลยสังยุคของกรณีนี้คือ 

                                                                       𝑋𝐿
∗(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝐿

∗𝑒𝑖𝑘𝑥 

𝑋𝑅
∗(𝑥) = 𝑡𝐿

∗𝑒−𝑖𝑘𝑥 

โดยที่ 𝑟𝐿∗ คือ สัมประสิทธิ์การสะท้อนกลับของการเคลื่อนที่จากฝั่งซ้าย และ 𝑡𝐿∗ คือ สัมประสิทธิ์การ

ส่งผ่านของการเคลื่อนที่จากฝั่งซ้าย 

ความสัมพันธ์เชิงเส้นของสัมประสิทธิ์ 𝑟𝐿∗ และ 𝑡𝐿∗ จึงสามารถเขียนอยู่ในรูปดังต่อไปนี้ 

                                                                          [
0
𝑡𝐿
∗] = 𝑁 [

𝑟𝐿
∗

1
]                                                           (3.2.2) 

เมื่อเมทริกซ์  𝑁 เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 × 2 มิติ 

จากสมการ (3.2.1) และ (3.2.2)  จะได้ว่า 

                                                                        𝑁 = [
𝑡𝐿 0
0 𝑡𝐿

∗] [
1 𝑟𝐿

∗

𝑟𝐿 1
]
−1

 

                                                                      𝑁 =
1

1 − 𝑟𝐿𝑟𝐿
∗ [
𝑡𝐿 0
0 𝑡𝐿

∗] [
1 −𝑟𝐿

∗

−𝑟𝐿 1
] 

                                                                      𝑁 =
1

1 − 𝑟𝐿𝑟𝐿
∗ [

𝑡𝐿 −𝑡𝐿𝑟𝐿
∗

−𝑡𝐿
∗𝑟𝐿 𝑡𝐿

∗ ]                               (3.2.3) 
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เนื่องจากความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคนั้นสามารถหาได้จากฟังก์ชันคลื่น  

โดยที่ |𝑋(𝑥)|2 = 𝑋∗(𝑥)𝑋(𝑥) ดังนั้น สมการชเรอดิงเงอร์ก็มีความเกี่ยวข้องกับกระแสความหนาแน่น 

(ℑ) นั่นคือ   

ℑ =
ℏ

2𝑚𝑖
(𝑋∗(𝑥)

𝑑𝑋(𝑥)

𝑑𝑥
−
𝑑𝑋∗(𝑥)

𝑑𝑥
𝑋(𝑥)) 

ℑ =
ℏ

2𝑚𝑖
((𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝐿

∗𝑒𝑖𝑘𝑥)(𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑥 − 𝑟𝐿𝑖𝑘𝑒
−𝑖𝑘𝑥) + (𝑖𝑘𝑒−𝑖𝑘𝑥 − 𝑟𝐿

∗𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑥)(𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝐿𝑒
−𝑖𝑘𝑥)) 

    =
ℏ

2𝑚𝑖
(𝑖𝑘 − 𝑖𝑘𝑟𝐿𝑒

−2𝑖𝑘𝑥 + 𝑖𝑘𝑟𝐿
∗𝑒2𝑖𝑘𝑥 − 𝑟𝐿𝑟𝐿

∗𝑖𝑘 + 𝑖𝑘 + 𝑖𝑘𝑟𝐿𝑒
−2𝑖𝑘𝑥 − 𝑖𝑘 𝑟𝐿

∗𝑒2𝑖𝑘𝑥 − 𝑟𝐿𝑟𝐿
∗𝑖𝑘) 

    =
ℏ

2𝑚𝑖
(2𝑖𝑘 − 2𝑖𝑘|𝑟𝐿|

2) 

    =
ℏ

2𝑚𝑖
2𝑖𝑘(1 − |𝑟𝐿|

2) =
ℏ𝑘

𝑚
(1 − |𝑟𝐿|

2)                                                                                     (3.2.4)                   

และในท านองเดียวกัน 

ℑ =
ℏ

2𝑚𝑖
(𝑋∗(𝑥)

𝑑𝑋(𝑥)

𝑑𝑥
−
𝑑𝑋∗(𝑥)

𝑑𝑥
𝑋(𝑥)) 

    =
ℏ

2𝑚𝑖
(𝑡𝐿
∗𝑒−𝑖𝑘𝑥(𝑖𝑘𝑡𝐿𝑒

𝑖𝑘𝑥) + 𝑖𝑘𝑡𝐿
∗𝑒−𝑖𝑘𝑥(𝑡𝐿𝑒

𝑖𝑘𝑥)) 

    =
ℏ

2𝑚𝑖
(2𝑖𝑘𝑡𝐿

∗𝑡𝐿)    =
ℏ𝑘

𝑚
|𝑡𝐿|

2                                                                                                      (3.2.5) 

จากสมการ  (3.2.4) และ (3.2.5) จะได้ว่า 

ℏ𝑘

𝑚
(1 − |𝑟𝐿|

2) =
ℏ𝑘

𝑚
|𝑡𝐿|

2 

                                                                  |𝑡𝐿|
2 + |𝑟𝐿|

2 = 1 

จากสมการ (3.2.3)  จะได้ว่า 

                                                               𝑁 =
1

1 − 𝑟𝐿𝑟𝐿
∗ [

𝑡𝐿 −𝑡𝐿𝑟𝐿
∗

−𝑡𝐿
∗𝑟𝐿 𝑡𝐿

∗ ]                           

                                                               𝑁 =
1

1 − |𝑟𝐿|
2 [

𝑡𝐿 −𝑡𝐿𝑟𝐿
∗

−𝑡𝐿
∗𝑟𝐿 𝑡𝐿

∗ ] 

                                                               𝑁 =
1

|𝑡𝐿|
2 [

𝑡𝐿 −𝑡𝐿𝑟𝐿
∗

−𝑡𝐿
∗𝑟𝐿 𝑡𝐿

∗ ] 
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                                                               𝑁 = [

1

𝑡𝐿
∗ −

𝑟𝐿
∗

𝑡𝐿
∗

−
𝑟𝐿

𝑡𝐿

1

𝑡𝐿

]                                                              (3.2.6)        

พิจารณาการเคลื่อนที่จากฝั่งขวา 

 

 

 

 

ภำพที่ 3.10 ภาพแสดงการกระเจิงของอนุภาคจากการเคลื่อนที่จากทางฝั่งขวา 

ผลเฉลยของฝั่งซ้าย คือ 

𝑋𝐿(𝑥) = 𝑡𝑅𝑒
−𝑖𝑘𝑥 

และผลเฉลยของฝั่งขวา คือ 

                                                                      𝑋𝑅(𝑥) = 𝑒
−𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝑅𝑒

𝑖𝑘𝑥 

โดยที่  𝑟𝑅 คือ สัมประสิทธิ์การสะท้อนของการเคลื่อนที่จากฝั่งขวา และ 𝑡R คือ สัมประสิทธิ์การส่งผ่าน

ของการเคลื่อนที่จากฝั่งขวา 

เนื่องจาก สมการชเรอดิงเงอร์เป็นสมการเชิงอนุพันธ์อันดับสอง ดังนั้น ความสัมพันธ์เชิงเส้นของ

สัมประสิทธิ์ 𝑟R และ 𝑡R จึงสามารถเขียนอยู่ในรูปดังต่อไปนี้ 

                                                                    𝑁 [
0
𝑡𝑅
] =  [

𝑟𝑅
1
]                                                               (3.2.7) 

เมื่อเมทริกซ์  𝑁 เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 × 2 มิติ 

เนื่องจากสมการชเรอดิงเงอร์เป็นจริง ดังนั้น ผลเฉลยสังยุคของจ านวนเชิงซ้อนของสมการนี้ก็เป็นผล

เฉลยเช่นเดียวกัน 

ผลเฉลยสังยุคของกรณีนี้คือ 

                                                                    𝑋𝐿
∗(𝑥) = 𝑡𝑅

∗𝑒𝑖𝑘𝑥 
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                                                                   𝑋𝑅
∗(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝑅

∗𝑒−𝑖𝑘𝑥 

โดยที่ 𝑟𝑅∗ คือ สัมประสิทธิ์การสะท้อนของการเคลื่อนที่จากฝั่งขวา และ 𝑡𝑅∗  คือ สัมประสิทธิ์การส่งผ่าน

ของการเคลื่อนที่จากฝั่งขวา 

ความสัมพันธ์เชิงเส้นของสัมประสิทธิ์ 𝑟𝑅∗ และ 𝑡𝑅∗   จึงสามารถเขียนอยู่ในรูปดังต่อไปนี้ 

                                                                 𝑁 [
𝑡𝑅
∗  
0
] = [

1
𝑟𝑅
∗ ]                                                                (3.2.8) 

เมื่อเมทริกซ์  𝑁 เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 × 2 มิติ 

จากสมการ (3.2.7) และ (3.2.8)  จะได้ว่า 

                                                                    𝑁 = [
1 𝑟𝑅
𝑟𝑅
∗ 1

] [
𝑡𝑅
∗  0
0 𝑡𝑅

]
−1

 

                                                                           𝑁 =
1

𝑡𝑅𝑡𝑅
∗ [
1 𝑟𝑅
𝑟𝑅
∗ 1

] [
𝑡𝑅 0
0 𝑡𝑅

∗ ] 

                                                                    𝑁 =
1

𝑡𝑅𝑡𝑅
∗ [

𝑡𝑅 𝑟𝑅𝑡𝑅
∗

𝑟𝑅
∗𝑡𝑅 𝑡𝑅

∗ ]                          

                                                                    𝑁 =

[
 
 
 
 
1

𝑡𝑅
∗

𝑟𝑅
𝑡𝑅

𝑟𝑅
∗

𝑡𝑅
∗

1

𝑡𝑅]
 
 
 
 

                                                                (3.2.9) 

จากสมการ (3.2.6) และ (3.2.9)  

                                                                    𝑁 =

[
 
 
 
 
1

𝑡𝐿
∗ −

𝑟𝐿
∗

𝑡𝐿
∗

−
𝑟𝐿
𝑡𝐿

1

𝑡𝐿 ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1

𝑡𝑅
∗

𝑟𝑅
𝑡𝑅

𝑟𝑅
∗

𝑡𝑅
∗

1

𝑡𝑅]
 
 
 
 

 

ท าให้ได้ว่า   𝑡𝐿 = 𝑡𝑅  และ −𝑟𝐿 = 𝑟𝑅  

แสดงให้เห็นว่า การเคลื่อนที่จากฝั่งซ้ายหรือฝั่งขวาจะมีขนาดของค่าสัมประสิทธิ์ในการส่งผ่านและการ

สะทอ้นเท่ากัน  

ดังนั้น จึงให้  |𝑡𝐿|2 = |𝑡𝑅|2 = 𝑇 โดยที่ 𝑇  คือ ความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคที่ส่งผ่าน และ 

|𝑟𝐿|
2 = |𝑟𝑅|

2 = 𝑅 โดยที่  𝑅  คือ ความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคท่ีสะท้อนกลับ 
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เนื่องจาก    |𝑡𝐿|2 + |𝑟𝐿|2 = 1  ดังนั้นจึงสรุปได้ว่า   𝑇 + 𝑅 = 1   

ความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคนั้นสามารถหาได้จากฟังก์ชันคลื่น  

โดยที่ |𝑋(𝑥)|2 = 𝑋∗(𝑥)𝑋(𝑥) ดังนั้น สมการชเรอดิงเงอร์ก็มีความเกี่ยวข้องกับกระแสความหนาแน่น 

นั่นคือ   

ℑ =
ℏ

2𝑚𝑖
(𝑋∗(𝑥)

𝑑𝑋(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝑋(𝑥)

𝑑𝑋∗(𝑥)

𝑑𝑥
) 

                                    𝑋𝑖𝑛𝑐(𝑥) = 𝐴𝑒
𝑖𝑘𝑥 

                                          ℑ𝑖𝑛𝑐 =
ℏ

2𝑚𝑖
(𝐴∗𝑒−𝑖𝑘𝑥(𝑖𝑘𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥) − 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥(−𝑖𝑘𝐴∗𝑒−𝑖𝑘𝑥)) 

                                          ℑ𝑖𝑛𝑐 =
ℏ

2𝑚𝑖
(𝑖𝑘𝐴∗𝐴+ 𝑖𝑘𝐴𝐴∗) 

                                          ℑ𝑖𝑛𝑐 =
ℏ

2𝑚𝑖
(2𝑖𝑘𝐴∗𝐴) =

ℏ

𝑚
(𝑘|𝐴|2) 

                                   𝑋𝑟𝑒𝑓𝑙(𝑥) = 𝐵𝑒
−𝑖𝑘𝑥 

                                         ℑ𝑟𝑒𝑓𝑙 =
ℏ

2𝑚𝑖
(𝐵∗𝑒𝑖𝑘𝑥(−𝑖𝑘𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥) − 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥(𝑖𝑘𝐵∗𝑒𝑖𝑘𝑥)) 

                                         ℑ𝑟𝑒𝑓𝑙 =
ℏ

2𝑚𝑖
(−𝑖𝑘𝐵∗𝐵− 𝑖𝑘𝐵𝐵∗) 

                                         ℑ𝑟𝑒𝑓𝑙 =
ℏ

2𝑚𝑖
(−2𝑖𝑘𝐵∗𝐵) = −

ℏ

𝑚
(𝑘|𝐵|2) 

                                 𝑋𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠(𝑥) = 𝐹𝑒
𝑖𝑘𝑥 

                                        ℑ𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =
ℏ

2𝑚𝑖
(𝐹∗𝑒−𝑖𝑘𝑥(𝑖𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝑥) − 𝐹𝑒𝑖𝑘𝑥(−𝑖𝑘𝐹∗𝑒−𝑖𝑘𝑥)) 

                                        ℑ𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =
ℏ

2𝑚𝑖
(𝑖𝑘𝐹∗𝐹+ 𝑖𝑘𝐹𝐹∗) 

                                        ℑ𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =
ℏ

2𝑚𝑖
(2𝑖𝑘𝐹∗𝐹) =

ℏ

𝑚
(𝑘|𝐹|2) 

                                                 𝑅 = |
ℑ𝑟𝑒𝑓𝑙

ℑ𝑖𝑛𝑐
| = |

−
ℏ
𝑚
(𝑘|𝐵|2)

ℏ
𝑚
(𝑘|𝐴|2)

| = |
𝐵

𝐴
|
2

                                      (3.2.10) 

                                  𝑇 = |
ℑ𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠
ℑ𝑖𝑛𝑐

| = |

ℏ
𝑚
(𝑘|𝐹|2)

ℏ
𝑚
(𝑘|𝐴|2)

| = |
𝐹

𝐴
|
2

                                         (3.2.11) 
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โดยที่ สมการ (3.2.10) และ (3.2.11) คือ ความน่าจะเป็นในการสะท้อนและการส่งผ่าน ตามล าดับ 

และยังสามารถหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านได้ดังต่อไปนี้ 

                                            𝑇 ≥ sech2[ ∫ 𝜗𝑑𝑥

∞

−∞

] 

เมื่อ 

𝜗(𝑥) =
√(𝑋′′(𝑥))2 + [𝑘2(𝑥) − ((𝑋′(𝑥))2]2

2|𝑋′(𝑥)|
 

โดยที่เป็นไปตามเงื่อนไขดังต่อไปนี้ 

1. 𝑋′(𝑥) ≠ 0  แล้ว 𝑋′(𝑥) → 𝑘±∞ เมื่อ 𝑥 → ±∞ 

𝑘±∞ =
√2𝑚[𝐸 − 𝑉±∞]

ℏ
; 𝑉±∞ = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→±∞
𝑉(𝑥) 

2. 𝑋(𝑥) เป็นฟังก์ชันค่าจริง 

3. การเลือก 𝑋′(𝑥) เป็นค่าคงที่ได้ต้องอยู่ในช่วง ±∞ และมีค่าเดียว 

 ซ่ึงวิธีข้างต้นนี้เป็นการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนโดยวิธีเมทริกซ์

ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

 จากบทท่ี 3 วิธีการทางคณิตศาสตร์ส าหรับสมการชเรอดิงเงอร์ เราได้ท าการศึกษาหาผลเฉลย

ของสมการชเรอดิงเงอร์โดยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี ซึ่งผลเฉลยที่ได้สามารถใช้ในการหา

ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน โดยพลังงานศักย์ที่จะศึกษาเพ่ือหาผลเฉลยของ

สมการชเรอดิงเงอร์ ได้แก่ พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า พลังงาน

ศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร พลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์

โบลิกแทนเจนต์ พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก าลังสอง และพลังงานศักย์แบบผสม ได้แก่ 

พลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า และพลังงานศักย์แบบดับเบิลก าแพงพาราโบลิก และใช้วิธี 

เมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิในการหาความสัมพันธ์ของค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและ

การสะท้อน และเพ่ือง่ายต่อการค านวณหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน ทั้งวิธีการ

ประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ สามารถใช้สูตรในการ

ค านวณหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน แทนการใช้ผลเฉลยในการหาค่าความ

น่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนได้เช่นเดียวกัน 
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บทที่ 4 

ค่ำควำมน่ำจะเป็นในกำรส่งผ่ำนและกำรสะท้อน 

ส ำหรับพลังงำนศักย์แบบต่ำง ๆ 

 ในบทนี้จะท าการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน โดยใช้วิธีผลเฉลย 

แม่นตรง วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ ซึ่งพลังงาน

ศักย์ที่ศึกษาเพ่ือหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนได้แก่ พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยม

จัตุรัส พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร พลังงานศักย์แบบ

ดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิก 

ซีแคนต์ก าลังสอง และพลังงานศักย์แบบผสม ได้แก่ พลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า และ

พลังงานศักย์แบบดับเบิลก าแพงพาราโบลิก 

4.1 วิธีผลเฉลยแม่นตรง 

 วิธีผลเฉลยแม่นตรง เป็นวิธีที่ใช้การหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์เพื่อน าไปหาค่าความ

น่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน โดยผลเฉลยที่ได้จะอยู่ในรูปของฟังก์ชันคลื่น และฟังก์ชันคลื่น

สามารถบอกความหนาแน่นของอนุภาคท่ีพบหรือความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนได้  

 4.1.1 พลังงำนศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

𝑉(𝑥) = {
𝐿, 0 ≤ x ≤ L
0, 𝑥 < 0, 𝑥 > 𝐿

 

 
ภำพที่ 4.1 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

 

 



40 
 

กรณี 𝑬 < 𝑽𝒐 

พิจารณาจากสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ีนกับเวลาในหนึ่งมิติ 

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥) = 𝐸𝑋(𝑥) 

𝑥 < 0 ;                                                  −
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
= 𝐸𝑋(𝑥)   

                                                                          
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
=
−2𝑚

ℏ2
𝐸𝑋(𝑥) 

                                                                          
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
+
2𝑚

ℏ2
𝐸𝑋(𝑥) = 0 

ให้  𝑘2 = 2𝑚𝐸
ℏ2

 

จะได้ว่า 

                                                                         
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝑘2𝑋(𝑥) = 0 

ดังนั้นผลเฉลยจะได้ว่า 

                                                                         𝑋Ι(𝑥) = 𝐴𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 

 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿;           

                                                                −
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝐿𝑋(𝑥) = 𝐸𝑋(𝑥) 

                                                               −
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
+ (𝐿 − 𝐸)𝑋(𝑥) = 0 

                                                                          
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
=
2𝑚

ℏ2
(𝐿 − 𝐸)𝑋(𝑥) 

                                                                          
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
−
2𝑚

ℏ2
(𝐿 − 𝐸)𝑋(𝑥) = 0 

ให้  𝑘02 =
2𝑚

ℏ2
(𝐿 − 𝐸) 
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จะได้ว่า 

                                                                          
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
− 𝑘0

2𝑋(𝑥) = 0 

ดังนั้นผลเฉลยจะได้ว่า 

                                                                             𝑋ΙΙ(𝑥) = 𝐶𝑒
𝑘0𝑥 + 𝐷𝑒−𝑘0𝑥 

ในท านองเดียวกัน 

𝑥 > 𝐿;  จะได้ว่า            
                                                                            𝑋ΙΙΙ(𝑥) = 𝐹𝑒

𝑖𝑘𝑥 + 𝐺𝑒−𝑖𝑘𝑥 

เพ่ือให้มีความหมายทางฟิสิกส์และสอดคล้องกับการทดลองจึงสามารถตัดพจน์ที่สองของผลเฉลยได้ 

ดังนั้นผลเฉลยจะได้ว่า 

                                                                         𝑋ΙΙΙ(𝑥) = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝑥 

จากรูปที่ 4.1 จะเห็นได้ว่าฟังก์ชันคลื่นมีความต่อเนื่องที่รอยต่อและเมื่ออนุพันธ์ยังคงมีความต่อเนื่อง 

จะได้ว่าเงื่อนไขขอบเขต คือ  

 𝑋Ι(0) = 𝑋ΙΙ(0) 

                                                                        𝐴 + 𝐵 = 𝐶 + 𝐷                                                      (4.1.1.1)               

                                                                         XΙ
′(0) = 𝑋ΙΙ

′ (0)            

                                             𝑖𝑘𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 − 𝑖𝑘𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 = 𝑘0𝐶𝑒
𝑘0𝑥 − 𝑘0𝐷𝑒

−𝑘0𝑥              

                                                               𝑖𝑘𝐴 − 𝑖𝑘𝐵 = 𝑘0𝐶 − 𝑘0𝐷                                              (4.1.1.2)         

                                                                       𝑋ΙΙ(𝐿) = 𝑋ΙΙΙ(𝐿) 

                                                    𝐶𝑒𝑘0𝐿 +𝐷𝑒−𝑘0𝐿 = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿                                                        (4.1.1.3) 

                                                                       𝑋ΙΙ
′ (𝐿) = 𝑋ΙΙΙ

′ (𝐿) 

                                           𝑘0𝐶𝑒
𝑘0𝐿 − 𝑘0𝐷𝑒

−𝑘0𝐿 = 𝑖𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿                                                    (4.1.1.4) 

𝑘0 × (4.1.1.3);               𝑘0𝐶𝑒
𝑘0𝐿 + 𝑘0𝐷𝑒

−𝑘0𝐿 = 𝑘0𝐹𝑒
𝑖𝑘𝐿                                                   (4.1.1.5) 

(4.1.1.4) + (4.1.1.5);                         2𝑘0𝐶𝑒
𝑘0𝐿 = (𝑖𝑘 + 𝑘0)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝐿      

แทนค่า  𝐶 = (𝑖𝑘+𝑘0)𝐹𝑒
𝑖𝑘𝐿

2𝑘0𝑒
𝑘0𝐿

    ใน (4.1.1.3) 
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จะได้ว่า 

                                                           
(𝑖𝑘 + 𝑘0)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝐿

2𝑘0
+ 𝐷𝑒−𝑘0𝐿 = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿 

                                                                𝐷 = [1 − (
𝑖𝑘 + 𝑘0
2𝑘0

)]
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑘0𝐿
 

                                                                𝐷 = [
−𝑖𝑘 + 𝑘0
2𝑘0

]
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑘0𝐿
 

แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน (4.1.1.1) และ (4.1.1.2) จะได้ว่า 

                                      𝐴 + 𝐵 = (
𝑖𝑘 + 𝑘0
2𝑘0

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑘0𝐿
+ (

−𝑖𝑘 + 𝑘0
2𝑘0

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑘0𝐿
                              (4.1.1.6) 

                                  𝑖𝑘𝐴− 𝑖𝑘𝐵 = (
𝑖𝑘 + 𝑘0
2

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑘0𝐿
− (

−𝑖𝑘 + 𝑘0
2

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑘0𝐿
                                 (4.1.1.7) 

 𝑖𝑘 × (4.1.1.6); 

                              𝑖𝑘𝐴 + 𝑖𝑘𝐵 = 𝑖𝑘 (
𝑖𝑘 + 𝑘0
2𝑘0

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑘0𝐿
+ 𝑖𝑘 (

−𝑖𝑘 + 𝑘0
2𝑘0

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑘0𝐿
                     (4.1.1.8) 

(4.1.1.7) + (4.1.1.8); 

       2𝑖𝑘𝐴 = (
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑘0𝐿
) [𝑖𝑘 (

𝑖𝑘 + 𝑘0
2𝑘0

) + (
𝑖𝑘 + 𝑘0
2

)] + (
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑘0𝐿
) [𝑖𝑘 (

−𝑖𝑘 + 𝑘0
2𝑘0

) − (
−𝑖𝑘 + 𝑘0

2
)] 

             𝐴 = 𝐹 (
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘𝑒𝑘0𝐿
)(
𝑖𝑘 + 𝑘0
2

) (
𝑖𝑘

𝑘0
+ 1) + 𝐹 (

𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘𝑒−𝑘0𝐿
)(
−𝑖𝑘 + 𝑘0

2
)(
𝑖𝑘

𝑘0
− 1) 

             𝐹 =
𝐴

(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘𝑒𝑘0𝐿
) (
𝑖𝑘 + 𝑘0
2 ) (

𝑖𝑘
𝑘0
+ 1) + (

𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘𝑒−𝑘0𝐿
)(
−𝑖𝑘 + 𝑘0

2 ) (
𝑖𝑘
𝑘0
− 1)

 

=
𝐴

(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘𝑒𝑘0𝐿
)
(𝑖𝑘 + 𝑘0)

2

2𝑘0
+ (

𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘𝑒−𝑘0𝐿
)(−

(𝑖𝑘 − 𝑘0)
2

2𝑘0
)

 

=
𝐴

(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘𝑒𝑘0𝐿
) (
−𝑘2 + 2𝑖𝑘𝑘0 + 𝑘0

2

2𝑘0
) + (

𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘𝑒−𝑘0𝐿
) (
𝑘2 + 2𝑖𝑘𝑘0 − 𝑘0

2

2𝑘0
)

 

=
𝐴

(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘𝑒𝑘0𝐿
) (
−𝑘2 + 𝑘0

2

2𝑘0
+
2𝑖𝑘𝑘0
2𝑘0

) + (
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘𝑒−𝑘0𝐿
) (
𝑘2 − 𝑘0

2

2𝑘0
+
2𝑖𝑘𝑘0
2𝑘0

)
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𝐹 =
𝐴

2𝑖𝑘𝑘0
2𝑘0

(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘
)(

1
𝑒𝑘0𝐿

+
1

𝑒−𝑘0𝐿
) + (

𝑘2 − 𝑘0
2

2𝑘0
) (
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘
) (−

1
𝑒𝑘0𝐿

+
1

𝑒−𝑘0𝐿
)

 

𝐹 =
𝐴

(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2
) (𝑒−𝑘0𝐿 + 𝑒𝑘0𝐿) + (

𝑘2 − 𝑘0
2

2𝑘0
) (
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘
) (−𝑒−𝑘0𝐿 + 𝑒𝑘0𝐿)

 

𝐹 =
𝐴

𝑒𝑖𝑘𝐿[cosh𝑘0L + (
𝑘2 − 𝑘0

2

𝑘0
) (

1
2𝑖𝑘

) sinh𝑘0L]

 

𝐹 =
2𝑖𝑘𝑘0𝑒

−𝑖𝑘𝐿𝐴

[2𝑖𝑘 𝑘0cosh𝑘0L + (𝑘
2 − 𝑘0

2) sinh𝑘0L]
 

𝐹

𝐴
=

2𝑖𝑘𝑘0𝑒
−𝑖𝑘𝐿

[2𝑖𝑘 𝑘0cosh𝑘0L + (𝑘
2 − 𝑘0

2) sinh𝑘0L]
 

จาก (3.2.11) จะได้ว่า 

𝑇 = |
ℑ𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠
ℑ𝑖𝑛𝑐

| = |

ℏ
𝑚 (
𝑘|𝐹|2)

ℏ
𝑚
(𝑘|𝐴|2)

|  = |
𝐹

𝐴
|
2

 

    =
4𝑘2𝑘0

2

[4𝑘2 𝑘0
2cosh2 𝑘0L − 4𝑘

2𝑘0
2 sinh2 𝑘0L + 4𝑘

2𝑘0
2 sinh2 𝑘0L + (𝑘

2 − 𝑘0
2)2 sinh2 𝑘0L

 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยวิธีผลเฉลย

แม่นตรง คือ 

                                                     𝑇 =
4𝑘2𝑘0

2

[4𝑘2𝑘0
2 + (𝑘2 + 𝑘0

2)2 sinh2 𝑘0L]
                            (4.1.1.8. 𝑎) 

(4.1.1.8) − (4.1.1.7); 

2𝑖𝑘𝐵 = (
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑘0𝐿
)(
𝑖𝑘 + 𝑘0
2

) (
𝑖𝑘

𝑘0
− 1) + (

𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑘0𝐿
)(
−𝑖𝑘 + 𝑘0

2
)(
𝑖𝑘

𝑘0
+ 1) 

       𝐵 =
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘
[(

1

𝑒𝑘0𝐿
) (
𝑖𝑘 + 𝑘0
2

) (
𝑖𝑘 − 𝑘0
𝑘0

) + (
1

𝑒−𝑘0𝐿
) (
−𝑖𝑘 + 𝑘0

2
)(
𝑖𝑘 + 𝑘0
𝑘0

)] 

       𝐵 =
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘
[(

1

𝑒𝑘0𝐿
)
(−𝑘2 − 𝑘0

2)

2𝑘0
+ (

1

𝑒−𝑘0𝐿
)
(𝑘2 + 𝑘0

2)

2𝑘0
] 

       𝐵 =
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘

(𝑘2 + 𝑘0
2)

2𝑘0
[(−

1

𝑒𝑘0𝐿
) + (

1

𝑒−𝑘0𝐿
)] 

       𝐵 =
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘

(𝑘2 + 𝑘0
2)

2𝑘0
[−𝑒−𝑘0𝐿 + 𝑒𝑘0𝐿] 
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       𝐵 =
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑖𝑘

(𝑘2 + 𝑘0
2)

𝑘0
sinh𝑘0𝐿 

       𝐵 =
𝐴(𝑘2 + 𝑘0

2) sinh𝑘0𝐿

[2𝑖𝑘 𝑘0cosh𝑘0L + (𝑘
2 − 𝑘0

2) sinh𝑘0L]
 

       
𝐵

𝐴
=

(𝑘2 + 𝑘0
2) sinh𝑘0𝐿

[2𝑖𝑘 𝑘0cosh𝑘0L + (𝑘
2 − 𝑘0

2) sinh𝑘0L]
 

จาก (3.2.10) จะได้ว่า 

        𝑅 = |
ℑ𝑟𝑒𝑓𝑙

ℑ𝑖𝑛𝑐
| = |

−
ℏ
𝑚 (
𝑘|𝐵|2)

ℏ
𝑚
(𝑘|𝐴|2)

| = |
𝐵

𝐴
|
2

=
(𝑘2 + 𝑘0

2)2 sinh2 𝑘0L

[4𝑘2 𝑘0
2cosh2 𝑘0L + (𝑘

2 − 𝑘0
2)2 sinh2 𝑘0L]

 

            =
(𝑘2 + 𝑘0

2)2 sinh2 𝑘0L

[4𝑘2 𝑘0
2cosh2 𝑘0L − 4𝑘

2𝑘0
2 sinh2 𝑘0L + 4𝑘

2𝑘0
2 sinh2 𝑘0L + (𝑘

2 − 𝑘0
2)2 sinh2 𝑘0L]

 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยวิธีผลเฉลย

แม่นตรง คือ 

                                                    𝑅 =
(𝑘2 + 𝑘0

2)2 sinh2 𝑘0L

[4𝑘2𝑘0
2 + (𝑘2 + 𝑘0

2)2 sinh2 𝑘0L]
                            (4.1.1.8. 𝑏) 

กรณี 𝑬 > 𝑽𝟎 

ท านองเดียวกันกับกรณี 𝐸 < 𝑉0 

ดังนั้นผลเฉลยจะได้ว่า 

𝑋Ι(𝑥) = 𝐴𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 

                                                              𝑋ΙΙ(𝑥) = 𝐶𝑒
𝑖𝑘1𝑥 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘1𝑥 

                                                             𝑋ΙΙΙ(𝑥) = 𝐹𝑒
𝑖𝑘𝑥 

โดยที่  𝑘12 =
2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝐿) 

จะได้ว่าเงื่อนไขขอบเขต คือ  

                                                              𝐴 + 𝐵 = 𝐶 + 𝐷                                                                (4.1.1.9) 

                                                         𝑘𝐴 − 𝑘𝐵 = 𝑘1𝐶 − 𝑘1𝐷                                                    (4.1.1.10) 

                                        𝐶𝑒𝑖𝑘1𝐿 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘1𝐿 = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿                                                               (4.1.1.11) 
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                                             𝑘1𝐶𝑒
𝑖𝑘1𝐿 − 𝑘1𝐷𝑒

−𝑖𝑘1𝐿 = 𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿                                              (4.1.1.12) 

𝑘1 × (4.1.1.11);              𝑘1𝐶𝑒
𝑖𝑘1𝐿 + 𝑘1𝐷𝑒

−𝑖𝑘1𝐿 = 𝑘1𝐹𝑒
𝑖𝑘𝐿                                            (4.1.1.13) 

(4.1.1.12) + (4.1.1.13);                      2𝑘1𝐶𝑒
𝑖𝑘1𝐿 = (𝑘 + 𝑘1)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝐿      

                                                                                    𝐶 =
(𝑘+𝑘1)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝐿

2𝑘1𝑒
𝑖𝑘1𝐿

      

(4.1.1.13) − (4.1.1.12)  จะได้ว่า 

                                                               2𝑘1𝐷𝑒
−𝑖𝑘1𝐿 = (𝑘1 − 𝑘)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝐿      

                                                                                   𝐷 =
(𝑘1−𝑘)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝐿

2𝑘1𝑒
−𝑖𝑘1𝐿

      

 แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน (4.1.1.9) และ (4.1.1.10) จะได้ว่า 

                                                  𝐴 + 𝐵 = (
𝑘1 + 𝑘

2𝑘1
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑖𝑘1𝐿
+ (

𝑘1 − 𝑘

2𝑘1
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑖𝑘1𝐿
                     (4.1.1.14) 

                                                   𝑘𝐴− 𝑘𝐵 = (
𝑘1 + 𝑘

2
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑖𝑘1𝐿
− (

𝑘1 − 𝑘

2
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑖𝑘1𝐿
                       (4.1.1.15) 

𝑘 × (4.1.1.14); 

                                             𝑘𝐴 + 𝑘𝐵 = 𝑘 (
𝑘1 + 𝑘

2𝑘1
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑖𝑘1𝐿
+ 𝑘 (

𝑘1 − 𝑘

2𝑘1
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑖𝑘1𝐿
              (4.1.1.16) 

(4.1.1.15) + (4.1.1.16); 

2𝑘𝐴 = (
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑖𝑘1𝐿
) [𝑘 (

𝑘1 + 𝑘

2𝑘1
) + (

𝑘1 + 𝑘

2
)] + (

𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑖𝑘1𝐿
) [𝑘 (

𝑘1 − 𝑘

2𝑘1
) − (

𝑘1 − 𝑘

2
)] 

     𝐴 = 𝐹 (
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒𝑖𝑘1𝐿
)(
𝑘1 + 𝑘

2
) (
𝑘

𝑘1
+ 1) + 𝐹 (

𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒−𝑖𝑘1𝐿
)(
𝑘1 − 𝑘

2
)(
𝑘

𝑘1
− 1) 

     𝐹 =
𝐴

(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒𝑖𝑘1𝐿
)(
𝑘1 + 𝑘
2 ) (

𝑘
𝑘1
+ 1) + (

𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒−𝑖𝑘1𝐿
)(
𝑘1 − 𝑘
2 ) (

𝑘
𝑘1
− 1)

 

        =
𝐴

(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒𝑖𝑘1𝐿
)
(𝑘1 + 𝑘)

2

2𝑘1
− (

𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒−𝑖𝑘1𝐿
)
(𝑘1 − 𝑘)

2

2𝑘1

 

        =
𝐴

(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒𝑖𝑘1𝐿
) (
𝑘1
2 + 2𝑘𝑘1 + 𝑘

2

2𝑘1
) − (

𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒−𝑖𝑘1𝐿
) (
𝑘1
2 − 2𝑘𝑘1 + 𝑘

2

2𝑘1
)
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𝐹 =
𝐴

(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒𝑖𝑘1𝐿
) (
𝑘1
2 + 𝑘2

2𝑘1
+
2𝑘𝑘1
2𝑘1

) − (
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒−𝑖𝑘1𝐿
)(
𝑘1
2 + 𝑘2

2𝑘1
−
2𝑘𝑘1
2𝑘1

)

 

𝐹 =
𝐴

𝑘1
2 + 𝑘2

2𝑘1
(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘
)(

1
𝑒𝑖𝑘1𝐿

−
1

𝑒−𝑖𝑘1𝐿
) + (

2𝑘𝑘1
2𝑘1

) (
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘
) (

1
𝑒𝑖𝑘1𝐿

+
1

𝑒−𝑖𝑘1𝐿
)

 

𝐹 =
𝐴

𝑘1
2 + 𝑘2

2𝑘1
(
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘
) (𝑒−𝑖𝑘1𝐿 − 𝑒𝑖𝑘1𝐿) + (

2𝑘𝑘1
2𝑘1

) (
𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘
) (𝑒−𝑖𝑘1𝐿 + 𝑒𝑖𝑘1𝐿)

 

𝐹 =
𝐴

𝑒𝑖𝑘𝐿[−(
𝑘1
2 + 𝑘2

2𝑘1
) (
1
𝑘
) 𝑖sin 𝑘1L+cos𝑘1L]

 

𝐹 =
𝐴

𝑒𝑖𝑘𝐿[cos 𝑘1L − (
𝑘1
2 + 𝑘2

2𝑘1
)(
1
𝑘
) 𝑖sin 𝑘1L]

 

𝐹 =
2𝑘𝑘1𝑒

−𝑖𝑘𝐿𝐴

[2𝑘 𝑘1cos 𝑘1L − (𝑘1
2 + 𝑘2)𝑖 sin 𝑘1L]

 

𝐹

𝐴
=

2𝑘𝑘1𝑒
−𝑖𝑘𝐿

[2𝑘 𝑘1cos 𝑘1L − (𝑘1
2 + 𝑘2)𝑖 sin 𝑘1L]

 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยวิธีผลเฉลย

แม่นตรง คือ 

                                   𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

=
4𝑘2𝑘1

2

[4𝑘2 𝑘1
2cos2 𝑘1L + (𝑘1

2 + 𝑘2)2 sin2 𝑘1L]
               (4.1.1.16. 𝑎) 

(4.1.1.16) − (4.1.1.15); 

2𝑘𝐵 = (
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑖𝑘1𝐿
)(𝑘 (

𝑘1 + 𝑘

2𝑘1
) − (

𝑘1 + 𝑘

2
)) + (

𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑖𝑘1𝐿
)(𝑘 (

𝑘1 − 𝑘

2𝑘1
) + (

𝑘1 − 𝑘

2
)) 

     𝐵 =
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒𝑖𝑘1𝐿
(
𝑘1 + 𝑘

2
) (
𝑘

𝑘1
− 1) +

𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒−𝑖𝑘1𝐿
(
𝑘1 − 𝑘

2
) (
𝑘

𝑘1
+ 1) 

     𝐵 = (
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒𝑖𝑘1𝐿
)
−(𝑘1

2 − 𝑘2)

2𝑘1
+ (

𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘𝑒−𝑖𝑘1𝐿
)
(𝑘1

2 − 𝑘2)

2𝑘1
 

    𝐵 =
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘

(𝑘1
2 − 𝑘2)

2𝑘1
[(−

1

𝑒𝑖𝑘1𝐿
) + (

1

𝑒−𝑖𝑘1𝐿
)] 

    𝐵 =
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘

(𝑘1
2 − 𝑘2)

2𝑘1
[−𝑒−𝑖𝑘1𝐿 + 𝑒𝑖𝑘1𝐿] 
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    𝐵 =
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑘

(𝑘1
2 − 𝑘2)

2𝑘1
isin 𝑘1𝐿 

    𝐵 =
𝐴(𝑘1

2 − 𝑘2)𝑖 sin𝑘1𝐿

[2𝑘𝑘1 cos 𝑘1L − (𝑘1
2 + 𝑘2) 𝑖sin 𝑘1L]

 

    
𝐵

𝐴
=

(𝑘1
2 − 𝑘2) isin 𝑘1𝐿

[2𝑘𝑘1 cos 𝑘1L − (𝑘1
2 + 𝑘2) 𝑖sin 𝑘1L]

 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยวิธีผลเฉลย

แม่นตรง คือ 

                                   𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

=
(𝑘1

2 − 𝑘2)2 sin2 𝑘1𝐿

[4𝑘2𝑘1
2 cos2 𝑘1L + (𝑘1

2 + 𝑘2)2 sin2 𝑘1L]
             (4.1.1.16. 𝑏)  

4.1.2 พลังงำนศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้ำ 

𝑉(𝑥) = {
𝑉0, |𝑥| ≤ 𝑎

0,  |𝑥| > 𝑎
 

 

ภำพที่ 4.2 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

กรณี 𝑬 < 𝑽𝟎 

ดังนั้นผลเฉลยจะได้ว่า 

 𝑋Ι(𝑥) = 𝐴𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 

                                                               𝑋ΙΙ(𝑥) = 𝐶𝑒
𝑘2𝑥 + 𝐷𝑒−𝑘2𝑥 

                                                              𝑋ΙΙΙ(𝑥) = 𝐹𝑒
𝑖𝑘𝑥 

โดยที่  𝑘22 =
2𝑚

ℏ2
(𝑉0 − 𝐸) 
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จะได้ว่าเงื่อนไขขอบเขต คือ  

                                             𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = 𝐶𝑒−𝑘2𝑎 + 𝐷𝑒𝑘2𝑎                                           (4.1.2.1)               

                                     𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 − 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = 𝑘2𝐶𝑒
−𝑘2𝑎 − 𝑘2𝐷𝑒

𝑘2𝑎                                  (4.1.2.2)        

                                           𝐶𝑒𝑘2𝑎 + 𝐷𝑒−𝑘2𝑎 = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎                                                                (4.1.2.3) 

                                  𝑘2𝐶𝑒
𝑘2𝑎 − 𝑘2𝐷𝑒

−𝑘2𝑎 = 𝑖𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎                                                            (4.1.2.4) 

𝑘2 × (4.1.2.3);      𝑘2𝐶𝑒
𝑘2𝑎 + 𝑘2𝐷𝑒

−𝑘2𝑎 = 𝑘2𝐹𝑒
𝑖𝑘𝑎                                                           (4.1.2.5) 

(4.1.2.4) + (4.1.2.5);                 2𝑘2𝐶𝑒
𝑘2𝑎 = (𝑖𝑘 + 𝑘2)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝑎       

                                                                        𝐶 =
(𝑖𝑘+𝑘2)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝑎

2𝑘2𝑒
𝑘2𝑎

      

(4.1.2.5) − (4.1.2.4);          2𝑘2𝐷𝑒−𝑘2𝑎 = (−𝑖𝑘 + 𝑘2)𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎 

                                                                        𝐷 =
(−𝑖𝑘+𝑘2)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝑎

2𝑘2𝑒
−𝑘2𝑎

      

แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน (4.1.2.1) และ (4.1.2.2) จะได้ว่า 

                                      𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = (
𝑖𝑘 + 𝑘2
2𝑘2

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒2𝑘2𝑎
+ (

−𝑖𝑘 + 𝑘2
2𝑘2

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒−2𝑘2𝑎
        (4.1.2.6) 

                                    𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 − 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = (
𝑖𝑘 + 𝑘2
2

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒2𝑘2𝑎
− (

−𝑖𝑘+ 𝑘2
2

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒−2𝑘2𝑎
            (4.1.2.7) 

𝑖𝑘 × (4.1.2.6); 

                              𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = 𝑖𝑘 (
𝑖𝑘 + 𝑘2
2𝑘2

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒2𝑘2𝑎
+ 𝑖𝑘 (

−𝑖𝑘 + 𝑘2
2𝑘2

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒−2𝑘2𝑎
(4.1.2.8) 

(4.1.2.7) + (4.1.2.8); 

2𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 = (
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒2𝑘2𝑎
) [𝑖𝑘 (

𝑖𝑘 + 𝑘2
2𝑘2

) + (
𝑖𝑘 + 𝑘2
2

)] + (
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒−2𝑘2𝑎
) [𝑖𝑘 (

−𝑖𝑘 + 𝑘2
2𝑘2

) − (
−𝑖𝑘 + 𝑘2

2
)] 

                𝐴 = 𝐹 (
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘𝑒2𝑘2𝑎
)(
𝑖𝑘 + 𝑘2
2

) (
𝑖𝑘

𝑘2
+ 1) + 𝐹 (

𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘𝑒−2𝑘2𝑎
)(
−𝑖𝑘 + 𝑘2

2
) (
𝑖𝑘

𝑘2
− 1) 

                𝐹 =
𝐴

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘𝑒2𝑘2𝑎
) (
𝑖𝑘 + 𝑘2
2 )(

𝑖𝑘
𝑘2
+ 1) + (

𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘𝑒−2𝑘2𝑎
)(
−𝑖𝑘 + 𝑘2

2 )(
𝑖𝑘
𝑘2
− 1)

 

                𝐹 =
𝐴

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘𝑒2𝑘2𝑎
)
(𝑖𝑘 + 𝑘2)

2

2𝑘2
+ (

𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘𝑒−2𝑘2𝑎
) (−

(𝑖𝑘 − 𝑘2)
2

2𝑘2
)
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=
𝐴

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘𝑒2𝑘2𝑎
)(
−𝑘2 + 2𝑖𝑘𝑘2 + 𝑘2

2

2𝑘2
) + (

𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘𝑒−2𝑘2𝑎
) (
𝑘2 + 2𝑖𝑘𝑘2 − 𝑘2

2

2𝑘2
)

 

=
𝐴

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘𝑒2𝑘2𝑎
)(
−𝑘2 + 𝑘2

2

2𝑘2
+
2𝑖𝑘𝑘2
2𝑘2

) + (
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘𝑒−2𝑘2𝑎
) (
𝑘2 − 𝑘2

2

2𝑘2
+
2𝑖𝑘𝑘2
2𝑘2

)

 

                   

=
𝐴

2𝑖𝑘𝑘2
2𝑘2

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘
) (

1
𝑒2𝑘2𝑎

+
1

𝑒−2𝑘2𝑎
) + (

𝑘2 − 𝑘2
2

2𝑘2
)(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘
) (−

1
𝑒2𝑘2𝑎

+
1

𝑒−2𝑘2𝑎
)

 

=
𝐴

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2
) (𝑒−2𝑘2𝑎 + 𝑒2𝑘2𝑎) + (

𝑘2 − 𝑘2
2

2𝑘2
) (
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑖𝑘
) (−𝑒−2𝑘2𝑎 + 𝑒2𝑘2𝑎)

 

=
𝐴

𝑒2𝑖𝑘𝑎[cosh2𝑘2𝑎 + (
𝑘2 − 𝑘2

2

𝑘2
) (

1
2𝑖𝑘

) sinh2𝑘2𝑎]

 

               𝐹 =
2𝑖𝑘𝑘2𝑒

−2𝑖𝑘𝑎𝐴

[2𝑖𝑘 𝑘2cosh2𝑘2𝑎 + (𝑘
2 − 𝑘2

2) sinh2𝑘2𝑎]
 

               
𝐹

𝐴
=

2𝑖𝑘𝑘2𝑒
−2𝑖𝑘𝑎

[2𝑖𝑘 𝑘2cosh2𝑘2𝑎 + (𝑘
2 − 𝑘2

2) sinh2𝑘2𝑎]
 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยวิธีผลเฉลย

แม่นตรง คือ 

                                     𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

=
4𝑘2𝑘2

2

[4𝑘2𝑘2
2 + (𝑘2 + 𝑘2

2)2 sinh2 2𝑘2𝑎]
                           (4.1.2.8. 𝑎) 

(4.1.2.8) − (4.1.2.7); 

2𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = (
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒2𝑘2𝑎
)(
𝑖𝑘 + 𝑘2
2

)(
𝑖𝑘

𝑘2
− 1) + (

𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒−2𝑘2𝑎
)(
−𝑖𝑘 + 𝑘2

2
) (
𝑖𝑘

𝑘2
+ 1) 

              𝐵 =
𝐹

2𝑖𝑘
[(

1

𝑒2𝑘2𝑎
) (
𝑖𝑘 + 𝑘2
2

)(
𝑖𝑘 − 𝑘2
𝑘2

) + (
1

𝑒−2𝑘2𝑎
)(
−𝑖𝑘 + 𝑘2

2
)(
𝑖𝑘 + 𝑘2
𝑘2

)] 

              𝐵 =
𝐹

2𝑖𝑘
[(

1

𝑒2𝑘2𝑎
)
(−𝑘2 − 𝑘2

2)

2𝑘2
+ (

1

𝑒−2𝑘2𝑎
)
(𝑘2 + 𝑘2

2)

2𝑘2
] 

              𝐵 =
𝐹

2𝑖𝑘

(𝑘2 + 𝑘2
2)

2𝑘2
[(−

1

𝑒2𝑘2𝑎
) + (

1

𝑒−2𝑘2𝑎
)] 

              𝐵 =
𝐹

2𝑖𝑘

(𝑘2 + 𝑘2
2)

2𝑘2
[−𝑒−2𝑘2𝑎 + 𝑒2𝑘2𝑎] 



50 
 

              𝐵 =
𝐹

2𝑖𝑘

(𝑘2 + 𝑘2
2)

𝑘2
sinh2𝑘2𝑎 

              𝐵 =
𝐴𝑒−2𝑖𝑘𝑎(𝑘2 + 𝑘2

2) sinh2𝑘2𝑎

[2𝑖𝑘 𝑘2cosh2𝑘2𝑎 + (𝑘
2 − 𝑘2

2) sinh2𝑘2𝑎]
 

              
𝐵

𝐴
=

𝑒−2𝑖𝑘𝑎(𝑘2 + 𝑘2
2) sinh2𝑘2𝑎

[2𝑖𝑘 𝑘2cosh2𝑘2𝑎 + (𝑘
2 − 𝑘2

2) sinh2𝑘2𝑎]
 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยวิธีผลเฉลย

แม่นตรง คือ 

                                           𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

=
(𝑘2 + 𝑘2

2)2 sinh2 2𝑘2𝑎

[4𝑘2𝑘2
2 + (𝑘2 + 𝑘2

2)2 sinh2 2𝑘2𝑎]
                     (4.1.2.8. 𝑏) 

กรณี 𝑬 > 𝑽𝟎 

ดังนั้นผลเฉลยจะได้ว่า 

 𝑋Ι(𝑥) = 𝐴𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 

                                                               𝑋ΙΙ(𝑥) = 𝐶𝑒
𝑖𝑘3𝑥 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘3𝑥 

                                                              𝑋ΙΙΙ(𝑥) = 𝐹𝑒
𝑖𝑘𝑥 

โดยที่  𝑘32 =
2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝑉0) 

จะได้ว่าเงื่อนไขขอบเขต คือ  

                                             𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = 𝐶𝑒−𝑖𝑘3𝑎 + 𝐷𝑒𝑖𝑘3𝑎                                         (4.1.2.9)       

                                        𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 − 𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = 𝑘3𝐶𝑒
−𝑖𝑘3𝑎 − 𝑘3𝐷𝑒

𝑖𝑘3𝑎                              (4.1.2.10)  

                                         𝐶𝑒𝑖𝑘3𝑎 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘3𝑎 = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎                                                             (4.1.2.11) 

                                𝑘3𝐶𝑒
𝑖𝑘3𝑎 − 𝑘3𝐷𝑒

−𝑖𝑘3𝑎 = 𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎                                                            (4.1.2.12) 

𝑘3 × (4.1.2.11); 𝑘3𝐶𝑒
𝑖𝑘3𝑎 + 𝑘3𝐷𝑒

−𝑖𝑘3𝑎 = 𝑘3𝐹𝑒
𝑖𝑘𝑎                                                        (4.1.2.13) 

(4.1.2.12) + (4.1.2.13);          2𝑘3𝐶𝑒
𝑖𝑘3𝑎 = (𝑘 + 𝑘3)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝑎      

                                                                               𝐶 =
(𝑘+𝑘3)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝑎

2𝑘3𝑒
𝑖𝑘3𝑎

      

(4.1.2.13) − (4.1.2.12);          2𝑘3𝐷𝑒−𝑖𝑘3𝑎 = (𝑘3 − 𝑘)𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎 

                                                                              𝐷 =
(𝑘3−𝑘)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝑎

2𝑘3𝑒
−𝑖𝑘3𝑎
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แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน (4.1.2.9) และ (4.1.2.10) จะได้ว่า 

                                       𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = (
𝑘3 + 𝑘

2𝑘3
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒2𝑖𝑘3𝑎
+ (

𝑘3 − 𝑘

2𝑘3
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
          (4.1.2.14) 

                                        𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 − 𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = (
𝑘3 + 𝑘

2
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒2𝑖𝑘3𝑎
− (

𝑘3 − 𝑘

2
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
             (4.1.2.15) 

𝑘 × (4.1.2.14); 

                                  𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = 𝑘 (
𝑘3 + 𝑘

2𝑘3
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒2𝑖𝑘3𝑎
+ 𝑘 (

𝑘3 − 𝑘

2𝑘3
)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
    (4.1.2.16) 

(4.1.2.15) + (4.1.2.16); 

2𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 = (
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒2𝑖𝑘3𝑎
) [𝑘 (

𝑘3 + 𝑘

2𝑘3
) + (

𝑘3 + 𝑘

2
)] + (

𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
) [𝑘 (

𝑘3 − 𝑘

2𝑘3
) − (

𝑘3 − 𝑘

2
)] 

               𝐴 = 𝐹 (
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘𝑒2𝑖𝑘3𝑎
)(
𝑘3 + 𝑘

2
) (
𝑘

𝑘3
+ 1) + 𝐹 (

𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
)(
𝑘3 − 𝑘

2
) (
𝑘

𝑘3
− 1) 

               𝐹 =
𝐴

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘𝑒2𝑖𝑘3𝑎
) (
𝑘3 + 𝑘
2

)(
𝑘
𝑘3
+ 1) + (

𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
) (
𝑘3 − 𝑘
2

)(
𝑘
𝑘3
− 1)

 

                  =
𝐴

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘𝑒2𝑖𝑘3𝑎
)
(𝑘3 + 𝑘)

2

2𝑘3
− (

𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
) (
(𝑘3 − 𝑘)

2

2𝑘3
)

 

                  =
𝐴

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘𝑒2𝑖𝑘3𝑎
)(
𝑘3
2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘

2

2𝑘3
) − (

𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
) (
𝑘3
2 − 2𝑘𝑘3 + 𝑘

2

2𝑘3
)

 

               𝐹 =
𝐴

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘𝑒2𝑖𝑘3𝑎
) (
𝑘3
2 + 𝑘2

2𝑘3
+
2𝑘𝑘3
2𝑘3

) − (
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
)(
𝑘3
2 + 𝑘2

2𝑘3
−
2𝑘𝑘3
2𝑘3

)

 

               𝐹 =
𝐴

2𝑘𝑘3
2𝑘3

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘
) (

1
𝑒2𝑖𝑘3𝑎

+
1

𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
) + (

𝑘3
2 + 𝑘2

2𝑘3
) (
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘
)(

1
𝑒2𝑖𝑘3𝑎

−
1

𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
)

 

               𝐹 =
𝐴

(
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2 ) (𝑒−2𝑖𝑘3𝑎 + 𝑒2𝑖𝑘3𝑎) + (
𝑘3
2 + 𝑘2

2𝑘3
) (
𝑒2𝑖𝑘𝑎

2𝑘
) (𝑒−2𝑖𝑘3𝑎 − 𝑒2𝑖𝑘3𝑎)

 

               𝐹 =
𝐴

𝑒2𝑖𝑘𝑎[cos2𝑘3𝑎 − (
𝑘3
2 + 𝑘2

2𝑘3
) (
1
𝑘
) 𝑖 sin2𝑘3𝑎]

 

               𝐹 =
2𝑘𝑘3𝑒

−2𝑖𝑘𝑎𝐴

[2𝑘 𝑘3cos 2𝑘3𝑎 − (𝑘3
2 + 𝑘2) 𝑖sin 2𝑘3𝑎]
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𝐹

𝐴
=

2𝑘𝑘3𝑒
−2𝑖𝑘𝑎

[2𝑘 𝑘3cos 2𝑘3𝑎 − (𝑘3
2 + 𝑘2) 𝑖sin 2𝑘3𝑎]

 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยวิธีผลเฉลย

แม่นตรง คือ 

                                       𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

=
4𝑘2𝑘3

2

[4𝑘2𝑘3
2 cos2 2𝑘3𝑎 + (𝑘3

2 + 𝑘2)2 sin2 2𝑘3𝑎]
     (4.1.2.16. 𝑎) 

(4.1.2.16) − (4.1.2.15); 

2𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 = (
𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒2𝑖𝑘3𝑎
)(𝑘 (

𝑘3 + 𝑘

2𝑘3
) − (

𝑘3 + 𝑘

2
)) + (

𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
)(𝑘 (

𝑘3 − 𝑘

2𝑘3
) + (

𝑘3 − 𝑘

2
)) 

             𝐵 =
𝐹

2𝑘
[(

1

𝑒2𝑖𝑘3𝑎
)(
𝑘3 + 𝑘

2
)(
𝑘

𝑘3
− 1) + (

1

𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
)(
𝑘3 − 𝑘

2
) (
𝑘

𝑘3
+ 1)] 

             𝐵 =
𝐹

2𝑘
[(

1

𝑒2𝑖𝑘3𝑎
)
−(𝑘3

2 − 𝑘2)

2𝑘3
+ (

1

𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
)
(𝑘3

2 − 𝑘2)

2𝑘3
] 

             𝐵 =
𝐹

2𝑘

(𝑘3
2 − 𝑘2)

2𝑘3
[(−

1

𝑒2𝑖𝑘3𝑎
) + (

1

𝑒−2𝑖𝑘3𝑎
)] 

             𝐵 =
𝐹

2𝑘

(𝑘3
2 − 𝑘2)

2𝑘3
[−𝑒−2𝑖𝑘3𝑎 + 𝑒2𝑖𝑘3𝑎] 

             𝐵 =
𝐹

2𝑘

(𝑘3
2 − 𝑘2)

𝑘3
𝑖sin 2𝑘3𝑎 

             𝐵 =
𝐴𝑒−2𝑖𝑘𝑎(𝑘3

2 − 𝑘2) isin 2𝑘3𝑎

[2𝑘 𝑘3cos 2𝑘3𝑎 − (𝑘3
2 + 𝑘2)𝑖 sin2𝑘3𝑎]

 

             
𝐵

𝐴
=

𝑒−2𝑖𝑘𝑎(𝑘3
2 − 𝑘2) isin2𝑘3𝑎

[2𝑘 𝑘3cos2𝑘3𝑎 − (𝑘3
2 + 𝑘2) 𝑖sin2𝑘3𝑎]

 

ดังนั้นจะได้ว่าค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยวิธีผลเฉลย

แม่นตรง คือ 

                                  𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

=
(𝑘3

2 − 𝑘2)2 sin2 2𝑘3𝑎

[4𝑘2 𝑘3
2cos2 2𝑘3𝑎 + (𝑘3

2 + 𝑘2)2 sin2 2𝑘3𝑎]
          (4.1.2.16. 𝑏) 
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4.1.3 พลังงำนศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมำตร 

𝑉(𝑥) = { 

𝑉1,                  𝑥 < 𝑎
𝑉2, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏
𝑉3,                  𝑥 > 𝑏

     

 

ภำพที่ 4.3 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร 

กรณี 𝑬 < 𝑽𝒊, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

ดังนั้นผลเฉลยจะได้ว่า 

 𝑋Ι(𝑥) = 𝐴𝑒
𝑘4𝑥 + 𝐵𝑒−𝑘4𝑥 

 XΙΙ(𝑥) = 𝐶𝑒
𝑘5𝑥 +𝐷𝑒−𝑘5𝑥 

                                                             𝑋ΙΙΙ(𝑥) = 𝐹𝑒
𝑘6𝑥 

โดยที่ 𝑘42 = 2𝑚(𝑉1−𝐸)ℏ2
, 𝑘5

2 =
2𝑚

ℏ2
(𝑉

2
− 𝐸) และ 𝑘62 =

2𝑚

ℏ2
(𝑉

3
− 𝐸)   

จะได้ว่าเงื่อนไขขอบเขต คือ  

                                          𝐴𝑒𝑘4𝑎 + 𝐵𝑒−𝑘4𝑎 = 𝐶𝑒𝑘5𝑎 + 𝐷𝑒−𝑘5𝑎                                             (4.1.3.1)               

                                 𝑘4𝐴𝑒
𝑘4𝑎 − 𝑘4𝐵𝑒

−𝑘4𝑎 = 𝑘5𝐶𝑒
𝑘5𝑎 − 𝑘5𝐷𝑒

−𝑘5𝑎                                    (4.1.3.2)         

                                          𝐶𝑒𝑘5𝑏 + 𝐷𝑒−𝑘5𝑏 = 𝐹𝑒𝑘6𝑏                                                                 (4.1.3.3) 

                                 𝑘5𝐶𝑒
𝑘5𝑏 − 𝑘5𝐷𝑒

−𝑘5𝑏 = 𝑘6𝐹𝑒
𝑘6𝑏                                                            (4.1.3.4) 

𝑘5 × (4.1.3.3); 

                                            𝑘5𝐶𝑒
𝑘5𝑏 + 𝑘5𝐷𝑒

−𝑘5𝑏 = 𝑘5𝐹𝑒
𝑘6𝑏                                                 (4.1.3.5) 

(4.1.3.4) + (4.1.3.5); 

                                                                 2𝑘5𝐶𝑒
𝑘5𝑏 = (𝑘5 + 𝑘6)𝐹𝑒

𝑘6𝑏 
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                                                                                 𝐶 =
(𝑘5 + 𝑘6)𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘5𝑒
𝑘5𝑏

 

(4.1.3.5) − (4.1.3.4); 

                                                              2𝑘5𝐷𝑒
−𝑘5𝑏 = (𝑘5 − 𝑘6)𝐹𝑒

𝑘6𝑏 

                                                                                𝐷 =
(𝑘5 − 𝑘6)𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘5𝑒
−𝑘5𝑏

 

แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน (4.1.3.1) และ (4.1.3.2) 

                                 𝐴𝑒𝑘4𝑎 + 𝐵𝑒−𝑘4𝑎 =
(𝑘5 + 𝑘6)𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘5𝑒
𝑘5(𝑏−𝑎)

+
(𝑘5 − 𝑘6)𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘5𝑒
−𝑘5(𝑏−𝑎)

                   (4.1.3.6) 

                       𝑘4𝐴𝑒
𝑘4𝑎 − 𝑘4𝐵𝑒

−𝑘4𝑎 =
(𝑘5 + 𝑘6)𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
−
(𝑘5 − 𝑘6)𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
                    (4.1.3.7) 

𝑘4 × (4.1.3.6); 

                       𝑘4𝐴𝑒
𝑘4𝑎 + 𝑘4𝐵𝑒

−𝑘4𝑎 = 𝑘4
(𝑘5 + 𝑘6)𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘5𝑒
𝑘5(𝑏−𝑎)

+ 𝑘4
(𝑘5 − 𝑘6)𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘5𝑒
−𝑘5(𝑏−𝑎)

        (4.1.3.8)  

(4.1.3.7) + (4.1.3.8); 

2𝑘4𝐴𝑒
𝑘4𝑎 =

𝐹𝑒𝑘6𝑏

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
(𝑘4

(𝑘5 + 𝑘6)

2𝑘5
+
(𝑘5 + 𝑘6)

2
) +

𝐹𝑒𝑘6𝑏

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
(𝑘4

(𝑘5 − 𝑘6)

2𝑘5
−
(𝑘5 − 𝑘6)

2
) 

𝐴 = 𝐹
𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) (𝑘4

(𝑘5 + 𝑘6)

2𝑘5
+
(𝑘5 + 𝑘6)

2
)

+ (
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
) (𝑘4

(𝑘5 − 𝑘6)

2𝑘5
−
(𝑘5 − 𝑘6)

2
)] 

𝐴 = 𝐹
𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) (
𝑘5 + 𝑘6
2

) (
𝑘4
𝑘5
+ 1) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
) (
𝑘5 − 𝑘6
2

)(
𝑘4
𝑘5
− 1)] 

𝐹 =
𝐴

𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
𝑘5𝑘4 + 𝑘5

2 + 𝑘6𝑘4 + 𝑘6𝑘5
2𝑘5

) + (
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
) (
𝑘5𝑘4 − 𝑘5

2 − 𝑘6𝑘4 + 𝑘6𝑘5
2𝑘5

)]

 

𝐹 =
𝐴

𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

2𝑘5
+
𝑘5
2+𝑘6𝑘4
2𝑘5

) + (
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
) (
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

2𝑘5
−
(𝑘5

2+𝑘6𝑘4)
2𝑘5

)]

 

𝐹

=
𝐴

𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[((
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

2𝑘5
) [(

1
𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)

) + (
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)]) + ((

𝑘5
2+𝑘6𝑘4
2𝑘5

) [(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) − (

1
𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)

)])]
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𝐹 =
𝐴

𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[((
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

2𝑘5
) [𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)]) + ((

𝑘5
2+𝑘6𝑘4
2𝑘5

) [𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎) − 𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)])]

 

𝐹 =
𝐴

𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

𝑘5
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘5
2+𝑘6𝑘4
𝑘5

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

 

𝐹

𝐴
=

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎𝑒−𝑘6𝑏

[(
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

𝑘5
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘5
2+𝑘6𝑘4
𝑘5

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

 

ดังนั้นจะได้ว่า  

                           𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

=
4𝑘4

2𝑒2𝑘4𝑎𝑒−2𝑘6𝑏

[(
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

𝑘5
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘5
2+𝑘6𝑘4
𝑘5

)sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

2     (4.1.3.8. 𝑎) 

โดยที่ สมการ (4.1.3.8. 𝑎) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส

อสมมาตร โดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง 

(4.1.3.8) − (4.1.3.7); 

2𝑘4𝐵𝑒
−𝑘4𝑎 =

𝐹𝑒𝑘6𝑏

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
(𝑘4

(𝑘5 + 𝑘6)

2𝑘5
−
(𝑘5 + 𝑘6)

2
) +

𝐹𝑒𝑘6𝑏

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
(𝑘4

(𝑘5 − 𝑘6)

2𝑘5
+
(𝑘5 − 𝑘6)

2
) 

𝐵 = 𝐹
𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) (𝑘4

(𝑘5 + 𝑘6)

2𝑘5
−
(𝑘5 + 𝑘6)

2
)

+ (
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
) (𝑘4

(𝑘5 − 𝑘6)

2𝑘5
+
(𝑘5 − 𝑘6)

2
)] 

𝐵 = 𝐹
𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) (
𝑘5 + 𝑘6
2

)(
𝑘4
𝑘5
− 1) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
) (
𝑘5 − 𝑘6
2

) (
𝑘4
𝑘5
+ 1)] 

𝐵 = 𝐹
𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) (
𝑘5𝑘4 − 𝑘5

2 + 𝑘6𝑘4 − 𝑘6𝑘5
2𝑘5

)

+ (
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
) (
𝑘5𝑘4 + 𝑘5

2 − 𝑘6𝑘4 − 𝑘6𝑘5
2𝑘5

)] 

𝐵 = 𝐹
𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[
 
 
 
 (

1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
𝑘5𝑘4 − 𝑘6𝑘5

2𝑘5
−
(𝑘5

2−𝑘6𝑘4)

2𝑘5
)

+(
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
𝑘5𝑘4 − 𝑘6𝑘5

2𝑘5
+
(𝑘5

2−𝑘6𝑘4)

2𝑘5
)
]
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𝐵 = 𝐹
𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[((
𝑘5𝑘4 − 𝑘6𝑘5

2𝑘5
) [(

1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)])

+ ((
𝑘5
2−𝑘6𝑘4
2𝑘5

) [−(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)])] 

𝐵 = 𝐹
𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[((
𝑘5𝑘4 − 𝑘6𝑘5

2𝑘5
) [𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)])

+ ((
𝑘5
2−𝑘6𝑘4
2𝑘5

) [−𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)])] 

𝐵 = 𝐹
𝑒𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[(
𝑘5𝑘4 − 𝑘6𝑘5

𝑘5
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) + (

𝑘5
2−𝑘6𝑘4
𝑘5

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)] 

𝐵 =
𝐴𝑒2𝑘4𝑎 [(

𝑘5𝑘4 − 𝑘6𝑘5
𝑘5

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘5
2−𝑘6𝑘4
𝑘5

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

[(
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

𝑘5
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘5
2+𝑘6𝑘4
𝑘5

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

 

𝐵

𝐴
=
𝑒2𝑘4𝑎 [(

𝑘5𝑘4 − 𝑘6𝑘5
𝑘5

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘5
2−𝑘6𝑘4
𝑘5

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

[(
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

𝑘5
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘5
2+𝑘6𝑘4
𝑘5

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

 

ดังนั้นจะได้ว่า 

𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

   

    =
𝑒4𝑘4𝑎 [(

𝑘5𝑘4 − 𝑘6𝑘5
𝑘5

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘5
2−𝑘6𝑘4
𝑘5

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

2

[(
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

𝑘5
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘5
2+𝑘6𝑘4
𝑘5

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

2            (4.1.3.8. 𝑏) 

โดยที่ สมการ (4.1.3.8. 𝑏) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส

อสมมาตร โดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง 

กรณี 𝑬 > 𝑽𝒊, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑  

ดังนั้นผลเฉลยจะได้ว่า 

                                                                   𝑋Ι(𝑥) = 𝐴𝑒
𝑖𝑘7𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘7𝑥 

                                                                  𝑋ΙΙ(𝑥) = 𝐶𝑒
𝑖𝑘8𝑥 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘8𝑥 

                                                                 𝑋ΙΙΙ(𝑥) = 𝐹𝑒
𝑖𝑘9𝑥 
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โดยที่  𝑘72 =
2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝑉

1
), 𝑘8

2 =
2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝑉

2
), 𝑘92 =

2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝑉

3
)   

จะได้ว่าเงื่อนไขขอบเขต คือ 

                                            𝐴𝑒𝑖𝑘7𝑎 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘7𝑎 = 𝐶𝑒𝑖𝑘8𝑎 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘8𝑎                                      (4.1.3.9)               

                                𝑖𝑘7𝐴𝑒
𝑖𝑘7𝑎 − 𝑖𝑘7𝐵𝑒

−𝑖𝑘7𝑎 = 𝑖𝑘8𝐶𝑒
𝑖𝑘8𝑎 − 𝑖𝑘8𝐷𝑒

−𝑖𝑘8𝑎                       (4.1.3.10)         

                                            𝐶𝑒𝑖𝑘8𝑏 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘8𝑏 = 𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏                                                         (4.1.3.11) 

                                𝑖𝑘8𝐶𝑒
𝑖𝑘8𝑏 − 𝑖𝑘8𝐷𝑒

−𝑖𝑘8𝑏 = 𝑖𝑘9𝐹𝑒
𝑖𝑘9𝑏                                                  (4.1.3.12) 

𝑖𝑘8 × (4.1.3.11); 

                                 𝑖𝑘8𝐶𝑒
𝑖𝑘8𝑏 + 𝑖𝑘8𝐷𝑒

−𝑖𝑘8𝑏 = 𝑖𝑘8𝐹𝑒
𝑖𝑘9𝑏                                                  (4.1.3.13) 

(4.1.3.12) + (4.1.3.13); 

                                                         2𝑖𝑘8𝐶𝑒
𝑖𝑘8𝑏 = (𝑘8 + 𝑘9)𝑖𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏 

                                                                           𝐶 =
(𝑘8 + 𝑘9)𝑖𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑖𝑘8𝑒
𝑖𝑘8𝑏

 

(4.1.3.13) − (4.1.3.12); 

                                                      2𝑖𝑘8𝐷𝑒
−𝑖𝑘8𝑏 = (𝑘8 − 𝑘9)𝑖𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏 

                                                                           𝐷 =
(𝑘8 − 𝑘9)𝑖𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑖𝑘8𝑒
−𝑖𝑘8𝑏

 

แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน (4.1.3.9) และ (4.1.3.10) 

                              𝐴𝑒𝑖𝑘7𝑎 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘7𝑎 =
(𝑘8 + 𝑘9)𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘8𝑒
𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

+
(𝑘8 − 𝑘9)𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘8𝑒
−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

               (4.1.3.14) 

                     𝑘7𝐴𝑒
𝑖𝑘7𝑎 − 𝑘7𝐵𝑒

−𝑖𝑘7𝑎 =
(𝑘8 + 𝑘9)𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
−
(𝑘8 − 𝑘9)𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
               (4.1.3.15) 

 

𝑘7 × (4.1.3.14); 

        𝑘7𝐴𝑒
𝑖𝑘7𝑎 + 𝑘7𝐵𝑒

−𝑖𝑘7𝑎 = 𝑘7
(𝑘8 + 𝑘9)𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘8𝑒
𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

+ 𝑘7
(𝑘8 − 𝑘9)𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘8𝑒
−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

                 (4.1.3.16) 

(4.1.3.15) + (4.1.3.16); 
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2𝑘7𝐴𝑒
𝑖𝑘7𝑎 =

𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
(𝑘7

(𝑘8 + 𝑘9)

2𝑘8
+
(𝑘8 + 𝑘9)

2
)

+
𝐹𝑒𝑘9𝑏

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
(𝑘7

(𝑘8 − 𝑘9)

2𝑘8
−
(𝑘8 − 𝑘9)

2
) 

𝐴 = 𝐹
𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (𝑘7

(𝑘8 + 𝑘9)

2𝑘8
+
(𝑘8 + 𝑘9)

2
)

+ (
1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (𝑘7

(𝑘8 − 𝑘9)

2𝑘8
−
(𝑘8 − 𝑘9)

2
)] 

𝐴 = 𝐹
𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (
𝑘8 + 𝑘9
2

) (
𝑘7
𝑘8
+ 1) + (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (
𝑘8 − 𝑘9
2

) (
𝑘7
𝑘8
− 1)] 

𝐹 =
𝐴

𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (
𝑘8𝑘7 + 𝑘8

2 + 𝑘9𝑘7 + 𝑘9𝑘8
2𝑘8

) + (
1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (
𝑘8𝑘7 − 𝑘8

2 − 𝑘9𝑘7 + 𝑘9𝑘8
2𝑘8

)]

 

𝐹 =
𝐴

𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (
𝑘8𝑘7 + 𝑘9𝑘8

2𝑘8
+
𝑘8
2 + 𝑘9𝑘7
2𝑘8

) + (
1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (
𝑘8𝑘7 + 𝑘9𝑘8

2𝑘8
−
(𝑘8

2 + 𝑘9𝑘7)
2𝑘8

)]

 

𝐹 =
𝐴

𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[((
𝑘8𝑘7 + 𝑘9𝑘8

2𝑘8
) [(

1
𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

) + (
1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)])]

 

     +
𝐴

𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[((
𝑘8
2 + 𝑘9𝑘7
2𝑘8

) [(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) − (

1
𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

)])]

 

𝐹 =
𝐴

𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[((
𝑘8𝑘7 + 𝑘9𝑘8

2𝑘8
) [𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)]) + ((

𝑘8
2 + 𝑘9𝑘7
2𝑘8

) [𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎) − 𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)])]

 

𝐹 =
𝐴

𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[(
𝑘8𝑘7 + 𝑘9𝑘8

𝑘8
) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘8
2 + 𝑘9𝑘7
𝑘8

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

𝐹

𝐴
=

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎𝑒−𝑖𝑘9𝑏

[(𝑘7 + 𝑘9) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘8
2 + 𝑘9𝑘7
𝑘8

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

ดังนั้นจะได้ว่า 

𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

=
4𝑘7

2

[(𝑘7 + 𝑘9)
2 cos2 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (

𝑘8
2 + 𝑘9𝑘7
𝑘8

)
2

sin2 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

            (4.1.3.16. 𝑎) 
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โดยที่ สมการ (4.1.3.16. 𝑎) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส

อสมมาตร โดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง 

(4.1.3.16) − (4.1.3.15); 

2𝑘7𝐵𝑒
−𝑖𝑘7𝑎 =

𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
(𝑘7

(𝑘8 + 𝑘9)

2𝑘8
−
(𝑘8 + 𝑘9)

2
)

+
𝐹𝑒𝑘9𝑏

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
(𝑘7

(𝑘8 − 𝑘9)

2𝑘8
+
(𝑘8 − 𝑘9)

2
) 

                   𝐵 = 𝐹
𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (𝑘7

(𝑘8 + 𝑘9)

2𝑘8
−
(𝑘8 + 𝑘9)

2
)

+ (
1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (𝑘7

(𝑘8 − 𝑘9)

2𝑘8
+
(𝑘8 − 𝑘9)

2
)] 

                  𝐵 = 𝐹
𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (
𝑘8 + 𝑘9
2

) (
𝑘7
𝑘8
− 1)

+ (
1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) (
𝑘8 − 𝑘9
2

) (
𝑘7
𝑘8
+ 1)] 

                  𝐵 = 𝐹
𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)(
𝑘8𝑘7 − 𝑘8

2 + 𝑘9𝑘7 − 𝑘9𝑘8
2𝑘8

)

+ (
1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)(
𝑘8𝑘7 + 𝑘8

2 − 𝑘9𝑘7 − 𝑘9𝑘8
2𝑘8

)] 

                  𝐵 = 𝐹
𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)(
𝑘8𝑘7 − 𝑘9𝑘8

2𝑘8
−
(𝑘8

2 − 𝑘9𝑘7)

2𝑘8
)

+ (
1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)(
𝑘8𝑘7 − 𝑘9𝑘8

2𝑘8
+
(𝑘8

2 − 𝑘9𝑘7)

2𝑘8
)] 

                 𝐵 = 𝐹
𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[((
𝑘8𝑘7 − 𝑘9𝑘8

2𝑘8
) [(

1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) + (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)])

+ ((
𝑘8
2 − 𝑘9𝑘7
2𝑘8

) [−(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) + (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)])] 

𝐵 = 𝐹
𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[((
𝑘8𝑘7 − 𝑘9𝑘8

2𝑘8
) [𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)])

+ ((
𝑘8
2 − 𝑘9𝑘7
2𝑘8

) [−𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)])] 

𝐵 = 𝐹
𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
𝑘8𝑘7 − 𝑘9𝑘8

𝑘8
) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (

𝑘8
2 − 𝑘9𝑘7
𝑘8

) 𝑖sin 𝑘8(𝑏 − 𝑎)] 
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𝐵 =
𝐴

𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[(
𝑘8𝑘7 + 𝑘9𝑘8

𝑘8
) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘8
2 + 𝑘9𝑘7
𝑘8

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

       ∙
𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
𝑘8𝑘7 − 𝑘9𝑘8

𝑘8
) cos𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (

𝑘8
2 − 𝑘9𝑘7
𝑘8

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)] 

𝐵 =
𝐴𝑒2𝑖𝑘7𝑎 [(

𝑘8𝑘7 − 𝑘9𝑘8
𝑘8

) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘8
2 − 𝑘9𝑘7
𝑘8

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

[(
𝑘8𝑘7 + 𝑘9𝑘8

𝑘8
) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘8
2 + 𝑘9𝑘7
𝑘8

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

𝐵

𝐴
=
𝑒2𝑖𝑘7𝑎 [(

𝑘8𝑘7 − 𝑘9𝑘8
𝑘8

) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘8
2 − 𝑘9𝑘7
𝑘8

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

[(
𝑘8𝑘7 + 𝑘9𝑘8

𝑘8
) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘8
2 + 𝑘9𝑘7
𝑘8

) 𝑖sin 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

ดังนั้นจะได้ว่า 

𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

=
[(𝑘8𝑘7 − 𝑘9𝑘8)

2 cos2 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (𝑘8
2 − 𝑘9𝑘7)

2 sin2 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

[(𝑘8𝑘7 + 𝑘9𝑘8)
2 cos2 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (𝑘8

2 + 𝑘9𝑘7)
2 sin2 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

    (4.1.3.16. 𝑏) 

โดยที่ สมการ (4.1.3.16. 𝑏) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส

อสมมาตร โดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง 

4.1.4 พลังงำนศักย์แบบดับเบิลเดลต้ำฟังก์ชัน 

𝑉(𝑥) = 𝛼{𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )} 

 
ภำพที่ 4.4 พลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน 

กรณี  𝑬 < 0 และ 𝑽(𝒙) = 𝟎 

ให้ 𝑘𝛿2 = −
2𝑚

ℏ2
𝐸 จะได้ว่าผลเฉลยคือ 

                                                          𝑋Ι(𝑥) = 𝐴𝑒
𝑘𝛿𝑥 + 𝐵𝑒−𝑘𝛿𝑥  ,                  𝑥 < −𝐿 2⁄  

                                                          𝑋ΙΙ(𝑥) = 𝐶𝑒
𝑘𝛿𝑥 + 𝐷𝑒−𝑘𝛿𝑥   , −𝐿 2⁄ < 𝑥 < 𝐿 2⁄  
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                                                        𝑋ΙΙΙ(𝑥) = 𝐹𝑒
𝑘𝛿𝑥  ,                                     𝑥 > 𝐿 2⁄  

จะได้ว่าเงื่อนไขขอบเขต คือ  

 

𝐴𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝐵𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ = 𝐶𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ +𝐷𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄    

                                                   𝐶𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ = 𝐹𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄    

จากการอินทิเกรตสมการชเรอดิงเงอร์ที่ 𝑉(𝑥) = 𝛼𝛿(𝑥) ช่วง ϵ  ถึง −ϵ  โดยที่ ϵ → 0   

                                      −
ℏ2

2𝑚
∫

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
𝑑𝑥

ϵ

−ϵ

+ 𝛼∫ 𝛿(𝑥)𝑋(𝑥)𝑑𝑥
ϵ

−ϵ

= 𝐸∫ 𝑋(𝑥)
ϵ

−ϵ

𝑑𝑥 

                                                  −
ℏ2

2𝑚
[
𝑑𝑋(ϵ)

𝑑𝑥
−
𝑑𝑋(−ϵ)

𝑑𝑥
] + 𝛼𝑋(0) = 2ϵ𝐸𝑋(ϵ) 

                                                     −
ℏ2

2𝑚
[𝑋′(ϵ) − 𝑋′(−ϵ)] + 𝛼𝑋(0) = 2ϵ𝐸𝑋(ϵ) 

โดยที่ 𝑋′(ϵ) = 𝑋Ι′(ϵ), 𝑋′(−ϵ) = 𝑋ΙΙ′ (−ϵ) และ  𝑋(ϵ) = XΙΙ(ϵ) 

                                           lim
ϵ→0

−
ℏ2

2𝑚
[𝑋Ι

′(ϵ) − 𝑋ΙΙ
′ (−ϵ)] + 𝛼XΙΙ(0) = 2ϵ𝐸XΙΙ(ϵ) 

                                                    −
ℏ2

2𝑚
[𝑋Ι

′(0) − 𝑋ΙΙ
′ (0)] + 𝛼XΙΙ(0) = 0 

จากการอินทิเกรตเดลต้าฟังก์ชัน เราจะได้ว่า 

เมื่อ 𝑥 = −𝐿 2⁄  จะได้ว่า 

−
ℏ2

2𝑚
[𝑋Ι

′(−𝐿 2⁄  ) − 𝑋ΙΙ
′ (−𝐿 2⁄  )] + 𝛼XΙΙ(−𝐿 2⁄  ) = 0 

−
ℏ2

2𝑚
[𝑘𝛿𝐴𝑒

−𝑘𝛿𝐿 2⁄ −,𝑘𝛿𝐵𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ − [𝑘𝛿𝐶𝑒

−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐷𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] ] + 𝛼[𝐶𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] = 0 

−
ℏ2

2𝑚
[𝑘𝛿𝐴𝑒

−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐵𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ − [𝑘𝛿𝐶𝑒

−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐷𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] ] = − 𝛼[𝐶𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] 

𝑘𝛿𝐴𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐵𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ − [𝑘𝛿𝐶𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐷𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] =  
2𝑚𝛼

ℏ2
[𝐶𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] 

ให้ 𝑎0 = 𝑚𝛼

ℏ2
 

𝑘𝛿𝐴𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐵𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ − [𝑘𝛿𝐶𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐷𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] = 2𝑎0[𝐶𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] 
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เมื่อ 𝑥 = 𝐿 2⁄  จะได้ว่า 

−
ℏ2

2𝑚
[𝑘𝛿𝐶𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐷𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐹𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] + 𝛼𝐹𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ = 0 

                           −
ℏ2

2𝑚
[𝑘𝛿𝐶𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐷𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐹𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] = − 𝛼𝐹𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄  

                                      [𝑘𝛿𝐶𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐷𝑒

−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐹𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] =  2𝑎0𝐹𝑒

𝑘𝛿 

ดังนั้นเงื่อนไขขอบเขตจะได้ว่า 

                                                                 𝐴𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ +𝐵𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ = 𝐶𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄         (4.1.4.1)                                               

                                                                 𝐶𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ = 𝐹𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄                                (4.1.4.2) 

𝑘𝛿𝐴𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐵𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ − [𝑘𝛿𝐶𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐷𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] = 2𝑎0[𝐶𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ ](4.1.4.3) 

                                             [𝑘𝛿𝐶𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐷𝑒

−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐹𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] =

 2𝑎0𝐹𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄                        (4.1.4.4) 

                                                       𝑘𝛿𝐶𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐷𝑒

−𝑘𝛿𝐿 2⁄ = (2𝑎0 + 𝑘0)𝐹𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄           (4.1.4.5) 

𝑘0 × (4.1.4.2); 

                                                       𝑘𝛿𝐶𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝑘𝛿𝐷𝑒

−𝑘𝛿𝐿 2⁄ = 𝑘𝛿𝐹𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄                           (4.1.4.6) 

(4.1.4.5) + (4.1.4.6); 

                                                                                2𝑘𝛿𝐶𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ = (2𝑎0 + 2𝑘𝛿)𝐹𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄    

                                                                                                   𝐶 =
𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

𝐹 

(4.1.4.6) − (4.1.4.5); 

                                                                            2𝑘𝛿𝐷𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ = −2𝑎0𝐹𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄  

                                                                                                  𝐷 = −
𝑎0
𝑘𝛿
𝐹𝑒2𝑘𝛿𝐿 2⁄  

 

แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน (4.1.4.1) และ (4.1.4.3) 

                         𝐴𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝐵𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ =
𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

𝐹𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ −
𝑎0
𝑘𝛿
𝐹𝑒3𝑘𝛿𝐿 2⁄                      (4.1.4.7) 
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𝑘𝛿𝐴𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐵𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ − [𝑘𝛿
𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

𝐹𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝑘𝛿
𝑎0
𝑘𝛿
𝐹𝑒2𝑘𝛿𝐿 2⁄ 𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]    

= 2𝑎0 [
𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

𝐹𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ −
𝑎0
𝑘𝛿
𝐹𝑒2𝑘𝛿𝐿 2⁄ 𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]   

𝑘𝛿𝐴𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐵𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄

= 2𝑎0 [
𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

𝐹𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ −
𝑎0
𝑘𝛿
𝐹𝑒2𝑘𝛿𝐿 2⁄ 𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]+[𝑘𝛿

𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

𝐹𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄

+ 𝑘𝛿
𝑎0
𝑘𝛿
𝐹𝑒2𝑘𝛿𝐿 2⁄ 𝑒𝑘𝛿𝐿 2⁄    

𝑘𝛿𝐴𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐵𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄

= 2𝑎0 [
𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

𝐹𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ −
𝑎0
𝑘𝛿
𝐹𝑒3𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] + [(𝑎0 + 𝑘𝛿)𝐹𝑒

−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝑎0𝐹𝑒
3𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] 

𝑘𝛿𝐴𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑘𝛿𝐵𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄

= [2𝑎0
𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

+ (𝑎0 + 𝑘𝛿)] 𝐹𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + [−2𝑎0

𝑎0
𝑘𝛿
+ 𝑎0]  𝐹𝑒

3𝑘𝛿𝐿 2⁄  

                                                                                                                                                           (4.1.4.8) 

𝑘𝛿 × (4.1.4.7); 

𝑘𝛿𝐴𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝑘𝛿𝐵𝑒

𝑘𝛿𝐿 2⁄ = [(𝑎0 + 𝑘𝛿)𝐹𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ − 𝑎0𝐹𝑒

3𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]                                   (4.1.4.9) 

(4.1.4.8) + (4.1.4.9); 

2𝑘𝛿𝐴𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ = [2𝑎0

𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

+ 2(𝑎0 + 𝑘𝛿)] 𝐹𝑒
−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + [−2𝑎0

𝑎0
𝑘𝛿
]  𝐹𝑒3𝑘𝛿𝐿 2⁄  

                      𝐴 = [2𝑎0
𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

+ 2(𝑎0 + 𝑘𝛿)]
𝐹

2𝑘𝛿
+ [−2𝑎0

𝑎0
𝑘𝛿
] 
𝐹

2𝑘𝛿
𝑒4𝑘𝛿𝐿 2⁄  

                      𝐴 = [
𝑎0
2 + 𝑎0𝑘𝛿

𝑘𝛿
2 +

𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

] 𝐹 − [
𝑎0
2

𝑘𝛿
2]  𝐹𝑒

4𝑘𝛿𝐿 2⁄  

                      𝐹 =
𝐴

[
𝑎0
2 + 𝑎0𝑘𝛿
𝑘𝛿
2 +

𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

] − [
𝑎0
2

𝑘𝛿
2] 𝑒

4𝑘𝛿𝐿 2⁄

 

                      
𝐹

𝐴
=

1

[
𝑎0
2 + 𝑎0𝑘𝛿
𝑘𝛿
2 +

𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

] − [
𝑎0
2

𝑘𝛿
2] 𝑒

4𝑘𝛿𝐿 2⁄

 

                      
𝐹

𝐴
=

1

[
𝑎0
2 + 𝑎0𝑘𝛿
𝑘𝛿
2 +

𝑎0𝑘𝛿 + 𝑘𝛿
2

𝑘𝛿
2 ] − [

𝑎0
2

𝑘𝛿
2] 𝑒

4𝑘𝛿𝐿 2⁄

 

                      
𝐹

𝐴
=

1

[
(𝑎0 + 𝑘𝛿)

2

𝑘𝛿
2 ] − [

𝑎0
2

𝑘𝛿
2] 𝑒

4𝑘𝛿𝐿 2⁄
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𝐹

𝐴
=

𝑘𝛿
2

[(𝑎0 + 𝑘𝛿)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑘𝛿𝐿 2⁄ ] 
 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                                                     𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

=
𝑘𝛿
4

[(𝑎0 + 𝑘𝛿)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]2
                        (4.1.4.9. 𝑎) 

โดยที่ สมการ (4.1.4.9. 𝑎) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้า

ฟังก์ชัน โดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง 

(4.1.4.9) − (4.1.4.8); 

2𝑘𝛿𝐵𝑒
𝑘𝛿𝐿 2⁄ = [−2𝑎0

𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

] 𝐹𝑒−𝑘𝛿𝐿 2⁄ + [2𝑎0
𝑎0
𝑘𝛿
− 2𝑎0]  𝐹𝑒

3𝑘𝛿𝐿 2⁄  

                   𝐵 = [
𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿

𝑘𝛿
2 ]𝐹𝑒−2𝑘𝛿𝐿 2⁄ + [

𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿

𝑘𝛿
2 ]  𝐹𝑒2𝑘𝛿𝐿 2⁄  

                   𝐵 = [(
𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿

𝑘𝛿
2 )𝑒−2𝑘𝛿𝐿 2⁄ + (

𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿

𝑘𝛿
2 ) 𝑒2𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]  𝐹 

                   𝐵 = [(
𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿

𝑘𝛿
2 )𝑒−2𝑘𝛿𝐿 2⁄ + (

𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿

𝑘𝛿
2 ) 𝑒2𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]  

                          ∙
𝐴

[
𝑎0
2 + 𝑎0𝑘𝛿
𝑘𝛿
2 +

𝑎0 + 𝑘𝛿
𝑘𝛿

] − [
𝑎0
2

𝑘𝛿
2] 𝑒

4𝑘𝛿𝐿 2⁄

 

                   
𝐵

𝐴
=

[(
𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿
𝑘𝛿
2 )𝑒−2𝑘𝛿𝐿 2⁄ + (

𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿
𝑘𝛿
2 ) 𝑒2𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]

(𝑎0 + 𝑘𝛿)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑘𝛿𝐿 2⁄

𝑘𝛿
2

  

                   
𝐵

𝐴
=
(𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿)[𝑒

−2𝑘𝛿𝐿 2⁄ + 𝑒2𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]

(𝑎0 + 𝑘𝛿)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑘𝛿𝐿 2⁄
=
(𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿) cosh 2𝑘𝛿 𝐿 2⁄

(𝑎0 + 𝑘𝛿)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑘𝛿𝐿 2⁄
 

 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                                                    𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

=
(𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿)

2 cosh2 2𝑘𝛿 𝐿 2⁄

[(𝑎0 + 𝑘𝛿)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]2
                     (4.1.4.9. 𝑏) 

โดยที่ สมการ (4.1.4.9. 𝑏) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนของพลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้า

ฟังก์ชัน โดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง 
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กรณี  𝑬 > 0 และ 𝑽(𝒙) = 𝟎  จะได้ว่าผลเฉลย คือ  

                                                         𝑋Ι(𝑥) = 𝐴𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥  ,                  𝑥 < −𝐿 2⁄  

                                                        𝑋ΙΙ(𝑥) = 𝐶𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘𝑥  , −𝐿 2⁄ < 𝑥 < 𝐿 2⁄  

                                                       𝑋ΙΙΙ(𝑥) = 𝐹𝑒
𝑖𝑘𝑥  ,                                    𝑥 > 𝐿 2⁄  

โดยที่ 𝑘2 = 2𝑚

ℏ2
𝐸 

จะได้ว่าเงื่อนไขขอบเขต คือ  
                                      𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 = 𝐶𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘𝑥   

                                                                𝐶𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ +𝐷𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄    

จากการอินทิเกรตเดลต้าฟังก์ชัน เราจะได้ว่า 

เมื่อ 𝑥 = −𝐿 2⁄  จะได้ว่า 

−
ℏ2

2𝑚
[𝑋Ι

′(−𝐿 2⁄  ) − 𝑋ΙΙ
′ (−𝐿 2⁄  )] + 𝛼XΙΙ(−𝐿 2⁄  ) = 0 

−
ℏ2

2𝑚
[𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ − [𝑖𝑘𝐶𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] ] + 𝛼[𝐶𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] = 0 

−
ℏ2

2𝑚
[𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ − [𝑖𝑘𝐶𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] ] = − 𝛼[𝐶𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] 

               𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ − [𝑖𝑘𝐶𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] =  
2𝑚𝛼

ℏ2
[𝐶𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] 

ให้ 𝑎0 = 𝑚𝛼

ℏ2
 

               𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ − [𝑖𝑘𝐶𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] = 2𝑎0[𝐶𝑒
−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] 

เมื่อ 𝑥 = 𝐿 2⁄  จะได้ว่า 

              −
ℏ2

2𝑚
[𝑖𝑘𝐶𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐷𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] + 𝛼𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ = 0 

                                     −
ℏ2

2𝑚
[𝑖𝑘𝐶𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐷𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] = − 𝛼𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄  

                                                [𝑖𝑘𝐶𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐷𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] =  2𝑎0𝐹𝑒
𝑖𝑘𝐿 2⁄  
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ดังนั้นเงื่อนไขขอบเขตจะได้ว่า 

                                                 𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ +𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ = 𝐶𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄                        (4.1.4.10) 

                                                 𝐶𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄                                               (4.1.4.11) 

𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ − [𝑖𝑘𝐶𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] = 2𝑎0[𝐶𝑒
−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝐷𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] (4.1.4.12) 

                          [𝑖𝑘𝐶𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐷𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] = 2𝑎0𝐹𝑒
𝑖𝑘𝐿 2⁄                            (4.1.4.13) 

                                                     𝑖𝑘𝐶𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐷𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ = (2𝑎0 + 𝑖𝑘)𝐹𝑒
𝑖𝑘𝐿 2⁄               (4.1.4.14) 

𝑖𝑘 × (4.1.4.11); 

                                                     𝑖𝑘𝐶𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝑖𝑘𝐷𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ = 𝑖𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄                               (4.1.4.15) 

(4.1.4.15) + (4.1.4.14); 

                                                                             2𝑖𝑘𝐶𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ = (2𝑎0 + 2𝑖𝑘)𝐹𝑒
𝑖𝑘𝐿 2⁄   

                                                                                               𝐶 =
𝑎0 + 𝑖𝑘

𝑖𝑘
𝐹 

(4.1.4.15) − (4.1.4.14); 

                                                                          2𝑘0𝐷𝑒
−𝑖𝑘𝐿 2⁄ = −2𝑎0𝐹𝑒

𝑖𝑘𝐿 2⁄  

                                                                                               𝐷 = −
𝑎0
𝑖𝑘
𝐹𝑒2𝑖𝑘𝐿 2⁄  

แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน  4.1.4.10  และ (4.1.4.11) 

                                       𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ =
𝑎0 + 𝑖𝑘

𝑖𝑘
𝐹𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ −

𝑎0
𝑖𝑘
𝐹𝑒3𝑖𝑘𝐿 2⁄             (4.1.4.16) 

𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ − [𝑖𝑘
𝑎0 + 𝑖𝑘

𝑖𝑘
𝐹𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝑖𝑘

𝑎0
𝑖𝑘
𝐹𝑒3𝑖𝑘𝐿 2⁄ ]   

                                      = 2𝑎0 [
𝑎0 + 𝑖𝑘

𝑖𝑘
𝐹𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ −

𝑎0
𝑖𝑘
𝐹𝑒3𝑖𝑘𝐿 2⁄ ]   

𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄  

                            = 2𝑎0 [
𝑎0 + 𝑖𝑘

𝑖𝑘
𝐹𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ −

𝑎0
𝑖𝑘
𝐹𝑒3𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] + [𝑖𝑘

𝑎0 + 𝑖𝑘

𝑖𝑘
𝐹𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝑖𝑘

𝑎0
𝑖𝑘
𝐹𝑒3𝑖𝑘𝐿 2⁄ ]   

𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄      

                            = [2𝑎0
𝑎0 + 𝑖𝑘

𝑖𝑘
+ (𝑎0 + 𝑖𝑘)] 𝐹𝑒

−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + [−2𝑎0
𝑎0
𝑖𝑘
+ 𝑎0]  𝐹𝑒

3𝑖𝑘𝐿 2⁄  (4.1.4.17) 

𝑖𝑘 × (4.1.4.16); 

𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ = (𝑎0 + 𝑖𝑘)𝐹𝑒
−𝑖𝑘𝐿 2⁄ − 𝑎0𝐹𝑒

3𝑖𝑘𝐿 2⁄                                          (4.1.4.18) 
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(4.1.4.18) + (4.1.4.17); 

2𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ = [2𝑎0
𝑎0 + 𝑖𝑘

𝑖𝑘
+ 2(𝑎0 + 𝑖𝑘)] 𝐹𝑒

−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + [−2𝑎0
𝑎0
𝑖𝑘
]  𝐹𝑒3𝑖𝑘𝐿 2⁄    

                     𝐴 = [2𝑎0
𝑎0 + 𝑖𝑘

𝑖𝑘
+ 2(𝑎0 + 𝑖𝑘)]

𝐹

2𝑖𝑘
+ [−2𝑎0

𝑎0
𝑖𝑘
] 
𝐹

2𝑖𝑘
𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄  

                     𝐴 = [
𝑎0
2 + 𝑎0𝑖𝑘

−𝑘2
+
𝑎0 + 𝑖𝑘

𝑖𝑘
] 𝐹 − [

𝑎0
2

−𝑘2
]  𝐹𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄  

                     𝐹 =
𝐴

[
𝑎0
2 + 𝑎0𝑖𝑘
−𝑘2

+
𝑎0 + 𝑖𝑘
𝑖𝑘 ] − [

𝑎0
2

−𝑘2
] 𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄

 

𝐹

𝐴
=

1

[
𝑎0
2 + 𝑎0𝑖𝑘
−𝑘2

+
𝑎0 + 𝑖𝑘
𝑖𝑘

] − [
𝑎0
2

−𝑘2
] 𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄

 

𝐹

𝐴
=

1

[
𝑎0
2 + 𝑎0𝑖𝑘
−𝑘2

+
𝑎0𝑖𝑘 − 𝑘

2

−𝑘2
] − [

𝑎0
2

−𝑘2
] 𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄

 

𝐹

𝐴
=

1

[
(𝑎0 + 𝑖𝑘)2

−𝑘2
] − [

𝑎0
2

−𝑘2
] 𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄

 

𝐹

𝐴
=

−𝑘2

[(𝑎0 + 𝑖𝑘)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] 
 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                                                      𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

=
𝑘4

[(𝑎0 + 𝑖𝑘)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄ ]2 
                     (4.1.4.18. 𝑎) 

โดยที่ สมการ (4.1.4.18. 𝑎) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้า

ฟังก์ชัน โดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง 

(4.1.4.18) − (4.1.4.17); 

2𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝐿 2⁄ = [−2𝑎0
𝑎0 + 𝑖𝑘

𝑖𝑘
] 𝐹𝑒−𝑖𝑘𝐿 2⁄ + [2𝑎0

𝑎0
𝑖𝑘
− 2𝑎0]  𝐹𝑒

3𝑖𝑘𝐿 2⁄  

                  𝐵 = [
𝑎0
2 − 𝑎0𝑖𝑘

−𝑘2
] 𝐹𝑒−2𝑖𝑘𝐿 2⁄ + [

𝑎0
2 − 𝑎0𝑖𝑘

−𝑘2
]  𝐹𝑒2𝑖𝑘𝐿 2⁄  

                  𝐵 = [(
𝑎0
2 − 𝑎0𝑖𝑘

−𝑘2
)𝑒−2𝑖𝑘𝐿 2⁄ + (

𝑎0
2 − 𝑎0𝑖𝑘

−𝑘2
) 𝑒2𝑖𝑘𝐿 2⁄ ]  𝐹 
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                  𝐵 = [(
𝑎0
2 − 𝑎0𝑖𝑘

−𝑘2
)𝑒−2𝑖𝑘𝐿 2⁄ + (

𝑎0
2 − 𝑎0𝑖𝑘

−𝑘2
) 𝑒2𝑖𝑘𝐿 2⁄ ] 

                       ×
𝐴

[
𝑎0
2 + 𝑎0𝑖𝑘
−𝑘2

+
𝑎0 + 𝑖𝑘
𝑖𝑘

] − [
𝑎0
2

−𝑘2
] 𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄

 

                  
𝐵

𝐴
=
[(
𝑎0
2 − 𝑎0𝑖𝑘
−𝑘2

) 𝑒−2𝑖𝑘𝐿 2⁄ + (
𝑎0
2 − 𝑎0𝑖𝑘
−𝑘2

) 𝑒2𝑖𝑘𝐿 2⁄ ]

(𝑎0 + 𝑖𝑘)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄

−𝑘2

  

                  
𝐵

𝐴
=
(𝑎0
2 − 𝑎0𝑖𝑘)[𝑒

−2𝑖𝑘𝐿 2⁄ + 𝑒2𝑖𝑘𝐿 2⁄ ]

(𝑎0 + 𝑖𝑘)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄
=
2(𝑎0

2 − 𝑎0𝑖𝑘) cos 2𝑘 𝐿 2⁄

(𝑎0 + 𝑖𝑘)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄
 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                                                𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

=
4(𝑎0

2 − 𝑎0𝑖𝑘)
2 cos2 2𝑘 𝐿 2⁄

[(𝑎0 + 𝑖𝑘)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄ ]2
                          (4.1.4.18. 𝑏) 

โดยที่ สมการ (4.1.4.18. 𝑏) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนของพลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้า

ฟังก์ชัน โดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง 
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4.1.5 พลังงำนศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้ำ 

𝑉(𝑥) =

{
 
 

 
 
0,                   𝑥 < 𝐿1
𝑉1,       𝐿1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿2
0,        𝐿2 < 𝑥 < 𝐿3
𝑉2,       𝐿3 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿4
0,                  𝑥 > 𝐿4

 

 

ภำพที่ 4.5 พลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า 𝐿1 = 1, 𝐿2 = 2,  𝐿3 = 4 และ 𝐿4 = 7  

(เพชรอาภา, ไตรทศ และกุลภัทร, 2562) 

กรณี 𝑬 > 𝑽𝒊, 𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑 จะได้ว่าผลเฉลย คือ  

𝑋Ι(𝑥) = 𝐴𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 

                                                              𝑋ΙΙ(𝑥) = 𝐶𝑒
𝑖𝑘1𝑥 +𝐷𝑒−𝑖𝑘1𝑥 

                                                             𝑋ΙΙΙ(𝑥) = 𝐹𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐺𝑒−𝑖𝑘𝑥 

 𝑋Ι𝑉(𝑥) = 𝐻𝑒
𝑖𝑘2𝑥 + 𝐼𝑒−𝑖𝑘2𝑥 

                                                               𝑋V(𝑥) = 𝐽𝑒
𝑖𝑘𝑥 

โดยที่ 𝑘 = √2𝑚𝐸
ℏ2
, 𝑘1 = √

2𝑚(𝐸−𝑉1)

ℏ2
, 𝑘2 = √

2𝑚(𝐸−𝑉2)

ℏ2
 

จะได้ว่าเงื่อนไขขอบเขต คือ 

                                          𝐴𝑒𝑖𝑘𝐿1 +𝐵𝑒−𝑖𝑘𝐿1 = 𝐶𝑒𝑖𝑘1𝐿1 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘1𝐿1                                       (4.1.5.1) 

                                  𝑖𝑘𝐴𝑒𝑖𝑘𝐿1 − 𝑖𝑘𝐵𝑒−𝑖𝑘𝐿1 = 𝑖𝑘𝐶𝑒𝑖𝑘1𝐿1 − 𝑖𝑘𝐷𝑒−𝑖𝑘1𝐿1                               (4.1.5.2) 

                                      𝐶𝑒𝑖𝑘1𝐿2 + 𝐷𝑒−𝑖𝑘1𝐿2 = 𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿2 + 𝐺𝑒−𝑖𝑘𝐿2                                           (4.1.5.3) 

                          𝑖𝑘1𝐶𝑒
𝑖𝑘1𝐿2 − 𝑖𝑘1𝐷𝑒

−𝑖𝑘1𝐿2 = 𝑖𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿2 − 𝑖𝑘𝐺𝑒−𝑖𝑘𝐿2                                   (4.1.5.4) 
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                                         𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿3 + 𝐺𝑒−𝑖𝑘𝐿3 = 𝐻𝑒𝑖𝑘2𝐿3 + 𝐼𝑒−𝑖𝑘2𝐿3                                         (4.1.5.5)                             

                                 𝑖𝑘𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿3 − 𝑖𝑘𝐺𝑒−𝑖𝑘𝐿3 = 𝑖𝑘2𝐻𝑒
𝑘2𝐿3 − 𝑖𝑘2𝐼𝑒

−𝑘2𝐿3                               (4.1.5.6) 

                                      𝐻𝑒𝑖𝑘2𝐿4 + 𝐼𝑒−𝑖𝑘2𝐿4 = 𝐽𝑒𝑖𝑘𝐿4                                                                 (4.1.5.7) 

                              𝑖𝑘2𝐻𝑒
𝑘2𝐿4 − 𝑘2𝐼𝑒

−𝑘2𝐿4 = 𝑖𝑘𝐽𝑒𝑖𝑘𝐿4                                                             (4.1.5.8) 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยวิธ ี

ผลเฉลยแม่นตรง คือ 

𝑇 = |
𝐽

𝐴
|
2

=
64𝑘2𝑘2

2

|𝛽|2
 

โดยที่ |𝛽| = (2𝑘𝑘2 cos[𝑘2(𝐿4 − 𝐿3)] − 𝑖(𝑘2 + 𝑘22) sin[𝑘2(𝐿4 − 𝐿3)]) 

× (2𝑘𝑘1 cos[𝑘1(𝐿2 − 𝐿1)] − 𝑖(𝑘
2 + 𝑘1

2) sin[𝑘1(𝐿2 − 𝐿1)])
𝑒−𝑖𝑘(𝐿3+𝐿4)+𝑖𝑘(𝐿2−𝐿1)

𝑘𝑘1
 

+(𝑘2 − 𝑘1
2)(𝑘2 − 𝑘2

2) sin[𝑘1(𝐿2 − 𝐿1)] sin[𝑘2(𝐿4 − 𝐿3)]
𝑒−𝑖𝑘(𝐿4−𝐿3)+𝑖𝑘(𝐿1+𝐿2)

𝑘𝑘1
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ควำมน่ำจะเป็นในกำรส่งผ่ำนของพลังงำนศักย์แบบต่ำง ๆ โดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง 

ชนิดของพลังงำน
ศักย ์

Transmission(𝑇)  เมื่อ  𝐸 < 𝑉 Transmission(𝑇)  เมื่อ  𝐸 > 𝑉 

สี่เหลี่ยมจัตุรัส 
 

4𝑘2𝑘0
2

[4𝑘2𝑘0
2 + (𝑘2 + 𝑘0

2)2 sinh2 𝑘0L]
 

4𝑘2𝑘1
2

[4𝑘2 𝑘1
2cos2 𝑘1L + (𝑘1

2 + 𝑘2)2 sin2 𝑘1L]
 

 

สี่เหลี่ยมผืนผ้า 
4𝑘2𝑘2

2

[4𝑘2𝑘2
2 + (𝑘2 + 𝑘2

2)2 sinh2 2𝑘2𝑎]
 

 

4𝑘2𝑘3
2

[4𝑘2𝑘3
2 cos2 2𝑘3𝑎 + (𝑘3

2 + 𝑘2)2 sin2 2𝑘3𝑎]
 

 

สี่เหลี่ยมจัตุรัส
อสมมาตร 

4𝑘4
2𝑒2𝑘4𝑎𝑒−2𝑘6𝑏

[(
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

𝑘5
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘5
2+𝑘6𝑘4
𝑘5

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

2 

 

4𝑘7
2

[(
𝑘8𝑘7 + 𝑘9𝑘8

𝑘8
)
2

cos2 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘8
2 + 𝑘9𝑘7
𝑘8

)
2

sin2 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

 

ดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน 
𝑘𝛿
4

[(𝑎0 + 𝑘𝛿)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]2
 

 

𝑘4

[(𝑎0 + 𝑖𝑘)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄ ]2 
 

 

ดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า  64𝑘2𝑘2
2

|𝛽|2
 

                                       ตำรำงท่ี 4.1 ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านโดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง ส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 

โดยที่ |𝛽| = (2𝑘𝑘2 cos[𝑘2(𝐿4 − 𝐿3)] − 𝑖(𝑘2 + 𝑘22) sin[𝑘2(𝐿4 − 𝐿3)]) 

                  × (2𝑘𝑘1 cos[𝑘1(𝐿2 − 𝐿1)] − 𝑖(𝑘
2 + 𝑘1

2) sin[𝑘1(𝐿2 − 𝐿1)])
𝑒−𝑖𝑘(𝐿3+𝐿4)+𝑖𝑘(𝐿2−𝐿1)

𝑘𝑘1
 

                  +(𝑘2 − 𝑘1
2)(𝑘2 − 𝑘2

2) sin[𝑘1(𝐿2 − 𝐿1)] sin[𝑘2(𝐿4 − 𝐿3)]
𝑒−𝑖𝑘(𝐿4−𝐿3)+𝑖𝑘(𝐿1+𝐿2)

𝑘𝑘1
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ควำมน่ำจะเป็นในกำรสะท้อนของพลังงำนศักย์แบบต่ำง ๆ โดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง 

ชนิดของพลังงำน
ศักย ์

Reflection(𝑅) เมื่อ 𝐸 < 𝑉 Reflection(𝑅) เมื่อ 𝐸 > 𝑉 

สี่เหลี่ยมจัตุรัส (𝑘2 + 𝑘0
2)2 sinh2 𝑘0L

[4𝑘2𝑘0
2 + (𝑘2 + 𝑘0

2)2 sinh2 𝑘0L]
 

 

(𝑘1
2 − 𝑘2)2 sinh2 𝑘1𝐿

[4𝑘2𝑘1
2 cos2 𝑘1L + (𝑘1

2 + 𝑘2)2 sin2 𝑘1L]
 

 

สี่เหลี่ยมผืนผ้า 
(𝑘2 + 𝑘2

2)2 sinh2 2𝑘2𝑎

[4𝑘2𝑘2
2 + (𝑘2 + 𝑘2

2)2 sinh2 2𝑘2𝑎]
 

 

(𝑘3
2 − 𝑘2)2 sin2 2𝑘3𝑎

[4𝑘2 𝑘3
2cos2 2𝑘3𝑎 + (𝑘3

2 + 𝑘2)2 sin2 2𝑘3𝑎]
 

 

สี่เหลี่ยมจัตุรัส
อสมมาตร 

𝑒4𝑘4𝑎 [(
𝑘5𝑘4 − 𝑘6𝑘5

𝑘5
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) + (

𝑘5
2−𝑘6𝑘4
𝑘5

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

2

[(
𝑘5𝑘4 + 𝑘6𝑘5

𝑘5
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘5
2+𝑘6𝑘4
𝑘5

)sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

2  

 

[(𝑘8𝑘7 − 𝑘9𝑘8)
2 cos2 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (𝑘8

2 − 𝑘9𝑘7)
2 sin2 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

[(𝑘8𝑘7 + 𝑘9𝑘8)
2 cos2 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (𝑘8

2 + 𝑘9𝑘7)
2 sin2 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

 

ดับเบิลเดลต้า
ฟังก์ชัน 

(𝑎0
2 − 𝑎0𝑘𝛿)

2 cosh2 2𝑘𝛿 𝐿 2⁄

[(𝑎0 + 𝑘𝛿)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑘𝛿𝐿 2⁄ ]2
 

 

4(𝑎0
2 − 𝑎0𝑖𝑘)

2 cos2 2𝑘 𝐿 2⁄

[(𝑎0 + 𝑖𝑘)
2 − 𝑎0

2𝑒4𝑖𝑘𝐿 2⁄ ]2
 

 

ดับเบิล
สี่เหลี่ยมผืนผ้า 

 1 −
64𝑘2𝑘2

2

|𝛽|2
 

                                      ตำรำงท่ี 4.2 ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนโดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง ส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 
โดยที่ |𝛽| = (2𝑘𝑘2 cos[𝑘2(𝐿4 − 𝐿3)] − 𝑖(𝑘2 + 𝑘22) sin[𝑘2(𝐿4 − 𝐿3)]) 

                  × (2𝑘𝑘1 cos[𝑘1(𝐿2 − 𝐿1)] − 𝑖(𝑘
2 + 𝑘1

2) sin[𝑘1(𝐿2 − 𝐿1)])
𝑒−𝑖𝑘(𝐿3+𝐿4)+𝑖𝑘(𝐿2−𝐿1)

𝑘𝑘1
 

                  +(𝑘2 − 𝑘1
2)(𝑘2 − 𝑘2

2) sin[𝑘1(𝐿2 − 𝐿1)] sin[𝑘2(𝐿4 − 𝐿3)]
𝑒−𝑖𝑘(𝐿4−𝐿3)+𝑖𝑘(𝐿1+𝐿2)

𝑘𝑘1
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 จากตารางที่ 4.1 และ 4.2 แสดงค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน ส าหรับ

พลังงานศักย์แบบต่าง ๆ โดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง โดยพลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ 

พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก าลังสอง และพลังงานศักย์แบบดับเบิลก าแพงพาราโบลิก  

เมื่อใช้วิธีผลเฉลยแม่นตรงมีความยากและซับซ้อนในการหาผลเฉลย ดังนั้นพลังงานศักย์ข้างต้นนี้จึงไม่

เหมาะสมในการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนโดยวิธีผลเฉลยแม่นตรง ซึ่ง

พลังงานศักย์ท่ีเหมาะสมส าหรับวิธีนี้ในการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน คือ 

พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส

อสมมาตร พลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน และพลังงานศักย์แบบผสม (พลังงานศักย์แบบ

ดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า) เนื่องจากมีศักย์เป็นค่าคงท่ี ดังนั้นจึงง่ายต่อการค านวณเมื่อใช้วิธีผลเฉลยแม่น

ตรง
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4.2 วิธีประมำณค่ำแบบดับเบิลยูเคบี 

 วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี (WKB) ถูกค้นพบโดย Wentzel-Kramers-Brillouin ใช้
ในการหาผลเฉลยซึ่งน ามาใช้กับกรณีท่ีพลังงานศักย์มีการเปลี่ยนแปลงอย่างช้า ๆ เมื่อต าแหน่ง
เปลี่ยนไป (Slowly varying function of position) การเปลี่ยนแปลงอย่างช้า ๆ นั่นคือ พลังงาน
ศักย์จะมีค่าเปลี่ยนไปน้อยมากในช่วงที่ความยาวเปลี่ยนไปหลายช่วงของความยาวคลื่นเดอบรอยล์ 
(พงษ์แก้ว, 2553)  
4.2.1 พลังงำนศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

𝑉(𝑥) = {
𝐿, 0 ≤ x ≤ L
0, 𝑥 < 0, 𝑥 > 𝐿

 

 
ภำพที่ 4.6 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

กรณี 𝑬 < 𝑳 

จากผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลาในหนึ่งมิติโดยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

คือ  

𝑋(𝑥) ≈
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±

𝑖
ℏ∫

ℏ𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑈

√𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥  

โดยที่  𝑈 = 𝑆

√ℏ
  เป็นค่าคงตัว 

ดังนั้นจะได้ว่า  

𝑋Ι(𝑥) =
𝐴

√𝑘
𝑒𝑖 ∫𝑘𝑑𝑥 +

𝐵

√𝑘
𝑒𝑖 ∫𝑘𝑑𝑥 

                                                      𝑋ΙΙ(𝑥) =
𝐶

√𝑘0
𝑒∫𝑘0𝑑𝑥 +

𝐷

√𝑘0
𝑒∫𝑘0𝑑𝑥 
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                                                            𝑋ΙΙΙ(𝑥) =
𝐹

√𝑘
𝑒𝑖 ∫𝑘𝑑𝑥 

โดยที่ 𝑘2 = 2𝑚𝐸
ℏ2
  และ 𝑘02 =

2𝑚

ℏ2
(𝐿 − 𝐸) 

จะได้ว่าเงื่อนไขขอบเขตคือ  

                                                          
𝐴

√𝑘
+

𝐵

√𝑘
=

𝐶

√𝑘0
+

𝐷

√𝑘0
                                                           (4.2.1.1)               

                                                𝑖𝑘
𝐴

√𝑘
− 𝑖𝑘

𝐵

√𝑘
= 𝑘0

𝐶

√𝑘0
− 𝑘0

𝐷

√𝑘0
                                                (4.2.1.2)         

                              
𝐶

√𝑘0
𝑒𝑘0𝐿 +

𝐷

√𝑘0
𝑒−𝑘0𝐿 =

𝐹

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝐿                                                               (4.2.1.3) 

                   𝑘0
𝐶

√𝑘0
𝑒𝑘0𝐿 − 𝑘0

𝐷

√𝑘0
𝑒−𝑘0𝐿 = 𝑖𝑘

𝐹

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝐿                                                           (4.2.1.4) 

𝑘2 × (4.2.1.3);                𝑘0
𝐶

√𝑘0
𝑒𝑘0𝐿 + 𝑘0

𝐷

√𝑘0
𝑒−𝑘0𝐿 = 𝑘0

𝐹

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝐿                                 (4.2.1.5) 

(4.2.1.4) + (4.2.1.5);                                 2𝑘0
𝐶

√𝑘0
𝑒𝑘0𝐿 = (𝑖𝑘 + 𝑘0)

𝐹

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝐿      

                                                                                               𝐶 =
√𝑘0(

𝑖𝑘+𝑘0
√𝑘

)𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘0𝑒
𝑘0𝐿

      

(4.2.1.5) − (4.2.1.4);                                2𝑘0 𝐷

√𝑘0
𝑒−𝑘0𝐿 = (𝑘0 − 𝑖𝑘)

𝐹

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝐿      

                                                                                               𝐷 =
√𝑘0(

𝑘0−𝑖𝑘

√𝑘
)𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

2𝑘0𝑒
−𝑘0𝐿

      

แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน (4.2.1.1) และ (4.2.1.2) จะได้ว่า 

                              𝐴 + 𝐵 = (
𝑖𝑘 + 𝑘0
2𝑘0

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑘0𝐿
+ (

−𝑖𝑘 + 𝑘0
2𝑘0

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑘0𝐿
                                      (4.2.1.6) 

                         𝑖𝑘𝐴− 𝑖𝑘𝐵 = (
𝑖𝑘 + 𝑘0
2

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒𝑘0𝐿
− (

−𝑖𝑘 + 𝑘0
2

)
𝐹𝑒𝑖𝑘𝐿

𝑒−𝑘0𝐿
                                        (4.2.1.7) 

เนื่องจากสมการ (4.2.1.6) และ (4.2.1.7) เหมือนกับสมการการหาแบบผลเฉลยแม่นตรง ดังนั้น

ค าตอบที่ได้จะเหมือนกับแบบผลเฉลยแม่นตรง นั่นคือ  

                                                𝑅 =
(𝑘2 + 𝑘0

2)2 sinh2 𝑘0L

[4𝑘2𝑘0
2 + (𝑘2 + 𝑘0

2)2 sinh2 𝑘0L]
                                     (4.2.1.8) 
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                                              𝑇 =
4𝑘2𝑘0

2

[4𝑘2𝑘0
2 + (𝑘2 + 𝑘0

2)2 sinh2 𝑘0L]
                                       (4.2.1.9) 

โดยที่ สมการ (4.2.1.8) และ (4.2.1.9) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนและการส่งผ่านของ

พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยใช้ผลเฉลยที่ได้จากวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

ตามล าดับ 

และในท านองเดียวกับกรณี 𝑬 > 𝐿 จะได้ว่า 

                              𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

=
(𝑘1

2 − 𝑘2)2 sinh2 𝑘1𝐿

[4𝑘2𝑘1
2 cosh𝑘1L + (𝑘1

2 + 𝑘2)2 sinh2 𝑘1L]
                     (4.2.1.10) 

                              𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

=
4𝑘2𝑘1

2

[4𝑘2 𝑘1
2cosh2 𝑘1L + (𝑘1

2 + 𝑘2)2 sinh2 𝑘1L]
                   (4.2.1.11) 

โดยที่ 𝑘12 =
2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝐿) 

และสมการ (4.2.1.10) และ (4.2.1.11) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนและการส่งผ่านของ

พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยใช้ผลเฉลยที่ได้จากวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

ตามล าดับ 

ต่อไปจะเป็นการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยใช้สูตร

ของวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

จากสมการ (3.1.17) 

𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝑉(𝑥) − 𝐸𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                                                  𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝐿 − 𝐸𝑑𝑥
𝐿

0

) 

                                                      = 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
[(√𝐿 − 𝐸)𝑥]

0

𝐿
) 
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ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยใช้สูตรของ
วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี คือ  

                                                          𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
 (√𝐿 − 𝐸)𝐿)                               (4.2.1.12) 

4.2.2 พลังงำนศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้ำ 

𝑉(𝑥) = {
𝑉0, |𝑥| ≤ 𝑎

0,  |𝑥| > 𝑎
 

 

         ภำพที่ 4.7 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

กรณี 𝑬 < 𝑽𝟎 

จาก (3.1.7) ผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลาในหนึ่งมิติโดยวิธีการประมาณค่า 

แบบดับเบิลยูเคบี คือ  

𝑋(𝑥) ≈
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±

𝑖
ℏ∫

ℏ𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑈

√𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥  

โดยที่  𝑈 = 𝑆

√ℏ
  เป็นค่าคงตัว 

ดังนั้นจะได้ว่า  

𝑋Ι(𝑥) =
𝐴

√𝑘
𝑒𝑖 ∫𝑘𝑑𝑥 +

𝐵

√𝑘
𝑒−𝑖 ∫ 𝑘𝑑𝑥 

                                                      𝑋ΙΙ(𝑥) =
𝐶

√𝑘2
𝑒∫𝑘2𝑑𝑥 +

𝐷

√𝑘2
𝑒−∫𝑘2𝑑𝑥 

                                                     𝑋ΙΙΙ(𝑥) =
𝐹

√𝑘
𝑒𝑖 ∫𝑘𝑑𝑥 
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𝐴

√𝑘
𝑒−𝑖𝑘𝑎 +

𝐵

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝑎 =

𝐶

√𝑘2
𝑒−𝑘2𝑎 +

𝐷

√𝑘2
𝑒𝑘2𝑎                                   (4.2.2.1)               

                               𝑖𝑘
𝐴

√𝑘
𝑒−𝑖𝑘𝑎 − 𝑖𝑘

𝐵

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝑎 = 𝑘2

𝐶

√𝑘2
𝑒−𝑘2𝑎 − 𝑘2

𝐷

√𝑘2
𝑒𝑘2𝑎                         (4.2.2.2)         

                                
𝐶

√𝑘2
𝑒𝑘2𝑎 +

𝐷

√𝑘2
𝑒−𝑘2𝑎 =

𝐹

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝑎                                                            (4.2.2.3) 

                     𝑘2
𝐶

√𝑘2
𝑒𝑘2𝑎 − 𝑘2

𝐷

√𝑘2
𝑒−𝑘2𝑎 = 𝑖𝑘

𝐹

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝑎                                                        (4.2.2.4) 

𝑘2 × (4.2.2.3);           𝑘2
𝐶

√𝑘2
𝑒𝑘2𝑎 + 𝑘2

𝐷

√𝑘2
𝑒−𝑘2𝑎 = 𝑘2

𝐹

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝑎                                     (4.2.2.5) 

(4.2.2.4) + (4.2.2.5);                            2𝑘2
𝐶

√𝑘2
𝑒𝑘2𝑎 = (𝑖𝑘 + 𝑘2)

𝐹

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝑎      

                                                                                          𝐶 =
√𝑘2(

𝑖𝑘+𝑘2
√𝑘

)𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

2𝑘2𝑒
𝑘2𝑎

      

(4.2.2.5) − (4.2.2.4);                          2𝑘2 𝐷

√𝑘2
𝑒−𝑘2𝑎 = (𝑘2 − 𝑖𝑘)

𝐹

√𝑘
𝑒𝑖𝑘𝑎       

                                                                                          𝐷 =
√𝑘2(

𝑘2−𝑖𝑘

√𝑘
)𝐹𝑒𝑖𝑘𝑎

2𝑘2𝑒
−𝑘2𝑎

      

แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน (4.2.2.1) และ (4.2.2.2) จะได้ว่า 

                                     𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 =
(𝑖𝑘 + 𝑘2)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝑎

2𝑘2𝑒
2𝑘2𝑎

+
(𝑘2 − 𝑖𝑘)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝑎

2𝑘2𝑒
−2𝑘2𝑎

                  (4.2.2.6) 

                             𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖𝑘𝑎 − 𝑖𝑘𝐵𝑒𝑖𝑘𝑎 =
(𝑖𝑘 + 𝑘2)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝑎

2𝑒2𝑘2𝑎
−
(𝑘2 − 𝑖𝑘)𝐹𝑒

𝑖𝑘𝑎

2𝑒−2𝑘2𝑎
                  (4.2.2.7) 

เนื่องจากสมการ (4.2.2.6) และ (4.2.2.7) เหมือนกับสมการการหาแบบผลเฉลยแม่นตรง ดังนั้น

ค าตอบที่ได้จะเหมือนกับแบบผลเฉลยแม่นตรง นั่นคือ  

                                          𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

=
4𝑘2𝑘2

2

[4𝑘2𝑘2
2 + (𝑘2 + 𝑘2

2)2 sinh2 2𝑘2𝑎]
                          (4.2.2.8) 

                                          𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

=
(𝑘2 + 𝑘2

2)2 sinh2 2𝑘2𝑎

[4𝑘2𝑘2
2 + (𝑘2 + 𝑘2

2)2 sinh2 2𝑘2𝑎]
                          (4.2.2.9) 

โดยที่ 𝑘2 =  
2𝑚𝐸

ℏ2
  และ 𝑘22 =

2𝑚

ℏ2
(𝑉0 − 𝐸) 
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และสมการ (4.2.2.8) และ (4.2.2.9) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนของ

พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยใช้ผลเฉลยที่ได้จากวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

ตามล าดับ 

และในท านองเดียวกับกรณี 𝑬 > 𝑽𝟎 จะได้ว่า 

                                     𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

=
4𝑘2𝑘3

2

[4𝑘2𝑘3
2 cos2 2𝑘3𝑎 + (𝑘3

2 + 𝑘2)2 sin2 2𝑘3𝑎]
           (4.2.2.10) 

                                     𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

=
(𝑘3

2 − 𝑘2)2 sinh2 2𝑘3𝑎

[4𝑘2 𝑘3
2cos2 2𝑘3𝑎 + (𝑘3

2 + 𝑘2)2 sin2 2𝑘3𝑎]
           (4.2.2.11) 

โดยที่ 𝑘32 =
2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝑉0) 

และสมการ (4.2.2.10) และ (4.2.2.11) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนของ

พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยใช้ผลเฉลยที่ได้จากวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

ตามล าดับ 

ต่อไปจะเป็นการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยใช้สูตร

ของวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

ในกรณี 𝑬 < 𝑽𝟎 จาก (3.1.17) จะได้ว่า 

𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝑉(𝑥) − 𝐸𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 

                                                  𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝑉0 − 𝐸𝑑𝑥
𝑎

−𝑎

) 

= 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
 [(√𝑉0 − 𝐸)𝑥]−𝑎

𝑎
) 

= 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
 [(√𝑉0 − 𝐸)𝑥]−𝑎

𝑎
) 

= 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
 [𝑎√𝑉0 − 𝐸 − (−𝑎√𝑉0 − 𝐸)]) 
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ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยใช้สูตรของ
วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี คือ 

                                                 𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
 [2𝑎√𝑉0 − 𝐸])                                      (4.2.2.12) 

4.2.3 พลังงำนศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมำตร 

𝑉(𝑥) = { 

𝑉1,                 𝑥 < 𝑎
𝑉2, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏
𝑉3,                  𝑥 > 𝑏

     

 
ภำพที่ 4.8 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร 

กรณี  𝑬 < 𝑽𝒊, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

จาก (3.1.7) ผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลาในหนึ่งมิติโดยวิธีการประมาณค่า 

แบบดับเบิลยูเคบี คือ  

𝑋(𝑥) ≈
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±

𝑖
ℏ∫

ℏ𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑈

√𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥  

โดยที่  𝑈 = 𝑆

√ℏ
  เป็นค่าคงตัว 

ดังนั้นจะได้ว่า  

𝑋Ι(𝑥) =
𝐴

√𝑘4
𝑒∫𝑘4𝑑𝑥 +

𝐵

√𝑘4
𝑒−∫𝑘4𝑑𝑥 

𝑋ΙΙ(𝑥) =
𝐶

√𝑘5
𝑒∫𝑘5𝑑𝑥 +

𝐷

√𝑘5
𝑒−∫𝑘5𝑑𝑥 

                                                  𝑋ΙΙΙ(𝑥) =
𝐹

√𝑘6
𝑒∫𝑘6𝑑𝑥 
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โดยที่ 𝑘42 = 2𝑚(𝑉1−𝐸)ℏ2
, 𝑘5

2 =
2𝑚

ℏ2
(𝑉

2
− 𝐸) และ 𝑘62 =

2𝑚

ℏ2
(𝑉

3
− 𝐸)   

                                          
𝐴

√𝑘4
𝑒𝑘4𝑎 +

𝐵

√𝑘4
𝑒−𝑘4𝑎 =

𝐶

√𝑘5
𝑒𝑘5𝑎 +

𝐷

√𝑘5
𝑒−𝑘5𝑎                             (4.2.3.1)               

                               𝑘4
𝐴

√𝑘4
𝑒𝑘4𝑎 − 𝑘4

𝐵

√𝑘4
𝑒−𝑘4𝑎 = 𝑘5

𝐶

√𝑘5
𝑒𝑘5𝑎 − 𝑘5

𝐷

√𝑘5
𝑒−𝑘5𝑎                   (4.2.3.2)         

                                      
𝐶

√𝑘5
𝑒𝑘5𝑏 +

𝐷

√𝑘5
𝑒−𝑘5𝑏 =

𝐹

√𝑘6
𝑒𝑘6𝑏                                                    (4.2.3.3) 

                           𝑘5
𝐶

√𝑘5
𝑒𝑘5𝑏 − 𝑘5

𝐷

√𝑘5
𝑒−𝑘5𝑏 = 𝑘6

𝐹

√𝑘6
𝑒𝑘6𝑏                                               (4.2.3.4) 

𝑘5 × (4.2.3.3);           𝑘5
𝐶

√𝑘5
𝑒𝑘5𝑏 + 𝑘5

𝐷

√𝑘5
𝑒−𝑘5𝑏 = 𝑘5

𝐹

√𝑘6
𝑒𝑘6𝑏                                 (4.2.3.5)  

(4.2.3.4) + (4.2.3.5);                            2𝑘5
𝐶

√𝑘5
𝑒𝑘5𝑏 = (𝑘5 + 𝑘6)

𝐹

√𝑘6
𝑒𝑘6𝑏      

                                                                                          𝐶 =
√𝑘5(

𝑘5+𝑘6

√𝑘6
)𝐹𝑒𝑘6𝑏

2𝑘5𝑒
𝑘5𝑏

      

(4.2.3.5) − (4.2.3.4);                             

                                                                 2𝑘5
𝐷

√𝑘5
𝑒−𝑘5𝑏 = (𝑘5 − 𝑘6)

𝐹

√𝑘6
𝑒𝑘6𝑏           

                                                                                          𝐷 =
√𝑘5(

𝑘5−𝑘6

√𝑘6
)𝐹𝑒𝑘6𝑏

  2𝑘5𝑒
−𝑘5𝑏

      

แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน (4.2.3.1) และ (4.2.3.2) จะได้ว่า 

                         
𝐴

√𝑘4
𝑒𝑘4𝑎 +

𝐵

√𝑘4
𝑒−𝑘4𝑎 =

(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)𝐹𝑒𝑘6𝑏

2𝑘5𝑒
𝑘5(𝑏−𝑎)

+

(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)𝐹𝑒𝑘6𝑏

  2𝑘5𝑒
−𝑘5(𝑏−𝑎)

            (4.2.3.6) 

              𝑘4
𝐴

√𝑘4
𝑒𝑘4𝑎 − 𝑘4

𝐵

√𝑘4
𝑒−𝑘4𝑎 =

(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)𝐹𝑒𝑘6𝑏

2𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
−

(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)𝐹𝑒𝑘6𝑏

  2𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
            (4.2.3.7) 

𝑘4 × (4.2.3.6); 

              𝑘4
𝐴

√𝑘4
𝑒𝑘4𝑎 + 𝑘4

𝐵

√𝑘4
𝑒−𝑘4𝑎 = 𝑘4

(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)𝐹𝑒𝑘6𝑏

2𝑘5𝑒
𝑘5(𝑏−𝑎)

+ 𝑘4

(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)𝐹𝑒𝑘6𝑏

  2𝑘5𝑒
−𝑘5(𝑏−𝑎)

 (4.2.3.8) 
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(4.2.3.8) + (4.2.3.7); 

2𝑘4
𝐴

√𝑘4
𝑒𝑘4𝑎 =

𝐹𝑒𝑘6𝑏

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)

[
 
 
 
 

𝑘4

(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)

2𝑘5
+

(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)

2

]
 
 
 
 

+
𝐹𝑒𝑘6𝑏

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)

[
 
 
 
 

𝑘4

(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)

2𝑘5
−

(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)

2

]
 
 
 
 

 

𝐴 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[
 
 
 
 

(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
𝑘4

(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)

2𝑘5
+

(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)

2

)

 
 

+ (
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
𝑘4

(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)

2𝑘5
−

(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)

2

)

 
 

]
 
 
 
 

 

𝐴 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[
 
 
 
 

(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)

2

)

 
 
(
𝑘4
𝑘5
+ 1) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)

2

)

 
 
(
𝑘4
𝑘5
− 1)

]
 
 
 
 

 

𝐴 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
(𝑘5 + 𝑘6)

2√𝑘6
)(
𝑘4
𝑘5
+ 1) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
(𝑘5 − 𝑘6)

2√𝑘6
)(
𝑘4
𝑘5
− 1)] 

𝐴 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
𝑘4𝑘5 + 𝑘5

2 + 𝑘4𝑘6 + 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
𝑘4𝑘5 − 𝑘5

2 − 𝑘4𝑘6 + 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
)] 

𝐴 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) [(

𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) + (

𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
)]

+ (
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
) [(

𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) − (

𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
)]] 

𝐴 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) [(

1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)]

+ (
𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) [(

1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) − (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)]] 

𝐴 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) [𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)] + (

𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) [𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎) − 𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)]] 
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𝐴 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6

𝑘5√𝑘6
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)] 

𝐹 =
2𝑘4𝑒

𝑘4𝑎𝐴

√𝑘4𝑒
𝑘6𝑏 [(

𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6
𝑘5√𝑘6

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6
2𝑘5√𝑘6

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

 

𝐹

𝐴
=

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

√𝑘4𝑒
𝑘6𝑏 [(

𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6
𝑘5√𝑘6

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6
2𝑘5√𝑘6

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร โดยใช้

ผลเฉลยที่ได้จากวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี คือ  

𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

 

     

        

=
4𝑘4

2𝑒2𝑘4𝑎

𝑘4𝑒
2𝑘6𝑏 [(

𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6
𝑘5√𝑘6

)

2

cosh2 𝑘5(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
)

2

sinh2 𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

2 (4.2.3.8. 𝑎) 

(4.2.3.8) − (4.2.3.7); 

2𝑘4
𝐵

√𝑘4
𝑒−𝑘4𝑎 =

𝐹𝑒𝑘6𝑏

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)

[
 
 
 
 

𝑘4

(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)

2𝑘5
−

(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)

2

]
 
 
 
 

+
𝐹𝑒𝑘6𝑏

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)

[
 
 
 
 

𝑘4

(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)

2𝑘5
+

(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)

2

]
 
 
 
 

 

                         𝐵 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[
 
 
 
 

(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
𝑘4

(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)

2𝑘5
−

(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)

2

)

 
 

+ (
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
𝑘4

(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)

2𝑘5
+

(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)

2

)

 
 

]
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𝐵 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
(
𝑘5 + 𝑘6
√𝑘6

)

2

)

 
 
(
𝑘4
𝑘5
− 1)

+(
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
(
𝑘5 − 𝑘6
√𝑘6

)

2

)

 
 
(
𝑘4
𝑘5
+ 1)

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝐵 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
(𝑘5 + 𝑘6)

2√𝑘6
)(
𝑘4
𝑘5
− 1) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
(𝑘5 − 𝑘6)

2√𝑘6
)(
𝑘4
𝑘5
+ 1)] 

𝐵 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
𝑘4𝑘5 − 𝑘5

2 + 𝑘4𝑘6 − 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)(
𝑘4𝑘5 + 𝑘5

2 − 𝑘4𝑘6 − 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
)] 

𝐵 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[(
1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) [(

𝑘4𝑘5 − 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) − (

𝑘5
2 − 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
)]

+ (
1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
) [(

𝑘4𝑘5 − 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) + (

𝑘5
2−𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
)]] 

𝐵 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[(
𝑘4𝑘5 − 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) [(

1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)]

+ (
𝑘5
2 − 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) [−(

1

𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)
) + (

1

𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎)
)]] 

𝐵 =
√𝑘4𝐹𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
−𝑘4𝑎

[(
𝑘4𝑘5 − 𝑘5𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) [𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)] + (

𝑘5
2 − 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) [−𝑒−𝑘5(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑘5(𝑏−𝑎)]] 

𝐵 = 𝐹
√𝑘4𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
𝑘4𝑘5 − 𝑘5𝑘6

𝑘5√𝑘6
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) + (

𝑘5
2 − 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)] 

𝐵 =
2𝑘4𝑒

𝑘4𝑎𝐴

√𝑘4𝑒
𝑘6𝑏 [(

𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6
𝑘5√𝑘6

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

 

     ×
√𝑘4𝑒

𝑘6𝑏

2𝑘4𝑒
𝑘4𝑎

[(
𝑘4𝑘5 − 𝑘5𝑘6

𝑘5√𝑘6
) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) + (

𝑘5
2 − 𝑘4𝑘6

2𝑘5√𝑘6
) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)] 
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𝐵 =

𝐴 [(
𝑘4𝑘5 − 𝑘5𝑘6
𝑘5√𝑘6

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘5
2 − 𝑘4𝑘6
2𝑘5√𝑘6

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

[(
𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6
𝑘5√𝑘6

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6
2𝑘5√𝑘6

)sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

 

𝐵

𝐴
=

[(
𝑘4𝑘5 − 𝑘5𝑘6
𝑘5√𝑘6

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘5
2 − 𝑘4𝑘6
𝑘5√𝑘6

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

[(
𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6
𝑘5√𝑘6

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6
𝑘5√𝑘6

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร โดยใช้

ผลเฉลยที่ได้จากวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี คือ  

𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

=

[(
𝑘4𝑘5 − 𝑘5𝑘6
𝑘5√𝑘6

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘5
2 − 𝑘4𝑘6
𝑘5√𝑘6

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

2

[(
𝑘4𝑘5 + 𝑘5𝑘6
𝑘5√𝑘6

) cosh𝑘5(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘5
2 + 𝑘4𝑘6
𝑘5√𝑘6

) sinh𝑘5(𝑏 − 𝑎)]

2                        (4.2.3.8. 𝑏) 

กรณี 𝑬 > 𝑽𝒊, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

จาก (3.1.7) ผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลาในหนึ่งมิติโดยวิธีการประมาณค่า 

แบบดับเบิลยูเคบี คือ  

𝑋(𝑥) ≈
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±

𝑖
ℏ∫

ℏ𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑈

√𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥  

โดยที่  𝑈 = 𝑆

√ℏ
  เป็นค่าคงตัว 

ดังนั้นจะได้ว่า  

𝑋Ι(𝑥) =
𝐴

√𝑘7
𝑒𝑖 ∫𝑘7𝑑𝑥 +

𝐵

√𝑘7
𝑒−𝑖 ∫𝑘7𝑑𝑥 

𝑋ΙΙ(𝑥) =
𝐶

√𝑘8
𝑒𝑖 ∫𝑘8𝑑𝑥 +

𝐷

√𝑘5
𝑒−𝑖 ∫𝑘8𝑑𝑥 

                                                𝑋ΙΙΙ(𝑥) =
𝐹

√𝑘9
𝑒𝑖 ∫ 𝑘9𝑑𝑥 

โดยที่ 𝑘72 =
2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝑉

1
), 𝑘8

2 =
2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝑉

2
), 𝑘92 =

2𝑚

ℏ2
(𝐸 − 𝑉

3
) 
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จะได้ว่าเงื่อนไขขอบเขตคือ 

                             
𝐴

√𝑘7
𝑒𝑖𝑘7𝑎 +

𝐵

√𝑘7
𝑒−𝑖𝑘7𝑎 =

𝐶

√𝑘8
𝑒𝑖𝑘8𝑎 +

𝐷

√𝑘8
𝑒−𝑖𝑘8𝑎                                      (4.2.3.9)                        

               𝑘7
𝐴

√𝑘7
𝑒𝑖𝑘7𝑎 − 𝑘7

𝐵

√𝑘7
𝑒−𝑖𝑘7𝑎 = 𝑘8

𝐶

√𝑘8
𝑒𝑖𝑘8𝑎 − 𝑘8

𝐷

√𝑘8
𝑒−𝑖𝑘8𝑎                      (4.2.3.10) 

                          
𝐶

√𝑘8
𝑒𝑖𝑘8𝑏 +

𝐷

√𝑘8
𝑒−𝑖𝑘8𝑏 =

𝐹

√𝑘9
𝑒𝑖𝑘9𝑏                                                         (4.2.3.11) 

               𝑘8
𝐶

√𝑘8
𝑒𝑖𝑘8𝑏 − 𝑘8

𝐷

√𝑘8
𝑒−𝑖𝑘8𝑏 = 𝑘9

𝐹

√𝑘9
𝑒𝑖𝑘9𝑏                                                    (4.2.3.12) 

𝑘8 × (4.2.3.11);            𝑘8
𝐶

√𝑘8
𝑒𝑖𝑘8𝑏 + 𝑘8

𝐷

√𝑘8
𝑒−𝑖𝑘8𝑏 = 𝑘8

𝐹

√𝑘9
𝑒𝑖𝑘9𝑏                         (4.2.3.13) 

(4.2.3.12) + (4.2.3.13);                            2𝑘8
𝐶

√𝑘8
𝑒𝑖𝑘8𝑏 = (𝑘8 + 𝑘9)

𝐹

√𝑘9
𝑒𝑖𝑘9𝑏      

                                                                                                𝐶 =

√𝑘8 (
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘8𝑒
𝑖𝑘8𝑏

 

(4.2.3.13) − (4.2.3.12);                             

                                                                      2𝑘8
𝐷

√𝑘8
𝑒−𝑖𝑘8𝑏 = (𝑘8 − 𝑘9)

𝐹

√𝑘9
𝑒𝑖𝑘9𝑏           

                                                                                                𝐷 =

√𝑘8 (
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘8𝑒
−𝑖𝑘8𝑏

 

แทน 𝐶 และ 𝐷 ใน (4.2.3.9) และ (4.2.3.10) จะได้ว่า 

                        
𝐴

√𝑘7
𝑒𝑖𝑘7𝑎 +

𝐵

√𝑘7
𝑒−𝑖𝑘7𝑎 =

(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘8𝑒
𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

+

(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘8𝑒
−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

     (4.2.3.14) 

             𝑘7
𝐴

√𝑘7
𝑒𝑖𝑘7𝑎 − 𝑘7

𝐵

√𝑘7
𝑒−𝑖𝑘7𝑎 =

(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
−

(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
      (4.2.3.15) 
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𝑘7 × (4.2.3.14); 

    𝑘7
𝐴

√𝑘7
𝑒𝑖𝑘7𝑎 + 𝑘7

𝐵

√𝑘7
𝑒−𝑖𝑘7𝑎 = 𝑘7

(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘8𝑒
𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

+ 𝑘7

(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

2𝑘8𝑒
−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

    (4.2.3.16) 

(4.2.3.16) + (4.2.3.15); 

2𝑘7
𝐴

√𝑘7
𝑒𝑖𝑘7𝑎 =

𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

[
 
 
 
 

𝑘7

(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)

2𝑘8
+

(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)

2

]
 
 
 
 

+
𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

[
 
 
 
 

𝑘7

(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)

2𝑘8
−

(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)

2

]
 
 
 
 

 

𝐴 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[
 
 
 
 

(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) 𝑘7

(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)

2𝑘8
+

(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)

2
+ (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
𝑘7

(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)

2𝑘8
−

(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)

2

)

 
 

]
 
 
 
 

 

𝐴 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[
 
 
 
 

(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)

2

)

 
 
(
𝑘7
𝑘8
+ 1) + (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)

2

)

 
 
(
𝑘7
𝑘8
− 1)

]
 
 
 
 

 

𝐴 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)(
𝑘7𝑘8 + 𝑘8

2 + 𝑘7𝑘9 + 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) + (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)(
𝑘7𝑘8 − 𝑘8

2 − 𝑘7𝑘9 + 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
)] 

𝐴 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) [(

𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) + (

𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9

2𝑘8√𝑘9
)]

+ (
1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) [(

𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) − (

𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9

2𝑘8√𝑘9
)]] 

𝐴 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[(
𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) [(

1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) + (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)]

+ (
𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) [(

1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) − (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)]] 

𝐴 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[(
𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) [𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)] + (

𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) [𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎) − 𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)]] 

𝐴 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

[(
𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9

𝑘8√𝑘9
) cos𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (

𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9

𝑘8√𝑘9
) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)] 
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𝐹 =
2𝑘7𝑒

𝑖𝑘7𝑎𝐴

√𝑘7𝑒
𝑖𝑘9𝑏 [(

𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9
𝑘8√𝑘9

) cos𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9
𝑘8√𝑘9

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

𝐹

𝐴
=

2𝑘7𝑒
𝑖𝑘7𝑎

√𝑘7𝑒
𝑖𝑘9𝑏 [(

𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9
𝑘8√𝑘9

) cos𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9
𝑘8√𝑘9

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร โดยใช้

ผลเฉลยที่ได้จากวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี คือ  

𝑇 = |
𝐹

𝐴
|
2

     

    =
4𝑘7

2

𝑘7 [(
𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9
𝑘8√𝑘9

)

2

cos2 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9
𝑘8√𝑘9

)

2

sin2 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

         (4.2.3.16. 𝑎) 

(4.2.3.16) − (4.2.3.15); 

2𝑘7
𝐵

√𝑘7
𝑒−𝑖𝑘7𝑎 =

𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

[
 
 
 
 

𝑘7

(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)

2𝑘8
−

(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)

2

]
 
 
 
 

+
𝐹𝑒𝑖𝑘9𝑏

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)

[
 
 
 
 

𝑘7

(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)

2𝑘8
+

(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)

2

]
 
 
 
 

 

𝐵 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[
 
 
 
 

(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
𝑘7

(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)

2𝑘8
−

(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)

2

)

 
 

+ (
1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
𝑘7

(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)

2𝑘8
+

(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)

2

)

 
 

]
 
 
 
 

 

𝐵 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[
 
 
 
 

(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
(
𝑘8 + 𝑘9
√𝑘9

)

2

)

 
 
(
𝑘7
𝑘8
− 1) + (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)

(

 
 
(
𝑘8 − 𝑘9
√𝑘9

)

2

)

 
 
(
𝑘7
𝑘8
+ 1)

]
 
 
 
 

 

𝐵 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)(
(𝑘8 + 𝑘9)

2√𝑘9
)(
𝑘7
𝑘8
− 1) + (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)(
(𝑘8 − 𝑘9)

2√𝑘9
)(
𝑘7
𝑘8
+ 1)] 

𝐵 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)(
𝑘7𝑘8 − 𝑘8

2 + 𝑘7𝑘9 − 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) + (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)(
𝑘7𝑘8 + 𝑘8

2 − 𝑘7𝑘9 − 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
)] 
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𝐵 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) [(

𝑘7𝑘8 − 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) − (

𝑘8
2 − 𝑘7𝑘9

2𝑘8√𝑘9
)]

+ (
1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) [(

𝑘7𝑘8 − 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) + (

𝑘8
2 − 𝑘7𝑘9

2𝑘8√𝑘9
)]] 

𝐵 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
𝑘7𝑘8 − 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) [(

1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) + (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)]

+ (
𝑘8
2 − 𝑘7𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) [− (

1

𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
) + (

1

𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)
)]] 

𝐵 =
√𝑘7𝐹𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
𝑘7𝑘8 − 𝑘8𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) [𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)] + (

𝑘8
2 − 𝑘7𝑘9

2𝑘8√𝑘9
) [−𝑒−𝑖𝑘8(𝑏−𝑎) + 𝑒𝑖𝑘8(𝑏−𝑎)]] 

𝐵 = 𝐹
√𝑘7𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
𝑘7𝑘8 − 𝑘8𝑘9

𝑘8√𝑘9
)cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (

𝑘8
2 − 𝑘7𝑘9

𝑘8√𝑘9
) 𝑖sin 𝑘8(𝑏 − 𝑎)] 

𝐵 =
2𝑘7𝑒

𝑖𝑘7𝑎𝐴

√𝑘7𝑒
𝑖𝑘9𝑏 [(

𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9
𝑘8√𝑘9

) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9
𝑘8√𝑘9

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

   ×
√𝑘7𝑒

𝑖𝑘9𝑏

2𝑘7𝑒
−𝑖𝑘7𝑎

[(
𝑘7𝑘8 − 𝑘8𝑘9

𝑘8√𝑘9
) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (

𝑘8
2 − 𝑘7𝑘9

𝑘8√𝑘9
) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)] 

𝐵 =

𝑒2𝑖𝑘7𝑎𝐴 [(
𝑘7𝑘8 − 𝑘8𝑘9
𝑘8√𝑘9

) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘8
2 − 𝑘7𝑘9
𝑘8√𝑘9

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

[(
𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9
𝑘8√𝑘9

) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9
𝑘8√𝑘9

) 𝑖sin 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

𝐵 =

𝐴 [(
𝑘7𝑘8 − 𝑘8𝑘9
𝑘8√𝑘9

) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘8
2 − 𝑘7𝑘9
𝑘8√𝑘9

) 𝑖sin 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

[(
𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9
𝑘8√𝑘9

) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9
𝑘8√𝑘9

) 𝑖sin 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

 

𝐵

𝐴
=

[(
𝑘7𝑘8 − 𝑘8𝑘9
2𝑘8√𝑘9

) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (
𝑘8
2 − 𝑘7𝑘9
2𝑘8√𝑘9

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

[(
𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9
𝑘8√𝑘9

) cos 𝑘8(𝑏 − 𝑎) − (
𝑘8
2 + 𝑘7𝑘9
𝑘8√𝑘9

) 𝑖sin𝑘8(𝑏 − 𝑎)]
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ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการสะท้อนของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร โดยใช้

ผลเฉลยที่ได้จากวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี คือ  

𝑅 = |
𝐵

𝐴
|
2

    

    =
[(𝑘7𝑘8 − 𝑘8𝑘9)

2 cos2 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (𝑘8
2 − 𝑘7𝑘9)

2 sin2 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

[(𝑘7𝑘8 + 𝑘8𝑘9)
2 cos2 𝑘8(𝑏 − 𝑎) + (𝑘8

2 + 𝑘7𝑘9)
2 sin2 𝑘8(𝑏 − 𝑎)]

                  (4.2.3.16. 𝑏) 

ต่อไปจะเป็นการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร 

โดยใช้สูตรของวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

ในกรณี 𝑬 < 𝑉(𝑥) จาก (3.1.17) จะได้ว่า 

                            𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝 (−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝑉(𝑥) − 𝐸𝑑𝑥
𝑏

𝑎
) 

                                                         

= 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
[∫ √𝑉1 − 𝐸𝑑𝑥 +∫ √𝑉2 − 𝐸𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+∫ √𝑉3 − 𝐸𝑑𝑥
∞

𝑏

𝑎

−∞

]) 

                             = 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
[[(√𝑉1 − 𝐸)𝑥]−∞

𝑎
+ [(√𝑉2 − 𝐸)𝑥]𝑎

𝑏
+ [(√𝑉3 − 𝐸)𝑥]𝑏

∞
]) 

                             = 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
[[(√𝑉1 − 𝐸)𝑎 + (√𝑉1 − 𝐸)∞]

+ [(√𝑉2 − 𝐸)𝑏 − (√𝑉2 − 𝐸)𝑎] + [(√𝑉3 − 𝐸)∞− (√𝑉3 − 𝐸)𝑏]]) 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร โดยใช้
สูตรของวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี คือ 

 𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
[
𝑎(√𝑉1 − 𝐸 − √𝑉2 − 𝐸) + 𝑏(√𝑉2 − 𝐸 − √𝑉3 − 𝐸)

+∞(√𝑉1 − 𝐸 + √𝑉3 − 𝐸)
])          (4.2.3.16. 𝑐) 
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4.2.4 พลังงำนศักย์แบบดับเบิลเดลต้ำฟังก์ชนั 

𝑉(𝑥) = 𝛼{𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )} 

 
ภำพที่ 4.9 พลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน 

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน โดยใช้สูตรของ

วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

          𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝑉(𝑥) − 𝐸𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 

= 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(∫ √𝛼𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) − 𝐸𝑑𝑥 + ∫ √𝛼𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ ) − 𝐸𝑑𝑥

−𝐿 2−𝜖⁄

−𝐿 2−𝜖⁄

𝐿 2+𝜖⁄

𝐿 2−𝜖⁄
)) 

= 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(∫ √𝛼𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) − 𝐸𝑑𝑥 + ∫ √𝛼𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ ) − 𝐸𝑑𝑥

−𝐿 2−𝜖⁄

−𝐿 2−𝜖⁄

𝐿 2+𝜖⁄

𝐿 2−𝜖⁄
)) 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                                                    𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(2𝜖(1 − 𝐸) + 𝛼))                               (4.2.4.1) 
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4.2.5 พลังงำนศักยแ์บบไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ 

𝑉(𝑥) = 𝑉+∞ tanh(𝑥 𝐿⁄ ) 

 

ภำพที่ 4.10 พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ เมื่อ 𝑉+∞ = 5 และ 𝐿 = 3 

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ โดยใช้สูตรของ

วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝑉(𝑥) − 𝐸𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 

                                                      = 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝑉+∞ tanh(𝑥 𝐿⁄ ) − 𝐸𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 

                                                     = 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
𝐿√𝑉+∞∫ √tanh(𝑥 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄ 𝑑(𝑥 𝐿⁄ )

𝑏

𝑎

) 

ให้ 𝑦 = tanh(𝑥 𝐿⁄ ) และ 𝑑𝑦 = sech2 𝑥 𝑑(𝑥 𝐿⁄ ) 

∫ √𝑦 − 𝐸 𝑉+∞⁄
𝑑𝑦

1 − 𝑦2

tanh(𝑏 𝐿⁄ )

tanh(𝑎 𝐿⁄ )

 

ให้ 𝑢 = √𝑦 − 𝐸 𝑉+∞⁄  และ 𝑑𝑢 = 1

2√𝑦−𝐸 𝑉+∞⁄
𝑑𝑦 

∫ 2𝑢
2

1

1 − (𝑢2 + 𝐸 𝑉+∞⁄ )
2 𝑑𝑢

√tanh(𝑏 𝐿⁄ )−𝐸 𝑉+∞⁄

√tanh(𝑎 𝐿⁄ )−𝐸 𝑉+∞⁄

 

= √𝐸 𝑉+∞⁄ − 1 tan−1 (
𝑢

√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1
) − √𝐸 𝑉+∞⁄ + 1 tan−1 (

𝑢

√𝐸 𝑉+∞⁄ + 1
)|

√tanh(𝑎 𝐿⁄ )−𝐸 𝑉+∞⁄

√tanh(𝑏 𝐿⁄ )−𝐸 𝑉+∞⁄
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= √𝐸 𝑉+∞⁄ − 1 [tan−1 (
tanh(𝑏 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1
) − tan−1 (

tanh(𝑎 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1
)]

− √𝐸 𝑉+∞⁄ + 1 [tan−1 (
√tanh(𝑏 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ + 1
)

− tan−1 (
√tanh(𝑎 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ + 1
)] 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ โดยใช้
สูตรของวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี คือ 

𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
𝐿√𝑉+∞ [√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1 [tan−1 (

tanh(𝑏 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1
)

− tan−1 (
tanh(𝑎 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1
)]

− √𝐸 𝑉+∞⁄ + 1 [tan−1 (
√tanh(𝑏 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ + 1
)

− tan−1 (
√tanh(𝑎 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ + 1
)]])                                                      (4.2.5.1) 

4.2.6 พลังงำนศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก ำลังสอง 

𝑉(𝑥) = 𝑉𝑒 sech
2(𝑥 𝐿⁄ ) 

 

ภำพที่ 4.11 พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก าลังสอง เมื่อ 𝑉𝑒 = 10 และ 𝐿 = 5 

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก าลังสอง โดยใช้สูตร

ของวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝑉(𝑥) − 𝐸𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 
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                                          = 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝑉𝑒 sech

2(𝑥 𝐿⁄ ) − 𝐸𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 

                                          = 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
𝐿√𝑉𝑒∫ √sech2(𝑥 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉𝑒⁄ 𝑑(𝑥 𝐿⁄ )

𝑏

𝑎

) 

ให้ 𝑧 = sech(𝑥/𝐿) และ 𝑑𝑧 = −sech(𝑥/𝐿) tanh (𝑥
𝐿
)𝑑(𝑥/𝐿) 

∫ √𝑧2 − 𝐸 𝑉𝑒⁄
𝑑𝑧

−𝑧(1 − 𝑧2)

sech(𝑏/𝐿)

sech(𝑎/𝐿)

 

ให้ 𝑤 = 𝑧2 และ 𝑑𝑤 = 2𝑧𝑑𝑧 

∫ −√
𝑤 − 𝐸 𝑉𝑒⁄

1 − 𝑤2

1

2𝑤
𝑑𝑤

sech2(𝑏/𝐿)

sech2(𝑎/𝐿)

 

ให้ 𝑢 = √𝑤 − 𝐸 𝑉𝑒⁄  และ 𝑑𝑢 = 1

2√𝑤−𝐸 𝑉𝑒⁄
𝑑𝑤 

∫ −(1 −
𝐸 𝑉𝑒⁄

𝑢2 + 𝐸 𝑉𝑒⁄
)

1

√1 − (𝑢2 + 𝐸 𝑉𝑒)⁄
𝑑𝑢

√sech2(𝑏/𝐿)−𝐸 𝑉𝑒⁄

√sech2(𝑎/𝐿)−𝐸 𝑉𝑒⁄

 

= ∫ −
1

√1 − (𝑢2 + 𝐸 𝑉𝑒)⁄
𝑑𝑢 +

√sech2(𝑏/𝐿)−𝐸 𝑉𝑒⁄

√sech2(𝑎/𝐿)−𝐸 𝑉𝑒⁄

∫ (
𝐸 𝑉𝑒⁄

𝑢2 + 𝐸 𝑉𝑒⁄
)

1

√1 − (𝑢2 + 𝐸 𝑉𝑒)⁄
𝑑𝑢

√sech2(𝑏/𝐿)−𝐸 𝑉𝑒⁄

√sech2(𝑎/𝐿)−𝐸 𝑉𝑒⁄

 

= − tan−1 (
𝑢

√−𝐸 𝑉𝑒 − 𝑢
2 + 1⁄

) + √𝐸 𝑉𝑒⁄ tan−1 (
𝑢

√𝐸 𝑉𝑒⁄ √−𝐸 𝑉𝑒 − 𝑢
2 + 1⁄

)|

√sech2(𝑎/𝐿)−𝐸 𝑉𝑒⁄

√sech2(𝑏/𝐿)−𝐸 𝑉𝑒⁄

 

= − tan−1

(

 
√sech2(𝑏/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√−𝐸 𝑉𝑒 −√sech
2(𝑏/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

2
+ 1⁄ )

 

+√𝐸 𝑉𝑒⁄ tan−1

(

 
√sech2(𝑏/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√𝐸 𝑉𝑒⁄ √−𝐸 𝑉𝑒 −√sech
2(𝑏/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

2
+ 1⁄ )

 

+ tan−1

(

 
√sech2(𝑎/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√−𝐸 𝑉𝑒 −√sech
2(𝑎/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

2
+ 1⁄ )

 

−√𝐸 𝑉𝑒⁄ tan−1

(

 
√sech2(𝑎/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√𝐸 𝑉𝑒⁄ √−𝐸 𝑉𝑒 −√sech
2(𝑎/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

2
+ 1⁄ )
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ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก าลังสอง 
โดยใช้สูตรของวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี คือ 

𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
𝐿√𝑉𝑒 [− tan

−1 (
√sech2(𝑏/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√tanh2(𝑏/𝐿)
)

+ √𝐸 𝑉𝑒⁄ tan−1 (
√sech2(𝑏/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√𝐸 𝑉𝑒⁄ √tanh2(𝑏/𝐿)
) + tan−1 (

√sech2(𝑎/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√tanh2(𝑎/𝐿)
)

− √𝐸 𝑉𝑒⁄ tan−1 (
√sech2(𝑎/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√𝐸 𝑉𝑒⁄ √tanh2(𝑎/𝐿)
)])                                    (4.2.6.1) 

4.2.7 พลังงำนศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้ำ 

𝑉(𝑥) =

{
 
 

 
 
0,                   𝑥 < 𝐿1
𝑉1,       𝐿1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿2
0,        𝐿2 < 𝑥 < 𝐿3
𝑉2,       𝐿3 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿4
0,                  𝑥 > 𝐿4

 

 

ภำพที่ 4.12 พลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า 𝐿1 = 1, 𝐿2 = 2,  𝐿3 = 4 และ 𝐿4 =

7 (เพชรอาภา, ไตรทศ และกุลภัทร, 2562) 

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยใช้สตูรของวิธีการ
ประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝑉(𝑥) − 𝐸𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 
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                                 = 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(∫ √𝑉0 − 𝐸𝑑𝑥 +∫ √𝑉1 − 𝐸𝑑𝑥

𝐿4

𝐿3

𝐿2

𝐿1

)) 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยใช้สูตร
ของวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี คือ 

                   𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
((𝐿2 − 𝐿1)√𝑉1 − 𝐸 + (𝐿4 − 𝐿3)√𝑉2 − 𝐸))                 (4.2.7.1) 

4.2.8 พลังงำนศักย์แบบดับเบิลก ำแพงพำรำโบลิก 

𝑉(𝑥) =

{
 
 

 
 
0,                                                  𝑥 < 𝐿1
(1 2⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑐)2,       𝐿1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿2
0,                                        𝐿2 < 𝑥 < 𝐿3
(1 2⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑑)2,       𝐿3 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿4
0,                                                 𝑥 > 𝐿4

 

 

ภำพที่ 4.13 พลังงานศักย์แบบดับเบิลก าแพงพาราโบลิก เมื่อ 𝐿1 = 1, 𝐿2 = 2,  𝐿3 =
4, 𝐿4 = 7, 

𝑎 = 3, 𝑏 = 1.1, 𝑐 = 1.5  และ 𝑑 = 5.5 (เพชรอาภา, ไตรทศ และกุลภัทร, 2562) 

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลก าแพงพาราโบลิก โดยใช้สูตรของ
วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

                                                    𝑇 ≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
∫ √𝑉(𝑥) − 𝐸𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 

= 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(∫ √(1 2⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑐)2 − 𝐸𝑑𝑥 +∫ √(1 2⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑑)2 − 𝐸𝑑𝑥

𝐿4

𝐿3

𝐿2

𝐿1

)) 
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= 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(1 2⁄ )𝑎𝑏2 (∫ √(𝑥 − 𝑐)2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ 𝑑(𝑥 − 𝑐)

𝐿2

𝐿1

+∫ √(𝑥 − 𝑑)2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ 𝑑(𝑥 − 𝑑)
𝐿4

𝐿3

)) 

ให้ 𝑦 = 𝑥 − 𝑐 และ 𝑧 = 𝑥 − 𝑑 

= 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(1 2⁄ )𝑎𝑏2 (∫ √𝑦2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ 𝑑𝑦 + ∫ √𝑧2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ 𝑑𝑧

𝐿4−𝑑

𝐿3−𝑑

𝐿2−𝑐

𝐿1−𝑐

)) 

= 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(1 2⁄ )𝑎𝑏2 (

1

2
(𝑦√𝑦2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

− 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ log (√𝑦2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ + 𝑦)))

+ (
1

2
(𝑧√𝑧2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

− 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ log (√𝑧2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ + 𝑧)))) 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลก าแพงพาราโบลิก โดยใช้
สูตรของวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี คือ 

𝑇≈ 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(1 2⁄ )𝑎𝑏2 (

1

2
(𝑦√𝑦2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

− 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ log (√𝑦2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ + 𝑦))|
𝐿1−𝑐

𝐿2−𝑐

)

+
1

2
(𝑧√𝑧2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄  

− 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ log (√𝑧2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

+ 𝑧))|
𝐿3−𝑑

𝐿4−𝑑

)                                                                                                    (4.2.8.1) 
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ควำมน่ำจะเป็นในกำรส่งผ่ำนและกำรสะท้อนของพลังงำนศักย์แบบต่ำง ๆ  

โดยวิธีกำรประมำณค่ำแบบดับเบิลยูเคบี 

ชนิดของ
พลังงำนศักย์ 

𝐓𝐫𝐚𝐧𝐬𝐦𝐢𝐬𝐬𝐢𝐨𝐧(𝑻) 𝐑𝐞𝐟𝐥𝐞𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧(𝑹) = 𝟏 − 𝑻 

สี่เหลี่ยมจัตุรัส 𝑒𝑥𝑝 (−2√
2𝑚

ℏ2
 (√𝐿 − 𝐸)𝐿) 

 

1 − 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
 (√𝐿 − 𝐸)𝐿) 

 

สี่เหลี่ยมผืนผ้า 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
 [2𝑎√𝑉0 − 𝐸]) 1 − 𝑒𝑥𝑝 (−2√

2𝑚

ℏ2
 [2𝑎√𝑉0 − 𝐸]) 

สี่เหลี่ยมจัตุรัส
อสมมาตร 

𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
[𝑎(√𝑉1 − 𝐸 − √𝑉2 − 𝐸) + 𝑏(√𝑉2 − 𝐸 − √𝑉3 − 𝐸)

+ ∞(√𝑉1 − 𝐸 + √𝑉3 − 𝐸)]) 

 

1 − 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
[𝑎(√𝑉1 − 𝐸 − √𝑉2 − 𝐸) + 𝑏(√𝑉2 − 𝐸 − √𝑉3 − 𝐸)

+ ∞(√𝑉1 − 𝐸 + √𝑉3 − 𝐸)]) 

 

ดับเบิลเดลต้า
ฟังก์ชัน 

𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(2(1 − 𝐸)𝜖) + 𝛼) 1 − 𝑒𝑥𝑝(−2√

2𝑚

ℏ2
(2(1 − 𝐸)𝜖) + 𝛼) 

ไฮเพอร์ 
โบลิกแทนเจนต์ 

𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
𝐿√𝑉+∞ [√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1 [tan−1 (

tanh(𝑏 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1
)

− tan−1 (
tanh(𝑎 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1
)]

− √𝐸 𝑉+∞⁄ + 1 [tan−1 (
√tanh(𝑏 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ + 1
)

− tan−1 (
√tanh(𝑎 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ + 1
)]]) 

1 − 𝑒𝑥𝑝 (−2√
2𝑚

ℏ2
𝐿√𝑉+∞ [√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1 [tan−1 (

tanh(𝑏 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1
)

− tan−1 (
tanh(𝑎 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ − 1
)]

− √𝐸 𝑉+∞⁄ + 1 [tan−1 (
√tanh(𝑏 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ + 1
)

− tan−1 (
√tanh(𝑎 𝐿⁄ ) − 𝐸 𝑉+∞⁄

√𝐸 𝑉+∞⁄ + 1
)]]) 
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ไฮเพอร์โบลิก 
ซีแคนต์ก าลังสอง 

𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
𝐿√𝑉𝑒 [− tan

−1 (
√sech2(𝑏/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√tanh2(𝑏/𝐿)
)

+ √𝐸 𝑉𝑒⁄ tan−1 (
√sech2(𝑏/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√𝐸 𝑉𝑒⁄ √tanh2(𝑏/𝐿)
)

+ tan−1 (
√sech2(𝑎/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√tanh2(𝑎/𝐿)
)

− √𝐸 𝑉𝑒⁄ tan−1 (
√sech2(𝑎/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√𝐸 𝑉𝑒⁄ √tanh2(𝑎/𝐿)
)]) 

 

1 − 𝑒𝑥𝑝 (−2√
2𝑚

ℏ2
𝐿√𝑉𝑒 [− tan

−1 (
√sech2(𝑏/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√tanh2(𝑏/𝐿)
)

+ √𝐸 𝑉𝑒⁄ tan−1 (
√sech2(𝑏/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√𝐸 𝑉𝑒⁄ √tanh2(𝑏/𝐿)
)

+ tan−1 (
√sech2(𝑎/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√tanh2(𝑎/𝐿)
)

− √𝐸 𝑉𝑒⁄ tan−1 (
√sech2(𝑎/𝐿) − 𝐸 𝑉𝑒⁄

√𝐸 𝑉𝑒⁄ √tanh2(𝑎/𝐿)
)]) 

 

ดับเบิล
สี่เหลี่ยมผืนผ้า 

𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
((𝐿2 − 𝐿1)√𝑉1 − 𝐸 + (𝐿4 − 𝐿3)√𝑉2 − 𝐸)) 1 − 𝑒𝑥𝑝(−2√

2𝑚

ℏ2
((𝐿2 − 𝐿1)√𝑉1 − 𝐸 + (𝐿4 − 𝐿3)√𝑉2 − 𝐸)) 

ดับเบิลก าแพง
พาราโบลิก 

𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(1 2⁄ )𝑎𝑏2 (

1

2
(𝑦√𝑦2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

− 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ log (√𝑦2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

+ 𝑦))|
𝐿1−𝑐

𝐿2−𝑐

)

+
1

2
(𝑧√𝑧2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

− 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ log (√𝑧2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

+ 𝑧))|
𝐿3−𝑑

𝐿4−𝑑

) 

 

1 − 𝑒𝑥𝑝(−2√
2𝑚

ℏ2
(1 2⁄ )𝑎𝑏2 (

1

2
(𝑦√𝑦2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

− 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ log (√𝑦2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

+ 𝑦))|
𝐿1−𝑐

𝐿2−𝑐

)

+
1

2
(𝑧√𝑧2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

− 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄ log (√𝑧2 − 𝐸 (1 2⁄ )𝑎𝑏2⁄

+ 𝑧))|
𝐿3−𝑑

𝐿4−𝑑

) 

 

 

ตำรำงท่ี 4.3 ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ โดยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 
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 จากตารางที่ 4.3 ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน โดยวิธีการประมาณค่า
แบบดับเบิลยูเคบี สังเกตเห็นได้ว่าวิธีนี้สามารถใช้ในการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการ
สะท้อนของพลังงานศักย์ที่ใช้ในการศึกษาทั้งหมด ได้แก่ พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส พลังงาน
ศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร พลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้า
ฟังก์ชัน พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก าลังสอง 
และพลังงานศักย์แบบผสม ได้แก่ พลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า พลังงานศักย์แบบดับเบิล
ก าแพงพาราโบลิก เนื่องจากมีสูตรที่ง่ายต่อการค านวณ และเป็นสูตรที่ใช้ในการค านวณหาค่าความ
น่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนที่ได้จากการหาผลเฉลยโดยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิล 
ยูเคบีในบทที่ 3 
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4.3 วิธีเมทริกซท์รำนสเฟอร์ขนำด 2X2 มิต ิ

 วิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2x2 มิติ พิจารณาจากสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลาใน

หนึ่งมิติ อธิบายความสัมพันธ์ระหว่างสัมประสิทธิ์  𝑟 และ 𝑡 โดยใช้ทฤษฎีการกระเจิงแสง และน าไปสู่

การค านวณหาความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคที่ส่งผ่านและสะท้อนกลับ  

4.3.1 พลังงำนศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

𝑉(𝑥) = {
𝐿, 0 ≤ x ≤ L
0, 𝑥 < 0, 𝑥 > 𝐿

 

 

ภำพที่ 4.14 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยใช้สูตรของวิธีเมทริกซ์
ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

กรณี 𝑬 > 𝑉(𝑥)              

𝑇 ≥ sech2[ ∫ 𝜗𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝜗(𝑥) =
√(𝑋′′(𝑥))2 + [𝑘2(𝑥) − (𝑋′(𝑥)]2

2|𝑋′(𝑥)|
 

𝑘2(𝑥) = {

2𝑚[𝐸 − 𝐿]

ℏ2
,    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

2𝑚𝐸

ℏ2
                   , 𝑥 < 0, 𝑥 > 𝐿

 

ϑ(x) =
|𝑘2(𝑥) − 𝑘0

2|

2𝑘0
 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘0
∫|𝑘2(𝑥) − 𝑘0

2|𝑑𝑥

𝐿

0

] 

    = sech2 [
1

2𝑘0
∫|
2𝑚[𝐸 − 𝐿]

ℏ2
−
2𝑚𝐸

ℏ2
 | 𝑑𝑥

𝐿

0

] 
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 = sech2 [
1

2𝑘0
∫ |
2𝑚𝐸

ℏ2
−
2𝑚𝐿

ℏ2
−
2𝑚𝐸

ℏ2
 | 𝑑𝑥

𝐿

0

] 

 = sech2 [
1

2𝑘0
∫ |−

2𝑚𝐿

ℏ2
 | 𝑑𝑥

𝐿

0

] 

 = sech2 [
1

2𝑘0
∫
2𝑚

ℏ2
|𝐿|𝑑𝑥

𝐿

0

] 

= sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚

ℏ2
∫|𝐿|𝑑𝑥

𝐿

0

] 

= sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚

ℏ2
[|𝐿|𝑥]0

𝐿] 

= sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚𝐿2

ℏ2
] 

= sech2 [
1

2
√2𝑚𝐸
ℏ

2𝑚𝐿2

ℏ2
] 

 = sech2 [
2𝑚𝐿2

2ℏ√2𝑚𝐸
] 

 = sech2 [
2𝑚𝐿2 × √2𝑚𝐸

2ℏ√2𝑚𝐸  × √2𝑚𝐸
] 

= sech2 [
2𝑚𝐿2 × √2𝑚𝐸

2ℏ(2𝑚𝐸)
] 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยวิธีเมทริกซ์ 
ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิคือ  

                                            𝑇 ≥ sech2 [
𝐿2√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
]                                                     (4.3.1.1) 

กรณี 𝑬 < 𝑉(𝑥)          

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยใช้สูตรของวิธีเมทริกซ์
ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

                                           𝑇 ≥ sech2[ ∫ 𝜗𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝜗(𝑥) =
√(𝑋′′(𝑥))2 + [𝑘2(𝑥) − (𝑋′(𝑥)]2

2|𝑋′(𝑥)|
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𝑘2(𝑥) = {

2𝑚[𝐿 − 𝐸]

ℏ2
,    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

−
2𝑚𝐸

ℏ2
                   , 𝑥 < 0, 𝑥 > 𝐿

 

ϑ(x) =
|𝑘2(𝑥) − 𝑘0

2|

2𝑘0
 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘0
∫|𝑘2(𝑥) − 𝑘0

2|𝑑𝑥

𝐿

0

] 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘0
∫ |
2𝑚[𝐿 − 𝐸]

ℏ2
+
2𝑚𝐸

ℏ2
 | 𝑑𝑥

𝐿

0

] 

 = sech2 [
1

2𝑘0
∫|
2𝑚𝐿

ℏ2
−
2𝑚𝐸

ℏ2
+
2𝑚𝐸

ℏ2
 | 𝑑𝑥

𝐿

0

] 

 = sech2 [
1

2𝑘0
∫|
2𝑚𝐿

ℏ2
 | 𝑑𝑥

𝐿

0

] 

 = sech2 [
1

2𝑘0
∫
2𝑚

ℏ2
|𝐿|𝑑𝑥

𝐿

0

] 

 = sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚

ℏ2
∫|𝐿|𝑑𝑥

𝐿

0

] 

 = sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚

ℏ2
[|𝐿|𝑥]0

𝐿] 

= sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚𝐿|𝐿|

ℏ2
] 

= sech2 [
1

2
√−2𝑚𝐸

ℏ

2𝑚𝐿2

ℏ2
] 

= sech2 [
2𝑚𝐿2

2ℏ√−2𝑚𝐸
] 

 = sech2 [
2𝑚𝐿2 × √−2𝑚𝐸

2ℏ√−2𝑚𝐸  × √−2𝑚𝐸
] 

 = sech2 [
2𝑚𝐿2 × √−2𝑚𝐸

−2ℏ(2𝑚𝐸)
] 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส โดยวิธีเมทริกซ์ 
ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิคือ  

                                            𝑇 ≥ sech2 [−𝑖
𝐿2√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
]                                               (4.3.1.2) 
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4.3.2 พลังงำนศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้ำ 

𝑉(𝑥) = {
𝑉0, |𝑥| ≤ 𝑎

0,  |𝑥| > 𝑎
 

 

ภำพที่ 4.15 พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยใช้สูตรของวิธีเมทริกซ์
ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

กรณี  𝑬 > 𝑉(𝑥)      

                                                      𝑇 ≥ sech2[ ∫ 𝜗𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝜗(𝑥) =
√(𝑋′′(𝑥))2 + [𝑘2(𝑥) − (𝑋′(𝑥)]2

2|𝑋′(𝑥)|
 

𝑘2(𝑥) = {

2𝑚[𝐸 − 𝑉0]

ℏ2
,   |𝑥| ≤ 𝑎

2𝑚𝐸

ℏ2
           , |𝑥| > 𝑎

 

ϑ(x) =
|𝑘2(𝑥) − 𝑘0

2|

2𝑘0
 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘0
∫|𝑘2(𝑥) − 𝑘0

2|𝑑𝑥

𝑎

−𝑎

] 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘0
∫ |
2𝑚[𝐸 − 𝑉0]

ℏ2
−
2𝑚𝐸

ℏ2
| 𝑑𝑥

𝑎

−𝑎

] 

    = sech2 [
1

2𝑘0
∫ |−

2𝑚𝑉0
ℏ2

| 𝑑𝑥

𝑎

−𝑎

] 

    = sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚

ℏ2
∫|𝑉0|𝑑𝑥

𝑎

−𝑎

] 

    = sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚

ℏ2
[|𝑉0|𝑥]−𝑎

𝑎 ] 
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    = sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚

ℏ2
(2|𝑉0|𝑎)] 

    = sech2 [
2𝑚(2|𝑉0|𝑎) × √2𝑚𝐸

2ℏ√2𝑚𝐸  × √2𝑚𝐸
] 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยวิธีเมทริกซ์ 

ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ คือ  

                                  𝑇 ≥ sech2 [
(2|𝑉0|𝑎)√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
]                                                     (4.3.2.1) 

กรณี  𝑬 < 𝑉(𝑥)      
หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยใช้สูตรของวิธีเมทริกซ์
ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

                                 𝑇 ≥ sech2[ ∫ 𝜗𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝜗(𝑥) =
√(𝑋′′(𝑥))2 + [𝑘2(𝑥) − (𝑋′(𝑥)]2

2|𝑋′(𝑥)|
 

𝑘2(𝑥) = {

2𝑚[𝑉0 − 𝐸]

ℏ2
,   |𝑥| ≤ 𝑎

−
2𝑚𝐸

ℏ2
           , |𝑥| > 𝑎

 

ϑ(x) =
|𝑘2(𝑥) − 𝑘0

2|

2𝑘0
 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘0
∫|𝑘2(𝑥) − 𝑘0

2|𝑑𝑥

𝑎

−𝑎

] 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘0
∫ |
2𝑚[𝑉0 − 𝐸]

ℏ2
+
2𝑚𝐸

ℏ2
| 𝑑𝑥

𝑎

−𝑎

] 

    = sech2 [
1

2𝑘0
∫ |
2𝑚𝑉0
ℏ2

| 𝑑𝑥

𝑎

−𝑎

] 

    = sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚

ℏ2
∫|𝑉0|𝑑𝑥

𝑎

−𝑎

] 

    = sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚

ℏ2
[|𝑉0|𝑥]−𝑎

𝑎 ] 

    = sech2 [
1

2𝑘0

2𝑚

ℏ2
(2|𝑉0|𝑎)] 

    = sech2 [
2𝑚(2|𝑉0|𝑎) × √−2𝑚𝐸

2ℏ√−2𝑚𝐸  × √−2𝑚𝐸
] 
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ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยวิธีเมทริกซ์ 

ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ คือ  

                                             𝑇 ≥ sech2 [−𝑖
(2|𝑉0|𝑎)√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
]                                    (4.3.2.2) 

4.3.3 พลังงำนศักย์แบบดับเบิลเดลต้ำฟังก์ชัน 

𝑉(𝑥) = 𝛼{𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )} 

 
ภำพที่ 4.16 พลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน 

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน โดยวิธีเมทริกซ์ 
ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

กรณี 𝑬 > 𝑉(𝑥) 

𝑇 ≥ sech2[ ∫ 𝜗𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝜗(𝑥) =
√(𝑋′′(𝑥))2 + [𝑘2(𝑥) − (𝑋′(𝑥)]2

2|𝑋′(𝑥)|
 

𝑘2(𝑥) =
2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

ℏ2
 

𝑘2(𝑥) =
2𝑚[𝐸 − 𝛼[𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )]]

ℏ2
 

𝑋′(𝑥) = 𝑘±∞ =
√2𝑚(𝐸 − 𝑉±∞)

ℏ
 

เนื่องจาก δ(𝑥) = {0, 𝑥 ≠ 0
∞, 𝑥 = 0

  ดังนั้น δ(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) = {
0, 𝑥 ≠ 𝐿 2⁄
∞, 𝑥 = 𝐿 2⁄

  ดังนั้นจะได้ว่า 

𝑋′(𝑥) = 𝑘±∞=
√2𝑚𝐸

ℏ
 

ϑ(x) =
|𝑘2(𝑥) − 𝑘±∞

2 |

2𝑘±∞
 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘±∞
∫|𝑘2(𝑥) − 𝑘±∞

2 |𝑑𝑥

∞

−∞

] 
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𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘±∞
∫ |

2𝑚[𝐸 − 𝛼[𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )]]

ℏ2
−
2𝑚𝐸

ℏ2
| 𝑑𝑥

∞

−∞

] 

  

= sech2 [
1

2𝑘±∞
∫ |

2𝑚𝐸

ℏ2
−
2𝑚

ℏ2
𝛼[𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) −

2𝑚

ℏ2
𝛼[𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ ) −

2𝑚𝐸

ℏ2
| 𝑑𝑥

∞

−∞

] 

 

 = sech2 [
1

2𝑘±∞
∫ |−

2𝑚

ℏ2
𝛼[𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) −

2𝑚

ℏ2
𝛼[𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )| 𝑑𝑥

∞

−∞

] 

 

= sech2 [
1

2𝑘±∞
∫
2𝑚

ℏ2
|𝛼||𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )|𝑑𝑥

∞

−∞

] 

= sech2 [

2𝑚
ℏ2

|𝛼|

2𝑘±∞
∫|𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )|𝑑𝑥

∞

−∞

] 

 = sech2 [

2𝑚
ℏ2

|𝛼|

2𝑘±∞
∫ 𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )𝑑𝑥

∞

−∞

] 

= sech2

[
 
 
 2𝑚
ℏ2

|𝛼|

2𝑘±∞
[ ∫ 𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ )𝑑𝑥 + ∫ 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )

∞

−∞

𝑑𝑥

∞

−∞

]

]
 
 
 

 

(เนื่องจาก   ∫ 𝛿(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
= 1   ดังนั้น  ∫ 𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ )𝑑𝑥

∞

−∞
= 1 และ ∫ 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )𝑑𝑥

∞

−∞
= 1) 

 = sech2 [

2𝑚
ℏ2

|𝛼|

2𝑘±∞
(2)] 

 = sech2 [

2𝑚|𝛼|
ℏ2

√2𝑚𝐸
ℏ

] 

 = sech2 [
2𝑚|𝛼|

ℏ√2𝑚𝐸
] 

เนื่องจาก  sech(−𝑥) = sech(𝑥) 

ดังนั้นจะได้ว่า  ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน โดยวิธี

เมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิคือ 

                                          𝑇 ≥ sech2 [
2𝑚𝛼

ℏ√2𝑚𝐸
]                                                          (4.3.3.1) 
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กรณี 𝑬 < 𝑉(𝑥) 

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน โดยใช้สูตรของวิธี 
เมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

                                                  𝑇 ≥ sech2[ ∫ 𝜗𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝜗(𝑥) =
√(𝑋′′(𝑥))2 + [𝑘2(𝑥) − (𝑋′(𝑥)]2

2|𝑋′(𝑥)|
 

𝑘2(𝑥) =
2𝑚[𝑉(𝑥) − 𝐸]

ℏ2
 

𝑘2(𝑥) =
2𝑚[𝛼[𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )] − 𝐸]

ℏ2
 

𝑋′(𝑥) = 𝑘±∞ =
√2𝑚(𝑉±∞ − 𝐸)

ℏ
 

เนื่องจาก δ(𝑥) = {0, 𝑥 ≠ 0
∞, 𝑥 = 0

  ดังนั้น δ(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) = {
0, 𝑥 ≠ 𝐿 2⁄
∞, 𝑥 = 𝐿 2⁄

  ดังนั้นจะได้ว่า 

𝑋′(𝑥) = 𝑘±∞=
√−2𝑚𝐸

ℏ
 

ϑ(x) =
|𝑘2(𝑥) − 𝑘±∞

2 |

2𝑘±∞
 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘±∞
∫|𝑘2(𝑥) − 𝑘±∞

2 |𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘±∞
∫ |

2𝑚[𝛼[𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )] − 𝐸]

ℏ2
+
2𝑚𝐸

ℏ2
| 𝑑𝑥

∞

−∞

] 

 

= sech2 [
1

2𝑘±∞
∫ |

2𝑚

ℏ2
𝛼[𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) +

2𝑚

ℏ2
𝛼[𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ ) −

2𝑚𝐸

ℏ2
+
2𝑚𝐸

ℏ2
| 𝑑𝑥

∞

−∞

] 

 

= sech2 [
1

2𝑘±∞
∫ |

2𝑚

ℏ2
𝛼[𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) +

2𝑚

ℏ2
𝛼[𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )| 𝑑𝑥

∞

−∞

] 

 

= sech2 [
1

2𝑘±∞
∫
2𝑚

ℏ2
|𝛼||𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )|𝑑𝑥

∞

−∞

] 

= sech2 [

2𝑚
ℏ2

|𝛼|

2𝑘±∞
∫|𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )|𝑑𝑥

∞

−∞

] 

 = sech2 [

2𝑚
ℏ2

|𝛼|

2𝑘±∞
∫ 𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )𝑑𝑥

∞

−∞

] 
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= sech2

[
 
 
 2𝑚
ℏ2

|𝛼|

2𝑘±∞
[ ∫ 𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ )𝑑𝑥 + ∫ 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )

∞

−∞

𝑑𝑥

∞

−∞

]

]
 
 
 

 

(เนื่องจาก   ∫ 𝛿(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞
= 1   ดังนั้น  ∫ 𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ )𝑑𝑥

∞

−∞
= 1 และ ∫ 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )𝑑𝑥

∞

−∞
= 1) 

 = sech2 [

2𝑚
ℏ2

|𝛼|

2𝑘±∞
(2)] 

 = sech2 [

2𝑚|𝛼|
ℏ2

√−2𝑚𝐸
ℏ

] 

= sech2 [
2𝑚|𝛼|

ℏ𝑖√2𝑚𝐸
] 

เนื่องจาก  sech(−𝑥) = sech(𝑥) 

ดังนั้นจะได้ว่า ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน โดยวิธ ี

เมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิคือ 

                                        𝑇 ≥ sech2 [−𝑖
2𝑚𝛼

ℏ√2𝑚𝐸
]                                                       (4.3.3.2) 

 

4.3.4 พลังงำนศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก ำลังสอง 

𝑉(𝑥) = 𝑉𝑒 sech
2(𝑥 𝐿⁄ ) 

 

ภำพที่ 4.17 พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก าลังสอง เมื่อ 𝑉𝑒 = 10 และ 𝐿 = 5 

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก าลังสอง โดยใช้สูตร
ของวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ 
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𝑇 ≥ sech2[ ∫ 𝜗𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝜗(𝑥) =
√(𝑋′′(𝑥))2 + [𝑘2(𝑥) − (𝑋′(𝑥)]2

2|𝑋′(𝑥)|
 

𝑘2(𝑥) =
2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

ℏ2
 

𝑘2(𝑥) =
2𝑚[𝐸 − 𝑉𝑒 sech

2(𝑥 𝐿⁄ )]

ℏ2
 

𝑋′(𝑥) = 𝑘±∞ =
√2𝑚(𝐸 − 𝑉±∞)

ℏ
 

เนื่องจาก                                                          sech2 𝑥 𝐿⁄ + tanh2 𝑥 𝐿 = 1  ⁄  
sech2 𝑥 𝐿⁄ = 1 − tanh2 𝑥 𝐿  ⁄  

                                                   sech2 𝑥 𝐿⁄ = 1 − (
𝑒𝑥 𝐿⁄ − 𝑒−𝑥 𝐿⁄

𝑒𝑥 𝐿⁄ + 𝑒−𝑥 𝐿⁄
)

2

 

ดังนั้นจะได้ว่า 

𝑋′(𝑥) = 𝑘±∞=
√2𝑚𝐸

ℏ
 

ϑ(x) =
|𝑘2(𝑥) − 𝑘±∞

2 |

2𝑘±∞
 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘±∞
∫|𝑘2(𝑥) − 𝑘±∞

2 |𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘±∞
∫ |

2𝑚[𝐸 − 𝑉𝑒 sech
2(𝑥 𝐿⁄ )]

ℏ2
−
2𝑚𝐸

ℏ2
| 𝑑𝑥

∞

−∞

] 

 = sech2 [
1

2𝑘±∞
∫ |−

2𝑚𝑉𝑒 sech
2(𝑥 𝐿⁄ )]

ℏ2
| 𝑑𝑥

∞

−∞

] 

= sech2 [
1

2𝑘±∞

2𝑚

ℏ2
|𝑉𝑒| ∫|sech

2(𝑥 𝐿⁄ )|𝑑𝑥

∞

−∞

] 

= sech2 [
1

2𝑘±∞

2𝑚

ℏ2
|𝑉𝑒|𝐿[tanh 𝑥 𝐿⁄ ]𝑥=−∞

𝑥=∞ ] 

= sech2 [
1

2𝑘±∞

2𝑚

ℏ2
|𝑉𝑒|𝐿 [

sinh 𝑥 𝐿⁄

cosh𝑥 𝐿⁄
]
𝑥=−∞

𝑥=∞

] 

= sech2 [
1

2𝑘±∞

2𝑚

ℏ2
|𝑉𝑒|𝐿 [

sinh 𝑥 𝐿⁄

cosh𝑥 𝐿⁄
]
𝑥=−∞

𝑥=∞

] 

= sech2 [
1

2
√2𝑚𝐸
ℏ

2𝑚

ℏ2
|𝑉𝑒|𝐿 [

𝑒𝑥 𝐿⁄ − 𝑒−𝑥 𝐿⁄

𝑒𝑥 𝐿⁄ + 𝑒−𝑥 𝐿⁄
]
𝑥=−∞

𝑥=∞

] 

= sech2 [
1

2
√2𝑚𝐸
ℏ

2𝑚

ℏ2
|𝑉𝑒|𝐿(2)] 
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= sech2 [
1

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ
|𝑉𝑒|𝐿(2)] 

= sech2 [
1

√2𝑚𝐸
∙
√2𝑚𝐸

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ
|𝑉𝑒|𝐿(2)] 

= sech2 [
√2𝑚𝐸

2𝐸

2𝐿

ℏ
|𝑉𝑒|] 

= sech2 [
√2𝑚𝐸

√4𝐸2

2𝐿

ℏ
|𝑉𝑒|] 

= sech2 [√
2𝑚𝐸

4𝐸2
2𝐿

ℏ
|𝑉𝑒|] 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                                        𝑇 ≥ sech2 [√
𝑚

2𝐸

2𝐿

ℏ
|𝑉𝑒|]                                                     (4.3.4.1) 

โดยที่ สมการ (4.3.4.1) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิก 

ซีแคนต์ก าลังสอง โดยวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

4.3.5 พลังงำนศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้ำ 

𝑉(𝑥) =

{
 
 

 
 
0,                   𝑥 < 𝐿1
𝑉1,       𝐿1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿2
0,        𝐿2 < 𝑥 < 𝐿3
𝑉2,       𝐿3 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿4
0,                  𝑥 > 𝐿4

 

 

ภำพที่ 4.18 พลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า 𝐿1 = 1, 𝐿2 = 2,  𝐿3 = 4 และ 𝐿4 =

7 (เพชรอาภา, ไตรทศ และกุลภัทร, 2562) 
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หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยใช้สตูรของวิธี 
เมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

𝑇 ≥ sech2[ ∫ 𝜗𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝜗(𝑥) =
√(𝑋′′(𝑥))2 + [𝑘2(𝑥) − (𝑋′(𝑥))2]2

2|𝑋′(𝑥)|
 

𝑘2(𝑥) =
2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

ℏ2
 

ϑ(x) =
|𝑘2(𝑥) − 𝑘±∞

2 |

2𝑘±∞
 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘±∞
∫|𝑘2(𝑥) − 𝑘±∞

2 |𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘±∞
(∫ |

2𝑚[𝐸 − 𝑉1]

ℏ2
−
2𝑚𝐸

ℏ2
|

𝐿2

𝐿1

𝑑𝑥 + ∫ |
2𝑚[𝐸 − 𝑉2]

ℏ2
−
2𝑚𝐸

ℏ2
|

𝐿4

𝐿3

𝑑𝑥)] 

   = sech2 [
1

2𝑘±∞

2𝑚

ℏ2
(|𝑉1|(𝐿2 − 𝐿1) + |𝑉2|(𝐿4 − 𝐿3))] 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                      𝑇 ≥ sech2 [
1

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ
(|𝑉1|(𝐿2 − 𝐿1) + |𝑉2|(𝐿4 − 𝐿3))]                (4.3.5.1) 

โดยที่ สมการ (4.3.5.1) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิล

สี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ 
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4.3.6 พลังงำนศักย์แบบดับเบิลก ำแพงพำรำโบลิก 

𝑉(𝑥) =

{
 
 

 
 
0,                                                  𝑥 < 𝐿1
(1 2⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑐)2,       𝐿1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿2
0,                                        𝐿2 < 𝑥 < 𝐿3
(1 2⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑑)2,       𝐿3 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿4
0,                                                 𝑥 > 𝐿4

 

 
ภำพที่ 4.19 พลังงานศักย์แบบดับเบิลก าแพงพาราโบลิก เมื่อ 𝐿1 = 1, 𝐿2 = 2,  𝐿3 = 4, 

𝐿4 = 7, 𝑎 = 3, 𝑏 = 1.1, 𝑐 = 1.5  และ 𝑑 = 5.5 (เพชรอาภา, ไตรทศ และกุลภัทร, 2562) 

หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลก าแพงพาราโบลิก โดยใช้สูตรของวิธี
เมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

𝑇 ≥ sech2[ ∫ 𝜗𝑑𝑥

∞

−∞

] 

𝜗(𝑥) =
√(𝑋′′(𝑥))2 + [𝑘2(𝑥) − (𝑋′(𝑥))2]2

2|𝑋′(𝑥)|
 

𝑘2(𝑥) =
2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

ℏ2
 

ϑ(x) =
|𝑘2(𝑥) − 𝑘±∞

2 |

2𝑘±∞
 

𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘±∞
∫|𝑘2(𝑥) − 𝑘±∞

2 |𝑑𝑥

∞

−∞

] 

 𝑇 ≥ sech2 [
1

2𝑘±∞
(∫ |

2𝑚[𝐸 − (1 2⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑐)2]

ℏ2
−
2𝑚𝐸

ℏ2
|

𝐿2

𝐿1

𝑑(𝑥 − 𝑐)

+ ∫ |
2𝑚[𝐸 − (1 2⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑑)2]

ℏ2
−
2𝑚𝐸

ℏ2
|

𝐿4

𝐿3

𝑑(𝑥 − 𝑑))] 

    = sech2 [
1

2𝑘±∞

2𝑚

ℏ2
(|(1 6⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑐)3|𝐿1

𝐿2 + |(1 6⁄ )𝑎𝑏2(𝑥 − 𝑑)3|𝐿3
𝐿4)] 

    = sech2 [
1

2𝑘±∞

2𝑚

ℏ2
(
|(1 6⁄ )𝑎𝑏2[(𝐿2 − 𝑐)

3 − (𝐿1 − 𝑐)
3]|

+|(1 6⁄ )𝑎𝑏2[(𝐿4 − 𝑑)
3 − (𝐿3 − 𝑑)

3]|
)] 
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ดังนั้นจะได้ว่า 

 𝑇 ≥ sech2 [
1

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ
(1 6⁄ )𝑎𝑏2(|(𝐿2 − 𝑐)

3 − (𝐿1 − 𝑐)
3| + |(𝐿4 − 𝑑)

3 − (𝐿3 − 𝑑)
3|)] (4.3.6.1) 

โดยที่ สมการ (4.3.6.1) คือ ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบดับเบิลก าแพง

พาราโบลิก โดยวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

ควำมน่ำจะเป็นในกำรส่งผ่ำนของพลังงำนศักย์แบบต่ำง ๆ โดยวิธีเมทริกซ์ทรำนสเฟอร์ 

ขนำด 2X2 มิติ 

ชนิดของพลังงำน
ศักย ์

𝐓𝐫𝐚𝐧𝐬𝐦𝐢𝐬𝐬𝐢𝐨𝐧(𝑻) เมื่อ 𝐸 < 𝑉 𝐓𝐫𝐚𝐧𝐬𝐦𝐢𝐬𝐬𝐢𝐨𝐧(𝑻) เมื่อ 𝐸 > 𝑉 

พลังงานศักย์แบบ
สี่เหลี่ยมจัตุรัส 

𝑇 ≥ sech2 [−𝑖
𝐿2√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
] 

 

𝑇 ≥ sech2 [
𝐿2√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
] 

 

พลังงานศักย์แบบ
สี่เหลี่ยมผืนผ้า 

𝑇 ≥ sech2 [−𝑖
(2|𝑉0|𝑎)√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
] 

 

𝑇 ≥ sech2 [
(2|𝑉0|𝑎)√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
] 

 

พลังงานศักย์แบบ
ดับเบิลเดลต้า

ฟังก์ชัน 

𝑇 ≥ sech2 [−𝑖
2𝑚𝛼

ℏ√2𝑚𝐸
] 

 

𝑇 ≥ sech2 [
2𝑚𝛼

ℏ√2𝑚𝐸
] 

 

พลังงานศักย์แบบ 
ไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์

ก าลังสอง 

𝑇 ≥ sech2 [−𝑖√
𝑚

2𝐸

2𝐿

ℏ
|𝑉𝑒|] 

 

𝑇 ≥ sech2 [√
𝑚

2𝐸

2𝐿

ℏ
|𝑉𝑒|] 

 

 พลังงานศักย์แบบ
ดับเบิล

สี่เหลี่ยมผืนผ้า 

 𝑇 ≥ sech2

[
 
 
 −𝑖

1

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ

(
|𝑉1|(𝐿2 − 𝐿1)

+|𝑉2|(𝐿4 − 𝐿3)
)
]
 
 
 

 

 

 𝑇 ≥ sech2

[
 
 
 

1

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ

(
|𝑉1|(𝐿2 − 𝐿1)

+|𝑉2|(𝐿4 − 𝐿3)
)
]
 
 
 

 

 

พลังงานศักย์แบบ
ดับเบิลก าแพงพารา 

โบลิก 

𝑇 ≥ sech2

[
 
 
 
 −𝑖

1

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ
(1 6⁄ )𝑎𝑏2

(
|(𝐿2 − 𝑐)

3 − (𝐿1 − 𝑐)
3|

+|(𝐿4 − 𝑑)
3 − (𝐿3 − 𝑑)

3|
)
]
 
 
 
 

 

 
 

𝑇 ≥ sech2

[
 
 
 
 

1

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ
(1 6⁄ )𝑎𝑏2

(
|(𝐿2 − 𝑐)

3 − (𝐿1 − 𝑐)
3|

+|(𝐿4 − 𝑑)
3 − (𝐿3 − 𝑑)

3|
)
]
 
 
 
 

 

 

ตำรำงท่ี 4.4 ความน่าจะเป็นในการส่งผ่านของพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ  
โดยวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ
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ควำมน่ำจะเป็นในกำรสะท้อนของพลังงำนศักย์แบบต่ำง ๆ โดยวิธีเมทริกซ์ทรำนสเฟอร์ 
ขนำด 2X2 มิติ 

ชนิดของพลังงำนศักย์ 𝐑𝐞𝐟𝐥𝐞𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧(𝑹) เมื่อ 𝐸 < 𝑉 𝐑𝐞𝐟𝐥𝐞𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧(𝑹) เมื่อ 𝐸 > 𝑉 

พลังงานศักย์แบบ
สี่เหลี่ยมจัตุรัส 

𝑅 ≤ tanh2 [−𝑖
𝐿2√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
] 

 

𝑅 ≤ tanh2 [
𝐿2√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
] 

 

พลังงานศักย์แบบ
สี่เหลี่ยมผืนผ้า 

𝑅 ≤ tanh2 [−𝑖
(2|𝑉0|𝑎)√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
] 

 

𝑅 ≤ tanh2 [
(2|𝑉0|𝑎)√2𝑚𝐸

2ℏ𝐸
] 

 

พลังงานศักย์แบบ
ดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน 

𝑅 ≤ tanh2 [−𝑖
2𝑚𝛼

ℏ√2𝑚𝐸
] 

 

𝑅 ≤ tanh2 [
2𝑚𝛼

ℏ√2𝑚𝐸
] 

 

พลังงานศักย์แบบ 
ไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์

ก าลังสอง 

𝑅 ≤ tanh2 [−𝑖√
𝑚

2𝐸

2𝐿

ℏ
|𝑉𝑒|] 

 

𝑅 ≤ tanh2 [√
𝑚

2𝐸

2𝐿

ℏ
|𝑉𝑒|] 

 

พลังงานศักย์แบบ
ดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

𝑅 ≤ tanh2

[
 
 
 −𝑖

1

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ

(
|𝑉1|(𝐿2 − 𝐿1)

+|𝑉2|(𝐿4 − 𝐿3)
)
]
 
 
 

 𝑅 ≤ tanh2

[
 
 
 

1

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ

(
|𝑉1|(𝐿2 − 𝐿1)

+|𝑉2|(𝐿4 − 𝐿3)
)
]
 
 
 

 

พลังงานศักย์แบบ
ดับเบิลก าแพง 
พาราโบลิก 

𝑅 ≤ tanh2

[
 
 
 
 −𝑖

1

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ
(1 6⁄ )𝑎𝑏2

(
|(𝐿2 − 𝑐)

3 − (𝐿1 − 𝑐)
3|

+|(𝐿4 − 𝑑)
3 − (𝐿3 − 𝑑)

3|
)
]
 
 
 
 

 

 

𝑅 ≤ tanh2

[
 
 
 
 

1

√2𝑚𝐸

𝑚

ℏ
(1 6⁄ )𝑎𝑏2

(
|(𝐿2 − 𝑐)

3 − (𝐿1 − 𝑐)
3|

+|(𝐿4 − 𝑑)
3 − (𝐿3 − 𝑑)

3|
)
]
 
 
 
 

 

 

ตำรำงท่ี 4.5 ความน่าจะเป็นในการสะท้อนของพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ โดยวิธีเมทริกซ์ 
ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ 

 จากตารางที่ 4.4 และ 4.5 ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน โดยวิธ ี
เมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิวิธีนี้เหมาะสมกับพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส พลังงานศักย์
แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า พลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์
ก าลังสอง และพลังงานศักย์แบบผสม ได้แก่ พลังงานศักย์แบบดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า พลังงานศักย์
แบบดับเบิลก าแพงพาราโบลิก แต่ไม่เหมาะสมกับพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร และ
พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ เนื่องจากค่า 𝑉∞ และ 𝑉−∞ มีค่าไม่เท่ากัน ดังนั้นจึงไม่
สามารถหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน โดยวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ
ได้ 
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บทที่ 5 

ข้อสรุปจำกกำรวิจัยและข้อเสนอแนะ 

 ในบทนี้จะกล่าวถึงข้อสรุปจากการวิจัยในบทที่ 3 และบทที่ 4 และข้อเสนอแนะอ่ืน ๆ ในการ

หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ และการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนโดย

วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

5.1 ข้อสรุป 

 จากบทท่ี 3 สามารถหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลาโดยวิธีการประมาณ

ค่าแบบดับเบิลยูเคบี และใช้วิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ ในการหาค่าความสัมพันธ์ของ

ความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน 

 จากบทท่ี 4 การหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนโดยวิธีการประมาณค่า
แบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ จะเห็น
ได้ว่าค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนที่ได้จากแต่ละวิธีแตกต่างกัน พลังงานศักย์
ต่างกันจะเหมาะสมกับวิธีที่แตกต่างกัน ดังนั้นสามารถสรุปได้ว่า พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า และพลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน พลังงานศักย์แบบ
ดับเบิลสี่เหลี่ยมผืนผ้า สามารถหาค่าความน่าจะเป็นได้ทั้ง 3 วิธี คือ วิธีผลเฉลยแม่นตรง วิธีการ
ประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ เนื่องจากเป็นพลังงานศักย์
ที่มีศักย์เป็นค่าคงท่ี และง่ายต่อการค านวณ พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร สามารถหาค่า
ความน่าจะเป็นได้เพียง 2 วิธี คือ วิธีผลเฉลยแม่นตรงและวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และไม่
สามารถหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน โดยวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 
มิติ ได้เนื่องจากค่า 𝑉∞ และ 𝑉−∞ มีค่าไม่เท่ากัน พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ สามารถ
หาค่าความน่าจะเป็นได้เพียงวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และไม่สามารถหาค่าความน่าจะ
เป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน โดยวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ ได้เนื่องจากค่า 𝑉∞ และ 
𝑉−∞ มีค่าไม่เท่ากัน พลังงานศักย์แบบไฮเพอร์โบลิกซีแคนต์ก าลังสอง และพลังงานศักย์แบบดับเบิล
ก าแพงพาราโบลิก สามารถหาค่าความน่าจะเป็นได้ 2 วิธี คือ การประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบีและวิธี
เมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ ดังนั้นจะเห็นได้ว่าพลังงานศักย์แต่ละแบบอาจจะไม่สามารถหา
ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนได้ทุกวิธี แต่สังเกตได้ว่าพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ ที่
ศึกษานั้นสามารถหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนโดยวิธีการประมาณค่าแบบ
ดับเบิลยูเคบีได้ทั้งหมดเนื่องจากมีสูตรที่ง่ายต่อการค านวณ และเป็นสูตรที่ใช้ในการค านวณหาค่าความ
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น่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนที่ได้จากการหาผลเฉลยโดยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเค
บีในบทที่ 3 ดังนั้นจึงสามารถสรุปได้ว่าจากการศึกษาพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ นั้น วิธีการประมาณค่า
แบบดับเบิลยูเคบีเหมาะกับระบบที่พลังงานศักย์มีค่าเกือบจะคงที่ เป็นวิธีการส าคัญในการหาค าตอบ
แบบประมาณ เช่น ปัญหาการแผ่กระจายของคลื่นที่มีความถี่สูงมากหรือความยาวคลื่นสั้นมาก 
(เพชรอาภา, 2556) จากการศึกษาพลังงานศักย์ที่เป็นค่าคงที่ ไม่ว่าจะเป็นพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยม
จัตุรัส พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมผืนผ้า โดยใช้วิธีผลเฉลยแมน่ตรง และใช้วิธีผลเฉลยที่ได้จากวิธีการ
ประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี ในการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน จะเห็นได้ว่า
ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนเท่ากัน และถึงแม้ค าตอบที่ได้จากสูตรของวิธีการ
ประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบีจะเป็นค่าประมาณแต่มีความแม่นย าใกล้เคียงกับวิธีผลเฉลยแม่นตรง 

5.2 ข้อเสนอแนะ 

- น าเทคนิคการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนด้วยวิธีการประมาณค่า

แบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิเพ่ือหาค่าความน่าจะเป็น

ในระบบที่ซับซ้อนยิ่งขึ้น ไม่ว่าจะเป็นในระบบที่มากกว่า 1 มิติ และสมการชเรอดิงเงอร์ที่

ขึ้นกับเวลา 

- เลือกพลังงานศักย์แบบผสมที่ไม่สามารถหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการ

สะท้อนโดยวิธีผลเฉลยแม่นตรงได้ 

- เลือกพลังงานศักย์ท่ีมีความซับซ้อนยิ่งขึ้น ยกตัวอย่างเช่น  

1. Inverse Square root potential 𝑉(𝑟) = −𝛼 √𝑟⁄  

2. Combination of three potentials  𝑉(𝑟) = −𝛼𝑟−1 + 𝛽𝑟 + 𝑘𝑟2 ซ่ึง

ประกอบด้วย Colulomb, linear และ harmonic potentials 
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ภำคผนวก ก 

แบบเสนอหัวข้อโครงงำน รำยวิชำ 2301399 Project Proposal  

ปีกำรศึกษำ 2561 

ชื่อโครงงาน (ภาษาไทย)      วิธีการทางคณิตศาสตร์ส าหรับสมการชเรอดิงเงอร์ โดยวิธีการประมาณค่า 

                                   แบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ

ชื่อโครงงาน (ภาษาอังกฤษ)   Mathematical Methods for Schrödinger Equation using the WKB 

                                    approximation and 2X2 transfer matrix techniques  

อาจารย์ที่ปรึกษา               ผู้ช่วยศาสตราจารย์ ดร. เพชรอาภา บุญเสริม 

ผู้ด าเนินการ                     นางสาวกุลภัทร แสนสุข  เลขประจ าตัวนิสิต 5833503023 

                                    สาขาวิชาคณิตศาสตร์ ภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์ 

                                    คณะวิทยาศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

 

หลักกำรและเหตุผล 

 สมการชเรอดิงเงอร์เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยหรือสมการคลื่นที่ขึ้นกับต าแหน่งและเวลา ซึ่งอยู่ใน

รูปของพลังงานรวมโดยเกิดจากผลรวมระหว่างพลังงานจลน์และพลังงานศักย์ ซึ่งสมการชเรอดิงเงอร์แบ่ง

ออกเป็น 2 แบบ คือ  

1. สมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลา  

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) + 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥) = 𝐸𝑋(𝑥) 

โดยที่ ℏ คือ ค่าคงตัวของพลังค์,  𝑋(𝑥) คือ ฟังก์ชันคลื่น และ 𝑉(𝑥) คือ พลังงานศักย์ 

โดยสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลาเป็นสมการเชิงอนุพันธ์อันดับสอง 

2. สมการชเรอดิงเงอร์ที่ขึ้นกับเวลา 

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) =

−ℏ2

2𝑚
 
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥, 𝑡) + 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥, 𝑡) 

สมการชเรอดิงเงอร์เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยหรือสมการคลื่น สามารถหาผลเฉลยออกมาเป็นฟังก์ชันคลื่น 

https://th.wikipedia.org/w/index.php?title=%E0%B8%9F%E0%B8%B1%E0%B8%87%E0%B8%81%E0%B9%8C%E0%B8%8A%E0%B8%B1%E0%B8%99%E0%B8%84%E0%B8%A5%E0%B8%B7%E0%B9%88%E0%B8%99&action=edit&redlink=1
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และฟังก์ชันคลื่นสามารถอธิบายพฤติกรรมการเคลื่อนที่ของคลื่นได้ และพบว่าสมการชเรอดิงเงอร์สามารถ

ท านายสมบัติของอะตอมไฮโดรเจนได้อย่างแม่นย า นอกจากนั้นสามารถใช้สมการชเรอดิงเงอร์ได้อย่าง

กว้างขวางทั้งในฟิสิกส์อะตอม ฟิสิกส์นิวเคลียร์ และฟิสิกส์สถานะของแข็ง (เพชรอาภา, 2556) 

 ในหัวข้อถัดไปจะศึกษาการหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลา โดยใช้วิธีการ

ประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และใช้วิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ ในการหาความสัมพันธ์

ระหว่างความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน 

1. วิธีกำรประมำณค่ำแบบดับเบิลยูเคบี (WKB)  

 วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี (WKB) ถูกค้นพบโดย Wentzel-Kramers-Brillouin ใช้ใน
การหาผลเฉลยซึ่งน ามาใช้กับกรณีท่ีพลังงานศักย์มีการเปลี่ยนแปลงอย่างช้า ๆ เมื่อต าแหน่งเปลี่ยนไป 
(Slowly varying function of position) การเปลี่ยนแปลงอย่างช้า ๆ นั่นคือ พลังงานศักย์จะมีค่า
เปลี่ยนไปน้อยมากในช่วงที่ความยาวเปลี่ยนไปหลายช่วงของความยาวคลื่นเดอบรอยล์ (พงษ์แก้ว, 2553) 
พิจารณาจากสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลาในหนึ่งมิติ 

                                                     
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) = −

2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝑋(𝑥)                                                  

ดังนั้น สามารถเขียนผลเฉลยได้ในรูป                                                                    𝑋(𝑥) =

𝐵(𝑥)𝑒
𝑖

ℏ
𝐺(𝑥)                                                                   

ซ่ึง                                                                𝐵(𝑥) = 𝑆

√𝐺,(𝑥)
                                  

โดยที่  𝑆 เป็นค่าคงตัว 

และท าการประมาณสมการให้ 

                                                            ℏ2
𝐵′′(𝑥)

𝐵(𝑥)
≪ 𝐺 ′(𝑥)2 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                                                                 𝐺 ′(𝑥)2 = 2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)] 

                                                                    𝐺(𝑥) = ±∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥                                 

จะได้ว่าผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลาในหนึ่งมิติโดยใช้วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเค

บี (WKB) คือ 
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       𝑋(𝑥) ≈
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒
±
𝑖
ℏ∫

ℏ𝑘(𝑥)𝑑𝑥 
=

𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥  

โดยที่  𝑆 เป็นค่าคงตัว 

 ผลเฉลยที่ได้สามารถใช้ในการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน โดยพลังงานศักย์

ที่จะศึกษาเพ่ือหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ ได้แก่ พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส, พลังงานศักย์

แบบสี่เหลี่ยมมุมฉาก, พลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน และพลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส

อสมมาตร 

2. วิธีเมทริกซ์ทรำนสเฟอร์ขนำด 2X2 มิติ 

 วิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิพิจารณาจากสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลาในหนึ่งมิติ 

อธิบายความสัมพันธ์ระหว่างสัมประสิทธิ์  𝑟 และ 𝑡 โดยใช้ทฤษฎีการกระเจิงแสง และน าไปสู่การค านวณหา

ความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคท่ีส่งผ่านและสะท้อนกลับ (เพชรอาภา, 2552) 

พิจารณาจากสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลา 

 −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) + 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥) = 𝐸𝑋(𝑥) 

ให้    𝑘2 = 
2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)] 

ในกรณีที่พลังงานศักย์เป็นค่าคงท่ีจะได้ว่า 

                                                                     
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) + 𝑘2𝑋(𝑥) = 0 

ดังนั้นผลเฉลยเป็น                           𝑋(𝑥) = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 +𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 

เพ่ือง่ายต่อการค านวณ จึงจะพิจารณาที่  𝑉(𝑥) = 0 ดังนั้นจะได้ว่าผลเฉลย คือ  

                                                                    𝑋𝐿(𝑥) = 𝐴𝐿𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝐿𝑒

−𝑖𝑘𝑥   

                                                                    𝑋𝑅(𝑥) = 𝐴𝑅𝑒
𝑖𝑘𝑥 +𝐵𝑅𝑒

−𝑖𝑘𝑥   

พิจารณาการเคลื่อนที่จากฝั่งซ้าย 

ดังนั้นจะได้ว่าผลเฉลย คือ  
𝑋𝐿(𝑥) = 𝑒

𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝐿𝑒
−𝑖𝑘𝑥 
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𝑋𝑅(𝑥) = 𝑡𝐿𝑒
𝑖𝑘𝑥 

และผลเฉลยสังยุค คือ  

                                                                           𝑋𝐿
∗(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝐿

∗𝑒𝑖𝑘𝑥 

𝑋𝑅
∗(𝑥) = 𝑡𝐿

∗𝑒−𝑖𝑘𝑥 

 

ซึ่งจะได้ว่าความสัมพันธ์เชิงเส้นของสัมประสิทธิ์ 𝑟𝐿, 𝑟𝐿∗ , 𝑡𝐿∗ และ 𝑡𝐿 จะอยู่ในรูป 

𝑁 =

[
 
 
 
 
1

𝑡𝐿
∗ −

𝑟𝐿
∗

𝑡𝐿
∗

−
𝑟𝐿
𝑡𝐿

1

𝑡𝐿 ]
 
 
 
 

 

พิจารณาการเคลื่อนที่จากฝั่งขวา 

ดังนั้นจะได้ว่าผลเฉลยคือ                      𝑋𝐿(𝑥) = 𝑡𝑅𝑒
−𝑖𝑘𝑥 

                                                                       𝑋𝑅(𝑥) = 𝑒
−𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝑅𝑒

𝑖𝑘𝑥 

และผลเฉลยสังยุค คือ  

                                                                     𝑋𝐿
∗(𝑥) = 𝑡𝑅

∗𝑒𝑖𝑘𝑥 

                                                                     𝑋𝑅
∗(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝑅

∗𝑒−𝑖𝑘𝑥 

ซึ่งจะได้ว่าความสัมพันธ์เชิงเส้นของสัมประสิทธิ์ 𝑟𝑅, 𝑟𝑅∗ , 𝑡𝑅∗   และ 𝑡𝑅 จะอยู่ในรูป 

                                                    𝑁 =

[
 
 
 
 
1

𝑡𝑅
∗

𝑟𝑅
𝑡𝑅

𝑟𝑅
∗

𝑡𝑅
∗

1

𝑡𝑅]
 
 
 
 

                                                             

จากการเคลื่อนที่จากฝั่งซ้ายและฝั่งขวา จะได้ว่า  

    𝑁 =

[
 
 
 
 
1

𝑡𝐿
∗ −

𝑟𝐿
∗

𝑡𝐿
∗

−
𝑟𝐿
𝑡𝐿

1

𝑡𝐿 ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1

𝑡𝑅
∗

𝑟𝑅
𝑡𝑅

𝑟𝑅
∗

𝑡𝑅
∗

1

𝑡𝑅]
 
 
 
 

 

ท าให้ได้ว่า   𝑡𝐿 = 𝑡𝑅  และ −𝑟𝐿 = 𝑟𝑅 
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ดังนั้นจึงให้  |𝑡𝐿|2 = |𝑡𝑅|2 = 𝑇 โดยที่ 𝑇  คือ ความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคที่ส่งผ่าน และ 

|𝑟𝐿|
2 = |𝑟𝑅|

2 = 𝑅 โดยที่  𝑅  คือ ความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคท่ีสะท้อนกลับ 

เนื่องจากผลรวมของความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนมีค่าเท่ากับ 1 

ดังนั้นจึงสรุปได้ว่า   𝑇 + 𝑅 = 1   

วัตถุประสงค ์

 ศึกษาสมการชเรอดิงเงอร์ หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ และหาค่าความน่าจะเป็นในการ

ส่งผ่านและการสะท้อนของคลื่นด้วยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 

2X2 มิติ ส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ  

ขอบเขตของโครงงำน 

 หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลาใน 1 มิต ิและค านวณค่าความน่าจะเป็นในการ

ส่งผ่านและการสะท้อนของคลื่นโดยใช้วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ 

ขนาด 2X2 มิติ ส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 

วิธีกำรด ำเนินงำน 

ก. แผนกำรศึกษำ 

1. ศึกษาที่มาของกลศาสตร์ควอนตัม 

2. ศึกษาสมการชเรอดิงเงอร์ 

3. หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ด้วยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และใช้วิธีเมทริกซ์ 

ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิหาความสัมพันธ์ระหว่างความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน 

4. หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนด้วยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี  

และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ ส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 

5. เปรียบเทียบวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิ 

กับผลเฉลยแม่นตรง 

6. จัดท าสรุป 

7. จัดท าเอกสารเพื่อน าเสนอโครงงานเป็นรูปเล่ม 

8. เตรียมส่งเล่มโครงงานฉบับสมบูรณ์ 
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ข. ระยะเวลำที่ศึกษำ 

ขั้นตอนกำรศึกษำ 
ปี 2561 ปี 2562 

มิ.ย. ก.ค. ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย. 
1. ศึกษาที่มาของกลศาสตร์ควอนตัม 

 
           

2. ศึกษาสมการชเรอดิงเงอร์ 
 

           

3. หาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์
ด้วยวิธีการประมาณค่าแบบ 
ดับเบิลยูเคบี และใช้วิธีเมทริกซ์ 
ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิหา
ความสัมพันธ์ระหว่างความน่าจะ
เป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน 
 

           

4. หาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่าน 
และการสะท้อนด้วยวิธีการ
ประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี  
และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 
2X2 มิติ ส าหรับพลังงานศักย์แบบ
ต่าง ๆ 
 

           

5. เปรียบเทียบวิธีการประมาณค่าแบบ
ดับเบิลยูเคบ ีและวิธีเมทริกซ์ 
ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ  
กับผลเฉลยแม่นตรง 
 

           

6. จัดท าสรุป            

7. จัดท าเอกสารเพื่อน าเสนอโครงงาน
เป็นรูปเล่ม 

           

8. เตรียมส่งเล่มโครงงานฉบับสมบูรณ์            
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ประโยชน์ที่คำดว่ำจะได้รับ 

ก. ประโยชน์ต่อตัวนิสิตที่ท าโครงงาน 

- สามารถหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ด้วยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี และหา

ค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนด้วยวิธีการประมาณค่าแบบดับเบิลยูเคบี 

และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิติ ส าหรับพลังงานศักย์แบบต่าง ๆ 

ข. ประโยชน์ที่ได้จากโครงงานที่พัฒนาขึ้น 

- สามารถน าเทคนิคการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนด้วยวิธีการประมาณ

ค่าแบบดับเบิลยูเคบี และวิธีเมทริกซ์ทรานสเฟอร์ขนาด 2X2 มิต ิเพ่ือหาค่าความน่าจะเป็นใน

ระบบที่ซับซ้อนยิ่งขึ้น 

อุปกรณ์และเครื่องมือที่ใช้ 

1. คอมพิวเตอร์ 

2. เครื่องพิมพ์ 

3. โปรแกรมเอกสาร Microsoft Office Word 

4. โปรแกรมน าเสนอ Microsoft Office PowerPoint 

5. โปรแกรม Maple 

งบประมำณ 

1. ค่าปริ้นท์งาน   100 บาท 

2. ค่าถ่ายเอกสาร  60 บาท 

3. กระดาษ A4  110 บาท 

4. ค่าเย็บรูปเล่ม 150 บาท 

5. ค่า External harddisk 2,190 บาท 

6. ค่าหนังสือ 350 บาท  

7. ค่าแผ่นซีดี 1 กล่อง 290 บาท 
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ภำคผนวก 

1. สมกำรชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลำ  

จากสมการคลื่นใน 1 มิติ คือ 

                                                                               
𝜕2𝑢

∂𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
                                         

ผลเฉลยอยู่ในรูป                                                    

                                                                         𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)                                                                 (1)                   

แทนสมการ (1) ในสมการคลื่นใน 1 มิติ จะได้ว่า      

                                                            
𝜕2 [𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)]

∂𝑡2
= 𝑐2

𝜕2[𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)] 

𝜕𝑥2
     

                                                              𝑋(𝑥)
𝑑2 𝑇(𝑡)

𝑑𝑡2
= 𝑐2𝑇(𝑡)

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
                                                     (2) 

หารตลอดสมการด้วย 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)                                   

                                                               
1

𝑇(𝑡)

𝑑2 𝑇(𝑡)

𝑑𝑡2
=

𝑐2

𝑋(𝑥)

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
 

 เนื่องจากสมการทางซ้ายเป็นฟังก์ชันของ 𝑡 และสมการทางขวาเป็นฟังก์ชันของ 𝑥 จะเท่ากันก็

ต่อเมื่อทั้งสองข้างเป็นค่าคงตัว จากการค านวณหาผลเฉลยของ 𝑢(𝑥, 𝑡) พบว่าถ้า  𝑘 < 0  ให้  𝑘 =

−𝑎2, 𝑎 > 0 จะได้ 

ผลเฉลยที่สอดคล้องกับปัญหาขอบและค่าเริ่มต้น 

ดังนั้น                                     

                                                                
1

𝑇(𝑡)

𝑑2 𝑇(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝑎2                                                                         (3) 

ให้  𝑎 = 𝜔  จะได้ว่า 

                                                                        
𝑑2 𝑇(𝑡)

𝑑𝑡2
= −𝑇(𝑡)𝜔2                                                                 (4) 

                                                                        
𝑑2 𝑇(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝑇(𝑡)𝜔2 = 0                                 

มีผลเฉลยเป็น                              𝑇(𝑡) = 𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡                                                      (5)                        
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แทนสมการ (5) ในสมการ (2) 

𝑋(𝑥)
𝑑2 [𝑐1 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡] 

𝑑𝑡2
= 𝑐2[𝑐1 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡] 

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
 

                    𝑋(𝑥)[−𝜔2𝑐1 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡−𝜔
2𝑐2 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡] = 𝑐

2[𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡] 
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
 

                         −𝜔2𝑋(𝑥)[𝑐1 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡+𝑐2 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡] = 𝑐
2[𝑐1 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝑐2 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡] 

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
 

                                                                   −𝜔2𝑋(𝑥) = 𝑐2
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
 

จัดรูปใหม่ และให้ 𝑐 = 𝑣 จะได้ว่า 

                                                                      
𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
= −

𝜔2

𝑣2
𝑋(𝑥)                                                                (6) 

ดังนั้น           

                                               
𝜔2

𝑣2
=
4𝜋2𝑓2

𝑓2𝜆2
=
4𝜋2

𝜆2 
=
4𝜋22𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

ℎ2
=
4𝜋22𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

4𝜋2ℏ2
 

                                                                               
𝜔2

𝑣2
=
2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

ℏ2
                                                        (7) 

แทนสมการ (7) ในสมการ (6)        

                                                                     
 𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
= −

2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]

ℏ2
 𝑋(𝑥) 

                                                             
−ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
=  𝐸𝑋(𝑥) − 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥)    

จะได้สมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ขึ้นกับเวลา 

                                                             
−ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥)   =  𝐸𝑋(𝑥) 

2. สมกำรชเรอดิงเงอร์ที่ขึ้นกับเวลำ 

พิจารณาจากคลื่นระนาบ 

                                                                      𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐴 𝑠𝑖𝑛
2𝜋

𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡)                                   

โดยที่  𝐴 คือ แอมพลิจูดของคลื่น 
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ดังนั้น คลื่นทั้ง 2 ขบวนเคลื่อนที่ไปพร้อมกัน จะได้ว่า  

                                           𝑋(𝑥, 𝑡) = {𝑋1(𝑥, 𝑡), 𝑋2(𝑥, 𝑡)} 

                                                                            = {𝐴 𝑠𝑖𝑛
2𝜋

𝜆
[(𝑥 − 𝑣𝑡) +

𝜋

2
] , 𝐴 𝑠𝑖𝑛

2𝜋

𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡)} 

เนื่องจาก  𝑠𝑖𝑛(𝑥 + 𝜋

2
) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 

ดังนั้นจะได้ว่า                            𝑋(𝑥, 𝑡) = {𝐴 𝑐𝑜𝑠 2𝜋
𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡) ,  𝐴 𝑠𝑖𝑛

2𝜋

𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡)} 

ซึ่งสามารถเขียนฟังก์ชันคลื่นได้ในรูปของจ านวนเชิงซ้อน นั่นคือ 

                                            𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠 2𝜋
𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡) + 𝑖𝐴 𝑠𝑖𝑛

2𝜋

𝜆
(𝑥 − 𝑣𝑡) 

เนื่องจาก                                      𝑒𝑖∅ = 𝑐𝑜𝑠 ∅ + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 ∅ 

ดังนั้น                                                    𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒𝑖
2𝜋

𝜆
(𝑥−𝑣𝑡) 

หรือ                                      𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒𝑖2𝜋(
𝑥

𝜆
−𝑓𝑡) 

โดยที่ 𝐴 คือ แอมพลิจูดของคลื่น,  λ  คือ ความยาวคลื่น และ  𝑓 คือ ความถี่ของคลื่น 

เนื่องจาก ความยาวคลื่นของเดอบรอยล์  λ = ℎ

𝑝
 และทฤษฎีของพลังค์  𝐸 = ℎ𝑓 ฟังก์ชันคลื่นจะได้ว่า 

                                                              𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒
𝑖2𝜋(

𝑥𝑝
ℎ
−
𝐸
ℎ
𝑡)       

                                                               (8) 

ให้  𝑘 = 2𝜋

𝜆
  เป็นเลขคลื่นหรือค่าคงตัวของการแผ่  และ  ω = 2𝜋𝑓 เป็นความเร็วเชิงมุม จะได้ว่า  𝑘 =

2𝜋𝑝

ℎ
=

𝑝

ℏ
     และ    ω = 2𝜋𝑓 =

2𝜋𝐸

ℎ
     แทนในสมการ  (8) 

จะได้ว่า                                                              𝑋(𝑥, 𝑡) =

𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                                                                           (9) 

ตามพอสซูเลตในข้อที่ 1 นั่นคือ ตัวแทนทางคณิตศาสตร์ของอนุภาคคือฟังก์ชันคลื่น โดยที่คุณสมบัติต่าง ๆ 

ของการเคลื่อนที่ของอนุภาคเช่น ค่าโมเมนตัมและค่าพลังงานนั้น สามารถหาได้จากฟังก์ชันคลื่น  

(นรา, 2553) 
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ดังนั้น หาอนุพันธ์เทียบ  𝑡  ของฟังก์ชันคลื่นจากสมการ  (9)   จะได้ว่า 

                                                                   
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = (−𝑖𝜔)𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                                                 (10)  

คูณ  𝑖ℏ  ตลอดทั้งสมการ  (10)  จะได้ว่า 

                                                           (𝑖ℏ)
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = (𝑖ℏ)(−𝑖𝜔)𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                           

                                                               𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = ℏ𝜔𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                

เนื่องจาก  ω = 2𝜋𝑓 =
2𝜋𝐸

ℎ
    ดังนั้น  𝐸 = ℏ𝜔  จะได้ว่า   

                                                                𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)        

จากสมการ  (9)  จะได้ว่า 

                                                                𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝑋(𝑥, 𝑡)                                                              (11) 

โดยที่  𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝑡
  เป็นตัวด าเนินการพลังงาน   

และอนุพันธ์อันดับสองเทียบ  𝑥 ของฟังก์ชันคลื่นจากสมการ  (9)   จะได้ว่า 

                                                                    
𝜕

𝜕𝑥
𝑋(𝑥, 𝑡) = (𝑖𝑘)𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                                      

                                                                  
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥, 𝑡) = (𝑖𝑘)2𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                                      

                                                                  
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥, 𝑡) = −𝑘2𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                                      

จาก 

                                                                            𝑘 =
2𝜋𝑝

ℎ
=
𝑝

ℏ
 

จะได้ว่า 

                                                                 
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥, 𝑡) = −(

𝑝

ℏ
)2𝐴𝑒𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)                                      

 



132 
 

จัดรูปใหม่จะได้ว่า 

                                                               𝑝2𝑋(𝑥, 𝑡) = −ℏ2
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥, 𝑡)                                                       (12) 

และเม่ือแทน  

                                                                             𝐸 =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉(𝑥) 

ในสมการ (11)  จะได้ว่า 

                                                          𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) = [

𝑝2

2𝑚
+ 𝑉(𝑥)] 𝑋(𝑥, 𝑡)                     

                                                          𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) =

𝑝2

2𝑚
𝑋(𝑥, 𝑡) + 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥, 𝑡)                                    (13) 

แทนสมการ  (12)  ในสมการ (13) จะได้สมการชเรอดิงเงอร์ที่ขึ้นกับเวลา 

                                                          𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑋(𝑥, 𝑡) =

−ℏ2

2𝑚
 
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑋(𝑥, 𝑡) + 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥, 𝑡)            

3. วิธีกำรประมำณค่ำแบบดับเบิลยูเคบี (WKB) 

พิจารณาจากสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลาในหนึ่งมิติ 

−
ℏ2

2m

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) + 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥) = 𝐸𝑋(𝑥) 

จัดรูปใหม่จะได้ว่า 

                                                                 
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) = −

2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝑋(𝑥)                                         (14) 

ดังนั้น สามารถเขียนผลเฉลยได้ในรูป 

                                                                         𝑋(𝑥) = 𝐵(𝑥)𝑒
𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)                                                              (15) 

หาอนุพันธ์อันดับสองของสมการ (15) เทียบกับ  𝑥 

                                                                    
𝑑

𝑑𝑥
𝑋(𝑥) =  

𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) + 𝐵′(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 

                                                                                    = (
𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵(𝑥) + 𝐵′(𝑥))𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 
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𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) =

𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

(
𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵(𝑥) + 𝐵′(𝑥)) + (

𝑖

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥) +

𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥)

+ 𝐵′′(𝑥))𝑒
𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 

                  =
−1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+
𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+
𝑖

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+
𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+ 𝐵′′(𝑥)𝑒
𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 

                  =
−1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+
2𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+
𝑖

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

+𝐵′′(𝑥)𝑒
𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 

 
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) = [

−1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥) +

2𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥) +

𝑖

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)+𝐵′′(𝑥)]𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

                          (16) 

แทนสมการ (15)  และ  (16) ในสมการ  (14) 

[
−1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥) +

2𝑖

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥) +

𝑖

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)+𝐵′′(𝑥)]𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥)

= −
2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝐵(𝑥)𝑒

𝑖
ℏ
𝐺(𝑥) 

พิจารณาโดยการเทียบส่วนจริงของจ านวนเชิงซ้อน 

−1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥)+𝐵′′(𝑥) = −

2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝐵(𝑥) 

−1

ℏ2
𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥) +

2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝐵(𝑥) = −𝐵′′(𝑥) 

                                                −𝐺′(𝑥)2𝐵(𝑥) + 2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝐵(𝑥) = −ℏ2𝐵′′(𝑥) 

                                                −𝐺′(𝑥)2 + 2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)] = −ℏ2
𝐵′′(𝑥)

𝐵(𝑥)
 

                                                        𝐺′(𝑥)2 = 2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]+ℏ2
𝐵′′(𝑥)

𝐵(𝑥)
                                                (17) 

พิจารณาโดยการเทียบส่วนจินตภาพของจ านวนเชิงซ้อน 

2

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥) +

1

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥) = 0 

1

ℏ
𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥) = −

2

ℏ
𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥) 

𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥) = −2𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥) 

คูณ 𝐵(𝑥) ตลอดทั้งสมการ 

                                                             𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)2 = −2𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥)𝐵(𝑥) 
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                                                            𝐺′′(𝑥)𝐵(𝑥)2 + 2𝐺′(𝑥)𝐵′(𝑥)𝐵(𝑥) = 0 

                                                                          (𝐵(𝑥)2𝐺′(𝑥))′ = 0 

ดังนั้นจะได้ว่า                                                        𝐵(𝑥)2𝐺′(𝑥) = 𝐶 

                                                                                            𝐵(𝑥) =
𝑆

√𝐺′(𝑥)
                                                     (18)  

โดยที่ 𝑆 = √𝐶 และ 𝑆 เป็นค่าคงตัว  

ท าการประมาณสมการ (17) ให้ 

                                                                                   ℏ2
𝐵′′(𝑥)

𝐵(𝑥)
≪ 𝐺′(𝑥)2 

ดังนั้นจะได้ว่า 

                                                                                𝐺′(𝑥)2 = 2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)] 

เนื่องจากความยาวคลื่นของเดอบรอยล์  

                                                                                  λ =
ℎ

𝑝
=

ℎ

√2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)]
    

จะได้ว่า                                                  𝑝(𝑥) = √2𝑚[𝐸 − 𝑉(𝑥)] 

ดังนั้น                                                                  𝐺′(𝑥)2 = 𝑝(𝑥)2 

                                                                                   𝐺′(𝑥) = ±𝑝(𝑥) 

                                                                                     𝐺(𝑥) = ±∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥                                                 (19) 

แทนสมการ (18) และ (19) ในสมการ (15) 

จะได้ว่าผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลาในหนึ่งมิติโดยใช้วิธีการประมาณค่าแบบดับเบิล 

ยูเคบ ี(WKB) คือ 

𝑋(𝑥) =  
𝑆

√𝐺′(𝑥)
𝑒±

𝑖
ℏ∫

𝑝(𝑥)𝑑𝑥  =
𝑆

√𝑝(𝑥)
𝑒±

𝑖
ℏ∫

𝑝(𝑥)𝑑𝑥  

จากสมการ (14)  ให้  

                                         𝑘2(𝑥) =
2𝑚

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)] =

𝐺′(𝑥)2

ℏ2
= 
𝑝(𝑥)2

ℏ2
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ดังนั้นสรุปได้ว่าผลเฉลยคือ  

       𝑋(𝑥) ≈
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒
±
𝑖
ℏ∫

ℏ𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑆

√ℏ𝑘(𝑥)
𝑒±𝑖 ∫𝑘(𝑥)𝑑𝑥  

โดยที่  𝑆 เป็นค่าคงตัว 

 ผลเฉลยที่ได้สามารถใช้ในการหาค่าความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อน โดยพลังงานศักย์

ที่จะศึกษาเพ่ือหาผลเฉลยของสมการชเรอดิงเงอร์ ได้แก่  

1. พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

𝑉(𝑥) = {
𝑉0, 0 ≤ x ≤ L
0, 𝑥 < 0, 𝑥 > 𝐿

 

 

 

 

  

  

               (a) 
2. พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมมุมฉาก  

𝑉(𝑥) = {
𝑉0, |𝑥| ≤ 𝑎

0,  |𝑥| > 𝑎
 

 

 

  
  
  

                                      (b) 

3. พลังงานศักย์แบบดับเบิลเดลต้าฟังก์ชัน  
𝑉(𝑥) = 𝛼{𝛿(𝑥 − 𝐿 2⁄ ) + 𝛿(𝑥 + 𝐿 2⁄ )} 

 
                    (c) 
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4. พลังงานศักย์แบบสี่เหลี่ยมจัตุรัสอสมมาตร 

𝑉(𝑥) = { 

𝑉1,         𝑥 < 𝑎
𝑉2, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏
𝑉3,        𝑥 > 𝑏

     

 
                    (d) 

4. วิธีเมทริกซ์ทรำนสเฟอร์ขนำด 2X2 มิติ 

จากสมการชเรอดิงเงอร์ที่ไม่ข้ึนกับเวลา 

−
ℏ2

2m

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) + 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥) = 𝐸𝑋(𝑥) 

จัดรูปใหม่จะได้ว่า  

                                                −
ℏ2

2m

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) = 𝐸𝑋(𝑥) − 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥) 

                                                           
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) = −

2m

ℏ2
[𝐸𝑋(𝑥) − 𝑉(𝑥)𝑋(𝑥)] 

                                                           
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) +

2m

ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)]𝑋(𝑥) = 0 

ให้    𝑘2 = 2m
ℏ2
[𝐸 − 𝑉(𝑥)] 

จะได้ว่า 
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑋(𝑥) + 𝑘2𝑋(𝑥) = 0 

ดังนั้นผลเฉลยเป็น                             𝑋(𝑥) = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 

เพ่ือง่ายต่อการค านวณ จึงจะพิจารณาที่  𝑉(𝑥) = 0 ดังนั้นจะได้ว่าผลเฉลย คือ  

𝑋𝐿(𝑥) = 𝐴𝐿𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝐿𝑒

−𝑖𝑘𝑥   

𝑋𝑅(𝑥) = 𝐴𝑅𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝐵𝑅𝑒

−𝑖𝑘𝑥   
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พิจารณาการเคลื่อนที่จากทางฝั่งซ้าย 

 

 

 

ดังนั้น ผลเฉลยของฝั่งซ้ายจะได้ว่า  

                                                                               𝑋𝐿(𝑥) = 𝑒
𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝐿𝑒

−𝑖𝑘𝑥 

และฝั่งขวาจะได้ว่า  

                                                                              𝑋𝑅(𝑥) = 𝑡𝐿𝑒
𝑖𝑘𝑥 

โดยที่  𝑟𝐿 คือ สัมประสิทธิ์การสะท้อนของการเคลื่อนที่จากฝั่งซ้าย และ 𝑡L คือ สัมประสิทธิ์การส่งผ่านของ

การเคลื่อนที่จากฝั่งซ้าย 

เนื่องจากสมการชเรอดิงเงอร์เป็นสมการเชิงอนุพันธ์อันดับสอง  

ดังนั้น ความสัมพันธ์เชิงเส้นของสัมประสิทธิ์ 𝑟L และ 𝑡L จึงสามารถอยู่ในรูปดังต่อไปนี้ 

                                                                                   [
𝑡𝐿
0
] = 𝑁 [

1
𝑟𝐿
]                                                               (20) 

และเมทริกซ์  𝑁 เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 × 2 

เนื่องจากสมการชเรอดิงเงอร์เป็นจริง ดังนั้น ผลเฉลยสังยุคของจ านวนเชิงซ้อนของสมการนี้ก็เป็นผลเฉลย

เช่นเดียวกัน 

ผลเฉลยสังยุคของกรณีนี้คือ 

                                                                              𝑋𝐿
∗(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝐿

∗𝑒𝑖𝑘𝑥 

                                                                             𝑋𝑅
∗(𝑥) = 𝑡𝐿

∗𝑒−𝑖𝑘𝑥 

โดยที่ 𝑟𝐿∗ คือ สัมประสิทธิ์การสะท้อนของการเคลื่อนที่จากฝั่งซ้าย และ 𝑡𝐿∗ คือ สัมประสิทธิ์การส่งผ่านของ

การเคลื่อนที่จากฝั่งซ้าย 

 



138 
 

ความสัมพันธ์เชิงเส้นของสัมประสิทธิ์ 𝑟𝐿∗ และ 𝑡𝐿∗ จึงสามารถอยู่ในรูปดังต่อไปนี้ 

                                                                           [
0
𝑡𝐿
∗] = 𝑁 [

𝑟𝐿
∗

1
]                                                                       (21) 

และเมทริกซ์  𝑁 เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 × 2 

จากสมการ (20) และ (21)  จะได้ว่า 

                                                                               𝑁 = [
𝑡𝐿 0

0 𝑡𝐿
∗] [

1 𝑟𝐿
∗

𝑟𝐿 1
]
−1

 

                                                                               𝑁 =
1

1 − 𝑟𝐿𝑟𝐿
∗ [
𝑡𝐿 0
0 𝑡𝐿

∗] [
1 −𝑟𝐿

∗

−𝑟𝐿 1
] 

                                                                               𝑁 =
1

1 − 𝑟𝐿𝑟𝐿
∗ [

𝑡𝐿 −𝑡𝐿𝑟𝐿
∗

−𝑡𝐿
∗𝑟𝐿 𝑡𝐿

∗ ]                                    (22) 

เนื่องจากความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคนั้นสามารถหาได้จากฟังก์ชันคลื่น  

โดยที่  |𝑋(𝑥)|2 = 𝑋∗(𝑥)𝑋(𝑥) ดังนั้น สมการชเรอดิงเงอร์ก็มีความเกี่ยวข้องกับกระแสความหนาแน่น นั่น

คือ   

ℑ =
ℏ

2𝑚𝑖
(𝑋∗(𝑥)

𝜕𝑋(𝑥)

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋∗(𝑥)

𝜕𝑥
𝑋(𝑥)) 

เมื่อ 𝑋(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝐿𝑒−𝑖𝑘𝑥  จะได้ว่า 

=
ℏ

2𝑚𝑖
(𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝐿

∗𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑥 − 𝑟𝐿𝑖𝑘𝑒
−𝑖𝑘𝑥) + 𝑖𝑘𝑒−𝑖𝑘𝑥 − 𝑟𝐿

∗𝑖𝑘𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝐿𝑒
−𝑖𝑘𝑥)) 

=
ℏ

2𝑚𝑖
(𝑖𝑘 − 𝑖𝑘𝑟𝐿𝑒

−2𝑖𝑘𝑥 + 𝑖𝑘𝑟𝐿
∗𝑒2𝑖𝑘𝑥 − 𝑟𝐿𝑟𝐿

∗𝑖𝑘 + 𝑖𝑘 + 𝑖𝑘𝑟𝐿𝑒
−2𝑖𝑘𝑥 − 𝑖𝑘 𝑟𝐿

∗𝑒2𝑖𝑘𝑥 − 𝑟𝐿𝑟𝐿
∗𝑖𝑘) 

=
ℏ

2𝑚𝑖
(2𝑖𝑘 − 2𝑖𝑘|𝑟𝐿|

2) =
ℏ

2𝑚𝑖
2𝑖𝑘(1 − |𝑟𝐿|

2) 

=
ℏ𝑘

𝑚
(1 − |𝑟𝐿|

2)                                                                                                                                            (23) 

และในท านองเดียวกันเมื่อ 𝑋(𝑥) = 𝑡𝐿𝑒𝑖𝑘𝑥 จะได้ว่า 

ℑ =
ℏ2

2𝑚𝑖
(𝑋∗(𝑥)

𝜕𝑋(𝑥)

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋∗(𝑥)

𝜕𝑥
𝑋(𝑥)) 

=
ℏ

2𝑚𝑖
(𝑡𝐿
∗𝑒−𝑖𝑘𝑥(𝑖𝑘𝑡𝐿𝑒

𝑖𝑘𝑥) + 𝑖𝑘𝑡𝐿
∗𝑒−𝑖𝑘𝑥(𝑡𝐿𝑒

𝑖𝑘𝑥)) 
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=
ℏ

2𝑚𝑖
(2𝑖𝑘𝑡𝐿

∗𝑡𝐿) =
ℏ𝑘

𝑚
|𝑡𝐿|

2                                                                                                                       (24) 

จากสมการ  (23) และ (24) จะได้ว่า 

ℏ𝑘

𝑚
(1 − |𝑟𝐿|

2) =
ℏ𝑘

𝑚
|𝑡𝐿|

2 

                                                                      |𝑡𝐿|
2 + |𝑟𝐿|

2 = 1 

จากสมการ (22)  จะได้ว่า 

                                                                        𝑁 =
1

1 − 𝑟𝐿𝑟𝐿
∗ [

𝑡𝐿 −𝑡𝐿𝑟𝐿
∗

−𝑡𝐿
∗𝑟𝐿 𝑡𝐿

∗ ]                           

                                                                        𝑁 =
1

1 − |𝑟𝐿|
2 [

𝑡𝐿 −𝑡𝐿𝑟𝐿
∗

−𝑡𝐿
∗𝑟𝐿 𝑡𝐿

∗ ] 

                                                                       𝑁 =
1

|𝑡𝐿|
2 [

𝑡𝐿 −𝑡𝐿𝑟𝐿
∗

−𝑡𝐿
∗𝑟𝐿 𝑡𝐿

∗ ] 

                                                                       𝑁 = [

1

𝑡𝐿
∗ −

𝑟𝐿
∗

𝑡𝐿
∗

−
𝑟𝐿

𝑡𝐿

1

𝑡𝐿

]                                                                   (25)  

 

พิจารณาการเคลื่อนที่จากฝั่งขวา 

 

 

 

ผลเฉลยของฝั่งซ้าย คือ  

𝑋𝐿(𝑥) = 𝑡𝑅𝑒
−𝑖𝑘𝑥 

และผลเฉลยฝั่งขวา จะได้ว่า 

                                                                          𝑋𝑅(𝑥) = 𝑒
−𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝑅𝑒

𝑖𝑘𝑥 

โดยที่  𝑟𝑅 คือ สัมประสิทธิ์การสะท้อนของการเคลื่อนที่จากฝั่งขวา และ 𝑡R คือ สัมประสิทธิ์การส่งผ่านของ

การเคลื่อนที่จากฝั่งขวา 
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เนื่องจากสมการชเรอดิงเงอร์เป็นสมการเชิงอนุพันธ์อันดับสอง  

ดังนั้น ความสัมพันธ์เชิงเส้นของสัมประสิทธิ์ 𝑟R และ 𝑡R จึงสามารถอยู่ในรูปดังต่อไปนี้ 

                                                                                  𝑁 [
0
𝑡𝑅
] = [

𝑟𝑅
1
]                                                               (26) 

และเมทริกซ์  𝑁 เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 × 2 

เนื่องจากสมการชเรอดิงเงอร์เป็นจริง ดังนั้น ผลเฉลยสังยุคของจ านวนเชิงซ้อนของสมการนี้ก็เป็นผลเฉลย

เช่นเดียวกัน 

ผลเฉลยสังยุคของกรณีนี้คือ 

                                                                                              𝑋𝐿
∗(𝑥) = 𝑡𝑅

∗𝑒𝑖𝑘𝑥 

                                                                                   𝑋𝑅
∗(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝑥 + 𝑟𝑅

∗𝑒−𝑖𝑘𝑥 

โดยที่ 𝑟𝑅∗ คือ สัมประสิทธิ์การสะท้อนของการเคลื่อนที่จากฝั่งขวา และ 𝑡𝑅∗  คือ สัมประสิทธิ์การส่งผ่านของ

การเคลื่อนที่จากฝั่งขวา 

ความสัมพันธ์เชิงเส้นของสัมประสิทธิ์ 𝑟𝑅∗ และ 𝑡𝑅∗   จึงสามารถอยู่ในรูปดังต่อไปนี้ 

                                                                                 𝑁 [
𝑡𝑅
∗  
0
] = [

1
𝑟𝑅
∗ 
]                                                              (27) 

และเมทริกซ์  𝑁 เป็นเมทริกซ์ขนาด 2 × 2 

จากสมการ (26) และ (27)  จะได้ว่า 

                                                                              𝑁 = [
1 𝑟𝑅
𝑟𝑅
∗ 1

] [
𝑡𝑅
∗  0
0 𝑡𝑅

]
−1

 

                                                                              𝑁 =
1

𝑡𝑅𝑡𝑅
∗ [
1 𝑟𝑅
𝑟𝑅
∗ 1

] [
𝑡𝑅 0
0 𝑡𝑅

∗ ] 

                                                                              𝑁 =
1

𝑡𝑅𝑡𝑅
∗ [

𝑡𝑅 𝑟𝑅𝑡𝑅
∗

𝑟𝑅
∗𝑡𝑅 𝑡𝑅

∗ ]                          

                                                                              𝑁 =

[
 
 
 
 
1

𝑡𝑅
∗

𝑟𝑅
𝑡𝑅

𝑟𝑅
∗

𝑡𝑅
∗

1

𝑡𝑅]
 
 
 
 

                                                                   (28) 

 



141 
 

จากสมการ (25) และ (28)  

                                                                              𝑁 =

[
 
 
 
 
1

𝑡𝐿
∗ −

𝑟𝐿
∗

𝑡𝐿
∗

−
𝑟𝐿
𝑡𝐿

1

𝑡𝐿 ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1

𝑡𝑅
∗

𝑟𝑅
𝑡𝑅

𝑟𝑅
∗

𝑡𝑅
∗

1

𝑡𝑅]
 
 
 
 

 

ท าให้ได้ว่า   𝑡𝐿 = 𝑡𝑅  และ −𝑟𝐿 = 𝑟𝑅 

ดังนั้น จึงให้  |𝑡𝐿|2 = |𝑡𝑅|2 = 𝑇 โดยที่ 𝑇  คือ ความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคที่ส่งผ่าน และ 

|𝑟𝐿|
2 = |𝑟𝑅|

2 = 𝑅 โดยที่  𝑅  คือ ความน่าจะเป็นในการพบอนุภาคท่ีสะท้อนกลับ 

เนื่องจากผลรวมของความน่าจะเป็นในการส่งผ่านและการสะท้อนเท่ากับ 1  

ดังนั้นจึงสรุปได้ว่า   𝑇 + 𝑅 = 1  
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ประวัติผู้เขียน 

นางสาวกุลภัทร  แสนสุข 

นิสิตภาควิชาคณิตศาสตร์และวิทยาการคอมพิวเตอร์  

สาขาวิชาคณิตศาสตร์ จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย 

ระดับกำรศึกษำ 

- จบการศึกษาประถมศึกษาจากโรงเรียนบ้านหนองจิก 

- จบการศึกษามัธยมศึกษาจากโรงเรียนสารคามพิทยาคม
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