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1

บทที่ 1
บทนำและความรูพื้นฐาน

1.1 ที่มาและความสำคัญ
ดวยวิถีชีวิตที่รวดเร็วและสะดวกสบายของคนในสังคมปจจุบันสงผลใหธุรกิจทุกแขนงมีการ

แขงขันที่สูงขึ้น ทั้งธุรกิจออนไลนและออฟไลน จึงตองมีการพัฒนาใหธุรกิจของตนเอื้ออำนวยความ
สะดวกตอกลุมเปาหมายใหมากและเร็วที่สุดเทาที่จะทำได แตการที่แตละธุรกิจจะทำเชนนั้นไดสิ่ง
ที่ทำใหเขาทราบความตองการของกลุมเปาหมายได ก็คือขอมูลตางๆ ที่เกี่ยวของกับกลุมเปาหมาย
อาทิเชน อายุ เพศ อัตราเงินเดือน รายจายในแตละเดือน เปนตน แนนอนวาขอมูลเหลานี้เปนทั้ง
ขอมูลเชิงคุณภาพและเชิงปริมาณที่มีจำนวนมาก อาจเปนการยากที่จะทำการจัดเก็บ จัดการ หรือ
ตรวจสอบการปลอมแปลงของขอมูลนั้นๆ เราจึงสนใจการตรวจจับความผิดปกติในเบื้องตนของ
ขอมูลเชิงปริมาณที่มีจำนวนขอมูลมาก ดวยเครื่องมือทางคณิตศาสตรที่เรียกวา กฎของเบนฟอรด ที่
นำเลขหลักแรกของขอมูลมาพิจารณา

กฎของเบนฟอรด (Benford’s law) หรือกฎของเลขโดดหลักแรก เปนกฎที่ไดจากการสังเกต
จำนวนตางๆ จากขอมูลในชีวิตจริง อาทิเชน คาไฟฟา บานเลขที่ ราคาหุน จำนวนประชากร
เปนตน และพบวาจำนวนจากขอมูลเหลานี้นำหนาหรือขึ้นดวยตัวเลข 1 มากถึงรอยละ 30 ของ
จำนวนทั้งหมด นอกจากนี้ยังไดอีกวา เมื่อจำนวนเหลานี้มีคามากขึ้น โอกาสที่จะนำหนาหรือขึ้นตน
ดวยตัวเลขที่มีคามากก็จะลดลง จากการสังเกต จึงไดวาจำนวนที่นำหนาหรือขึ้นตนดวยตัวเลข 9
นอยกวาจำนวนที่นำหนาหรือขึ้นตนดวยตัวเลข 1 ถึง 7 เทา ชื่อของกฎเบนฟอรดมาจากนักฟสิกส
และวิศวกรไฟฟาชาวอเมริกันนามวา แฟรงก เบนฟอรด (Frank Benford) ซึ่งกลาวถึงปรากฏการณ
นี้ในป ค.ศ. 1938 อยางไรก็ตามนักดาราศาสตรและนักคณิตศาสตรชาวแคนาดา-อเมริกัน ไซมอน
นิวคอมบ



(Simon Newcomb) เคยอางถึงปรากฏการณนี้ไวเมื่อป ค.ศ. 1881 อีกทั้งกฎนี้ยังไดรับการ
พิสูจนทางคณิตศาสตรอยางเครงครัดเปนครั้งแรกโดย ธี โอดอร ฮิลล (Theodore P. Hill) ในป
1988 อีกดวย ซึ่งกฎของเบนฟอรดไดอธิบายความถี่ของการกระจายเลขโดดหลักแรกแตละตัว กลาว
คือ ตัวแปรสุม X เปนไปตามกฎของเบนฟอรดเมื่อ ความนาจะเปนที่เลขโดดหลักแรกของ X เปน d

มีคาเทากับ log (1 + 1
d
) เมื่อ d = 1, 2, 3, ..., 9 นั่นคือ

P (D(X) = d) = log (1 + 1

d
)

เมื่อ D(x) คือเลขโดดหลักแรกของ x
การที่เราจะทราบวาการแจกแจงของขอมูลนั้นๆ เปนไปตามกฎของเบนฟอรดหรือไม สามารถ

ทำไดโดยการทดสอบทางสถิติที่ชื่อวาการทดสอบไคแสควร (Chi-Square test) แตวาการทดสอบ
การแจกแจงของขอมูลดวยวิธีนี้มีจุดบกพรองคือ เมื่อจำนวนขอมูลมีปริมาณมาก ผลการทดสอบมัก
จะปฏิเสธสมมติฐานที่วาการแจกแจงนั้นสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด

ในโครงงานนี้เราจึงสนใจการทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลคาใชจายไฟฟารายเดือน
เนื่องจากเปนขอมูลเชิงปริมาณและเปนขอมูลในชีวิตจริง โดยการเลือกการแจกแจงที่มีฟงกชันการ
แจกแจง Gα,q(s) โดยที่ α > 0, q เปนจำนวนนับ และ s ∈ [0, 10] ซึ่ง

lim
n→∞

Man
F

(n)
α,q

(s) = Gα,q(s)

เมื่อ ManXn(s) =
∞∑

l=−∞

P
(
10−l ≤ Xn ≤ s10−l

)
และ F

(n)
α,q คือ ฟงกชันการแจกแจงที่สรางจากการสุมตัวอยางในชวงที่มีการตัดปลายแบบลูกโซ n

ครั้งของการแจกแจงเบตาคงตัวเปนชวง
เนื่องจากเราทราบวาตัวแปรสุม X สอดคลองกับกฎของเบนฟอรดเมื่อ ManX(s) = log10 s ซึ่ง
ฟงกชันการแจกแจง Gα,q(s) ลูเขาสูคา log10 s เมื่อ q → ∞ และ Gα,q(s) = log10 s เมื่อ α = 1

สำหรับทุก q ∈ N เราจึงคิดวาการแจกแจงที่มีฟงกชันการแจกแจง Gα,q(s) จะเปนแบบจำลองของ
เลขหลักแรกในธรรมชาติไดดี และจะกลาวไดวาการแจกแจงดังกลาวลูเขาสูกฎของเบนฟอรด เมื่อ
q → ∞ หรือ α = 1 สำหรับทุก q ∈ N

เราจึงตองการหาตัวประมาณของพารามิเตอร α โดยวิธีความควรจะเปนสูงสุด (Maximum
Likelihood) ซึ่งจะแสดงไวในบทที่ 2 โดยเริ่มจากการพิิจารณาผลคูณของฟงกชันความนาจะเปน
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gα,q(s) โดยที่
gα,q(d) = Gα,q(d+ 1)−Gα,q(d)

เมื่อ d = 1, 2, 3, ..., 9

จากนั้นเราจะทำการหาชวงของจำนวนนับ q ที่เหมาะสมในการนำไปทดสอบความเปนเบนฟอรด
ของขอมูล ซึ่งจะแสดงไวในบทที่ 3 โดยการสังเกตวาคาสูงสุดของฟงกชันความควรจะเปน (likeli-
hood function) มักเกิดขึ้นเมื่อ q อยูในชวงใด เมื่อไดตัวประมาณของ α จากบทที่ 2 และชวงของ
q ที่เหมาะสมจากบทที่ 3 ก็จะนำไปทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลคาใชจายไฟฟารายเดือน
ในบทที่ 4 และทำการเลือกคาประมาณของ α และคา q ที่ทำใหฟงกชันความควรจะเปนมีคาสูงสุด
เพื่อดูระยะหางระหวางคาประมาณ α สำหรับแตละขอมูล และ 1

1.2 ความรูพื้นฐานทางคณิตศาสตร

1.2.1 ตัวแปรสุม
บทนิยาม 1.2.1.1. ตัวแปรสุม (Random Variables) คือฟงกชันที่มีคาเปนจำนวนจริง ซึ่งกำหนด
โดยแตละสมาชิกในปริภูมิตัวอยาง

นิยมเขียนตัวอักษรตัวพิมพใหญ เชน X,Y, Z แทนตัวแปรสุม และใชตัวอักษรพิมพเล็ก เชน
x, y, z แทนคาที่เปนไปไดของตัวแปรสุม

ในโครงงานนี้จะทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทของผูใชไฟฟาที่อาศัยอยูในกรุงเทพฯ และปริมณฑลที่ไดจากการสุม โดย [4] ฉะนั้น
ตัวแปรสุมของขอมูลขางตน จะเปนตัวแปรสุมประเภทไมตอเนื่อง

บทนิยาม 1.2.1.2. เราจะกลาววา ตัวแปรสุม X เปน ตัวแปรสุมไมตอเนื่อง (discrete random
variable) ถาพิสัยของ X เปนเซตนับได และเราเรียกฟงกชัน f : R → [0, 1] ที่กำหนดโดย

f(x) = P (X = x)

วาฟงกชันความนาจะเปน (probability function) ของ X

บทนิยาม 1.2.1.3. เราจะเรียกฟงกชัน F : R → [0, 1] วา ฟงกชันการแจกแจงสะสม (cumu-
lative distribution function) หรือเรียกโดยยอวา ฟงกชันการแจกแจง (distribution func-

3



tion) ของตัวแปรสุม X ถา สำหรับจำนวนจริง x ใดๆ

F (x) = P (X ≤ x)

ทฤษฎีบท 1.2.1.4. ให F : R → [0, 1] จะไดวา F เปนฟงกชันการแจกแจง ก็ตอเมื่อ
1. F เปนฟงกชันไมลด นั่นคือ ถา x1 ≤ x2 แลว F (x1) ≤ F (x2)

2. lim
x→∞

F (x) = 1 และ lim
x→−∞

F (x) = 0

3. F มีความตอเนื่องทางขวา นั่นคือ สำหรับจำนวนจริง x0 ใดๆ

lim
x→x0

+
F (x) = F (x0)

บทนิยาม 1.2.1.5. การแจกแจงที่ไดจากสุมตัวอยางในชวงที่มีการตัดปลายแบบลูกโซ (chains
of truncated distribution) ให D[0,∞] เปนการแจกแจงบนชวง [0,∞] นั่นคือฟงกชันการ
แจกแจง F โดยที่ F (x) = 0 สำหรับทุก x < 0 เราจะนิยามการแจกแจงที่ไดจากการตัดปลายชวง
ของ D[x,∞] ที่จุด a ∈ (0,∞) วาคือการแจกแจง D[0, a] บนชวง [0, a] ที่มีฟงกชันการแจกแจง
F [0,a] ซึ่งถูกนิยามโดย

F [0,a](x) =


F (x)
F (a)

สำหรับ x ≤ a

1 สำหรับ x > a

เมื่อเราใหตัวแปรสุม X1 ∼ D[0,∞] นั่นคือ X1 มีการแจกแจงแบบ D[0,∞] และให
Xn ∼ D[0, Xn−1] สำหรับ n ≥ 2 โดยที่ D[0, Xn−1] เปนการแจกแจงที่ไดจากการตัดปลายชวง
ของ D[0, Xn−2] ที่จุด Xn−1

เราจะเรียกลำดับของตัวแปรสุม Xn วา การแจกแจงที่ไดจากการตัดปลายชวงแบบลูกโซ ซึ่ง
กอกำเนิดโดย D[0,∞] หรือเรียกอีกอยางไดวา การแจกแจงที่ไดจากการตัดปลายชวงแบบลูกโซ ซึ่ง
กอกำเนิดโดยฟงกชันการแจกแจง F

เนื่องจากตัวแปรสุมที่มีการแจกแจงแบบเบตาคงตัวเปนชวงเปนตัวแปรสุมตอเนื่อง และ
ในโครงงานนี้เราจะทำการประมาณคาพารามิเตอรของการแจกแจงเลขหลักแรกที่ไดจากการสุม
ตัวอยางในชวงที่มีการตัดปลายแบบลูกโซของการแจกแจงเบตาคงตัวเปนชวง ดังนั้นตัวแปรสุมที่มี
การแจกแจงดังกลาว จะเปนตัวแปรสุมตอเนื่อง
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บทนิยาม 1.2.1.6. เราจะกลาววา ตัวแปรสุม X เปน ตัวแปรสุมตอเนื่อง (continuous random
variable) ถามีฟงกชัน f : R → [0,∞) ซึ่งสำหรับทุก x ∈ R

FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt

เราเรียก f วา ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน (probability density function) ของX
ขอสังเกต. ∫∞

−∞ f(t)dt = lim
x→∞

F (x) = 1

1.2.2 วิธีของความควรจะเปนสูงสุด
ในขั้นตอนการประมาณคาพารามิเตอร เราจะใชวิธีความควรจะเปนสูงสุดในการหาตัว

ประมาณของพารามิเตอร α ซึ่งเปนพารามิเตอรตัวหนึ่งของการแจกแจงเลขหลักแรกที่ไดจากการ
สุมตัวอยางในชวงที่มีการตัดปลายแบบลูกโซของการแจกแจงเบตาคงตัวเปนชวง

บทนิยาม 1.2.2.1. ให X1, X2, ..., Xn เปนตัวอยางสุมที่ใหคา {x1, x2, ..., xn} จากประชากรที่
มีการแจกแจง (ฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน ในกรณีตอเนื่อง หรือ ฟงกชันความนาจะเปน
ในกรณีที่ไมตอเนื่อง) เปน fθ(x) ซึ่งมีพารามิเตอร θ ∈ Θ แลว ฟงกชันความควรจะเปน (Likeli-
hood function) ของตัวอยางสุมนี้คือ

L(θ) = L(θ;x1, x2, ..., xn) = fθ(x1) · · · fθ(xn) =
n∏

i=1

fθ(xi)

ตัวประมาณแบบความควรจะเปนสูงสุด (maximum likelihood estimator or MLE) ของ
พารามิเตอร θ คือ θ̂ = θ̂(X1, X2, ...Xn) ที่ทำใหฟงกชันควรจะเปน L(θ) มีคาสูงที่สุด สำหรับ
θ ∈ Θ

ตัวอยาง 1.2.2.2. สุมตัวอยางขนาด n จากการแจกแจงแบรนูลลีที่มีพารามิเตอร p จงหาตัว
ประมาณแบบความควรจะเปนสูงสุด p

วิธีทำ. การแจกแจงแบรนูลลี เปนการแจกแจงของตัวแปรสุมที่มีผลลัพธที่เปนไปได 2 ทาง เชน ความ
สำเร็จและความไมสำเร็จ มีกับไมมี เปนสมาชิกกับไมเปนสมาชิก ชายกับหญิง เปนตน ซึ่งตัวแปรเชิง
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สุม X แทนผลลัพธจากการทดลอง 2 ทางนี้ โดยกำหนดให

X =

1 เมื่อผลการทดลองสำเร็จ
0 เมื่อผลการทดลองไมสำเร็จ

และ p คือ ความนาจะเปนของการเกิดเหตุการณความสำเร็จ ฉะนั้น 1−p (หรือเขียนแทนดวย q) คือ
ความนาจะเปนของการเกิดเหตุการณความไมสำเร็จ โดยมีฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปนดังนี้

f(x) = (1− p)1−xpx

เราจึงไดปริภูมิพารามิเตอร Θ = {p : 0 ≤ p ≤ 1} และฟงกชันควรจะเปนคือ L(p) =

fp(x1)fp(x2) · · · fp(xn) เมื่อ fp(x) = (1− p)1−xpx และ x1, x2, ..., xn เปนคาที่ไดจากตัวแปร
สุม X1, X2, ..., Xn ดังนั้นเราตองหาคา p ในรูปของ x1, x2, ..., xn ที่ใหคาสูงสุดของ

L(p) =
n∏

i=1

(1− p)1−xipxi = (1− p)
∑n

i=1(1−xi)p
∑n

i=1 xi

เนื่องจากฟงกชันลอการิทึมเปนฟงกชันเพิ่ม เราจึงสามารถหา p ซึ่งใหคาสูงสุดของ

lnL(p) =
(

n∑
i=1

(1− xi)

)
ln (1− p) +

(
n∑

i=1

xi

)
ln p

โดยการหาจุดวิกฤตจากสมการ

d

dp
lnL(p) =

∑n
i=1 xi

p
− n−

∑n
i=1 xi

1− p
= 0

คูณตลอดทั้งสมการดวย p(1−p)
n

จะได

(1−p)
∑n

i=1 xi

n
− (n−

∑n
i=1 xi)p

n
= 0

(1− p)
∑n

i=1 xi

n
− p

(
1−

∑n
i=1 xi

n

)
= 0∑n

i=1 xi

n
− p = 0

p =
∑n

i=1 xi

n
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จุดวิกฤตเพียงจุดเดียวซึ่งแสดงไดวาเปนจุดสูงสุดคือ p = 1
n

∑n
i=1 xi จึงสรุปไดวาตัว

ประมาณแบบความควรจะเปนสูงสุดของ p คือ p̂ = 1
n

∑n
i=1Xi = Xn

1.2.3 แมนทิสซาและกฎของเบนฟอรด
บทนิยาม 1.2.3.1. สำหรับจำนวนจริง x > 0 เราสามารถเขียน x = M × 10k ไดเพียงวิธีเดียว
โดยที่ k ∈ Z และ 1 ≤ M < 10 เราจะเรียก M วา แมนทิสซาของ x

บทนิยาม 1.2.3.2. ให X เปนตัวแปรสุมแทนขอมูลที่เราสนใจที่ใหคา x และ D เปนฟงกชัน
D : x → {1, 2, 3, ..., 9} นิยามโดย D(x) คือเลขโดดหลักแรกของ x จะไดวา X สอดคลองกับกฎ
ของเบนฟอรด (Benford’s law) ถา X มีการแจกแจงของเลขโดดหลักแรก เปนดังนี้

P (D(X) = d) = log10 (1 +
1

d
) = log10 (

d+ 1

d
)

เมื่อ d = 1, 2, ..., 9

จากบทนิยามกฎของเบนฟอรด จะไดความนาจะเปนที่เลขโดดหลักแรกจะเปน 1,2,3,...,9 ดัง
ตารางตอไปนี้

d P (D(X) = d)
1 0.3010
2 0.1761
3 0.1249
4 0.0969
5 0.0792
6 0.0669
7 0.0580
8 0.0512
9 0.0458

ตารางที่ 1.1: ตารางการแจกแจงของกฎของเบนฟอรด

จะไดวาฟงกชันการแจกแจงสะสมของเลขหลักแรก เมื่อเปนไปตามกฎของเบนฟอรด คือ
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F (d) = P (D(X) ≤ d) = log10 (1 + 1
1
) + log10 (1 + 1

2
) + · · ·+ log10 (1 + 1

d
)

= log10 (21) + log10 (32) + · · ·+ log10 (d+1
d
)

= log10
(
2
1
× 3

2
× · · · × d+1

d

)
= log10 (d+ 1)

เมื่อ d = 1, 2, ..., 9 ดังนั้น

f(d) = P (D(X) = d)

= log10(d+ 1)− log10(d)
= F (d+ 1)− F (d)

เมื่อ f เปนฟงกชันความนาจะเปน และ F เปนฟงกชันความนาจะเปนสะสมหรือฟงกชันการแจกแจง

บทนิยาม 1.2.3.3. ให D เปนการแจกแจงบนชวง [0, k] สำหรับ k > 0 จะกลาววาตัวแปรสุม
X ∼ D[0, k] สอดคลองกับกฎของเบนฟอรดเมื่อ ความนาจะเปนที่แมนทิสซาของตัวแปรสุม X จะ
มีคาอยูในชวง [1, s] เทากับ log10 s สำหรับ s ∈ [1, 10] และจะกลาวไดวาลำดับของตัวแปรสุม
Xn โดยที่ n ∈ N สอดคลองกับกฎของเบนฟอรดในลิมิตเมื่อ ความนาจะเปนที่แมนทิสซาของลำดับ
{Xn}n∈N จะมีคาอยูในชวง [1, s] ลูเขาสูคา log10 s เมื่อ n → ∞ นั่นคือ

lim
n→∞

ManXn(s) = log10 s

เมื่อ ManXn(s) =
∞∑

l=−∞

P
(
10−l ≤ Xn ≤ s10−l

)
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9

บทที่ 2
ฟงกชันการแจกแจงของเลขหลักแรกและ

การหาตัวประมาณของพารามิเตอร

จากการศึกษาบทความ [1] และจากขอคาดการณที่วา เมื่อให F เปนฟงกชันการแจกแจง D
บนชวง [0, k] เมื่อ k ∈ R และให {F (n)}n∈N เปนฟงกชันการแจกแจงของการแจกแจงที่สราง
จากการสุมตัวอยางในชวงที่มีการตัดปลายแบบลูกโซ n ครั้ง ซึ่งกอกำเนิดโดย F จะไดวาความนาจะ
เปนที่แมนทิสซาของ F (n) จะมีคาอยูในชวง [1, s] เมื่อ s ∈ [1, 10] ลูเขาสูกฎของเบนฟอรด เมื่อ
n → ∞ แตจากการพิสูจนของนายธีรพจน วิริยะไกรกุล ในบทความ [1] ที่วา เมื่อให {F (n)

α,q }n∈N
โดยที่ α > 0 และ q ∈ N เปนฟงกชันการแจกแจงของการแจกแจงที่สรางจากสุมตัวอยางในชวง
ที่มีการตัดปลายแบบลูกโซ n ครั้ง ซึ่งกอกำเนิดโดยการแจกแจงเบตาคงตัวเปนชวง จะไดวาความนา
จะเปนที่แมนทิสซาของ F (n)

α,q จะมีคาอยูในชวง [1, s] เมื่อ s ∈ [1, 10] ไมไดลูเขาสูกฎของเบนฟอรด
เมื่อ n → ∞ แตลูเขาสูฟงกชันการแจกแจง Gα,q(s) นั่นคือ

lim
n→∞

ManFα,q
(n)(s) = Gα,q(s)

โดยที่

Gα,q(s) =


0 , s < 1

1
α
log10

[(
10

α
q −1

10
1
q−1

)
10(α−1)(bs,q/q)(s− 10bs,q/q)) + 10(αbs,q)/q

]
, s ∈ [1, 10]

1 , s > 10



เมื่อ bs,q = ⌊q log10 s⌋
และไดดวยวา ถา q → ∞ แลว lim

n→∞
ManF (n)

α,q
(s) = Gα,q(s) ลูเขาสูคา log10 s อยางสม่ำเสมอ

บนชวง [1,10] อีกทั้งยังเห็นไดชัดวา Gα,q(s) = log10 s เมื่อ α = 1 สำหรับทุก q ∈ N

โดยบทนิยาม 1.2.3.3 เราจึงคิดวาการแจกแจงที่มี Gα,q(s) เปนฟงกชันการแจกแจง จะเปน
แบบจำลองของเลขหลักแรกของขอมูลในธรรมชาติไดดี และจะเห็นไดวาการแจกแจงเลขหลักแรก
ของขอมูลเหลานั้น สอดคลองกับกฎของเบนฟอรดเมื่อ q → ∞ หรือ α = 1 เราจึงสนใจการ
ทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลตางๆ ดวยการหาตัวประมาณของพารามิเตอร α โดยวิธีความ
ควรจะเปนสูงสุด เพื่อเปรียบเทียบคาประมาณของพารามิเตอร α กับ 1 และหาชวง q ที่เหมาะสม
ซึ่งจะกลาวในบทถัดไป

เราจะทำการหาตัวประมาณของพารามิเตอร α ของฟงกชันการแจกแจง Gα,q(s) ดวย
วิธีความควรจะเปนสูงสุด โดยเริ่มจากพิจารณาฟงกชันความนาจะเปนของการแจกแจง จากกฎของ
เบนฟอรดที่วา

f(d) = F (d+ 1)− F (d)

เมื่อ f เปนฟงกชันความนาจะเปน, F เปนฟงกชันความนาจะเปนสะสมหรือฟงกชันการแจกแจง
และ d = 1, 2, 3, ..., 9

ดังนั้น เมื่อเรากำหนดให gα,q(s) เปนฟงกชันความนาจะเปนของการแจกแจงที่มีฟงกชันการ
แจกแจง Gα,q(s) เราจะไดวาฟงกชันความนาจะเปน

gα,q(d) = Gα,q(d+ 1)−Gα,q(d)

เมื่อ d = 1, 2, 3, ..., 9

เนื่องจาก Gα,q(s) = 1
α
log10

[(
10

α
q −1

10
1
q −1

)
10(α−1)(bs,q/q)(s− 10bs,q/q) + 10(αbs,q)/q

]

= 1
α
log10

[
10

αbs,q
q

((
10

α
q −1

10
1
q −1

)
10(−bs,q/q)(s− 10bs,q/q) + 1

)]

= bs,q
q

+ 1
α
log10

((
10

α
q −1

10
1
q −1

)
10(−bs,q/q)(s− 10bs,q/q) + 1

)

ดังนั้น Gα,q(d+ 1) =
bd+1,q

q
+ 1

α
log10

((
10

α
q −1

10
1
q −1

)
10(−bd+1,q/q)(d+ 1− 10bd+1,q/q) + 1

)

10



จึงไดวา gα,q(d) =
bd+1,q−bd,q

q
+ 1

α
log10


(

10
α
q −1

10
1
q −1

)
10

(−bd+1,q/q)(d+1−10
(bd+1,q/q))+1(

10
α
q −1

10
1
q −1

)
10

(−bd,q/q)(d−10
(bd,q/q))+1



=
bd+1,q−bd,q

q
+ 1

α ln(10) [ ln((10
α
q − 1)ad+1 + 1)− ln((10α

q − 1)ad + 1) ]

เมื่อ ad =
10

(−bd,q/q)(d−10
bd,q/q)

10
1
q −1

= d10
(−bd,q/q)−1

10
1
q −1

ตอมาเราจะพิจารณาผลคูณของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(di) โดยที่ di = 1, 2, 3, ..., 9

และ i ∈ {1, 2, 3, ..., n} จะไดวา

n∏
i=1

gα,q(di) = gα,q(d1)g(d2) · · · gα,q(dn)

= gα,q(1)
N1gα,q(2)

N2 · · · gα,q(9)N9

=
9∏

d=1

gα,q(d)
Nd

เมื่อ Nd คือความถี่ขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d

ดังนั้น เมื่อให L(α) เปนฟงกชันความควรจะเปน จะไดวา

L(α) =
n∏

i=1

gα,q(di) =
9∏

d=1

gα,q(d)
Nd

ฉะนั้น lnL(α) =
9∑

d=1

Nd ln (gα,q(d))

และ d lnL(α)
dα

=
9∑

d=1

Nd
1

gα,q(d)

d(gα,q(d))

dα

พิจารณา dgα,q(d))

dα
จะไดวา
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dgα,q(d)

dα
= 0 + 1

α ln(10)

(
ad+1 ln(10)10

α
q(

(10
α
q −1)ad+1+1

)
q
− ad ln(10)10

α
q(

(10
α
q −1)ad+1

)
q

)
− 1

α2 log10
((

10
α
q −1

)
ad+1+1(

10
α
q −1

)
ad+1

)

= 10
α
q

αq

(
ad+1

(10
α
q −1)ad+1+1

− ad

(10
α
q −1)ad+1

)
− 1

α2 log10
((

10
α
q −1

)
ad+1+1(

10
α
q −1

)
ad+1

)

และจัดรูป gα,q(d)

gα,q(d) =
bd+1,q−bd,q

q
+ 1

α ln(10) [ ln((10
α
q − 1)ad+1 + 1)− ln((10α

q − 1)ad + 1) ]

=
bd+1,q−bd,q

q
+ 1

α
log10

((
10

α
q −1

)
ad+1+1(

10
α
q −1

)
ad+1

)

จึงไดวา

d lnL(α)
dα

=
9∑

d=1

Nd

10
α
q

αq

(
ad+1

(10
α
q −1)ad+1+1

− ad

(10
α
q −1)ad+1

)
− 1

α2 log10
((

10
α
q −1

)
ad+1+1(

10
α
q −1

)
ad+1

)
bd+1,q−bd,q

q
+ 1

α
log10

((
10

α
q −1

)
ad+1+1(

10
α
q −1

)
ad+1

)
โดยวิธีความควรจะเปนสูงสุด เราตองการหาตัวประมาณของพารามิเตอร α ที่ทำใหฟงกชัน

ความควรจะเปนนั่นคือ L(α) มีคาสูงสุด กลาวคือเราตองหาตัวประมาณของพารามิเตอร α ที่ทำให
dL(α)
dα

= 0 แตเนื่องจากฟงกชันลอการิทึมเปนฟงกชันเพิ่มและเพื่อความสะดวกในการคำนวณเราจึง
พิจารณาตัวประมาณของพารามิเตอร α ที่ทำให d lnL(α)

dα
= 0 แทน ดังนั้นเราจึงจะหาตัวประมาณ

ของพารามิเตอร α จากสมการ

9∑
d=1

Nd

10
α
q

αq

(
ad+1

(10
α
q −1)ad+1+1

− ad

(10
α
q −1)ad+1

)
− 1

α2 log10
((

10
α
q −1

)
ad+1+1(

10
α
q −1

)
ad+1

)
bd+1,q−bd,q

q
+ 1

α
log10

((
10

α
q −1

)
ad+1+1(

10
α
q −1

)
ad+1

) = 0 (2.1)

เราจะใชคำสั่ง uniroot ของโปรแกรม R ที่หารากของสมการโดยใชวิธีแบงครึ่งชวง (bisec-
tion method) ในการคำนวณหาตัวประมาณของพารามิเตอร α ซึ่งถือเปนรากของสมการ (2.1)
โดยจะแสดงการคำนวณไวในภาคผนวก ข

เราสามารถหาตัวประมาณของพารามิเตอร α สำหรับแตละขอมูลไดโดยการแทนคา Nd ของ
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แตละขอมูล และคา q ที่อยูในชวงที่เราจะทำการเลือกอยางเหมาะสมในบทถัดไป ลงในสมการ (2.1)
และใชคำสั่ง uniroot ของโปรแกรม R ในการคำนวณหาตัวประมาณของพารามิเตอร α

13



14

บทที่ 3
การเลือกชวงของ q ที่เหมาะสม

ในหัวขอนี้เราจะทำการเลือกพิจารณา q ในชวง ๆ หนึ่ง เพื่อความสะดวกในการนำคาประมาณ
α และ q ในชวงจำนวนนับนี้ไปทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลที่มีปริมาณมาก

เนื่องจากเราทราบอยูแลววา เมื่อ q → ∞ การแจกแจงของเลขหลักแรกที่มีฟงกชันการ
แจกแจง Gα,q(s) จะลูเขาสูกฎของเบนฟอรด เราจึงจะทำการเลือกชวงของ q โดยการพิจารณาคา
ของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ q และ α ที่มีคาใกล ๆ 1 เพื่อสังเกตวาคาของ
gα,q(d) สำหรับแตละ α มีการเปลี่ยนแปลงอยางไรเมื่อ q มีคามากขึ้น มากไปกวานั้นเราไดพิจารณา
คาลอการิทึมของฟงกชันความจะเปนของขอมูลจริงที่มีการแจกแจงสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด
เพื่อสังเกตดูวาหากขอมูลมีการแจกแจงสอดคลองกับกฎของเบนฟอรดแลว คาสูงสุดของฟงกชัน
ความนาจะเปนมักจะเกิดขึ้นที่ q ในชวงใด

3.1 คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q สำหรับแตละ α และ q

ในหัวขอนี้เราจะใชโปรแกรม R ในการคำนวณหาคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d)

สำหรับแตละ q โดยที่ q เปนจำนวนนับในชวง 1 ถึง 10 และ α ที่มีคาใกลๆ 1 ไดแก α =

0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25 และ 1.5 ตามลำดับ เพื่อทำการสังเกตวาคาของฟงกชันความนาจะเปน
gα,q(d) สำหรับแตละ α มีการเปลี่ยนแปลงอยางไรเมื่อคา q มีคาสูงขึ้นตามลำดับ โดยการสรางกราฟ
เปรียบเทียบคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ q และ α ที่มีเลขโดดหลักแรก d

ซึ่ง d = 1, 2, 3, ..., 9 เปนแกนนอน และคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ q และ
α เปนแกนตั้ง จะไดผลลัพธออกมาดังนี้



3.1.1 กรณี q = 1

รูปที่ 3.1: คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 1

3.1.2 กรณี q = 2

รูปที่ 3.2: คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 2

จะเห็นไดวาคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) ในกรณีที่ q = 1 และ 2 สำหรับแตละ α

มีคาแตกตางกันมาก
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3.1.3 กรณี q = 3

รูปที่ 3.3: คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 3

3.1.4 กรณี q = 4

รูปที่ 3.4: คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 4

จะเห็นไดวาคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) ในกรณีที่ q = 3 ยังคงมีคาแตกตางกัน
มาก ยกเวนในกรณีที่เลขโดดหลักแรก d = 6 และในกรณีที่ q = 4 ที่เลขโดดหลักแรก d = 5 และ
7 คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α มีคาใกลเคียงกันมาก
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3.1.5 กรณี q = 5

รูปที่ 3.5: คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 5

3.1.6 กรณี q = 6

รูปที่ 3.6: คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 6

จะเห็นไดวาคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 5 และ
เลขโดดหลักแรก d = 3, 4, 5 ยังคงมีคาแตกตางกันมาก แตในกรณีที่ q = 6 คาของฟงกชันความนา
จะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α มีคาใกลเคียงกันมาก
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3.1.7 กรณี q = 7

รูปที่ 3.7: คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 7

3.1.8 กรณี q = 8

รูปที่ 3.8: คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 8

จะเห็นไดวาคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 7 มีความ
ใกลเคียงกันมาก สวนในกรณีที่ q = 8 คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α แทบ
จะไมแตกตางกันเลย
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3.1.9 กรณี q = 9

รูปที่ 3.9: คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 9

3.1.10 กรณี q = 10

รูปที่ 3.10: คาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 10

จะเห็นไดวาคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) สำหรับแตละ α ในกรณีที่ q = 9 และ 10

มีคาใกลเคียงกันมาก แทบจะเทากันเลย
จากการพิจาณาคาของ gα,q(d) โดยที่ α มีคาใกล ๆ 1 นั่นคือ α = 0.25, 0.5, 0.75, 1.00,

1.25 และ 1.50 ตามลำดับ สำหรับแตละ q ที่เปนจำนวนนับในชวง 1 ถึง 10 จะสังเกตเห็นไดวาใน
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กรณีที่ q มีคาตั้งแต 6 ขึ้นไป คา gα,q(d) สำหรับ α แตละตัวที่เราพิจารณามีคาแตกตางกันนอยมาก
แทบจะเทากันเลย

ตอไปเราจึงจะพิจารณาคาลอกอริทึมของฟงกชันความควรจะเปนของขอมูลที่มีการแจกแจง
สอดคลองกับกฎของเบนฟอรด เพื่อสังเกตวาคาของฟงกชันความควรจะเปนสูงสุดจะเกิดขึ้นในกรณี
ที่ q มีคามากกวา 5 หรือไม

3.2 พิจารณาคาลอกอริทึมของฟงกชันความควรจะเปนของ
ขอมูลที่มีการแจกแจงสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด

เนื่องจากลอการิทึมเปนฟงกชันเพิ่ม เราจึงทำการคำนวณหาคาลอการิทึมของฟงกชันความ
ควรจะเปนสูงสุดของขอมูลที่มีการแจกแจงสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด เพื่อพิจารณาวาคาของ
ฟงกชันความควรจะเปนสูงสุดสำหรับแตละ α และ q จะเกิดคาสูงสุดในกรณีที่ α และ q เปนเทาใด

โดยการแทนคาจำนวนของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d เมื่อ d = 1, 2, ..., 9 ของขอมูลที่เรา
นำมาพิจารณาไดแก ขอมูลตามกฎของเบนฟอรด ขอมูลที่อยูอาศัย ขอมูลประชากร ขอมูลพื้นที่ของ
แมน้ำแตละแหงทั่วโลก และขอมูลคาพลังงานของการแผรังสีของวัตถุดำ ลงในฟงกชันลอการิทึมของ
ฟงกชันความควรจะเปนสูงสุด

กลาวคือ เมื่อให Nd เปนจำนวนขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d โดยที่ d = 1, 2, ..., 9 เราจะ
ทำการแทนคา Nd สำหรับแตละ d ของแตละขอมูล ลงใน

lnL(α) =
9∑

d=1

Nd ln(g(d))

ทำใหแตละขอมูลไดผลลัพธออกมาดังนี้

3.2.1 ขอมูลตามกฎของเบนฟอรด
จากกฎของเบนฟอรด จะไดจำนวนของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d นั่นคือ Nd สำหรับแตละ

d ดังตาราง
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d 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nd 30.103 17.6091 12.4939 9.691 7.91812 6.69468 5.79919 5.11525 4.57575

ตารางที่ 3.1: จำนวนขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ของขอมูลตามกฎของเบนฟอรด

เมื่อแทนคา q ตั้งแต 1 ถึง 10, Nd ของขอมูลตามกฎของเบนฟอรด สำหรับแตละ d และคา
ประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดยโปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดัง
ตาราง

q α lnL(α)
1 1 -199.3433
2 1.000003 -199.3433
3 0.9999961 -199.3433
4 1.000006 -199.3433
5 0.9999961 -199.3433
6 1.000002 -199.3433
7 0.9999897 -199.3433
8 1.000004 -199.3433
9 1.000005 -199.3433
10 0.9999862 -199.3433

ตารางที่ 3.2: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ตามกฎของเบนฟอรด

จากตารางเราจะไดวาคาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับทุก q มีคาเทา
กันที่ทศนิยม 4 ตำแหนง นั่นคือเทากับ -199.3433 และคาประมาณ α สำหรับทุก q มีคาเทากันที่
ทศนิยม 6 ตำแหนง นั่นคือเทากับ 1

ตอไปเราจะทำการคำนวณหาคาประมาณของ α และคาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะ
เปน L(α) สำหรับ q แตละกรณี ของแตละตัวอยางขอมูลที่มีการแจกแจงเลขหลักแรกสอดคลองกับ
กฎของเบนฟอรด

3.2.2 ขอมูลที่อยูอาศัย
จากตารางขอมูลใน [6] ทำใหสามารถคำนวณหาจำนวนของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d นั่น

คือ Nd สำหรับแตละ d ดังตาราง
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d 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nd 988.38 656.64 465.12 300.96 2684.7 218.88 191.52 171 171

ตารางที่ 3.3: จำนวนขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ของขอมูลที่อยูอาศัย

เมื่อแทนคา q ตั้งแต 1 ถึง 10, Nd ของขอมูลที่เปนตัวอยางสุมของขอมูลที่อยูอาศัย สำหรับ
แตละ d และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดยโปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α)
จะไดผลลัพธดังตาราง

q α lnL(α)
1 0.4265987 -199.8719
2 0.8842688 -200.1218
3 3.081027 -200.3792
4 1.809717 -201.2523
5 ไมแสดงผลลัพธในโปรแกรม R
6 2.000511 -14666.37
7 1.175658 -200.5607
8 3.446191 -16893.9
9 ไมแสดงผลลัพธในโปรแกรม R
10 ไมแสดงผลลัพธในโปรแกรม R

ตารางที่ 3.4: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูลที่
อยูอาศัย

จากตารางจะไดวาโปรแกรม R ไมแสดงผลลัพธของคาประมาณ α และคาลอการิทึมของ
ฟงกชันความควรจะเปน L(α) ในกรณีที่ q = 5, 9 และ 10 เนื่องจากเราพิจารณาคาประมาณ
ของ α ที่มีคามากกวาศูนย และสามารถเลือกคาขอบเขตบนของตัวประมาณ α ที่เราตองการได โดย
การระบุไวในสวนของการคำนวณโดยโปรแกรม R ฉะนั้นอาจเปนไปไดวาคาประมาณของ α สำหรับ
q แตละกรณีดังกลาวไมไดอยูในชวงที่เรากำหนด เราจึงจะไมพิจารณาคาประมาณของ α และคา
ลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) ในกรณีที่ q = 5, 9 และ 10

จากตารางจึงไดวาคาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) มีคาสูงสุดเทากับ
-199.8719 ที่กรณี q = 1 และ α = 0.4265987
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3.2.3 ขอมูลประชากร
จากตารางขอมูลใน [6] ทำใหสามารถคำนวณหาจำนวนของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d นั่น

คือ Nd สำหรับแตละ d ดังตาราง
d 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nd 1104.801 664.836 462.778 263.979 234.648 202.058 133.619 120.583 71.698

ตารางที่ 3.5: จำนวนขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ของขอมูลที่อยูอาศัย

เมื่อแทนคา q ตั้งแต 1 ถึง 10, Nd ของขอมูลที่เปนตัวอยางสุมของขอมูลประชากร สำหรับ
แตละ d และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดยโปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α)
จะไดผลลัพธดังตาราง

q α lnL(α)
1 1.209473 -6134.403
2 1.355776 -6145.846
3 1.88017 -6145.846
4 2.500862 -6651.571
5 1.605275 -6209.364
6 4.571258 -7661.623
7 3.179336 -7661.623
8 4.445957 -7610.056
9 5.994532 -8178.239
10 6.221491 -8178.239

ตารางที่ 3.6: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ประชากร

จากตารางจะไดวาคาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) มีคาสูงสุดเทากับ
-6134.403 ที่กรณี q = 1 และ α = 1.209473

3.2.4 ขอมูลพื้นที่ของแมน้ำแตละแหงทั่วโลก
จากตารางขอมูลใน [6] ทำใหสามารถคำนวณหาจำนวนของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d นั่น

คือ Nd สำหรับแตละ d ดังตาราง
เมื่อแทนคา q ตั้งแต 1 ถึง 10, Nd ของขอมูลที่เปนตัวอยางสุมของขอมูลพื้นที่ของแมน้ำ

แตละแหงทั่วโลก สำหรับแตละ d และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดยโปรแกรม
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d 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N(d) 103.85 54.94 35.845 37.855 24.12 28.81 18.425 14.07 17.085

ตารางที่ 3.7: จำนวนขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ของขอมูลพื้นที่แมน้ำแตละแหงทั่วโลก

R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q α lnL(α)
1 1.004459 -669.0577
2 1.021995 -669.0757
3 0.9589126 -669.1812
4 1.131923 -669.9771
5 2.117064 -715.9303
6 ไมแสดงผลลัพธในโปรแกรม R
7 ไมแสดงผลลัพธในโปรแกรม R
8 0.9803607 -669.0921
9 1.779086 -695.4806
10 ไมแสดงผลลัพธในโปรแกรม R

ตารางที่ 3.8: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
พื้นที่ของแมน้ำแตละแหงทั่วโลก

จากตารางจะไดวาโปรแกรม R ไมแสดงผลลัพธของคาประมาณ α และคาลอการิทึมของ
ฟงกชันความควรจะเปน L(α) ในกรณีที่ q = 6, 7 และ 10 เนื่องจากเราพิจารณาคาประมาณ
ของ α ที่มีคามากกวาศูนย และสามารถเลือกคาขอบเขตบนของตัวประมาณ α ที่เราตองการได โดย
การระบุไวในสวนของการคำนวณโดยโปรแกรม R ฉะนั้นอาจเปนไปไดวาคาประมาณของ α สำหรับ
q แตละกรณีดังกลาวไมไดอยูในชวงที่เรากำหนด เราจึงจะไมพิจารณาคาประมาณของ α และคา
ลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) ในกรณีที่ q = 6, 7 และ 10

จากตารางจะไดวาคาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) มีคาสูงสุดเทากับ
-669.0577 ที่กรณี q = 1 และ α = 1.004459

3.2.5 ขอมูลคาพลังงานของการแผรังสีของวัตถุดำ
จากตารางขอมูลใน [6] ทำใหสามารถคำนวณหาจำนวนของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d นั่น

คือ Nd สำหรับแตละ d ดังตาราง

24



d 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nd 361.15 201.545 164.265 101.355 76.89 81.55 60.58 54.755 62.91

ตารางที่ 3.9: จำนวนขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ของขอมูลคาพลังงานของการแผรังสีของวัตถุดำ

เมื่อแทนคา q ตั้งแต 1 ถึง 10, Nd ของขอมูลที่เปนตัวอยางสุมของคาพลังงานของการแผรังสี
ของวัตถุดำ สำหรับแตละ d และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดยโปรแกรม R ลงใน
ฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q α lnL(α)
1 1.037141 -2306.356
2 1.08893 -2306.905
3 0.7165661 -2329.478
4 1.362301 -2326.051
5 0.5269492 -2366.65
6 0.3952591 -2403.023
7 ไมแสดงผลลัพธในโปรแกรม R
8 0.05399579 -2534.587
9 1.368742 -2326.789
10 ไมแสดงผลลัพธในโปรแกรม R

ตารางที่ 3.10: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
คาพลังงานของการแผรังสีของวัตถุดำ

จากตารางจะไดวาโปรแกรม R ไมแสดงผลลัพธของคาประมาณ α และคาลอการิทึมของ
ฟงกชันความควรจะเปน L(α) ในกรณีที่ q = 7 และ 10 เนื่องจากเราพิจารณาคาประมาณของ α ที่
มีคามากกวาศูนย และสามารถเลือกคาขอบเขตบนของตัวประมาณ α ที่เราตองการได โดยการระบุ
ไวในสวนของการคำนวณโดยโปรแกรม R ฉะนั้นอาจเปนไปไดวาคาประมาณของ α สำหรับ q แตละ
กรณีดังกลาวไมไดอยูในชวงที่เรากำหนด เราจึงจะไมพิจารณาคาประมาณของ α และคาลอการิทึม
ของฟงกชันความควรจะเปน L(α) ในกรณีที่ q = 7 และ 10

จากตารางจะไดวาคาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) มีคาสูงสุดเทากับ
-2306.356 ที่กรณี q = 1 และ α = 1.037141

จากการพิจารณาคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(d) โดยที่ α ที่มีคาใกล ๆ 1 นั่นคือ
α = 0.25, 0.5, 0.75, 1.00, 1.25 และ 1.50 ตามลำดับ สำหรับแตละ q ที่เปนจำนวนนับ
ในชวง 1 ถึง 10 จะเห็นไดวาในกรณีที่ q มีคาตั้งแต 6 ขึ้นไป คาของฟงกชันความนาจะเปน
gα,q(d) สำหรับ α แตละตัวที่เราพิจารณามีคาแตกตางกันนอยมาก ประกอบกับการที่เรานำกลุม
ขอมูลตัวอยางที่มีการแจกแจงเลขหลักแรกสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด จะเห็นไดวาคาสูงสุดของ
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ฟงกชันความควรจะเปน ไมไดเกิดขึ้นในกรณีที่ q มีคามากกวา 5
ดังนั้นเราจึงเลือกพิจารณาคา q ในชวงจำนวนนับ 1 ถึง 5 เทานั้น
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บทที่ 4
ทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลคา

ไฟฟา

ในโครงงานนี้สนใจทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลคาไฟฟารายเดือน จากการวิเคราะห
ขอมูลที่ไดจากฝายเศรษฐกิจและพลังงานไฟฟา การไฟฟานครหลวง โดยนางสาวธัญญาดา คงพริ้ว
ซึ่งแสดงการวิเคราะหไวใน [4] ทำใหเราทราบวามีจำนวนผูใชไฟฟาในบริเวณกรุงเทพมหานคร และ
ปริมณฑล ตั้งแตเดือนกุมภาพันธถึงเดือนธันวาคม ในปพ.ศ. 2557 มีประมาณ 340,000 ราย ซึ่ง
สามารถแบงตามการใชงานไดหลายประเภท ประกอบไปดวย ที่อยูอาศัย กิจการขนาดเล็ก กิจการ
ขนาดกลาง กิจการขนาดใหญ กิจการเฉพาะอยาง สวนราชการ และสวนที่มีการใชไฟฟาชั่วคราว
โดยแตละประเภทของผูใชจะมีปริมาณการใชไฟฟาที่แตกตางกัน หากมีปริมาณการใชไฟฟาที่นอย
อยางเชน การใชไฟฟาในบานซึ่งเปนที่อยูอาศัยแตละครัวเรือน ก็จะสงผลใหคาใชจายไฟฟาราย
เดือนต่ำ เมื่อเทียบกับคาใชจายไฟฟารายเดือนของกิจการขนาดใหญที่มีคาใชจายไฟฟารายเดือนสูง
เนื่องจากมีปริมาณการใชไฟฟามากในแตละเดือน ซึ่งหากการแจกแจงเลขหลักแรกของขอมูลเหลานี้
ไมเปนไปตามกฎของเบนฟอรด ก็อาจจะเปนขอสังเกตหนึ่งที่แสดงใหเห็นถึงความผิดปกติของขอมูล
ในเบื้องตน และเปนขอสงสัยที่จะนำไปสูการตรวจสอบในเชิงลึกตอๆไป เนื่องจากการที่ขอมูลมี
ปริมาณที่มาก สงผลใหเกิดความผิดพลาดในการจัดเก็บและการจัดการขอมูลไดงาย อาจเกิดขึ้นโดย
เจตนาหรือไมเจตนา เชน ความผิดพลาดจากการจดบันทึกขอมูล ความผิดพลาดจากการคำนวณคา
ไฟฟา หรือการดัดแปลงเครื่องสำหรับวัดปริมาณการใชไฟฟาซึ่งสงผลใหคาไฟฟารายเดือนต่ำแมวา
จะใชไฟฟามาก ซึ่งถือเปนการทุจริต เปนตน

ในการนำขอมูลไฟฟารายเดือน ในปพ.ศ. 2557 ที่จะนำขอมูลตั้งแตเดือนกุมภาพันธถึงเดือน
ธันวาคม มาใชในการทดสอบการแจกแจง เนื่องจากเกิดความผิดพลาดในการสุมตัวอยางของขอมูล



ในเดือนมกราคม ไดมีการแบงการศึกษาในแตละเดือนออกเปน 2 สวนคือ ราคาคาไฟฟาและราคา
คาไฟฟาที่เราทำการคูณคาคงที่ 5 ที่หนวยการใชไฟฟา และเรียกวาราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
ซึ่งจะนำขอมูลทั้ง 2 สวนนี้มาทดสอบวามีการแจกแจงของเลขหลักแรกเปนไปตามกฎของเบนฟอรด
หรือไม โดยการแทนคา Nd สำหรับแตละ d ของแตละขอมูล, q ที่เปนจำนวนนับตั้งแต 1 ถึง 5 และ
คา α ที่ไดจากการประมาณคา โดยการแทนคา Nd สำหรับแตละ d ลงในฟงกชันความควรจะเปน
L(α) ลงในฟงกชันลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) นั่นคือ

lnL(α) =
9∑

d=1

Nd ln(gα,q(d))

เมื่อ Nd เปนจำนวนขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d โดยที่ d = 1, 2, ..., 9 จากนั้นทำการสังเกตวาคา
q และคาประมาณ α คูใดที่ทำใหคาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) มีคาสูงสุด

4.1 การหาคาประมาณของพารามิเตอร α สำหรับขอมูลคา
ไฟฟาแตละเดือน

เราจะนำขอมูลที่ไดจากการทดลองสุมขอมูลราคาคาไฟฟา และราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
ของแตละเดือนมาวิเคราะหจำนวนของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน 1 ถึง 9 ซึ่งคือ Nd สำหรับ
แตละเลขโดดหลักแรก d จากนั้นนำ Nd ของขอมูลแตละเดือนแทนคาลงในสมการ (2.1) และใช
โปรแกรม R ในการคำนวณหาคาประมาณของพารามิเตอร α แลวพิจารณาคา α ที่ทำใหคาของ
ฟงกชันลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) มีคาสูงสุด จะไดคาประมาณของพารามิเตอร
α สำหรับขอมูลคาไฟฟาแตละเดือน ดังนี้
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4.1.1 เดือนกุมภาพันธ

เลขโดดหลักแรก ความถี่ที่ไดจากการทดลองเดือนกุมภาพันธ ความถี่ที่ไดจากกฎของเบนฟอรดราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
1 331 304 301
2 161 168 176
3 113 113 125
4 115 88 97
5 83 84 79
6 64 68 67
7 51 75 58
8 47 49 51
9 35 51 46
รวม 1,000 1,000 1,000

ตารางที่ 4.1: ความถี่ที่ไดจากการทดลองของเลขโดดหลักแรกในเดือนกุมภาพันธ ป พ.ศ. 2557 จาก
การสุมจำนวน 1,000 ตัวอยาง

จะเห็นวาการแจกแจงความถี่ของเลขโดดหลักแรกของขอมูลทั้ง 2 ชนิด มีความใกลเคียงกับ
กฎของเบนฟอรดอยางมาก

เมื่อนำความถี่ของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ซึ่งก็คือ Nd ของแตละ d โดยที่ d = 1, 2,

3..., 9 ของทั้งสองขอมูล, คา q ตั้งแต 1 ถึง 5 และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดย
โปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q
ราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
α lnL(α) α lnL(α)

1 1.098468 -195.5175 0.977861 -201.0501
2 1.25294 -195.9022 0.8732962 -201.2475
3 1.392251 -196.8362 0.9433783 -201.0712
4 1.282207 -196.0558 0.8241461 -201.4814
5 1.988022 -204.8185 0.9851678 -201.0511

ตารางที่ 4.2: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ในเดือนกุมภาพันธ พ.ศ. 2557

จากตารางจะไดวาคา lnL(α) ที่ Nd สอดคลองกับขอมูลราคาคาไฟและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทมีคาสูงสุดเทากับ -195.5175 และ -201.0501 ตามลำดับ โดยที่ α = 1.098468 และ
0.977861 ตามลำดับ ที่กรณี q = 1 เชนเดียวกัน
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4.1.2 เดือนมีนาคม

เลขโดดหลักแรก ความถี่ที่ไดจากการทดลองเดือนมีนาคม ความถี่ที่ไดจากกฎของเบนฟอรดราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
1 323 304 301
2 184 185 176
3 116 130 125
4 103 78 97
5 80 72 79
6 74 71 67
7 46 72 58
8 35 51 51
9 39 37 46
รวม 1,000 1,000 1,000

ตารางที่ 4.3: ความถี่ที่ไดจากการทดลองของเลขโดดหลักแรกในเดือนมีนาคม ป พ.ศ. 2557 จาก
การสุมจำนวน 1,000 ตัวอยาง

จะเห็นวาการแจกแจงความถี่ของเลขโดดหลักแรกของขอมูลทั้ง 2 ชนิด มีความใกลเคียงกับ
กฎของเบนฟอรด มีเพียงความถี่ของราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ที่จะสังเกตเห็นความแตกตางที่
เลขโดด 4 และ 7 โดยแตกตางจากกฎของเบนฟอรดเล็กนอย

เมื่อนำความถี่ของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ซึ่งก็คือ Nd ของแตละ d โดยที่ d = 1, 2,

3..., 9 ของทั้งสองขอมูล, คา q ตั้งแต 1 ถึง 5 และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดย
โปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q
ราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
α lnL(α) α lnL(α)

1 1.10321 -194.5368 1.022958 -198.3937
2 1.156217 -194.5854 0.9294044 -198.5561
3 1.692733 -199.3691 1.077997 -198.4476
4 1.593893 -198.0349 1.534077 -202.3344
5 1.961313 -203.5834 1.130904 -198.5978

ตารางที่ 4.4: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ในเดือนมีนาคม พ.ศ. 2557

จากตารางจะไดวาคา lnL(α) ที่ Nd สอดคลองกับขอมูลราคาคาไฟและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทมีคาสูงสุดเทากับ -194.5368 และ -198.3937 ตามลำดับ โดยที่ α = 1.10321 และ
1.022958 ตามลำดับ ที่กรณี q = 1 เชนเดียวกัน

30



4.1.3 เดือนเมษายน

เลขโดดหลักแรก ความถี่ที่ไดจากการทดลองเดือนเมษายน ความถี่ที่ไดจากกฎของเบนฟอรดราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
1 312 199 301
2 184 193 176
3 119 128 125
4 85 79 97
5 77 72 79
6 63 62 67
7 62 67 58
8 40 48 51
9 39 52 46
รวม 1,000 1,000 1,000

ตารางที่ 4.5: ความถี่ที่ไดจากการทดลองของเลขโดดหลักแรกในเดือนเมษายน ป พ.ศ. 2557 จาก
การสุมจำนวน 1,000 ตัวอยาง

จะเห็นวาการแจกแจงความถี่ของเลขโดดหลักแรกของขอมูลทั้ง 2 ชนิด มีความใกลเคียงกับ
กฎของเบนฟอรด มีเพียงความถี่ของราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ที่จะสังเกตเห็นความแตกตางที่
เลขโดด 1 และ 2 ที่ตางจากกฎของเบนฟอรดพอสมควร

เมื่อนำความถี่ของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ซึ่งก็คือ Nd ของแตละ d โดยที่ d = 1, 2,

3..., 9 ของทั้งสองขอมูล, คา q ตั้งแต 1 ถึง 5 และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดย
โปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q
ราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
α lnL(α) α lnL(α)

1 1.083091 -192.0171 1.012359 -198.8845
2 1.034603 -192.0585 0.8295372 -199.5239
3 1.383186 -193.4215 0.9373069 -198.9895
4 1.415552 -193.7186 0.9030622 -199.1092
5 1.336582 -193.0375 0.5218161 -203.7233

ตารางที่ 4.6: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ในเดือนเมษายน พ.ศ. 2557

จากตารางจะไดวาคา lnL(α) ที่ Nd สอดคลองกับขอมูลราคาคาไฟและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทมีคาสูงสุดเทากับ -192.0171 และ -198.8845 ตามลำดับ โดยที่ α = 1.083091 และ
1.012359 ตามลำดับ ที่กรณี q = 1 เชนเดียวกัน
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4.1.4 เดือนพฤษภาคม

เลขโดดหลักแรก ความถี่ที่ไดจากการทดลองเดือนพฤษภาคม ความถี่ที่ไดจากกฎของเบนฟอรดราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
1 323 302 301
2 186 179 176
3 121 118 125
4 104 96 97
5 77 91 79
6 66 54 67
7 42 77 58
8 51 45 51
9 30 38 46
รวม 1,000 1,000 1,000

ตารางที่ 4.7: ความถี่ที่ไดจากการทดลองของเลขโดดหลักแรกในเดือนพฤษภาคม ป พ.ศ. 2557 จาก
การสุมจำนวน 1,000 ตัวอยาง

จะเห็นวาการแจกแจงความถี่ของเลขโดดหลักแรกของขอมูลทั้ง 2 ชนิด ใกลเคียงกับกฎของ
เบนฟอรดอยางมาก แตความถี่ของเลขโดดหลักแรกเปน 7 ของทั้งสองขอมูลจะแตกตางจากกฎของ
เบนฟอรดเล็กนอย

เมื่อนำความถี่ของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ซึ่งก็คือ Nd ของแตละ d โดยที่ d = 1, 2,

3..., 9 ของทั้งสองขอมูล, คา q ตั้งแต 1 ถึง 5 และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดย
โปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q
ราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
α lnL(α) α lnL(α)

1 1.110056 -194.0474 1.00593 -198.996
2 1.185373 -194.1451 0.9874919 -199.0021
3 1.599363 -197.5359 1.310316 -200.5176
4 1.476695 -196.1126 0.8910385 -199.1092
5 1.798868 -200.3637 1.223305 -199.7965

ตารางที่ 4.8: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ในเดือนพฤษภาคม พ.ศ. 2557

จากตารางจะไดวาคา lnL(α) ที่ Nd สอดคลองกับขอมูลราคาคาไฟและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทมีคาสูงสุดเทากับ -194.0474 และ -198.996 ตามลำดับ โดยที่ α = 1.110056 และ
1.00593 ตามลำดับ ที่กรณี q = 1 เชนเดียวกัน
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4.1.5 เดือนมิถุนายน

เลขโดดหลักแรก ความถี่ที่ไดจากการทดลองเดือนมิถุนายน ความถี่ที่ไดจากกฎของเบนฟอรดราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
1 339 317 301
2 183 156 176
3 124 120 125
4 80 89 97
5 79 80 79
6 47 57 67
7 59 72 58
8 46 54 51
9 43 55 46
รวม 1,000 1,000 1,000

ตารางที่ 4.9: ความถี่ที่ไดจากการทดลองของเลขโดดหลักแรกในเดือนมิถุนายน ป พ.ศ. 2557 จาก
การสุมจำนวน 1,000 ตัวอยาง

จะเห็นวาการแจกแจงความถี่ของเลขโดดหลักแรกของขอมูลทั้ง 2 ชนิด มีความแตกตางจาก
กฎของเบนฟอรดเล็กนอย

เมื่อนำความถี่ของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ซึ่งก็คือ Nd ของแตละ d โดยที่ d = 1, 2,

3..., 9 ของทั้งสองขอมูล, คา q ตั้งแต 1 ถึง 5 และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดย
โปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q
ราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
α lnL(α) α lnL(α)

1 1.157422 -192.9864 1.01386 -200.0987
2 1.130825 -192.9984 0.9865929 -200.1115
3 1.285812 -193.2512 0.655558 -202.4634
4 1.141823 -192.9905 0.6025886 -203.239
5 0.8664813 -194.5404 0.7410264 -201.4498

ตารางที่ 4.10: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ในเดือนมิถุนายน พ.ศ. 2557

จากตารางจะไดวาคา lnL(α) ที่ Nd สอดคลองกับขอมูลราคาคาไฟและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทมีคาสูงสุดเทากับ -192.9864 และ -200.0987 ตามลำดับ โดยที่ α = 1.157422 และ
1.01386 ตามลำดับ ที่กรณี q = 1 เชนเดียวกัน
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4.1.6 เดือนกรกฎาคม

เลขโดดหลักแรก ความถี่ที่ไดจากการทดลองเดือนกรกฎาคม ความถี่ที่ไดจากกฎของเบนฟอรดราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
1 328 319 301
2 186 175 176
3 122 133 125
4 88 86 97
5 63 76 79
6 62 52 67
7 57 59 58
8 49 50 51
9 45 50 46
รวม 1,000 1,000 1,000

ตารางที่ 4.11: ความถี่ที่ไดจากการทดลองของเลขโดดหลักแรกในเดือนกรกฎาคม ป พ.ศ. 2557
จากการสุมจำนวน 1,000 ตัวอยาง

จะเห็นวาการแจกแจงความถี่ของเลขโดดหลักแรกของขอมูลทั้ง 2 ชนิด มีความใกลเคียงกับ
กฎของเบนฟอรดอยางมาก แตจะเห็นวาที่เลขโดด 5 และ 6 ของราคาคาไฟฟา และราคาคาไฟฟา
ที่ราคาหนวยละ 5 บาท จะตางจากกฎของเบนฟอรดเล็กนอย

เมื่อนำความถี่ของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ซึ่งก็คือ Nd ของแตละ d โดยที่ d = 1, 2,

3..., 9 ของทั้งสองขอมูล, คา q ตั้งแต 1 ถึง 5 และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดย
โปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q
ราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
α lnL(α) α lnL(α)

1 1.116149 -194.7732 1.070552 -196.7573
2 1.041219 -194.8722 1.087666 -196.7624
3 1.010208 -194.973 0.8798518 -197.4286
4 1.196721 -194.8821 0.9151443 -197.1992
5 1.337812 -195.5556 0.5584847 -201.9009

ตารางที่ 4.12: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ในเดือนกรกฎาคม พ.ศ. 2557

จากตารางจะไดวาคา lnL(α) ที่ Nd สอดคลองกับขอมูลราคาคาไฟและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทมีคาสูงสุดเทากับ -194.7732 และ -196.7573 ตามลำดับ โดยที่ α = 1.116149 และ
1.070552 ตามลำดับ ที่กรณี q = 1 เชนเดียวกัน
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4.1.7 เดือนสิงหาคม

เลขโดดหลักแรก ความถี่ที่ไดจากการทดลองเดือนสิงหาคม ความถี่ที่ไดจากกฎของเบนฟอรดราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
1 319 307 301
2 189 166 176
3 113 121 125
4 92 85 97
5 78 86 79
6 57 58 67
7 60 78 58
8 56 43 51
9 36 56 46
รวม 1,000 1,000 1,000

ตารางที่ 4.13: ความถี่ที่ไดจากการทดลองของเลขโดดหลักแรกในเดือนสิงหาคม ป พ.ศ. 2557 จาก
การสุมจำนวน 1,000 ตัวอยาง

จะเห็นวาการแจกแจงความถี่ของเลขโดดหลักแรกของขอมูลทั้ง 2 ชนิด ใกลเคียงกับกฎของ
เบนฟอรดอยางมาก แตจะมีที่เลขโดด 7 ของราคาคาไฟฟาทีราคาหนวยละ 5 บาท ที่สูงกวากฎของ
เบนฟอรดเล็กนอย

เมื่อนำความถี่ของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ซึ่งก็คือ Nd ของแตละ d โดยที่ d = 1, 2,

3..., 9 ของทั้งสองขอมูล, คา q ตั้งแต 1 ถึง 5 และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดย
โปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q
ราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
α lnL(α) α lnL(α)

1 1.082572 -196.0049 0.9927722 -200.4504
2 0.9825018 -196.1862 0.9283604 -200.5244
3 1.331141 -197.0012 0.8767914 -200.6935
4 0.9369705 -196.3936 0.6863251 -202.2137
5 1.364534 -197.2705 0.6493069 -202.6788

ตารางที่ 4.14: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ในเดือนสิงหาคม พ.ศ. 2557

จากตารางจะไดวาคา lnL(α) ที่ Nd สอดคลองกับขอมูลราคาคาไฟและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทมีคาสูงสุดเทากับ -196.0049 และ -200.4504 ตามลำดับ โดยที่ α = 1.082572 และ
0.9927722 ตามลำดับ ที่กรณี q = 1 เชนเดียวกัน
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4.1.8 เดือนกันยายน

เลขโดดหลักแรก ความถี่ที่ไดจากการทดลองเดือนกันยายน ความถี่ที่ไดจากกฎของเบนฟอรดราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
1 334 307 301
2 177 193 176
3 123 107 125
4 96 87 97
5 73 75 79
6 61 68 67
7 47 70 58
8 45 51 51
9 44 42 46
รวม 1,000 1,000 1,000

ตารางที่ 4.15: ความถี่ที่ไดจากการทดลองของเลขโดดหลักแรกในเดือนกันยายน ป พ.ศ. 2557 จาก
การสุมจำนวน 1,000 ตัวอยาง

จะเห็นวาการแจกแจงความถี่ของเลขโดดหลักแรกของขอมูลทั้ง 2 ชนิด มีความใกลเคียงกับ
กฎของเบนฟอรด แตจะมีีที่เลขโดด 3 และ 4 ของราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาทที่ต่ำกวากฎของเบน
ฟอรดเล็กนอย

เมื่อนำความถี่ของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ซึ่งก็คือ Nd ของแตละ d โดยที่ d = 1, 2,

3..., 9 ของทั้งสองขอมูล, คา q ตั้งแต 1 ถึง 5 และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดย
โปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q
ราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
α lnL(α) α lnL(α)

1 1.133816 -193.8489 1.031355 -198.3742
2 1.192515 -193.9064 0.8157761 -199.2501
3 1.217825 -193.9656 1.232637 -199.0541
4 1.30392 -194.3123 0.94673 -198.505
5 1.34127 -194.5283 1.449082 -201.0757

ตารางที่ 4.16: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ในเดือนกันยายน พ.ศ. 2557

จากตารางจะไดวาคา lnL(α) ที่ Nd สอดคลองกับขอมูลราคาคาไฟและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทมีคาสูงสุดเทากับ -193.8489 และ -198.3742 ตามลำดับ โดยที่ α = 1.133816 และ
1.031355 ตามลำดับ ที่กรณี q = 1 เชนเดียวกัน
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4.1.9 เดือนตุลาคม

เลขโดดหลักแรก ความถี่ที่ไดจากการทดลองเดือนตุลาคม ความถี่ที่ไดจากกฎของเบนฟอรดราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
1 328 325 301
2 183 161 176
3 103 118 125
4 88 79 97
5 86 71 79
6 61 67 67
7 60 65 58
8 51 57 51
9 40 57 46
รวม 1,000 1,000 1,000

ตารางที่ 4.17: ความถี่ที่ไดจากการทดลองของเลขโดดหลักแรกในเดือนตุลาคม ป พ.ศ. 2557 จาก
การสุมจำนวน 1,000 ตัวอยาง

จะเห็นวาการแจกแจงความถี่ของเลขโดดหลัก แรกของขอมูลทั้ง 2 ชนิด มีความใกลเคียงกับ
กฎของเบนฟอรด แตจะมีความแตกตางของขอมูลทั้ง 2 ชนิดกับกฎของเบนฟอรดในชวงเลขโดด 2
ถึง 5 เล็กนอย

เมื่อนำความถี่ของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ซึ่งก็คือ Nd ของแตละ d โดยที่ d = 1, 2,

3..., 9 ของทั้งสองขอมูล, คา q ตั้งแต 1 ถึง 5 และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดย
โปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q
ราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
α lnL(α) α lnL(α)

1 1.099869 -195.835 1.047747 -199.0789
2 0.9689762 -196.1387 0.9282223 -199.3263
3 1.488011 -198.0632 0.6489575 -201.982
4 0.9138419 -196.4575 0.8735911 -199.6103
5 1.368227 -196.9524 0.6699908 -201.6756

ตารางที่ 4.18: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ในเดือนตุลาคม พ.ศ. 2557

จากตารางจะไดวาคา lnL(α) ที่ Nd สอดคลองกับขอมูลราคาคาไฟและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทมีคาสูงสุดเทากับ -195.835 และ -199.0789 ตามลำดับ โดยที่ α = 1.099869 และ
1.047747 ตามลำดับ ที่กรณี q = 1 เชนเดียวกัน
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4.1.10 เดือนพฤศจิกายน

เลขโดดหลักแรก ความถี่ที่ไดจากการทดลองเดือนตุลาคม ความถี่ที่ไดจากกฎของเบนฟอรดราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
1 324 339 301
2 182 157 176
3 113 115 125
4 92 88 97
5 76 78 79
6 60 57 67
7 64 71 58
8 46 51 51
9 43 44 46
รวม 1,000 1,000 1,000

ตารางที่ 4.19: ความถี่ที่ไดจากการทดลองของเลขโดดหลักแรกในเดือนพฤศจิกายน ป พ.ศ. 2557
จากการสุมจำนวน 1,000 ตัวอยาง

จะเห็นวาการแจกแจงความถี่ของเลขโดดหลักแรกของขอมูลทั้ง 2 ชนิด มีความใกลเคียงกับ
กฎของเบนฟอรดอยางมาก

เมื่อนำความถี่ของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ซึ่งก็คือ Nd ของแตละ d โดยที่ d = 1, 2,

3..., 9 ของทั้งสองขอมูล, คา q ตั้งแต 1 ถึง 5 และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดย
โปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q
ราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
α lnL(α) α lnL(α)

1 1.090222 -195.9968 1.107742 -196.3707
2 1.013696 -196.1004 1.111833 -196.371
3 1.231081 -196.3241 0.9480679 -196.8077
4 1.03341 -196.0535 1.131428 -196.3798
5 1.437174 -197.8328 1.307122 -196.978

ตารางที่ 4.20: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ในเดือนพฤศจิกายน พ.ศ. 2557

จากตารางจะไดวาคา lnL(α) ที่ Nd สอดคลองกับขอมูลราคาคาไฟและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทมีคาสูงสุดเทากับ -195.9968 และ -196.3707 ตามลำดับ โดยที่ α = 1.090222 และ
1.107742 ตามลำดับ ที่กรณี q = 1 เชนเดียวกัน
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4.1.11 เดือนธันวาคม

เลขโดดหลักแรก ความถี่ที่ไดจากการทดลองเดือนตุลาคม ความถี่ที่ไดจากกฎของเบนฟอรดราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
1 329 274 301
2 186 187 176
3 118 136 125
4 92 91 97
5 71 70 79
6 66 59 67
7 46 99 58
8 44 40 51
9 48 44 46
รวม 1,000 1,000 1,000

ตารางที่ 4.21: ความถี่ที่ไดจากการทดลองของเลขโดดหลักแรกในเดือนธันวาคม ป พ.ศ. 2557 จาก
การสุมจำนวน 1,000 ตัวอยาง

จะเห็นวาการแจกแจงความถี่ของเลขโดดหลักแรกของขอมูลทั้ง 2 ชนิด มีความใกลเคียงกับ
กฎของเบนฟอรด ยกเวนที่เลขโดด 7 ของราคาคาไฟฟาที่ราคาหนวยละ 5 บาท จะสูงกวากฎของเบน
ฟอรดอยางมาก

เมื่อนำความถี่ของขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ซึ่งก็คือ Nd ของแตละ d โดยที่ d = 1, 2,

3..., 9 ของทั้งสองขอมูล, คา q ตั้งแต 1 ถึง 5 และคาประมาณ α ที่คำนวณไดจากสมการ (2.1) โดย
โปรแกรม R ลงในฟงกชัน lnL(α) จะไดผลลัพธดังตาราง

q
ราคาคาไฟฟา ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท
α lnL(α) α lnL(α)

1 1.121388 -194.3891 0.9170115 -202.1267
2 1.075153 -194.4265 0.8206427 -202.309
3 1.254865 -194.6822 0.7696889 -202.5572
4 1.180202 -194.4475 1.061442 -202.5121
5 1.282388 -194.8112 1.154186 -203.137

ตารางที่ 4.22: คาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปน L(α) สำหรับแตละ α และ q ของขอมูล
ราคาคาไฟฟาและราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ในเดือนธันวาคม พ.ศ. 2557

จากตารางจะไดวาคา lnL(α) ที่ Nd สอดคลองกับขอมูลราคาคาไฟและราคาคาไฟฟาหนวย
ละ 5 บาทมีคาสูงสุดเทากับ -194.3891 และ -202.1267 ตามลำดับ โดยที่ α = 1.121388 และ
0.9170115 ตามลำดับ ที่กรณี q = 1 เชนเดียวกัน
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4.2 สรุปผลการทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลคาไฟฟา
รายเดือน

เนื่องจากเราทราบวาการแจกแจงที่มีฟงกชันการแจกแจง Gα,q(s) ที่เราคิดวาเปนแบบจำลอง
ของเลขหลักแรกในธรรมชาติไดดี จะสอดคลองกับกฎของเบนฟอรดเมื่อพารามิเตอร α มีคาเทากับ
1 หรือเมื่อจำนวนนับ q ลูเขาสู ∞ แตจากการหาคาประมาณของพารามิเตอร α สำหรับขอมูลราคา
ไฟฟาและราคาไฟฟาหนวยละ 5 บาทของแตละเดือน โดยพิจารณาในกรณีที่ q เปนจำนวนนับใน
ชวง 1 ถึง 5 จะเห็นไดวาคาประมาณของพารามิเตอร α ที่ทำใหคาของฟงกชันลอการิทึมของฟงกชัน
ความควรจะเปนมีคาสูงสุดมักเกิดขึ้นในกรณีที่ q = 1 เราจึงไมสนใจการทดสอบความเปนเบนฟอรด
ของขอมูลในกรณีที่ q ลูเขาสู ∞ แตสนใจการทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลโดยการเปรียบ
เทียบคาประมาณของพารามิเตอร α กับ 1 แทน

การทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลราคาคาไฟฟาโดยวิธีการนี้ เปนอีกหนึ่งวิธีการ
ทดสอบการแจกแจงของขอมูล ที่ตองการแกไขขอจำกัดในการทดสอบการแจกแจงที่วา เมื่อขอมูลมี
ปริมาณที่มาก การทดสอบไคแสควรมักใหผลปฏิเสธสมมติฐานหลัก นั่นคือปฏิเสธวาการแจกแจงที่
เราตองการทดสอบไมสอดคลองกับการแจกแจงตามทฤษฎี เราจึงทำการเปรียบเทียบผลการทดสอบ
ความเปนเบนฟอรดของขอมูลคาไฟฟารายเดือนโดยวิธีการหาคาประมาณของพารามิเตอรดวยวิธี
ความควรจะเปนสูงสุดเทียบกับคาจริงตามทฤษฎีซึ่งคือ 1 และการทดสอบไคแสควร ซึ่งไดทำการ
ทดสอบไวแลวใน [4] จึงไดตารางการเปรียบเทียบการทดสอบสำหรับแตละขอมูล ดังนี้
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4.2.1 ราคาคาไฟฟา

เดือน คาไคสแควร
ยอมรับ/ปฏิเสธ
สมมติฐานหลัก

ที่ระดับนัยสำคัญ 0.05
α α |α− 1| |α− 1|

กุมภาพันธ 5.4129 ยอมรับ 1.098468 0.098468
มีนาคม 12.3023 ยอมรับ 1.10321 0.10321
เมษายน 6.2999 ยอมรับ 1.083091 0.083091
พฤษภาคม 6.2999 ยอมรับ 1.110056 0.110056
มิถุนายน 14.7364 ยอมรับ 1.157422 0.157422
กรกฎาคม 7.6282 ยอมรับ 1.116149 0.116149
สิงหาคม 7.6846 ยอมรับ 1.082572 0.082572
กันยายน 7.538 ยอมรับ 1.133816 0.133816
ตุลาคม 9.4165 ยอมรับ 1.099869 0.099869

พฤศจิกายน 5.5236 ยอมรับ 1.090222 0.090222
ธันวาคม 8.1781 ยอมรับ 1.121388 0.121388

ตารางที่ 4.23: ผลการทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลราคาคาไฟฟาของแตละเดือนในป พ.ศ.
2557 ดวยการทดสอบไคสแควร และสังเกตระยะหางของคาประมาณ α กับ 1

จากผลการทดสอบไคสแควรของการแจกแจงขอมูลราคาคาไฟฟาใน [4] ที่วา ขอมูลราคา
คาไฟฟาของทุกเดือนในป พ.ศ. 2557 มีการแจกแจงของขอมูลสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด
ประกอบกับการหาระยะหางหรือความแตกตางของคาประมาณของพารามิเตอร α กับ 1 สำหรับ
ขอมูลราคาคาไฟฟาแตละเดือน เราไดวาขอมูลราคาคาไฟฟาในเดือนมิถุนายนมีความแตกตางกัน
ของคาประมาณพารามิเตอร α กับ 1 มากที่สุด แตแตกตางกันเพียงแค 0.157422 เทานั้น ซึ่งจะ
เห็นไดวา 1 กับคาประมาณของพารามิเตอร α สำหรับขอมูลราคาคาไฟฟาในแตละเดือนมีความ
แตกตางกันนอยมาก ดังนั้นเราจึงสรุปไดวาการแจกแจงของขอมูลราคาคาไฟฟาแตละเดือน ในป
พ.ศ. 2557 มีการแจกแจงของขอมูลสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด
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4.2.2 ราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาท

เดือน คาไคสแควร
ยอมรับ/ปฏิเสธ
สมมติฐานหลัก

ที่ระดับนัยสำคัญ 0.05
α α |α− 1| |α− 1|

กุมภาพันธ 3.6353 ยอมรับ 0.977861 0.022139
มีนาคม 10.411 ยอมรับ 1.022958 0.022958
เมษายน 8.4166 ยอมรับ 1.012359 0.012359
พฤษภาคม 8.4166 ยอมรับ 1.00593 0.00593
มิถุนายน 10.8049 ยอมรับ 1.01386 0.01386
กรกฎาคม 6.6983 ยอมรับ 1.070552 0.070552
สิงหาคม 14.4549 ยอมรับ 0.9927722 0.0072278
กันยายน 8.4326 ยอมรับ 1.031355 0.031355
ตุลาคม 11.9155 ยอมรับ 1.047747 0.07747

พฤศจิกายน 12.999 ยอมรับ 1.107742 0.107742
ธันวาคม 37.874 ปฏิเสธ 0.9170115 0.0829885

ตารางที่ 4.24: ผลการทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาทของ
แตละเดือนในป พ.ศ. 2557 ดวยการทดสอบไคสแควร และสังเกตระยะหางของคาประมาณ α กับ
1

จากผลการทดสอบไคสแควรของการแจกแจงขอมูลราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาทใน [4] ที่
วา ขอมูลราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาทของทุกเดือนในป พ.ศ. 2557 มีการแจกแจงของขอมูล
สอดคลองกับกฎของเบนฟอรด ยกเวนในเดือนธันวาคมที่ไดผลการทดสอบวาขอมูลราคาคาไฟฟา
หนวยละ 5 บาทไมสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด แตจากการหาระยะหางหรือความแตกตางของ
คาประมาณพารามิเตอร α กับ 1 สำหรับขอมูลราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาทของแตละเดือน เรา
ไดวาขอมูลราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาทในเดือนพฤศจิกายนมีความแตกตางกันของคาประมาณ
พารามิเตอร α กับ 1 มากที่สุด แตแตกตางกันเพียงแค 0.107742 เทานั้น ซึ่งจะเห็นไดวา 1 กับคา
ประมาณของพารามิเตอร α สำหรับขอมูลราคาคาไฟฟาในแตละเดือนมีความแตกตางกันนอยมาก
ดังนั้นเราจึงสรุปไดวาการแจกแจงของขอมูลราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาทของแตละเดือน ในป
พ.ศ. 2557 มีการแจกแจงของขอมูลสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด

การสรุปผลดังนี้อาจทำใหเกิดขอขัดแยงกับการทดสอบไคสแควรของการแจกแจงขอมูลราคา
คาไฟฟาหนวยละ 5 บาท ที่วาขอมูลราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาทในเดือนธันวาคม มีการแจกแจง
ขอมูลที่ไมสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด แตเมื่อเราพิจารณาขอมูล ประกอบกับสมบัติการไม
เปลี่ยนแปลงมาตราสวนของกฎของเบนฟอรดในบทที่ 2 ของ [4] ที่วาขอมูลที่มีการแจกแจงของเลข
หลักแรกสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด เมื่อถูกคูณดวยคาคงที่ c > 0 จะยังคงมีการแจกแจงสะสม
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ของเลขโดดหลักแรกเปนไปตามกฎของเบนฟอรด และจากหัวขอ 4.2.1 เราทราบวาขอมูลราคาคา
ไฟฟาของทุกเดือนสอดคลองกับกฎของเบนฟอรด ฉะนั้นขอมูลราคาคาไฟฟาหนวยละ 5 บาทของ
ทุกเดือน ซึ่งเปนขอมูลราคาคาไฟฟาของทุกเดือนคูณดวยคาคงที่ 5 ควรจะมีการแจกแจงของเลข
หลักแรกสอดคลองกับกฎของเบนฟอรดเชนกัน

จากการเปรียบเทียบผลการทดสอบการแจกแจงเลขหลักแรกของขอมูลราคาคาไฟฟา โดย
การทดสอบทั้งสองวิธี จะเห็นไดวาวิธีการพิจารณาระยะหางของ 1 กับคาประมาณของพารามิเตอร
α ที่ไดจากการประมาณดวยวิธีความควรจะเปนสูงสุด ใหผลการทดสอบที่สอดคลองกับสมบัติของ
กฎของเบนฟอรด ฉะนั้นเราจึงอยากเสนอใหวิธีการในโครงงานนี้ เปนทางเลือกหนึ่งในการบงชี้ระยะ
หางจากกฎของเบนฟอรด

4.3 ปญหาและขอเสนอแนะ
เนื่องจากโครงงานนี้เปนการสังเกตระยะหางระหวางคาประมาณของพารามิเตอร α ของ

ขอมูลตางๆ และ 1 ซึ่งสามารถบงชี้ไดวาขอมูลนั้นๆ มีการแจกแจงเลขหลักแรกใกลเคียงกับกฎของ
เบนฟอรดมากนอยเพียงใด แตในการสรุปผลวาขอมูลเหลานั้นสอดคลองกับกฎของเบนฟอรดหรือ
ไมตามหลักการทางสถิติ ยังคงตองการหาชวงความเเชื่อมั่นของคาประมาณพารามิเตอร α ที่คาดวา
อาจขึ้นกับคาของพารามิเตอร q
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ภาคผนวก ก
แบบเสนอหัวขอโครงงาน รายวิชา 2301399 Project Proposal

ปการศึกษา 2561
ชื่อโครงงาน (ภาษาไทย) การประมาณคาของพารามิเตอรที่บงชี้ระยะหางจากกฎของเบนฟอรด
ชื่อโครงงาน (ภาษาอังกฤษ) Estimation of parameters reflecting distance from Benford’s

law
อาจารยที่ปรึกษาโครงงาน 1. รศ. ทิพวัลย สันติวิภานนท

2. รศ.ดร. ทรงเกียรติ สุเมธกิจการ
ผูดำเนินการ นางสาวกมลรัตน ผลคิมหันต เลขประจำตัวนิสิต 5833501723

สาขาวิชา คณิตศาสตร ภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร
คณะวิทยาศาสตร

หลักการและเหตุผล

กฎของเบนฟอรด (ฺBenford’s law) กลาววาความถี่ในการเกิดเลขหลักแรก (first digit) เปน
เลข 1 ถึง 9 ไมเทากัน โดยความนาจะเปนที่จะเกิดเลขหลักแรกเปน 1 มีมากที่สุด และความนาจะ
เปนที่เกิดเลขหลักแรกเปน 2,3,4,…,9 ก็จะนอยลงเรื่อย ๆ ตามลำดับ ซึ่งเราสามารถนำหลักการจาก
กฎของเบนฟอรดมาตรวจจับความผิดปกติเบื้องตนของขอมูลได แตเราตองศึกษากอนวาขอมูลเหลา
นั้นมีการแจกแจงแบบเบนฟอรดหรือไม ดวยการทดสอบไคสแควร (Chi-Square Test)

จากการศึกษาบทความ Benfordness of chains of truncated Beta distributions via a
piecewise constant approximation เราไดกลุมของการแจกแจงของเลขหลักแรกมาหนึ่งกลุมนั่น
คือ Gα,q(s) โดยที่ α > 0, q เปนจำนวนนับ และ 1 ≤ s ≤ 10 ซึ่ง Gα,q(s) ลูเขาสูกฎของเบนฟ
อรดนั่นคือ Gα,q(s) → log10(s) เมื่อ q → ∞ และ Gα,q(s) = log10(s) เมื่อ α = 1 สำหรับ
แตละ q เราคิดวาการแจกแจงกลุมนี้นาจะเปนแบบจำลองของเลขหลักแรกในธรรมชาติไดดี จึงหาตัว
ประมาณคาของพารามิเตอร α โดยวิธีความควรจะเปนสูงสุด (Maximum Likelihood) เพื่อบงชี้
ระยะหางของพารามิเตอร α กับ 1 หากทำการศึกษาแลวพบวาพารามิเตอร α มีคาใกลเคียง 1 มาก
ๆ จะนำผลการศึกษานี้ไปใชในการทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลคาไฟฟารายเดือน

วัตถุประสงค
ตองการหาตัวประมาณของพารามิเตอรที่บงชี้ระยะหางจากกฎของเบนฟอรด และนำผลของ
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การประมาณคาพารามิเตอรนี้ไปใชในการทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลคาไฟฟารายเดือน

ขอบเขตของโครงงาน

1. ประมาณคาพารามิเตอร α โดยวิธีความควรจะเปนสูงสุด (Maximum Likelihood)

2. พิจารณาพารามิเตอร q ในชวงชวงหนึ่ง

3. นำผลการประมาณคาพารามิเตอรไปใชในการทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลคาไฟฟา
รายเดือน

วิธีการดำเนินงาน
ก. แผนการศึกษา

1. 1. ศึกษาบทความที่เกี่ยวของ ประกอบไปดวย 3 บทความ ดังนี้

(a) Benfordness of chains of truncated Beta distributions via a piecewise con-
stant approximation

(b) Benford’s law for chains of truncated distribution

(c) A generalized Benford’s law and its application

2. หาตัวประมาณของพารามิเตอร α โดยวิธีความควรจะเปนสูงสุด (Maximum Likelihood)

3. นำผลการศึกษามาประยุกตใช โดยการทดสอบความเปนเบนฟอรดของขอมูลคาไฟฟา ราย
เดือน

ข. ระยะเวลาที่ศึกษา
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การดำเนินงาน
สิงหาคม 2561 - เมษายน 2562

ส.ค. ก.ย. ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย.

1.ศึกษาปญหาและ
บทความที่เกี่ยวของ.

2.คำนวณหารูปแบบ
ทั่วไปของตัวประมาณ
พารามิเตอร α ที่ขึ้นกับคา
q โดยวิธีความควรจะเปน
สูงสุด

3.นำรูปแบบทั่วไปในขอ 2
มาคำนวณหาคา α ของ
แตละ q โดยใชโปรแกรม
Wolfram Mathematica

4.นำผลของการประมาณ
คาพารามิเตอร α มาใชใน
การทดสอบความเปนเบน
ฟอรดของขอมูลคาไฟฟา
รายเดือน

5.สรุปผลและจัดทำรูปเลม
โครงงาน

6.ตรวจสอบรูปเลมโครง
งาน และจัดเตรียมการนำ
เสนอโครงงาน

ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ
ก. ดานความรูและประสบการณตอผูจัดทำ

1. นำความรูคณิตศาสตรพื้นฐานและความรูคณิตศาสตรทางดานความนาจะเปนและสถิติมา
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ประยุกตใชในการแกปญหา

2. ไดฝกทักษะการทำงานวิจัยทางคณิตศาสตร

3. ฝกความรับผิดชอบและความตรงตอเวลา

ข. ความรู ความเขาใจที่นำไปสูการแกไขปญหาของสังคมหรือสภาพแวดลอม

นำผลจากการศึกษาโครงงานนี้ไปประยุกตใชในการตรวจจับความผิดปกติเบื้องตนของขอมูล
ที่มีการทุจริตได

อุปกรณและเครื่องมือที่ใช
ก. วัสดุอุปกรณ

1. กระดาษ A4 และเครื่องเขียน

2. คอมพิวเตอร

3. อุปกรณจัดเก็บขอมูล (Flash drive)

ข. โปรแกรม (Soft ware)

1. Wolfram Mathematica

2. Microsoft Word 2013

3. Text editor by www.overleaf.com)

งบประมาณ

1. กระดาษขนาด A4 80 แกรม

2. อุปกรณจัดเก็บขอมูล (Flash drive)

3. เมาสคอมพิวเตอร
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ภาคผนวก ข
การคำนวณหาตัวประมาณพารามิเตอร α ในโปรแกรม R

ในสวนของการคำนวณหาคาประมาณของพารามิเตอร α โดยโปรแกรม Wolfram Math-
ematica ที่กลาวไวในแบบนำเสนอโครงงาน ในทางปฏิบัตจริง ปรากฏวาโปรแกรมตองใชเวลานาน
อยางมากในการคำนวณหาคำตอบ เราจึงหันมาใชโปรแกรม R ในการคำนวณหาคาประมาณของ
พารามิเตอร α โดยใชคำสั่งที่คำนวณหารากของสมการโดยวิธีแบงครึ่งชวง (bisection method) ที่
มีชื่อวา uniroot ในคำนวณหารากของสมการ (2.1) ซึ่งผลลัพธที่ไดก็คือตัวประมาณของพารามิเตอร
α นั่นเอง เราจะสรางชุดคำสั่งที่ใหผลลัพธออกมาเปนคาประมาณของพารามิเตอร α สำหรับแตละ q
และ Nd ของแตละขอมูล ที่มีชื่อวา ”Alpha” ดังนี้

จากภาพ จะเห็นไดวา ในชวงบรรทัดที่ 5 ถึง 12 เปนการสรางฟงกชัน f นั่นก็คือสมการ (2.1)
ที่ยังไมไดถูกคำนวณผลรวมสำหรับเลขหลักแรก d ตั้งแต 1 ถึง 9 และถูกแบงสวน เพื่อความสะดวก
ในการคำนวณ ซึ่งเราจะแทนผลลัพธที่ไดจากการแทนคา Nd, q และขอบเขตบนของคา α ลงใน
ฟงกชัน f ดวยตัวแปร x นั่นก็คือตัวประมาณของพารามิเตอร α แตยังไมทราบคา เพราะยังคงอยู
ในรูปตัวแปร d เราจึงใหฟงกชัน F เปนผลรวมของฟงกชัน f ในกรณีที่ d = 1 ถึง 9 นั่นคือสมการ
(2.1) นั่นเอง

ขั้นตอนสุดทายของชุดคำสั่ง ”Alpha” จะเปนการหารากของฟงกชัน F โดยใชคำสั่ง uniroot
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ที่หารากของสมการโดยใชวิธีการแบงครึ่งชวง เราจึงตอง ระบุขอบเขตบนและขอบเขตลางของราก
ระดับนัยสำคัญของราก และจำนวนครั้งที่ตองการแบงครึ่งชวง ตามลำดับ ดังนั้น เมื่อเราแทนคา Nd

ของแตละขอมูล , คา q และคาขอบเขตบนของ α ลงในชุดคำสั่ง ”Alpha” จะไดผลลัพธเปนคา
ประมาณของ α สำหรับแตละกรณีที่เราตองการ

ลำดับตอไปเราจะนำคาประมาณของ α สำหรับ q แตละกรณี ที่คำนวณไดจากชุดคำสั่ง ”Al-
pha” มาคำนวณหาคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(s) โดยการเริ่มจากการนิยามฟงกชันความ
นาจะเปน gα,q ดวยฟงกชัน g ในโปรแกรม R ดังนี้

เมื่อเราแทนคาประมาณของพารามิเตอร α สำหรับแตละ q ของแตละขอมูล ที่ไดจากชุดคำ
สั่ง ”Alpha” ลงในฟงกชัน g ก็จะไดคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(s) สำหรับแตละกรณีดัง
ตองการ

ตัวอยางเชน เราตองการหาคาประมาณของพารามิเตอร α ของขอมูลคาพลังงานของ
การแผรังสีของวัตถุสีดำ ในกรณีที่ q = 2 พรอมทั้งหาคาของฟงกชันความนาจะเปน gα,q(s)

สามารถทำไดโดยเริ่มจากการสรางเซตที่มีสมาชิกเปนจำนวนขอมูลที่มีเลขหลักแรกเปน d ของขอมูล
คาพลังงานของการแผรังสีของวัตถุดำ ที่ d เรียงลำดับจาก 1 ถึง 9 ซึ่งเราใหชื่อเซตนี้วา ”black”
จากนั้นแทนชื่อเซต black ,1 และ 1.5 ซึ่งเปนขอบเขตบนของคา α ลงในชุดคำสั่ง ”Alpha” และ
ฟงกชัน g ตามลำดับ จะไดผลลัพธดังนี้

50



ประวัติผูเขียน

นางสาวกมลรัตน ผลคิมหันต
รหัสประจำตัวนิสิต 5833501723
ภาควิชาคณิตศาสตรและวิทยาการคอมพิวเตอร
คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย
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