
การวิเคราะห์ปัญหารอยร้าวด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์

บทที่  4

ในการวิเคราะห์ปัญหารอยร้าวด้วยระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์นั้น จะเริ่มจากการ
วิเคราะห์ความเค้นและการเสียรูปของของแข็งที่มีความยืดหยุ่น โดยในที่นี้จะทำการวิเคราะห์
ปัญหาด้งกล่าวในระบบพิกัดคาร์ฑีเซียน 2 มิติ ซึ่งจะประกอบไปด้วยสมการเชิงอนุพันธ์แสดง 
ความสมดุลของของแข็งยืดหยุ่นได้ ลักษณะของเงื่อนไขขอบเขตด่างๆ ที่กระทำกับปัญหานี้
สมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการเคลื่อนตัว และขั้นตอนการวิเคราะห์
ปัญหาของแข็งที่มีความยืดหยุ่นได้ แล้วจึงทำการวิเคราะห์ปัญหาในวัตถุยืดหยุ่นได้ที่มีรอยร้าว

4.1 สมการเซิงอนุพันธ์ของของแข็งในสองมิติ

เม ื่อม ีแรงภายนอกมากระทำกับของแข็งยืดหยุ่นได้ จะก่อให้เกิดการเสียรูปและ
ความเค้นเกิดขั้น โดยของแข็งยืดหยุ่นได้ซึ่งถูกกระทำด้วยแรงภายนอกภายใต้สภาวะสมดุล
สามารถแสดงได้ด้งรูปที่ 4.1

รปท่ี 4.1 แสดงของแข็งยืดหยุ่นได้ซึ่งถกกระทำด้วยแรงภายนอกภายใต้สภาวะสมดุล

พิจารณาเอลิเมนต์สี่เหลี่ยมเล็กๆ ภายใต้สภาวะสมดุลของของแข็งยืดหยุ่นได้ในระบบ 
พิกัดคาร์ทีเซียน 2 มิติ ด้งรูปท่ี 4.2



36

t ►X

รูปท่ี 4.2 เอลิIมนต์สี่เหลี่ยมเล็กๆ ภายใต้สภาวะสมดุลของของแข็งยืดหยุ่นไดใน 
ระบบพิกัดคาร์ทีเซียน 2 มิติ

สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย [27] ไต้ต้งนี้

do XX

ÔX + dr xy
dy +  F„ ะ= 0 (4.1ก)

ÔX do  xy w >7
dx 5y

+  F, =  0 (4.1ข)

โดยที่ 1Gyy คือ ความเต้นตรงในทิศทางแกน X และ y ตามลำดับ
Txy คือ ความ เต้นเฉือน
Fx 1 Fy คือ แรงวัตถุ (Body force) ในทิศทางแกน X และ y ตามลำดับ

4.2 เงื่อนไขขอบเขต

เง ื่อนไขขอบเขตในการวิเคราะห์ป ัญหาของแข็งท ี่ม ีความยืดหยุ่นไต้ในระบบพิกัด 
คาร์ทีเซียน 2 มิติ โดยทั่วไปประกอบด้วยการกำหนดเงื่อนไขของความเต้นที่ผิว (Surface 
traction) ที่ขอบนอกบางส่วน และการกำหนดค่าการเสียรูปหรือการเคลื่อนตัวบนพื้นผิว
บางส่วน โดยสามารถแสดงไต้ตังนี้
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4.2.1 กำหนดค่าการเคลื่อนตัวบนพื้นผิว น(x,y) และ v(x,y) ในทิศทาง X และ y 
ตามลำตับ

4.2.2 กำหนดแรงที่ขอบนอก ซึ่งเขียนแทนด้วย T

T =  TXÎ +  Tyj (4.2)

โดยที่ Tx และTy คือ แรงท่ีขอบนอก (Surface traction) ในทิศทางแกน X 
และ y ดามลำตับ และสามารถเขียนในรูปแบบของความเค้นย่อยได้ตังนี้ คือ

f ï  ไ - 1
f  "NทX< > —

CTxX Txy <
X

>
. Tv . "'■ xy Cfyy _ / V

โดยที่ ทx และ ก คือ ทิศทางโคไซน์ (Direction of cosine) ของเวกเตอร์ 

ท =  nx • i +  ny • j (4.4)

ซึ่งเป็นเวกเตอร์ที่ตั้งฉากกับผิว ณ จุดที่กำลังพิจารณา

นอกจากเงื่อนไขขอบเขตที่กล่าวมาแล้ว ของแข็งยืดหยุ่นได้นี้อาจมีความเครียดชั้นตัน 
(Prestrain) ที่เกิดขึ้นอยู่ก่อนแล้ว ทำให้ความล้มพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดโดยทั่ว 
ไป คือ

{ CT } = [c ]{ £- £o} (4.5)

{ CT } — |_CTxx C T yy T xy J (4.6)

{ ^ }  — l_ ^ x x  ^ y y  y xy  J (4.7)

และหากความเครียดชั้นตันนั้นเกิดเนื่องมาจากอุณหภูมิ

{ s 0 } T = { a } T( T ( x , y ) - T 0 ) (4.8)
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โดยเมตริกซ์ [C ] และ{£0 } ขึ้นอยู่กับลักษณะของปัญหาว่าเป็นลักษณะของความเค้นระนาบ 
(Plane stress) หรือความเครียดระนาบ (Plane strain)

ในกรณีของความเค้นระนาบ จะได้

1 V 0
[ c ] =  Ê 2 V 1 0

1 — V 1 -  V๐๐

L 2 J

ในกรณีของความเครียดระนาบ จะได้

{ a  } =  < (4.9)

[ c ]  = E
(1 +  v ) (1 -2 v )

1 — V V 0 a(1 -f V)
V 1 — V 0 P '■v' II a(1 +  V) >

1 -  2v0 0 ----- — 0
L 2 _ L V

โดยท่ี V 
E
T(x,y)
To

แทนอัตราส่วนปัวส์ชง (Poisson’s ratio)
แทนค่าคงที่ของการยืดหยุ่น (Modulus of elasticity) 
แทนอุณหภูมิ ณ ตำแหน่งที่พิจารณา
แทนอุณหภูมิที่วัสดุนั้นไม่มีความเค้น

สำหรับความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดกับการเคลื่อนตัว (Strain-displacement 
relation) สามารถเขียนได้ตังนี้

{ 8 }  = <

Su
ร* Sx

> — < Sv
8y Sy

J x y , Su Sv
Sy Sx^

(4.11)
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4.3 ขั้นตอนทั่วไปของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์

ระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ ประกอบด้วยขั้นตอนหลักๆ ทั้งหมด 6 ขั้นตอน [1 ]
ด้งต่อไปนี้

ขั้นตอนที่ 1 แบ่งขอบเขตรูปร่างลักษณะของปัญหาที่ด้องการจะหาผลเฉลยออกเปีนเอลิเมนต์ 
ย่อยๆด้งแสดงไนรูปที่ 4.3

รูปท่ี 4.3 การแบ่งรูปร่างลักษณะของปัญหาเป็นเอลิเมนต์ย่อยๆ

ขั้นตอนที่ 2 เลือกฟังก์ชันประมาณภายในเอลิเมนต์ ( Element interpolation function )

ร ูปท ี่4.4 เอลิเมนต์สามเหลี่ยมที่ประกอบด้วย 3 จุดต่อ โดยมีด้วไม่ทราบค่า ณจุดต ่อ

ซึ่งเป็นรูปแบบการกระจายของผลเฉลยโดยประมาณบนเอลิเมนต์ เช่น เอลิเมนต์สามเหลี่ยม
ด้งแสดงในรูปท่ี 4.4 เอลิเมนต์ด้งกล่าวประกอบด้วย 3 จุดต่อที่มีหมายเลข 1,2 และ 3 โดยจุด 
ต่อเหล่านี้เป็นตำแหน่งตัวไม่รู้ค่า (Nodal unknown) ซึ่งคือ O T .O 2 .O 3 ลักษณะการ
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กระจายของตัวไม่รู้ค่าบนเอลิเมนต์แบบสามเหลี่ยมนี้สามารถเขียนในรูปฟังก์ชันการประมาณ 
ภายในและตัวไม่รู้ค่าที่จุดต่อได้ตังนี้

0 ( x ty) =  N 1 ( x ,y ) 0 1 +  N2 (x,y)cD2 +  N3 ( x ,y ) 0 3

โดยที่ Nj(x,y) คือฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์ เม่ือ i=  1,2,3 

ซึ่งสามารถเขียนในรูปเมตริกซ์ใตัตังนี้

0 (x ,y ) LN1 N2 n 3 J
o .

=  | _ N J { 0 }  
(1x3)(3x1)

(4.12)

(4.13)

โดยที่ |_ N J  คือ เมตริกซ์ของฟังก์ชันการประมาณภายในของเอลิเมนต์
{ ® } คือ เวณตอร์เมตริกซ์ที่ประกอบด้วยตัวไม่รู้ค่าที่จุดต่อของเอลิเมนต์นั้น

ขั้นตอนที่ 3 สร้างสมการของเอลิเมนต์ (Element equations) เช่น ตังรูปท่ี 4.4 สมการของ 
เอลิเมนต์แบบสามเหลี่ยมจะเขียนไต่ในรูปตังนี้

— r  > f

k 11 k 12  k  13 F 1

k  21 k  2 2  k  2 3 < ° 2

M CNI
Ll_

k  31  k  3 2  k  3 3  _ e

e

e L 4  J

สามารถเขียนไต่โดยย่อเป็น

(4.14)

[ K ] „ { ® } e = { F } a (4.15)

ขั้นตอนนี้ถือว่าเป็นหัวใจสำคัญของระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ การสร้างสมการของเอลิเมนต์
ซึ่งอยู่ในรูปแบบของสมการ (4.14) สามารถทำไต่โดย [1]

1. วิธีการโดยตรง (Direct approach)
2. วิธีการแปรผัน (Variational approach)
3. วิธีการถ่วงนั้าหนักเศษตกค้าง (Method of weighted residuals)
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ขั้นตอนที่ 4 นำสมการของแด่ละเอลิเมนต์ที่ไดในขั้นตอนที่ 3 มาประกอบกัน ทำให้เกิดระบบ 
สมการในรูปแบบดังนี้

Z(Element Equations) ะ ^  [ k ] { ^ }  svs -  { f } svs (4 -16)sys ๖

ข ั้น ตอน ท่ี 5 ทำการประยุกต์เงื่อนไขขอบเขต ( Boundary conditions) ลงในสมการท่ี (4.16) 
แล้วทำการแก้ระบบสมการนั้น เพื่อหาเวกเตอร์คำตอบ { 0  } อันประกอบไปด้วยตัวไม่ร้9 sys ‘น

ค่าที่จุดต่อ ดังเช่น ค่าการเคลื่อนตัว ณ ตำแหน่งต่างๆ ของโครงสร้าง เป็นดัน

ข ั้นตอนท ี่ 6 เมื่อคำนวณค่าต่างๆ ที่จุดต่อออกมาได้แล้วก็สามารถทำการหาค่าอื่นๆ ที่ดัองการ 
ทราบต่อไปได้ เช่น เมื่อรู้ค่าการเคลื่อนตัว ณ ตำแหน่งต่างๆ ของโครงสร้างแล้ว จะสามารถ 
น่าไปหาค่าความเครียดและความเค้นต่อไป เป็นดัน

4.4 ฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบหกจุดต่อ

ในวิทยานิพนธ์นี้เลือกใช้เอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบหกจุดต่อ ดังแสดงในรูปท่ี 4.5 ซ่ึง 
เป็นเอลิเมนต์ที่ประกอบด้วยจุดต่อทั้งหมดหกจุดต่อ แต่ละจุดต่อมีดัวไม่ทราบค่าสองตัวคือ
การเคลื่อนต ัว ในแนวแกน X และ แกน y

โดยเอลิเมนต์ดังกล่าวนี้มีลักษณะการประมาณภายในแบบอันดับสอง (Quadratic Interpolation) 
ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธ์ระหว่างพิกัด x - y  และ พิกัด ร ุ- 1ๅ [32]ได้ดังนี้
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x(Ç, าๅ) =  N,x 1 +  N2X2 +  N3X3 +  N4X4 +  N5X5 +  NgXg

ะ=L nJ { x} (4.17)
(1x6)(6x1)

y(Ç. ๆ ) =  Ity 1 +  N2y 2 +  N3y3 +  N4y4 +  N5y 5 +  N6y6

=  LnJ {y} (4.18)
(1x6)(6x1)

โดยที่ N|,i =  1,6 เรียกว่าฟังก์ชันสัณฐาน (Shape functions) สามารถเขียนให้อยู่ในรูป
ของ รุ, และ  ๆ [32] ได้ดังนี้

ผิ! =  [1 -  (รุ +  ๆ)] - [1 -  2 •(รุ +  ๆ)] (4.19ก)

ผิ2 = ร ุ- (2 • ร ุ- 1) (4.19ข)

ผิ3 = ๆ ' (2 • ๆ - 1) (4.19ค)

ผิ4 =  4 • ร ุ•[1 — (รุ +  ๆ)] (4.19ง)

ผิ5 =  4 • Ç • ๆ (4.19จ)

ผิ6 =  4 • ๆ • [ 1 - (รุ +  ๆ)] (4.19ฉ)

สมมติให้การกระจายของผลเฉลยโดยประมาณบนเอลิเมนต์อยู่ในรูปแบบด้งน้ี

0> =  N 1 c > 1  + N 2 0 2  + N 3 O 3  + N 4(D 4  + N 5 0 5  +  NgOg

=  |_NJ { o  } (4.20)
(1x6 ) (6x1)

โดย Nj และ O j, i =  1,6 แทนฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต์และตัวไม่ทราบค่าท่ีจุด
ต่อท้ังหกตามลำดับ และสำหรับไอโซพาราเมตริกซ์เอลิเมนต์ (Isoparametric element) จะ
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เลือกฟังก์ชันการประมาณภายในเอลิเมนต1์ห้มีรูปแบบเช่นเดียวกับฟังก์ชันสัณฐาน ดังท่ีแสดง 
ในสมการ (4.19) น่ันคือ

N, = [ 1 - ( ร  +  ๆ ) ] - [ 1 - 2 * ( ร  +  ๆ)] (4.21ก)

n 2 —£1* (2 •รุ, 1) (4.21ข)

ผ 3 = ๆ - ( 2 - ๆ - 1 ) (4.21ศ)

N4 =  4 • • [1 — (Ç +  1ๅ)] (4.21ง)

N5 =4 -Ç •ๆ (4.21จ)

N6 = 4 • ๆ - [ 1 - (รฺ +  )ๆ] (4.21 ฉ)

4.5 สมการไฟไนต์เอลิเมนต์

การประดิษฐ์สมการไฟไนต์เอลิเมนต์สำหรับปัญหาของแข็งสามารถกระทำได้ โดยใช้
วิธีการถ่วงน้ําหนักเศษตกค้าง (Method of weighted residuals) โดยเร่ิมจาก

เพ i -R d Q  =  0 1 i =  1,2,3 m (4.22)
Q

โดยท่ี พ . แทน'ฟังก์ชัน'นาหนัก (Weighting function)
R แทนเศษดกค้าง (Residual)
ทา แทนจำนวนตัวไม่ทราบค่าท้ังหมดของเอลิเมนต์น่ัน
Q  แทนพ้ืนท่ีของเอลิเมนต์

และในท่ีน้ีเลือก พ 1 =  Nj ซ่ึงเรียกว่าวิธีบับโนฟ-กาเลอร์คิน (Bubnov-Galerkin method)
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จากสมการเชิงอนุพันธ์แสดงความสมดุลของของแข็งในสองมิติ

ÔCT dr- ^  +  - ^  + Fx = 0dx ôy
(4.23ก)

dr de—̂- + ----— +  F =  0dx dy (4.23ข)

ทำการประยุกต์วิธีการถ่วงนี้าหนักเศษดกค้างเข้ากับสมการเชิงอนุพันธ์ (4.23ก) ดังน้ี

H  •(® „ ., +  V y  ) d f i +  K  -Fxd n  =  0 (4.24)

จากทฤษฎีบทของเกาส์ (Gauss’s theorem) ซ่ึงกล่าวว่า

I น(V - V)dQ =  I น(V - ท)d r  — J (Vu - V)dQ
ท r  Q

(4.25)

ทำการประยุกต์ทฤษฎีบทของเกาส์เข้ากับพจน์แรกของสมการ (4.24) โดยการเปรียบเทียบ 
สัญลักษณ์ของตัวแปรทางด้านซ้ายของสมการ (4.25) เข้ากับพจน์แรกของสมการ (4.24) จะได้

น =N: Ô - Ô - V = -^ -  • Î +  —  • ]dx dy

V =  CT ■ ï +  X -XX xy 1 ท =  ท x • i +  กy • J

ด้งน์นจะได้

f ( T i a -  +  i r T xy>d n = ! Ni<a »<'\ +  dx , v d r  +  JN|F,d^  (4-26)Q dx dy r Q

ในทำนองเดียวกัน ทำการประยุกต์วิธีการถ่วงนี้าหนักเศษดกค้างเข้ากับสมการ (4.23ข) จะได้

l(— Txu +  ~  a w ) d a = j N i (xxy ก x +  a yy ท y ) d r  +  jN,Fvd Q  (4.27)dx xy dy yy i y
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แทนเงื่อนไขขอบเขตของแรงที่ผิวจากสมการ (4.3) คือ

โ1 1 G ทX XX xy X 1< > —
T a  a ท1 y j L xy yy J L y J

(4.28)

ลงในสมการ (4.26) และ (4.27) จากนั้นทำการจัดรูปสมการใหม่ให้อยู่ในรูปของเมตริกซ์ดังนี้

ÔN.dx 5N,0 — L3y
dy dx yy

LXxy

d Q  =  J
N. 0
0 N: i Ty J

d r  +  j
Ql

Nj 0
0 N: d Q

(4.29)

ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบอย่างย่อได้ว่า

f k

{"  ̂
(T

ธ 2  B 3  B 4  ธ 5  BgJ {

โดยที่

yy

xy J

d Q  =  j [n 1
r

f k

T

B i =

SN.— L 0 dx
ÔN.0 — 1dy
dNj

cty dx

n 2  n 3  n 4  n 5  n 6

n 2  n 3  n 4  n 5  n 6

'd T  +

i =  1,2,3,4,5,6

t , F > dQ
y

(4.30)

(4.31)

และ N. =
N: 0
0 N. i =  1,2,3,4,5.6 (4.32)

ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดแสดงได้ในรูปของสมการ (4.5) คือ

{ CI } = [ C ] { £ - 8 0 } (4.33)
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และสำหรับความเครียดนั้น สามารถเขียนอยู่ในรูปแบบของค่าการเคลื่อนตัวได้ โดยอาศัย
ความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและการเคลื่อนตัว ตังนี้

{ 8 } =  | b^ B3 . b J {  ô } (4.34)

โดยที ่  | _ 8 J v 4  u 5  v 5  u 6 (4.35)

แทนค่าในสมการ (4.5) และ (4.35) ลงในสมการ (4.29) แล้วทำการจัดรูปใหม่จะได้สมการ 
ไฟไนต์เอลิเมนต์ของแด่ละเมตริกซ์ ตังนี้

I [ B ] T [ c ] [ B ] d Q - { ô }  =  J [ b ] t [ C ] {ร0 } d O  +  I [ n ] t { f } d H + j [ N ] T {T} d f
Q Q Q r

(4.36)
โดยที ่ [ b ] =  [b , b 2 b 3 b ,  b 5 BgJ (4.37)

[ n ] =  [n , N 2 N j N4 Ng Ng J (4.38)

และ n  แทนพื้นที่ของเอลิเมนต์ 1 r  แทนขอบเขตของพื้นที่ผิว

เพื่อให้สามารถทำความเข้าใจได้ง่ายต่อการประดิษฐ์โปรแกรมคอมพิวเตอร์ สามารถจัด 
รูปสมการ (4.36) ให้อยู่ในรูปแบบที่เข้าใจง ่ายขึ้นตังนี้

[ K ] . { 8 >  =  {f1 } .  +  K } .  +  t a } .  (4.39)
(12x12)(12x1 ) (12x1) (12x1) (12x1)

โดยที่ [K ]e =  J [ b ] T[ c ] [ b ] - 1 dA (4.40)
A

(12x12) (12x3)(3x3)(3x12)

t a } .  =  J [B ]T[C ] {ร0 } -tdA 

(12x1) (12x3)(3x3)(3x1)

(4.41)
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{ f b Î .  =  I [N ]T {F }-tdA (4.42)
A

(12x1) (12x3)(3x1)

{Fr } e =  I [ N ] T{ T } d r (4.43)

(12x1) (12x3)(3x1)

ในที่นี้ [ k ] แทนเอลิเมนต์เมตริกซ์ของความแข็งเกร็ง
และ {f0 }, {fb }, {ft } แทนโหลดเวกเตอร์เนื่องมาจากความเค้นชั้นต้น, แรงวัตถุ และ

แรงที่ผิวตามลำดับ

4.6 การคำนวณเอลิเมนต์เมตริกซ์ของความแข็งเกร็ง

จากหัวข้อที่แล้ว จะพบว่าเอลิเมนต์เมตริกซ์ของความแข็งเกร็ง [K] แสดงไต้ดังสมการ 
(4.40) คือ

โดยที่ [ c ]  แทนเมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียด 
t แทนความหนาของเอลิเมนต์ดังแสดงในรูปที่ 4.6

และเมตริกซ์ [ธ ] =  [ธ (x,y)] เป็นเมตริกซ์ซึ่งแสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเครียดและ 
การเคลื่อนตัว ซึ่งสามารถแสดงไต้ดังสมการ (4.34) คือ

[ K] e = l [ B ] T[ c ] [ B ] - t d A (4.44)

(12x12) (12x3)(3x3)(3x12)

{ £ }  =

ôu
<3xdv Be ]{ ô > (4.45)ธ 1 ธ 2 ธ 3 ธ 4 Bg
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aN 1 aN 2 aN3 aN4 aN 5 0Ng
0 0 - ซ ์—  0

a x
0 -5- 0

a x
0

a x dx dx a x
aN 1 aN 2 sn3 aN 4

ถ 5 N s
ÔN6

0
a y

ช
a y a y

บ
a y a y

บ
a y

aN 1 aN 1 aN 2 aN 2 aN3 aN3 aN4 aN 4 aN5 aN5 ÔN 6 aN 6
_ d y a x a y dx a y  a x a y dx a y  a x a y dx

(4.46)

รูปท่ี 4.6 การกระจายตัวของผลเฉลยโดยประมาณบนเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบหกจุดต่อ

ในการหาไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์ของความแข็งเกร็ง [ K ] ตังสมการ (4.44) จำเป็น

ต้องหาลักษณะความชันของผลเฉลยโดยประมาณ —  และ ^  แต่เน่ืองจากผลเฉลยโดย
dx ay

ประมาณ( 0 ) น้ัน ถูกสมมุติ'ให้อยู่'โนรูปพิกัดธรรมชาติ 4 -ๆ  ตังน้ัน'จึงต้องทำการประยุกต์ใช้ 
กฎลูกโซ่ (Chain rule) ตังนี้

a 0 _ a o  3 x ,  a o  ô ya t = Sx 'ลิริ + a7 ’ริน้ี (4.46ก)

a 0  _  d o  a x  a 0 a y  
a n  a x  a n  a y  a n

ซึ่งสามารถเขียนให้อยู่ในรูปของเมตริกซ์ใต้ตังนี้

(4.46ข)
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a o ' dx 3y โ a o l
34 34 34 dx
a o dx 3y a o
3ท, _3ท 3ๆ _ U  J

ฯ T
(2x2)

โดย [ป] เรียกว่าเมตริกซ์ยาโคบี (Jacobian matrix) ซึ่งสามารถเขียนได้ดังนี้

[ J ]  =

_ dx 3y“11 J12 34 04

21 J22_ dx 3y
_3ๆ 3ท_

d_
34

f
Z N iX

\
Vi=1 
f

J - (  £ N' X. H i = 1 i 'ฯ

_a_
ริ4 ' น y,

\

y

d_
dx] J " , y ,

ร ิ

y

จากสมการ (4.47) สามารถเขียนได้ว่า

"qj g r a o ไ
dx

I a o > =  [ J ] - 1 < 34a o
l 3y J . 3ฤ J

5 0

a o
3ท

โดยเมตริกซ์ผกผัน [ j ] '1 นั้นสามารถคำนวณได้จากเมตริกซ์ยาโคบี [ป] ดังนี้

1 ร ิ; , ■ 4 1 ■  J 11 - J 1 2 _

A
*ป 2 2 ^ =  | j | _ - J 21 ป 22

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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rô o '
ดัง น้ัน < J k  > :

.3y  ,

* * "ไ ' 0 0 '
J 11 J 12 3Ç ►
ร ี, ร ี2 5 0

[ ๘ท,

* * _ÔN1 ÔN 2 ôn3 ÔN 4 ôn5 ÔN6
J 11 J 12 34 s i s i s i 3Ç 3Ç*I *I ÔN., ÔN, ÔN3 ÔN 4 ÔN, 3Nfi
J 21 J 22

_ 3iท 3ท 5ฤ 3n 0ฤ 3ท _

<*>1
0 2
0 3
* 4
Op
Op

(4.51)

และเนื่องจาก

' d o ' ~ÔN1 ÔN 2 ÔN3 ÔN 4 ÔN 5 ÔN 6
ôx > ะ= ôx ôx ôx ôx ôx ôx1 ÔO ÔN 1 ÔN 2 ÔN3 ÔN 4 3N5 3N6

. 3 y , _ ôy ôy ôy ôy ôy ôy _

O ,
0 2
0 3
0 4
^ 5
O r

(4.52)

ซึ่งเมื่อเปรียบเทียบสมการ (4.54) กับสมการ (4.55) จะพบว่า

ÔN; _  *  ôNj *  ÔNj 
&  = ช 1 1 ' ^  +  ม่12 " ล ิ^

i =  1,2,3,4,5,6 (4.53ก)

และ ÔN
s i

i _ ÔN: ÔN,J 2r ^  +  J2 2 - - ^  . i =  1,2,3,4,5,6 (4.53ข)

โดย Nj, 1 = 1 ,6  แทนฟังก์ชันการประมาณภายในของเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบหกจุดต่อ 
และจากสมการ (4.53) นี้ เมื่อแทนค่าลงในสมการ (4.46) จะสามารถหาเมตริกซ์ [ b ] ในรูป 
ของดัวแปรตาม £1 และ าๅ ได ้ ดังนั้นเอลิเมนต์ของความแข็งเกร็งจึงกลายมาเป็น

[K ]e =  J[B(4,ๆ)]'T[ c ] [ b (4 ,ๆ)] - 1 |j|d^d-n (4.54)

(12x12) (12x3) (3x3) (3x12)
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โดย |j|d^dT] =  dxdy และสมการ (4.54) นี้ สามารถประยุกต์สูตรการอินทิเกรดของ
เกาส์-เลอจองต์ [33] เพื่อนำมาหาผลลัพธ์ของไฟไนต์เอลิเมนต์เมตริกซ์ของความแข็งเกร็งได้
ด้งนี้

NGNG r Tr โ ไ
[K .]=  I I พ ,พ ,k [B (^ , ๆ 1)f  [c ][B (4 ,,ๆ ๆ ■1) (4.55)

โดย Wj.Wj แทนน้ําหนัก
และ 4j.ๆ j แทนตำแหน่งของจุดเกาส์ต่างๆ ที่สอดคล้องกับจำนวนของจุดเกาส์ (N G  ) ที่ใช้

4.7 การคำนวณความเค ้นบนเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบหกจุดต ่อ

ในการคำนวณหาความเค้นบนเอลิเมนต์แบบไอโซพาราเมตริกซ์เอลิเมนต์นั้น จะ
สามารถหาค่าความเค้นได้บนจุดของเกาส์ จากนั้นจึงทำการแปลงความเค้นที่ได้ใปสู่จุดต่อ
ต่าง  ๆ ซึ่งสำหรับเอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบหกจุดต่อนี้ จำนวนจุดของเกาส์ที่เหมาะสมในการ 
คำนวณความเค้นบนเอลิเมนต์ คือ จำนวน 4 จุดของเกาส์ [32] ด้งนั้นจึงต้องทำการคำนวณ 
หาความเค้นที่ตำแหน่งของเกาส์ทั้ง 4 จุดก่อน ค้งนี้

( Te> opt

Te ■ ฑเï '
TeĈ ||.ฑแ)
xe(Ç|ll 'ก่เแ ) 
Te (ÇlV-rllv )

(4.56)

โดย ( O  แทนความเค้นบนเอลิเมนต์เ e > opt
และ โ6 (^ ,ท ุ|) แทนความเค้นบนจุดของเกาส์

จากความเค้นบนจุดของเกาส์ สามารถนำไปหาความเค้นบนจุดต่อต่าง  ๆ ไค้ค้งนี้

{Te } nodes = [T R ]{ x e }0pt (4.57)
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เม่ือ nodes

A

> (4.58)

และ
V Tété).ๆ !)

< T" > — < *6<รแ.ๆ แ>
โ|แ Te(4lll>Tl|l|)

r 
' "■ < V._

__
__ พัê lV'OlV ป

(4.59)

โดยที่ แทนความเค้นบนจุดต่อต่างๆ<- e > nodes ’ 1
{ใ;0 } แทนความเค้นบนจุดของเกาสัฑั้งสี่จุด*■ e ’ opt ’ ’

และ [ t r ] แทนเมตริกซ์ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นบนจุดของเกาส์และความเค้น
บนจุดต่อต่างๆ ของเอลิเมนต์

เนื่องจากความสัมพันธ์ของความเค้นบนพิกัดธรรมชาติ ç -ๆ  
ซึ่งแสดงได้ดังนี้

T ร ( V ท เ )  =  °1  + c 2^i  +  ° 3 ก ั

เป็นสมการอันดับหน่ึง

(4.60)

โดยท่ี xs (4i,ๆ1) แทนความเค้นที่เกิดขึ้นจริงบนเอลิเมนต็ในพิกัดธรรมชาติ Ç-ๆ  ซ่ึงแสดงดัง 
รูปท่ี 4.7 และ c v c 2 ,c 3 เป็นค่าคงตัวของสมการ (4.60) ซึ่งสามารถหาค่าคงตัว c v c 2 และ 
0 3ไ ดัโดยวิธีกำลังสองน้อยสุด (Least squares) ตังนี้

error =  z [ x s (Çj, T|j )-x , ]
i=i

(4.61)

=  + c 2^ + 0 3ๆ 1- tJ  (4.62)
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จากนั้นทำการค่าความผิดพลาด (Error) น้อยท่ีสุด ดังน้ี

de
—  =  0 : 
dCj

Z [ Cl + c 2^  +  0 3ๆ| - 1 ,  ] =  0 (4.63ก)

de
—  - 0  : 
ô c 2

Z [ Cl + c 2^  +  0 3ๆ1 - T j ]  • ^ =  0 (4.63ข)

OII
0)

ro z ^  + c 2^  +  0 3ๆ1 - t j  • ๆ 1 =  0 (4.63ค)

หรือเขียนในรปแบบของเมตริกซ์ คือ

1 1  ร ุ้.

Z n K i •ๆ
j=l i=l i=l

3V y

1: :  ,'1, :
ๆเ ๆแ ฑเแ ๆ IV IVV  J

(4.64)
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สามารถเขียนในรูปแบบอย่างย่อได้ ด้งน้ี

[ P ] { c } = [ Q ] { x . } opt (4.65)

ด้งน้ัน { c } = [ P ] - , [Q]{xe}opt (4.66)

กำหนดให้ [S ] =  [ P ] - ’ [Q ] (4.67)

เนื่องจากตำแหน่งจุดของเกาส์มีค่าด้งนี้

และ

1 1 3 1— É . . = - น ๙Vt II

3 5 5 5

1 1 1 3— แๆ = - Tlin = %  = -3 5 5 5

แทนค่าตำแหน่งจุดของเกาส์ทั้งหมดในสมการ (4.64) จะได้

3 23 - 7  - 7
[ร ] =  — • 0 - 3 0  30 0

12 0 - 3 0  0 30
(4.68)

จากสมการ (4.60) และตำแหน่งของจุดต่อทั้งหกจุด ด้งแสดงในรูป 4.5 จะได้

1 0 0 
1 1 0 
0
1

0 1
1
-  0 
2
1 11
2 2

1 ° 2 

~ ท ั้โ ”

(4.69)
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หรือเขียนในรูปแบบอย่างย่อ'ใดคอ

{xe Inodes = [ E]{ °}

แทนค่าสมการ (4.66) และ (4.67) ลงในสมการ (4.70) จะได้

^xe }nodes — [^ ]  [ ร ] {Te }opt

ทำการเปรียบเทียบพจน์ของสมการ (4.57) กับ (4.71) จะพบว่า

[ T R ] = [ E ] [ร]

จากสมการ (4.68) และ (4.69) จะได้

[ t r ] =

3 23 - 7 - 7
3 -  7 23 - 7

1 3 -  7 - 7 23
12 3 8 8 - 7

3 - 7 8 8
3 8 - 7 8

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

4.8 เอล ิเมนต ์บร ิเวณ ปลายรอยร้าว (Crack tip element)

จากทฤษฎีการแตกหักยืดหยุ่นเช ิงเส้น (LEFM) สามารถแสดงการกระจายของ
ความเค้นในวัสดุยืดหยุ่นเชิงเส้นที่มีรอยร้าวได้ด้งสมการ (2.1) คือ

Gij = v V r y •fy (e ) +  l A mr?  -9(" ) (0 )  + -  <4-74)
ทา= 0

โดยที่ Gy แทนองค์ประกอบของความเค้น ณ ตำแหน่งใดๆ (Stress tensor)
Am,k แทนค่าคงตัว

และ f y ,  g(™ vทนฟังก์ชันไร้หน่วยของมุม 9
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จากสมการ (4.74) นี้ พบว่าการกระจายของความเค้นที่บริเวณปลายรอยร้าวจะมีลักษณะแบบ 
1 V ^  '

——  ซิงกูลาริดี้ ดังนั้นในเอลิเมนต์ที่ปลายรอยร้าวจึงควรก่อให้เกิดความเค้นที่มีลักษณะเป็น
V r
1 V V—-  ชิงกูลา'ริตี้เช่นกัน โดยในที่นี้จะใช้เอลิเมนต์ที่ดิดกับปลายรอยร้าวเป็นไอโซพาราเมตริกซ์

V r
เอลิเมนต์สามเหลี่ยมแบบหกจุดต่อซึ่งเอลิเมนต์ชนิดนี้จะก่อให้เกิดความเค้นในลักษณะดังกล่าว 
โดยการเลื่อนจุดต่อตรงกลางด้านที่ติดกับปลายรอยร้าวไปอยู่ที่ตำแหน่งหนึ่งในลี่ ดังแสดงใน 
รูปท่ี 4.8

รูปท่ี 4.8 ลักษณะของเอลิเมนต์บริเวณปลายรอยร้าว

สามารถแสดงได้ดังนี้ [6]
ข่ v r

r =  0 r =  P
ร =  - 1  £ =  0

r =  2 
* =  +1

V u/ k , 3 h - ^1 น 3

รูปท่ี 4.9 การเลื่อนจุดต่อกลางด้านมาที่ตำแหน่ง P  เพื่อหาตำแหน่งชิงกูลาริดี้ 
สำหรับเอลิเมนต์ 1 มิติ

เพื่อความง่ายต่อการเช้าใจ จะพิจารณาขอบของเอลิเมนต์ที่ไดัมีการย้ายจุดต่อกลางด้าน 
มาที่ตำแหน่ง P  สำหรับเอลิเมนตํใน 1 มิติ ดังแสดงในรูปท่ี 4.9 ซึ่งมีจุดต่ออยู่ ณ ตำแหน่งใน
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พิกัดธรรมชาติ คือ £ =  — 1 , 0 + 1  ซึ่งตรงกับจุดต่อในพิกัดจริง คือ โ =  0, P ,  2 ตามลำดับ 
สมมุติให้ความสัมพันธ์ระหว่าง r และ £ และการกระจายของผลเฉลยเป็น

โ =  a1 +  a2£ +  a3£2 (4.75)

น =  b 1+  b2£ +  b3£2 (4.76)

โดยที่ a และ b แทนค่าคงตัว
น แทนการเคลื่อนตัวในแนวแกน r

และ พิกัด r และ £ แสดงตังรูปท่ี 4.8

แทนค่า £ =  —1 เม่ือ r =  0 1 £1 =  0 เม่ือ r = p  และ £ = + 1  เม่ือ r =  2 ลงใน 
สมการ (4.75) จะได้

— 1 ±  J (  1 — 4p +  4p2 +  4 ■ (1 — p) • r 
ç = ----- — ------------— ----------------------  (4.77)

2 • (1 -  P)

—  =  (1 — 4p +  4p2 +  4 • (1 — p) • r) 2 
dr

ซึ่งสมการ (4.84) จะมีลักษณะเป็น1ชิงกูลา'ริดี้ เม่ือ

(1 — 2p)2
_  4 • ( P  -  1)

(4.78)

(4.79)

จากสมการ (4.85) จะมีลักษณะเป็นซิงกูลาริตี้เกิดขึ้นที่ตำแหน่ง r =  0 เม่ือ P  =  -  จากนั้น

ทำการแทนค่า P  =  — ลงในสมการ (4.82), (4.83) และ (4.84) จะได้ 
2

£ =  - 1  + ^2 x  (4.80)

dÇ 1
dr a/2 t

(4.81)
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2 -  3V2r +  2r
และ น =  U, +  น2[— 2r +  2*j2x ] +  น3 2r -  V ir (4.82)

โดยความเครียดในเอลิเมนต์ 1 มิตินี้ จะสามารถหาได้คือ

du
dr

1 -
2Æ .

+  น , , 2 +
V2r_

+  น„ 1 -

2V 2r.
(4.83)

เนื่องจากความเค้นที่เกิดขึ้นบนเอลิเมนต์จะแปรผันตรงกับความเครียด ด้งนั้นจากสมการ (4.83) 
นี้ สามารถแสดงให้เห็นได้อย่างชัดเจนว่า ความเค้นที่เกิดขึ้นในเอลิเมนต์นี้ จะมีลักษณะเป็น
แบบ —— ชิงกูลาริดี้ เช่นเดียวกับความเค้นที่เกิดขึ้นที่บริเวณปลายรอยร้าว

Vr

4.9 การหาค่าต ้วประกอบความเข ้มของความเค ้น

การคำนวณหาค่าตัวประกอบความเข้มของความเค้นในสองมิติ โดยใช้ระเบียบวิธี
ไฟไนต์เอลิเมนต์นั้น สามารถทำไค้หลายวิธี [34] เช่น การประมาณด้วยการเคลื่อนตัว หรือ 
ความเค้นบริเวณปลายรอยร้าว การประมาณด้วยวิธีการทางพลังงาน เป็นค้น โดยวิธีการที ่
เป็นที่นิยมใช้กันอย่างกว้างขวาง และนำมาใช่ในที่นี้ คือ วิธีการประมาณด้วยความสัมพันธ ์
ระหว่างการเคล ื่อนต ัวท ี่บร ิเวณปลายรอยร ้าวและค ่าต ัวประกอบความเข ้มของความเค ้น  
(Displacement extrapolation method, [19]) ซึ่งการเคลื่อนตัวในวัสดุยืดหยุ่นเชิงเส้นที่มี
รอยร้าวภายใต้ภาระรูปแบบที่ 1 สามารถแสดงได้ดังนี้

1 +  V  /2น้ั f 0 30ไ A,(1 +  V )V =  K,—— Al l (2k ว่- 1)sin— — sin—  f  ว่------------- r(K — 3)sin0 +
4E V 71 I 2 2 J E

Ap(1 +  v) 1 f (2k — 1) 30 0 ไ-----—---- f ï - l —  ------ sin—— — sin— ? +  ... (4.84)
E I 3 2 2)

โดยที่ K  =  3 — 4v ในกรณีความเครียดระนาบ
K  =  (3 — V ) /(1 +  V )  ในกรณีความเค้นระนาบ 
E แทนค่าคงที่ของการยืดหยุ่น (Modulus of elasticity)
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V แทนอัตราส่วนปัวส์ชง
Aj แทนค่าคงตัวของสมการ ซึ่งขึ้นอยู่กับรูปร่างและภาระบนวัตถุ

และ r และ 9 แทนตำแหน่งในพิกัดเชิงขั้ว โดยมีจ ุดกำเน ิดที่ปลายรอยร้าว ตังแสดงในรูปที่4.8

สำหรับรอยร้าวที่มีความสมมาตร พิจารณาที่ผ ิวทางด้านบน (0  =  + 7 โ)  ของรอยร้าว 
ตังรูปที่ 4.8 จากสมการ (4.84) แทนค่าบนจุดต่อ A และ B จะได้

VA =  K,. โะ โ  (1 +  v) • ( K  +  1) 1-  A,(1 +  V ) ( k  +  1) 3 /  5 /
— ----------— ----------V L ----------------- —--------V2 +  0 ( l /2 ) (4.85)

4E 12E

VB = K 1 fi"  (1 +  V) • (K + 1 )  r -  2A2(1 +  V)(K + 1) y 1 5/------------— ------- V L --------------  -------1/2 +  0(แ/2) (4.86)V ท  2 E  3E

โดยที่ L แทนความยาวของเอลิเมนต์บนด้าน TB เมื่อพิจารณาสมการ (4.84) จะพบว่า
หากตำแหน่งที่พ ิจารณาเข ้าใกล้ปลายรอยร้าว หรือ โ เข้าใกล้ศูนย์นั้น ค่าการเคลื่อนตัวบริเวณ  
ปลายรอยร้าวนี้ จะถูกควบคุมด้วยพจน์แรกของสมการเป็นหลัก เนื่องมาจากพจน์อันตับสูงของ 
สมการ (4.84) จะมีค่าน้อยกว่าพจน์แรกของสมการเป็นอย่างมาก ตังนั้นจึงสามารถละผลที่เกิด
จากพจน์อันดับสูงของสมการได้ โดยในที่นี้จะละผลของพจน์อันตับสูงตั้งแต่พจน์ r/2  ขึ้นไป 
จากสมการ (4.85) และ (4.86) จะได้

E
3(1 +  V)(K +  1)

(4.87)

และในทำนองเดียวกัน สามารถทำการหาค่าตัวประกอบความเข้มของความเค้นสำหรับภาระรูป 
แบบที่ 2 ได้ต ังนี้

K , | = --------- ^ 7 --------a P K - “ b ] <4 -8 8 )3(1 +  V)(K +  1) V L

นอกจากนั้นแล้ววิธีการคำนวณหาค่าตัวประกอบความเข้มของความเค้นนี้ ยังสามารถ 
ใซใด้กับปัญหาที่ไม่สมมาตรอีกด้วย โดยหากพิจารณาตำแหน่งจุดต่อ A, B, C และ D ตังรูปที่
4.8 แล้ว จะได้ค่าตัวประกอบความเข้มของความเค้นสำหรับภาระรูปแบบที่ 1 และ 2 ตังนี้
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E
3(1 +  v ) ( k  +  1) 

E
3(1 +  V ) ( K  +  1)

271J  L
4(va - v c ) -

1 2 J
271 

1 L
4(ua - น 0) - ^  U B  —  U D

l  2  J

(4.89)

(4.90)

4.10 ทิศทางการเติบโตของรอยร้าว

ในที่นี้จะกล่าวถึงการทำนายทิศทางการเติบโตของรอยร้าวภายใต้ภาระรูปแบบผสม 
ระหว่างรูปแบบที่ 1 และ 2 ซึ่งการทำนายทิศทางการเติบโตของรอยร้าวนี้ ไต้มีผู้'ทำการศึกษา 
และเสนอแนวทางในการคำนวณอยู่หลายแนวทาง และวิธีการที่ไต้รับการยอมรับและใช้กันโดย 
ท่ัวไป มีดังนี้

1. ทฤษฎีความเค้นหลักสูงสุด [Erdogan and Sih, 1963]
2. ทฤษฎีการปลดปล่อยพลังงานสูงสุด [Nuismer, 1975]
3. ทฤษฎีความหนาแน่นของพลังงานความเครียดตํ่าสุด [Sih, 1978]

ซึ่งในวิทยานิพนธ์นี้จะใช้ทฤษฎีความเต้นหลักสูงสุดในการทำนายทิศทางการเติบโตของ 
รอยร้าว โดยวิธีการดังกล่าวอยู่บนข้อสมมุติฐาน 2 ประการ คือ รอยร้าวจะต้องเติบโตจากปลาย 
รอยร้าวเท่านั้น และเติบโตไปในทิศทางความเต้นหลักสูงสุด สำหรับรอยร้าวที่ร้บภาระผสม
ดังกล่าวนี้ สามารถเขียนสนามความเต้นในรูปแบบพิกัดเชิงขั้วไต้ [35] ดังนี้

e 30 ไ 0 30 ไ
โa ee' L  KI A

3 cos(—) +  cos(— ) 
2 2 [ 1 KII . 1 J — 3sin(—) — sin(— )

2 2 1
l CTr0,

ALcn1 0 30 3sin(—) +  sin(— )
2 2 ,

V27ür 4 9 30 cos(—) +  3 cos(— )
2 2 ,

(4.91)
โดยที่ CT09 แทนความเค้นในแนวเส้นรอบวง (Circumferential stress)

Gr0 แทนความเค้นเฉือน
ดังนั้นทิศทางการเติบโตของรอยร้าวโดยทฤษฎีความเค้นหลักสูงสุด จะเกิดขั้นเมื่อความเต้น 
เฉือน (CTr0 ) ในสมการ (4.95) มีค่าเป็นศูนย์ น้ันคือ
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a n  =
V27Ir

ecos(—) —K. sin(9) H— K,,(3cos(9) — l)

(4.92)

จากสมการ (4.96) สามารถหาทิศทางการเติบโตของรอยร้าว (9m) ได้คือ

K,sin(9m) +  Kn(3cos(9m) - 1) =  0 (4.93)

ด้งน้ัน 9๓ =  2 tan

โดยท่ี 9m แทนทิศทางการเติบโดของรอยร้าวจากทฤษฎีความเค้นหลักสูงสุด ด้งแสดงใน
รูปท่ี 4.10

V
VKI ๙

+ 8

(4.94)

K, > 0; K 1, * 0; e,n * 0

Self-similar crack propagation 
K,>  0 ; Kn =  0 ; 6m -  0

รูปท่ี 4.10 ทิศทางของรอยร้าว
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